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RESUMO

Nesta tese, obtemos informacoes estruturais de um grafo uniciclico
usando seu espaco nulo. Observando as entradas dos autovetores associados ao
autovalor zero, obtemos a decomposicao nula de um grafo. Utilizando a decom-
posicao nula desse grafo uniciclico, obtemos férmulas fechadas para os ntimeros de
emparelhamento e independéncia do mesmo. Algumas dessas formulas permitem o
calculo desses dois parametros através da decomposicao nula de subarvores do grafo
uniciclico enquanto outras possibilitam o calculo através da decomposicao nula do
proprio grafo uniciclico. Além disso, caracterizamos um grafo uniciclico singular
através do suporte de suas arvores pendentes e obtemos uma base para o espago

nulo desse grafo usando uma base do espaco nulo de suas subarvores.
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ABSTRACT

In this dissertation, we obtain structural information of a unicyclic
graph using its null space. Observing the entries of the eigenvectors correspon-
ding to the eigenvalue zero we obtain the null decomposition of a graph. Using the
null decomposition of a unicyclic graph we obtain closed formulas for the matching
and independence numbers of unicyclic graphs. Some of these formulas allows one
to compute these two parameters using the null decomposition of the subtrees of the
unicyclic graph while others make it possible to compute these parameters by null
decomposition of the unicyclic graph itself. Moreover, we obtain a characterization
of a singular unicyclic graph using the support of their pendant trees and we obtain
a basis for the null space of unicyclic graph using a basis of the null space of their

subtrees.

xiii



1 INTRODUCAO

Fiedler, em 1975, foi o primeiro a relacionar a estrutura do grafo com
seus autovetores [21]. Um dos mais importantes resultados sobre a matriz laplaciana
é o Teorema da Monotocidade de Fiedler [7]. Esse teorema relaciona a estrutura
dos vértices de um grafo com os sinais das entradas de um autovetor associado
ao segundo menor autovalor da matriz laplaciana. O segundo menor autovalor
da matriz laplaciana, mais conhecido por conectividade algébrica, desempenha um
papel muito importante na Teoria Espectral de Grafos. Esse autovalor ganhou
destaque apos o Fiedler mostrar que um grafo é conexo se, e somente se, o segundo
menor autovalor laplaciano é diferente de zero [22]. Esse resultado motivou que tal
autovalor fosse chamado de conectividade algébrica. Em 1988, Powers [58] também
obteve relagoes entre os autovetores e propriedades dos grafos. Em 1998, Kirkland
e Fallat introduziram a nocao de componentes de Perron de um vértice em um
grafo com pesos e relacionaram essas componentes com os autovetores associados a
conectividade algébrica [43]. Sander e Sander, em 2009, apresentaram uma técnica
interessante, chamada de composicao-decomposicao, que correlaciona autovetores de
uma arvore com certos autovetores de uma floresta esquelética associada a mesma
[59]. Seus resultados permitiram caracterizar as drvores cujos autoespagos admitem
uma base formada por vetores com entradas em {—1,0, 1}. Recentemente, em 2018,
Jaume e Molina relacionaram os ntimeros de independéncia e emparelhamento de

arvores com os vetores do espaco nulo de sua matriz de adjacéncia [38].

Nosso trabalho, em certo sentido, se assemelha ao trabalho de Fiedler,
visto que também usamos as entradas de autovetores para obter informacoes es-
truturais de um grafo. A diferenca é que observamos as entradas dos autovetores
associados ao autovalor zero. Outra diferenca em relagao ao trabalho de Fiedler é
que nao nos importa o sinal das entradas, mas sim se a entrada é zero ou diferente

de zero. Mais precisamente, a técnica que utilizamos consiste em analisar o suporte



de um grafo uniciclico. O suporte de um grafo é um subconjunto de vértices do
grafo tal que pelo menos uma de suas respectivas entradas de algum vetor do espaco
nulo da matriz de adjacéncia é diferente de zero. O conceito de suporte de um
grafo é o mais importante do nosso trabalho, pois é a partir dele que definimos a
decomposi¢ao nula de um grafo. Existem trabalhos que comprovam que o suporte
de um grafo nos fornece informacoes estruturais sobre o mesmo. Por exemplo, esta
implicito em [53] (veja a pagina 18 dessa referéncia) que dois vértices do suporte de
uma arvore nunca podem ser vizinhos. Vale destacar que o autor de [53] chamava os
vértices do suporte de 0-essenciais. Recentemente, Jaume e Molina [38] demonstra-
ram, de uma maneira diferente, que o suporte de uma arvore é sempre um conjunto

independente.

Em [38], Jaume e Molina, usando o conceito de suporte, definem a
decomposi¢ao nula de arvores. Em geral, a decomposicao nula divide uma arvore
T em duas florestas (uma delas pode ser vazia), uma floresta formada por arvores
singulares e outra formada por arvores nao singulares. Eles estudaram cada uma
destas florestas e, através deste estudo, obtiveram férmulas fechadas para os niimeros
de independéncia e emparelhamento de drvores (Teorema 3.5). Além disso, conse-
guiram férmulas fechadas para o nimero de conjuntos independentes maximos de
arvores (veja Teorema 4.17 de [38]) e para o ntimero de emparelhamentos maximos

de drvores (veja Corolério 4.16 de [38]).

Nosso principal objetivo nesta tese é obter informagoes estruturais de
grafos uniciclicos através dos autovetores associados ao autovalor zero da matriz de
adjacéncia, ou seja, obter propriedades de grafos uniciclicos através de seu espaco
nulo. Em outras palavras, nos propomos a estudar quais caracteristicas podemos
obter de um grafo uniciclico através de sua decomposicao nula. Note que uma ca-
racterizacao dos grafos uniciclicos singulares é muito importante, pois é nesta classe
de grafos uniciclicos que o espaco nulo da matriz de adjacéncia é nao trivial, por

consequéncia, é nesta classe que o suporte é nao vazio. Em [51], os autores obtém



uma caracterizacao dos grafos uniciclicos singulares e além disso, constroem uma
base para espaco nulo de grafos uniciclicos. Nesta tese, também obtemos uma ca-
racterizacao dos grafos uniciclicos singulares e uma base para o espago nulo de grafos
uniciclicos, porém a caracterizacao e a base sao muito diferentes das encontradas em
[51]. Mais precisamente, os autores de [51] determinam uma caracterizagdo e uma
base de um grafo uniciclico G tomando de pares de subconjuntos de vértices de G

com determinadas propriedades em relacao as suas vizinhancas.

Como aplicacao de nossos estudos, destacamos a obtencao de férmulas
fechadas para os niimeros de emparelhamento e independéncia de grafos uniciclicos,
lembrando que os niimeros de emparelhamento e independéncia de um grafo G sao
denotados por v(G) e a(G), respectivamente. O estudo de emparelhamentos e con-
juntos independentes é um classico da teoria de grafos. Na literatura, podem ser
encontrados intimeros trabalhos sobre emparelhamentos e conjuntos independentes
que abordam essas estruturas combinatorias sob varias perspectivas. Dentre essas
perspectivas temos a determinacao do tamanho de emparelhamentos e conjuntos
independentes maximos (v(G) e a(G)), participagao de vértices em conjuntos inde-
pendentes méaximos, existéncia de emparelhamento méaximo que utilize determinada
aresta, etc. A seguir vamos fazer um breve historico de trabalhos desenvolvidos

sobre emparelhamentos e conjuntos independentes.

Historicamente, a teoria de emparelhamentos iniciou em grafos biparti-
dos [57]. Um dos primeiros estudos sobre emparelhamentos em grafos foi registrado
em 1916, quando o matematico hiingaro Dénes Konig publicou dois artigos gémeos,
um em hungaro [44] e o outro em alemao [46], no qual mostrou que todo o grafo
bipartido regular admite um emparelhamento perfeito. Em 1931, Konig demonstrou
o Teorema minimax [45], mais conhecido como Teorema de Konig-Egervary, que é
um teorema muito importante dentro da teoria de grafos. O Teorema de Konig-
Egervary diz que, em grafos bipartidos, a cardinalidade do maior emparelhamento

¢ igual a cardinalidade da menor cobertura de vértices. O nome Konig-Egervary



do teorema vem do fato de que, em 1931, o matemético hingaro Jend Egervary
também demonstrou o Teorema minimax [20], porém de uma maneira mais ge-
ral, mais precisamente, para grafos com pesos. Em 1947, Tutte [63] estabeleceu
condicOes necessarias e suficientes para a existéncia de um emparelhamento perfeito

em um grafo qualquer.

Em 1957, Claude Berge introduziu a nog¢ao de caminho aumentante e
mostrou que um emparelhamento M em G é de cardinalidade maxima se e somente
se nao existir caminho M-aumentante em G [10]. No ano de 1964, Gallai estabe-
leceu a existéncia de uma teoria de decomposicao de um grafo qualquer em termos
de seus emparelhamentos maximos [48]. Em 1965, Jack Edmonds [19] forneceu um
método eficiente para obter essa decomposicao, conhecida hoje como decomposi¢ao
de Gallai-Edmonds. O Teorema Estrutural de Gallai-Edmonds ([48], Capitulo 3)
nos fornece varias informacoes sobre emparelhamentos maximos em um grafo qual-
quer G, que inclui, por exemplo, uma férmula fechada para v(G). No Capitulo 7,
vamos falar um pouco mais sobre essa decomposicao, mais precisamente, sobre uma
possivel relacao da decomposicao de Gallai-Edmonds de grafos uniciclicos com a

decomposi¢ao nula.

Em 1955, Kuhn criou o método huingaro, este algoritmo determina, em
tempo polinomial, um emparelhamento maximo em grafos bipartidos [47]. Esse
algoritmo é chamado de hiingaro porque ele é baseado fortemente nos trabalhos dos
matematicos hingaros Konig e Egervary. Posteriormente, em 1973, Hopcroft e Karp
publicaram um artigo [37], no qual também desenvolvem um algoritmo polinomial
que encontra um emparelhamento maximo em grafos bipartidos. Vérios outros
matematicos estudaram e desenvolveram algoritmos que obtém o emparelhamento

méximo em grafos bipartidos e nao bipartidos [24, 27, 28, 34, 42].

Um problema bem famoso é o problema das n rainhas [9], que foi estu-
dado por véarios matemadticos, inclusive Gauss [9]. O problema consiste em dispor n

rainhas em um tabuleiro de xadrez n x n de tal maneira que nenhuma rainha possa

4



ser atacada por outra. Podemos modelar este problema da seguinte forma: as casas
do tabuleiro sao os vértices e um vértice v; ¢ adjacente ao vértice v; se uma rainha
posicionada na casa v; pode ser atacada por uma rainha posicionada em v;. Logo re-
solver o problema das n rainhas é equivalente a encontrar um conjunto independente

2 vértices. O primeiro a resolver esse problema

de tamanho n em um grafo com n
no caso em que n = 8 foi Nauck [52], que em 1850, apresentou todas as 92 solugoes.
Encontrar conjuntos independentes maximos é um problema N P-completo [31]. H&
diversos algoritmos que encontram aproximacoes ou solucoes exatas de conjuntos

independentes em grafos [13, 49, 50].

Note que, em geral, um conjunto independente nao é tinico. Em 2009,
Yufei Zhao [65] estudou o problema de determinar o nimero de conjuntos indepen-
dentes em grafos regulares. Em 2010, David Galvin e Yufei Zhao [30] determinaram
uma cota superior para o nimero de conjuntos independentes de grafos com grau
maximo menor ou igual a 5. Em 2012, James Alexander, Jonathan Cutler e Tim
Mink [2] estabeleceram uma cota superior para o nimero de conjuntos independen-
tes de tamanho ¢ em grafos bipartidos com grau minimo fixo. Véarios matematicos ja
estudaram o problema de determinar o nimero de conjuntos independentes maximos

[17, 40] em um grafo.

Em 1991, Jennifer Zito [66] forneceu uma férmula fechada para o maior
nimero de conjuntos independentes méaximos entre todas as arvores com n vértices e
além disso fornece familias que alcancam o valor maximo. Para obter este resultado,
Zito precisou definir uma particdo dos vértices de um grafo usando propriedades
que estes vértices cumpriam em relacao a participagao em conjuntos independentes
maximos. KEssa particao é conhecida como a decomposicao de Zito. No Capitulo
7, vamos comentar mais sobre a decomposicao de Zito de grafos uniciclicos e sua

provavel relagao com a decomposi¢ao nula.

Determinar o valor de «(G) é til para diversos problemas classicos da

teoria da computacao [23]. O problema de calcular «(G) é N P-dificil [41]. Por



outro lado, esse problema é polinomial para varias classes de grafos como arvores,
bipartidos, perfeitos, entre outros [36]. Acreditamos que seja possivel adaptar os al-
goritmos de arvores e de bipartidos de tal forma que funcionem em grafos uniciclicos,
porém nao encontramos uma referéncia onde isto seja feito. De todo o modo, os re-
sultados desta tese implicam que determinar «(G), onde G é um grafo uniciclico, é
polinomial. Em 1982, James Shearer [60] obteve uma cota inferior para o nimero de
independéncia de um grafo G livre de triangulos e grau médio fixo. Em 1988, Fri-
eze [25] estabeleceu uma cota para o nimero de independéncia de grafos aleatdrios.
Em 1998, Noga Alon e Nabil Kahale [6] desenvolveram um algoritmo que calcula
uma aproximagao de a(G). Outros méatematicos também estudaram e encontraram

algoritmos para calcular «(G) [12, 15, 16, 55].

A relevancia destes dois parametros (a(G) e v(G)) é, portanto, incon-
testavel tanto no universo académico quanto nas aplicagoes praticas de nossa soci-
edade inovadora. E importante destacar que nossos resultados permitem concluir

que tais parametros podem ser obtidos usando ferramentas de Algebra Linear.

Entendemos que no caso de grafos uniciclicos, estes parametros de inde-
pendéncia e emparelhamento podem ser obtidos por outras ferramentas algoritmicas.
Mas a obtencao desses parametros através da decomposicao nula é uma amostra de

que nossa técnica pode ter outras aplicacoes importantes.

Neste trabalho, obtemos férmulas fechadas para o(G) e v(G) de um
grafo uniciclico G. Para isto, foi necessério estudar separadamente a decomposicao
nula dos grafos uniciclicos do Tipo I e dos grafos uniciclicos do Tipo I (veja a
definigdo no Capitulo 4). Em decorréncia deste estudo, obtemos duas espécies,
distintas, de férmulas que sao: as formulas que permitem o calculo de a(G) e v(G)
a partir da decomposicao nula de subarvores de G e as férmulas que permitem o

célculo de a(G) e v(G) a partir da decomposigao nula de G.

Esta tese esta organizada da seguinte forma.



No Capitulo 2, definimos alguns conceitos preliminares e fundamentais
para o desenvolvimento do nosso trabalho, como os conceitos de conjunto indepen-
dente, emparelhamento, ntimero de independéncia e nimero de emparelhamento.
Também falamos sobre alguns conceitos basicos da matriz de adjacéncia e grafos

singulares.

No Capitulo 3, introduzimos os conceitos de suporte, core, N-vértices
e decomposicao nula de um grafo. Falamos principalmente sobre o artigo “Null
decomposition of trees”[38] de Jaume e Molina, mais especificamente, falamos so-
bre a decomposicao nula de arvores e sobre as féormulas fechadas dos nimeros de
independéncia e emparelhamento de arvores (Teorema 3.5) obtidas através desta

decomposigao.

Nos Capitulos 4, 5 e 6, apresentamos nossas contribuicoes. No Capitulo
4, obtemos uma caracterizacao dos grafos uniciclicos singulares através do suporte de
suas arvores pendentes (Teorema 4.7) e, principalmente, as férmulas fechadas para os
nimeros de independéncia e emparelhamento de grafos uniciclicos (Teoremas 4.11,
4.13,4.16 e 4.17). Estas formulas permitem o calculo dos niimeros de independéncia
e emparelhamento de um grafo uniciclico através da decomposicao nula de suas

subarvores.

No Capitulo 5, construimos uma base para o espago nulo de grafos
uniciclicos usando uma base do espaco nulo de suas subarvores. Essas contribuicoes
sao cruciais para, no Capitulo 6, relacionarmos a decomposicao nula de um grafo

uniciclico com a decomposicao nula de suas subarvores.

No Capitulo 6, descrevemos o suporte, o core e os N-vértices de um
grafo uniciclico em funcao do suporte, do core e dos N-vértices de suas subarvores, ou
seja, obtemos a decomposicao nula de um grafo uniciclico através da decomposi¢ao
nula de suas subarvores. E como aplicacao, obtemos as férmulas fechadas para os

numeros de independéncia e emparelhamento de grafos uniciclicos (Teoremas 6.12 e



6.15). Diferentemente das férmulas fechadas do Capitulo 4, as férmulas do Capitulo
6 possibilitam a computacao destes parametros utilizando a decomposi¢ao nula do

grafo uniciclico.

No Capitulo 7, apresentamos cinco problemas futuros que vao nos di-
recionar nas préximas investigacoes sobre este tépico. Além disso, fazemos algumas
consideracoes finais sobre os resultados alcancados e os possiveis avangos que a teoria

de decomposicao nula pode ter.



2 NOCOES BASICAS E MATRIZ DE
ADJACENCIA

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira se¢ao, apresen-
tamos alguns conceitos preliminares e de suma importancia para o desenvolvimento
do nosso trabalho, como os conceitos de conjunto independente, emparelhamento,
nimero de independéncia e nimero de emparelhamento. J& na segunda, falamos
sobre alguns conceitos basicos da matriz de adjacéncia e principalmente das arvores

singulares. Para mais detalhes recomendamos a leitura das referéncias [1, 14, 18, 26].

2.1 Definicoes preliminares

Seja um grafo G = (V| E). Se u e v pertencem a V e e = {u,v} € E,
dizemos que a aresta e incide nos vértices u e v ou ainda que u e v sdo vizinhos (adja-
centes). O conjunto do vértices adjacentes a um vértice v é chamado de vizinhanga de
v e é denotada por N(v), ou seja, N(v) = {u|[{u,v} € E}. A vizinhanca fechada de
um vértice v, denotada por N[v], é a uniao da vizinhanca de v com o préprio vértice

v, ou seja, N[v] = {v}UN(v). Além disso, a vizinhanga fechada de um subconjunto

de vértices S C V, denotada por N[S], é dada por N[S] = |J N[v]. Neste trabalho,
consideramos apenas grafos sem arestas ligando um Vérticev Eassi mesmo (lagos), sem
arestas multiplas (mais de uma aresta incidindo no mesmo par de vértices) e sem ori-
entacdo. Tais grafos sao chamados grafos simples. Considere o grafo G = (V| F) da
Figura 2.1. Note que V' = {wvy,vq,v3, 04, 05,06} € E = {eq, ea, €3, €4, €5, €}, no qual
e1 = {v1,v2}, €2 = {v1,vs}, €3 = {v1, 04}, es = {vs, U5}, €5 = {v2, U5}, €6 = {Vs, V6 }

e er = {vs,v4}.



er

Ve

Figura 2.1 Grafo G.

Definigao 2.1. Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que G' = (V', E') é um subgrafo
de G se V. CV e E C E. Dizemos ainda que G € um subgrafo de G = (V, E)
induzido pelos vértices de V', se dados dois vértices de V', entdo eles sio adjacentes
em G’ se, e somente se, sio adjacentes em G. Quando G for um subgrafo de G

induzido por V', o denotaremos por: G(V').

Os grafos G({v1, v2,v4,v5}) e H da Figura 2.2 sao subgrafos do grafo G
da Figura 2.1. Além disso, o grafo G({v1,ve,v4,v5}) é um subgrafo de G induzido

pelos vértices {vy, va, v4, V5 }.

€ es €2 €3
(o)) () ()
G({UlaUQaU4aU5}> H

Figura 2.2 Subgrafos de G.
Definigao 2.2. Um passeio de vy a vy € uma sequéncia finita de vértices (vy, vy, . .., Ug)
de um grafo G = (V, E) tal que {v;,v;11} € E para 1 <i<k—1.
Dizemos que um passeio (v, vs,...,v;) é fechado se v; = vg. Um
caminho é um passeio (vy,va,...,vx) em que v; # v; parai # je 1 <i,j7 <k. Um
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ciclo é um passeio fechado (vy,vs,...,v;) no qual, v1 # v, v; # v; , para i # j e
2 <1,5,l <k—1. Un caminho e um ciclo com n vértices sao denotados por P, e
C,, respectivamente. O comprimento de um caminho ou de um ciclo é dado pelo

numero de arestas pelos quais cada um é constituido.

A Figura 2.3 nos dd um exemplo de um caminho Py = (uy, us, ug, u4) com 4 vértices

e um ciclo C5 com 5 vértices, respectivamente.

®
OSOSOSO @.@
g OF 0

Cs

Figura 2.3 Caminho e ciclo.
Definigao 2.3. Sejam Gy = (Vi, E1), Gy = (Va, Es), ..., Gy = (Vin, En) grafos com
VinV; =0, para todo i # j. O grafo uniao (denotado por \J Gy) € aquele cujos
k=1

m m
vértices e arestas sao |J Vi e |J Ey, respectivamente.
k=1 k=1

A Figura 2.4 exibe a uniao dos grafos G e G.

A
SN
@ on @ Vg

G1 UG,

Figura 2.4 Uniao dos grafos G1 e G.
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Definicao 2.4. Dizemos que um grafo é conexo se, dados dois vértices quaisquer,
houver pelo menos um caminho que os liga. Caso nao haja esse caminho para algum

par de vértices, dizemos que o grafo é desconezo.
Nas Figuras 2.4 e 2.1 temos um exemplo de um grafo desconexo e um conexo,
respectivamente.

A seguir definiremos as duas classes de grafos que trabalhamos nesta

tese, que sao as arvores e os grafos uniciclicos.
Definicao 2.5. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. Um grafo sem ciclos é
chamado de floresta.

O nome floresta é bem sugestivo visto que grafos deste tipo podem ser

obtidos através da uniao de varias arvores.

A Figura 2.5 nos dd um exemplo de floresta formada pela uniao das trés arvores T,

T2 e T3.

TYUT,UTs
Figura 2.5 Floresta com 3 arvores 17, 15 e T3.
Definicao 2.6. Um grafo uniciclico € um grafo conexo que contém somente um ciclo

como subgrafo.

Na Figura 2.6 temos um exemplo de um grafo uniciclico.

12



Figura 2.6 Grafo uniciclico G.

A seguir definiremos dois conceitos importantes que serao usados du-
rante todo nosso trabalho, que sao os conceitos de conjunto independente e empa-

relhamento.

Definigao 2.7. Um conjunto independente (ou estdvel) I de um grafo G é um
subconjunto de vértices de G tal que quaisquer dois vértices em I nao sao adjacentes.
Denotaremos por Z(G) o conjunto de todos conjuntos independentes de cardinalidade
mdzima em G. Além disso, o nimero de independéncia de um grafo G, denotado

por a(G), € a cardinalidade de um conjunto independente de cardinalidade mdzima

de GG.

A seguir temos um exemplo ilustrando os conceitos definidos acima. Na
Figura 2.7, os subconjuntos de vértices {a, b, ¢, [, k,w}, {a,b,c,l, k,v} e {a, b, c, 1, k,u}
do grafo uniciclico GG sao os tnicos conjuntos independentes de cardinalidade maxima

de G. Portanto,

Z(G) = {{a,b,¢, 1, k,w}, {a, b, ¢, 1k, v}, {a, b, ¢, 1k ut ),

e a(G) = [{a,b,¢, 1, k,v}| =6.
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G

Figura 2.7 Conjunto independente.

Definicao 2.8. Um emparelhamento M de um grafo G é um conjunto de arestas de
G tal que quaisquer duas arestas em M nao possuem vértices em comum. Um vértice
de G € dito saturado por M se existe uma aresta de M que incide neste vértice, caso
contrario é dito nao saturado por M. Um emparelhamento é dito perfeito se satura
todos os vértices de G. Denotaremos por EG(G) o conjunto de todos vértices nao
saturados por algum emparelhamento de cardinalidade mdzima em G. Além disso,
o niumero de emparelhamento de um grafo G, denotado por v(G), é a cardinalidade
de um emparelhamento de cardinalidade mdzima de G. Denotaremos por M(G) o

conjunto de todos emparelhamentos de cardinalidade mdzrima em G.

Na Figura 2.8, a arvore 77 tem emparelhamento {{v1,vs}, {vs,v6}} e a arvore Tj
tem emparelhamento perfeito {{vs, vg}, {vs, v10}, {v11,v14}, {v12,v13}}. Os empare-

lhamentos méaximos de T} sao

M(Th) = {{{v1, v2}, {vs, v} }, {{v1, va}, {vs, v6} }, {{v1, va}, {vs, v} }}-

Portanto, v(T}) = 2, v(Ty) = 4, EG(T}) = {v2,v3, 04} e EG(Ty) = 0.

Figura 2.8 Emparelhamento e emparelhamento perfeito.
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Definigao 2.9. Dado um grafo G = (V, E). A remogao de um vérticew € V' fornece
o grafo G —u = (V,, E,), onde

Vo=V —{u} e E,=F—{{v,u} :v e N(u)}.

Em outras palavras, o grafo G —u é obtido removendo do grafo G o vértice u e todas

a arestas incidentes a u.

A Figura 2.9 nos dd4 um exemplo de um vértice u removido do grafo G.

G G—-u

Figura 2.9 Remocao do vértice u.

Definigao 2.10. Seja H um subgrafo de um grafo G. A diferenca entre G e H,
denotado por G—H, € o subgrafo de G induzido por V(G)—V(H), ou seja, G—H =
G{V(G) = V(H)).

A Figura 2.10 exibe um grafo G e o subgrafo G — H que ¢é obtido de G removendo

todos os vértices do seu subgrafo H.
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Figura 2.10 Grafo G — H.

2.2 DMatriz de adjacéncia e grafos singulares

Seja G = (V, E) um grafo com n vértices, com V = {vy,...,v,}. A
matriz de adjacéncia de GG, denotada por A(G), é a matriz quadrada de ordem n

cujas entradas a;; sao:

1, se {v;,v;} € E;

0, se{v,v;}¢FE.

A nulidade de um grafo G, denotada por n(G), é a nulidade de sua matriz de
adjacéncia A(G), ou seja, é a multiplicidade de zero como autovalor de A(G), ou
equivalentemente, a dimensao do espago nulo de A(G). Note que a nulidade de G

nao depende do modo como seus vértices sao rotulados.

Denote por €, o autoespago de A(G) associado a A, ouseja, ey = {z € R" : A(G)x = A\z}.
O autoespago associado ao autovalor zero (gq) é o foco do nosso trabalho e denota-

remos por N(G).
A Figura 2.11 exibe o ciclo Cy.
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Figura 2.11 Ciclo Cy.

A matriz de adjacéncia Cy é

V1 V2 V3 U4

vy [0 1 0 1]
A(Cy) = 2 10 1 0
vs |0 1 0 1
w1 0 1 0

-1 0
0 —1
w1 = € Wy =
1 0
0 1

Logo o ciclo €y tem nulidade 2, pois a dimensao do espago nulo de A(C}) é 2.

A seguir vamos definir os conceitos de grafo singular e grafo nao singu-

lar.
Defini¢ao 2.11. Um grafo G ¢é dito ndao singular se A(G) for nao singular, ou,

equivalentemente, se n(G) = 0. Caso contrdrio, o grafo G é chamado de singular.

Em geral, caracterizar grafos singulares nao é um problema facil, mas

existem algumas classes de grafos para as quais se tém boas caracterizagoes. A
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seguir veremos que para o caso em que G = (), o Teorema 2.12 exibe uma boa

caracterizacao.

Teorema 2.12. [64] Se n =0 (mod 4), entio n(C,,) = 2. Caso contrdario, n(C,,) =
0.

Por exemplo, pelo Teorema 2.12 sabemos que Cg é singular e n(Cs) = 2, porque
8 =0 (mod 4).

O Teorema 2.13 caracteriza totalmente as arvores singulares e é usado
na demonstracao do Teorema 4.7, no qual é fornecida uma caraterizacao dos grafos

uniciclicos singulares.

Teorema 2.13. [8/ Uma drvore T € nao singular se, e somente se, T tem um

emparelhamento perfeito.

Note que a arvore T' da Figura 2.12 ¢é nao singular, pois T' tem empa-

relhamento perfeito dado por

{{Uh 02}, {05, 06}7 {07, Ug}, {Ulo, US}, {012, Uls}, {U14, 011}, {U4, U15}, {U3, 'U16}}-

Figura 2.12 Arvore néo singular.
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3 DECOMPOSICAO NULA DE ARVORES

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira secao, intro-
duzimos o conceito de suporte de um grafo. Este conceito é primordial, pois é em

torno dele que a teoria de decomposicao nula se desenvolve.

Na segunda secao, abordamos o trabalho dos autores Jaume e Molina
[38], essencialmente falamos sobre decomposigao nula e as férmulas fechadas dos
nimeros de independéncia e emparelhamento de arvores obtidas através desta de-
composi¢cao. Em geral, esta decomposicao nula divide uma arvore em duas florestas
(uma das florestas pode ser vazia), uma floresta formada por drvores singulares e a
outra formada por arvores nao singulares. Jaume e Molina estudaram cada uma des-
tas florestas e, através deste estudo, obtiveram féormulas fechadas para os nimeros

de independéncia e emparelhamento de drvores (Teorema 3.5).

3.1 Suporte

A seguir temos a definicao de suporte de um conjunto de vetores qual-

quer em um grafo G.

Definicao 3.1. Sejam G um grafo de ordem n e x € R". O suporte de x em G € o

conjunto
Suppa(r) ={v e V(G) : x, # 0}.

Se S CR"™, entao o suporte de S em G €

Suppa(S) = | Suppa().

€S

A seguir temos um exemplo ilustrando o conceito de suporte de S em um grafo G.

Considere G o grafo da Figura 3.1, e seja S o conjunto de vetores abaixo:
S =1{[0,1,0,-1,0,0,0]",[1,0,1,—1,0,0, 1]*}.

19



Note que a segunda e a quarta coordenada do primeiro vetor de S sao diferentes de
zero, logo vy e vy estdo em Suppg(S). Além disso, a primeira, a terceira e a sétima
coordenada do segundo vetor de S sao diferentes de zero, logo vy, v3 e v; também

estao em Supp(S). Portanto, concluimos que Suppa(S) = {vy, va, v3, vy, v7}.

05—

G

Figura 3.1 Suporte de S em um grafo G.

O resultado a seguir nos diz que para obtermos o suporte de um au-
toespago de A(G) basta analisarmos as coordenadas dos vetores de uma base deste

autoespaco.

Lema 3.2. [38] Dado S C R". Se B é uma base de S, entio Suppa(S) = Suppa(B).

Neste trabalho, estamos interessados no suporte do espaco nulo de
A(G), Suppa(N(G)), que, para fins de simplificagao, serd denotado por Supp(G) e
chamado suporte de G. Na pratica, para calcular Supp(G), usaremos o Lema 3.2 e
nao a definicao de suporte. Ou seja, vamos calcular uma base do espaco nulo e consi-
derar somente as entradas dos vetores da base deste espago nulo para obter o suporte
deste grafo. O suporte de uma arvore tem algumas propriedades interessantes como

podemos verificar no Teorema 3.3 e no Lema 4.3.

O Teorema 3.3 nos diz que o suporte de uma arvore forma sempre um

conjunto independente de vértices.

Teorema 3.3. [38] Seja T uma drvore, entdo Supp(T) é um conjunto independente

de T.
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Olhando para o suporte da arvore T" da Figura 3.3 vemos que é um con-
junto independente. Observamos que, diferentemente das arvores, o suporte de gra-
fos uniciclicos em geral nao é um conjunto independente. Por exemplo, considere G o
grafo uniciclico da Figura 3.2, o suporte de G é o conjunto {u, v, z,w, b, ¢, d, e, h, i, j, ¢,
m}, o que obviamente ndo é um conjunto independente, mas existem algumas clas-
ses de grafos uniciclicos onde o suporte é um conjunto independente de vértices.
Veremos no Capitulo 6 que o suporte dos grafos uniciclicos do Tipo I e dos gra-
fos uniciclicos do Tipo I com ciclo de comprimento diferente de 4k sao conjuntos

independentes.

(= 0
® O—@

Figura 3.2 Suporte deste grafo uniciclico nao é um conjunto independente.

3.2 Decomposicao nula de arvores

A seguir apresentamos a decomposicao nula de um grafo.

Definigao 3.4. Seja G um grafo. O core de um grafo G, denotado por Core(G), é

o conjunto formado pelos vizinhos de algum vértice do suporte, ou seja,

Core(G) = U N(v).

veSupp(G)
O S-grafo de G, denotado por Gs(G), é o subgrafo induzido pela vizinhanga fechada
do Supp(G) em G:
Gs(G) = G(N[Supp(G)]) = G{Supp(G) U Core(G)).
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O N-grafo de G, denotado por Gy(G), é definido como o grafo remanescente como

seque:

Gn(G) = G — Gs(G).

A decomposi¢io nula de G € o par (Gs(G),Gn(G)). E V(Gn(G)) € chamado de

conjunto dos N-vértices de G.

Vale a pena ressaltar que, dado um grafo G desconexo tal que G =

G1 UGy U --- UGy, onde G’s sdao as componentes conexas de G, é facil ver que:

Supp(G) = 'Q Supp(G;), Core(G) = 'Q Core(G;) e V(Gn(G)) = ‘Lijl V(GNn(G))).

Jaume e Molina definiram a decomposic¢ao nula para arvores [38], deno-
tando Gg(G) por Fs(G) e Gy (G) por Fy(G). Note que em arvores Gg(G) e Gy (G)
sao florestas, por este motivo usaram o F na notagao. Neste trabalho usamos a

notacao Gs(G) e Gy (G).

A seguir temos um exemplo ilustrando todos os conceitos acima. Considere T a
arvore da Figura 3.3.

Figura 3.3 Arvore T.

A matriz de adjacéncia da arvore T da Figura 3.3 é:
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A base do N (T) é constituida pelos vetores abaixo:

0

|
[t
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|
—_ =

Logo o suporte de T é dado por:

Além disso, o core da arvore T é composto por:

SUPP(T) = {U2, U3, Vg, U7, Us, V10, V11, V12, V19, U217U22}-

o o o o o

|
_ =

o O O o o o o o O o o o o o o

o O o o o o o o o

|
— =

o O o o o o o o o o o

Core(T) = {v1,v4, V5, V9, V20 }.
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O S-grafo de T é dado por:

Gs(T) = T(N[Supp(T)]) = T(N[{ve,v3,vs,v7, 08,10, V11, V12, V19, V21, V22 }])

= T({v1,v2,v3}) UT{{v4,v5,v6,v7, 08, v19}) UT {({vg, v10, V11, v12}) UT ({v20, V21, v22}) -
P S S Sa

Ja o N-grafo de T é formado por:

On(T) =T —-Gg(T) = ?({UB, U14}ZU\T<{U157016, v17, UIB}Z-

N1 N2

O Teorema 3.5 nos da uma férmula fechada para os niimeros de inde-
pendéncia e emparelhamento de arvores. Esta férmula possibilita o cdlculo destes
parametros através da decomposicao nula da arvore. Além disso, sera usada di-
versas vezes ao longo deste trabalho, mais precisamente, para obter as férmulas
fechadas para os nimeros de independéncia e emparelhamento de grafos uniciclicos

nos Capitulos 4 e 6.

Teorema 3.5. [38] Se T' é uma drvore, entao

o(T) = |Supp(T)|+w
v(T) = |COT6(T)|+w_

Considere T' a arvore da Figura 3.3, logo pelo Teorema 3.5 nds temos que os nimeros

de independéncia e emparelhamento de T' sao dados por:

o(T) = |Supp(T)| + ] (g];(T))| =11+-=14
v(T) = |Core(T)|+ |V(Q];/(T))| =5+ 5= 8



E facil ver que o emparelhamento

M = {{01702}, {04,1)6}7 {US,US}, {Ug,vlo}, {013,?}14}, {U157016}, {017,?}18}, {21207021}}

e o conjunto independente I = {vy, v3, V6, U7, Us, V10, V11, V12, V19, V21, Vag, V13, V15, V17 }
tém cardinalidade maxima (ver Figura 3.3), e como era de se esperar temos que

IM|=8e¢l|l|=14.

Neste capitulo estabelecemos o alicerce de toda a nossa teoria, os concei-
tos de suporte, core, N-vértice e decomposicao nula serao cruciais para, nos préximos

capitulos, estudarmos a decomposicao nula de grafos uniciclicos e suas aplicagoes.
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4 NUMEROS DE INDEPENDENCIA E
EMPARELHAMENTO DE GRAFOS
UNICICLICOS

Neste capitulo, obtemos varias contribuicoes, as mais importantes sao
as férmulas fechadas para os nimeros de independéncia e emparelhamento de grafos
uniciclicos. Este capitulo estd dividido em trés secoes. Na primeira secao, apre-
sentamos nossas primeiras contribuicoes, mostramos que para verificar se um grafo
uniciclico é do Tipo I ou do Tipo 1 basta averiguarmos se o vértice de interseccao da
arvore pendente com o ciclo do grafo uniciclico estd ou nao no suporte desta arvore
pendente (Proposicao 4.4 e o Coroldrio 4.5). A contribuicdo mais relevante desta
primeira secao é a caracterizacao dos grafos uniciclicos singulares através do suporte
de suas arvores pendentes (Teorema 4.7). Na segunda e terceira segoes, obtemos
formulas fechadas para os niimeros de independéncia e emparelhamento de grafos
uniciclicos (Teoremas 4.11, 4.13, 4.16 e 4.17). Para obter essas férmulas, estudamos
os grafos uniciclicos do Tipo I e do Tipo II separadamente, mais precisamente,
usamos estratégias distintas para obter conjuntos independentes e emparelhamen-
tos maximos em cada uma dessas classes. Com essa estratégia estabelecida e as
férmulas de Jaume e Molina [38] para os nimeros de independéncia e emparelha-
mento de arvores foi possivel obter as formulas para estes dois parametros em grafos

uniciclicos (a(G) e v(GQ)).

4.1 Grafos uniciclicos singulares

Sejam G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Para cada v € V(C),
denote por G{v}, a arvore pendente de GG, que é o maior subgrafo induzido de G
que é uma arvore e cuja intersecao com o ciclo C' é o tinico vértice v. Observe que

G pode ser obtido identificando cada vértice v do ciclo C' com o vértice v de sua
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arvore pendente G{v}. A Figura 4.1 exibe dois grafos uniciclicos G e H com arvores

pendentes G{v,}, G{va} G{vs}, H{vs}, H{vs} e H{vg}, respectivamente.

Definicao 4.1. [35] O grafo uniciclico G é dito do Tipo I se existe um vértice v
no ciclo de G tal que v € sempre saturado por qualquer emparelhamento mdximo em

G{v}; caso contrdrio, G € dito do Tipo I1.

Figura 4.1 Grafos uniciclicos do Tipo I e I1.

O grafo uniciclico G da Figura 4.1 é do Tipo I, note que o vértice vy
é sempre saturado por qualquer emparelhamento méaximo em G{v;}. De fato, os
emparelhamentos de cardinalidade méxima em G{v,} sdo {{a,q},{v1,i},{j,(}} e
{{r,q},{v1,i},{J,1}} e ambos saturam v;. J4 o grafo uniciclico H da Figura 4.1 é
do Tipo 11, pois, nas suas arvores pendentes H{vs}, H{vs} e H{vg}, encontramos
emparelhamentos de cardinalidade maxima que nao saturam vy, vs e vg, respecti-
vamente. Por exemplo, {{u,w},{t,z}}, {{z,y}} e {{p,0}} sdo emparelhamentos
de cardinalidade maxima em H{vs}, H{vs} e H{vg} que nao saturam vy, vs e vg,

respectivamente.

Os Lemas 4.2 e 4.3 sao fundamentais para obtermos a caracterizagao
dos grafos uniciclicos do Tipo I e Tipo Il em funcao do suporte de suas arvores
pendentes. Mais precisamente, uma caracterizacao que permite verificar através da

algebra linear se um grafo uniciclico é do Tipo I ou Tipo II (veja a Proposicao 4.4
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e o Corolario 4.5). O enunciado utiliza as nogoes de S-grafo e N-grafo definidos no

Capitulo 3.

Lema 4.2. Seja T uma drvore. Considere Gs(T') = ij S; e Gn(T) = Ltj N;, onde
para todo i € {1,... k} eje{l,...,t} temos que S; izzll\fj 500 compone]n:t;s conexas
de Gs(T') e Gn(T), respectivamente. Se M € M(T), entao M N E(S;) € M(S;) e
M N E(N;) € M(N;), para todoi € {1,...,k} eje{l,..., t}.

Demonstracao. Suponha que existe M € M(T) tal que M N E(S,) ¢ M(S,) ou
M N E(Ns) ¢ M(Ng), para algum r € {1,...,k} ou s € {1,...,t}, ou seja,
IM N E(S,)| <v(S,) ou |MNE(N)| < v(Ns). Pelo Coroldrio 4.14 de [38], obte-
mos que M N(E(T) — (E(Gs(T)) U E(Gn(T)))) = 0. Logo M = (M N E(Gs(T))) U
(M NE(GN(T))). Pelos Corolarios 3.8 e 4.6 de [38] obtemos v(S;) = |Core(S;)],
para todo i € {1,...,k} e Core(T) = ij Core(S;), respectivamente. Além disso,
pelo Teorema 4.13 de [38] temos que ZJE ¢ uma arvore nao singular, para todo
j € {1,...,t}. Portanto, pelo Lema 2.13 concluimos que N, tem emparelhamento

IV( )l

perfeito e v(N;) = . Logo temos que

v(T) = [M|=IMNE(Gs(T))|+ |MnNEGNT))

_ Z M N E(S)| + Z |M N E(N;)|

k k t

VN,
< Z Z Z |Coore(S;)| + ’ 5
=1 7j=1 =1 j=1
 ore(ry|+ VGHT >>\,
O que é uma contradi¢ao, porque pelo Lema 3.5 temos que v(T') = |Core(T)| +
ViGn @)l 0

2

Lema 4.3. Se T uma drvore, entao EG(T) = Supp(T).

k t
Demonstragao. Seja T uma arvore. Considere Gg(T) = | S; e Gy (T) = U N

i=1 =
onde para todo i € {1,...,k} e j € {1,...,t} temos que S; e N; sao compo-

nentes conexas de Gg(T') e Gn(T), respectivamente. Dado v € Supp(T). Vamos
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obter M € M(T) tal que M nao satura v. Pelo Corolario 4.6 de [38] temos que
Supp(T) = ij Supp(S;) e Core(T) = ij Core(S;). Logo v € Supp(S,), para al-
gum r € {1li1..,k}. Pelo Teorema 4.21:31 de [38] temos que existe M, € M(S,)
tal que v ¢ ndo saturado por M,. Considere M; € M(S;) e M; € M(N;), onde

k ¢
ie{l,....;k}—{r}eje{l,...,t}. Defina M = <U MZ) U (U M;) Note que
i=1 j=1

M ¢é um emparelhamento em 7' e

S SITED SRS SCIRS D70
= Z |Core(S;)| + Z W(Qﬂ = |Core(T)| + w =v(T),

ou seja, M € M(T). Além disso, v é nao saturado por M. Portanto, v € EG(T).

Agora, dado v € EG(T). Vamos mostrar que v € Supp(T). Uma
vez que v € EG(T), entao existe M € M(T) tal que v é nao saturado por M.
Note que pelo Teorema 4.13 de [38] temos que N; é uma arvore nao singular, para
todo j € {1,...,t}. Logo pelo Lema 2.13 concluimos que N; tem emparelhamento
perfeito. Além disso, pelo Lema 4.2 obtemos M N E(N;) € M(N;), para todo
j € {1,...,t}, logo M N E(N;) é o emparelhamento perfeito de N;. Portanto,
v é Ltj V(N;). Logo v € V(S,), para algum r € {1,...,k}. Uma vez que v é nao
satug(lio por M, entdo v é nao saturado por M N E(S,). Observe que pelo Lema
4.2 temos que M N E(S,) € M(S,). Logo pelo Teorema 4.13 de [38] concluimos
que v € Supp(S,). Pelo Corolario 4.6 de [38] temos que Supp(T) = ij Supp(S;).
Portanto, v € Supp(T). . O

Nos proximos dois resultados mostramos que, para verificar se um grafo
uniciclico é do Tipo I ou 11, basta averiguarmos se o vértice de interseccao da
arvore pendente com o ciclo do grafo uniciclico estd ou nao no suporte desta arvore

pendente.
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Proposicao 4.4. Um grafo uniciclico G é do Tipo I se e somente se existir pelo

menos uma drvore G{v} tal que v ¢ Supp(G{v}).

Demonstracao. Como G é do Tipo I sabemos que existe um vértice v no ciclo de
G tal que v é sempre saturado por qualquer emparelhamento méximo em G{v}.
Além disso, pelo Lema 4.3, segue que um vértice w na drvore G{v} é saturado por
qualquer emparelhamento méximo se e somente se w ¢ Supp(G{v}). Em particular,

o vértice v obrigatoriamente nao estd no suporte de G{v}. O

Corolario 4.5. Um grafo uniciclico G é do Tipo 11 se, e somente se, toda drvore

pendente G{v} € tal que v € Supp(G{v}).

Demonstracao. Segue direto da Proposicao 4.4. O

O Lema 4.6 nos da uma expressao para a nulidade de um grafo uniciclico,
mais especificamente, nos diz que a nulidade de um grafo uniciclico depende da nu-
lidade de arvores e/ou da nulidade do ciclo contido neste grafo uniciclico. Este fato
¢ muito importante, pois sabemos caracterizar arvores e ciclos singulares e conse-

quentemente o usamos para caracterizar os grafos uniciclicos singulares (Teorema

A7),

Lema 4.6. [35] Sejam G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Se G € do Tipo I
ev € V(C) é um vértice saturado por qualquer emparelhamento mdzimo em G{v},

entao
n(G) = n(G{v}) + n(G — G{v}).

Se G € do Tipo II, entao n(G) =n(G —C) +n(C).

O Teorema 4.7 é nossa principal contribuicao desta secao e nos da uma
caracterizagao dos grafos uniciclicos singulares através do suporte de suas arvores

pendentes.
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Teorema 4.7. Seja G um grafo uniciclico. Considere C o ciclo de G. O grafo G é

singular se, e somente se, uma das duas condi¢oes abaizo acontecer:

(i)

Eziste pelo menos uma drvore pendente G{v}, com v ¢ Supp(G{v}),
onde G{v} ndo tem emparelhamento perfeito ou G — G{v} ndo tem

emparelhamento perfeito;

(ii) Toda drvore pendente G{v} € tal que v € Supp(G{v}), onde pelo menos

uma das drvores que compoem a floresta G—C' nao tem emparelhamento

perfeito ou o ciclo C' tem comprimento igual a um maultiplo de 4.

Demonstragao. (i) Como existe uma &arvore pendente G{v} tal que v ¢

Supp(G{v}), concluimos pela Proposigao 4.4 que G é do Tipo I. Além
disso, pelo Lema 4.6 concluimos que G terd nulidade diferente de zero
se, e somente se, G{v} tiver nulidade diferente de zero ou G — G{v}
tiver nulidade diferente de zero. Pelo Teorema 2.13, sabemos que isso
acontece se, e somente se, G{v} nao tiver emparelhamento perfeito ou

G — G{v} nao tiver emparelhamento perfeito;

Como toda arvore G{v} pendente de G ¢é tal que v € Supp(G{v})
concluimos pelo Corolario 4.5 que G é do Tipo I1. Logo, pelo Lema
4.6, sabemos que G terd nulidade diferente de zero se, e somente se,
G — C tiver nulidade diferente de zero ou C' tiver nulidade diferente de
zero. Segue do Teorema 2.13 e do Lema 2.12 que isso acontece se, e
somente se, pelo menos uma das arvores que compoem a floresta G — C'
nao tiver emparelhamento perfeito ou o ciclo C' tiver comprimento igual

a um multiplo de 4.
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4.2 Numero de independéncia de grafos uniciclicos

O proximos resultados nos fornecem ferramentas para estabelecer nossa
estratégia de formacao de conjuntos independentes em grafos uniciclicos, consequen-
temente, sao fundamentais para a demonstracao dos teoremas que fornecem formulas

fechadas para o numero de independéncia (Teoremas 4.11 e 4.13)

Proposicao 4.8. Sejam T uma drvore nao singular e v € V(T). Entao existem

I, I, € Z(T) tais que v € I} ev & Is.

Demonstracao. Uma vez que T' é uma arvore logo T° é um grafo bipartido. Entao
existem dois subconjuntos disjuntos By e By de V(T') tais que V(T) = B; U By e
para toda aresta {a,b} € E(T), temos {a,b} N By # 0 e {a,b} N By # . Como
T é nao singular, T" tem um emparelhamento perfeito M. Além disso, temos que
Supp(T) =0, Core(T) =0 e V(T) = V(Gn(T)). Pelo Teorema 3.5, concluimos que
a(T)=v(T) = \V(gz;(T))I = W(QT)‘. Ja que o(T) = v(T) = |M| = IV(Q—T)' e para toda
aresta {a, b} € M temos {a,b} N By # 0 e {a,b} N By # 0, entdo |B;| = |By| = &;)\
Ou seja, By, By € Z(T'). Portanto, dado v € V(T temos que v € By e v ¢ By ou
vE Byevd By. O

Lema 4.9. Se T' é uma drvore e v € V(Gn(T)), entao existem Iy, Iy € I(T) tais

quev €I ev & I,

Demonstracao. A decomposicao nula, em geral, divide uma arvore T' em duas flo-
restas (uma delas pode ser vazia), uma floresta formada por arvores singulares, de-
notada por Gg(7'), e outra formada por arvores nao singulares, denotado por Gy (7))

(veja Teorema 4.5 e Teorema 4.13 de [38]).

Além disso, pelo Coroldrio 4.6 de [38], temos que Supp(T) = |J Supp(S) e
Segs(T)
V(Gn(T)= U VI(N). Assim, se v € V(Gy(T)), temos v € V(N;) para algum
NeGn(T)
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N; € Gn(T). Como Nj é nao singular, pela Proposicao 4.8, obtemos Iy,, Jy, €
Z(Ny) tais que v € Jy, e v & Iy,. Defina Iy, Jy € Z(N), com N # N;. Sejam

I = Supp(T)U Iy, U U In| e
NeGN(T) € N#£N

I, = Supp(T)U Jy, U U In |,

NeGn(T) € N#Ny

Observe que I; e I5 sdo conjuntos independentes, porque Supp(7T’) é um conjunto in-

dependente de T'e N (Supp(T)) = Core(T), entdao N(Supp(T))N U In]=0.
NeGn(T)

Note que |I;| = |Is| = |Supp(T)|+ w, logo usando o Teorema 3.5 concluimos

que Iy, Iy € Z(T). Além disso, temos que v ¢ [} e v € I5. O

Lema 4.10. Sejam T uma drvore e I um conjunto independente de T. Se ¢; €

Core(T) ec; € 1, entao I ¢ Z(T).
Demonstracao. Observe que, em geral, temos

I ={s1,59,...,8;t U{ci,co,...,c} U{ni,ng, ... ,n.},

onde {s1,52,...,5;} € Supp(T), {c1,¢2,...,ct} € Core(T) e {n1,na,...,n,} C

V(Gn(T)) (possivelmente podemos ter {ni,na,...,n.} =0). Pelo Lema 3.5 de [3§]

temos

‘N({017027 . '7Ct}> A Supp<T)| > ‘{617027 .- -7Ct}"

Note que J = {s1,592,...,5;} U(N{c1,ca,...,¢}) N Supp(T)) U {ny,ng,...,n.} é
um conjunto independente de T'. De fato, N(Supp(T))N{ni,ng,...,n.} = 0 por de-
finicdo de V(Gn (1)) e {s1, 52, ..., s;}U(N{c1,¢2,. .., e }) N Supp(T)) C Supp(T) é
um conjunto independente de T', pois Supp(T') é um conjunto independente de T" pelo

Teorema 3.3. Além disso, temos que {s1, S2, ..., s; }N(N({c1,¢2,...,c}) N Supp(T)) =
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(), caso contrario I nao seria um conjunto independente, isso mostra que |J| > |I],

portanto, I ¢ Z(T)). O

O Teorema 4.11 d4 uma férmula fechada para o niimero de independéncia
de todos os grafos uniciclicos do Tipo I. Esta férmula possibilita o calculo do niimero
de independéncia usando a decomposi¢ao nula de subarvores deste grafo uniciclico

do Tipo I.

Teorema 4.11. Se G € um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} uma drvore pendente
tal que v ¢ Supp(G{v}), entdio

0(G) = [Supp(GLo})] + | Supp(C — Gl | L EPAGIIHVONE =GR

2
(4.1)

Demonstragao. Como v ¢ Supp(G{v}) temos que existe Iy € Z(G{v}) tal que
v ¢ I;. De fato, se v € V(Gy(G{v})) U Core(G{v}), entao, pelos Lemas 4.9 e
4.10, existe Iy € Z(G{v}) tal que v ¢ I,. Seja I, € Z(G — G{v}). Sejam u,w €
N(v)NV(G — G{v}). Provaremos que I, U I, € Z(G) (vértices em vermelho e azul

na Figura 4.2) e, assim sendo, que a férmula (4.1) é valida.

Glo} -7y,
- [ ]
.- e
- . 7
e ° ° -
®o -
L7e e
‘/o ° P
P
[ ] e _-
, 0 e ° -
/! e @ _~-
1 P
-
Phe ~ / Sl
- <
s ~_ - \\\
‘e @ o ° ) o ~
( o o ° ° ) ° \
1
. e
.. @ ° ° ° o _-
G — G{v}

Figura 4.2 Grafo uniciclico G do Tipo I e o seu conjunto independente Iy U I5.
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Primeiramente, note que I; Ul é conjunto independente de G. De fato,
os vértices de I; nao sao conectados entre si, porque I; é um conjunto independente,
semelhantemente concluimos que os vértices de I, nao sao conectados entre si. Além
disso, as unicas adjacéncias entre G{v} e G — G{v} sdo as arestas entre os vértices v
e u e os vértices v e w. Como v ¢ I;, ndo hé a possibilidade de ocorrer adjacéncias
entre os vértices de I; e os vértices de I5. Suponha que I U I, ¢ Z(G), isto é,
existe um conjunto independente J de G tal que |J| > |[; Ul3|. Como V(G) =
V(G{v})UV (G — G{v}) existe um J; C V(G{v}) e um J, C V(G — G{v}) tais que
J = Jy UJy. Temos que

||+ | L] = |1 U L] < |J| = |Ji| + | /2. (4.2)

Mas note que J; e Jy sdo conjuntos independentes de G{v} e de G — G{v}, res-
pectivamente. Logo temos que |Ji| < |[1| e |Jo| < |Is], porque I € Z(G{v}) e
I, € (G — G{v}). Portanto, |Ji| + |J2| < |I1| + |I2|, 0 que é uma contradi¢ao por
(4.2). Portanto, I; U Iy € Z(G). Pelo Teorema 3.5 temos

o(G{v}) = [Supp(G o)+ L YA
V(G (G — Co})]

o(G = G{v}) = |Supp(G — G{v})|+ - .

Portanto, o nimero de independéncia de GG é dado por

a(G) = L]+ |L| = a(G{v}) + a(G — G{v})

= Isupp(Giup)+ )

+ | Supp(G — G{v}) |+ |V<QN(G2_ G{eD))l

O

A seguir, temos um exemplo da aplicacdo do Teorema 4.11. Considere
G o grafo uniciclico da Figura 4.3. Observe que G é um grafo uniciclico do Tipo
I. De fato, v ¢ Supp(G{v})={g,e,d}, entdao, pela Proposicao 4.4, temos que
G é um grafo uniciclico do Tipo I. Além disso, Supp(G — G{v}) = {a,b,1, 7,2},
V(Gn(G{v})) =0 e V(GN(G — G{v}) = {w,c}.
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Figura 4.3 Grafo uniciclico G e suas subdarvores.

Portanto, pelo Teorema 4.11, temos que o nimero de independéncia de G é dado

por:

V(Gn(G{op))[+IV(Gn (G = G{v}))]

a(G) = |Supp(G{v})| + [Supp(G — G{v})[+

— 34542=0
- S =9

2

Observe que J = {a,b,c,d, e, g,1,j,c} é um conjunto independente méximo de G e

7] = 9.

Lema 4.12. Sejam G um grafo uniciclico e C o ciclo de G. Seja G{v} uma
drvore pendente tal que v € Supp(G{v}). Se u € N(v)NV(G{v}), entao u ¢
Supp(G — C).

Demonstracao. Seja G{v} —v = U T;, onde T; é uma componente conexa de
G{v} —v. Seja M; € M(T;). Como v € Supp(G{v}) existe M € M(G{v}) tal
que M nao satura v pelo Lema 4.3. Observe que u € N(v) NV (G{v}), entdo
u ¢ Supp(G{v}), porque Supp(G{v}) é um conjunto independente de G{v} pelo
Teorema 3.3. Entao M E M(G{v} —v) e v(G{v}) = v(G{v} — v). Suponha que
u € Supp(G{v}—v) = U Supp(T;), ou seja, existe um 7 tal que u € Supp(T;),
logo pelo Lema 4.3 em Ti obtemos M; € M(T;) que nao satura u. Note que,

U M; € M(G{v} —v) e U M; nao satura u. Entao U M; € M(G{v}), porque
i=1
k

v(G{v}) = v(G{v} — v). O que é uma contradigao, porque J M; nao satura u e
i=1
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todo emparelhamento méaximo em G{v} satura u porque u ¢ Supp(G{v}). Por-
tanto, u ¢ Supp(G{v} —v). Uma vez que as compontentes conexas de G{v} — v

sao componentes conexas de G — C' temos u ¢ Supp(G — C). O

O Teorema 4.13 da uma férmula fechada para o nimero de independéncia
de todos os grafos uniciclicos do Tipo II. Esta férmula depende da decomposicao

nula de subarvores deste grafo uniciclico e da quantidade de vértices do seu ciclo.

k
Teorema 4.13. Sejam G um grafo uniciclico e C o ciclo de G. Seja G—C = |J T;,
i=1
onde cada T; € darvore que compoe a floresta G — C. Se G ¢€ do Tipo 11, entao

k
V() 1V (Gu(1)
= |— )| +—. 4.
(@ = |+ 3 sumiry % (1)
Demonstragao. Seja u; o vértice de T; adjacente ao vértice v; € V(C'). Pelo Lema
4.12, o vértice u; ¢ Supp(T;). Como u; € V(Gn(T;)) U Core(T;), pelos Lemas 4.9 e
4.10 podemos garantir que existe J; € Z(T;) tal que u; ¢ J;. Tome J. € Z(C'). Seja
k
I=J.U (U Ji) (vértices em vermelho na Figura 4.4). Mostraremos que I € Z(G)
i=1

e de modo consequente a férmula (4.3) é vélida.

Figura 4.4 Grafo uniciclico G do Tipo I e o seu conjunto independente 1.
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Primeiramente, note que I é conjunto independente de GG. De fato, para
todo ¢ temos que os vértices de J; nao sao ligados entre si, pois J; é um conjunto
independente. Analogamente concluimos que os vértices de J,. nao sao ligados entre
si. Além disso, nao ha chance de um vértice de J; ser ligado a um vértice J,, com
i # {, pois os vértices das arvores T; e Ty nao sao ligados entre si. Note também que
nao hé perigo de um vértice de J; ser ligado a vértice de J., pois a tnica adjacéncia
que hd entre T; e C' é a adjacéncia entre o vértice u; e ¢;, mas como u; ¢ J; podemos
descartar a possibilidade de adjacéncia entre e os vértices de J; e J.. Suponha agora
que I ¢ Z(G), isto é, existe um conjunto independente F' tal que |F|>|I|. Como
V(G) =V(C)u (ij V(Ti)) temos que existem F, C V(C) e F; C V(T;) tal que

i=1

k
F=F.U <U FZ> Logo temos que
i=1

k k
ol + Y IF = [FI> ) = [T+ Y il (4.4)
i=1 i=1

Note que F, e F; sao conjuntos independentes de C' e T}, respectivamente. Logo
|F.| < |J.] e |F;| < |Ji|, pois J. € Z(C) e J; € Z(T;). Logo temos que |F.| +
k k

STUF| < |Je] + >0 |Ji], o que é uma contradi¢ao por (4.4). Logo I € Z(G). Note
=1 i=1

que a(C) = L@J e pelo Teorema 3.5 temos para todo @ que

|V (Gn(T7)) _

a(T;) = | Supp(T;)|+ )

Portanto, o nimero de independéncia de G é dado por:

k

a(G) = ||+ Z il = a(C) + Y a(T)

i=1

- {@J + ; \Supp(ﬂ)\juw.
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Figura 4.5 Grafo uniciclico do Tipo 11 e o suporte de suas subarvores.

Considere G o grafo uniciclico da Figura 4.5. Observe que G é um grafo
uniciclico do Tipo I1, porque v € Supp(G{v}) = {n,p,v}, w € Supp(G{w}) =
{e,g,h,i,w,d, f} e u € Supp(G{u}) = {u,¢}. Entao pelo Corolario 4.5 obtemos
que G é um grafo uniciclico do Tipo II. Além disso, temos G — C3 = LE)J T;,
onde Ty = G{{b,g,h,i}), Tn = G{a,e}), T35 = G{c, f,d}), Ty, = G({j,?ﬁ) e
Ts = G{{m,n,o,p}) (veja a Figura 4.5). Uma vez que T, Ty e T; tem empare-
lhamento perfeito, logo sao nao singulares e tem suporte vazio. T; e T3 nao tém
emparelhamento perfeito, logo sao singulares e calculando seus suportes obtemos a

Tabela 4.1.

G — (5 | Suporte N-vértices
Ty Supp(Th) = {g, h,i} | V(Gn(T1)) =0

Ty Supp(T>) =0 V(Gn(T3)) ={a, e}

T3 Supp(T3) ={d, f} | V(Gn(T3)) =0

T, Supp(Ty) =0 VI(Gn(Th) ={J, 0}

Ty Supp(T5) = 0 V(Gn(T5)) = {m,n,0,p}

Tabela 4.1 Suporte e N-vértices das subarvores T, 15, T3, Ty e T5.

Portanto, pelo Teorema 4.13 temos que o numero de independéncia de G é dado

por:
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k
@) = |5+ Llsupm MO
= EJ+3+§+2+§+§:10.

Observe que I = {g,h,i,e,d, f,p,n,?,v} é um conjunto independente méximo de G

e |I] = 10.

4.3 Numero de emparelhamento de grafos uniciclicos

Nesta secao obtemos férmulas fechadas para o nimero de emparelha-

mento de grafos uniciclicos.

Definicao 4.14. Seja M um emparelhamento em um grafo G. Um caminho M -
alternante € um caminho que alterna aresta em M com arestas que nao estao em
M. Um caminho M -alternante é um caminho M -aumentante, se comeg¢a e termina

em vértices nao saturados por M.

Considere o emparelhamento M = {{d, c},{a,b},{v,w}} no grafo G
da Figura 4.6. Note que o caminho P, = (e,d, ¢, b,a) é um caminho M-alternante
porque as suas arestas alternam fora e dentro de M. J4 o caminho P, = (u, v, w, 0)
é M-aumentante, porque ele é um caminho M-alternante e comeca e termina em

vértices nao saturados por M (vértices u e o).

Figura 4.6 Caminho M-alternante e caminho M-aumentante.
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O préximo teorema é um resultado cléssico que caracteriza os empare-

lhamentos maximos em um grafo G.

Teorema 4.15. (Berge, 1957)[10] Um emparelhamento M ¢é mdzimo em G se e

somente se G nao tem caminho M -aumentante.

O Teorema 4.16 nos da uma féormula fechada para o nimero de empa-

relhamento de todos os grafos uniciclicos G do Tipo I.

Teorema 4.16. Se G € um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} uma drvore pendente

tal que v ¢ Supp(G{v}), entdo

Y(G) = |Core(G{u})|+|Core(G — G{u})|+ LG+ VTGN (G = GHod))]

2
(4.5)

Demonstragao. Sejam My, € M(G{v}) e My € M(G — G{v}).

Sejam u,w € N(v) NV (G — G{v}) e M = M; U M, (arestas em vermelho e azul na
Figura 4.7). Mostraremos que M € M(G) e como consequéncia que a férmula (4.5)

é valida.

Figura 4.7 Grafo uniciclico G do Tipo I e o seu emparelhamento maximo M .
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Suponha que M ¢ M(G). Portanto, pelo Teorema 4.15 existe um ca-
minho M-aumentante, denotado por P. Note que P nao estd contido em G{v} e
nem em G — G{v}, caso contririo, P seria um caminho M;j-aumentante ou My-
aumentante, o que é uma absurdo, porque M; € M(G{v}) e My € M(G — G{v}).
Além disso, P nao contém as arestas {u,v} e {w,v} simultaneamente, porque
{u,v},{w,v} ¢ M . Entdo P comega em um vértice a; de G{v} e termina em
um vértice bys de G — G{v}. Note que o caminho P contém a aresta {u,v}
ou a aresta {w,v}. Suponha que P contém a aresta {u,v}, entdo temos P =

(a1, as, ..., a0, v,u, by, by, ... bog) (veja Figura 4.8).

Figura 4.8 Caminho M-aumentante P.

Sejan B1 = {{aan, o}, n U U o anea UU ({0 bayia b e B = (o U

k s
U{{agz;l,agi}} U U {{bgjfl,ij}}. Note que Bl Q M e B2 NM= (Z) Seja M’ um
=1 j=1

emparelhamento de G dado por M’ = (M U By) \ By. Note que M’ N E(G{v})
¢ um emparelhamento de G{v} que nao satura v, como v ¢ Supp(G{v}) entdo
M' N E(G{v}) ¢ M(G{v}) (veja Lema 4.3). Isto é, |M' N E(G{v})| < |M,|. Mas

temos

M NEG{v})| = |(MUB,)\ By)NE(G{v})]

= |[(M1UM;UBy)\ By) N E(G{v})|
= |[((My\ B1) U (M2 \ B1)U (B2 \ B1)) N E(G{v})]
= |

)
My \ Bl) U (M2 \Bl) U BQ) N E(G{U})‘
)

(
(
(M \ Br) N E(G{v})) U (M \ B1) N E(G{v})) U (Ba N E(G{v}))]
(

= [((My 0 E(G{v}) \ B1) U (M2 N E(G{v})) \ B1) U (B2 N E(G{v}))]|

(
(
(
(
(
(
= [(My\ B1) U (B2 N E(G{v}))]

(

= [(My\ By)| +[(B2 N E(G{v}))]
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= [My| = [My 1 Bi| + |(B2 N E(G{v}))]
k-1 K

= M| = [{{azk, 0} } U (J{{a2i, azipa}}| + U{{azz‘l,a%}}'
=1 =1

= |My|—k+k=|M]|. (4.6)

Por (4.6) temos que |M;| > |M NE(G{v})| = |Mi|, o que é um absurdo. O
caso em que P contém a aresta {w,v} é andlogo. Portanto, M € M(G). Entao
v(G) = v(G{v})+v(G—G{v}). Usando o Teorema 3.5 nas arvores G{v} e G—G{v}

temos que

v(G) = |Core(G{v})|+|Core(G — G{v})|+‘v<gN(G{v}))| i |2V(QN<G — G{v}))\

O

Temos um exemplo de aplicagao do Teorema 4.16, considere o grafo
uniciclico G da Figura 4.9. Note que G é um grafo uniciclico do Tipo I, pois v ¢
Supp(G{v}) = {a,b, j} logo pela Proposicao 4.4 temos que G é um uniciclico do Tipo
I. Além disso, Supp(G — G{v}) = {e, f,i}, Core(G{v}) = {c}, V(Gn(G{v})) =
{v,d, ¢, m}, Core(G — G{v}) = {g,h} e V(GN(G — G{v})) = {o,n}.

Figura 4.9 Grafo uniciclico do Tipo I e o suporte de suas subarvores.
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Portanto, pelo Teorema 4.16, obtemos que o ntimero de emparelhamento de G é

dado por:

V(Gn(G{op))[ + [V(Gn (G = Giv}))]
2

v(G) = |Core(G{v})|+|Core(G — G{v})|+

= 1+4+2+2—6
- 2 2

Note que M = {{b,c},{v,d}, {¢,m},{n,0},{e, g}, {f, h}} é um emparelhamento
méximo de G e |M| = 6.

O Teorema 4.17 nos da uma férmula fechada para o nimero de empa-

relhamento de todos os grafos uniciclicos do Tipo I1.

k
Teorema 4.17. Sejam G um grafo uniciclico e C o ciclo de G. Seja G—C = |J T;,

i=1
onde T; € uma drvore que compoe a floresta G — C. Se G € do Tipo 11, entdo

J + ; |Core(T;)| + 7‘V<g]\2/(TZ))‘ : (4.7)

6= [V

Demonstragao. Para todo v € V(C), escolha M, € M(G{v}) que nao satura o
vértice v. Note que M, existe, pois G' é um grafo uniciclico do Tipo I, isto implica
que v € Supp(G{v}) para todo v € V(C') e nestas condi¢bes o Lema 4.3 garante a
existéncia de M,. E tome M. € M(C). Seja M = M. U (U Mv) (as arestas de M
sao ilustradas em vermelho na Figura 4.10). Mostraremos aue M € M(G), e como

consequéncia, demonstraremos que a féormula (4.7) é valida.
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Figura 4.10 Grafo uniciclico G do Tipo I e o seu emparelhamento M.

Note que nao hé chances de termos um caminho M-aumentante em
G. De fato, dentro C' nao ha caminho M-aumentante, pois isto implicaria que
terfamos um caminho M _-aumentante em C, o que é absurdo pois M, € M(C) e
nestas condigoes o Teorema 4.15 garante que nao hé caminho M .-aumentante em
C. Observe também que nao hé caminho M-aumentante contido em uma arvore
pendente G{v}, pois isto implicaria que terfamos um caminho M, -aumentante em
G{v}, o que é absurdo pois M, € M(G{v}) e nestas condigoes o Teorema 4.15 nos
garante que nao ha caminho M,-aumentante em G{v}. Logo a tinica maneira de
haver um caminho M-aumentante em G € se iniciarmos esse caminho M-aumentante
por um vértice u de alguma arvore pendente G{v}, com u # v, e terminar em um
vértice do ciclo C' ou em um vértice z de uma alguma outra arvore pendente G{w},
com z # w. Para isto, teriamos que ter um caminho M,-alternante iniciando em
u e passando por v, mas como M, nao satura v teriamos que este caminho M-
alternante também seria M,-aumentante em G{v}, absurdo, pois M, € M(G{v}).
Logo M € M(G).
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Pelo Teorema 3.5 temos que

v(T;) = |Core(T;)| + w

V(©)]

5 J . Note que v é nao saturado por M, logo

Além disso, é facil ver que v(C) = L
temos que M, € M(G{v} —v), ou seja, v(G{v}) = v(G{v} — v). Logo temos que

o numero de emparelhamento é dado por:

v(G) = v(C)+ > v(G{v})

veV (C)

= v(O)+ Y v(G{v}—v)

veV (C)

~ V(O)+ Y T

Considere G o grafo uniciclico da Figura 4.11. Veja que G é um grafo
uniciclico do Tipo 11, pois a € Supp(G{a}) ={a,j,l,m}, b € Supp(G{b}) = {b, h, g},
¢ € Supp(G{c}) ={c, 0}, d € Supp(G{d}) = {d,u,v,w,t} and e € Supp(G{e}) = {e},
logo pelo Corolério 4.5, temos que G é um grafo uniciclico do Tipo I1. Observe que
G-Cs = O T;,onde Ty = G{{f,g,h}), To = G{n,o0,p,q}), Ts = G{{r, s, t,u,v,w})
eTy = G(Z{:;, i,1,m}) (veja Figura 4.11). Note que T tem emparelhamento perfeito,
entao 75 é nao singular e tem suporte vazio. Além disso, temos que T3, T5 e T}

nao possuem emparelhamento perfeito, logo sao singulares e seus suportes, cores e

N-vértices sao dados na Tabela 4.2.
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Suporte Core N-vértices
Supp(Th) = {h, g} Core(Th) ={f} | V(Gn(T1)) =10
Supp(T) =0 Core(T») = V(Gn(T2)) = {n,0.p.q}
Supp(T3) = {t,v,u,w} | Core(T3) ={r,s} | V(Gn(T3))) =0
Supp(Ty) = {j,l,m} | Core(Ty)) ={i} | V(Gn(Ty)) =0

Figura 4.11 Grafo uniciclico do Tipo I1 e suas subarvores 11, 15, T3 e Ty.

Portanto, pelo Teorema 4.17, temos que o nimero de emparelhamento de G é dado

por:

k

_ 2 +1+4+2+1—8
|2 2 e

Note que M = {{a,b}, {d,e}, {i, 7}, {f, g}, {p. a}, {n, o}, {r, v}, {s,w}} é um empa-

relhamento maximo de G e |M| = 8.

Com excecao do Lema 4.6 e o Teorema 4.15 que usamos para demons-
trar resultados deste capitulo, todos os outros resultados sao nossas contribuicoes.

Destacamos o Teorema 4.7 que caracteriza os grafos uniciclicos singulares através
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do suporte de suas arvores pendentes, e principalmente os Teoremas 4.11,4.13, 4.16
e 4.17 que fornecem férmulas espectrais fechadas para dois parametros classicos
de grafos (ntimeros de independéncia e emparelhamento). Estas férmulas permi-
tem o céalculo dos ntimeros de independéncia e emparelhamento de todos os grafos

uniciclicos usando dlgebra linear.
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5 ESPACO NULO DE GRAFOS
UNICICLICOS

Este capitulo esta dividido em duas secoes. Na primeira secao obte-
mos uma base para o espaco nulo de grafos uniciclicos do Tipo I e na segunda
conseguimos uma base para o espaco nulo de grafos uniciclicos do Tipo I1. Estes
resultados sao essenciais para, no préximo capitulo, relacionarmos o suporte, o core
e o N-vértices de um grafo uniciclico com o suporte, o core e os N-vértices de suas

subarvores.

5.1 Espaco nulo de grafos uniciclicos do Tipo I

Nesta secao, obtemos varios resultados de Algebra Linear em grafos
uniciclicos do Tipo I, mais precisamente, obtemos uma base do espaco nulo de

todos grafos uniciclicos do Tipo I usando uma base de N (G{v}) e N (G — G{v}).

A seguir definimos o conceito de espaco nulo estendido, este conceito é

muito importante para o entendimento dos teoremas que virao na sequéncia.

Definigao 5.1. Seja H um subgrafo de um grafo G. Cada vetor x |$ do espago nulo
estendido de H, denotado por N'(H) %, é construido estendendo o vetor x € N'(H)

como seque:

1- Para cadav € V(G) — V(H), (z [g)v =0;

2- Para cadav € V(H), (z |§), = 2.

Por exemplo, considere o subgrafo H = G{{a,b,c}) de G (Figura 5.1).

Observe que a matriz de adjacéncia de H é:
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011
AH)=11 0 0
100

t
Note que o vetor z = [ 0 —1 1 } pertence a N'(H), e temos que = |4 € N (H) |4
é dado por:

Figura 5.1 Grafo G.

A Proposicao 5.2 nos diz como obter parte do espago nulo de um grafo
uniciclico do Tipo [ através do espago nulo estendido de algumas de suas arvores

pendentes.

Proposicao 5.2. Se G é um grafo uniciclico do Tipo I e G{v;} € uma drvore

pendente tal que v; ¢ Supp(G{v;}), entio N (G{v;}) [g{vi C N(G).
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Demonstragao. Seja v € N (G{v;}). Note que a matriz de adjacéncia de G tem o
seguinte aspecto

V(G{u1}) ... V(G{vi-1}) V(G{vi}) V(G{viya}) ... V(G{w})
V(G{wn}) [AG{w}) - 0 0 0 c
V(G{vi-1}) ot s A(G{vi—1}) M 0
AG) = V(G{v:}) ot M? A(G{v;}) B 0 ,
V(G{vit1}) ot cee ot B! A(G{vita}) - 0
V(G{v}) L e ot ot ot e A(G{ug

onde M, B e C sao submatrizes com quase todas entradas nulas, com excecao das

entradas correspondentes as adjacéncias entre os vértices v;_1 e v;, v; € V;41, V1 € Uk,

respectivamente. Note que z [g{v,}e N(G). De fato, como v; ¢ Supp(G{v;}) temos
7

Z,, = 0. Logo temos que

- . - . . -
Mzx Ty, -1
A@x 1Gy= | AG{v)z | = | A(G{v})x | =0.
B'.x Ty, .1
L 0 . L O .
Portanto, N (G{v;}) [g{vi C N(G). O

A Proposicao 5.3 nos diz como obter parte do espaco nulo de uma
familia de grafos uniciclicos através do espaco nulo estendido de uma determinada

subarvore.

Proposicao 5.3. Sejam G um grafo uniciclico e G{v} uma drvore pendente. Sejam

u,w € N(w)NV(G - G{v}). Sex € N(G — G{v}) € tal que x, + x,, = 0, entao

216 g€ N(G).
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Demonstracao. Note que a matriz de adjacéncia de GG tem o seguinte aspecto

V(G- Gl}) V(G
A@Q) = VIE-GY [AG-Gl)) M
viepy L Mt AG)

onde M é uma submatriz com quase todas entradas nulas, com excecao das entradas
associadas as adjacéncias entre os vértices v e u e entre v e w. Como x, + x,, = 0,

temos:

AG - G{v})z+0.M 0
Az 16 Grm= = = 0.
(@) le-cu Mtz + A(G{v}).0 Ty + Ty

Logo z [g_G{U}G N(G). O
O Teorema 5.4 nos diz que o espago nulo de uma familia de grafos
uniciclicos de Tipo I é a soma direta, denotada por €, dos espagos nulos estendidos

de duas subarvores. Observe que o Teorema 5.4 nos permite conhecer a aparéncia

dos vetores da base deste grafo uniciclico.

Teorema 5.4. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} uma drvore pendente
tal que v ¢ Supp(G{v}). Sejam u,w € N(v) NV (G — G{v}). Se, para todo x €
N(G — G{v}), temos z, + x, = 0, entao

N(G{v}) Tg{u} @N(G — G{v}) Tg_(;{y}: N(G).

Demonstracao. Primeiramente, note que

N(G{v}) G0 ﬂN(G — G{v}) 16_a= {0}

Como v ¢ Supp(G{v}) e para todo z € N(G — G{v}) temos x, + x,, = 0, entdo
pelas Proposicoes 5.2 e 5.3, N'(G{v}) G,y e N(G—G{v}) I§_4, 530 subespacos de
N (G) e, portanto, N (G{v}) [g{v} PN (G-G{v}) [ng{v} é também um subespago
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de N(G). Além disso, pelo Lema 4.6 temos que N (G) e N (G{v}) [g{v} PNG -

G{v}) [ng{v} tém a mesma dimensao. Portanto,

N(G{v}) Tg{v} @N(G — G{v}) rng{v}: N(G).

O

O Lema 5.5 é usado para garantir a existéncia de um vetor y € N (G{v}—

v) satisfazendo as propriedades da Proposicao 5.6.

Lema 5.5. Seja T uma drvore. Se v ¢ Supp(T), entio N(v) N Supp(T — v) # 0.

Demonstragao. Seja M € M(T). Como v ¢ Supp(T), pelo Lema 4.3 v é saturado
por M, ou seja, existe w € N(v) tal que {v,w} € M. Note que M — {{v,w}} é um
emparelhamento maximo em T — v, caso contrério, existiria M € M(T —v) tal que
|M'| > |M — {{v,w}}| = |[M| — 1. Note que M também é um emparelhamento de
T. Como M € M(T) temos que |M| > |M'|. Logo

M| —1< |M|<|M]|.

Como |M| — 1 e |M| sdo ntimeros inteiros consecutivos, temos que |M'| = |M], o
que é uma contradicio, porque M nao satura v e todo emparelhamento méximo de
T satura v, uma vez que v ¢ Supp(T). Portanto, M — {{v,w}} € M(T —v). Note
que T'— v é uma floresta, isto é, T'—v = ij T;, onde T; sao as componentes conexas
de T'—v. Como w ndao saturado pelo erilzgarelhamento maximo M — {{v,w}} em

T — v, e w € V(T;) para algum ¢, entdao aplicando o Lema 4.3 em cada &rvore T;,

concluimos que w € Supp(T — v). O

A Proposigao 5.6 nos da um vetor do espaco nulo de um grafo uniciclico

do Tipo I.

Proposicao 5.6. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} uma drvore

pendente tal que v ¢ Supp(G{v}). Sejam u,w € N(v)NV(G—G{v}). Seja
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N(v) N Supp(G{v} —v) = {t1,ta,...,tx}. Sey € N(G{v} —v) e existe x €
N(G — G{v}) tal que x, + x, # 0, entio s € N(G), onde

k
- ;ytl

Ty + Top

s = T G apy Y G0 -

Demonstracao. Note que a matriz de adjacéncia de G tem o seguinte aspecto

V(G —-G{v}) v V(G{v}—w)

V(G -Gl [AG - G{v)) a 0
A(G) = v at 0 bt )
V(G{v} —v) 0’ b A(G{v}—v)

onde a é uma submatriz com quase todas as entradas nulas, como excecao das
entradas correspondentes a adjacéncia entre v e u e a adjacéncia entre v e w. A sub-
matriz b tem quase todas entradas nulas, com excecao das entradas correspondentes

as adjacéncias entre v e vértices de G{v} — v. Logo temos

Ty +Tw A<G o G{U}>x O
k
I -T2 PR B =) [CPERES i
1'u1$w awx + b y =1
0
| acpy-wy |t :
0
k k
= —Z?/tﬁfzyti =0.
i=1 =1
0
Portanto, s € N'(G). O
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Precisamos do Lema 5.7 para garantir a existéncia do vetor y no Teo-

rema 5.8.

Lema 5.7. (Lemma 7,[54]) Sejam G um grafo com n vértices e S subconjunto de
R™ com dimensdo k > 0. Entao existe uma base B ={by,..., by} de S satisfazendo

Suppa(S) = Suppa(b;) para todo i =1,2,... k.

O préximo resultado nos déd uma base de N(G), onde G é um grafo
uniciclico do Tipo I, usando as bases de N (G{v}) e N(G — G{v}). Note que
o Teorema 5.8 nos da o aspecto dos vetores do espago nulo da base dos grafos
uniciclicos do Tipo I. Consequentemente, nos permite saber quem sao os vértices

do suporte destes grafos.

Teorema 5.8. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} uma drvore pendente
tal que v ¢ Supp(G{v}). Sejam u,w € N(v) NV (G — G{v}). Seja {w,ws,...,w}
uma base de N(G{v}). Seja {b1,ba, ..., b,} U{ai,as,...,a.} uma base de N (G —
G{v}) tal que (b;)y+(b;)w # 0 € (a;)y+(a;)w=0, comi=1,2,...,pej =1, 2,k. C T

_Zyts

Sejay € N(G{v}—v) tal que Supp(G{v}—v) = Suppcivy—o(y). Sejac; = m,
comi=1,2,...;p e N()NSupp(G{v} —v) ={t1,ta,...,tx}. Seja

Cibi
P T ¢
B, = U 0 , By = U {ai rg—G’{v}} e By = U {wi rg{v}}'
i=1 i=1 i=1
Yy

Entao By U By U By € uma base de N (G).

Demonstragao. Note que By U By U By € N(G) pelas Proposigoes 5.6, 5.3 e 5.2,
respectivamente. Além disso, |By U By U Bs| = n(G{v}) + n(G — G{v}). Note que
By U By U B3 é um conjunto de vetores linearmente independente. De fato, dados

alao@a"')ap)ﬁl)BQw"7/67’7717727"'7’}% GR, temos
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P r a; ! 0
a | o ||+ Bil T+ =0
i=1 j=1 0 =1 Wy
Yy
P r 7
E Oéicibl' —+ Z ﬁjaj
i=1 j=1
D O t == 0, (5].)
> Qi + D2 yewe
i=1 Y (=1

Por (5.1) temos i aicl-bi—l—zr: Bja; = 0. Como {by, b, ...,b,}U{as,as,...,a,} éuma
base de N (G —Zal{v}) e c,]:; 0, entao para todo i, j, temos que a; = 3; = 0. Logo
temos que Xt: yewy = 0. Como {wy, wy, ..., w;} é uma base de N'(G{v}), entao para
todo ¢, v, i: 10 Como G é um grafo uniciclico do Tipo I, pelo Lema 4.6 temos que

n(G) = n(G{v}) + n(G — G{v}), e portanto, B; U By U B3 é uma base de N (G). O

5.2 Espaco nulo de grafos uniciclicos do Tipo II

Nesta secao, obtemos uma base para o espaco nulo de grafos uniciclicos
G do Tipo IT usando a base de N(G — C) e N(G{v;}), onde C é o ciclo de G e v;

sao vértices de C.

A Proposicao 5.9 nos diz como obter parte do espago nulo de um grafo
uniciclico do Tipo I através do espaco nulo estendido de uma floresta contida neste

grafo uniciclico.

Proposicao 5.9. Se G é um grafo uniciclico do Tipo 11 e C o ciclo de G, entao
N(G = C) I6_cCE N(G).

k
Demonstragao. Note que G — C' é uma floresta, portanto, G — C' = |J T;, onde
i=1
T!s sao as componentes conexas de G — C. Seja x € N(T;). Vamos mostrar que
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z %€ N(G). De fato, pelo Lema 4.12, se v € V(C) e u; € V(T;), entao z,, = 0
quando u; é adjacente a v.

Note que a matriz de adjacéncia de G tem o seguinte aspecto

vy V(T2 - V(T - V(Ix) V(O)
V(Ty) [A(T1) 0 0 0 My T
V() | of AT 0 : 0 Mo
AG) = vy | o ot ... A(T) - 0 M, |
V(Ty) ot ot . ot e A(Tw) My
ve) Lot My - oMt ME A(C)]

onde M;, para todo j € {1,2,...,k}, é uma submatriz de A(G) com quase todas
entradas nulas, com excecao da unica entrada associada a adjacéncia entre o tinico

vértice u; de T que é adjacente a um vértice do ciclo C'. Logo

0 0
A(T)x 0
AG)z 5= L | _ =0
0 0
M x Ty, 1

Portanto, N (T;) [%Q N(G), e dado que isto é verdade para qualquer componente
conexa T}, com j € {1,...,k}, de G — C, entao

PN @) 15 N(G).

k
Como G — C ¢ a uniao de grafos disjuntos @ N (T;) 1§, = N(G — C), temos N (G —
i=1

C) Tg—cg N(G) ]

O Teorema 5.10 nos diz que o espaco nulo de um grafo uniciclico do

Tipo Il com ciclo de comprimento diferente de 4k ¢é igual ao espago nulo estendido
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de uma floresta contida nele. Note que Teorema 5.10 nos permite saber o aspecto
dos vetores do espaco nulo da base dos grafos uniciclicos do Tipo I com ciclo de
comprimento diferente de 4k. Consequentemente, nos permite saber quem sao os

vértices do suporte destes grafos.

Teorema 5.10. Se G é um grafo uniciclico do Tipo Il e C o ciclo de G tal que
|V(C)| # 4k, para todo k € N, entao N(G — C) 15_= N(G).

Demonstracao. Pelo Lema 4.6, temos n(G — C') = n(G) e pela Proposi¢ao 5.9 con-
clufmos que N'(G — C) 1&_.= N(G). 0O

A Proposicao 5.11 nos da dois vetores do espaco nulo de um grafo

uniciclico do Tipo 11 quando |V (C)| = 4k.

Proposigao 5.11. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo II e C' o ciclo de G. Seja
V(C) = {v1,v2, ..., 04}, para algum k € N, tal que N(v;) N V(C) = {vi—1,vi11}
e vy = vy. Seja x(v;) € N(G{v;}) tal que Supp(G{v;}) = Suppayv,y(x(vi)). Se

z(v;)y, = 1, entdo 21,20 € N(G), onde

1= Z (V21 rG{W L)y €*2 = Z (v2) G{v%} :

Demonstracao. Primeiramente, note que

(A(G):U(UZ) rg{vi})vj = Z (x<vl> rg{vi})u
u€N (vj)

1, seje{l,....,dk}ej=i—1louj=i+1;

0, caso contrario.

Logo temos que



= <Z(—1)iA<G)ZU(U2i1) rg{UQi—l}>

i=1 ;
2%
= YD (AG) (31 1)
i=1 ’
2%
= > (w) 1)
i=1 uEN (v;) “
2% ‘
Y(=1), seje{l,...,dk} e j=2i—2ouj = 2i
— {i=1
0, caso contrario.
= 0.
Além disso, temos que
2%k
(A(G)z2),, = (A(G) > (=1)z(vy) fg{m})
i=1 v
2%
= (Z(_I)ZA(G)x(UQi) fg{vgi}>
i=1 v;
2%k
= S (A 1),
i=1
2% _
= D (=1 > (2vn) [&gmy),
i=1 ueN (vj)
2%k A
(1), seje{l,....dk}ej=2i—1ouj=2i+1,;
0, caso contrario.
= 0.
Portanto, z1, 29 € N(G). O

O Teorema 5.12 nos da uma base do espaco nulo de um grafo uniciclico

do Tipo II quando |V (C)| = 4k.

Teorema 5.12. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo Il e C' o ciclo de G. Seja
V(C) = {v1,v2, ..., 04}, para algum k € N, tal que N(v;) N V(C) = {vi—1,vi11}
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e v = vag. Seja x(v;) € N(G{v;}) tal que Supp(G{v;}) = Suppciey(z(v;)). Seja
{wy,ws, ..., w;} uma base de N(G — C). Se x(v;),, = 1, entdo BU{z1, 22} € uma
base N (G), onde

2k 2k

B = U {wi fgfc}, z = Z(—l)ix(vmq) fg{v%l} €2y = Z(—l)ix(vzi) [g{vm} )
i=1

=1 i=1

Demonstragao. Note que B U {z1, 2.} C N(G) pelas Proposicoes 5.11 e 5.9. Uma
vez que |V(C')| = 4k podemos concluir pelo Lema 2.12 que n(C) = 2. Logo temos
que [BU{z1, 20} =t +2=n(G — C) +n(C). Mostraremos que BU {z1, 22} é um
conjunto de vetores linearmente independente. De fato, dado aq, s, ..., ap, 71,72 €

R, suponha que

t
Y121 + Y222 + Z o;W; rg—C: 0. (52)

i=1

Tomando j € {1,...,4k} temos que

t i ; C 1.

mn(=1)", sej=2i—1;

<7121 ozt Y auw; Tg_c> = | (5.3)
i=1 v Yo(=1)", se j=2i.

Comparando (5.2) e (5.3) concluimos que v;(—1)" = y5(—1)" = 0, logo temos que
71 = 2 = 0. Substituindo o valor de ; e 7, em (5.2) obtemos que

t
i Z W,
Z ;W5 rg—C: 0= =1 . (54)
i=1 0

t
Usando (5.4) obtemos que Y ow; = 0, como {wy, wy, ..., w;} é uma base de N (G —
i=1
(') concluimos que «; = 0 para todo i. Logo B U {z1, 22} é um conjunto de vetores

linearmente independente.
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Como G é um grafo uniciclico do Tipo 11, logo pelo Lema 4.6 temos que n(G) =
n(G — C) 4+ n(C), portanto, BU {z1, 22} é uma base de N'(G). O

Neste capitulo, construimos uma base do espaco nulo de um grafo
uniciclico G usando bases do espaco nulo de suas subarvores. Estes resultados sao
essenciais para no proximo capitulo estabelecermos relacoes entre o suporte, core e

N-vértices de G com o suporte, core e N-vértices de suas subarvores.
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6 DECOMPOSICAO NULA DE GRAFOS
UNICICLICOS

Este capitulo estd divido em trés se¢oes. Nas duas primeiras, determina-
mos o suporte, core e N-vértices dos grafos uniciclicos em func¢ao de suas subarvores.
Na terceira, obtemos as férmulas fechadas para os niimeros de independéncia e empa-
relhamento de um grafo uniciclico. No capitulo 4, obtivemos féormulas fechadas para
os numeros de independéncia e emparelhamento de um grafo uniciclico G' que per-
mitem o calculo destes parametros usando a decomposicao nula de suas subarvores.
Neste capitulo, também apresentamos férmulas fechadas para esses parametros de
G, a diferenga é que aqui as férmulas (Teoremas 6.12 e 6.15) possibilitam o célculo
destes parametros utilizando a decomposi¢ao nula de G. No caso do ntmero de

emparelhamento, a férmula é dada por

v(G) = |Core(G)|+ “V(QN(G))‘ - |5U2PP(G) N Core(G)\J.

Vale ressaltar que as férmulas sao validas para qualquer grafo uniciclico, mas, para
demonstra-las, é necessario considerar diversos casos conforme veremos nas préximas

secoes.

6.1 Suporte, core e conjunto dos N-vértices de grafos

uniciclicos do Tipo [

Nesta secao, estudamos o suporte, core e os N-vértices de um grafo

uniciclico do Tipo I.

Observagao 6.1. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I, G{v} uma drvore pen-
dente tal que v ¢ Supp(G{v}) e u,w € N(v)NV(G — G{v}). Note que G neces-

sariamente satisfaz as hipoteses de uma das proposigcoes 6.2, 6.3, 6.4 ou 6.6. De
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fato, podemos dividir o conjunto dos grafos uniciclicos do Tipo I em quatro classes

disjuntas, conforme os itens abaizo.

(1) Ve € N(G—G{v}) temos que z,, = z,, = 0, ou seja, u, w ¢ Supp(G — G{v}).
(Hipdteses da Proposi¢cdo 6.2)

(2) Ve € N(G — G{v}) temos que x, + x,, = 0, e existe y € N (G — G{v})
tal que y, # 0 e v € Core(G{v}) (Hipdteses da Proposi¢ao 6.3)

(3) Yz € N(G — G{v}) temos que x, + x,, = 0, e existe y € N (G — G{v})
tal que y, # 0 e v € V(Gn(G{v})) (Hipdteses da Proposicio 6.4)

(4) Existe v € N(G — G{v}) tal que x, + x, # 0 (Hipdteses da Proposi¢do

6.6)

Nas proximas proposigoes, relacionamos o suporte, core e N-vértices
de um grafo uniciclico do Tipo I com o suporte, core e N-vértices de determinadas
subdrvores, ou seja, relacionamos a decomposicao nula de um grafo uniciclico do

Tipo I com a decomposicao nula de suas subarvores.

Proposicao 6.2. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I, G{v} uma drvore pen-
dente tal que v ¢ Supp(G{v}) e u,w € N(v) N V(G — G{v}). Se u,w ¢ Supp(G —
G{v}), entao
(1) Supp(G) = Supp(G{v}) U Supp(G — G{v});
(i) Core(G) = Core(G{v})J Core(G — G{v});
(i) V(Gn(G)) = V(G (G{o})) UV (Gn (G = G{v});
(iv) Supp(G) é um congunto independente de G;

(v) Supp(G) N Core(G) = 0.
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Demonstragao. (i) Como u,w ¢ Supp(G — G{v}), temos z, = x, = 0

para todo x € N(G — G{v}), portanto, x, + x,, = 0. Analisando
as entradas nao nulas dos vetores da base do N(G) no Teorema 5.4

obtemos o resultado.

Dado um vértice p € Core(G), entdo existe um vértice p; € Supp(G)
tal que p € N(p;). Observe que, as unicas adjacéncias entre G{v} e
G — G{v} ocorrem entre os vértices v e u e os vértices v e w, ou seja,
V(G = G{v}) N N(V(G{v})) = {u,w} e V(G{v}) N N(V(G — G{v}))
= {v}. Como u,w ¢ Supp(G — G{v}) e v ¢ Supp(G{v}), temos que
N(Supp(G{v})NV (G — G{v}) = D e N(Supp(G—G{v}))NV(G{v}) =
(. Além disso, utilizando o item (i) concluimos que p; € Supp(G{v})
ou p; € Supp(G — G{v}). Portanto, se p; € Supp(G{v}), entdo p €
V(G{v}); se p1 € Supp(G — G{v}), entao p € V(G — G{v}). Con-
cluimos que p € Core(G{v}) ou p € Core(G — G{v}).

Agora, dado um vértice p € Core(G{v})|J Core(G — G{v}), existe um
p1 € Supp(G{v}) tal que p € N(p1) ou existe um py € Supp(G — G{v})
tal que p € N(py). Usando o item (i) obtemos que p; € Supp(G) ou
pe € Supp(G). Portanto, p € Core(G).

Apenas use os itens (i) e (ii).

Pelo item (i) temos que Supp(G) = Supp(G{v}) Supp(G — G{v}).
Note que N(Supp(G{v})) NV (G — G{v}) = 0 e isto implica que

N (Supp(G{v})) N Supp(G — G{v}) = 0.

Além disso, aplicando o Teorema 3.3 nas arvores G{v} e G — G{v},
concluimos que Supp(G{v}) e Supp(G — G{v}) s@o conjuntos indepen-

dentes. Portanto, Supp(G) é um conjunto independente.
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(v) Pelo item (iv) Supp(G) é um conjunto independente. Logo nao existe a
possibilidade de um vértice do suporte ser também um vértice do core.

Portanto, temos que Supp(G) N Core(G) = 0.
U

Proposicao 6.3. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I, G{v} uma drvore pen-
dente tal que v ¢ Supp(G{v}) e u,w € N(v) NV (G — G{v}). Sev € Core(G{v}),
e para todo y € N (G — G{v}) temos que y, + y, = 0 € existe um v € N (G — G{v})
tal que x,, # 0, entdao

(1) Supp(G) = Supp(G{v}) U Supp(G — G{v});

(i1) Core(G) = Core(G{v})J Core(G — G{v});

(1) V(Gn(G)) = V(Gn(G{v})) UV (Gn (G = G{v}));

(iv) Supp(G) é um conjunto independente de G;

(v) Supp(G) N Core(G) = 0.
Demonstragao. (i) Uma vez que, para todo y € N (G — G{v}), temos que
Yu + Y = 0. Para obter o resultado, basta analisar as entradas nao

nulas dos vetores da base do N (G) no Teorema 5.4.

(ii) Dado um vértice p € Core(G), note que, se p = v, entao p € Core(G{v}),
porque, por hipdtese, v € Core(G{v}). Suponha que p € Core(G)\{v},
entao existe um vértice p; € Supp(G) tal que p € N(p;). Note que
V(G = G{o}) N N(V(G{v})) = {u,w} e V(G{v}) N N(V(G = G{v}))
= {v}. Como u,w € Supp(G — G{v}) (porque x, # 0 e z,, # 0) e
v ¢ Supp(G{v}) (porque v € Core(G{v})), temos que N(Supp(G{v}))
NV (G — G{v}) =0 e N(Supp(G—G{v}))NV(G{v}) = {v}. Pelo item
(i) concluimos que p; € Supp(G{v}) U Supp(G — G{v}). Portanto, se
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p1 € Supp(G{v}), entdo p € V(G{v}) ou se p; € Supp(G — G{v}),
entdo p € V(G — G{v}). Concluimos que p € Core(G{v}) ou p €
Core(G — G{v}).

A inclusdo D é andloga a Proposicao 6.2 (ii).
(iii) Apenas use os itens (i) e (ii).
(iv) Mesmo argumento usado no item (iv) da Proposicao 6.2.
(v) Igual ao argumento utilizado no item (v) da Proposigao 6.2.

]
Proposicao 6.4. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I, G{v} uma drvore pen-
dente tal que v ¢ Supp(G{v}) e u,w € N(v) NV (G — G{v}). Sev € V(Gn(G{v}),
para todo y € N(G — G{v}) temos que y, + y = 0 e eziste x € N(G — G{v}) tal
que x,, # 0, entdo
(i) Supp(G) = Supp(G{v}) U Supp(G — G{v});
(ii) Core(G) = Core(G{v})|JCore(G — G{v}) {v};
(iir) V(Gn(G)) = (V(Gn(G{v}) \ {o}) UV (Gn (G — G{v}));

(iv) Supp(G) é um conjunto independente de G.

(v) Supp(G) N Core(G) = 0.

Demonstracao. (i) Mesmo argumento usado no item (i) da Proposigao 6.3.

(ii) Dado um vértice p € Core(G). Note que, se p = v, entdo p € {v}.
Considere p € Core(G) \ {v}, entdo existe um vértice p; € Supp(G)
tal que p € N(p1). Note que N(V(G{v})) NV (G — G{v}) = {u,w} e
NV (G - G{v}))nV(G{v}) = {v}. J& que u,w € Supp(G — G{v})
(porque x,, # 0 e z,, # 0) e v ¢ Supp(G{v}), logo temos que N (Supp(G
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{v))NV(G—-G{v}) =0 e N(Supp(G—G{v}))NV(G{v}) = {v}. Pelo
item (i) concluimos que p; € Supp(G{v})cupSupp(G — G{v}). Logo
se p1 € Supp(G{v}), entdao p € V(G{v}) ou se p; € Supp(G — G{v}),
entao p € V(G — G{v}). Portanto, p € Core(G{v})UCore(G — G{v}).

Dado um vértice p € Core(G{v})|JCore(G — G{v})J{v}. Observe
que, usando o item (i) temos que w,w € Supp(G), porque u,w €
Supp(G — G{v}). Note que, se p = v entao temos que p € Core(QG)
porque v € N(u) e u € Supp(G). Se p € Core(G{v}) entdo existe
r € N(p) tal que r € Supp(G{v}). Usando o item (i) podemos concluir
que r € Supp(G). Portanto, p € Core(G). Se p € Core(G — G{v})
entao existe um r € N(p) tal que r € Supp(G — G{v}). Usando o item
(i) temos que r € Supp(G). Portanto, p € Core(G).

(iii) Apenas use os itens (i) e (ii).
(iv) Mesmo argumento usado no item (iv) da Proposicao 6.2.

(v) Anélogo ao argumento usado no item (v) da Proposigao 6.2.

O

Lema 6.5. Se G é um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} uma drvore pendente tal

que v ¢ Supp(G{v}), entao Supp(G{v}) C Supp(G{v} —v).

Demonstragao. Considere um vértice j € Supp(G{v}). Isto significa que existe um

vetor € N(G{v}) tal que x; # 0. A matriz de adjacéncia de G tem o seguinte

aspecto:
V(G{v}—v) v
AGL{)) = VI(G{v} —v) JAG{v} —v) a]'
v al 0
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Onde a submatriz a tem quase todas as entradas nulas, exceto as entradas associadas

as adjacéncias entre v e os vértices de G{v} —v. Note que

w
)
Ly

xr =
t
onde w = [ Ty Ty e Ty o Ty ] e x, = 0, porque v ¢ Supp(G{v}). Logo
temos
A(G{v} — +x, A(G{v} —
A(GTo ) = (G{v} —v)w + z,a _ (G{v} —v)w _o,
a'w a'w

portanto, A(G{v} —v)w = 0. E, como (w); = z; # 0, obtemos j € Supp(G{v} —v).
U

Proposicao 6.6. Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I, G{v} uma drvore pen-
dente tal que v ¢ Supp(G{v}) e u,w € N(v)NV(G — G{v}). Se existe x €
N(G — G{v}) tal que x, + x, # 0, entio
(1) Supp(G) = Supp(G{v} —v) U Supp(G — G{v});
(i) Core(G) = Core(G{v} —v)|JCore(G — G{v})J{v};
(1) V(Gn(G)) = V(Gn(G{v} —v)) UVI(Gn (G = G{v}));
(iv) Supp(G) é um conjunto independente de G.

0.

(v) Supp(G) N Core(G)

Demonstragao. (i) Note que pelo Lema 6.5 sabemos que Supp(G{v}) C
Supp(G{v} —v). Uma vez que existe x € N(G — G{v}) tal que x, +
Ty # 0 logo podemos usar o Teorema 5.8 e analisando as entradas nao

nulas dos vetores da base do N (G) obtemos o resultado.
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(i)

(v)

Dado um vértice p € Core(G). Se p = v, entdao p € {v}. Assuma
p € Core(G) \ {v}. Logo existe um vértice p; € Supp(G) tal que
p € N(p1). Note que, nao existe adjacéncia entre V(G{v} — v) e
V(G — G{v}), ou seja, N(V(G{v} —v)) N V(G — G{v}) = 0. Por-
tanto, N(Supp(G{v} —v)) N V(G — G{v}) = (. Usando o item (i)
podemos concluir que p; € Supp(G{v} —v)J Supp(G — G{v}). Por-
tano, se p; € Supp(G{v} —wv), entao p € V(G{v} —v) ou se p; €
Supp(G — G{v}), entdo p € V(G — G{v}), ouseja, p € Core(G{v} — v)
oup € Core(G — G{v}).

Agora, dado um vértice p € Core(G{v} — v)|J Core(G — G{v}) J{v}.
Note que x,+x,, # 0logou € Supp(G — G{v}) ouw € Supp(G — G{v}).
Usando o item (i) concluimos que u € Supp(G) ou w € Supp(G). Se
p=wv entdo p € N(u) N N(w). Portanto, p € Core(G). Se

p € Core(G{v} —v) UCO’/‘G(G — G{v}),

entao existe um p; € Supp(G{v} —v) tal que p € N(p;) ou existe um
po € Supp(G — G{v}) tal que p € N(p2). Pelo item (i) concluimos que
p1 € Supp(G) ou py € Supp(G). Isto implica que p € Core(G).

Apenas use os itens (i) e (ii).

Pelo item (i) temos que Supp(G) = Supp(G{v}—v) | Supp(G — G{v}).
Seja G{v}—v = ij T;, onde T;’s sao as componentes conexas da floresta
G{v} —v. Notelz(iue N(Supp(G{v} —v)) N V(G — G{v}) = 0 e isto
implica que N(Supp(G{v} —v)) N Supp(G — G{v}) = . Além disso,
usando o Teorema 3.3 em cada drvore T; e em G — G{v}, obtemos
que Supp(G{v} —v) = '01 Supp(T;) e Supp(G — G{v}) sdo conjuntos

independentes. Portanto,iSupp(G) ¢ um conjunto independente.

Igual ao argumento usado no item (v) da Proposicao 6.2.
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6.2 Suporte, core e conjunto dos N-vértices de grafos

uniciclicos do Tipo /]

Nesta se¢ao, estudamos o suporte, core e os N-vértices de grafos uniciclicos
do Tipo II. Para isto, dividimos o conjunto dos grafos uniciclicos do Tipo I1 em
duas classes disjuntas. Aqueles com um ciclo de comprimento diferente de 4t (Pro-
posigao 6.7) e aqueles com um ciclo de comprimento igual a 4t (Proposi¢ao 6.9), em

que t € N.

Nas proposicoes a seguir, obtemos o suporte, core e N-vértices de um

grafo uniciclico do Tipo 11 utilizando suas subdarvores e os vértices do seu ciclo.

Proposigao 6.7. Sejam G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Considere G—C =
k

U T;, onde T; é uma componente conexa de G — C. Se G € do Tipo II tal que
i=1

| V(C) |#£ 4t para todo t € N, entao

(i) Supp(G) = Supp(G — C) =

(2

Supp(T;);

iC~

(i) Core(G) = Core(G — C) = | Core(T;);

)

IC~

(i) Vigu(6) = v(©)U (U viowm) )
(iv) Supp(G) é um congunto independente de G;

(v) Supp(G) N Core(G) = 0.

Demonstracgao. (i) Apenas analise as entradas nao nulas dos vetores do

espaco nulo no Teorema 5.10.

(ii) Dado um vértice p € Core(G). Entao existe um p; € Supp(G) tal
que p € N(p;). Pelo item (i), concluimos que p; € Supp(G — C).
Usando o Lema 4.12 podemos concluir que N(C) N Supp(G — C) = (.
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Entao p € V(G — (). Portanto, p € Core(G — C'). Agora, dado um
vértice p € Core(G — C'). Entao existe um p; € Supp(G — C) tal que
p € N(p1). Usando o item (i), obtemos que p; € Supp(G). Portanto,
p € Core(G).

(iii) Apenas use os itens (i) e (ii).

k
(iv) Pelo item (i) temos que Supp(G) = Supp(G —C) = |J Supp(T;). Note
i=1
que para todo i # j temos que N(Supp(T;)) N Supp(T;) = (. Usando o
Teorema 3.3 em cada T}, concluimos que Supp(T;) é conjunto indepen-

dente, logo Supp(G) é um conjunto independente.

(v) Mesmo argumento utilizado no item (v) da Proposicao 6.2.

O Lema 6.8 é usado para provar o item (i) da Proposicao 6.9.

Lema 6.8. Sejam G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Se G é do Tipo 11,

entao Supp(G —C) C |J Supp(G{v}).
veV (C)

k
Demonstragao. Considere G — C' = |J T;, onde T; é uma componente conexa de
i=1

G — C. Sabemos que Supp(G — C) = ij Supp(T;). Dado w; € Supp(G — C'), entao
existe um i tal que w; € Supp(T;). Tor;:lendo xr € N(T;), note que V(T;) C V(G{v})
para algum v € V(C). Mostraremos que x [%{U}E N(G{v}). De fato, uma vez G
é um grafo uniciclico do Tipo /7 temos que v € Supp(G{v}). Pelo Lema 4.12, se
u; € V(T;) N N(v), entao z,, = 0. A matriz de adjacéncia de G{v} tem o seguinte

formato

72



V(T:) V(G{v} = T)

AG{v}) = V(T;) | A(T:) B
V(G{v} =T) | B"  A(G{v}-T)

onde B é uma submatriz de A(G{v}) comquase todas entradas nulas, exceto a

entrada correspondente a adjacéncia entre o vértice u; e o vértice v. Logo temos que

0 0
A(T))x 0

AG)z 157 = ;t o | 1 =0.
0 0

Logo concluimos que x [%{U}E N(G{v}). Portanto, w; € Supp(G{v})

e temos que Supp(G —C) C |J Supp(G{v}). O
veV(C)

Proposigao 6.9. Sejam G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Se G € do Tipo
I1 tal que | V(C) |= 4t para t € N, entao

(i) Supp(G) = U Supp(G{v});

veV(C)

(ii) Core(G) =V (C)U ( U COT@(G{’U})> ;

veV(C)

(iii) V(Gn(G) = U VI(Gn(G{v}));

veV(C)

(iv) Supp(G) N Core(G) =V (C);

(v) Supp(G) nao € um conjunto independente de G.

Demonstracao. (i) Uma vez que G é um grafo uniciclico do Tipo /1, entao,

pelo Lema 6.8, temos que

Supp(G—C) C | Supp(G{v}).

veV(C)
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(i)

Analisando as entradas nao nulas dos vetores da base do espaco nulo

no Teorema 5.12 obtemos o resultado.

Dado um vértice p € Core(G), entdo existe um p; € Supp(G) tal
que p € N(p1). Pelo item (i) obtemos que p; € Supp(G{v}) para
algum v € V(C). Se p; # v, entdo p € V(G{v}), porque v é o tnico
vértice de G{v} que tem vizinhos em V(G — G{v}). Isto implica que
p € Core(G{v}). Se py = v, entao temos que p € V(C) UV (G{v}),
portanto,

peV(C)uU U Core(G{v})
veV(C)

Dado um vértice p € V(C') U ( U C’ore(G{v})). Sep € Core(G{v})
veV (C)
para alguma arvore pendente G{v}, entao existe um p; € Supp(G{v})

tal que p € N(p;1). Pelo item (i) concluimos que p; € Supp(G). Por-
tanto, p € Core(G). Agora, se p € V(C), entdao temos que p € N(v)
para algum v € V(C). Usando o item (i) e o fato de que G é um
grafo uniciclico do Tipo I concluimos que V(C) C Supp(G), logo
v € Supp(G). Portanto, p € Core(G).

Apenas use os itens (i) e (ii).

Dado um vértice v € V(C), entdo v € Supp(G{v}), porque G é um
grafo uniciclico do Tipo I1. Ouseja, v € |J Supp(G{v}). Pelo item
(i) temos que v € Supp(G), e isto implicavz‘l/lf)v(C) C Supp(G). Além
disso, existe um vértice w € N(v) NV (C) e ja que w € Supp(G) con-
cluimos que v € Core(G). Portanto, v € Supp(G) N Core(G). Agora,
dado um vértice v € Supp(G) N Core(G), entdo existe um vértice
w € Supp(G) tal que w € N(v). Se v € V(C), entdao nao temos nada
a provar. Suponha que v ¢ V(C). Entao v € V(G{u})) para algum

u € V(C). Uma vez que u é o tnico vértice de G{u} que tem vizinhos
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fora de G{u} podemos concluir que w € V(G{u}). Entao, pelo item
(i) obtemos que w € Supp(G{u}). Note que v € Supp(G{u}), porque
v e Supp(G) = | ] Supp(G{v}).
veV(C)
Logo v e w pertencem a Supp(G{u}) o que é uma contradigao, porque
Supp(G{u}) é um conjunto independente. Portanto, v € V(C).
(v) Pelo item (i) temos que Supp(G) = | Supp(G{v}). Como G é
veV(C)
um grafo uniciclico do Tipo 11, temos que V(C) C Supp(G). Logo

Supp(G) ndao é um conjunto independente.

6.3 Decomposicao nula de grafos uniciclicos

Nesta secao, obtemos féormulas fechadas para os nimeros de empare-
lhamento e independéncia de grafos uniciclicos. Os Teoremas 6.12 e 6.15 sao nossos
principais resultados e fornecem uma maneira diferente de calcular os niimeros de
emparelhamento e independéncia de grafos uniciclicos usando sua decomposi¢ao
nula. Mais precisamente, para calcular esses dois parametros de grafos uniciclicos é
necessario calcular o suporte, core e N-vértices e verificar se o conjunto dos vértices

do ciclo do grafo uniciclico estda ou nao contido no conjunto dos N-vértices.

Lema 6.10. Se G € um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} é uma drvore pendente

tal que v ¢ Supp(G{v}), entdo

[V(Gn(G{v}))]
2

V(G (Glo} = v)]

|Supp(G{o}) |+ :

= |Supp(G{v} —v)|+

k
Demonstragao. Considere G{v} —v = |J T;, onde T; é uma componente conexa de
i=1

G{v}—vparai=1,..., k. Uma vez que v ¢ Supp(G{v}), entao v € V(Gn(G{v}))U
Core(G{v}). Utilizando os Lemas 4.9 e 4.10 sabemos que existe I € Z(G{v}) tal
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que v ¢ I. Além disso, I € Z(G{v} — v). Entao, usando o Teorema 3.5 em cada T;

temos
(G =Gl =) = D alf)=3 Supp(zy) |+ LG
|Supp(G{v})|+ |V<QN<2G{U}))| = |Supp(G{v} — v)|+‘v<gN(G§U} - U))|

O

Lema 6.11. Se G € um grafo uniciclico do Tipo I e G{v} € uma drvore pendente

tal que v ¢ Supp(G{v}), entdio

[V (Gn(G{v}))]
2

[V (Gn(G{v} —v))|
2

|Core(G{v})|+ = |Core(G{v} — v)|+ + 1.

Demonstracao. Seja M € M(G{v}). Como v ¢ Supp(G{v}), pelo Lema 4.3 te-
mos que M satura v. Entdo, existe um vértice u em G{v} — v tal que {u,v} €
M. Primeiro, mostraremos que M \ {{u,v}} € M(G{v} — v). Suponha que
M\ {{u,v}} ¢ M(G{v}—v). Portanto, existe um emparelhamento M  em G{v}—v
tal que |M'|>|M \ {{u,v}}|. Note que M" é um emparelhamento em G{v}. Como
M € M(G{v}) temos que |M| > |M'|. Assim

M| —1<|M|<|M] (6.1)

Como |M| — 1 e |M| sdo nimeros inteiros consecutivos e a equacao (6.1) é valida,
logo temos que |M'| = | M|, o que é uma contradicio. Porque M nao satura v e todo
emparelhamento maximo em G{v} satura v. Portanto, M\ {{u,v}} € M(G{v}—v).
Agora temos que v(G{v}) = 1+ v(G{v} — v). Note que, G{v} —v = -LleTi, onde

T;’s sao as componetes conexas de G{v} —v. Usando o Teorema 3.5 em cada 7; e

em G{v}, obtemos que

v(G{v}) = 1+ v(G{v} —v)

\Core(G{v})H—W(QNgG{U}))‘ =1 —i—Zv(Tz)




(Core(G{up+ LG 1 4 57 ey LTI
(Core(GLopHALEIMEIN 1 4 cire(cuy — o LOLET Z 0D

O

Teorema 6.12. Se G é um grafo uniciclico, entao

V(@) = \Core(G)‘jLVV(gN(Gm_‘SUQPP(G)QCOM(GN J

Demonstracao. Uma vez que G é um grafo uniciclico, entao G obrigatoriamente
satifaz as condicoes de uma das seguintes proposicoes: 6.2, 6.3, 6.4, 6.6, 6.7 ou 6.9.

Ou seja, podemos dividir o conjunto dos grafos uniciclicos em seis classes disjuntas.
Caso 1: Suponha que G satisfaz as hipdteses da Proposicao 6.2.

Pela Proposicao 6.2, temos que

Core(G) = Core(G{v}) UC’ore(G — G{v}),
) = V(G JVOn(G - Glop e
0 = Supp(G)NCore(Q).

Usando o Teorema 4.16 podemos concluir que o nimero de emparelhamento de G é

dado por

UG) = [Core(G o] |Core(G - Gl NI IVIENE = Clob))

V(Gn(G))] V(Gn(G))]
= |Core(G)| + — 5 - |Core(G)| + {fJ

[V(Gn (G))] = |Supp(G) 0 COT@(G)IJ
5 :

= |Core(G)| + {

Caso 2: Suponha que G satisfaz as hipoteses da Proposicao 6.3.
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Este caso é analogo ao Caso 1.
Caso 3: Suponha que G satisfaz as hipoteses da Proposicao 6.4.

Logo, pela Proposicao 6.4, temos que

Core(G) = Core(G{v}) U Core(G — G{v}) U {v},
V(Gn (@) = (V(Gn(GIe) \ (oD [V (Gn(G = G{u})) e
0 = Supp(G)n Core(G).

E, usando o Teorema 4.16, temos que o nimero de emparelhamento de G é dado

por

[V(Gn(G{op)| + [V(Gn (G = G{v}))|

v(G) = |Core(G{v})|+|Core(G — G{v})|+

2
— |Core(G)] — 1 + |V(QN(2G))| +1 _ Core(C)| + |V(gN(§;))| 1
_ |cm«e(a)|ﬂWJ
= |Core(G)| + VV(QN(G)N - |SU2PP(G) N C’ore(G)|J.

Caso 4: Suponha que G satisfaz as hipdteses da Proposicao 6.6.

Pela Proposicao 6.6, temos

Core(G) = Core(G{v} —v) UC’ore(G — G{v}) U{v},
V(Gn(G)) = V(Gn(G{v} —v)) [ JV(Gn(G = G{v})) e
0 = Supp(G)NnCore(G).

E, usando o Teorema 4.16 e o Lema 6.11 temos que niimero de emparelhamento de

G ¢é dado por

In (G{op)| + [V (Gn (G = Giv}))]

W(@) = |Core(G{o})|+ICore(G — Glo})+ !
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In(G{v} —v))|

= |Core(G{v} —v)|+|Core(G — G{v})|+‘v<

2
+|V(9’N(c:2— Gl
= |Core(G)| + w = |Core(G)| + VV(QZJJ
= |Core(G)| + VV(QN(G))‘ - \STZPP(G) N Core(G)|J.

Caso 5: Suponha que G satisfaz as hipdteses da Proposicao 6.7.

Pela Proposicao 6.7, temos

k
Core(G) = Core(G—-C) = U Core(T;),
i=1

V(Gn(G) = V<C)U<UV<QN<E>>> e
0 = Supp(G) ﬂlaofr’e(G).

E, pelo Teorema 4.17, o nimero de emparelhamento de GG é o seguinte

v(G) = {MJ+Z|COM(7})HW

2 — 9
= |Core(G)|+LWJ
_ |Core(Q)] + “V(gN(Gm— |Su2pp(G)ﬂCo7’e(G)| J

Caso 6: Suponha que G satisfaz as hipdteses da Proposicao 6.9.

Pela Proposicao 6.9, sabemos que

veV(C)

Core(G) = V(C’)U( U Core(G{v})),
V(gn(@) = |J VGn(G{u) e
veV(C)

V(C) = Supp(G)N Core(G).
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k
Considere que G—C = |J T;, onde T;’s sdo as componentes conexas de G —C'. Note

i=1
que v(G{v}) = v(G{v} — v), porque v € Supp(G{v}). E, usando o Teorema 4.17,

obtemos que o numero de emparelhamento é da seguinte forma

k
v(G) = VV C)|J+Z|Core(ﬂ)\+w
_ \v<20)|+2ym):_|v<0)|+|v |+Z
veV (C)
- _|V(2(J)I+|V(C)|+ S G}
veV(C)
= M e+ Y (coreaoy) + MEHEED)
veV (C)
— |C’ore(G)|+W<gN(G))| - |5qup(G) N Core(G)|
_ |COT6(G)|+“V<QN(G))| — |Su2pp(G) N Core(G)\J.

Lema 6.13. Se T' é uma drvore, entao ﬂ I = Supp(T).
I€X(T)

Demonstragao. Dado um vértice v € ﬂ I, ev e Core(T)UV(Gn(T)), entao,
1€1(T)
pelos Lemas 4.9 e 4.10, existe um J € Z(T') tal que v ¢ J, o que é uma contradigao,

porque v € ﬂ I. Portanto, v € Supp(T).

I€Z(T)

Agora dado um vértice v € Supp(T). Se v ¢ ﬂ I, entao existe
1e7(T)
um conjunto independente maximo J € Z(7T) tal que v ¢ J. Note que, dado

¢ € Core(T), pelo Lema 4.10 temos que ¢ ¢ J. Logo J = {s1,82,...,5¢} U
{n1,n2,...,n,.}, onde para todo i temos que s; € Supp(T) e n; € V(Gn(T)). Por-
tanto, J U {v} é um conjunto independente de T, porque {si,ss,...,sx} U {v} C

Supp(T) e pelo Lema 3.3 Supp(T) é um conjunto independente de 7. Além disso,
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|JU{v}| = |J]|+1 > |J|, o que é uma contradigao, porque J € Z(T). Portanto,

veﬂl. O

Lema 6.14. Sejam G um grafo uniciclico e C' o ciclo de G. Considere que G —C' =
k

U Ti, onde os T;’s sao as componentes conezas de G—C. Se G é do Tipo 11, entio
i=1

[V (Gn(G{o}))|
2

-VEI+Y supp(ry) |+ LG

> 1Supp(G{v})| +
veV(C)
Demonstragao. Dado I, € Z(G{v}) e ja que G é do Tipo Il temos que v €
Supp(G{v}). Usando o Lema 6.13 temos que
Supp(G{v}) = () 1,
1€T(G{v})

logo v € I,. Mostraremos que I, — {v} € Z(G{v} — v). Suponha que I, — {v} ¢
Z(G{v} —v). Portanto, existe um conjunto independente J de G{v} — v tal que

[ > 1y = {v}| = L] = 1. (6.2)

Como G{v} — v é um subgrafo de G{v}, temos que J também é conjunto indepen-

dente de G{v}. Entao

|| < 1. (6.3)

Usando (6.2) e (6.3) obtemos que |I,| > |J| > |I,| — 1. Isto implica que |J| = |I,|,
logo J € Z(G{v}). O que é uma contradigao, porque v ¢ J e sabemos que v estd
todo conjunto independente maximo de G{v}, pois pelo Lema 6.13 v € Supp(G{v}).
Entao, temos que I, — {v} € Z(G{v} —v). Note que |J G{v}—v= LleTZ Pelo

veV(C)
Teorema 3.5 temos que

V(G (G{v}))]
2

V(G (T3))]
2

a(T;) = |Supp(T) |+ e a(G{v}) = [Supp(G{v})|+

81



ondei € {1,...,k} ev € V(C). Entao

Y alGiy—v) = Y T

veV(C) i=1
k

Y —1+a(Gfv}) = D (T
veV(C) i=1
k

Y-+ > alGl{e}) = D am)
veV(C) veV (C) i=1

VO + Y |Supp(Gluh)l+— =
veV (C)

V(Gr(G{vD)] z’“]Supp(Ti”ngN(Ti))y

Teorema 6.15. Sejam G um grafo uniciclico e C o ciclo de G. Se V(C) ¢
V(GNn(G)), entdo

[V (Gn(G))] = |Supp(G) N COM(G)W’

a©) = IS+ !

caso contrdrio,

o(C) = \Supp(GHWJ.

Demonstragio. Suponha que V(C) € V(Gn(G)). Note que G ndo pode satisfazer as
hipéteses da Proposigao 6.7, porque na Proposicao 6.7 temos que V(C) C V(Gn(G)).
Case 1: Suponha que G satisfaz as hipéteses da Proposicao 6.2.

Pela Proposicao 6.2 temos

Supp(G) = Supp(G{v}) | Supp(G — G{v}),
V(Gn(G) = VIGn(G{on) [ JV(Gn(G = G{v}) e
0 = Supp(G)N Core(Q).
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Usando o Teorema 4.11, concluimos que o niimero de independéncia de G é

[V (Gn(G{op))[+IV(Gn (G = G{v}))]

a(G) = |Supp(G{v})| + [Supp(G — G{v})|+

2
= |SUPP(G)|+W = |Supp(G)|+[w-‘
= |Supp(G)|+ PV@N(G»‘ - |5u§p(G) N Core(G)\" |

Case 2: Suponha que G satisfaz as hipoteses da Proposicao 6.3.
Este caso é analogo ao Caso 1.
Case 3: Suponha que G satisfaz as hipdteses da Proposicao 6.4

Entao pela Proposicao 6.4, temos

Supp(G) = Supp(G{v}) | Supp(G — G{v}),
VGn (@) = (VGn(GoI)\ {o) [ V(Gn (G = G{v})) e
0 = Supp(G)NCore(Q).

Utilizando o Teorema 4.11 temos que o ntimero de independéncia de G é dado por

0(G) = [supp(G o))+ LI g o4 AIHE ZELR)
s |G =1 | IVn(E =GO
- sup | LGNNI | WVIG(E =GO
~ Isumo)+| N
- sumi+ | LGOI = St CoreG]

Case 4: Suponha que G satisfaz as hipéteses da Proposicao 6.6.
Pela Proposicao 6.6 temos que

Supp(G) = Supp(G{v} —v) | J Supp(G — G{v}),
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) = V(Gn(G{v} =) | JV(GNn(G — G{v})) e
0 = Supp(G)NCore(G).

Usando o Teorema 4.11 e o Lema 6.10, obtemos que o niimero de independéncia de

G é dado por
[V(Gn(G{v}))| + V(OGN (G — G{v}))]

a(G) = |Supp(G{v})| + [Supp(G — G{v})| +

= |Supp(G{v} — v)|+|Supp(G — G{v})|+ |V(gN(G§v} — v2))|
+IV(QN(GQ— G{v}))|

= Jsupp()+ DL |Supp<G>\+[ww

_ |5upp(G)|+PV(gN(G))| — |5u2pp(G) N Core(G)F‘.

Case 5: Suponha que G satisfaz as hipéteses da Proposicao 6.9.

Pela Proposicao 6.9, sabemos que

Supp(G) = U Supp(G{v}),
veV(C)

V(Gn(@) = | V(Gn(G{v}) e
veV(C)

V(C) = Supp(G)N Core(G).

k

Considere que G — C = |J T;, onde os T;’s sao as componentes conexas de G — C.
i=1

Utilizando o Teorema 4.13 e o Lema 6.14, obtemos que o niimero de independéncia

de G ¢é dado por

a(G) = {@J+Z|Supp(ﬂ)l+mggﬂ

k
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_ |Supp(G) N COT@(G)‘ |V(QN<G{U}))|
- _ 5 + Ue;(c) | Supp(G{v})| + 5

= \Supp(G)|+|V(gN(G))| - |Sl;pp(G) N Core(G)|

= |Supp(G)|+ PV(QN(G)N - |Su2pp(G) N C’ore(G)|“.

Se V(C) C V(Gn(G)), entao G nao pode satisfazer as hipdteses das Pro-

posigoes 6.3, 6.6, 6.4 e 6.9, porque nessas proposigoes temos que V(C) € V(Gn(G)).
Caso 1: Suponha que G satisfaz as hipéteses da Proposicao 6.2.

Pela Proposicao 6.2 temos

Supp(G) = Supp(G{v})| ] Supp(G — G{v}) e
V(Gn(@) = V(Gn(G{o)) [ JV(Gn(G - G{v}).

Usando o Teorema 4.11, podemos dizer que o nimero de independéncia de G é

o(G) = |Supp(G{v})] + |Supp(G — G+ N EADIHVIGNE — GHod))

2

VGO

= |Supp(G) 5
Caso 2: Suponha que G satisfaz as hipdteses da Proposicao 6.7.

Pela Proposicao 6.7 obtemos

k
Supp(G) = Supp(G — C) = | Supp(T;) e
=1

V(Gn(Q)) = v<O)U<Uv<gN<m>>-

Usando o Teorema 4.13 obtemos que o numero de independéncia number de G é

dado por

@) = |+ 3 suppry+ LN
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A seguir temos um exemplo, onde usamos os Teoremas 6.12 e 6.15 para
calcular a(G) e v(G) do grafo uniciclico G da Figura 6.1. Calculando a decom-
posigao nula de G obtemos que Supp(G) = {b,c,d,e,j, l,u,v,z,w}, Core(G) =
{f,a,i,u,v,z,w} e V(Gn(G)) = {g, h}.

Figura 6.1 Grafo uniciclico G e seu suporte.

Note que {u, v, z,w} = V(C) € V(Gn(G)). Portanto, pelo Teoremas 6.12 e 6.15 te-

mos que os numeros de independéncia e emparelhamento de G podem ser calculados

Ccomo segue

V(Gr(G))] -~ |Supp(G) 1 Cm~e<0>q o [2 - ﬂ L,
2

V(G (G))] — [Supp(G) N Core(G)| J . {2 —4 J .
2

o(G) = |Supp<a>|+[

v(G) = |C’0T6(G)|+{ i

Perceba que I = {b,c,d, e, g,7,¢,v,z} é um conjunto independente méximo de G e
M = {{a,b},{e, f},{i,5},{9, h}, {u,v}, {z,w}} é um emparelhamento maximo de
G. Porque |I| =9 e |M]| = 6.

No proximo exemplo, também utilizamos os Teoremas 6.12 e 6.15 para
obter a(G) e v(G) do grafo uniciclico da Figura 6.2. Calculando a decomposi¢ao nula
de G obtemos Supp(G) = {h,g,i,7,,m,t,u,w,v,y, z}, Core(G) = {f,i,r,s,x} e
V(Gn(G)) ={a,b,c,d,e,m,n,0,p}.
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Figura 6.2 Grafo uniciclico G e seu suporte.

Observe que {a,b,c,d,e} = V(C) C V(Gn(G)). Portanto, pelos Teoremas 6.12 e

6.15, os numeros de independéncia e emparelhamento de G sao dados por

a(G) = |5upp(G>|+W(ggﬂJ s EJ _15
V(Gn (@) - |Supp(G)ﬂCore(G)|J . {9_OJ L

2 2

v(G) = |Core(G)|+{

Note que I = {g, h,j, ¢, m,u,v,w,t, z,y,a,c,o,q} é um conjunto independente maximo

de G e M = {{a,0},{d,c},{f g}, {n, 0}, {p, ¢}, {r, v}, {s, u}, {x, y}, {m,i}} é um

emparelhamento méaximo de G. Porque |I| =15 e |M]| = 9.

Neste capitulo, apresentamos diversas contribuicoes. As mais impor-
tantes sao os Teoremas 6.12 e 6.15 que nos fornecem férmulas fechadas para os

nimeros de independéncia e emparelhamento de grafos uniciclicos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS E
TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo, projetamos futuras investigacoes sobre este tépico e
apresentamos alguns problemas futuros. Este capitulo esta dividido em seis se¢oes,
onde em cinco descrevemos problemas especificos relacionados a decomposicao nula.
O primeiro problema envolve uma possivel relacao entre a decomposicao de Gallai-
Edmonds de grafos uniciclicos e a decomposi¢ao nula. Semelhantemente ao primeiro
problema, o segundo problema é sobre uma provavel relagao entre uma outra de-
composicao classica de grafos, a decomposicao de Zito [66], e a decomposi¢ao nula.
O terceiro problema consiste, basicamente, em caracterizar as nulidades maxima e
minima do conjunto dos grafos uniciclicos com uma mesma sequéncia de graus. O
quarto problema trata da determinacao de férmulas fechadas para a quantidade de
emparelhamentos e de conjuntos independentes maximos de grafos uniciclicos que
dependam da decomposi¢ao nula do mesmo. O quinto problema aborda a decom-
posicao nula de grafos threshold e sua provavel relagao com a sua estrutura e suas

distintas representacoes.

Esta tese produziu dois artigos. O Capitulo 4 forma o primeiro ar-
tigo, intitulado “Independence and matching numbers of unicyclic graphs from null
space” [5], que foi publicado em Computational and Applied Mathematics. Parte
deste trabalho foi apresentado no XX XV II Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional (CNMAC 2017) e seu resumo [62], intitulado “Suporte
de grafos uniciclicos”, foi publicado em Proceeding Series of the Brazilian Society of
Applied and Computational Mathematics. Os Capitulos 5 e 6 resultaram no segundo
artigo, intitulado “Null decomposition of unicyclic graphs”[4], que foi submetido a
um periddico. Também apresentei este trabalho na conferéncia 22nd Conference of

the International Linear Algebra Society (ILAS 2019).

88



7.1 Decomposicao de Gallai-Edmonds de grafos uniciclicos

Seja G = (V, E) um grafo. Denote por M(G), o conjunto de todos em-
parelhamentos de cardinalidade maxima de GG. A decomposigao de Gallai-Edmonds
de G [19, 29] é uma particao dos vértices G em trés conjuntos com determinadas
propriedades relacionadas a atuacao destes vértices em emparelhamentos de cardi-

nalidade maxima. Mais precisamente, V' é particionado em trés conjuntos EG(G),

R(G) e S(G) onde:

o FG(G)={veV:3IM e M(G) tal que M nao satura v}.
e R(G)={veV:ve NEGG)) ev ¢ EGG)}.

o S(G)=V — (BG(G)UR(Q)).

A decomposigao de Gallai-Edmonds foi introduzida por Gallai [29] e, posterior-
mente, Edmonds criou um algoritmo que a determina em tempo polinomial [19]. A
decomposicao de Gallai-Edmonds desempenha um papel muito importante dentro
da teoria de emparelhamentos, visto a quantidade de propriedades que ela nos for-
nece sobre emparelhamentos de um grafo qualquer. Um resultado bem conhecido
é o Teorema estrutural de Gallai-Edmonds ([48], Capitulo 3), este teorema nos dé
varias informagoes sobre os emparelhamentos de um grafo qualquer. Por exemplo,

o Teorema estrutural de Gallai-Edmonds nos garante que:

e O subgrafo induzido por S(G) tem emparelhamento perfeito.

e v(G) = 3 (|V]| = c(EG(G)) + |R(G)]), onde ¢(EG(G)) é o nimero de
componentes do subgrafo induzido por EG(G).

Dada uma arvore T', usando o Lema 2.7 de [5] e o Lema 2.6 de [38] junto com as

definigbes de core e de conjunto dos N-vértices, obtemos que EG(T) = Supp(T),
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R(T) = Core(T) e S(T) = V(Gn(T)). Logo, a decomposi¢ao nula de 7' determina
a decomposicao de Gallai-Edmonds de 7. Sendo assim, estamos propondo estudar

o seguinte problema:

Problema 1: Como obter a decomposicao de Gallai-Edmonds de um grafo uniciclico

a partir da decomposicdo nula?

Na busca pela solugao do Problema 1 obtemos o Teorema 7.1.

Teorema 7.1. [3] Sejam G um grafo uniciclico do Tipo II e C o ciclo de G. Se
[V(C)| = 2t, comt € N, entio EG(G) = Supp(G — C), R(G) = Core(G—C) e
S(G) =V (Gn(G —C))UV(C), caso contrdrio, temos EG(G) = |J Supp(G{v}),

veV(C)
R(G) = G‘L/J(C) Core(G{v}) e S(G) = e‘L/J(C)V(QN(G{U})).

Sejam G um grafo uniciclico do Tipo I e C' o ciclo de GG. Note que,
pelo Teorema 7.1, concluimos que, se |V(C)| = 2t, com ¢t € N, entdao a partir da
decomposicao nula da floresta G —C obtemos a decomposicao de Gallai-Edmonds de
G e caso contréario, decomposi¢ao de Gallai-Edmonds de G pode ser obtida através
da decomposi¢ao nula de suas arvores pendentes G{v}. Note que o Teorema 7.1
nao resolve completamente o Problema 1, pois falta encontrar uma maneira de
obter a decomposicao de Gallai-Edmonds de um grafo uniciclico do Tipo I a partir
da decomposi¢ao nula. Pensamos que seja possivel obter um teorema para grafos

uniciclicos do Tipo I semelhante ao Teorema 7.1.

7.2 Decomposicao de Zito de grafos uniciclicos

Seja G = (V, E) um grafo. Denote por Z(G), o conjunto de todos
conjuntos independentes maximos de GG. A decomposi¢ao de Zito de G [66] é uma
particao dos vértices de GG em trés conjuntos, de acordo com a participacao destes
vértices em conjuntos independentes maximos. Mais especificamente, V' é particio-

nado em trés classes conforme os itens abaixo:
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e Flexiveis: conjunto dos vértices v tais que existe um conjunto indepen-

dente maximo de GG que contenha v e outro que nao contenha v.

e Fstaticos excluidos: conjunto dos vértices v tais que v nao pertence a

nenhum conjunto independente maximo de G.

e [stdticos incluidos: conjunto dos vértices v tais que v pertence a todos

conjuntos independentes maximos de G.

Essa decomposicao foi introduzida por Jennifer Zito, que a usou para obter uma
formula fechada para o maior nimero de conjuntos independentes maximos entre
todas arvores com n vértices [66]. Além disso, Zito forneceu familias de drvores que

alcangam esse valor maximo.

Fixe uma arvore T'. Pelos Lemas 4.6, 4.7 de [5] e pelo Lema 7.11 de [4], obtemos que
V(Gn(T)), Core(T) e Supp(T) sdo, respectivamente, os vértices flexiveis, estaticos
excluidos e estaticos incluidos de T'. Logo, concluimos a decomposicao nula de 7' nos
fornece a decomposicao de Zito de T'. Diante deste fato, estamos propondo estudar

o seguinte problema:

Problema 2: Como obter a decomposicao de Zito de um grafo uniciclico a partir

da decomposicao nula?

7.3 Nulidade maxima e minima de uma sequéncia de graus

uniciclica

Sejam s = (dy,ds,...,d,) uma sequéncia de graus de arvore e T o
n

conjunto de todas drvores que tem s como sua sequéncia de graus. Note que Y d; =
i=1
2m, onde m é o numero de arestas de uma arvore em 7T;. Denote por nully(7T;) e

null,,(7Ts) as nulidades méxima e minima, respectivamente, entre todas arvores em
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Ts. Por resultados em [11, 32, 33], concluimos que

(

20(s) —n, sel(s)>[%]
nully, (Ts) = 4 1, se {(s) < [5] e n é impar (7.1)
0, se ((s) < [§] en é par,
e
nully (Ts) = 2a(s) — n, (7.2)

b

onde /(s) é quantidade de 1's de s e a(s) = max{b: dod; < m} é o ntmero de
i=1

aniquilacao (veja [56]). Motivados pelo resultado supracitado, pretendemos estudar

o seguinte problema.

Problema 3: E possivel formulas que permitam calcular as nulidades mdzxima e
minima entre todos os grafos uniciclicos com uma mesma sequéncia analisando,
somente, as entradas da sequéncia de graus? Em outras palavras, existem formulas
fechadas para as nulidades mdxzima e minima entre todos os grafos uniciclicos com
uma mesma sequéncia de graus semelhantes as formulas (7.1) e (7.2) de drvores?
Além disso, almejamos caracterizar os grafos uniciclicos que alcancam a nulidade

mdxima ou a minima.

Na tentativa de solucionar o Problema 3 conseguimos, com a cola-
boracao dos pesquisadores Daniel Jaume, Gonzalo Molina e Marco Puliti, durante
o meu doutorado sanduiche, alguns resultados parciais que sao os Teoremas 7.2, 7.3
e 7.5. Seja s = (dy,ds, . .., d,) uma sequéncia de graus uniciclica, o que significa que
zn: di = 2n. A sequéncia s é dita nao trivial se existe um 7 tal que d; = 1. Seja
Zli{:slo conjunto de todos grafos uniciclicos que tem s como sua sequéncia de graus.

Denote por nully (Us) e null,,(Us) as nulidades maxima e minima, respectivamente,

entre todos grafos uniciclicos em U. Para qualquer grafo G com sequéncia de graus
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s sabemos que a(G) < a(s) [56]. As férmulas para o nimero de independéncia de
grafos uniciclicos do Capitulo 4 e o fato que a(G) < a(s) permitiram demonstrar de

maneira simples os Teoremas 7.2 e 7.3.

Teorema 7.2. [39] Se G é um grafo uniciclico do Tipo I com sequéncia de graus

s = (dy,dy,...,d,), entdo

n(G) < 2a(s) — n.

Teorema 7.3. [39] Sejam G um grafo uniciclico do Tipo II, C o seu ciclo e s =
(dy,da, ..., d,) a sua sequéncia de graus. Se |V (C)| = 4t, com t € Z, entdo

n(G) < 2a(s) —n+2,
caso contrario

n(G) < 2a(s) —n+ 2.

O Corolario 7.4 é uma consequéncia imediata dos Teoremas 7.2 e 7.3.

Corolario 7.4. [39] Se s = (di,ds,...,d,) € uma sequéncia de graus uniciclica,

entao nully (Us) < 2a(s) —n+ 2.

Teorema 7.5. [39] Sejam G1 um grafo uniciclico do Tipo I1, Cy o seu ciclo € s a
sua sequéncia de graus. Se Gy € Uy € tal que |V (Cy)| > 5 e s € nao trivial, entao

existe Gy € Uy tal que n(G1) < n(Ga) e |V (Cy)| =4, onde Cy € o ciclo Gs.

Note que o Teorema 7.5 nos da uma ideia do aspecto de um candidato a nulidade
maxima entre todos os grafos uniciclicos do Tipo II com sequéncia de graus s,
que sao os grafos uniciclicos com ciclo de comprimento 4. Esse resultado vai ao
encontro do que observamos em nossos experimentos computacionais no Sagemath.
Para demonstrar o Teorema 7.5 foi necessario construir um emparelhamento com
determinadas propriedades neste grafo uniciclico do Tipo I, acreditamos que com

nossa experiéncia em construir emparelhamentos em grafos uniciclicos do Tipo [
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seja possivel demonstrar uma versao do Teorema 7.5 para grafo uniciclicos do Tipo

I

Conjectura 7.6. Se s = (dy,ds, . ..,d,) é uma sequéncia de graus uniciclica, entdo

2a(s) —n —2 < nullpy (Us).

Note que, se a Conjectura 7.6 for verdadeira e pelo Corolario 7.4, sabemos que
nully (Us) < 2a(s) — n + 2, logo teremos que nully (Us) poderia assumir somente os

cinco valores abaixo:

2a(s) —n—2, 2a(s) —n —1, 2a(s) —n, 2a(s) —n+1e 2a(s) —n+ 2.

Sendo assim, faltaria apenas encontrar hipotéses que determinassem em que situagao

nully (Us) assume cada um dos valores acima.

A Conjectura 7.7 nos fornece uma ideia do aspecto de uma sequéncia de graus
uniciclica s tal que nully (Us) = 2a(s) —n + 2. Infelizmente a reciproca nao é ver-

dadeira.

Conjectura 7.7. Se s = (dy,ds,...,d,) € uma sequéncia de graus uniciclica e
a(s)+1
nully(Us) = 2a(s) —n+2, entao >, d;i=n+1.

i=1
A Conjectura 7.8 nos dd uma férmula fechada para a nulidade minima null,, (Us).

Conjectura 7.8. Seja s = (dy,dy, ..., d,) uma sequéncia de graus uniciclica. Se

l(s) é a quantidade de 1's de s, entdo

20(s) —n se I(s) > |5].
nully, (Us) = 1 se 23 <(s) < 2] en impar.

0 caso contrdrio.
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7.4 Foérmulas para a quantidade de emparelhamentos e

conjuntos independentes maximos de grafos uniciclicos

Em [38], Jaume e Molina, além de terem obtido férmulas fechadas para
os numeros de emparelhamento e independéncia de uma arvore 7', também obti-
veram férmulas fechadas para a quantidade de emparelhamentos e de conjuntos
independentes méaximos de arvores, conforme os Teoremas 7.9 e 7.10 abaixo. A
quantidade de emparelhamentos e conjuntos independentes méximos de um grafo G
sao usualmente denotados na literatura por m(G) e i(G).

Teorema 7.9. [38] Se T é uma drvore, entao i(T) = [ i(N), onde Gy(T) €

NCGN(T)
o subgrafo de T induzido por V(Gn(T')) e N é uma componente conexa de Gy (T).

Teorema 7.10. [38] Se T' é uma drvore, entao m(T) = [ m(S), onde Gs(T)
SCGs(T)
¢ o subgrafo de T induzido por Supp(T)U Core(T) e S é uma componente conexa

de gs(T)

Inspirados pelos resultados comentados acima propomos estudar o seguinte pro-

blema.

Problema 4: FE possivel determinar formulas fechadas para a quantidade de empa-
relhamentos e conjuntos independentes mdzrimos de grafos uniciclicos que dependam
da decomposi¢ao nula do mesmo? Ou seja, existem versoes similares aos Teoremas

7.9 € 7.10 para grafos uniciclicos?

7.5 Decomposicao nula de grafos threshold

Os grafos threshold sao grafos livres de Py, Cy e P, U P, como sub-
grafo induzido. Uma caracteristica dos grafos dessa classe é que podem ser gerados

através de diferentes procedimentos operacionais. Durante o doutorado estudamos
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a decomposicao nula de grafos uniciclicos e, através deste estudo, estabelecemos
relacoes entre a decomposicao nula de um grafo uniciclico e os ntimeros de inde-

pendéncia e emparelhamento do mesmo [5, 4, 62].

Motivados pelos resultados alcancados no estudo da decomposi¢ao nula de grafos

uniciclicos, pretendemos estudar o seguinte problema.

Problema 5: A decomposi¢cao nula de grafos threshold nos fornece informacoes
sobre conjuntos independentes, emparelhamentos, nimero de independéncia, numero
de emparelhamento ou outro parametro qualquer? Além disso, a decomposicao nula
de um grafo threshold tem alguma relacao com a forma recursiva como € construido
ou com suas diferentes representacoes, por exemplo, a representacdo via Sequéncia

bindria?

Em relagao ao Problema 5 ja obtivemos alguns resultados parciais que
foram apresentados no evento satélite do ICM 2018, chamado de Linear Algebra and
its Applications Workshop 2018 (LAAW 2018), e teve seu resumo [61], intitulado
“Independent Sets and Support of Threshold graphs”, publicado nos anais deste

evento.

7.6 Conclusao

Ao longo desta tese obtemos resultados através do estudo da decom-
posi¢cao nula de grafos uniciclicos. No Capitulo 4, obtivemos o Teorema 4.7, que
caracteriza os grafos uniciclicos singulares através do suporte de suas arvores pen-
dentes, e, principalmente, os Teoremas 4.11, 4.13, 4.16 e 4.17, que fornecem féormulas
fechadas para os nimeros de independéncia e emparelhamento de um grafo uniciclico
que permitem o calculo destes parametros usando a decomposicao nula de suas

subarbores.
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Semelhantemente ao Capitulo 4, no Capitulo 5, obtivemos contribuicoes
como os Teoremas 5.4, 5.8, 5.10 e 5.12, que nos permitem saber o aspecto dos
vetores da base o espaco nulo de um grafo uniciclico através de uma base do espaco
nulo de suas subdarvores. Ja no Capitulo 6, alcancamos resultados, os principais
sao os Teoremas 6.12 e 6.15 que fornecem férmulas fechadas para os ntmeros de
independéncia e emparelhamento de um grafo uniciclico. A grande diferenca entre
as formulas do Capitulo 4 e do Capitulo 6 é que as do Capitulo 6 permitem o calculo

destes parametros usando a decomposicao nula do grafo uniciclico.

Como vimos nas secoes anteriores, ha varias perguntas a serem respon-
didas sobre a decomposicao nula de grafos uniciclicos. Aliado ao fato de que ha
muitas familias de grafos que ainda nao foram estudadas, por exemplo os biciclicos,
os triciclicos, os cografos e sua subclasse dos construtivelmente laplaciano integrais,

torna a teoria de decomposicao nula muito promissora para futuras investigagoes.
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