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Resumo

Neste trabalho estudamos principios de grandes desvios aplicados a estimacgao do parametro
de um processo autorregressivo Gaussiano de primeira ordem. Levamos em consideragao o
estimador de Yule-Walker e o estimador de minimos quadrados do parametro deste processo.
O método utilizado para obter a funcao taxa, consiste na decomposicao dos estimadores em
uma combinagao linear entre variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
com distribuicdo x2. Os coeficientes dessa combinacao linear sdo os autovalores do produto
de duas matrizes de Toeplitz. Também estudamos o processo autorregressivo de primeira
ordem com inovagoes advindas de um processo a-estavel nao-Gaussiano. Mostramos que
tal processo é estacionario, mixing e ergddico. Além disso, provamos que a matriz de

codiferenca deste processo pode ser representada através de uma matriz de Toeplitz.

Palavras-chaves: Grandes desvios; Processos autorregressivos de primeira ordem; Esti-

mador de Yule-Walker; Estimador de minimos quadrados; Distribuicoes a-estaveis.

Abstract

In the present work, we apply the large deviation principles to the parameter estimation
of a first order autoregressive Gaussian process. We consider the Yule-Walker and the
least squares estimators for the paramater of this process. The method used here consists
in the decomposition of the estimators into a linear combination of independent and
identically distributed random variables, with a x? distribution. The coefficients of this
linear combination are the eigenvalues of a two Toeplitz matrices product. We also study
the first order autoregressive process with non-Gaussian a-stable innovations. We show
that this process has stationarity, mixing and ergodic properties. Moreover, we prove that

the codifference matrix of this process can be represented as a Toeplitz matrix.

Keywords: Large deviations; First order autoregressive processes; Yule-Walker estimator;

Least squares estimator; a-stable distributions.
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1 Introducao

O objetivo principal deste trabalho consiste no estudo do principio de grandes
desvios e de uma aplicacao destes estudos a estimacao do parametro de um processo
autorregressivo de primeira ordem, com inovagoes a-estaveis. Os processos autorregressivos
desempenham um papel importante na modelagem de séries temporais e analise de
dados. Esta classe especial de processos estocasticos tem como caracteristica relevante a
possibilidade de escrever o valor atual da série, por exemplo X,, em tempo n € N, como
uma combinacao linear dos seus proprios p valores passados X,,_1, X;,—2, ..., X,_,, no caso
de um processo autorregressivo de ordem p (AR(p)), conforme Defini¢ao A.2, adicionado
de um processo de ruido. Utilizamos, com frequéncia, os resultados expostos em Brockwell

e Davis (1991).

Os modelos autorregressivos de ordem p, com inovagoes a-estaveis, sao frequen-
temente utilizados para descrever séries temporais de caudas pesadas, que apresentam
variancia infinita. Por serem simples e capazes de descrever diferentes comportamentos,
foram extensivamente estudados por diversos autores. Os textos classicos que compreen-
dem uma discussao detalhada desta teoria podem ser encontrados em Gnedenko et al.
(1954), Feller (1970) e Samorodnitsky e Taqqu (2000). Dentre as aplicagoes de modelos
autorregressivos podemos citar: tempo em redes (Resnick, 1997), temperatura da superficie
do mar (Gallagher, 2001) e log-retorno do mercado de agoes (Ling, 2005 e Andrews e
Davis, 2013).

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 inicia apre-
sentando a Lei Forte dos Grandes Ntumeros e o Teorema Central do Limite. Em seguida,
exibimos uma comparagao entre estes dois teoremas e apresentamos o principio de grandes
desvios. Mostramos condigoes em que o resultado fornecido pelo Teorema Central do
Limite pode ser obtido a partir do principio de grandes desvios. Também apresentamos
uma discussao sobre os resultados classicos envolvendo o principio de grandes desvios, como
por exemplo: o Teorema de Cramér-Chernoff, o Teorema de Gértner-Ellis e o principio da
contracao. Todos estes tépicos podem ser consultados em Ellis (1985), Bucklew (1990) ou
Dembo e Zeitouni (1993). Finalizamos o capitulo com uma breve discussao referente ao

principio forte de grandes desvios, introduzido por Bahadur e Rao (1960).

No Capitulo 3 estudamos o processo autorregressivo Gaussiano de primeira ordem.
Consideramos dois estimadores distintos do parametro deste processo: o estimador de Yule-
Walker e o estimador de minimos quadrados. Provamos que ambos satisfazem um principio
de grandes desvios e exibimos a sua respectiva funcao taxa. Este estudo foi realizado

primeiramente por Avram (1988) e Bucklew (1990). No entanto, os resultados encontrados
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por estes dois autores nao sao consistentes. Mais tarde, Bryc e Dembo (1997) e Bercu et al.
(1997) apresentaram um método diferente dos dois primeiros autores, realizando um estudo
aprofundado dos autovalores do produto de duas matrizes de Toeplitz. Direcionamos
nossos estudos para o método empregado por Bercu et al. (1997). Ao fim deste capitulo,
apresentamos graficos das funcoes taxa encontradas para os estimadores de Yule-Walker
e de minimos quadrados. Realizamos uma pequena andlise destes graficos e fazemos
uma comparacao entre os estimadores quanto a sua eficacia na estimacgao do respectivo

parametro.

A fim de estender a abordagem utilizada por Bercu et al. (1997), no Capitulo 4
estudamos algumas propriedades do processo autorregressivo de primeira ordem, com
inovagoes advindas de um processo a-estavel nao-Gaussiano. Até o momento, desconhe-
cemos qualquer estudo relacionando o principio de grandes desvios a estimadores deste
processo. As primeiras pesquisas envolvendo distribuig¢oes a-estaveis e grandes desvios
iniciaram com Heyde (1967), mas este autor providenciou apenas resultados para a soma de
variaveis independentes e identicamente distribuidas, pertencendo ao dominio de atragao
de uma variavel com distribuicdo a-estavel. Posteriormente, outros autores apresentaram
solugoes para problemas dentro deste contexto, entre eles podemos citar os mais recentes,
Zaigraev (1999), Rozovskii (1999), Mikosch (2013) e referéncias dentro destes. Para sermos
mais exatos, Mikosch (2013) apresentou resultados envolvendo o conceito de precise large

deviations para sequéncias de variaveis aleatorias estaciondrias com variacao regular.

Ainda no Capitulo 4, mostramos que o processo autorregressivo de primeira or-
dem, com inovagoes advindas de um processo a-estavel nao-Gaussiano, é estacionario,
mixing e ergddico. Além disso, impedidos de definir a funcao de autocovariancia para este
processo, devido a falta de momentos finitos de segunda ordem, estudamos uma medida
de dependéncia entre variaveis, denominada de func¢ao codiferenca. Embora a primeira
nogao de codiferenga tenha sido introduzida por Astrauskas (1983), preferimos adotar
uma versao mais simples introduzida por Samorodnitsky e Taqqu (2000). Deduzimos a
funcao codiferencga do processo autorregressivo de primeira ordem para o caso de inovagoes
a-estaveis ndo-Gaussianas e mostramos que esta funcao converge a zero, a medida que seu
lag converge para infinito. Ainda provamos que a matriz de codiferenca deste processo pode
ser reescrita através de uma matriz de Toeplitz, no sentido apresentado por Grenander
e Szegd (1958). Por fim, fornecemos uma alternativa para deduzir as propriedades de

grandes desvios do processo autorregressivo estudado no Capitulo 4.

As conclusoes finais sdo apresentadas no Capitulo 5.
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2 Principio de Grandes Desvios

Neste capitulo apresentamos algumas relagoes entre a Lei dos Grandes Nuimeros,
o Teorema Central do Limite e o Principio de Grandes Desvios. Como base para os dois
primeiros tépicos, sugerimos a consulta dos capitulos 5 e 7 de James (2015) aqueles leitores
que nao possuem tanta familiaridade com o assunto. Ainda que possam ser encontrados
aqui generalizagoes de alguns dos exemplos, com acréscimo de outros, para o terceiro
tépico seguimos de perto o texto de Bercu et al. (2015, p. 1-6). Com relagao a resultados
mais abrangentes sobre o Principio de Grandes Desvios, aconselhamos a consulta de Ellis
(1985), Bucklew (1990) e Dembo e Zeitouni (1993).

2.1 Lei Forte dos Grandes Numeros e Teorema Cen-

tral do Limite

Considere uma sequéncia (X, ),en de varidveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d.), definidas no espaco de probabilidades (€2,.4,P). Assuma que,
para todo n natural (convencionamos em todo o trabalho que N = {1,2,3,...}), a varidvel
X, possui média u € R e varidncia 0 > 0, ambas desconhecidas. Considerado um dos
teoremas mais importantes dentro da Teoria das Probabilidades, a Lei Forte dos Grandes

Numeros (LFGN) concede uma estimativa para a média destas variaveis aleatérias.

Teorema 2.1 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Seja (X,,)nen uma sequéncia de
varidveis aleatdrias i.i.d., integrdveis no espaco de probabilidade (2, A,P) e com média
E(X,) = p. Considere X,, = n~'Y7_, Xg, a média amostral das varidveis aleatdrias
Xi,...,X,. Entao

X, o, (2.1)

q.c. . . A .
onde —> significa convergéncia quase certa.

Embora a Lei Forte dos Grandes Numeros informe sobre o tipo de convergéncia da
média amostral para o parametro u, ela infelizmente nao traz muitos detalhes acerca do
comportamento assintético da sequéncia (X, )nen. Além disso, em Estatistica Matematica
constantemente se estd interessado na determinacao do intervalo de confianca do parametro
em estimacao, o que também a LFGN nao é capaz de estabelecer. Em contrapartida, uma

das alternativas é recorrer ao Teorema Central do Limite.

Teorema 2.2 (Teorema Central do Limite). Se (X,,)nen € uma sequéncia de varidveis

aleatérias i.i.d. com média p e variancia o* < oo, entdio

\/ﬁ(yn o :U’) 2> N(07 02)7 (2'2)
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D . . N ST
onde — significa convergéncia em distribuicao.

E bem conhecido que a convergéncia em (2.2) pode ser usada para se obter um
intervalo de confianca para a média u da variavel aleatoria X,,. De fato, para 0 < v < 1,

um intervalo de confian¢a com nivel de significincia (1 — )% é dado por

< R1—y/2 » =7 R1—y/2 A
Cn = Xn - 1 naXn n| 2.3
\/ﬁ o + \/ﬁ o ( )

onde z1_ /2 representa o quantil de nivel (1—+/2)% de uma varidvel N'(0, 1) e 62 representa

uma estimativa da varidncia amostral de ordem n, definida pela expressao
n 2
Z Xk - )
= n-1

(2.4)

Com efeito, para n suficientemente grande, a probabilidade da estimativa do parametro

pertencer ao intervalo C), é dada por

e 5n> =P <—21—7/2 <vVn (XHA_ M) < 2’1—7/2)

_|_

< R1—y/2 A ~
( NS

demonstrando que C,, é um intervalo de confianga de nivel de significancia (1 — 7)%.

2.2 Principio de Grandes Desvios e suas Proprieda-
des

A teoria que engloba Grandes Desvios é bastante ampla. Recorremos com frequéncia
as definigdes apresentadas por Bucklew (1990), Dembo e Zeitouni (1993) e Ellis (1985).
Antes de mais nada, é preciso estabelecer o que significa uma funcao ser semi-continua

inferiormente. Adotamos abaixo a definicdo de Dembo e Zeitouni (1993, p. 308).

Definicao 2.3. Considere um espaco topolégico X'. Dizemos que uma funcao / : X — R
é semi-continua inferiormente se, para qualquer ¢ € R, o conjunto de nivel ¥;(c) = {z €
X I(z) < ¢} é fechado.

No contexto de grandes desvios, as fun¢des semi-continuas inferiormente desem-
penham um papel importante quando o seu contradominio é dado pelo conjunto [0, 0o,

conforme a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.4. Dizemos que I : X — [0,00] é uma fungio taxa se for semi-continua
inferiormente. Além disso, no caso particular em que os conjuntos de niveis ¥;(c) forem

subconjuntos compactos de X', diremos que I(-) é uma boa funcio taza.
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Observacao 2.5: Alguns autores, como por exemplo Dembo e Zeitouni (1993, p. 4),
Morters (2008, p. 9) e Bercu et al. (1997, p. 76), distinguem o caso em que os conjuntos
de nivel {x € X : I(z) < ¢} da funcdo taxa I(-) sdo compactos, e nesta circunstancia
adotam a nomenclatura de good rate function (em portugués se traduziria literalmente
por “boa fungao taxa”). Para o que pretendemos mostrar no decorrer deste trabalho, os
conjuntos de nivel da fungao I(-), acima mencionados, serdo sempre compactos, e por
razoes de simplicidade, exigiremos que a fungao I(-) da Definigao 2.6 seja sempre uma boa

funcao taxa, porém mantemos a nomenclatura de “fun¢ao taxa”.

A vantagem de trabalharmos com boas fungoes taxa é de que o infimo sobre
conjuntos fechados é sempre atingido. Além disso, se X' for um espago métrico, para
verificar que uma fungao I(-) é semi-continua inferiormente, basta que para toda sequéncia

(Zn)nen, tal que lim,, o, z, = x, se tenha
liggggf](xn) > [(x),
para todo x € X (ver Dembo e Zeitouni, 1993, p. 4).

Como ja citamos anteriormente, a LFGN afirma que, sob certas condigoes de
regularidade, a sequéncia (X,,),en converge quase certamente para a média E (X;) = p.
No contexto de grandes desvios, estamos preocupados com a velocidade desta convergéncia,

e de uma certa forma, generalizar a LEFGN.

Em um contexto mais geral, tal como em Bucklew (1990, p. 1), considere uma
sequéncia de varidveis aleatérias (Y}, )nen, convergindo em probabilidade & uma constante

real c, isto é,

P(|Y, —¢c| >¢c) —— 0, (2.5)

n—oo
para todo ¢ > 0. Em certos casos, a convergéncia em (2.5) pode ser de ordem exponencial,

de tal modo que
P (Y, —¢| > <) ~ K(s,c,n)el 1l (2.6)

onde K(-,-,-) é uma funcao de variagao lenta com rela¢do a n (veja defini¢ao da p. 6 de
Bingham et al., 1987) e I(+,-) é uma quantidade positiva. A Teoria de Grandes Desvios se
preocupa principalmente em determinar a quantidade I(-,-). Se a relagao (2.6) é satisfeita,
dizemos que a sequéncia (Y, ),en satisfaz um principio de grandes desvios. A seguinte

definigao (ver p. 76 de Bercu et al., 1997) torna este conceito mais preciso.

Definigao 2.6. Considere uma sequéncia de medidas de probabilidade (IP,),en definidas
sobre o espago de Hausdorff regular (X, B(X)), onde B(X') representa a o-dlgebra de
Borel gerada por todos os conjuntos abertos do espaco X. Dizemos que a sequéncia
(P,,)nen satisfaz um Principio de Grandes Desvios (que denotaremos por LDP, abreviagao
do inglés, Large Deviation Principle) com velocidade de convergéncia n e fungio taxa

I: X~ [0,+00], se [ é uma funcdo semi-continua inferiormente tal que
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a) Cota superior: para qualquer subconjunto fechado F' C X

1
limsup — log P,,(F') < — inf I(z); (2.7)

n—oo T zelF

b) Cota inferior: para qualquer conjunto aberto A C X

. .1
- ;gg I(z) < lim inf - log P, (A). (2.8)
Observacao 2.7: Na definicdo acima, a hipétese de que X seja um espaco de Hausdorff
regular tem como finalidade excluir casos triviais, tais como uma funcao taxa identicamente
nula. Além disso, se a funcao taxa existe, a vantagem de trabalharmos em espagos regulares

é a garantia de que tal fungdo é unica (ver lema 4.1.4 de Dembo e Zeitouni, 1993).

Existem defini¢bes bem mais abrangentes do Principio de Grandes Desvios do que
a da Definicao 2.6. Apesar desta mesma definicdo ser uma das mais simples na respectiva

literatura, ela sera suficiente para o que desejamos mostrar.

Vamos trabalhar a todo instante com sequéncias de variaveis aleatérias, notada-
mente, sequéncias de estimadores. Portanto, quando estivermos a falar de uma sequéncia
(X1 )nen que satisfaz um LDP, as notagoes P, (F') e P(X,, € F') servem para representar o
mesmo conceito, uma vez que uma variavel aleatéria fica completamente determinada pela
sua distribuicao. Tentamos deixar isto evidente dentro do contexto e nao faremos mais

mencao desta peculiaridade.

2.2.1 Teorema Central do Limite como Consequéncia do Princi-
pio de Grandes Desvios

Sob certas condigoes de regularidade, é possivel obter o Teorema Central do Limite

como consequéncia do Principio de Grandes Desvios. Bryc (1993, p. 253) mostra que,

dada uma sequéncia de varidveis aleatérias continuas { X }ref1,+00), €ntao sob determinadas

hipéteses, a sequéncia t'/2X, converge em distribuicdo para uma variavel (0, ¢%). Enunci-

amos abaixo o caso em que a sequéncia {X;}iep1 400) tem parametro t discreto, coincidindo

assim com o resultado estabelecido pelo Teorema Central do Limite.

Proposicao 2.8. Suponha que (X,)nen € uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. tais
que E(X,) =0,Vn € N. Se existe ¢ > 0 tal que o limite

1
L(z) = lim —logE (e"zx") (2.9)

n—oo n,

existe para qualquer nimero complexo z, com |z| < €, entao,
Vn X, 2 N(0,0%), (2.10)

onde o? = L"(0) > 0.
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Assim como define Bryc (1993, p. 254), denote por Z,, C C o conjunto das raizes da
funcao ¢ : z — E (e”ZX”). Entao a seguinte proposicao estabelece uma condicao suficiente
para que o Teorema Central do Limite seja uma consequéncia do Principio de Grandes

Desvios.

Proposicao 2.9. Se para algum € > 0

sup [E (exp(ne|X,))]"" <00 e 0¢ | Z,, (2.11)
neN keN
onde A denota o fecho de A, entdo o Principio de Grande Desvios implica o Teorema

Central do Limite.

Nao é corriqueiro que o Principio de Grandes Desvios implique no Teorema Central
do Limite. Para citar um contra-exemplo deste fato, referenciamos a observacao 1 de Bryc
(1993). Além disso, a condigao exibida em (2.9), para z real, é também uma das condigoes

exigidas para que valha o Teorema de Gértner-Ellis, que iremos abordar na Subsecao 2.2.3.

2.2.2 Teorema de Cramér-Chernoff

No ambito de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, o
Teorema de Cramér-Chernoff, aqui adaptado de Bercu et al. (2015, p. 2), estabelece uma
expressao para a funcao taxa quando a sequéncia avaliada ¢ a das médias amostrais das

respectivas variaveis aleatoérias.

Teorema 2.10 (Teorema de Cramér-Chernoff). Seja (X, )nen uma sequéncia de

variqveis aleatdrias i.i.d.. Entdo a sequéncia (X, )nen satisfaz um LDP com boa fungio

taxa
I(z) = sup{at — Lx, (1)}, (2.12)

teR

onde Lx,(+) € a fungao de log-Laplace da varidvel Xy, definida por

Lx, (t) = log [E (etxlﬂ :

Informalmente, o Teorema de Cramér-Chernoff afirma que

P (S, > an) ~ @ onde S, = ZXk ex € R
k=1

Observagao 2.11: A fungao I(-) que aparece na expressao (2.12) é também conhecida
como a transformada de Fenchel-Legendre da funcdo Lx,(-) e depende da familiar fungao
geradora de momentos My, (t) = E (etX1>. Certos autores, como por exemplo Bucklew
(1990, p.183) e Rockafellar (1970, p. 104), costumam utilizar a notagao f*(x) = sup,cp{zt—
f(t)} para denotar a transformada de Fenchel-Legendre da funcao real f(-).
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Para ilustrar como este iltimo teorema pode ser aplicado, os exemplos a seguir
mostram casos classicos da teoria. Bercu et al. (2015, p. 3) apenas exibem as fungoes taxa,

sem demonstrar como elas foram obtidas.

Exemplo 2.12. (Distribui¢do Bernoulli de pardmetro 0 < p < 1). Considere uma
sequéncia (X,)nen de varidveis aleatorias i.i.d. seguindo uma distribuigdo Bernoulli de
parametro p, isto é, X,, ~ B(p), para 0 < p < 1 e n € N. Entao, pelo Teorema de

Cramér-Chernoff, a sequéncia (X, ),en satisfaz um LDP com funcao taxa

xlog (;) + (1 —x)log <H> , sexel0,1],

I1—p

~+00, caso contrario.

I(z) = (2.13)

Observagao 2.13: Nos casos particulares em que =z € {0,1}, convencionamos que

0 x log(0) = 0. Em adigao, Miller (2016, p. 20-21) provou apenas o caso em que p = 1/2.
De fato, fixe P(X; =0)=1—-—peP(X; =1) =p, para p € (0,1). Desta forma, a

funcao geradora de momentos da variavel aleatéria X, calculada em t € R, é dada por

My,(t)= > "P(Xi=k)=P(X;=0)+e'P(X;=1)=1+p(e' - 1),

ke{0,1}

de maneira que a equacao (2.12) pode ser escrita como

I(x) = sttelﬂg[t:v —Lx,(t)] = sttelﬂg[t:v —log(1 + p(e* —1))]. (2.14)

Com o intuito de simplificar a prova do resultado, consideramos 0 < p < 1 como uma
constante fixa e seccionamos o dominio de I(-) nos respectivos intervalos:
i) z<0:

Neste primeiro caso, como a fungao —log(1 + p(e' — 1)) é estritamente decrescente,

temos que
Jim —log(1+p(e" — 1)) = —log(1 —p).
Disto, segue imediatamente que
tgr_noo tr —log(1 + p(e’ — 1)) = +o0,
de onde podemos deduzir que I(z) = +o0, para x < 0.

i) z>1:

Neste caso, observe que a funcao I(-) em (2.14) pode ser reescrita como

0= s (rsom)| el (i) e



2.2.  Principio de Grandes Desvios e suas Propriedades 21

Uma vez que x > 1, entdao z — 1 > 0. Assim,

lim et 1
t——4o0

) _ et _
=+oo e lim e (l—p)+p=p.

| 6t(gﬁfl)
o (6*(1 —p)+ p)

é ilimitada superiormente, mostrando que também I(x) = 400, para = > 1.

Logo, a funcao

i) 0<z<1:

Pela equagao (2.15), para x = 0 temos

0= s )|

)> é decrescente e

Dado que log (Hp(ﬁ

. t _ .
Jim 1+ p(e’ —1) =1—p,

entdao segue que 1(0) = log (ﬁ)

Analogamente, para x = 1, a equagao (2.15) estabelece que

o = oo ()|

1 ) ¢ uma fungao crescente e que

Sabendo que log (m

lim e_t(l —p)+p=p,

t——+o0

concluimos que /(1) = log (%)

Para o caso em que 0 < x < 1, defina a funcao

#0085

O célculo da primeira e segunda derivada de 9 (-) fornecem

/ o . pet " _
W) =z Tipe-n V(t) =

p(1 —p)e’
(1+plet = 1))

Da hipétese de que 0 < p < 1, é imediato que ¥”(t) < 0. Além disso, a primeira

derivada de v (-) é identicamente nula se, e somente se,

e
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Assim, é bem conhecido da Anédlise Infinitesimal que a fungdo 1 (-) tem um ponto de

maximo em ty = log (5((11:5 g) Aproveitando este resultado, para 0 < z < 1, obtemos

que

I(x) = sup[tz — log(1 + p(e' — 1))] = tox — log(1 + p(e — 1))

I
8
—
o)

03

I
8
—
o

02

= xlog (M) — log [1 +p (Z((i:];) - 1)1

= xlog )+xlog<i:i>_1Og<1_p+x(11_—xp)>

= zlog ) + xlog G:Z) —log <(1 —p)(1 If); (1 —p)>
) + xlog <1:p> —log(i:f;)
) 1

I
8
—_—
o
S}
N TN T N T NN

VIR TIE BVIR TIS VIR

Exemplo 2.14. (Distribuicdo Poisson de pardmetro A > 0). Seja (Y, )neny uma
sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. com distribuicao Poisson de parametro A > 0, isto é,
Y, ~ P(A), Vn € N. Entao temos

xlog <x> —z+ A, sex€[0,+00),
I(x) = A

400, caso contrario.

Com efeito, para cada n € N temos

sekeZ",

P(Y,=k) ={ k'

0, caso contrario,

onde Z* representa o conjunto dos inteiros nao-negativos. A funcao geradora de momentos

da varigvel aleatéria Y] é entao calculada através de
t)\ k ,
My,(t)= > *P(Vi=k)=e" Y Q _ HMet-1)
keZ+ vezr

Assim, a fungdo taxa apresentada em (2.12) é fornecida por

I(z) = sup{at — log(eM"V)} = sup{at — Ae® + A}. (2.16)
teR teR

Repetindo os passos do Exemplo 2.12, note que, se
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i) r<0:

Observe que quando z < 0 a funcao xt — Ae! é decrescente e

lim xt — \e! = +00.
t——o0

Logo, I(x) = 400, para x < 0.
i) x=0:

Sex = 0, entdo I(x) = sup,cp{—Ae'+A}. Como — e’ é decrescente e lim;, o, —Ae! =

0, segue que I(0) = A.
iii) > 0:
J& quando x > 0, definindo () como
Y(t) = at — e’ + A,
as primeiras derivadas desta funcao sao dadas por

P(t)=x— X" e ¢'(t)=—-Ne' <O0.

Igualando a primeira derivada de #(-) a 0, concluimos que 9 (-) tem um ponto de

x
maximo em ty = log (/\> Por fim, para x > 0, temos que

I(x) = sup{xt — el + A} =ty — e + )\ = xlog (i) —x+ A
teR

Exemplo 2.15. (Distribui¢io Gama de pardmetros a e b). Considere uma sequéncia
(X1 )nen de varidveis aleatérias i.i.d., seguindo uma distribui¢do Gama com pardmetros a
e b, ambos positivos, denotada por I'(a,b). Entao, pelo Teorema de Cramer-Chernoff, a

sequéncia (X, )nen satisfaz um LDP com funcgao taxa

x x

—al—loga)—i—log()}, se x> 0,
I(z)={b ( b

400, caso contrario.

Com efeito, de acordo com a defini¢ao encontrada em Rohatgi e Saleh (2000, p. 212), a
fungao densidade de uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicao I'(a, b) é dada por
1
aw“_le_x/b, se 0 <z < o0,
f(z) = { T(a)p (2.17)
0, se r < 0,
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onde I'(a) = 2 e *dx, representa a funcao gama calculada em a > 0. A funcio
geradora de momentos da variavel aleatéria X; é dada por

+oo 1 1 +oo 1-bt
M —F X1\ / tx a—1_—xz/b _ / a—1 —m( ) (2.1
x, (1) (e ) e T{a)ie e Pdx T o % e o )dx. (2.18)

Realizando uma andlise do dominio da fungao Mx, (-), obtemos dois casos distintos.

i) Set > 1/b, entao, para x > 0 obtemos

de onde segue que

—+o0 o0 _
/ 2z < / 2 e () g, (2.19)
0 0
Observe agora que, da hipdtese de que a > 0, temos que 1 — a < 1, e portanto, a
+oo 1

integral impropria
1
t >1/b, Mx,(t) = +00.

—dx diverge. Pela expressao (2.19), concluimos que, para

ii) No caso em que t < 1/b, a fungdo geradora de momentos estd bem definida. Reali-

zando a mudanca de variaveis x (I_Tbt> =y, temos que dr = (#) dy. Assim, pela
equagao (2.18), segue que

1 +oo 1-bt
M t) = / a—1 —J:( )d
Xl( ) F((I)ba 0 z € b T

1 e b N\ b
— _— a— -y d
r(a)ba/o <l—bt> R P Ve

1 Tt oy, (L) _ “a
:F(a)(l—bt)a/o yte vy = ST = (1 )

Note agora que nao é preciso considerar os casos em que Ly, (t) = log [Mx, (t)] =
+00, nomeadamente, quando ¢ > 1/b. De fato, dado que Ly, (0) = 0, temos por defini¢do

de supremo que

I(z) > 0=0x — Lx,(0).

Como para t > 1/b temos sempre que tx — Lx, (t) = —o0, segue entao que
I(x) = sup [tz + alog(l — bt)] = sup [tz + alog(l — bt)]. (2.20)
teR t<1/b

Tal como no Exemplo 2.12, é preciso separar o dominio de /(-) em intervalos.

i) ©<0:

Se = 0, como log(1 — bt) é decrescente e lim; , ., log(1 — bt) = +00, concluimos
que 1(0) = +oo0.



2.2.  Principio de Grandes Desvios e suas Propriedades 25

ii)

Se x < 0, entao tx é decrescente e também

lim [tz + alog(l — bt)] = 400,

t——o0
o que mostra que I(z) = 400 para z < 0.

x>0:

Repare que I(-) em (2.20) pode ser reescrita como

I(z) = ts<l$)b {log (et”(l - bt)“)} : (2.21)

Considere a fungao ¢ : (=00, 1/b) — R, definida pela lei
Y(t) = log (€m(1 — bt)“) = tx + alog(l — bt).

Os célculos da primeira e segunda derivada de 1 (-) fornecem

ab ab?

P(t) = T

Das hipoteses de que a,b > 0 e t < 1/b, segue que ¢”(t) < 0. Além disso, a primeira

derivada de v(-) é identicamente nula se, e somente se,

. x —ab
~xb
Portanto, a fungao v (+) tem um ponto de méximo em ¢y, = x;—gb, e consequentemente,

para x > 0 obtemos

I(x) = sup {log [¢" (1 — bt)"| } = log[e"" (1 — bty)“]

t<1/b

xz —ab T — ab T xb  ab
= r+alog|1l—0 =" —a+alog|l—"=+=
zb xb b zb T

:‘b"’_a{1_1og la @)W} :i—a[l—log(a)—i—log (“Zﬂ

Observacao 2.16:

(a)

Seja (X, )neny uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. seguindo uma distribuicao
exponencial de parametro b, isto é, X,, ~ £(b), ¥n € N. Adotando a defini¢ao de
Rohatgi e Saleh (2000, p. 215), para cada n € N, as varidveis aleatérias X,, tem
funcao de densidade dada por

1
e se x>0,

(2.22)
0, se x < 0.
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Observe que a lei da fun¢ao em (2.22) apresenta semelhangas com a que é exibida
em (2.17). De fato, para a = 1 em (2.17), notamos que a distribuicao exponencial é
um caso particular de uma distribuigao I'(1,b), e com esta observagao concluimos

que a sequéncia (X, )nen satisfaz um LDP com fungao taxa

x—l—log(?j), se x> 0,

400, caso contrario.

A menos da parametrizacao, este resultado coincide com o que é mostrado em Miiller
(2016, p. 24).

(b) Outra distribui¢do utilizada com frequéncia na Estatistica é a distribuicdo qui-
quadrado com n graus de liberdade, denotada por X?. Esta distribui¢do é mais um
caso particular da distribuicdo Gama e tem como pardmetros a = n/2 e b = 2, isto é,
X2 4 I'(n/2,2). Como consequéncia deste fato, pelo que mostramos no Exemplo 2.15,
dada uma sequéncia (X, ),en de varidveis aleatérias i.i.d. seguindo uma distribuigao

X2 a sequéncia (X,)nen satisfaz um LDP com fungao taxa

X n n i
L —t0g (2) +10g (2
o) =12 5 [1-tos(5) +1os(3)] s w0

~+00, caso contrario.

2.2.3 Teorema de Gartner-Ellis

O Teorema de Cramér-Chernoff, apresentado na Subsecao 2.2.2, pode ser empregado
apenas no caso em que as variaveis aleatorias forem independentes e identicamente
distribuidas. Em casos mais concretos, podemos nos deparar com modelos cujas variaveis
aleatérias sao dependentes entre si, como é o caso de um processo autorregressivo de

primeira ordem (veja o Apéndice A).

O Teorema de Géartner-Ellis surge como alternativa ao caso em que as variaveis
aleatorias nao sao independentes entre si. Este mesmo teorema nao leva em consideracao
a estrutura de dependéncia do conjunto das variaveis e baseia-se apenas na sequéncia das
fungdes geradoras de momentos. Vamos utilizar seu resultado no Capitulo 3, para mostrar
propriedades de grandes desvios para o processo autorregressivo de primeira ordem com

inovacoes Gaussianas.

Apresentamos a seguir, de acordo com a se¢ao I1.C de Bucklew (1990), a notagao
e as hipoteses necessarias para o Teorema de Gartner-Ellis. Ressaltamos que a versao
apresentada por Bucklew (1990) ainda ndo é a mais completa. Para uma versdo mais
sofisticada deste teorema, juntamente de sua demonstragao, sugerimos a consulta da se¢ao

2.3 de Dembo e Zeitouni (1993), mais especificamente, o teorema 2.3.6.

Definigao 2.17. Considere uma fungao real estendida f: R +— R U {oc}.
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(a) Vamos definir o dominio de f(-) como sendo o conjunto Dy = {z € R: f(x) < oo}.

(b) Assuma que f(-) é diferencidvel no seu dominio. Dizemos que f(-) é uma funcio
ingreme (steep function, no inglés) se, para toda sequéncia de pontos (Z,)neny € Df

e xog € Dy, tal que lim,,_,o 2, = 7, temos que

lim |f'(z,)] = oo. (2.23)

n—o0
Definigao 2.18. Considere uma sequéncia de variaveis aleatérias (X, )nen. A fungdo

geradora de cumulantes normalizada L,(\, X,,) da varidavel X,,, é definida como

1
La(\ X,) = —logE (e™¥"). (2.24)
n

Hipétese 2.19. Considere a sequéncia de variaveis aleatorias (X, )nen. Para cada A € R,

assuma que o limite
Ly(N) = Jim Lo(\, X,) (2.25)

existe, podendo assumir o valor co. Além disso, exigimos que Lx(-) seja uma fungao

convexa e semi-continua inferiormente.

Hipétese 2.20. Seja D, = {A € R: Lx()\) < oo} o dominio da fungao Lx(-). Denote

o . . . . . o
por D7 o interior do conjunto Dy, . Entao, vamos assumir que 0 € D7 .

Hipétese 2.21. Lx(-) definida em (2.25) é uma funcao ingreme em Dy .

Estabelecidas todas as hipéteses que embasam o Teorema de Gértner-Ellis, estamos

em condi¢oes de enunciar o mesmo.

Teorema 2.22 (Teorema de Géartner-Ellis). Seja (X,,)nen uma sequéncia de varidveis
aleatdrias definida no espago de probabilidade (X,B(X),P), com Lx(-) dada por (2.25).
Além disso, denote por L (x) = sup,ep{zt — Lx(t)} a transformada de Fenchel-Legendre
da fungao Lx(-).

(a) Suponha que vale a Hipdtese 2.19, entdo, para todo conjunto compacto F C X, temos

1
limsup —log [P (X, € F)] < — inf L% (x). (2.26)

n—oo T reF
(b) Se além da Hipotese 2.19, a Hipotese 2.20 também for vailida, entao o limite apre-

sentado na expressao (2.26) também se verifica para qualquer conjunto F fechado.

(c) Por fim, se as hipdteses 2.19 e 2.21 forem wvdlidas, entao, para todo conjunto aberto
G C X, temos

liminf = log [P (X, € G)] > — inf L (x). (2.27)

n—oo n,
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2.2.4 Principio da Contracao

O teorema que vamos apresentar a seguir (ver teorema 4.2.1 de Dembo e Zei-
touni, 1993) é 1til quando precisamos determinar novas fungoes taxa a partir de “antigas”.
Substancialmente, se tivermos um LDP para a sequéncia de varidveis aleatérias (X, )nen,
definidas no espago (X, B(X)), e em seguida aplicarmos uma fungéo continua h : X +— ),
seremos capazes de deduzir um novo principio de grandes desvios para a sequéncia de
variaveis aleatérias (h(X,))nen, definidas no espaco (Y, B())), desde que a medida de

probabilidade considerada neste segundo espago seja a induzida pela fungéo h(-).

Teorema 2.23 (Principio da Contragao). Sejam X e ) espagos de Hausdorff e h :

X — Y uma fungao continua. Considere uma boa fungio taza I : X + [0, 00].

(a) Para cada y € Y, defina
J(y) =inf{l(z): € X e y=nh(x)} (2.28)

Entao J(-) € uma boa fungao taxa em Y, onde por convengdo, o infimo sobre o

conjunto vazio € tomado como 0.

(b) Se (P,)nen € uma sequéncia de medidas de probabilidade satisfazendo um LDP com
fungao taxa 1(-), entdao a sequéncia (h(P,))nen satisfaz um LDP com fungdo taza

J(+), dada por (2.28).
Demonstrag¢io. Consulte Dembo e Zeitouni (1993, p. 110-111). ]

O seguinte corolario foi extraido do exercicio 4.2.7 de Dembo e Zeitouni (1993) e

estende o principio da contracao.

Corolario 2.24. Suponha que X € um espaco reqular separdvel e que, para todo n € N,
(X, Yn) estd distribuido de acordo com a medida produto P, x Q,, em B(X) x B(X') (nome-
adamente, X,, € independente de Y, ), onde P, e Q, sdo respectivamente, as distribuicoes
de X, eY,, para n € N. Assuma que (P,)nen satisfaz um LDP com fungao taza Ix(-),
enquanto que (Qp)nen satisfaz um LDP com fungao taza Iy (-) e ambas (Pp)nen € (Qn)nen
sao exponencialmente rigidas (veja p. 8 de Dembo e Zeitouni, 1993). Entdo, para toda
fungdo continua h : X x X — Y, a familia de leis induzidas em Y por Z, = h(X,,Y,)
satisfaz um LDP com boa fung¢do taxa

)= it {I(n) = (), (2.29)
Demonstracio. Além de fazer uso do Principio da Contragao, este corolario pode ser
mostrado usando o fato de que B(X) x B(X) = B(X x X) (teorema D.4 de Dembo e
Zeitouni, 1993) e os teoremas 4.1.11 e 4.1.18 de Dembo e Zeitouni (1993). O
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2.2.5 Teorema de Bahadur-Rao

Dada uma sequéncia de variaveis aleatérias (X, )nen 1.1.d. e sua respectiva sequéncia
de médias amostrais (X, )neny = (P71 37 Xk )nen, se a sequéncia (X,,)qen satisfaz um
LDP, a estimativa através do principio de grandes desvios da probabilidade P (Yn > c),
para ¢ > 0, ndo ¢ ainda a mais precisa, uma vez que as cotas superior e inferior, exibidas
respectivamente nas equagoes (2.7) e (2.8), sdo dadas por um logaritmo para a probabilidade
P (771 > c).

Parafraseando Bercu et al. (2000, p. 2), Bahadur e Rao (1960) provam uma expansao
completa desta cauda de probabilidade. Eles estabeleceram um principio forte de grandes

desvios para a sequéncia (X, )nen, no sentido da Definigdo 2.26 abaixo.

Observagao 2.25: Na Defini¢ao 2.26, usamos a notac¢ao de Landau o(-). Lembramos que,
dadas duas fungoes inteiras f(-) e g(+), entdo f(n) = o0(g(n)) equivale a dizer que

lim Jn) =0. (2.30)
Outra notagao util que vamos usar, é a notagao de Landau O(-). Esta notagao significa
que, dadas duas fungoes inteiras f(-) e g(-), entdo f(n) = O (g(n)) equivale a dizer que
existe uma constante ¢ € R tal que

lim S =c. (2.31)

o0 g(n)
Definigao 2.26. Seja (Z,),eny uma sequéncia de variaveis aleatorias reais, convergindo
quase certamente para algum ntmero real z. Dizemos que (Z,)nen satisfaz um Principio
Forte de Grandes Desvios Localmente (LSLDP, cuja abreviagdo surge do inglés, Local
Sharp Large Deviation Principle) de ordem p € N, no ponto ¢ € R, sempre que existirem
uma sequéncia dy(c), dy(c), .. .,dy(c) € R e b(c) € R, dependendo apenas de ¢, e tal que as

seguintes expansoes sao satisfeitas:

P(Z,>c) = do(c) ex\p/(ﬁ—nb(c)) (1 + dl?EC) N d];l(pC) + o0 (nlp>> , parac > z,

ou

P(Z,<c) = do(c) ex\;;(ﬁ—nb(c)) (1 + dléc) S d};L(pC) +o (nlp>> , parac< z.

Além disso, dizemos que (Z,,)nen satisfaz um Principio Forte de Grandes Desvios (SLDP)

de ordem p € N, se satisfizer um LSLDP de ordem p, para todo ponto ¢ € R.

Tendo em vista a Defini¢ao 2.26, podemos estabelecer um teorema similar ao de
Cramér-Chernoff, mas desta vez com um SLDP no lugar de LDP (ver teorema 1.7 de
Bercu et al., 2015).
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Teorema 2.27 (Teorema de Bahadur-Rao). Considere uma sequéncia (X, )nen de
varidveis aleatorias i.i.d.. Assuma que a fungao de log-Laplace Lx,(t) = log [E (etxlﬂ da
varidvel X € finita para todo t € R e que a distribuicio de X, € absolutamente continua.
Entio a sequéncia (X, )nen satisfaz um principio forte de grandes desvios. Em particular,

para todo x € R, existe uma sequéncia (di(x))ren tal que, para qualquer p > 1 en

(nplﬂ)] , (2.32)

suficientemente grande, se x > E (X;)

— exp(—nl(x d
P(Ruza) =2 e

enquanto que, para x < E (X))

PR<n) - RS o () e

onde o valor de t, é determinado por x = L (t,) e 02 = L% (t;). Finalmente, todos

0s coeficientes di(-) podem ser explicitamente calculados como fungées das derivadas da

fungio Lx,(+), calculadas no ponto t,.
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3 Processo AR(1) com Inovagoes

(Gaussianas

Neste capitulo vamos estudar um caso particular de processos AR(1), cujas inovagoes
(ou ruido) sdo varidveis aleatérias com distribui¢do normal padrao N(0,1). A seguir,
definimos os estimadores de Yule-Walker e de minimos quadrados do parametro 6 deste
processo (veja equagao (3.1)) e estudamos as propriedades de grandes desvios de tais
estimadores. Estas propriedades foram inicialmente propostas por Bercu et al. (1997),
sendo posteriormente estendidas em Bercu et al. (2000) (principio forte de grandes desvios)

e Bercu (2001) (caso instével, com |f| = 1 e caso explosivo, onde |0 > 1).

3.1 Grandes Desvios e o Processo AR(1) com Inova-

coes Gaussianas

Neste capitulo consideramos o processo real autorregressivo (X,,),en de primeira

ordem, satisfazendo a equacao
Xn+1 = QXn =+ 87L+17 (31)

onde |0] < 1 e (g,)n>2 € uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d., normalmente distri-
buidas com média 0 e variancia 1, isto é, &, ~ N(0,1), para n > 2. Vamos assumir que
X é independente da sequéncia (g, ),>2 € que X; tem distribuicao N(0, (1 — 6%)~!). Com
estas condigdes iniciais impostas, nao é dificil mostrar que X,, ~ N(0, (1 — 6?)7!), para
todo n € N (semelhante a prova da Proposi¢ao 4.11). Além disso, (X, )nen é um processo

estacionario (ver prova da Proposigao 4.12).

Observagao 3.1: Para esclarecer o fato de termos adotado que X; ~ N(0, (1 —60%*)71), a
variancia (1 — 0)~! é a tnica que torna o processo (X, ),en identicamente distribuido. O

leitor pode verificar esta afirmacao, doravante as propriedades da distribuicao normal.

A partir do Teorema da Densidade Espectral de um processo AR(p) (ver teorema
4.4.2 de Brockwell e Davis, 1991), concluimos que a func¢ao densidade espectral do processo

(Xn)nen, definido na equacao (3.1), é dada por

1
1462 —20cos(w)’

g(w) —T<w<meld <1 (3.2)

Observagao 3.2: Note que a fungdo g(-) em (3.2) é sempre positiva, estando portanto

bem definida. De fato, usando a relagio trigonométrica cos?(w) + sin?(w) = 1, observamos
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que
1+ 6% — 20 cos(w) = (6 — cos(w))* + sin®(w) > 0,

pois, sin?(w) = 0 no intervalo [—m,7), apenas quando w = 0 ou w = —, e para estes

valores de w, temos

0 —cos(—m)=0+1>0 e 6€—cos(0)=0-1<0.

O objetivo principal deste capitulo consiste em mostrar que, os estimadores de 6
através do método de minimos quadrados e das equagoes de Yule-Walker, satisfazem um
principio de grandes desvios. Para tal, temos como base os artigos de Bercu et al. (2000),
Bercu (2001) e principalmente Bercu et al. (1997). A definigao seguinte determina de forma
precisa quem sao os estimadores de Yule-Walker e de minimos quadrados do parametro 6
que aparece na expressao (3.1). Para uma demonstragao de como estes estimadores podem

ser obtidos, referimos o leitor ao Apéndice A.

Definicao 3.3. Considere uma amostra aleatéria X, ..., X, do processo autorregressivo
(Xn)nen definido pela equagao (3.1). Considere também o parametro 6 que figura nesta

mesma equacao, entao:

a) o estimador de Yule-Walker de ordem n do pardmetro 6 é definido por

_ Yoo X Xk1

6, , sen = 2; 3.3
22:1 Xk2 ( )

b) o estimador de minimos quadrados de ordem n do pardmetro 6 é definido por

i Yoo XpXk1

n = T o, sen =2 3.4
ot Xi B4

Os estimadores apresentados nas equagoes (3.3) e (3.4) possuem férmulas seme-
lhantes, & excegao do termo que aparece no denominador. Observe que X? aparece no

denominador da fracao dada em (3.3), enquanto que na expressao (3.4) nao.

O comportamento assintotico de ambos os estimadores é bem conhecido. Para a
sequéncia de estimadores de Yule-Walker, o teorema 8.1.1 de Brockwell e Davis (1991)

mostra que
Vn (0, —0) = N(0,1—62).

Analogamente, para a sequéncia de estimadores de minimos quadrados, o exemplo 8.8.1 de

Brockwell e Davis (1991) mostra que (6y,)n>2 € (65 )n>2 compartilham as mesma propriedades

assintoticas, isto é,

A

Vv (0, —0) = N(0,1—6%).
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Além disso, temos consisténcia forte para ambos os estimadores, isto é,
0, 20 e 6, I%0. (3.5)

Sugerimos a consulta de Lai e Wei (1983) para a consisténcia de (6,,),>2 e Mann e Wald

(1943) para a consisténcia de (6,,)n>2.

Da convergéncia quase certa, apresentada em (3.5), podemos inferir que 6, e 0,
convergem ambos em probabilidade para 6 (ver proposicao 5.1 de James, 2015). Assim,
dentro do contexto de grandes desvios, somos indagados a responder a seguinte pergunta:
“Qual a taxa de convergéncia das probabilidades P <|0~n — 0| > g) el <|§n —0| > g) para
077 O Teorema 3.4 a seguir, apresenta um LDP para o estimador de Yule-Walker definido

pela equagao (3.3) (ver proposicao 1 de Bercu et al., 1997).

Teorema 3.4. Considere o processo (X, )nen definido pela equagao (3.1) e assuma que
X1 € independente de (£,)ns2, com X1 ~ N(0, (1 — 6%)7Y). Entdo, a sequéncia (6,)n>2,
para 0, definido como em (3.3), satisfaz um principio de grandes desvios com velocidade

n e fungdo tazra

1 1+ 6% —20c
*].Og (1—02>7 Se c & <_1,1),

+00, caso contrario.

(3.6)

Com condigoes semelhantes, é possivel demonstrar um resultado andlogo ao do

Teorema 3.4 para o estimador de minimos quadrados 9,“ apresentado na equagao (3.4).

Teorema 3.5. Nas condicoes do Teorema 3.4, a sequéncia (én)@g, para 0, definido em

(3.4), satisfaz um principio de grandes desvios com velocidade n e fungao taza

1 1+ 60% —20c
Slog | ———5—|, sece€|ab],
R(c) = {2 l—c (3.7)
log |0 — 2¢, caso contrdrio,
onde a e b satisfazem a equacdo 2x* — 0z — 1 = 0, isto ¢,
0—+02+38 0+ v0>+8
a=——"r"¢ b= — (3.8)

3.2 LDP Para o Estimador de Yule-Walker

Para demonstrar os Teoremas 3.4 e 3.5, precisamos estabelecer primeiramente
alguns resultados preliminares. Comecamos por estudar as propriedades de grandes desvios
para a probabilidade de 6, ser maior do que ou igual a uma constante real ¢, isto é,
P (571 > c). Pela expressao de §n,

- Zn: X Xn_1
P(d, > ) :IP’<’“Z£L_1X]€2 >c> —POWL(f) 2 0),
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onde W, (f) é a estatistica definida por
1/ n
Wh(f) = o (Z X X1 — cZX,f) , sen > 2. (3.9)
k=2 k=1

A notagao W, (f) tem sua origem devido a equivaléncia das expressoes (3.9) e

n
Z Xk eikt
k=1

onde durante todo este capitulo, fixamos f(-) como sendo a funcao definida por

2
dt, (3.10)

W) =5 [ )

f(t) =cos(t) — ¢, parat € T = [—m, ). (3.11)

Repare que, tanto a fungao f(-) como a estatistica W, (f), dependem do pardmetro
c. A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos restringir ¢ ao intervalo (—1,1),
dado que |§n| < 1, para todo n > 2. De fato, sendo X1,..., X, uma amostra aleatoria,
assuma que pelo menos um dos elementos da amostra ¢ nao nulo. Sem perda de generalidade,

seja X este elemento, entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

n 2 n n n 2 n n
(Soxxin) < (3t () < (3 2) =[S xvi| < St
k=2 k=2 k=2 k=1 k=2 k=1
s ke X X
=10, = — <L (3.12)
Ykt X7

A mesma propriedade vale para o estimador de minimos quadrados. Dada uma

amostra aleatéria X, ..., X, suponha sem perda de generalidade que
X2>X2>...>X2 (3.13)
e que exista um k € {1,...,n} tal que X3 # 0. Logo, X? > 0 e da mesma forma que

obtivemos (3.12), segue de (3.13) que

n 2 n n—1 n—1 2 n n—1
(z kak_1> < (z x,g) (Z X,3> < <z X,3> Sy x| < [ a2
k=2 k=2 k=1 k=1 k=2 k=1
~ oo X Xk
=0,] = |2 XX <1, paratodon > 2. (3.14)

|Snot X2
3.2.1 Matrizes de Toeplitz

Existe ainda uma maneira equivalente de escrever W, (f) como um produto matri-
cial, nomeadamente

Wa(f) = ;Xfan(f)Xn, (3.15)

onde X,, = (X1, Xo,...,X,) é o vetor contendo como coordenadas as variaveis aleatorias
X1,..., X, que sdo solugao da equagdo (3.1), X I é o transposto de X, e T),(f) é a matriz

de Toeplitz associada & f(-), cuja expressao é fornecida pela seguinte definigao.
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Defini¢ao 3.6. Para qualquer fungao real h € L>(T), definida no toro T = [—m,7), a
matriz de Toeplitz associada a funcao h(-) é dada por

1 : :
Tu(h) = [La(Wisicrson = |5 [esplit=pabwar) . (316
7 JT 1<l,j <n
onde T, (h);; denota o elemento de T),(h) posicionado na linha [ e coluna j, para 1 <

l,j <n.

Observacao 3.7: Com a finalidade de recordar o leitor, note que o espago L*(T),
que aparece na defini¢do acima, é nada mais que o espago L>®(T,B(T),v) de todas as
classes de equivaléncia de fungoes B(T)-mensuréveis, limitadas v-q.t.p. (quase toda parte),
duas fungoes sendo equivalentes quando forem iguais v-q.t.p. (ver p. 60 de Bartle, 1995).
Observamos ainda que, B(T) denota a o-algebra de Borel sobre o toro T e que v(-) é a
medida de Lebesgue normalizada sobre B(T) (ver Defini¢ao 3.20). Além disso, se h € L>(T)
e N € B(T), com v(N) = 0, definimos a norma de A(-) em L*>°(T) como

||h|]oo = inf{,S(N) : N € B(T), v(N) = 0}, (3.17)
para ,S(-) o supremo dos valores absolutos de h(-) no complementar de N, isto é,

pS(N) = sup{|h(z)] - = ¢ N}.

Exemplo 3.8. (Matriz de Toeplitz da funcdo f(t) = cos(t) — ¢). Com base
na expressao (3.16), ndo é dificil mostrar que a matriz de Toeplitz associada a fungao
f(t) = cos(t) — ¢ é dada por

[ 2 1 0 ]
. 1 —2c
Lif=5] - o | (3.18)
—2c¢ 1
0 1 -2

De fato, como as fungoes cos(+) e sin(-) sdo respectivamente par e impar, observamos
primeiramente que a matriz T,,(f) é simétrica, isto é, T,,(f)1; = Tn(f);1, para 1 < 1, j, < n.
Portanto, se [ = j, utilizando a férmula integral dada em (3.16), obtemos que

1 1 1
To(f)y = — / exp{O} f(£)dt = — / (cos(t) — ¢)dt = — [sin(t) — ct]" = —c.
’ 2 Jt 2 Jt 27

Se |l — j| = 1, entao
1 .
Loy = 5 [ explit)f(t)dt =
1

=3 /T(cosz(t) — ccos(t) + isin(t) cos(t) — icsin(t))dt

1 1 2t 1
_/+COS<>dt_,
21 JT 2 2

217r /T(cos(t) +isin(t))(cos(t) — c)dt
1

T or

/T cos?(t) dt



36 Capitulo 3. Processo AR(1) com Inovagies Gaussianas

Por fim, nos casos em que |l — j| = k, para 2 < k < n — 1, obtemos que
1 1
Ty = / . _ 1 / - B
(f)i 5 ) exp(ikt) f(t)dt o T(cos.(kt) + isin(kt))(cos(t) — c) dt
1
=5 / (cos(kt) cos(t) — ccos(kt) + isin(kt) cos(t) — icsin(kt))dt
7w JT

dt = 0.

1 / cos[(k + 1)t] + cos[(k — 1)t]

1
= %/Tcos(k:t) cos(t) dt = Py 5

Exemplo 3.9. (Matriz de Toeplitz da funcao g(t) = (1 + 62 — 26 cost)™'). Con-
sidere agora a fungao g(t) = (1 + 6% — 20 cost)™!, onde |#| < 1 e t € T. J& observamos que
a fungao g(-) (ver expressao (3.2)) é a fungdo densidade espectral de um processo AR(1)
Gaussiano, com inovagoes (&, )n>2 ~ N (0,1). Para calcular a matriz de Toeplitz associada

a g(+), devemos analisar a expressao

1 explitl = )]
T (g) = | — dt . 3.19
(9) <27T 1462 —20cost 1<l j<n ( )

Se por acaso 6 = 0, entdo T, (g) é a matriz identidade. Assumimos entao que 6 # 0.
Para calcular a integral do (I, j)-ésimo elemento da matriz na expressao (3.19), devemos

analisar as integrais

1 / cos(kt) gt 1 sin(kt)

— — dt.
21 J1 1+ 6% — 26 cos(t) 21 J1 1+ 6% — 26 cos(t)

A segunda integral acima é identicamente nula, enquanto que a primeira, de acordo
com a equagao (3.613)(2) em Gradshteyn e Ryzhik (1965, p. 366), tem valor
1 cos(kt) 1 276" o*

— dt = — = Vk e Z*. 3.20
21 J1 1+ 6% — 26 cos(t) 2r1—62  1-—6% € (8:20)

Como a fungao cosseno é par, podemos inferir que o resultado da expressao (3.20)

vale para qualquer k inteiro, com

1 cos(kt) A

— = Vk € Z.
21 Jr 14 6% — 20 cos(t) 1—6% €

Assim, concluimos que a matriz T, (g) é determinada pela forma

T Llliﬂ 3.21
“”‘(rwJKM@' (3.21)

]

Observagao 3.10: Existe ainda uma segunda maneira de se calcular a matriz T,,(g).

Observe que sendo g(t) = (1 + 0% — 20 cost)™" a fungao densidade espectral associada
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ao processo (X, )nen, através do corolario do Teorema de Herglotz (ver Teorema 4.37),
concluimos que vx(+) é a fun¢do de autocovariancia do processo (X, )nen se, e somente se,
vx(h) = /( ] e g(w)dw, Yh€EZ.

Equivalentemente,
1 . ) .
Tu(g) = (5= [explitt=iilg)dt) = (xll = Dnctyen
mJT 1<l,j<n
Desta forma, T,(g) é completamente definida pela fungao de autocovaridncia do processo

(Xn)nen. Da maneira que o processo (X, )nen foi definido, podemos reescrever X,, como

X =0""X14+> 0" e, Vn>2 (3.22)

k=2
Se l = j, para 1 <[,7 < n, entao é evidente que

1
(= 4) = x(0) =E(X}) = -—5.
Se j > 1, X; pode ser reescrito como
j—1
X =014+ >0 ey (3.23)

k=1
Usando as expressoes (3.22) e (3.23), o fato de que (g,),>2 é uma sequéncia de varidveis
independentes e por hipétese, X; é independente de (g,,),>2, a fungdo de autocovariancia

do processo é dada por

ejile + Z lekaHk] Xl)

WU—DZE@ﬂDIE( >

j—l
= Gj*lE (XlZ) + E (Xl Z ejlkéfprk)

k=1
6’ ! : I—k gy I—k
:m‘i‘E l@le—FZ@&k]Z@Jé‘H_k
k=2 k=1
g7
1—6%
No caso em que j < [, basta lembrar que a funcao de autocovariancia de um processo

estaciondrio é sempre par (ver proposigao 1.5.1 de Brockwell e Davis, 1991), ou seja, temos
(i

VX(J'—Z):VX(Z—]'):?QQ- O

Ambos os métodos citados acima, tanto no Exemplo 3.9 como na Observacao 3.10,

produzem a matriz

9 92 enfl
0 0 on—2
Tg)=0-60)" 2 o0 1 om?
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3.2.2 Decomposigio Linear da Estatistica W, (f)

Mostramos implicitamente na Subsecao 3.2.1 que, as matrizes de autocovariancia
de ordem n do processo (X, )nen definido pela equagao (3.1), coincidem com a matriz de
Toeplitz associada a fungdo densidade espectral g(-) do processo (X, )nen, onde g(-) é a
fungao definida na expressao (3.2). Assim, como uma distribuigdo normal multivariada é
unicamente determinada por sua média e matriz de autocovaridncia (ver proposicao 1.6.4

de Brockwell e Davis, 1991), é imediata a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.11. Considere (X,,)nen, 0 processo definido pela equagao (3.1). Entao, o
vetor aleatério X,, = (X1,...,X,), segue uma distribuigdo normal n-variada com média
0 e matriz de autocovaridncia T,,(g), isto é, X, ~ N(0,7T,(g)), onde g(-) é a fungao

densidade espectral do processo (X,,)nen, definida pela expressao (3.2).

Uma vez estabelecido que X,, ~ N (0,T,(g)), dois resultados importantes podem

ser inferidos da teoria de distribui¢des normais multivariadas.

Proposicao 3.12. Considere o vetor X,, = (X1,...,X,) e a matriz de Toeplitz T, (g)
associada d densidade espectral g(-) do processo (X, )nen, onde g(+) € dada pela expressio
(3.2).

(a) Dado que T,(g) é a matriz de autocovariancia do vetor X,, entdo é uma matriz
simétrica e nao-negativa definida.

(b) A matriz T,,(g) pode ser utilizada para reescrever o vetor aleatério X,, como um
produto entre a matriz raiz quadrada TY?*(g), de ordem n (ver Definicdo B.6), e
um vetor aleatorio N, com distribuicao normal padrdo n-variada, isto é, existe

N, ~N(0,1,), onde I,, representa a matriz identidade de ordem n, tal que
X, =TY*(g)N, (3.24)

para todo n € N.

Demonstragio. Para o item (a), consulte a proposi¢ao 1.6.2 em Brockwell e Davis (1991).

Enquanto que a demonstragao do item (b) pode ser consultada no Apéndice B. [

Na Observacdo B.8 mostramos implicitamente que a matriz 7/%(g) é simétrica.

Deste resultado, da expressdo (3.15) e do fato que X,, = T}/?(g) N,,, obtemos que

Walf) = - XITu(F) X = (T (g) N T, () (T3 (0) N
= NITY ()T )T (6) N, (3.25)

e com base nesta equagao, o seguinte lema fornece uma forma equivalente de escrever

a estatistica W, (f), como uma combinagdo linear entre varidveis aleatérias i.i.d., com
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distribuicao x? (ver Observacio 2.16 (b)) e cujos coeficientes desta combinacao sao os
autovalores da matriz T1/2(g)T,,(f)T/?(g).

Lema 3.13. Sejam A}, ..., \" os autovalores de T/?(g)T,,(f)T/?(g), entdo

n

1 n
=y N7 (3.26)
=1
onde Z7, ..., Z" sdo varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicio x3 (qui-quadrado com 1

grau de liberdade).

Demonstragio. Uma vez que T,(f) e T/?(g) sdo matrizes simétricas, o produto

¢é também simétrico. Entao, pela Proposicao B.5, existe uma matriz P, ortogonal tal que
PITY(9)Tu(£)T3? (9) P = An (3.27)

onde A,, = diag(A}, ..., \").

Como P, é ortogonal, entdo, para N,, ~ N (0, I,), o vetor aleatério Y,, = PTN,, =
(Y1,...,Y,) tem distribuicdo normal padrao n-variada. De fato, pela linearidade da espe-
ranca, a média de Y,, é igual ao vetor nulo e além disso, denotando por Xy, y, a matriz de

autocovariancia de Y, obtemos que (veja proposi¢ao 1.6.1 de Brockwell e Davis, 1991)

Assim, segue das equagoes (3.25) e (3.27) que

Walf) = - NITY2 )T ()T () No = ~(PIN) AP N,

n
1 1 n 12

= YL gD Yo = DS INE = SN
n =1 n k=1

3

onde a tltima igualdade segue do fato que Z? = Y;? tem distribuicio x?, para 1 < k < n,
dado que as variaveis Y7, ...,Y, sdo i.i.d. com distribui¢cdo normal padrao (ver teorema 1
da pagina 324 de Rohatgi e Saleh, 2000). O

Observacao 3.14: O Lema 3.13 acima, continua vélido se a matriz T,,(f) for substituida
por uma matriz real simétrica M, visto que o produto 17/?(g)M,T}/?(g) ainda é uma

matriz simétrica. Este resultado sera necessario para a demonstracao do Teorema 3.5.
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3.2.3 Resultados Principais

O método de rescrever a estatistica W, (f) como uma combinagao linear de variaveis
aleatérias i.i.d., seguindo distribui¢oes qui-quadrado, é o ponto chave da abordagem
apresentada por Bercu et al. (1997). Como podemos ver a seguir, vamos usar a fungao
geradora de cumulantes normalizada da estatistica W, (f) (ver Defini¢ao 2.18), para

determinar a fungdo taxa associada a sequéncia (W,,(f))n>2.

Definicao 3.15. Seja Z uma variavel aleatoria com distribui¢ao qui-quadrado com um

grau de liberdade, isto ¢, Z ~ x3. A fungdo geradora de momentos de Z é dada por

My(t) =K () = (1 - 2t)71/2. (3.28)

A partir deste fato, da independéncia das variaveis Z7,...,Z] e do Lema 3.13,
podemos concluir que a fun¢ao geradora de cumulantes normalizada da estatistica W, (f)

é dada por

L,(AWL(f)) = ilogE (e")‘W"(f)) L logE <exp {)\ SN ANZy })

k=1

1 L 1 &
= —logE (H exp {AAZZ,?}) = — logE (exp {A\.Z}'})
n n

k=1 k=1
= - Z log (1 — 227 ~/% = Z log (1 — 20A7) (3.29)
]
onde por convengao, assumimos que log(z) = —oo, se z < 0.

Lema 3.16. Sejam f,g € L*°(T). Defina para cadan € N, a,,(f,g) e a,(f,g) como sendo

o menor e o maior dos n autovalores da matriz T,,(f)T,(g), respectivamente. Entdo, as

sequéncias (a,(f, g))nen € (@n(f, g))nen sao ambas limitadas por || f||so||9||co-

A demonstragao do Lema 3.16 conta com o lema 1 de Avram (1988) e resultados
especificos de Algebra Linear. O leitor interessado na prova, pode consultd-la no Apéndice
B. Observe ainda que os autovalores da matriz T,,(f)7,(g) coincidem com os da matriz
TYV2(g)T,(f)T?(g) (ver Lema B.7), de tal modo que é indiferente falarmos dos autovalores

de uma ou de outra, das duas matrizes citadas.

Defini¢ao 3.17. Considere uma fun¢ao h € L*°(T). Dizemos que M}, é o supremo essencial
da fungao h: T — R se

M, =inf{faeR: v({z € T: h(x) > a}) = 0}. (3.30)

Da mesma forma, o infimo essencial da fungao h(-), denotado por my,, pode ser definido

CcOo1mo

mp =sup{a € R: v({z € T: h(z) < a}) = 0}. (3.31)
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Pelo Lema 3.16, sendo (a,(f,9))nen € (@n(f,9))nen sequéncias limitadas, tem

sentido a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.18. Sejam f,g € L*°(T). Assim como no Lema 3.16, considere a,(f,g) e
a,(f,g) como sendo o menor e o maior dos n autovalores da matriz T,(f)7T,.(g), res-
pectivamente. O conjunto de todos os pontos de acumulacao de sequéncias da forma
(a,(f,9),an(f,g)) € R? serd denotado por A(f,g) C R

Fica estabelecido pelo Lema 3.16 que, para (a,a) € A(f,g),

max(lal, [a]) < [[f]ool[9]]oc;

de onde podemos concluir que A(f,g) é um conjunto limitado. Denote por N (a,a) o
conjunto de todas as sequéncias inteiras crescentes (n;)jen, tais que (a,,(f,9), @, (f,9))
converge para (a,a) € A(f,g), & medida que j — oo. Com a notagao bésica definida,

estamos preparados para enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.19. Considere as fungoes L(fg,-) e Ks4(+), definidas respectivamente por

L(fg.t) = _417T [oglt - 2t (2)g(a))dr, teR (3.32)
Kyg(x) = Stlelﬂg{xt — L(fg,t)}. (3.33)

Para (n;)jen € N(a,@), com (a,a) € A(f,9), a subsequéncia {Wh,(f)}jen satisfaz um
LDP com funcao taxa

Kiq(), se & € (z1,72),
1
J(z) = Kpgla1) + %(x —x1), sex € (—00,x1], (3.34)
) a
%(x—xQ)—l—ng(:cg), se x € [xg,+00),

onde x1 € x9 sao dados respectivamente por

1
L’(fg,), sea<0ea<myg,
2 = 20 fo (3.35)

—00, caso contrdrio;

1
L’<fg,2a>, sea>0ea> Mg,

+00, caso contrario.

(3.36)

Pela Observacao 2.11, note que a funcao Ky,4(-), definida pela expressao (3.33), é
a transformada de Fenchel-Legendre da fungao L(fg,-). Para demonstrar este teorema,
vamos precisar de dois lemas auxiliares e recordar a definicdo de medida pushforward da

medida de Lebesgue normalizada (ver p. 190 de Bogachev, 2007).
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Definigao 3.20. Considere o espago mensuravel (T, B(T)). A medida de Lebesque norma-
lizada v, definida neste espaco, é obtida através da medida de Lebesgue usual, dividida
pelo tamanho do intervalo T, de modo que v seja uma medida de probabilidade. Em outras

palavras, se I representa a medida de Lebesgue usual em T, entao

du:@.

2

Considere agora a fun¢ao mensuravel h : (T, B(T),v) — (R, B(R)). Podemos definir uma
medida de probabilidade P, no espaco (R, B(R)), através da expressao

Py, : A= v[h ' (A)], AeBR). (3.37)

A medida P, é chamada de medida pushforward da medida de Lebesgue normalizada v

com relagao a h(-) (ou imagem da medida v com relagao a h(-)).

O primeiro lema que vamos abordar, trata de relacionar os autovalores da matriz

T.(f)Tn(g) com a medida pushforward do produto das fungdes f(-) e g(+).

Lema 3.21. Seja Py, a medida pushforward com relagio d fungao fg(-) € L>(T). Se

AL, ..o A sao os autovalores da matriz T, (f)T.(g), defina
1 n
PSS ST (3.38)
=1

onde Oy € a medida delta de Dirac concentrada em A. Entao p, = Py, (ln converge

fracamente para Py,) e existe uma sequéncia ndo-crescente de nimeros reais positivos

(gn)nEN tal que

(a) lim, ., =0;
(b) fln = ]l[mfg,gmenggn},un = Pfg;'
(C) oy = fin — fln = 0.

Demonstragdo. Observe primeiramente que, da definicao de integral com relacao a fungoes

simples (ver defini¢ao 4.2 de Bartle, 1995) e da expressao (3.38), temos que

n

1
/ adp, (r) = - ST(A)!,  para todo I € N. (3.39)
R

k=1

Como T,,(f)T,(g) ¢ uma matriz real simétrica, existe uma matriz ortogonal P,, e uma
matriz diagonal A,, = diag(A\7, ..., \?), tais que T,,(f)T,.(9) = P, A, PT (ver Proposigio

B.5). Devido a ortogonalidade da matriz P,, segue que

(T.(F)Tn(9) = P,ALPT  para todo | € N. (3.40)

n-n
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Lembramos que, dadas duas matrizes A e B quaisquer, cujos produtos AB e

BA estao bem definidos, se Tr(A) representa o trago da matriz A, entdo temos sempre

Tr(AB) = Tr(BA). Aplicando o trago em ambos os lados de (3.40), obtemos

ﬂ“ﬂgﬂumﬂ:ﬂ%&MHﬂzT%MEﬁQ:TMMJ:§XﬁY (3.41)
k=1

Para s = 2, f&=D = f, @) = g e p, = 00, 0 teorema 1 de Avram (1988) mostra

que

lim =T [(T,(H)T.(9)] =

n—oo n,

- [t (3.42)

Pelo teorema da mudanga de varidvel para medidas (ver teorema 3.6.1. de Bogachev, 2007),

obtemos a igualdade

1
o= [U®g@)de= [ Py (a). (3.43)
T JT R
Por fim, das equagoes (3.39), (3.41), (3.42) e (3.43) obtemos que
lim 2 dp, (z) = / 2'dPy,(z), paratodol € N. (3.44)

A equacgao 3.44 mostra que os momentos de ordem [ das distribuigoes u,,, convergem
aos momentos de ordem [ da distribuicao Py,. Pela definicao usual de convergéncia fraca
(ver segao 25 de Billingsley, 1995), para mostrar que p, = Pj,, deverifamos mostrar que,
para toda funcdo h(-) continua e limitada em R, temos

lim [ h(z)dpn(z) = /]R h(z)dP;, (x).

n—oo JRr

Mas observe que, o Método dos Momentos (ver secao 30 de Billingsley, 1995) permite
concluir a convergéncia fraca apenas da convergéncia dos momentos. De fato, sabemos
pelo Lema 3.16 que os autovalores da matriz T,,(f)7T,(g) s@o limitados por || f||so||g|]co-
Segue das equagoes (3.41), (3.42) e (3.43) que

fortapry@) = Jim SO0 < Jim LS (U lllsll)! = (1Sllellll). (349

Seja (ax)ren a sequéncia dos momentos da distribuigao Py, isto é, ay, = [ 2¥d P, (),
para todo k € N. E evidente pela expressao (3.45) que ay, é finito para todo k € N. Além
do mais, a série de poténcias com termos iguais & a,z*/k!, converge absolutamente para

todo z € R. Com efeito, esta série é majorada da seguinte forma

ng\ZWHWHx_ (3.46)

k=1
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O raio de convergéncia R da série a direita nesta tltima igualdade, pode ser calculado

através do limite

: 11595 /n! : n+1
R = lim 0 0 = lim —— —
koo [| it gl[at/(n + DI n=oe [] ool oo

Q.

Segue do teorema 6, capitulo 12, de Lima (2013) que a série da direita em (3.46) converge
absolutamente para todo r € R, e portanto, a série da esquerda também converge

absolutamente para todo =z € R.

Uma vez que a série dos momentos de Py, dada por > 72, arz® /k!, converge
absolutamente na reta toda, podemos concluir pelo teorema 30.1 de Billingsley (1995) que,
Py, é a tnica medida de probabilidade com momentos iguais aos da sequéncia (ay)ken-
Em outras palavras, se existisse uma segunda medida de probabilidade P satisfazendo

/}Rxldﬁ’(x) :/xldeg(:p)

R

para todo [ € N, entao necessariamente, Pe P;4 sao idénticas. A medida Py, é dita ser

determinada pelos seus momentos.

Tendo em vista todos estes argumentos, da convergéncia exibida em (3.44) e
do teorema 30.2 de Billingsley (1995), podemos concluir que p,, = Py, ficando assim

demonstrada a primeira parte deste lema.

Para provar a segunda parte, observe que o suporte de Py, é um subconjunto
de [myg, My, e, dado que p, = Pj,, podemos achar uma sequéncia ndo-crescente de
niimeros reais positivos (Gu)nen, com limy, o0 6 = 0 € flyy = Ljp;, o, Mpy4+n] = Prg- Logo,
a convergéncia fi,, = i, — fi, = 0 é uma consequéncia imediata da convergéncia fraca das

sequéncias de medidas (i, )nen € (fin)nen para Py,. O

O segundo lema necessario para a demonstracao do Teorema 3.19, apresenta uma
funcdo taxa para uma sequéncia de varidveis aleatoérias, que é combinacgao linear de

distribuicoes i.i.d. qui-quadrados com um grau de liberdade.

Lema 3.22. Seja (m(n)) uma sequéncia crescente de nimeros inteiros, divergindo para

+00. Paran > 1, assuma que as varidveis aleatorias Z7, .. ., Z:@(n) sao i.i.d., com distri-
buicio X2E. Considere um arranjo triangular ab, . .. s Gy (), de niumeros reais nao-negativos.
Defina
1 m(n) I
U, = - kgl ap 2y, (3.47)

Assuma também que

(a) m(n) = o(n);
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(b) 1<ﬁ%n)ak —a > 0.

Entao, (Up)nen satisfaz um LDP com fungao taxa Go(+), definida para todo x € R por

i sex =0,
Ga(z) =1 20 (3.48)

+00 caso contrdario.

Demonstracao. Assuma, sem perda de generalidade que,

= max aj.
1<k<m(n)

n
aq

Entao segue que, paray > 0e 1 < k < m(n),

ay = ap = 1 —2ya} <1—2ya; = log(1 — 2ya}) < log(l — 2yay)
= —log(1 — 2yal) > —log(1 — 2yay). (3.49)

Suponha que F' é um conjunto fechado de R* com x = min F' > 0. Seja ip =
inf,cp{e™?}. Uma vez que a fungdo exponencial é estritamente crescente e F' é um conjunto
fechado, podemos concluir que ip = €™*. Assim, pela desigualdade de Chebyshev (ver
p. 25 de Durret, 2013) e da monotonia da funcao logaritmo, obtemos para 0 < y < (2a7)~?,

que

LogP (€ F) < Liog [E e yU"))] = - log [Efiﬁ(%”]
1

= —log [E (exp(nyU,))] — Tlllog(exp(nmy))

n
=_lo E ZyaZZ,? —a:y—f Zlog (yarZi)] ¢ — xy
k=1

m(n)
2n

m(n) m(n)
1 1 i
- E log [ (1 — 2yaj)™ 1/2}} vy = —5- > log[(1 - 2ya})] — zy
n n k=1

< - log[(1 — 2yay)] — =y,

onde a ultima desigualdade é consequéncia da expressao (3.49). Da hipétese de que

m(n) = o(n), isto é, lim,_,., m(n)/n = 0, concluimos que, para todo y € (O, i), vale

1
limsup — logP (U,, € F') < limsup {_m2(n) log[(1 — 2yal)] — acy}
n

n—oo TN n—o0
I m(n) log[(1 — 2ya™)] o
= — O — — = — S =,
0o 2n & ya vy vy 2a

o que conclui a prova da cota superior.
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Para a cota inferior, basta realizar a prova para os intervalos da forma (z, 00). Note

que os elementos aj sao todos nao-negativos, assim, para x > 0 temos que

PU,>z)=P (=S arZ; >« >P(a’fZ{‘>nx):]P><Z”> m)

[yt af
Se Z ~ X2 e fz(x) = (V2r) ta~Y2e7%/2 é a fungdo de densidade da varidvel
aleatéria Z, entao, pelo método do Jacobiano (ver p. 82-83 de James, 2015), podemos
calcular a funcao densidade f ;(-), da varidvel aleatoéria V/Z, considerando a bijecio

g 10, 00[]0, oo[ definida por g(x) = /x, da seguinte forma
Fy0) = o™ ) |5 (97 0)| = Ft6)

(y2)71/2 67y2/2 e~V 2/2

=7 |2y =2—
\ 2T | y| V2

Assim, voltando ao cédlculo da probabilidade de U,, ser maior do que z, sucede que

P(U, > ) > ]P(Z" ) <\/Z ﬁ)

- 6_y2/2 dy = 2P <Y |7z ) (3.50)
y = > , .
A /nz/a’lL v 2T al

onde Y tem distribuicao normal padrao.

@(y2)

Quando X segue uma distribuicao normal padrao, podemos utilizar a aproximacao

(ver p. 228 Rohatgi e Saleh, 2000) dada por

—x2/2

P(X >z2)~ e , quando x — oo,

21

que adaptada ao nosso caso, implica que

exp(—nzx/2a})

QIP’(Y > \/W> \/W\/_ exp(—nz/2ay) = \/_\/% . (3.51)

Combinando portanto as expressoes encontradas em (3.50) e (3.51), chegamos no

seguinte limite inferior

1
lim inf — logP (U, > x) > llmmf— log [QP (Y S )]
n—oo 1

ll [exp( nx/2a1)]
Vmy/nx/2al

1 1
= lim -2 ~ lim — log [Wml

= lim
n—oo n,

n—oo 7 2a n—o00 2n, 2&1
v 1 lim logn N log[zm /2a"] _ T
2 2n=0 | n n 2a



3.2. LDP Para o Estimador de Yule- Walker 47

Com estes dois lemas estabelecidos, estamos em condi¢des de demonstrar o Teorema
3.19. Assim como em Bercu et al. (1997, p. 81), faremos a prova do teorema apenas para
o caso em que a < 0, @ > 0, onde (a,a) € A(f,g), e ambos ndo pertencem ao intervalo
(Mg, Myg], onde my, e My, sdo respectivamente, o infimo essencial e o supremo essencial

da funcao fg(-), introduzidos pela Definigao 3.17.

Demonstragido do Teorema 3.19. Fixe (a,a) € A(f,g). Para simplificar a notagao
ao longo da prova, assuma que (a,,(f, g), @, (f, g)) converge para (a, @) (no caso em que esta
convergéncia ndo ¢ satisfeita, existe por defini¢do uma subsequéncia (a,, (f, ), @n; (f, 9))jen

convergindo para (a, @), a qual pode ser usada para demonstrar o teorema).

Seja (Sn)nen a sequéncia definida pelo Lema 3.21. Podemos escrever W,,(f) como

Walf) =Wy + W2 + W2, (3.52)
onde W =WF + W~ e
R 0 -_1y n g
Wi == LogeonyradiZi:  Wa == > Ligemy—o i Zi
n i "=
1 Ly

9 n n 3 n n
Wa=1 ,;1 Lopeoomsg—anli M, W= kz_:l Logantsytantoon i

Cada uma destas sequéncias satisfaz um LDP com fungoes taxa distintas, e como
vamos provar, através de uma operacao especial entre func¢oes, chamada de convolucao
infima (ver p. 34 de Rockafellar, 1970), é possivel fornecer uma fungao taxa para a sequéncia
(Wi(f))ns2, a partir das fungoes taxa encontradas para as sequéncias (W, ),s2, (W, ) ns2,

(Wi)TL?? € (Ws)nﬂ-

Definigao 3.23. A operagao convolugdao infima das fungoes fi(-),. .., fu(+) é definida por

(fio---ofo)(x)=mf{fi(z1)+ -+ fulz,) |z € R", 21 + - - - + 2, }. (3.53)
Vamos fazer a demonstragao em quatro passos, de acordo com o seguinte roteiro:

e No Passo 1, vamos provar que a sequéncia (W,1),>2 satisfaz um LDP com fungao

n
taxa K(sg)+ (). Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos provar que a

sequéncia (W, )n>2 satisfaz um LDP com fungao taxa K4 (-);

e No Passo 2, vamos combinar os resultados encontrados no Passo 1, para mostrar

que a sequéncia (W}),,>o satisfaz um LDP com fungao taxa K,(-);

e No Passo 3, vamos usar os Lemas 3.21 e 3.22 para exibir uma fung¢ao taxa para

as sequéncias (W?),52 ¢ (W3),52;

e No ultimo passo, combinamos os resultados dos trés primeiros e usamos a operacao

convolugao infima para exibir uma fungao taxa para a sequéncia W, (f))n>2-
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Com este roteiro em mente, vamos a demonstragao do Teorema.

Passo 1: Defina as fungoes parte positiva e parte negativa da fungao fg(-) em T, como

sendo respectivamente,

(f9)"(z) = max[f(z)g(x),0] e (fg) (x) = min[—f(z)g(z),0]. (3.54)

Pela definicao de W;I, devemos levar em conta apenas os autovalores de T,,(f)7T,(g) que

pertencem ao intervalo [0, My, + ¢,]. Pelo Lema 3.21 (b), sabemos que

n—-+0o n—+oo n, n—o0

lim L,(A\, W)= lim —logE (e ’\W”) = lim ™ kz::llog (1 - 2)\)\,611{,\%6[0’1\4“%”]})

: 1
_ ) 4r /fg}() log [1 = 2A(fg)(t)] dt, se A < 3

=L((fg)", ) = o (3.55)
1
~+00, caso A\ > I
Nao temos certeza de como o limite acima se comporta quando A\ = ﬁ Definimos
g
portanto,

1 .
L ((f9)+72Mfg> = lfﬁfg L((fg)+,>\)-

Com esta escolha, a funcdo L((fg)",-) é semi-continua inferiormente (ver teorema VII.2.1

de Ellis, 1985). Assim, devemos considerar dois casos distintos:

Caso 1: A funcdo L((fg)",-) é ingreme. Neste caso, o Teorema de Gértner-Ellis

(ver Subsegdo 2.2.3) se aplica e obtemos que (W,

F)nso satisfaz um LDP com fungéao

taxa

K(tg)+(z) = sup {:Uy + 41 /fg>o log[1 — 2y(fg)(t)]dt} , xz€eR (3.56)

yER 7

Caso 2: A fungdo L((fg)",-) ndo é ingreme. Defina portanto

= lim L'((fg)",\).

1
AT 2wag

Apesar de nao estarmos em condicoes de aplicar o Teorema de Géartner-Ellis com

toda a sua forga, ainda é possivel mostrar que (W;"),>2 satisfaz um LDP com

fungao taxa K(sq+(-). Observe que as Hipéteses 2.19 e 2.20, apresentadas na
Subsecao 2.2.3, ainda sao validas, pelo que o Teorema de Gértner-Ellis mostra que

vale a cota superior do LDP, isto é, para todo fechado F' € B(T), temos

: 1 :
lim sup — log P (VV;r € F) < —;Ieng(fg)+(x).

n—oo N



3.2. LDP Para o Estimador de Yule- Walker 49

Para mostrar que vale também a cota inferior, é suficiente mostrar o
resultado para intervalos da forma (z, +00). Se x < z*, vale o Teorema de Gértner-
Ellis e a cota inferior é dada pela fungao taxa Ksg)+(-). No entanto, o problema se

encontra no intervalo em que x > z*. Se x > x*, entdo temos que

* 1 *
K(pg)+ () = K(pgy+ (27) + (z — 7). (3.57)
2My,
Vamos mostrar que, para qualquer x > z*,
o1
liminf —log P (Wi > 2) = =K+ (). (3.58)

Sendo AT, ..., A" os autovalores de T,,(f)7T,(g), defina
ko =max{A; : AL € [0, My, + 6]}, (3.59)

onde k, € {1,...,n} representa o indice do autovalor que satisfaz a relagao (3.59).

Observe que da definigao de A} , podemos afirmar que

]l{/\an[O,Mfg+gn]})\ZnZ>\kn = /\an/\kn,

e portanto, obtemos que

n 1
kn 7n nrn
Wi = =22k =~ > Lpgeoa e MZE

ke{l,..n\{kn}

Pela independéncia das variaveis Z7, ..., Z] e do fato que

AL AL
Wi — k"Z,Zn>x*—g e k"Z,?n>x—x*+§ = Wl >z,
n n

n

concluimos que, para qualquer 0 < ¢ < z*,

AD AL
P (W, > 1) >]P’<Wn+— ;nz;;n >x*—§>]P’< ;nz,:n >$—x*+§>. (3.60)

Denote por A,, e B, os conjuntos definidos respectivamente por

n

AL AL
A, =W — ;;"Z,’jn>x*—§ e B, = T’“L”Z,?n>9:—:v*+§.

Por um lado, as expressdes para o limite da funcao geradora de cumulantes
normalizada, das varidveis aleatérias W, e W — %Z};ﬂ, coincidem e sao dadas
por L((fg)*,-). Uma vez que x* — ¢ < z*, o Teorema de Gértner-Ellis pode ser
aplicado mais uma vez para deduzirmos que

1
liminf —logP (A,) = —K(sg+ (2" — ). (3.61)

n—oo n
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Por outro lado, temos que lim,, o, A, = My,, de forma que o Lema 3.22 pode ser

usado para obtermos

| r—a"+g

Observe que das expressoes (3.57), (3.60), (3.61) e (3.62), obtemos a seguinte cota

inferior

| .1
lim inf - log P (V\/ﬁL > x) 2 lim inf — log[P (A,) P (B,)]

n—oo 1

— liminf 1 [logP (A,) +logP(B,)]

n—oo n
oo o1
> lim inf - log P (Ay) + lim inf - logP (B,)

x—x*+§>

> _K(fg)Jf(m* -<) - ( oM,
g

Uma vez que ¢ é um nimero real arbitrario e a funcao K(s,+(+) é continua (ver

corolario da p. 110 de Lima, 2013), quando ¢ — 0, segue que
o] . . r—x"+g
lim inf - log P (Wir > =) = lim [—Kuw(fc —<) - <>]

2My,
. x— "
= =Ko+ (¢7) = < oM, >
9

= _K(fg)+<x>7

onde a ultima igualdade acima decorre da expressao (3.57).

Passo 2: Usando argumentos andlogos, podemos mostrar que a sequéncia (W, )2 satisfaz

n

um LDP com fung¢ao taxa dada por

Ko@) =swp{ay+ - [ loglt-2(fo)o)at}. a€R (363

yeR 47

Assim, podemos combinar as fungdes K(sg)+(-) e Kz~ () para obter uma funcao taxa
para a sequéncia (W!),>o = (W5 + W, ),s2. De fato, se h*(-) representa a transformada
de Fenchel-Legendre da funcao real h(-) e (K(sq)- © K(s4)+)(-) denota a convolugao infima
entre K(rg)-(-) e K(s¢)+(-), entdo, pelo teorema 16.4 de Rockafellar (1970) e da dualidade

da transformada de Fenchel-Legendre, temos que
(Koo Kiygr) (@) = Ky (2) + K{pppe (@)
1 1
— _Z/ log[1 — 2z(fg)(t)]dt — —/ log[1 — 2z (fg)(t)]dt
™ Jfg<0 fg20

A
_ —jﬁ [ togl1 — 2e(£g) (1)t
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e aplicando a transformada de Fenchel-Legendre nesta ultima igualdade, concluimos que

(K(fg)‘ o K(fgﬁ)** (x) = Kyg(2). (3.64)

Usando o corolario 9.2.2 de Rockafellar (1970) e o teorema VI.5.3 de Ellis (1985), podemos

concluir da dualidade da transformada de Fenchel-Legendre e da expressao (3.64) que
(K(fg), o K(fg)+) (x) = Ky4(z), paratodo xz € R.

Dado que W! = WF + W segue do Corolario 2.24 que a sequéncia (W!),,>o satisfaz um
LDP com funcao taxa dada por

[W}L (513) = inf [K(fg), (xl) + K(fg)+ (332)}

{(z1,x2)ER2: z1+x2=2}

= (Kirg- © Kisgr) () = Kq(2).

Passo 3: Na notacao do Lema 3.22, se considerarmos m(n) como sendo a sequéncia de
indices k,, para os quais A} € ]My, +¢,,00), entdo U,, definida na equacao (3.47), é igual
a W3, E uma vez que m(n) = o(n) e

max { M AL €My +6,,00)} =@, quando n — oo,
IKKN

o Lema 3.22 mostra que a sequéncia (W?3),>o satisfaz um LDP com fungao taxa Gz(x),

para z € R.

De forma andloga, considerando m(n) como sendo a sequéncia de indices k,,
satisfazendo A} € (—00,myy — |, entdo U,, definida na equacdo (3.47), ¢ igual & —W2.
Dado que —a > 0, temos pelo Lema 3.22 que a sequéncia (—W?),,~, satisfaz um LDP com
funcao taxa G_,(x), para x € R. Deste fato, ¢ evidente pelo Principio da Contracao que a

sequéncia (W?),,>, satisfaz um LDP com fungao taxa G_,(—x), para z € R.

Passo 4: Observe inicialmente que as varidveis aleatérias W! W2 e W3 sdo independentes,
para todo n > 2, pois os intervalos (—o0, msy — Sul, [Mfg — Sny Myg + n] € [Myy + 65, 00)

sao disjuntos e as varidveis Z7, ..., Z) sao independentes entre si.

Seguindo um raciocinio semelhante ao do Passo 2, podemos mostrar que a soma
das sequéncias (W!),52, (W2),22 € (W3),22, que resulta em (W, (f))n>2, satisfaz um LDP
com funcao taxa dada por J = Ky, © G_, ¢ Gy, isto é, a sequéncia (W,,(f))n>2 satisfaz
um LDP com funcao taxa

J(@)= i {Kpy(n) + Gal—10) + Galus) } (3.65)

Y1+y2+ys=x

para = € R. Por fim, a expressao apresentada em (3.34) segue da expressao (3.65).
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Da demonstragao do Teorema 3.19, podemos deduzir o seguinte corolario.

Corolario 3.24. (a) Se fg > 0 q.t.p. (respectivamente fg < 0 ¢.t.p.) entdo a sequéncia
(Wh(f))ns2 satisfaz um LDP com fungio taxza J(-), dada pela expressao (3.34), se, e
somente se, a sequéncia (Gn(f,g))nen (respectivamente (a,(f,g))nen), tem apenas

um unico ponto de acumulacdo.

(b) Do contrdrio, a sequéncia (W, (f))ns2 satisfaz um LDP com fungdo taza J(-) se, e
somente se, A(f,g) é um conjunto unitdario (um conjunto que contém apenas um

elemento).

Observagao 3.25: No caso particular em que f(-) é uma funcdo positiva e ||fg|| =
| f1lool 9]0, ent@o WV, (f))n>2 satisfaz um LDP com funcao taxa Kyy(-), dada na expressao
(3.33). Por exemplo, quando f(-) é a funcao constante f = 1, entdao T,,(f) = I,,. Como
consequéncia da expressao (3.15), temos que W, (1) = ~ >3 X7, para todo n € N.
Assim, a sequéncia {+ >} X?},en satisfaz um LDP com fungio taxa Ky(-), onde g(x) =
(1+ 62 —260cos(x))~!. Bryc e Smolenski (1993, p. 282) apresentam uma forma explicita

para K (-), dada por

1 2x 1 1
——1lo + - (6 4+1)x — =V40222+1, sexz >0,
2 % (1 VA 1 1‘) 3+ 1)e—3

00, caso contrario.

O Corolario 3.24 (b) pode agora ser utilizado para mostrar que a sequéncia dos
estimadores de Yule-Walker, (6,,)n>2, satisfaz um LDP com funcao taxa S(-), definida
pela expressao (3.6). Mais explicitamente, podemos mostrar que o conjunto A(f, g) é um

conjunto unitério (a, @) tal que

B 1 1 1
a,ac {2/\172)\2;2)\3}7 (3.66)
onde
(1+9)2 (1—9)2
A =—20(1—-46 Ag=——"_ J3g=-—"" )
V=200, N == Ny = (3.67)

f(z) =cos(z) —c e g(z)=(1+6*—20cos(x)) ",
parac€ (—1,1) ex € T.

Como consequéncia, a sequéncias de estimadores (gn)@g satisfaz um LDP com
fungao taxa dada pela expressao (3.34). E ap6s uma série de calculos e andlise de casos,
podemos chegar a expressao (3.6). A mesma técnica funciona para os estimadores de
minimos quadrados, no entanto, o Teorema 3.19 e Corolario 3.24 devem ser estendidos
para o caso em que T, (f) é substituida por uma matriz hermitiana M, especifica. Tendo

em vista tamanha semelhanca nos métodos para se chegar a funcdo taxa, vamos nos
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ocupar daqui em diante apenas com os detalhes para mostrar que a fungdo R(-), dada na

expressao (3.7), é de fato uma fungao taxa para a sequéncia dos estimadores de minimos

quadrados (0,,),>2-

3.3 LDP Para o Estimador de Minimos Quadrados

Pretendemos calcular a probabilidade de P (én > c), onde 0, é dado na expressao

(3.4) e c € (—1,1). Pela expressao de 6, temos que
P (0, > c) =P (Zy(c) 2 0),

onde Z,(c) é a estatistica definida por
1 n n—1
Zn(c) = — <Z X X1 — CZ X,f) , paran > 2. (3.68)
v \p=2 k=1

Logo, as propriedades de grandes desvios da sequéncia de estimadores (én)n>2, estao

relacionadas com as propriedades de grandes desvios da sequéncia de estatisticas (Z,(c))n2-

Da mesma forma que procedemos com a estatistica W, (f), existe ainda uma

maneira equivalente de escrever Z,(c) como um produto matricial, nomeadamente,

1
Zn(c) = EXZ M,X,, paran >2, (3.69)

onde X,, = (X1, Xy, ..., X,) e M,, é a matriz quadrada tri-diagonal de ordem n dada por

—2c 1 0
1 —2¢
Mn:; coieee oo oo |, paran =2 (3.70)
—2c
0 1 0

A matriz M,, tem componentes idénticas as da matriz T,,(f), apresentada na Secao
3.2, com excecao do elemento na linha n e coluna n (em M, é nulo e em 7),(f) é igual
—c). Embora as matrizes M,, e T,,(f) sejam bastante semelhantes, o Teorema 3.19 ¢ o
Corolario 3.24 nao sao suficientes para mostrar que a sequéncia (Z,(c))n>2 satisfaz um
LDP. Podemos estender estes dois resultados para o caso da presenca de uma matriz
simétrica real M,, de ordem n, para n > 2, através da seguinte proposi¢ao (ver proposigao
3 de Bercu et al., 1997).

Proposicao 3.26. Seja M, uma matriz simétrica real de ordem n. Denote por A}, ..., \!

os autovalores da matriz T/?(g) M, T/?(g) e considere a,, e, o menor e o maior destes
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autovalores, respectivamente. Assuma que (G, )nen € (@n)nen SG0 duas sequéncias limitadas

e a medida que n — oo, temos
1 n
ftn ==Y 0 = Py (3.71)
[}

para alguma fun¢io mensurdvel f(-) definida em T, tal que fg € L*°(T). Entao, o Teorema
3.19 e o Coroldrio 3.24 valem se W, (f) for substituido por Z,(c), a estatistica definida
pela equagdo (3.69).

Demonstracio. A Proposicao 3.26 pode ser demonstrada de maneira analoga ao Teorema
3.19, colocando no lugar da matriz T,,(f) a matriz tri-diagonal M,,. A dnica observagao
que fazemos é que, a convergéncia fraca de p,, para Py, que foi obtida no Lema 3.21, ja é

satisfeita por hipotese. [

3.3.1 Decomposicdo Linear da Estatistica Z,(c)
Para mostrar o Teorema 3.5, vamos novamente fazer uso das fungoes
f(t)=cos(t) —c e g(t)=(1+6*+20cos(t))™ ",
parat € Tece (—1,1).

Sem perda de generalidade, sejam A} < ... < A7 os autovalores ordenados da

matriz M, T,(g). E simples mostrar que X7, ..., A" sio também os autovalores da matriz
TY?(g) M, TY?*(g) (ver Lema B.7 (a)). Seja Ly, (A, Z,(c)) = L1ogE (exp[nAZ,(c)]) a funcdo

geradora de cumulantes normalizada da estatistica Z,(c). Pela Observagao 3.14, podemos

reescrever Z,(c) como

1 n
Z(0) = S N7} (3.72)
=1
onde Z7, ..., Z" sdo varidveis aleatérias i.i.d. com distribui¢do 3.

Tendo em vista a decomposigao apresentada na equagao (3.72), podemos deduzir
com o uso do Lema B.7 (b) que, a funcao geradora de cumulantes normalizada da estatistica
Zn(c) é dada pela expressao

1 _ 1 " 1o 1_2)\)\71’ Se)\GAn
Ln(\, Zy(c)) = - log E (en/\Zn(c)) I > oroq log ( n)

400, caso contrario,

onde
1
A, ={X € R: max(AA\],A\) < 5},
ou equivalentemente,

—Llogdet(I, — 2\M,,T,, , se I, — 2AM,T,(g) é positiva definida,
Lo\ Zu(e)) = 2198 ( (9)) (9) ép

400, caso contrario.

(3.73)
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Observagao 3.27: Aqui estamos convencionando que log(z) = —oo, se z < 0, 0 que
explica o fato de exigirmos que I,, — 2AM,,T,,(g) seja positiva definida na equacao (3.73),
pois assim, os autovalores desta matriz, nomeadamente 1 — 2A\}}, serao todos positivos,

de tal modo que a equacao (3.73) faga sentido.
Se definirmos

1 n
Mp = — Z (5)\2, (374)
Ly
concluimos que, para qualquer A € A,,,
1
L\, Zal0) = = / log(1 — 2\2) i (d). (3.75)
R
Assim, o seguinte lema é til para estabelecer conexao com a Proposicao 3.26.

Lema 3.28. Seja (py)nen uma sequéncia de medidas de probabilidade em R cujos suportes
estao contidos em um conjunto compacto fizrado. Para uma medida de probabilidade 1 com

suporte compacto, assumimos que existe v > 0 tal que

n—oo

lim / log(1 — 2A\x)uy, (dx) = / log(1 — 2A\z)u(dz), para [N < v. (3.76)
R R

Entdo, (fin)nen converge fracamente para .

Demonstragio. Assim como referenciam Bercu et al. (1997), a demonstracao deste lema

segue as mesmas linhas da prova apresentada por Grenander e Szego (1958, p. 63). [

Com uma simples multiplicagdo entre matrizes, podemos verificar que a inversa de

T,(g) é dada pela matriz tri-diagonal

1 —0 0
-0 146> —6
T;l(g): |, sen >3, (3.77)
0 - —0 1+6* —0
0 0 —0 1

1 -6

01 ), para n = 2 e T7'(g)=1-6% paran=1.

Defina D,, = (I, — 2AM, T,,(¢))T;*(g) = T, (g) — 2AM,,, para n > 2. A forma

n

explicita para D,, é dada por

14 2cA —0— A 0 r qg 0
—0— X 1+6%+2cA —0— A qg p q

D, = - ,
—0— A 1+6%+2cA —60— )\ g D

0 —6—\ 1 e 0 g 1
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ondep=1+60*+2c\, g=—-0—-Ner=p— 062

Observe que esta matriz é tri-diagonal, o que se comparada com a matriz I, —
2AM,,T,,(g), apresenta maior simplicidade computacional no instante em que investigamos
suas propriedades. Conforme mostramos no Lema B.10, a matriz I,, —2AM,,T,,(g) ¢é positiva

definida no caso em que D,, também o for. Assim, surge o Lema 3.29.

Lema 3.29. Para n suficientemente grande, a matriz tri-diagonal D,, é positiva definida
apenas no dominio D = D; U Dy U Ds, onde Dy = {0* < p < 20 e ¢* < 0*(p — 0*)},
Dy={20<p<2ep>2ql} eDs={p=2eq*<p—1}.

Demonstracio. A matriz D, ¢é tri-diagonal, logo, é simples de ser escalonada. Assim,
podemos usar o fato de que uma matriz é positiva definida se, e somente se, seus pivos sao
todos positivos (vide se¢ao 17.G de Lima, 2014).

Para cada k =1, ...,n, considere o menor principal de ordem k da matriz D,, como
sendo o determinante da submatriz principal D,’j = (dij)1<1, j<k- O critério de Sylvester
(teorema 19.10 de Lima, 2014) permite concluir que a matriz D,, é positiva definida se, e

somente se, os seus menores principais sao todos positivos.

Dado que d;; = r, podemos inferir do critério de Sylvester que D, é positiva
definida se, e somente se, 7 = p — 6% é uma constante positiva. Desta forma, podemos nos

concentrar apenas nos valores de \ para os quais p > 6%

Escalonando a matriz D,,, obtemos a matriz triangular superior n x n,

r q 0 0
0 F(r) q 0
E, — 2(r) - a : (3.78)

onde F : (0,00) — R é a transformada definida por

q
F(T):p—7,

para r > 0, Fy(-) é a k-ésima iterada de F(-), para 2 < k < n — 1, e cujos elementos na
diagonal de F,, sao os pivos da matriz D,,. Desta forma, basta averiguarmos para quais
valores de p, ¢ e r, a transformada Fj(r) é positiva, para todo 2 < k < n— 1. Este resultado

estd demonstrado no lema 9.4.1 de Jensen (1995) e dele podemos inferir que a matriz D,
é definida positiva apenas em D = D; U Dy U Dj, vide Jensen (1995, p. 274). ]

Como consequéncia deste lema, podemos estabelecer o seguinte lema, cujo resultado
fornece uma forma mais pratica para a funcao geradora de cumulantes normalizada da
estatistica Z,(c).



3.8. LDP Para o Estimador de Minimos Quadrados 57

Lema 3.30. Considere D = Dy U Dy U D3 o dominio determinado pelo Lema 3.29. Para
p > 2ld|, defina

_ptVP -4 PP A
p= 5 e T = : (3.79)

2

Entao, para n suficientemente grande, obtemos

La(\, Za(e)) = 5 logl(1 = ) (p = )] — 5 logllr = 1)(1 = 1) = (r = p)(1 = p)r" ),
(3.80)

se €D e L,(\ Z,(c)) = +00, caso contrdrio.

Demonstra¢io. Comegamos observando que, para A € D, temos sempre que p > 2|q|, o
que indica que p e T sao nimeros reais (p > 2|g| = p? — 4¢*> > 0). De fato, se A € D, entdo
pode pertencer a qualquer um dos conjuntos Dy, D ou D3. Analisamos a seguir cada um

dos casos.

Caso 1: Se )\ € Dy, entdo por definicio do conjunto D;, temos que 6?(p — 6%) > ¢*. Dessa

inequagdo, da monotonia da fungdo h(z) = /z e de

2 2

(p—92> >0=2 —pe2iet>o0

2 1
P p?

:»221992—94:32292(1?—92»(12,
Segueque
2
p p
q2<Z:‘!q|<§=‘2!q|<p.

Caso 2: Se A € Dy, o resultado parte da prépria definicao do conjunto Ds.

Caso 3: Se )\ € Ds, temos pela definicdo do conjunto Dy que ¢*> < p — 1. Basta entdo

fixarmos 6 = 1, para que a prova siga as mesmas linhas do caso A € D;.

Denote por H,, o determinante da matriz quadrada de ordem n

p q O
qg P q
(3.81)
q p
0 g 1

nxn

Provamos no Lema B.11 que H,, tem a forma fechada

g, = L= =1
p—T
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onde p e 7 s@o as constantes da expressao (3.79). Assim, o cdlculo do determinante da

matriz D,, se torna relativamente simples, visto que

det(Dn) = 7’an1 — quan
S € T e LAY el Vil i

p—T o—1
_(r =1 =7)p" 2= (rr = )1 — p)7
p—T
_(pr=pr)(A—7)p 2 = (rr — pr)(1 = p)7"
p—T
_(r=nd- T)P”_; - 57‘ —p)(1 = p)r! s

A partir do que mostramos no Lema B.9, sabemos que o determinante da matriz

n

valor, isto ¢, det[T},(g)] = (1 — 6?)~!. Assim, das expressoes (3.73) e (3.82), obtemos para
A €D que

T 1(g) éigual & 1 — 62, de onde concluimos que o determinante de 7},(g) é o inverso deste

L\ Z0(c)) = —21n log{det[I, — 2AM, T, (g)]} — _21n log{det[ Dy x Ta(g)]}

= _21n log{det(D,,) x det[T,(g9)]}

_ _ n—1 __ _ o n—1
B S Tt Ut ) L B
2n p—T 1 — 62

= - logl(1 = 6)(p — )] — 5 logl(r — 7)1 = )" — (r = p)(1 — p)" ).

Quando A ¢ D, pelos Lemas 3.29 e B.10, a matriz I,, — 2AM,,T,,(g) conterd em
seu espectro pelo menos um autovalor nao-positivo, e desta forma, a partir da expressao
L.\ Z,(c)) = —1/2nlogdet(I,, — 2AM,,T,,(g)), obtemos que L,(\, Z,(c)) = +o0. O

Observacao 3.31: As constantes p e T que aparecem no enunciado do Lema 3.30, sao

rafzes do polinémio ¢(z) = 22 — px + ¢>. E entdo imediato que
p+1T=p e pT:q2.

3.3.2 Demonstracao do Teorema 3.5

A partir da expressao obtida para L, (A, Z,(c)) no Lema 3.30, é simples mostrar

que, quando n — oo, temos

1 /02— 4g2
(p—i— ]?2 q), se A€ D,

1
—5 log(p) = —7 log

400, caso contrario.

lim Ly (A, Zn(c)) = (3.83)
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De fato, observe inicialmente que

n—00 n n—00

= lim — <n2;1> log(p) = —; log(p). (3.84)

n—oo

lim —21 log[(r — 7)(1 — 7)p" '] = lim {—an [log[(r —7)(1—=7)]+ log(pnl)}}

Além disso, pela hipétese de que A € D, é também verdade que 0 < 7/p < 1, o que implica

(G) w0 = am{ - S ()]} -0

Quando tomamos o limite em L, (A, Z,(c)) na expressao (3.80), para n — 00, o termo

que

1/2nlog[(1 — 6%)(p — 7)] desaparece, de onde somando e subtraindo a constante 1/21og(p)
e lembrando que esta constante pode ser expressada através do limite dado em (3.84),

obtemos que

= Jim {5 toglr = (1 = 7" = (= )1 = )]}

_ 1 (r—7)1—=7)p" ' = (r— p)(l — p)rl 1

Bt {‘%log (r— )= )" H g 8)
; 1 (r—p)d—p) (7 1

:JLHSO{_%log [1_W<p> ]}—ng(p)

e = e [ | BT

Observamos agora que a expressao do limite de L, (A, Z,(c)) em (3.83), para A € D,
¢é exatamente igual a funcao L(fg,\). Para provar isso, vamos usar o fato de que (ver
equacao (4.224)(9) de Gradshteyn e Ryzhik, 1965)

i a2 — b2
/ log(a + beos(t)) dt = 7log (a—i—;z) , sea>=|b>0. (3.85)
0
Pela equacao (3.32) temos
1
=—— [ log|1—2A t) — dt
Lif9,: ) / ©8 (cos(t) —¢) <1 + 62 — 20 cos(t))]
g 1 + 6% — 20 cos(t) — 2 cos(t) + 2\c gt
47r T | 1+ 62 — 26 cos(t)
1 [ p+2qcos(t)
=—— 11 dt
A Jr % | 14 6% — 20 cos(t)
1
=—— [log[p + 2q cos(t)] — log[1 + 6% — 20 cos(t)]} dt
47 JT

__ 1 1 ,
— — [ oglp + 2gcos(t)] dt + -~ [ log[1 + 0% — 20 cos(t)] dt.
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Como ja observamos na demonstragao do Lema 3.30, temos sempre p > 2|q| = |2¢|, desde

que X € D. Além disso, também vale que 1 + 6% > | — 26|, pois

14+204+02=(1+0)>
(1+9) S 1467 > max{20, —20}. (3.86)
>

1—20+60%=(1-20)*

Assim, de (3.85) e da paridade da fungao log[p + 2q cos(t)], obtemos que

1 e
_E/Tlog[anchos(t)] dt = —%/0 log[p + 2q cos(t)] dt

lwlog <p+ Vp; _4‘12)] . —;log(p).

Analogamente,
1 ) - 1 T 2
o /11‘ log[1 + 6% — 20 cos(t)] dt = 5 /0 log[1 + 6% — 20 cos(t)] dt

1 [ﬂog (1 + 6%+ /(1 +62)2 —402>]

2 2
_11 14624+ /14202 + 94 — 402
— 5% 2
1, 14+ 6%+ /(1 —62)
— 5% 2
_}10 14+6%24+1—-62 _110 (2)_0
— 0% 2 —2%\g) 7Y

Combinando o resultado destas duas tltimas expressoes, mostramos que
L(fg.A) = lim La(A, Zu(c) = —1/2log(p), se A € D, (3.87)
bt/

onde p = 3

Assim, como lim,, . L, (X, Z,(c)) = L(fg, \), para A € D, notamos que,
1 1
Jim. —§/Rlog(1 = 2Xx)pp(dx) = lim Ly (X, Zy(c)) = —E/Tlog(l — 2A(fg)(t))dt
1
= -2 /R log(1 — 2A\z) Py, (dz),
o que pelo Lema 3.28, é suficiente para concluirmos que
Mn::)}?y
Usando a notacao introduzida no inicio da Subsecao 3.2.3, podemos inferir que é
unitario o conjunto A(f, g), dos pontos de acumulagao de sequéncias da forma (a,,a,),

onde a,, e @, sdo respectivamente, o menor e o maior dos n autovalores da matriz M, T, (g).

Como consequéncia da Proposi¢ao 3.26, concluimos que a estatistica Z,(c) dada por

1 1 n n—1
k=2 k=1
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satisfaz um principio de grandes desvios com func¢ao taxa

Ky(2), se x € (x1,23),

1
J(z) = { Kpglw1) + %(x —x1), sex € (—o0,x1], (3.88)
) a
ﬁ@ — x9) + Kpy(x2), sex € [r2,+00)

onde x; e x5 sao dados respectivamente por

1
L’(fg,), sea<0ea<mygg,

—00, caso contrario;

1
L’(fg,2a>, sea>0ea> My,

—00, caso contrario.

To =

Para mostrar que coincidem as fungoes taxa R(:) e J(+), dadas respectivamente
pelas expressoes (3.7) e (3.88), devemos analisar o comportamento dos autovalores de
M, T,(g). Para isso, é necessario um estudo minucioso do conjunto D, dado no Lema 3.29,
com relagao a varidavel \. Quando A = 0, a fungao L, (X, Z,(c)) é identicamente nula, sendo
um caso de menor interesse e podemos descarta-lo. Considere A # 0. Analisamos a seguir
os casos em que A esta em Dy, Dy ou Dj.

Caso 1: Se A € D; = {0* < p < 20% e ¢*> < 6*(p — 6%)}, entdo, lembrando que p =
1+ 6%+ 2ch e qg=—0— )\, obtemos

P <0(p—02) = (0+N)2 <01+ 6%+ 2c)\ — 6%)
= 02 + 20\ + \? < 67 + 2c00% = A\ + 20 — 2c¢0%) < 0

= A< —=20(1 —0c) ou A > —20(1 — 0c) (conforme o sinal de A).
(3.89)

Caso 2: Se A € Dy, = {20? < p < 2ep > 2|q|}, entdo temos dois casos para averiguar.
Note que

p>2lg = —p<2q<p=>—(1+6*+2c)\) <2(—0—)\) < 1+6%+ 2\
= —1—60%—2ch < =20 — 2\ < 1+ 6% + 2c). (3.90)

Da desigualdade & esquerda em (3.90) e lembrando que ¢ € (—1, 1), segue que

1—0)?
20+ 20 <1+ 6% +2ch = —(1 —20+6?) < 2(c — 1)\ = é(1 )) <A\ (3.91)
—c
Ja da desigualdade a direita em (3.90), segue que
2 2 (1+6)°
=20 —2A <146 +2ch = —(14+0)° <2(c+ 1A= — < A (3.92)

2(1+¢)
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Caso 3: Se A € D3 = {p > 2 e ¢*> < p— 1}, entdo analogamente ao Caso 1 obtemos
F<p—1=0+N<1+6+2cA—1

=02+ 200+ N <0 +2eA =20+ )\ <2c= )< 2(c—0). (3.93)

A partir desta analise de casos, vamos denotar por i, A, A3 e A4 os limites para
A, encontrados nas expressoes (3.89), (3.91), (3.92) e (3.93), onde

A =—=20(1—0c) e Xy=2(c—0), (3.94)
 (1+0) (1-0)
N="301g ¢ M=31=o (3.95)

Assim, o conjunto A(f, g) é unitario da forma (a, @), onde

1 1 1 1
ged ~ > -1 3.96
a’a€{2/\1’2>\2’2)\3’2/\4} (3.96)

Estes valores devem ser comparados com os de

1 1
M — — . 3.97

Mo fg€{2A3’2>\4} (3.97)
A classificagdo acima depende da localizagdo do ponto ¢. A func¢ao produto fg(-) é dada

por

B cos(z) — ¢
1462 —20cos(x)’

fg(z) sexeTece (—1,1). (3.98)

Derivando com relagao a z, obtemos que fg(-) é constante, se, e somente se, para todo
reT,

d [—sin(z)][1 + 6% — 20 cos(x)] — [cos(z) — c][20 sin(z)]
Ozf[fg(g;)]: 2 2
dx [1+ 6% — 20 cos(x)]
: 9 2 1+ 6
& 0 =sin(x)[1+6° — 20 cos(z) + 20 cos(x) —20c] < 0 =1+ 0" —20c < c = 5
Portanto, se ¢y = (1 + 6?)/(26), entdao temos
1 1+c 1 1—c
me:T)g:_(l—i-@)Q ]\4ch:2—/\4:(1_9)27 se ¢ > ¢ (3.99)
e
1 1-c 1 1+c
e M, = — =— : 3.100
Mg 2)\4 (1_9)2 fg 2)\3 (1+9)27 se ¢ < ¢y ( )
De acordo com Bercu et al. (2000, p. 18), a fungao Ky,(-) pode ser calculada através
de

Kyg(c) = =L(fg,Ac) = ;bg(p% (3.101)
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onde p é a constante definida em 3.79 e A, é definida por

01+ — (1467
A = . . (3.102)

Considere p = 14+ 6% +2c)\ e ¢ = —0 — X como funcoes de A. Vamos usar a notacao

p(A) e g(A) para denotar tais fungbes. Assim, p também é fungao de A com expressao

3 = PN + /P2(\) — 4% (V)
5 .

p( (3.103)
Calculando p(\) em A., obtemos que
2 2 2\ _ 2
pO) = 1462+ 2A, = (14 6°)(c 1)+220[8(11+c ) — (14 6%)]
2 _
C(14+0%)(P = 1) +2e0(1 + %) — 2¢*(1 + 6?)
N 2 —1
(4= +20(1+ ) 201+ F) — (1+6)(c*+1)
N -1 B -1
1+ ¢2)(2c0 — 1 — 62
_1+)CH ) (3.104)

c2—1

Para ¢*(\.), analogamente concluimos que

200 = <9+ 0(1+ ) —c(1+92)>2 _ (0(8 — 1) +0(1+c) —c(1+92)>2

2_ 1 2 —1
_(2C0—c0+ 0\ (Rl 1 =67\ RO -1
C2_1 02_1 (62_1)2

Logo,

14 e2)2(2¢0 — 1 — 6%)? — 4¢2(2¢0 — 1 — 62)?
P — 42 (n) = T — )

(2 —1)2
_ (a4 2¢% + ¢t —4c?)(2¢0 — 1 — 6%)? _ (- c?)? (20 — 1 — 6272
(c2—1)2 (c2—1)2
= (2c¢0 — 1 —6%)% (3.106)
Tirando a raiz, vemos que
VPR — 42(\e) = [2¢0 — 1 — 67, (3.107)

Chegamos entao na expressao

_ pAe) + VPR = 42(N) (14 2)(2¢0 — 1 — 62) + [2¢0 — 1 — 62|(c2 — 1)
2

plre) - 2(c2—1)
2(1+ 6% —20
1+ 5 C), se ¢ > 1532
= 1—c (3.108)
W, se c < 20 -

Juntando todos estes argumentos que acabamos de exibir com mais alguns calculos
extensivos, é possivel mostrar que a expressao (3.88) gera a funcao taxa R(-), definida na

expressao (3.7), terminando assim, a prova do Teorema 3.5.
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3.4 Comparacao Entre os Estimadores

No inicio da Secao 3.2, mostramos que os estimadores de Yule-Walker e de minimos
quadrados do processo AR(1) Gaussiano, definido pela equagio (3.1), sdo ambos limitados
por 1. Outra propriedade importante que nao devemos esquecer de mencionar é que,
dada uma amostra aleatéria Xy, ..., X, do processo (X, ),en, 0 estimador de Yule-Walker
do parametro 6 é sempre majorado pelo estimador de minimos quadrados deste mesmo

parametro, isto é,

A

Z’Z:l Xk2

il =\

‘222 X Xk1
Yhol X7

para todo n > 2.

Com relagao as propriedades de grandes desvios dos dois estimadores, quando 6 = 0,
as fungoes R(-) e S(-), apresentadas respectivamente nos Teoremas 3.5 e 3.4, assumem as

seguintes formas

1 1
V2 V2
—log (1 —c2)’ se c € [—%, %],

log |2¢|, caso contrario.

1 1
—log (), se ce (—1,1),

400, caso contrario.

Quando 0 = 0, as fungoes taxa R(-) e S(-) sdo ambas simétricas em torno de ¢ = 0.
O gréfico destas duas fungoes é apresentado de forma simultanea na Figura 3.1 e a partir
desta mesma figura, fica evidente que o comportamento do estimador de Yule-Walker
¢ melhor do que o do estimador de minimos quadrados, levando em consideracao as

propriedades de grandes desvios destes estimadores e a estimacao do pardmetro 6.

Para demais valores de 6 compreendidos entre —1 e 1, ndo possuimos simetria
com relagao ao parametro c. Todavia, outra propriedade interessante pode ser observada
no grafico destas fungoes. A Figura 3.2 mostra o grafico das fungoes taxa R(-) e S(-),
definidas respectivamente pelas equagoes (3.6) e (3.7), para valores de § compreendidos
no conjunto {—0.7,—0.5,—-0.3,0.3,0.5,0.7}. Assim como na Figura 3.1, as fung¢des R(-)
e S(-) sao apresentadas em vermelho e azul, respectivamente, e onde estas coincidem,
encontram-se delineadas na cor preta. As duas linhas verticais interiores representam os

pontos a e b dados pela expressao (3.8), ambos dependendo de 6.

Podemos observar um comportamento “espelhado” de tais fungdes com relagao aos
parametros 6 e c. Este comportamento ¢ decorrente da paridade das fungoes R(-) e S()

com relagdo ao parametro §. Com esta paridade queremos dizer que, dado 6y € (—1,1),
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a fungao S(-) com relagao ao pardmetro 6y, tem sinal contrario ao da funcao S(-) com

relacdo ao parametro simétrico —6,. Mais explicitamente, sejam

1 1+ 92 — 2900
S (6) = ilog (10_02 , sece(—1,1),
,(c) =
400, caso contrario.
e
1 1+ 62 + 20yc
5o (c) = ilog (10—02 , sece(—1,1),
_p,(C) =

+00,

caso contrario.

Entéao, podemos verificar trivialmente que Sy, (c) = S_g,(—c), para todo ¢ € R. Este fato

justifica o comportamento “espelhado” do grafico de S(-) que observamos na Figura 3.2.

A mesma propriedade pode ser constatada para a funcao taxa R(-).

=
ol
&=
o
=
-~
bk | -~
= o
F

B P

ot
[-=]
(=1
Li=]
=1
=t
(=1

-—- R()
o —— 5{c)
2 — Ric) = S(g)
< =
=] T

1.5

Figura 3.1 — Gréfico das fungoes taxa R(-) e S(-) para 6 = 0.

2.0
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3.5 Principio Forte de Grandes Desvios e o Processo

AR(1) com Inovagoes Gaussianas

Estabelecendo relagao com o assunto dissertado na Subsegao 2.2.5, é ainda possivel
estender o resultado encontrado no Teorema 3.4 para o principio forte de grandes desvios.

Bercu et al. (2000, p. 16-18) provam o seguinte resultado.

Teorema 3.32. Considere o processo (X, )nen definido pela equagio (3.1) e assuma que

X1 ¢ independente de (£,)n>2, com X1 ~ N(0, (1 —62)71). Considere também (6,)n>2, a
sequéncia dos estimadores de Yule- Walker do parametro 6, para 0, definido como em (3.3).
Defina para |c| < 1,

(Oc—1)(0 —¢) 5 1—c?

p— _ . 3.109
1—¢2 ¢ 9% (1462 —20c)? ( )

Entao existe uma sequéncia (dey)ren tal que, para todo inteiro p > 0 e n suficientemente

grande, temos

~ _exp(—nS(c)) P deg
P(0n>C) —WJ(C) 1+k§1 nk +O(np+1> s para1>c>9, (3110)

enquanto que

~ —exp(—nS(c)) P d.
P(Qngc): o dan J(c) 1+;nk+0<n1’“) , para —1<c<@,
(3.111)
onde S(+) é a fungdo taxa definida pela expressao (3.6) e
1—62)(1+6%—20c)(1 — )2\
J(c) = <( ) (Gc— 1)1 i ) ) : (3.112)

Em suma, o que o Teorema 3.32 mostra é que a sequéncia de estimadores de
Yule-Walker, (§n>n>2, do pardmetro 6 dado na equagao (3.1), satisfaz um SLDP de ordem
p € N. As expressoes (3.110) e (3.111) fornecem aproximagoes extremamente mais precisas
para a cauda do estimador gn, do que as obtidas através do principio de grandes desvios,

fornecidas pelo Teorema 3.4.

Ao leitor interessado na prova do Teorema 3.32 e em mais resultados relacionados

ao principio forte de grandes, aconselhamos a consulta de Bercu et al. (2000).
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4 Processos AR(1) com Inovagoes

a-Estaveis

Neste capitulo vamos generalizar o processo autorregressivo definido na equacgao
(3.1), para o caso em que as inovagoes (&,),>2 pertencem a classe das distribuigdes a-
estaveis. Estamos interessados em determinar um principio de grandes desvios para os

estimadores de Yule-Walker e de minimos quadrados do pardmetro 6 deste processo.

Como ja citamos na Introducao deste trabalho, até onde temos conhecimento,
nenhum LDP foi providenciado para qualquer um dos dois estimadores, tanto para o
estimador de Yule-Walker, quanto para o de minimos quadrados, no contexto do processo
autorregressivo com inovagoes a-estaveis. A ideia é tentar adaptar o estudo realizado por
Bercu et al. (1997) para esta situagdo mais geral, visto que o processo Gaussiano resulta
em um caso particular do processo a-estavel. Podemos antecipar nossa conclusoes e afirmar
que a teoria proposta por Bercu et al. (1997) ndo pode ser adaptada com tanta facilidade,
visto que para a € (0,2), as distribuigdes a-estaveis ndo possuem momentos de segunda
ordem finitos (vide Propriedade 4.5 (d) abaixo).

Iniciamos este capitulo com um pequeno estudo sobre as distribuicoes a-estaveis,
que ¢ uma classe de distribui¢oes bastante geral e nao costumam ser estudadas em cursos
basicos de Probabilidade ou Estatistica. Citamos com frequéncia Samorodnitsky e Taqqu
(2000), que fornecem uma discussao bastante abrangente e atualizada sobre o assunto
em pauta. Para o leitor interessado em referéncias classicas sobre distribuigdes a-estaveis,
referenciamos Gnedenko et al. (1954), Feller (1970) e Sato (1999).

4.1 Distribuicoes a-Estaveis

Seja X uma variavel aleatoéria seguindo uma distribuicao normal com média p e
I L i . d :
varidncia o2, isto é, X ~ N (u,0?). Sejam X e X, varidveis i.i.d., com X; = X,i = 1,2.

Uma vez que X tem distribuicdo normal, sua func¢ao caracteristica é definida por
. o?t?
¢x(t) = exp ity — o (-

A partir das propriedades da funcdo caracteristica e da independéncia das varidveis

Xi e X, temos para ¢ = Va2 +b% ed=pla+b—va®+1?),
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‘ ‘ 2,242
pexya(t) = e px(ct) = " exp {iCtM -2

2
_ ei(a+b—*/a2+b2)tu exp {Z (\/m) b — o2 (a2 + b2> tZ}
2
2002 + h2)¢2
:exp{i(a+b—\/a2+b2—l—\/a2+b2)tu—U (a ;r ) }
2002 4+ h2)¢2
:exp{z’(a+b)tu— a(a;—)}
o2a’t? o2b?t?
= exp s tatp — exp 4 bty —
2 2
= px(at)px (bt) = pax, (1) Pox, (1) = Paxi+bx, (D). (4.1)

Pela unicidade da funcao caracteristica de uma varidvel aleatéria, podemos inferir

da equagao (4.1) que
aXy +bXy £ cX +d. (4.2)

Baseado na propriedade da distribuicao normal acima demonstrada, a extensao as
demais variaveis aleatérias pode ser realizada através da seguinte defini¢ao, adotada por
Samorodnitsky e Taqqu (2000, p. 2-3).

Definicao 4.1. Uma varidvel aleatoria X é estdvel se, para X, e X5 copias independentes
de X e para quaisquer a e b reais positivos, (4.2) é satisfeita para determinados ¢ e d, onde
¢ é real positivo e d é um ntmero real qualquer. Além disso, uma variavel aleatéria X é
estritamente estdvel se cumpre (4.2) para d = 0. Finalmente, a varidvel aleatéria X é dita
simetricamente estdvel se for estavel e, ao mesmo tempo, simetricamente distribuida em

torno de 0, o que denotamos por X 4 _X.

Podemos provar que, para qualquer variavel aleatoria estavel X, existe um tnico

nimero « € (0, 2], tal que o terno a, b e ¢ em (4.2) satisfaz
c® =a”+ b

A prova deste resultado pode ser encontrada em Feller (1970, p. 170-171). De acordo com
Samorodnitsky e Taqqu (2000, p. 3), o nimero « é chamado de indice de estabilidade ou

exponente caracteristico e uma variavel aleatoria X com tal indice é chamada de a-estdvel.

4.1.1 Definicoes Equivalentes de Estabilidade

A Definicao 4.1 nao ¢é a tnica maneira de caracterizar a classe das distribuigoes
a-estaveis. Apresentamos em seguida duas defini¢bes equivalentes que descrevem bem
estas distribuicoes, o que dependendo do contexto estudado, costumam ser mais versateis

do que aquela apresentada na Definicao 4.1.
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Defini¢ao 4.2. Uma varidvel aleatéria X nao-degenerada (veja a observacao a seguir) é

estdvel se, para todo n > 1, existem constantes ¢, > 0 e d,, € R de modo que

. e d 4 o
onde X, ..., X, sdo variaveis i.i.d. com X; = X,i =1,...,n. De maneira similar ao caso

n = 2, dizemos que X ¢é estritamente estavel se d,, = 0, para todo n > 1.

Observagao 4.3: De acordo com Rohatgi e Saleh (2000, p. 49), dizemos que uma variavel
aleatoria X é degenerada em ¢ € R se P(X = ¢) = 1. Um exemplo cldssico de tal varidvel é
aquela que indica a face observada num lancamento de uma moeda com faces duplicadas,
isto é, uma moeda com duas caras ou duas coroas. Em ambos os casos, a probabilidade de
sair respectivamente, cara ou coroa, ¢ sempre igual a 1. Uma variavel aleatoria deste tipo,
apesar de ser sempre estavel, nao agrega em muito os nossos estudos, sendo que por este

motivo vamos desconsidera-las de nosso escopo.

E também possivel definir varidveis a-estéveis através de sua funcio caracteristica.
Denotando por px(t) = E (exp{itX}), a seguinte definigdo revela uma férmula fechada

para a funcao caracteristica de uma variavel aleatéria X, cuja distribuicao é a-estavel.

Definicao 4.4. Dizemos que uma variavel aleatoria X é a-estdvel se existirem pardmetros
O0<a<2,0>0,-1<8<1epeR, tais que sua fungao caracteristica, denotada por

vx(+), é da forma

exp{—o®|t|*[l —if(sign (t)) tan 5| +iut}, o # 1,

px(t) = E (exp{itX}) = o , (4.4)
exp{—olt|[l +iB=(sign (t)) log|t[]] +iut}, a=1,
onde sign(-) representa a fungao sinal, definida por
-1, t<0,
sign (t) =40, t=0, (4.5)
1, t>0.

Com excecao do parametro o, temos que «, 8 e u na definicdo acima, determinam
de forma tnica a distribui¢do da varidvel aleatéria X (observe que o é uma excegao a
regra porque, exemplificando para o caso o = 2, se definirmos como o1 =1 e g9 = —1,
ambos parametros determinam a mesma distribui¢do, dado que o7 = ¢2). Tais parametros
tem nomes especificos, a serd chamado o indice de estabilidade, o o parametro de escala, 3
é o parametro de simetria e por fim, u é chamado de parametro de locag¢do. Empregaremos
a notagao X ~ S, (o, 5, 1) para designar uma variavel a-estavel que é caracterizada por
estes quatro pardmetros. Também encontramos com frequéncia na literatura (por exemplo

em Samorodnitsky e Taqqu, 2000), a notagao Sa.S, utilizada para denotar distribui¢oes
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a-estaveis simétricas, o que de acordo com a Propriedade 4.5(c), ocorre se, e somente se,
Vamos agora apresentar algumas das propriedades mais relevantes das distribui-

coes a-estaveis. Estas e outras propriedades mais, em conjunto com suas respectivas

demonstragoes, podem ser encontradas, por exemplo, em Samorodnitsky e Taqqu (2000).

Propriedade 4.5. (Propriedades das a-estaveis). Sejam X; e X, duas varidveis ale-
atérias independentes a-estaveis, seguindo respectivamente, as distribuicoes S, (071, 51, 1)

e Su(09, B2, p2). Entao temos as seguintes propriedades:

(a) A varidvel aleatéria Y = X + Xy é a-estavel S, (o, 3, u) com

biof + Baof
o= (00 +o)e, p="L T2 o = s 4.6
(1 2) & o + o8 H= 1 T U2 ( )
(b) Para quaisquer constantes reais nao-nulas a e b, a variavel aleatéria a.X; +b é também
a-estavel com distribuicao

Sa(laloy, sign (a) B, apy + b), se a #£ 1,
aX1 4 b~ (lalo1, sign (a) B, ap1 +b) # (4.7)

Su(lalor,sign () B, g — Za(ln]al)orfy + ), sea =1
(c) X é simétrica se, e somente se, 51 = p; = 0;
(d) Se 0 < a < 2, entdo

E (|X1]P) < oo, para todo 0 < p < a,
(%) < o0 p p ",

E (] X1|P) = o0, para todo p > a.

Explicitamente, a equagao (4.8) afirma que uma varidvel aleatéria que pertence a
classe das distribuigoes a-estaveis, para 0 < a < 2, nao possui segundo momento finito.
Sendo assim, perdemos alguns dos conceitos mais importantes utilizados no estudo de
variaveis aleatérias, como por exemplo, a funcao de autocovaridncia e a fungdo densidade
espectral. Nao obstante, contornamos esta adversidade estendendo a fun¢ao de autocova-
riancia para uma funcao com propriedades similares e que nao necessita da hipotese de
momentos finitos. A esta fungdo chamaremos de codiferenca e apresentamos sua defini¢ao
e algumas propriedades na Subsec¢ao 4.2.1. Ja na Subse¢ao 4.3, apresentamos a defini¢ao

de funcao densidade espectral para a classe das distribuigoes a-estaveis.

4.1.2 Funcgoes de Densidade das Distribuigoes a-Estaveis e Gran-

des Desvios para a Média Amostral

Segundo Samorodnitsky e Tagqu (2000, p. 9-10), ainda que as fungdes de densidade

de variaveis aleatorias a-estaveis existam e sejam continuas, sao apenas trés os casos em
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que existe uma forma fechada para tais densidades. Vamos apresentar logo em seguida
as trés distribuigoes estaveis com densidade conhecida, juntamente com as propriedades
de grandes desvios para a média amostral X,, = n~! 37, X}, de uma amostra aleatéria

Xq,...,X,, cuja distribuicao é a a-estavel em discussao.

Exemplo 4.6. (Distribuicdo Gaussiana). Considere uma varidvel aleatéria X cuja

distribui¢ao é Sy(oy, 0, 1). Vamos mostrar que X ~ N (u,20%).

De fato, sabemos que a funcdo caracteristica QON(M,%?()(') de uma distribuigao

normal de média p e varidncia 20% é dada pela expressao

'L't,u72o'§(t2

PN (u20%)(E) =€
Pela expressao (4.4), se fixarmos a = 2, 0 = oxv/2 e 3 = 0, obtemos
px (1) = exp{—0?[t|"[L — iB(sign (1)) tan "] + ipt}
= exp{— (0;@/5)2 2+ it} = M2kt
Dado que as duas funcoes caracteristicas sdo iguais, concluimos que

N(1,20%) £ S5(0x, 0, ). (4.9)

Considere uma amostra aleatéria X7, ..., X, seguindo uma distribuicao N '(u, 0?).
Miiller (2016, p. 23-24) mostra através do Teorema de Cramér-Chernoff que a fungao taxa
para a sequéncia X, =n~'>}7_; X} ¢ dada pela expressao

(z —p)?

52 x € R.
o

I(z) =

Exemplo 4.7. (Distribui¢ao de Cauchy). Dizemos que X tem distribui¢io de Cauchy
com parametro de locagdo p e pardmetro de escala o, isto é, X ~ C(u, o), se possui fungao

densidade dada por
o

X = e e

Além disso, dizemos que X tem distribuicio Cauchy padrao quando p=0e o = 1.

(4.10)

Nao ¢é dificil mostrar que a fungdo fx(-) definida em (4.10) é uma fungao de
densidade (ver Apéndice C). Além disso, a distribuigao de Cauchy é também conhecida
por ser um caso particular das distribui¢oes a-estaveis quando o =1 e 5 = 0, em outras

palavras, as distribuigoes C(u, o) e Si(0,0, 1) sdo equivalentes (ver Proposigao C.2).

Sejam Xy, ..., X, varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicao Cauchy padrao. Vamos
determinar a funcao taxa I(-) para a sequéncia das médias amostrais (X,,),en definida
por X, =n"' Y0 X;.
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A fungao geradora de momentos da variavel aleatéria X; é dada por
i etm
M t:Eelrz/————M,tER
Xl( ) ( ) R 7T(1 + xz)
Se t = 0, entao ¢ ébvio que My, (0) = 1. Se ¢t > 0, visto que a funcao e'* é convexa,
podemos concluir pela equacao da reta tangente no ponto x = 0, que € > tx + 1, para

todo z real. Além disso, como € /[n(1 + 2?)] é uma fungdo positiva em todo ponto da

" o0
—dz >0.
/_oo (1 + 2?) v

Destes dois ultimos argumentos podemos inferir que, se t > 0,

M 0 eta: d o etac d 0o et:c d
R
xa(l) —oo (1 4 22) s (1 + x?) 2 (1 + x?) v
o ¢ 1 t [ 1 o 1
2/ de:/ * da:+f/ dr =
o m(l+x2) mJo 1422 mJo 1422

Ly /bzrd +1ﬁ tan(b) t(ﬂ
= — 1m xXr — 11 arctan — arctan
21 |b—oo o 1 4 222 s

b—o0

reta, segue que

_%ng%“+“—bﬁw+ﬁx2—m,

Se t < 0, usamos argumentos analogos aos do caso t > 0. Com efeito, se t < 0,

M 0 et:r d fo%) etx d 0 etz d
t) = _ - dr > -
x () Lwﬂu+ﬁ)x+é (1+ﬁ)x [mwu+x%x

0t 1 1 o 1
2/ ftrr dv = / ——dv + — lim dx
—oo (1 + 22) o b—>oo b1+ ZL‘2 T b—oo J—p 1 4 22
A 1 b1

t
— i 1 .
27Tbg£10 o 14+ 22 dx+7rbggo 0 1—0—:1:2dx

1
:—tPMbyH(%ﬁ—bgw+:m,
21 [b—oo 2

onde acima

o 1 ; b .
/_b1+x2 T 0o 1+ 22 v

é consequéncia da paridade da funcao 1/(1 + z?) e a igualdade

0
/b1+x2 7_/ 1—|—x2

foi obtida realizando a troca dos limites de integracao.

Em conclusao, obtemos que a fungao geradora de momentos da variavel X; é dada

por

1, set =0,
Mx, (t) = (4.11)

+00, caso contrario.
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O Teorema de Cramér-Chernoff aplicado a este caso afirma que a funcao taxa é
dada por
I(z) = sup{tx — Lx, ()}, z€R,

teR
onde Lx, (t) = log Mx, (t) é a fungdo de log-Laplace de X;. Convencionando que log(co) =

oo, concluimos que

0, set =0,
—00, set #£0,

—Lx, (t) = —log Mx, (t) =

e portanto, o supremo sé precisa ser considerado para t = 0, o que simplifica a funcao taxa
para

I(z) = sup{tx — Lx,(t)} =0, para todo z € R.
0

t=

Exemplo 4.8. (Distribuicao de Lévy). Se X segue uma distribui¢do a-estével com
pardmetros o« = 1/2 e § = 1, entdo diremos que X segue uma distribui¢io de Lévy, isto é,

X ~ Si2(0,1, ). A fungao densidade de tal varidvel aleatéria é dada por

o\ /2 1 o
fx(z) = (27r> mexp [_2(95—,“)] , x € (p,+00). (4.12)

Além disso, dizemos que X tem distribuicio Lévy padrao quando = 0 e 0 = 1. No
Apéndice C, mostramos que a fungdo fx(-) definida em (4.12) é de fato, uma fungio de

densidade.

Considere uma amostra X1, ..., X, de variaveis aleatérias i.i.d. com distribuicao
Lévy padrao. Da mesma forma que procedemos com a distribuicdo de Cauchy, vamos

determinar a fungao taxa I(-) da sequéncia de médias amostrais (X, ),en, mas agora para

o caso Lévy.

A funcao geradora de momentos da variavel aleatoria X; é dada por

M (t) =E (%) = [

00 1 1/2
e'® ( ) 327V gyt e R.
0

2
Se t = 0, entdo claramente My, (0) = 1. Se t > 0, note que a fun¢do —1/(2z) é

crescente no intervalo (0, 00). Deste fato e da monotonia da fun¢ao exponencial obtemos

1 1
-5 <

5 S "o Ve>1 = e 2<eV® 0 v (4.13)
x

Pela desigualdade de Jensen (ver p. 127 de James, 2015) sabemos que

My, (t) = E (1) > =5, (4.14)
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Calculando a esperanca de X7, verificamos que

E (X;) :/0 T (27r) 23271/ (22) 4y ( 7r> 12671/ 22) g
00 1/2
>/ (1> /122) g >/ (1) e 2dy
1 2T 2
1 \Y2 = 1
=\5= —77d 4.15
(27re> /1 xl/2 = ( )

onde na ultima igualdade usamos o resultado do Célculo Integral que afirma que a integral
o 1
—dm diverge para qualquer p < 1 (ver teorema 8.8.2 de Anton et al., 2007). Portanto,

segue de (4.14) que Mx, (t) = oo, para t > 0.

Para t < 0, os cédlculos ja nao sao tao simples. Observe que podemos reescrever

M, () como
My, () \/%/ Lexp l—lx/Q _ (—t)x] dr = \/227 @),,/2 K, <2 m)

_ \/Z (f)lf K_ 1 (QB) = \/E(—%)l/”‘ K_ip (V=2t),  (4.16)

onde K, (+) representa a fungao Bessel com argumento imagindrio, para v = —1/2, = 1/2
ey = —t >0 (ver equagao 3.471 (9) de Gradshteyn e Ryzhik, 1965). Como estamos no
caso particular com v = —1/2, a expressao 8.469 (3) de Gradshteyn e Ryzhik (1965) nos
diz que

™

K,I/Q(Z) = 27Z€_Z.

Aplicando este resultado a equacao (4.16), concluimos que

2 2 |
MXI (t) - \/;(_2t)1/4 K_1/2 (\/ _Zt) = \/;(_Qt)1/4 27\/_—275 6_\/_7% = 6_\/_7%, t <O.

A expressao encontrada para a funcao geradora de momentos da variavel Xi,
Mx, (t) = e V=2 set < 0, coincide com aquela apresentada na proposicao 1.2.12 de
Samorodnitsky e Taqqu (2000). De fato, esta proposi¢ao afirma que se X ~ S, (0, 1,0),
para 0 < a < 2 e 0 > 0, entao a Transformada de Laplace E (e‘VX) para v = 0, é dada

por
o

E (e’”X) = exp —077“ , sea#l (4.17)
cos (%)
Definindo o = 1/2 ¢ 0 = 1, a expressao (4.17) assume a forma

E (G*VX) = exp {_msl@)ﬁ} = exp {_\2\/5} — V2V

que para y = —t > 0, é justamente igual & My, (t) = V=%,
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Usando novamente o Teorema de Cramér-Chernoff para encontrar a funcao taxa
para a sequéncia (X, )nen, com X, ..., X, varidveis aleatorias i.i.d. seguindo uma distri-
buicao Lévy padrao, temos que

=
e , set <0,

MXI (t) =
00, se t > 0.

E entdo suficiente considerar na expressao (2.12) que o supremo seja tomado apenas para

t < 0. Assim, segue que
I(z) = sup{tx — Lx, (1)} = sup{tz — log[Mx, (t)]} = sup{tz — log(e V~%)}
t<0 t<0 +<0
= sup{tz + v—21}.
<0

Se x = 0, I(0) = sup,.o{vV/—2t} = 00. Se x < 0, considere a func¢do ¢(t) = to + /—2t,
para t < 0. Tal funcdo é decrescente com relacao a t, e portanto,

I(x )—sup{tm—i—\/j}— llm o(t) =

t<0

Se x > 0, consideremos novamente a fungao ¢(t) = tx + /—2t, para t < 0. Derivando esta

funcao em relagao a t, obtemos

1 1 1
=2 - —F——==0=21r=—F1r==21"= =t=— t<0
e T T 222’ ’
enquanto que a segunda derivada de ¢(-) é dada por
" (t) = ot <0, t<0.
(—2t)3/2

Da anédlise das duas primeiras derivadas de ¢(-), concluimos que esta funcao atinge

o maximo em ty = —1/(2x?). Assim,
1 1 1 1
— sup{te + V24 = ———a + /-2 (—— b=t s =
I(z) = sup{m—l— t} :U+ 22 o 2x+x 5
Em conclusdo, a sequéncia (X, )pey = (071 37, Xi)nen, para Xi, ..., X, iid.

Lévy padrao, satisfaz um LDP com fung¢ao taxa dada por

1
— sex >0,

400, se x < 0.

(4.18)

Na Figura 4.1 apresentamos o grafico da funcao taxa encontrada. Repare que para

x > 0, esta funcao é convexa, o que ja era esperado. O
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Figura 4.1 — Gréfico da funcao taxa I(-) apresentada na expressao (4.18).

4.2 Processo AR(1) com Inovagées a-Estaveis Simé-

tricas

Para o que segue, consideramos apenas distribui¢oes a-estaveis simétricas nao-
Gaussianas, que como ja referimos na segao anterior, X é varidvel SaS (a-estavel simétrica)
nao-Gaussiana se, e somente se, X ~ S,(0,0,0), para 0 < o < 2 e ¢ > 0 (conforme
Propriedade 4.5 (c)). Ainda observamos que, de acordo com a equacao (4.4), se X ~ SasS,

entdo sua fungdo caracteristica px(t) = E (e“X ) é dada por

il

ox(t)=ce , para todo t € R. (4.19)
Definicao 4.9. Considere o processo autorregressivo
Xn+1 - QXn + €n+1, (420)

para |#] <1, n € N e (g,),>2 uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com distribui¢ao
Sa(0,0,0), onde 0 < a < 2 e 0 > 0. Assim como no caso Gaussiano, assumimos que

a varidvel X; é independente da sequéncia (e,),>2 € além disso, X; tem distribuigao
Sa (e 0,0).

Observagio 4.10: Quando o = 2 e o = 1/+/2, recaimos no caso Gaussiano estudado no

Capitulo 3, pois S, (W, 0, O) L N(0, (1 —6*)~1) (ver Exemplo 4.6).

Com estas hipéteses, podemos afirmar que o vetor X,, = (X3, ..., X,,), solugdo da
equagao (4.20), possui componentes identicamente distribuidas e que cada uma dessas

componentes tem distribuicao S, (W,0,0). Podemos observar também que, o
parametro de escala ¢ o0 unico que torna o processo (X, )nen identicamente

distribuido.

7
(1= o]*) e
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Proposicao 4.11. Considere o processo autorregressivo (X,)nen definido na equagdao
(4.20). Assuma que X; € independente da sequéncia (£,)n>2 € além disso, que X, tem

distribuicao S, (W’ 0, 0). Entao, a sequéncia de varidveis aleatorias (X, )nen, que €

solugao da equagdo (4.20), satisfaz

o
Xy~ e 4.21
n Sa ((1_|9|a)1/a’070>’ ( )

para todo n € N.

Demonstragio. Vamos mostrar por indu¢ao que vale a expressao (4.21), para qualquer n
natural. Se # = 0, temos que X,, = ¢,, para todo n > 2, sendo o resultado imediato a

partir da defini¢ao das varidveis (&,),>2. Vamos supor entdao que 0 < |0 < 1.

72:0,0). Se

Se n = 1, o resultado segue da convencao de que X; ~ S, (W

n = 2, da maneira que o processo foi definido sabemos que
XQ = 0X1 + &o.

Da Propriedade 4.5 (b), obtemos que 6.X; ~ S, (%, 0, 0). Como por hipdtese X; é
independente de (g,),>2, segue que 0.X; e €9 sao independentes e portanto, a Propriedade

4.5 (a) se aplica, mostrando que
X2 = 9X1 + &9 ~ Sa(&,0,0),

onde ¢ é determinado pela expressao

5o — |0|o “ e 0]“c® + 0% — |0]*c*  o°
IRNCIUDRE N 1 —1[6]" 1o

Por inducao, vamos assumir que (4.21) vale para qualquer n € N e mostremos que

é também valida para n + 1. De fato, note inicialmente que X,, .1 pode ser escrito como

n—1
Xop1 =0X, + i1 = 0" X1 + > 01y
k=0
Sendo a sequéncia (g,,)p>2 i.i.d. com distribuigdo S,(c,0,0), entdo a combinagao li-
near Y, = Y725 0%c(ni1)—k, para n > 1, segue uma distribui¢do S,(0,,0,0), onde
o5 = 0% (Thcg |0").
De fato, quando n = 1, temos que Y] = €9, e portanto, o; = 0. Se n = 2, temos

que Yy = g3 + Oeq. Logo, 05 ~ S,(]0]0,0,0), de onde segue que
oy =%+ 0% = o (14 10]%).

Por indugao, temos que Y11 = 0Y,, + €12, € consequentemente

n—1 n n
0%, — |0 (0n)* + o — [6]0° (z |eyka) Lo — oo (z 0]+ 1) _ o (Z |e|'m> |
k=0 k=1 k=0
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Demonstrado este fato, observe que X,, 1 = 60"X; +Y,,, onde Y,, = Z’,;‘;[l) (9’“5<n+1),k
¢ a soma definida no penultimo paragrafo. Note que X; é independente da sequéncia
(€n)n>2 € portanto, é também independente da soma Y,,. Dado que 6" X tem distribuicao
Se (|9\”W, 0, 0) e Y, tem distribuigdo S,(0,,0,0), onde 0% = o (ZZ;& ]9[’““), pela
Propriedade 4.5 (a), podemos concluir que X, .; é SaS com pardmetro de escala o

satisfazendo a relacao

o= (i) o8 [

1+ 0]«
- |9|na0-a —+ (1 — |9|a)0-a(1 + |€|0‘ 4+t |9’(n—1)a)
- 1 o]

o% no a n—1a o N .
= g (07 #1101 e 00 ol — 1 = 10])
_ o
1= ge

ou seja, X, tem distribuicao S, ( 0, 0), como queriamos demonstrar. O

o
(a=fo)7e

Mostramos na proposicao a seguir que o processo (X, )nen, definido na equagao

(4.20), é estacionério.

Proposicao 4.12. O processo autorregressivo (X, )nen, definido pela equagio (4.20), €

estaciondrio.

Para provar esta proposicao, faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.13. Considere as sequéncias de varidveis aleatorias (X, )nen € (€n)n>2, apresen-
tadas na Definicao 4.9. Entao, para todo par de naturais m e n, tais que m >n, X,, € &,

sao varidveis aleatorias independentes.

Demonstracao. Sejam m e n dois nimeros naturais pré-fixados, tais que m > n. Observe

que o processo X, dado na expressao (4.20), pode ser reescrito na forma

X, =0""X1 4+ > 0" ey

k=2
Assim, como X,, é uma combinacao linear de Xi,¢e,,...,e,, € estas varidveis sdo por
hipétese, independentes de ¢,,, para todo m > n, o resultado segue. O]

Demonstragao da Proposi¢do 4.12. Para mostrar que o processo (X, ),en é estacio-

nario, devemos provar que as distribui¢oes conjuntas de
Xo = (Xnys Xngy . Xny) ede Xn = (Xnysns Xngsns - Xnjtn) (4.22)

sao iguais, para quaisquer naturais ni,ns,...,n;, j ¢ h. Provamos apenas o caso em que

ny <ng < --- < nj. Os demais seguem deste.
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A funcéo caracteristica do vetor aleatério Xo é dada por
(,OXO (th tg, ceey ) E{exp[ (thnl + t2Xn2 + -+ t]XnJ)]}

Escrevendo as variaveis aleatorias X,,,, ..., X, em funcao de X,,, e da sequéncia

(€n)n>2, tal como na equacao (3.23), obtemos

no—n1
Xny = = 0" anm + Z g ¥ Enitk! = 0"~ me + Z frare
k'=1 k=n1+1
n3—mni n
g, S e, g, 0 (5 g,
k'=1 =2 \k=n;_1+1

nj—ni ny
X (gn]mem + Z enjinl K Eni+k! = 6 ananl + Z ( Z 6njk8k> . (423)

k'=1 =2 \k=n;_1+1

Segue da expressao (4.23) que a fungdo caracteristica de X, é igual a

()0)20@1, tz, N ) = E{exp[ (thnl + tQXnQ + -4 tX )]}
A ng j n

=E exXp 7 Z th”k_”anl + tQ Z 9”2_'“ Z Z H”j_kek
L \k=1 k=ni+1 =2 \k=n;_1+1

:E{exp _ (Zt M X, + Z Ztl % grr )]} (4.24)

m=21l=m k=nm,_1+1

Observe agora que a parcela do somatorio que contém apenas as variaveis €,,’s na expressao
(4.24), comega em ng + 1. Pelo Lema 4.13, segue que X,,, e (€,)n>n, s30 independentes, de
onde podemos concluir que Y27 _; tx0™ ™ X, e 30 o Y i, g™ —Fe, também

sao independentes. Das propriedades da funcao caracteristica, obtemos que
QOXO(tl,tQ, e ,t) =

:E{exp[(ztkmk X) }E{p[(z D> 9)]}

= PX,, (Zj:tw”’“‘m) X ]E{eXp [z (zjj Xj:tl % enl—kek)] } (4.25)

k=1

Raciocinando da mesma maneira para o vetor Xpn = (Xn, 41, Xnothy - - - s Xnj4h),
observamos que, para qualquer j > 2,

n;—ni

n;—n n;—ni—k’
Xoj4h = 0" " X 4n + Z A S VAT S
k=1

J n
TS o g e |

=2 \k=n;_1+1



82 Capitulo 4. Processos AR(1) com Inovagdes a-Estdveis

de onde obtemos a funcao caracteristica
Oz, (t,ta, . 1) = E{expli(ti X, on + o Xy yn + - + X0, 00)] }

i J Nm
" {eXp i ( O™ T X YDt Y emkg’c”‘)] }
L k

J
2l=m k=nm_1+1
=E {exp 1 (

M~

1

M)~

Jj o J Nm
} x E {exp [Z (Z Z t Z 9”1_k5k+h)] }
m=21l=m k=nm,_1+1

= SOXnH_h (EJ: tkgnk_nl) x K {exp [Z (EJ: EJ: t nz% in_k€k+h)] } . (426)

tkﬁnk_m an-i-h)

e
Il
—

k=1 m=21l=m k=nm,_1+1

Uma vez que X, 1+, e X, sdo variaveis aleatérias identicamente distribuidas,
concluimos que as suas fungoes caracteristicas sao iguais. Além disso, da hipotese de
que (&,)n>2 é uma sequéncia i.i.d., sabemos que é também um processo estacionério (ver

exemplo A da p. 445 de Karlin e Taylor, 1975). Destes dois fatos, segue a igualdade das

fungdes caracteristicas p g (t1,%2,...,t;) € vx, (t1,t2, ..., t;), dadas respectivamente pelas
expressoes (4.25) e (4.26), mostrando que X0 = (Xnpy oo Xnj) e X, = (Xnighy - Xnj4n)
sao identicamente distribuidas, concluindo assim, a prova da Proposi¢ao 4.12. ]

Observacao 4.14: Note que na demonstragao da Proposi¢ao 4.12, em nenhum momento
usamos a forma particular da funcao caracteristica de uma distribuicao a-estavel. Na
verdade, o que provamos, é um resultado muito mais forte do que o estabelecido pela
proposicao. Dado que a funcio caracteristica de uma variavel aleatéria sempre existe,

vamos enunciar a seguir este resultado e sua demonstracao ¢é idéntica a da Proposicao 4.12.

Proposicao 4.15. Considere o processo autorregressivo
Xn+1 = QXn + Ent1,

para |0] < 1, n € N e (,)n>2 uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. com distribuicdo

qualquer. Assuma também que X, € independente da sequéncia (£,)n>2 € que (X )nen €

uma sequéncia identicamente distribuida. Entao o processo (X, )nen € estaciondrio.

Note que a Proposicao 4.12, que aborda o caso a-estavel, é desta forma apenas um
caso particular da Proposi¢ao 4.15. Ressaltamos também que, o resultado da Proposicao
4.15 nao foi encontrado em nenhuma das referéncias pesquisadas, representando desta

forma, um de nossos achados durante este trabalho.

4.2.1 Codiferenca

Queremos estender os resultados de LDP’s que encontramos no Capitulo 3, para

o parametro 6 dado na equagao 4.20. Para tanto, observamos que, para 0 < a < 2, ndo
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podemos definir a matriz de autocovariancia do processo, devido ao fato de que os momentos
de segunda ordem sao infinitos (ver Propriedade 4.5 (d)). Assim, precisamos generalizar
esta matriz para tais processos, de tal forma que, no caso o = 2, sua generalizacao coincida

com a matriz de autocovariancia.

Definigao 4.16. Seja X,, = (Xi,..., X,,) um vetor aleatério com componentes Sa.S, para

0 < a < 2. A matriz de codiferenga do vetor X,, é dada por

T™xX1,X1 TX1,X2 -+ TX1,Xn
TX2,X1 TX2,Xo -+ TXo,Xn
TX7L7X1 TXn7X2 te TXn7Xn

onde Txy € a fungao codiferenca das varidaveis X e Y, definida por
mxy = [IX[[a + YIS = X = YI[3, (4.28)

desde que || X||a; ||Y]]a € || X — Y]|o denotem, respectivamente, os parametros de escala
de X, YeX-Y.

Observagao 4.17: Quando estivermos perante um processo estaciondrio (X, )nen, com
indice de estabilidade o € (0, 2], vamos usar a notacao 7x(k ;o) para representar a fungao
codiferenca no lag k, isto é,
Tx(k;Oé) = TX,,X;>

sempre que k = [ — j € Z. A notagao 7(k;«), com o ponto e virgula (;) separando as
variaveis k e «, serve para dizer que k é uma varidavel muda, variando nos inteiros, e
que « é uma variavel livre, variando no intervalo (0,2]. O que queremos transmitir com
esta notacao é que, apesar da funcao 7(k;«) ser dependente de duas variaveis, apenas a
primeira delas, nomeadamente k, é uma variavel que esta variando de fato. Ja a segunda
variavel, nomeadamente o, é uma variavel que iremos fixar previamente de acordo com o
contexto, sendo portanto, {7(-; ) |0 < a < 2} uma classe de fungdes reais de varidveis

inteiras.

A matriz de codiferenca possui propriedades similares as da matriz de autocovarian-
cia, herdadas da fungao codiferenca. Em concordancia com a se¢do 2.10 de Samorodnitsky
e Taqqu (2000), enunciamos a seguir uma proposi¢ao que retne as propriedades mais

pertinentes ao nosso estudo.

Proposicao 4.18. Sejam X e Y waridveis aleatorias SasS, para 0 < a < 2. Com respeito

a fungao codiferenca, apresentada na Definicao 4.16, sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(CL) XYy = Ty, X,

(b) Se a =2, entio Txy = Cov(X,Y).
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Da Proposicao 4.18 acima e da propriedade 2.10.7, apresentada em Samorodnitsky
e Taqqu (2000, p. 105-106), podemos deduzir as seguintes propriedades da matriz de

codiferenca.

Propriedade 4.19. (Propriedades da matriz de codiferenga). Seja X,, um vetor
aleatério cujas componentes sao SaS, para 0 < a < 2 e Ty, a sua respectiva matriz de

codiferenca, dada pela expressao (4.27). Entao:

(a) Tx, ¢é simétrica;
(b) Tx, é uma matriz ndo-negativa definida;

(c) Se o =2, a matriz Tx, coincide com a matriz de autocovaridncia do vetor X,,.

4.2.2 Matriz de Codiferenca de um Processo AR(1)

Vamos calcular a matriz de codiferenca para o vetor X,, = (X,...,X,), cujas
componentes sao as respectivas variaveis do processo (X, )en, apresentado na equagao

4.20.

Proposicao 4.20. Considere o processo (X, )nen definido pela equagio (4.20), onde (€,)n>2
¢ uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. tal que €, ~ S, (0,0,0), para todo n > 2, com
0<a<2eo>0. A matriz de codiferenca do vetor aleatorio X, = (X1, Xs,..., X,),

cujas componentes sio as respectivas varidveis do processo (X, )nen, € dada por

«

o , ,
Ty — 1+ |g|eli=il — (1 — gli=ih«
Xn 1— |9|o¢ ( + ‘ | ( ) )

(4.29)

1<l,j<n

Demonstracao. Para qualquer X, 1 < k < n, temos que X ~ S, (W, 0, O). Assim,

da expressao (4.28) segue que
20

Tx,x, = 2||X3||¢ = w, para todo 1 < k < n.

Assuma que as variaveis X; e X5 sejam identicamente distribuidas, podendo ser

dependentes. Isso impede a aplicagdo da Propriedade 4.5 (a) de uma maneira direta. No

entanto, X, é da forma Xy = 0.X; + &5, de onde segue que
Xl - X2 = (1 - G)Xl — &9. (430)

Assim, da hipdtese de independéncia entre X e (g,,),>2 € da Propriedade 4.5 (b), (1-6)X; ¢

—¢&5 sa0 independentes, com distribuigoes S, ( ( (1=0)e

)7 0, O) e S, (0,0,0), respectivamente.
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Aplicando a Propriedade 4.5 (a), concluimos da equagao (4.30) que X; — X3 segue uma
distribuigao S, (012, 0,0), onde 045 é dado por

R I R ) ettt U s S Rt el U
b =g - =" - =)

Por fim, a codiferenca entre X; e X, pode ser expressa como
mxx = [ Xal[g + [1Xellg — [ X0 — Xo|[5
_o o a<1+(1—6’)a—|0|a>

-7 1— 6]

(1l
o ( o).

Uma vez que a fungao codiferenca ¢é simétrica, concluimos também que
L+10]* — (1 —6)*
1— 0] '

Além disso, sendo o processo (X,,)nen estaciondrio, segue que no lag 1 a fungao codiferenca

o
TX2,X1 = TX1,X2 = 0 (

¢ igual a 7y, x,, isto é,

1+160]*—(1— 9)”)

Vamos agora considerar naturais [ e j tais que 1 < [, 7 < n. Pretendemos determinar
o valor de 7x, x,. Sem perda de generalidade, assumimos que [ < je j—1=h > 2 (no
caso de termos [ > j, basta usar a simetria da funcdo codiferenga). Assim como no caso
em que [ = 1 e j = 2, nao temos independéncia entre as varidveis X; e X;, mas podemos
escrever X; em funcao de X; e das demais variaveis (e,),>;. De fato, pela equacao (3.23),
temos que

X; = QJ_ZXl + Z 9]_l_k€l+k = Qth + Z 0"_""5;+k,
k=1 k=1

de onde segue imediatamente que

h
Xl — Xj = (1 - Hh)Xl - Z ehikéfl_;_k.
k=1

Com célculos andlogos aos apresentados na demonstracao da Proposicao 4.11,

chegamos a conclusao que

h
Z Qh_kEH_k ~ Sa(Uh, 0, O),
k=1

onde oj = o“ (ZZ;& |0]’“°‘). Procedendo de maneira analoga aos casos anteriores, obtemos

que X; — X segue uma distribuicao S,(0y;,0,0), onde o;; é dado por

A=ty -]

L T e o I A e U
=0 + = .
1—|f]* 110 1—[0]*

— Mg 1¢ _ g h—1
aa.:[(“ o) ] fop=oel=f) 99|l +o" (0l
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E por fim, concluimos que 7x(h;a) = 7x, x; ¢ dado por

Tx(h;a) = 7x, x; = || Xilla + | X;]la — 11X — X;lla

oo (1_Qh)a+1_|9‘o¢h
=9 — g%
=0 "( 1= 9]
W (2=1—(1—6M2+|g|*" o (141097 — (1 —6M)e
=0 = 0 .
L — o]~ L — o]~

]

Observacgao 4.21: Nowicka-Zagrajek e Wytomanska (2008) mostram no exemplo 3.1, o
resultado da Proposicao 4.20 no caso em que « € (1,2] e o processo (X,,) tem indice n

inteiro.

Como corolario, obtemos o caso Gaussiano.
Corolario 4.22. Considere o processo autorregressivo (X, )nen definido pela equagao
XnJrl = HXn + €ngt1, ‘9| < 1,

onde (&,)n>2 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. com distribuicio N'(0,1). Assuma
que X, € independente da sequéncia (€,)n>2 € que tenha distribuicio N(0, (1 — 62)71).

Entao, o vetor aleatorio X, = (Xy,...,X,) tem matriz de autocovariancia
gli=il
(V50X 1y = Bt = (155 o (4.31)

Demonstracio. De fato, fixando @ = 2 e o := 1/y/2, o elemento na linha [ e coluna j da

matriz T, exibida em (4.29) é dado por

o (14 ]0]°1=91 — (1 — gi=il)?) 1 - |
- — =3l _ (1 — plt—31\2
(Tx, )1 - 0 140 (1 - 0"
__1 gl il _ gy _ 0"
_2(1—92)(1+9 1+ 26 9 )_1_027

para todo par (l,j), com 1 < [,j < n, o que coincide com a expressao apresentada em
(4.31). ]

Observacao 4.23: Lembramos que, pela forma que definimos a matriz de Toeplitz na
equagao (3.16), a matriz T,,(g) da fungio g(t) = (1+6?—260cos(t)) ™!, parat € T = [—m, ),
coincide, pelo Teorema de Herglotz (ver Teorema 4.37), com a matriz de autocovaridncia

<7X1’Xj)1<l _ apresentada na equagao (4.31).
SLIN

Nao podemos deixar de observar que a matriz de codiferenca encontrada na

Proposicao 4.20, é ainda uma matriz de Toeplitz. De fato, no sentido definido por Gray
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(2009), uma matriz quadrada A = (a;;)1<1j<n de ordem n, é dita ser uma matriz de

Toeplitz se a;; = a;_j, isto é, A é uma matriz da forma

ag a1 G—p ... (_(p—1)
ay ap  a_1 ... A_(p—2)
A= as ay ... ... . (4.32)
a1
p_1 Gp_o ... a1 ag
Particularizando para o caso da matriz de codiferenga do vetor X,, = (X1,...,X,,),

devemos lembrar que sendo (X,,)neny um processo estacionério, entao podemos definir
ap = 7x(k;a) = 7x,x,, sempre que k=1[1—j€Z,

de maneira que T, tem a forma da matriz exibida em (4.32). Note que, pela estacionari-

edade do processo, k nao depende da representacio especifica do par (I,7) € N2

Com este fato em mente, nos perguntamos: Sera possivel existir uma funcgao real
g(+), definida no toro T = [—m, ), tal que Yx, = T,,(¢9)? Em outras palavras, serd que a
matriz Tx, pode ser reescrita como uma matriz de Toeplitz de alguma fungao g(-), no
sentido cldssico definido por Grenander e Szegd (1958, p. 102), que coincide com nossa

defini¢do de matriz de Toeplitz (ver Defini¢ao 3.6)?

Na préxima secao, daremos uma resposta concreta as perguntas levantadas no
pardgrafo anterior e mostramos que de fato, a fungao g(-) existe e que podemos escrever
a matriz de codiferenca do vetor X,,, como uma matriz de Toeplitz no sentido classico,
para o caso a-estavel ndo-Gaussiano. Mas antes disso, analisamos algumas propriedades

assintdticas da codiferenga e propriedades ergddicas do processo SaS (X, )nen-

4.2.3 Comportamento Assintético da Codiferenca de um Pro-
cesso AR(1)

Estabelecida uma férmula fechada para a fungao codiferenga do processo (X, )nen,
definido pela equagao (4.20), é importante analisar o comportamento assintético da sua

funcao codiferenca.

No caso Gaussiano, é bem conhecida a propriedade de que, a fungao de autocova-
ridncia de um processo AR(1) estaciondrio, converge a zero quando o lag desta mesma

funcao converge ao infinito, isto é,
Jim yx(h) = lim EA{[Xpyp — B (Xpyn)][ X = E (Xp)]} =0, (4.33)

para todo k£ € N (veja o exemplo 3.1.2 de Brockwell e Davis, 1991). Vamos mostrar que, a

partir da expressao (4.29), conseguimos uma propriedade andloga no caso a-estavel.
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Corolario 4.24. Considere o processo (X, )nen definido pela equagao (4.20), onde (€,)n>2
é uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. tal que €, ~ S4(0,0,0), para todo n > 2,
com (0 <a<2eo>0.Sejatx(k;a) afuncao codiferenca associada ao processo (X, )nen
no lag k, cuja expressio € dada por Tx(k;a) = Tx,,, x,, para todo k > 0. Entdo

lim 7x(k;a) = 0. (4.34)

k—o0

Demonstragao. Pela expressao (4.29), sabemos que

«

e _lea (1+ 101" — (1 - 6%)).

TX (k ) Oé) = TXp11,X1 —

Passando ao limite a expressdo acima e lembrando que |f| < 1, notamos que |6|**
e 0F convergem a zero, quando k — oco. Isto ¢ suficiente para concluirmos & partir da

linearidade e continuidade do limite que

. . loae
dim mx(ksa) = lim =

(1+ 0] — |1 — 6%

_ o . ak 1 kla) __ “
= g (1 d o= ) =

o

— = (1—11) =0.
e =0

4.2.4 Processos Mixing e Ergoédicos

Nesta subsegao, vamos recordar o que sdo processos mixing e ergddicos (ver se¢ao 5.4
de Lopes e Lopes, 2016). Em seguida, iremos mostrar que o processo (X, )ren, apresentado

na equagao 4.20, é um processo mixing e ergodico.

Definigao 4.25. Seja © = (1, x9,...) uma sequéncia real e denote por ?() o operador

shift, que a x, associa a sequéncia 1T (x) = (x9, r3,...). Entao:

(a) Dizemos que um conjunto A C R> de sequéncias reais é invariante pelo shift se
“1(A) = A. Em outras palavras, A é invariante para o shift quando x € A se, e
somente se, ?(w) € A.

(b) Um processo estacionario (Y;,)nen € dito ergddico se P{(Y1,Ys,...) € A} é igual a
zero ou um, sempre que A for um conjunto invariante. Isto equivale a dizer que os

tnicos conjuntos invariantes sao triviais (A é trivial se P (A) € {0,1}).

(c) Dizemos que (Y,)nen € um processo mizing se, para quaisquer conjuntos A e B de

sequéncias reais,

lim P{(Y3,Ys,...) € A, (Yay1,Yosa,...) € B} =
= P{(Y1,Ys,...) € A} x P{(}1,Ya,...) € B}. (4.35)
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Estabelecidas as defini¢oes de processos mizing e ergodicos, obtemos a seguinte

proposicgao, cuja demonstragao é simples e pode ser encontrada em Lopes e Lopes (2016,

p. A77).

Proposicao 4.26. Se a medida de probabilidade P é mixing para o shift ?(), entao P é
ergodica para 7()

A Proposigao 4.26 exibe uma condicao suficiente para que um processo seja ergodico.
Esporadicamente, a prova de que um processo tem a propriedade de ser mizing, pode
parecer mais simples do que a demonstragao de que o processo é ergédico. Vamos apresentar
a seguir, um critério extremamente pratico para mostrar quando um processo infinitamente
divisivel ¢ mixing. Este critério contorna a dificuldade de recorrermos imediatamente
a Definicao 4.25, pois as vezes pode ser dificil calcular o limite que figura na equacao
(4.35), para certos processos estacionarios. Mas antes, vamos definir o que sdo processos
infinitamente divisiveis (para uma explanagao mais detalhada do assunto, veja o capitulo
3 de Gnedenko et al., 1954, para o caso real, ou o capitulo 2 de Sato, 1999, para o caso
em R* para k € N). Definimos vetores infinitamente divisiveis através de sua funcio

caracteristica.

Definicdo 4.27. Dizemos que o vetor aleatério Z definido em R*, para k € N, ¢ infinita-
mente divisivel se, para cada nimero natural n, dada a fungdo caracteristica ¢z(-) de Z,

existe uma varidvel aleatéria Z, definida em R* e com funcao caracteristica ¢,(-) tal que
©0z(z) = [pn(2)]", para todo z € R, (4.36)

As fungoes de distribuigao de vetores aleatérios infinitamente divisiveis, sao chamadas de

fungoes de distribuicdo infinitamente divisiveis.

Tendo em vista a definicao de vetores infinitamente divisiveis, podemos definir

também processos estocasticos infinitamente divisiveis (ver Maruyama, 1970).

Definigao 4.28. Dizemos que (Y;,)nen € um processo estocdstico infinitamente divisivel se,
para todo k € N e para toda k-upla de subindices (ny,...,n;) € N*¥ o vetor (Y,,,...,Y,,)

for um vetor infinitamente divisivel em R*, conforme a Definicao 4.27.

Sato (1999) apresenta na equagao (8.1) uma representacao para a fungao carac-
teristica de qualquer distribuicdo infinitamente divisivel sobre R*. Esta representacio ¢
comumente chamada na literatura de representacao de Lévy-Khintchine, em homenagem
aos dois matematicos que introduziram e demonstraram esta férmula. Apresentamos a

seguir, tal representagao na forma de um teorema (ver teorema 8.1 de Sato, 1999).

Teorema 4.29. Seja Dy, = {x € R* : ||z|| < 1} o disco unitdrio fechado em R*, onde

|| - || representa a norma Euclidiana neste espago. Se Z é um vetor aleatdrio infinitamente
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divisivel em R, entdo sua funcdo caracteristica é dada por
1 :
p7(2) = exp [—2<z, Az) +i(C, 2) + /]R (P 1 iz, 2)1p, () u(dw)} . (437)

para todo z € R¥, onde A é uma matriz simétrica nio-negativa definida k x k, ( € RF e

v(-) € uma medida em B (Rk> satisfazendo

v({0}) =0 e /Rk(||az||2/\1)y(dm)<oo, (4.38)

onde a A b = min{a, b}.

Observacao 4.30: A representacao de ¢z por A,v e ( em (4.37) ¢ tnica e (A,v,() ¢
chamada de tripla geradora da distribuigao do vetor aleatério Z. Além disso, Sato (1999)
mostra que, se existem A uma matriz simétrica ndo-negativa definida d x d, v(-) uma
medida em B (Rk), satisfazendo as duas condicoes em (4.38), e ¢ € R*, entdo existe
uma distribuicao infinitamente divisivel cuja funcao caracteristica associada é dada pela

expressao a direita da igualdade em (4.37).

Apresentamos a seguir um exemplo simples de distribui¢oes infinitamente divisiveis.

Exemplo 4.31. (Distribuicdes a-estaveis sdo infinitamente divisiveis). Seja Z

uma variavel aleatéria tal que Z ~ S, (0, 5, 1), entdo Z é infinitamente divisivel.

De fato, vamos assumir que o # 1 (para o caso @ = 1 é anélogo). A fungao

caracteristica da variavel aleatéria Z é dada por
s T _
wz(t) = exp {—aa|t|a (1 —if(sign (t)) tan (2>) + zut} : (4.39)

Considere Z,, ~ S,(o/n'/®, 3, n/n). Entao sabemos que

n. 0 = {exo |- () i (1= ) an (7)) + (D)

— exp [—n (f:) e (1 — iB(sign (£)) tan (7"20‘)) w (TZL) t] — os(8),

e portanto, como n € N foi escolhido arbitrariamente, mostramos que toda variavel

a-estavel é infinitamente divisivel. ]

O resultado do Exemplo 4.31 pode ser estendido para vetores a-estaveis.

Definicdo 4.32. Dizemos que um vetor aleatério X em R*, para k € N, é a-estdvel se,

para todo n > 2, existir o € (0,2] e um vetor d,, € R¥ tais que
XU 4. xmLyllax 4 d, (4.40)

para XU ... X®™ cépias independentes de X . Além disso, X é um vetor estritamente

estdvel se d,, ¢ o vetor nulo em (4.40).
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Exemplo 4.33. (Extensdo do Exemplo 4.31). Seja Z um vetor a-estavel em RF.
Kuelbs (1973) mostra uma correspondéncia entre as distribui¢bes a-estaveis num espago
de Hilbert H e as distribuigoes infinitamente divisiveis. Particularizando para o caso
em que H = R* podemos usar o lema 2.2 de Kuelbs (1973) para mostrar que se Z
tem distribuigdo a-estével, entdo existem um vetor ¢ € R* e uma medida finita 7(-) em
B(Sk) =B ({a: e RF: ||z|| = 1}) tal que, a funcdo caracteristica do vetor aleatério Z

pode ser expressa através de uma representacao de Lévy-Khintchine, dada por

©0z(z) = exp {i(z,@ + /Sk /OOO [ei<z,s)r 1 iii?f} Tiijr"a D(ds)} (4.41)

para todo z € R* e 0 < a < 2. Em suma, os vetores aleatérios a-estéveis tem distribuicoes

infinitamente divisiveis. O

A expressao (4.41) ainda pode ser usada para deduzir a expressao classica das fun-
goOes caracteristicas de vetores a-estaveis, para 0 < a < 2 (ver teorema 2.1 de Kuelbs, 1973
e teorema 2.3.1 de Samorodnitsky e Taqqu, 2000). O fato de que vetores a-estaveis tem
distribuicoes infinitamente divisiveis é extremamente relevante para o nosso estudo. Enunci-
amos a seguir, uma condicao necessaria e suficiente que permite dizer quando um processo
estaciondrio infinitamente divisivel é mixing ou ndo. Assim como Gross (1994, p. 280)
referencia, apesar de Maruyama (1970) ndo enunciar de maneira explicita a Proposigao

4.34 abaixo, ele utiliza este resultado para demonstrar o teorema 6 de seu artigo.

Proposicao 4.34. Um processo estocastico a tempo continuo, estaciondrio e infinitamente

divisivel (Xy)ier € mizing se, e somente se, para quaisquer zy e zy reais, temos
E (exp[izi X1 + i22X4]) ——E (expliz1X1]) E (exp[iza X)) .
Em particular, se considerarmos um processo estaciondrio a tempo discreto e

infinitamente divisivel (X, )nen, € natural que o processo (X, )nen Seja mizing se, e somente

se, para qualquer zy e zo Teais, tivermos

E (exp[iz1 X1 + i22X,,]) —E (expliz1 X1]) E (exp[ize X1]) . (4.42)

Observacgao 4.35: Note que a condigao (4.42) acima, se resume a mostrar que, quando
n — 00, a fungdo caracteristica do vetor aleatério (Xi, X,,), calculada em (z1, 2z3), converge

para o produto das funcoes caracteristicas de X5, calculadas nos pontos z; e zq, isto é,
lim oy, x, (21, 22) = @x,(21)ex, (22)- (4.43)

O resultado da Proposicao 4.34 pode ser usado para mostrar que o processo (X, )nen,

definido pela equagao (4.20), é mixing.

Teorema 4.36. O processo (X, )nen apresentado na equagao 4.20 é mizing e ergddico.
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Demonstracao. Para demonstrar este teorema, devemos primeiro notar que as distribuicoes
finito-dimensionais do processo (X, )nen 880 a-estéveis, isto é, para todo subconjunto de

indices (ny,...,n4) €NtedeN, (X,,,...,X,,) é um vetor a-estavel.

De fato, para todo X, , tal que 1 < j < d, temos que

X, = 071X 4+ 0" ey (4.44)
k=2

Por convencao, suponha que n; < ng < --- < ng. Considere a matriz A real ng X ng tal
que, na linha j os primeiros n; elementos sao os coeficientes da combinacao linear em
(4.44) e os restantes ng — n; elementos desta linha sdo preenchidos com zeros, isto é, A é

uma matriz triangular inferior, da forma

071171 077,172 1 O 0 0 e O
gna—1 9712—2 cee QPr2—m gne—ma—1l 1 0 .. 0
A=
gndfl end72 s Pra—m gndfnlfl s Gran2 endfngfl . 1
Defina o vetor aleatério Y,,, = (Xi,¢€2,...,6,,) em R™ e note que
(X Xngs -+ Xony) = AY,,,.
Uma vez que as varidveis aleatérias X, €3, ..., €, sao por hipdtese, independentes e

a-estaveis, segue do exemplo 2.3.6 de Samorodnitsky e Taqqu (2000), que o vetor aleatério
(Xnys Xngs - -y Xin,) € a-estavel. Podemos entdo concluir do Exemplo 4.33 que o vetor

aleatério (X,,, ..., X,,) tem distribui¢do infinitamente divisivel.

Como d e (ny,...,ng) foram escolhidos de modo arbitrario, segue que as distribui-
¢oes finito-dimensionais do processo (X, )nen sdo infinitamente divisiveis e pela Definigdo

4.28, isto significa que o processo (X, )nen € infinitamente divisivel.

Vamos entao usar a condigao apresentada em (4.43) para mostrar que (X,,)nen €
um processo mixing. Sejam z; e 2o reais quaisquer. Se z; ou zy for nulo, (4.43) é satisfeita

trivialmente. Suponhamos que z; e 2z, sejam ambos nao nulos. Temos que

lel + Z2Xn - Zle + 29 <9n1X1 + Z enk8k> = (Zl + 229n71)X1 + 29 Z enfk'gk‘.
k=2 k=2
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Com isso, a fungao caracteristica do vetor (X, X,,) é dada por

©x,,x, (21, 22) = E (exp[i(21.X1 + 2.X,,)])

_E (exp { (o1 + 26" 0] +i [ 3 91 }>

k=2

= E (expli(ea + 220 ) X) x TTE (exp [i (226" ) 2]

—oxp |- (T ) [+ 20| < s (- ; o)

k=

2
I o n—1 o] o o ark
—exo [ (-7 ) o+ 50 oo [ ot 5 ]

| o + enfl a a‘ ’a 1 — "gla(n Y
= €eX - z z ex z —_— .
p _ 1— ‘9|a 1 2 | p 2 ’9|a

(4.45)

Passando ao limite a expressao (4.45) acima e lembrando que |f| < 1, obtemos que

Jim gy, x, (21, 22)

tim e o ‘z s enfl‘o‘ . gD 1-— |0|a(n—1)
=1 Xp | — | —————— Xp | — T o dla
L p 1 o] 1 2 P | =0 |*2 1|6
oo « o o 1-— limn_mo [|9|o¢(n—l)}
=~ (T il T
o o
= exp [— (1_|9,a> \21!‘3‘] exp [— (1_|9|a> |22!a] = ox, (21)px, (22)-

Desta forma, como a condigao (4.43) é satisfeita, podemos concluir que o processo (X, )nen

e i ]

é mixing. O fato de que (X, )nen é um processo ergddico é consequéncia imediata da

Proposicao 4.26. [

4.3 Funcao Densidade Espectral para o Processo

AR(1) com Inovagoes a-Estaveis Simétricas

Nesta secao damos uma resposta para as perguntas realizadas no final da Subsecao
4.2.2. Observamos inicialmente que o Teorema de Herglotz para o caso de processos (Y;,)nez
com variancia finita, estabelece uma dualidade entre as fungoes de distribuicao espectral e
de autocovarincia, denotada por vy (+). Enunciamos abaixo o Teorema de Herglotz (junto
com o corolario 4.3.1 de Brockwell e Davis, 1991), sem a sua demonstragao, que pode ser
consultada em Brockwell e Davis (1991, p. 118-119).

Teorema 4.37 (Teorema de Herglotz). Uma fungao complexa (-), definida nos intei-

ros, € nao-negativa definida se, e somente se,

v(h) = / e™dF(v), para todo h € Z, (4.46)
T
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onde F(-) € uma fungao continua d direita, nao-decrescente, limitada em [—m, 7] e F(—m) =
0. A fungao F(-) é chamada de fung¢do de distribuicdo espectral da funcao v(-) e se

F(w):/w f)dv, para —7m <w <,

—T

entio f(-) é chamada a fungdo densidade espectral de ~(-). Além disso, a fungao ¥(-)

¢ a fungio de autocovariincia de algum processo estaciondrio (Y, )nez se, e somente se,

(i) (4.46) € satisfeita para alguma funcao F(-) continua d direita, nao-decrescente,

limitada em [—m, x| e tal que F(—7) =0, ou

(i4) 37—y ary(l = j)a; = 0, para todo n € N e todo a = (ay,...,a,) € C".

Portanto, se (i) ou (ii) acima forem satisfeitas ((i) e (ii) sdo equivalentes), a fungdo de
distribuicao espectral F(-) (e a correspondente fungao densidade espectral, se existir alguma)
serao referenciadas como a fungdo de distribuigcdo espectral (e funcdo densidade

espectral), tanto do processo (Y, )nez como também da funcio de autocovariancia ~(-).

A dificuldade que encontramos em definir a funcao densidade espectral, no caso em
que determinado processo (Y;,),ez possui varidncia infinita, se da pelo fato de que estamos
impedidos de definir a fun¢ao de autocovariancia, e consequentemente, perdemos o Teorema
de Herglotz. Uma alternativa a funcao de autocovariancia é o uso de diferentes medidas
de dependéncia, cujas defini¢bes nao dependam da existéncia ou nao dos momentos de

primeira e segunda ordem.

Uma das alternativas viaveis para substituir a fun¢ao de autocovariancia no caso a-
estavel simétrico, baseia-se no uso da funcao codiferenca, que foi definida na Subsecao 4.2.1.
Embora a versao andloga do Teorema de Herglotz ainda nao tenha sido explicitamente
deduzida, podemos citar alguns trabalhos que estao proximos desta linha de pensamento,
mas que nao tenham preenchido por completo o raciocinio que leva a extensao do Teorema

de Herglotz, para variaveis a-estaveis simétricas, envolvendo a funcao codiferenga:

e para uma representacao espectral de um conjunto finito de variaveis a-estaveis
simétricas {X1,..., X, }, citamos Shilder (1970);

e para a versao envolvendo um conjunto de varidveis a-estéveis simétricas {X; : t € T'},

com T genérico, citamos Kuelbs (1973).

Ambos Shilder (1970) e Kuelbs (1973) definem a norma ||X|| de uma varidvel

a-estavel simétrica X, cuja funcdo caracteristica é dada por

ox(t) = exp [-[bllt1°], beRea e (0,2
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como sendo

1] = bV, sel<a<?2,
b, se 0 <<l

4.3.1 Relacao Entre a Codiferenca e Funcao Densidade Espec-
tral
Tendo em mente o Teorema de Herglotz, vamos estabelecer uma representagao para

a funcdo codiferenga do processo (X, )nen, definido pela equacao (4.20), através de uma

funcao g,(+) real, definida no toro T = [—7, 7). Da expressao (4.29), considere a funcao

x(k;a) = (1 + |6 — (1 - 8|k|)a) ; (4.47)

o
1— 0]~
para todo k € Z e 0 < a < 2. Pelo teorema 4.3.2 de Brockwell e Davis (1991), se
> Irx (k)] < oo,
k=—o00
para cada 0 < o < 2, entdo existe uma func¢ao g,(-) definida por
1 . —zkw
ga(w) = — x(k;a), (4.48)

2T o

para todo w € T = [—7, 7), tal que
x(k;a) = / e* gy (w)dw, k€ Z.
T

Observagao 4.38: Uma vez que a funcao codiferenca é simétrica, basta provar que

oo

> Imx(kia)] < oo,

k=1

pois dado que 7x(—k;a) = 7x(k; ), para todo k € Z, segue que

i |Tx(k;a)] = 7x(0; ) +2i |Tx (k5 a)l.

k=—o00 k=1

No Apéndice D, apresentamos alguns graficos da funcao codiferenca, dada pela
expressao (4.47), no caso particular em que o = 1. Neste mesmo apéndice, ilustramos
certas propriedades das quais a fungio 7x(k; «) goza. Vamos obter a seguir, uma fungao

explicita para a fungao g.(-), definida pela equagao (4.48), na situacdo em que o = 1.

Exemplo 4.39. (Voltando ao Exemplo 4.7). Considere o caso em que a = 1. Temos

S et = 3 |- = 0= 0] = - o+
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Se 0 =0, a série >72 |Tx(k;1)| é trivialmente convergente.
Se § > 0, entao || =0 e

o 2 20
Z’Txkl — 1_61_9—<1_9)2<OO.

Se # < 0, entao |#| = —0 e portanto,

20%F | se k = 2K, para todo k' € NU {0},

0% + 0% = (—0)F + 0F =
0, se k = 2K — 1, para todo k' € N.

Assim, para 6 < 0, obtemos

> o o 2 20
|Tx(k;1)| = 20°F = = < 0.
,;) +0= 1+601—-62 (1+6)2(1—-0)

Da convergéncia da série >3 |7x(k;1)| segue que, para a = 1, a fungao ¢;(+)

satisfazendo (4.48), pode ser calculada através de

1 - —ikw 4 - —ikw
nw) =50 X ki) = goamgy 3 (e o)
k=—00 k=—o00
-1

_ g —ikw (| p| k| k| 0/19(0 | A0 o~ ik k| k|
= e (|01 + 0™ + e (16 +9)+ e (0™ 4+ 0™

= 57 =T a 7 [2+Ze““ (161" + 6%) +Z R0k +0F)|, weT.

Separando em casos, se § = 0, entao g;(w) = o/, para todo w € T. Da equagao 1.447 (3)
de Gradshteyn e Ryzhik (1965) sabemos que

2

1—
1+22p cos(kx) = b

, selp| <1, (4.49)
= 1 — 2pcos(x) + p?

logo, usando este resultado com p = 6 e x = w, segue que para 6 > 0,

1(w) = L - eikw Qk 9’“ s —ikw Qk Hk
g1 (w) (1_9) [2+kzl (6" + 2 N >1
= (1 — [1 + Z@k thw + Zek —thw | _ 7r(10_0) |} + k;lgk(eikw + G_ikw>]
d k B o 1— 62
= m [1 +2kZ::19 cOS(kw)] - w(1—0) ll — 20 cos(w) _;_92]
N 1-0)+0) o(1+0) ex

(1 —6)[1 —20cos(w)+ 6% 7[1l— 20cos(w) + 6?]
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No caso 6 < 0, aplicando o resultado da equagio (4.49) com p = 6% e x = 2w, obtemos que

) = o 2 O ] X (o))

k=1
o
— 1+ 92k 12kw + 92k —i2kw
e
o - 4 o e
— 1 92k i2kw —i2kw — 1 ) 62 k k(2
7r(1—|—9)[ —l—kZ::I (e +e ) 010 + kz::l( )¥ cos[k(2w)]
B o 1 -6 _—
T a(110) |1 -20%cos(2w) + ot T
Resumindo, para o = 1, a fungao ¢;(-) definida em T = [—m,7) e satisfazendo
7x(k;1) = [pe* g (w)dw, para qualquer inteiro k, é dada por
o(1+90)
0>0
(1 — 260 cos(w) + 62)’ >
gi(w) = . (4.50)
o1—6) se <0
(1 +6)(1 — 2602 cos(2w) + 64)’ '
]

4.3.2 Caso a Geral

Vamos estender o Exemplo 4.39 considerando o caso geral de distribuicoes a-estaveis,
para a € (0,2). Precisamos mostrar primeiro que

3 rx(k;a)| = |9|a ]1+|9|a’f (1—0%)°] < oo. (4.51)

k=1

E para mostrar este fato, usamos o seguinte critério (ver p. 42 de Lima, 2013)

Proposicao 4.40 (Critério de d’Alembert). Seja (a,)neny uma sequéncia real tal que

a, # 0, para todo n € N. Se existir uma constante c tal que

Ap+1
Qp,

lim =
n—oo

7
com c < 1, entdo a série y_,° | a, converge absolutamente.

Lema 4.41. Se 0 <60 <1 ea€(0,2), entdo a série

kff (k)] = W Z 14 Jojo — (1 — 6]

converge.

Demonstragio. Se 6 > 0, a funcao 7x(k;«) é decrescente em k. De fato, sendo 6 > 0 a
(6%

codiferenca assume a forma 7x(k; o) = (1 +0°F — (1 - 0’“)0‘). Além disso,

7
1— 6]

0<f<1= 0ot < gok o 1 4 gattl) 1 4 gok (4.52)
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0<f<l= 0 <O =1-0"<1-0"=—-(1-0"H><—(1-0% (4.53)

o que mostra o resultado, pois das inequagoes (4.52) e (4.53) segue que

7
1— 0]

«

<7
1 —1[6]"

x(k+1;a)= (1 + gD (1 — 9k+1)a)

(146% = (1-05) = 7x(k;a), keN
Observacgao 4.42: Sendo 1 + 6% — (1 — 6%)* uma funcdo decrescente e convergente a

zero, necessariamente devemos ter que 1+ 0% — (1 — 6%)® > 0, para qualquer k € N, desde

que 6 > 0.

Vamos mostrar que as séries

Yok e Y 1-(1-065" (4.54)
k=0 k=0

convergem absolutamente.

E 6bvio que a primeira delas é absolutamente convergente, dado que é uma série
geométrica com razao 0 € (0,1). Para ver que a segunda também é, vamos usar o critério

de d’Alembert. Mas antes, observe que sendo 0 < 6 < 1, temos
0<(1-60)<1=0<1-(1-0""<1,

para todo k € Z. Assim, pelo critério de d’Alembert

1— (1 o 9(k+1))o¢ ‘ 1— (1 _ 0(’€+1))a 0 ‘
‘ (1= = kh_)rgo T~ (1= =5 (Indeterminado!) (4.55)

lim
k—o0

Como o limite ¢ indeterminado, vamos usar a regra de 'Hospital para calcular o

limite da fracao

_ _ plz+l)\a
lim O1(7) = lim 1-(1-9 ) ,
T—00 ¢2($> z—o0 ] — (]_ — Q$)Oé

onde ¢1(x) =1 — (1 — =)™ = ¢y(z — 1). Vamos mostrar que este tltimo limite é igual

a 0. Logo, poderemos concluir que o limite em (4.55) também existe e que é igual a 6.

Ora, temos que

¢,1($) _ —a(l _ 9(17-1—1))&—1 [_9(z+1) ln(Q)] 0 (1 _ 9(m+1))a—1

¢5() —a(l — 7)1 [—67In(6)] (1 — )1

Tomando o limite para x — oo, segue que

/ _ plz+1)ya—1
lim ¢4 () = 6| lim (1-6 ) =4.

x1—>oo QbIQ(LU) o acl—>oo (1 _ ga:)oc—l (456)
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Assim, dado que o limite lim,_,, ¢} (z)/¢5(x) existe e é finito, a Regra de ’Hospital garante

que
1= =gt gy(x) L d(x)
BT A e T R Gy T R ga)

Mas observe que o limite em (4.55) é apenas a versao inteira deste tltimo limite, logo

chegamos a conclusao de que também

‘ 1 — (1 o 0(k+1))a
= klirgo - (1 — Qk‘)a = 0. (457)

lim
k—o00

1— (1 _ H(kJrl))a
‘ 1= (1= 6%

Sendo 6 < 1, o Critério de d’Alembert se aplica e assegura que a série .52 [1 — (1 — 6%)]

é absolutamente convergente para 0 < 6 <1 e a € (0,2).

Finalmente, como as séries em (4.54) sao absolutamente convergentes e temos
sempre
1 0]°% — (1= 6%)° < 1= (1= 6%)°] + [0]°*,

o Critério de Comparagao para séries se aplica, o que prova a afirmacao do lema. O

Vamos abordar no lema seguinte, o caso em que —1 < 6 < 0.

Lema 4.43. Se —1 <0 <0 e a € (0,2), entio a série

o0 o o0

glfx(k;aﬂ = 1_0|0|ak§:\1+|9\“’f—(1—6’“)a) (4.58)

converge.

Demonstracao. Vamos usar o mesmo raciocinio empregado na prova do Lema 4.41, mas
como —1 < 6 < 0, precisamos proceder com cautela e averiguar os casos em que k é
par ou impar na sequéncia (7x(k;a))ren. Queremos mais uma vez aplicar o Critério de

d’Alembert e para isso, vamos definir uma sequéncia (z)gen cujos termos sao dados por

1— (1 o 9k+1)oz
1— (1= 6F)e

, keN (4.59)

Zk_‘

Considere as subsequéncias (x)ken € (Yr)ren de (2x)ren, dadas respectivamente

por

B |1_(1_02k¢)a| _ll_(1_82k+1)o¢|
Tl —ene] © T T (=l

Vamos provar que limg_,o 2 = limg_,o yr = 0. Com efeito, consideremos primeiro a

sequéncia (zy)ren. Sabemos que

—1<h<0=>-1<0*<0=0<1-60F<1=0<1-(1-6""<1
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e que

—1<f0<0=0<-0""=(-0)*"<1=>1<1+ (0" <2
=1< [1 + (_Q)Qk—l]a < h = < 20 < _[1 + (_‘9)2]4—1](1 <1
=-3<1-2"<1-[1+ (_Q)%—l]a <0,

para todo k € N. Desta forma, observamos que

, R S (O - ,
A @ = I S ey = M g Cgyme = o (Indeterminadol)

Defina
$1(z) =1—[1—6%]* parax € (0,00)

Go(z) = [1+ (=0)**1* -1, parax € (1/2,00).

Ambas as fungoes ¢1(-) e ¢o(+) s@o derivaveis em seu dominio e sdo respectivamente, as

extensoes reais das fungoes definidas nos naturais
pr(k) =1—[1—0%]* e ¢o(k) =[1+ (=01 -1

Recorrendo a regra de 'Hospital, vemos por argumentos analogos aos da prova do Lema
4.41, que

[ i W1 NN 1)

e S R e R
S Y ] A R
250 a1 + (—0)22—1]a=1[(—F)22~1 21n(—0)] 300 [1 + (—f)2e-1]e-1

Consideremos agora a sequéncia (yx)ren. Note que também

) ) |1 _ [1 _ 02k+1]a| ) [1 + (_0)2k+1]a -1 0 .
A = I T ey T T g g (ndeterminado)

Assim, recorrendo mais uma vez a regra de I’'Hospital e a argumentos similares aos usados

na prova do Lema 4.41, observamos que

, =P —1 ge(w+ 1) Ph(r+ 1)
Jim o= Jim e e M Ty M T
L Oz[l + (_0)2x+1]a—1 [(_9)2x+1 2111(_9)] B . {1 4 (_0)2x+1]a—1
- 111_{20 —a[l _ 62m]a—1[_02:p ln(92)] =0 {Q}E& [1 _ 92z]a—1 }

Observe agora que as sequéncias (Tx)ren, (Yk)ken € (2k)ken s@o associadas pelas
relagoes

Zok—1 = Tk S 22k = Yk,
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para qualquer £ € N. Vamos mostrar que também limy_,,, 2z = 6.

De fato, mostramos acima que limy_, . xx = lim;_,, yx = 6. Pela definicao formal

de limite de uma sequéncia, dado 0 > 0, existem k1, ko € N tais que
n>ky = |z, —60] <9 e n> ke = |y, — 0| <6. (4.61)
Tome ko = max{2k; — 1,2ky}. Se k =2n — 1, para n € N, entdo 2z, = 29,1 = @, €

4.61)
=

k>ko=2n—1=k>k > —1=n>k 25 0=z, — 0] <0

Por outro lado, se k = 2n, para n € N, entao z, = 29, = y, €
(4.61)
k>ky=2n=k>ky>2ky=n>k =" |z —0|=|y,— 0] <.
Em outras palavras, acabamos de mostrar que

V6>0,3ke€N: k> k= |z — 0] <0,

isto é, limy_,o 2z = 0.

Em conclusao, provamos que

lim
k—o0

= lim 2z, =6, para —1<6 <0,

k—o0

1—(1—0F)
1—(1—6k)e

e portanto, o Critério de d’Alembert permite concluir que a série de termos 1 — (1 — 6%),

para k € N, a € (0,2) e —1 < 0 < 0 é absolutamente convergente, isto é,

i|1—(1—0k)a\<oo.

k=1

Como a série 332, |0]°% também é convergente e
L+ 101" = (1 =0 < 1= (1= 0" + 0], keN,

podemos inferir que a série em (4.58) converge. O]

4.3.3 Calculo da Fungao g,(-)

Tendo conhecimento da convergéncia da série

o0 «

Z ‘TX</€;05)|:10-‘9|Q Z ’1+|9’0‘\k\_(1_9\k\)a
N k

k=—o00

: (4.62)

vamos determinar a fun¢ao g,(-) definida na equagao (4.48), para a € (0, 2).
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Observamos primeiramente que, sendo 7x (k; ) uma fungao simétrica em k, da

equagao (4.48) obtemos

_ 1 = —ikw .
ga(w) = o szooe Tx(k; )
1] -1 o
=— |7x(0,a) + Z e oy (ks a) + Z e oy (ks a)
2m | k=—o0 k=1
_ i zkw —zkw .
=5 1_|9|Q+Ze x(k;a) —1—];e (k‘,oz)]
1 [ 20¢ ” ik 1 20
_ tkw tkw )
. 1_,9,Q+ZTX}{5 ca)(e™ +e )] Py [1_‘9‘04"’_ ZTxk a)cos(k‘w)]
O.a o
= {242 1+9°‘k—1—9kacoskw}. 4.63
e {223 [ 1 = 1 8] cost (4.63

Observe que, sendo a fungao cosseno limitada por 1, temos que

141017 = (1 = 0%)°] cos(kw)| < [0]%] cos(kw)| + |1 = (1 — 6F)*| |cos(kw)|
< |0)1*F + ‘1 —(1- 9’“)“’ , para todo k € N.

Assim, pela convergéncia absoluta, podemos separar as séries em (4.63), dando origem as

duas somas da expressao (4.64) abaixo

Jo(w) = 27r(10—a|0|a) { [1 +2 i |0 cos(k:w)] + [1 + 2 i (1 —(1- e’f)a) cos(kw)] } :

k=1 k=1
(4.64)

Vamos avaliar cada uma destas séries separadamente. Para a primeira série em

4.64, note que sendo |0|* < 1, a equagao (4.49), para p = |0|* e z = w, nos diz que

1 — |9|2a

. 4.
1 —2|0]> cos(w) + |0]?* (4.65)

1+2Y " 10]* cos(kw) = 1+2Y(10]*)* cos(kw) =
k=1 k=1

Para a segunda série em 4.64, vamos reescrever h(f) = (1 — )%, para || < 1, na
sua série de Taylor em torno do ponto 0. Observe que h(-) é de classe C* no intervalo

aberto (—1,1) e suas n primeiras derivadas sao dadas por

R'(0) = —a(l —6)>!
R"(0) = a(a — 1)(1 — )*2
R"(0) = —ala —1)(a — 2)(1 — §)*3

A = (~1)"a(a - 1)...(a —n+1)(1 — )™
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O polinémio de Taylor h,(-) de ordem n da fungdo h(-) em torno do ponto § =0 é

dado por
h'(0) . h"(0) o h"(0) h™(0)
h,(8) = h(0) + T 6+ i 0+TQ SR 0
B a ala—1) , Lala=1). . (a—n+1)
_1_59 5 0+ -+ (—1) .y 0
_Z”:(_ . [(a+1) 07
= Fla+1—7)TGH+1)
Assim, a série de Taylor da fungao h(-) no ponto 0 é dada por
o0 - T(a+1) 6’
h(f)=(1—-60)"= —1) , - , 10 < 1. 4.66
O=0-0" =3V gy ¥ (4.66)

Usando a expressdo (4.66) para reescrever a funcio (1 — %)%, para qualquer k natural,
temos

o | & ; Fa+1) gk
A= = D =y TGy

J=0

0] < 1. (4.67)

Observagao 4.44: A série dada na equagao (4.67) pertence a classe das séries hiper-

geométricas e conforme a equagao 2.1.6 de Andrews et al. (1999), temos

(1— 6% =, F, ( - ;9’“) .

O primeiro termo da série em (4.67) é igual a 1, para qualquer k£ € N. Consequen-

temente,
kya __ o J F(Oé + 1) 07"
L= =0 == Y T = TG+ )

=1
I(a+1) %
(a+1—7) T +1)

GV

e}

7j=1

para || < 1. E assim, a segunda série que aparece na equacao (4.64), pode ser reescrita

CcOo1mo

142 fj (1= (1= 05)) cos(hw) =

k=1

=1+2 —1)/+1 ; ;
k=1 j:l( ) Nla+1-4)I(j+1)

> (OO I(a+1) GI* )cos(kw).

(4.68)
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Usando as equagoes (4.65) e (4.68) para reescrever a fun¢ao g,(-), obtemos da

equagao (4.64) que

o

( ) B a 1 — |9|2a N
Jalt) = 27r(1— 10]%) \ 1 — 2[8] cos(w) + [0]2

v 1)i+! [la+1) Gl cos(kw
+35 (1—|6| (HQZ:(; 04+1—J')F(f+1>) ’ ))
_ o®(1+|0]%)

2 (1 — 2|0]* cos(w) + [0]>*)

+

o S 1)+ I'(a+1) 07" cos( fw
* ST (1+2];<Z Matl_J) F<j+1)) (k )). (4.69)

Com isto provamos o seguinte teorema.

Teorema 4.45. Considere o processo (X, )nen, definido pela equagao (4.20), para 0] < 1
e (en)ns2 uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao S,(o,0,0), com
0 <a<2eo>0. Assuma também que a varidvel X; € independente da sequéncia
W, 0, O). Se Tx, representa a matriz
de codiferenca do vetor X,, = (Xi,...,X,), cuja expressao é dada por

(En)n>2 € além disso, X, tem distribui¢ao S, (

«

__ ali=jl _ (1 _ gli=ilya
Tx, 1_W(mm (1—0=9)

1<lj<n’

entao temos que

To(g0) = [Tulgaisheien = |5 [explit = aa ] =7x,,

T JT 1<l,j<n

onde g, : T — R € a funcgio definida pela equagao (4.69) e T,,(go) € a matriz de Toeplitz

associada a fungdo go(+).

4.4 Grandes Desvios e o Processo AR(1) com Inova-

coes a-Estaveis Nao-Gaussianas

O objetivo desta se¢ao é mostrar que, o método utilizado por Bercu et al. (1997)
na determinacao de um principio de grandes desvios dos estimadores de Yule-Walker e de
minimos quadrados, para o parametro 6 do processo autorregressivo Gaussiano, nao pode
ser adaptado passo a passo para o caso em que as inovagdes sao a-estaveis nao-Gaussianas,
vide Defini¢ao 4.9.

A principal dificuldade se encontra na determinacao da funcao geradora de cumu-
lantes normalizada. Considere X,, = (Xi,...,X,), com X, ..., X, solugdes da equagio

(4.20). Analogamente & Proposi¢ao 3.12 (b), suponhamos que exista um vetor aleatério
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Y,., cuja distribuicao é Sa.S com n componentes i.i.d., e tal que o vetor aleatorio X,, pode

ser escrito como um produto da forma
X, = TV, (4.70)

1/2 S . . L.
onde T )én representa a matriz raiz quadrada da matriz de codiferenca do vetor aleatorio
X,.. Note que sendo Y x, uma matriz simétrica e ndo-negativa definida (ver Proposi¢ao

o /2 . P < . .
4.19), a sua matriz raiz quadrada Y )én existe, é simétrica e nao-negativa definida.

Considere novamente a funcao f(x) = cos(z) — ¢, para z € T e ¢ € (—1,1).
Considere também a matriz de Toeplitz T,,(f) associada a fungao f(-), dada pela expressao
(3.18). A matriz TI/QT (f)Tl/2 é real simétrica e existe uma matriz P, ortogonal n x n

tal que
TYLT. (/)T = PA,PT, (4.71)

onde A,, = diag(A},...,\") e AT,..., A" sao os autovalores de T,,(f)Yx,,.

O Teorema 4.45 mostra que existe uma funcao g,(-), definida pela equacao (4.69),

tal que Tx, = T,,(ga). Logo, a expressao (4.71) pode ser reescrita como
T3 (90) T()) T3 (90) = PPy

e desta forma, A7,..., A\ sdo os autovalores da matriz T, (f)7,(g.). Combinando as
equagoes (4.70) e (4.71) para reescrever a estatistica W, (f), apresentada na Secao 3.2,

temos que

1
W) = & (X001~ 30X ) = L XD ()% = LR (T
= lYTTWT (HTYY, = lYnTPnAnPnT Y, = l(PnT Y,) A (PTY,).  (4.72)
n n

Como Y, ¢ vetor aleatério Sa.S com componentes i.i.d, segue do exemplo 2.3.6 de
Samorodnitsky e Taqqu (2000) que Z,, = PTY,, = (Zy,...,Z,) é vetor a-estavel. Assim,
da equagao (4.72), obtemos que

1 1 1 &
Walf) =~ (PIYa) (P Ya) =~ ZENZ0 = S N2 (473)
=1

Mas W, (f) abordada desta forma, nao demonstra utilidades praticas, pois a funcao
geradora de cumulantes normalizada da soma n~'37_, A\fZ2, ndo estd definida para
qualquer vizinhanca de zero! De fato, pela desigualdade de Jensen, a funcao geradora de

momentos da varidvel Z7 satisfaz

Mzy(t) = (exp{tZ }) exp {ﬂE (ZQ>} =400, set>0,
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para todo 1 < k < m, uma vez que Z? é uma variavel aleatéria a-estavel. Mas entao,
independente do valor que M 72 (t) assume para t < 0, a fungao geradora de cumulantes

normalizada de W, (f) nao esté definida em uma vizinhanga de 0, pois

LWL = B e {m(D)) = ©1ox (exn(X M522))

k=1

1 n
=— ZlogMZ]%()\)\Z) = 400, se A\; >0, para algum k € {1,...,n}.

- (4.74)

Para conseguir aplicar o teorema de Géartner-Ellis, devemos analisar com muito
cuidado a expressao 4.74 e também o seu limite. Esta analise pode ser exaustiva e muito
mais complicada do que no caso Gaussiano. Alids, ainda nao conhecemos a distribuigao
das varidveis Z7, para k € {1,...,n}, e muito menos, caso exista, a fungao geradora de
momentos destas varidveis aleatérias. Citamos Rathie et al. (2016), para a distribuicao
do produto e quociente de duas variaveis aleatérias X e Y, onde ambas sao a-estaveis e
independentes, situacao da qual nao podemos tirar muito proveito, mas que ainda pode

interessar ao leitor.

4.4.1 Principio de Grandes Desvios Para o Estimador de Yule-

Walker na Versao a-Estavel

O Teorema de Gartner-Ellis nao é imediatamente aplicavel, quando a funcao
geradora de cumulantes normalizada nao esta definida em qualquer vizinhanga em torno
de zero, pois a Hipdtese 2.20 é violada. O que perdemos em tal situacao, é a existéncia
de uma “boa” fun¢ao taxa, embora ainda sejamos capazes de determinar uma funcao
taxa, cujos conjuntos de nivel nao sejam necessariamente compactos. Bercu e Richou
(2017) descobriram uma nova técnica para determinar principios de grandes desvios, para
o estimador de méaxima verossimilhanga do pardmetro de um processo Ornstein-Uhlenbeck.
Podemos utilizar esta mesma técnica para resolver o problema de nosso interesse. Vamos
descrever a seguir, um pouquinho da metodologia aplicada por Bercu e Richou (2017), ja

adaptando-a ao estimador de Yule-Walker do parametro 6, exibido na equagao (4.20).

Observamos na Se¢ao 3.2 que as propriedades de grandes desvios da sequéncia
(0)ns2, dos estimadores de Yule-Walker do pardmetro 6, coincidem com as da sequéncia
(W, (f))n>2, definida por

Wa(f) = ; (i XpXp1—c zn: X,f) : (4.75)
k=2 k=1

onde ¢ € (—1,1). Defina portanto a sequéncia (V,,)ns2 € (R x (0, +-00))¥ | cuja expressdo
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¢é dada por
" X, X, n X2
Vi, = (Z CkESL 1,2’“), para n > 2. (4.76)
k=2 " k=1 "
Ao provarmos um LDP para a sequéncia (V},),>2, podemos utilizar o principio da contragao,
discutido na Subsecao 2.2.4, e deduzir um LDP para a sequéncia de variaveis aleatérias

(F(V,))ns>2, induzida por alguma fun¢io continua F': R x (0, 4+00) — R.
No caso particular em que a fungao F'(-,-) for definida pela lei
F(xz,y) =x —cy, parace (—1,1), (4.77)

observamos que

"OXpXpon o< X2\ 1
n

F(V,) =F (Z >3 = - <Z XpXp1—cy, X,f) =Wa(f). (4.78)
k=2 k=1 " \k=2 k=1
Assim, basta provarmos um principio de grandes desvios para a sequéncia (V},),>2, a fim de

que o LDP para o estimador de Yule-Walker possa ser obtido pelo principio da contragao.

Com o mesmo raciocinio, podemos obter um principio de grandes desvios para a
soma n~ ' >°7_, XZ2. Para isto, basta utilizarmos a fungdo continua F(z,y) = y, conhecida
por ser a func¢ao projecao na segunda varidvel. Esta ideia estende para a classe das a-
estaveis, o resultado provado por Bryc e Smolenski (1993), conforme mencionado na
Observagao 3.25.

O ponto principal dentro de todo este esquema, é tentar aplicar novamente o
Teorema de Gértner-Ellis. Defina L,(-,-), como sendo a func¢ao geradora de cumulantes

normalizada do vetor aleatério V,,, isto é,

Lo(ty ta) = ;log (E (n{(t1, 1), V.))} (4.79)

onde (-,-) denota o produto interno usual em R2. Se a fungao L,(-,-) estiver bem definida,

tomando o limite quando n — 0o, obtemos uma fungao L(-, ), definida por
L(ty,t2) = Jim L (t1,t2),

e que indica, a partir do Teorema de Gartner-Ellis, quando ou nao, a sequéncia (V,,),en

satisfaz um principio de grandes desvios.

Para poder aplicar o Teorema de Géartner-Ellis, precisamos mais uma vez estudar o

dominio da func¢ao L(-,-), definido pelo conjunto
D; = {(thtg) S RQ : L(tl,tg) < OO}

Esta analise pode ser extremamente complicada, visto que estamos a trabalhar com uma

classe ampla de distribuigoes.

Para mais detalhes técnicos, indicamos a consulta do artigo de Bercu e Richou
(2017).
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5 Conclusao

Neste trabalho estudamos uma maneira bastante intrigante de aplicar a Teoria
de Grandes Desvios, na estimacdo do parametro de um processo autorregressivo de
primeira ordem, definido pela equacao (3.1), cujas inovagoes sao Gaussianas. No Capitulo
3 estudamos o método apresentado por Bercu et al. (1997), a fim de encontrar principios de
grandes desvios para os estimadores de Yule-Walker e de minimos quadrados do pardametro
deste processo. Realizamos uma analise criteriosa dos autovalores da sequéncia de matrizes
(T, ()T (9))n>2, cujas fungoes f(+) e g(+) foram definidas respectivamente, nas equagoes
(3.11) e (3.2).

Ao tentarmos aplicar os mesmos métodos usados por Bercu et al. (1997), na
busca de um LDP para o processo autorregressivo a-estavel nao-Gaussiano, definido pela
equagao (4.20), nos deparamos com a dificuldade em encontrar uma expressao fechada
para a funcao geradora de cumulantes normalizada. Esta dificuldade decorre do fato que
a funcao geradora de momentos de uma distribuicao a-estavel nao-Gaussiana, nao esta
completamente definida nas vizinhancas de zero. O préximo passo para dar continuidade
a este trabalho, é tentar contornar esta dificuldade através de uma analise minuciosa do
problema como um todo. Talvez a técnica utilizada por Bercu et al. (1997), exibida no

Capitulo 3, nao seja a mais adequada para resolvermos o problema no caso a-estavel geral.

Embora ainda nao tenhamos conseguido estabelecer um principio de grandes
desvios para os estimadores de Yule-Walker e de minimos quadrados, no caso a-estavel
nao-Gaussiano, obtivemos excelentes resultados paralelos ao que desejavamos. Conseguimos
estender o processo (X, )nen, apresentado na equacao (3.1), para o processo mais geral
apresentado na equacao (4.20), onde as inovagdes deste 1ltimo sao varidveis aleatorias
a-estaveis simétricas. Além disso, fomos capazes de provar que, este processo mais geral
(X )nen é estacionério, mixing e ergddico. Estas trés tltimas propriedades foram provadas

com ajuda da expressao (3.23), que é consequéncia imediata da definigdo do processo
(Xn)neN-

Dentre outros resultados que provamos, nao podemos deixar de citar a expressao
fechada para a funcao codiferenga do processo (X, )nen a-estéavel nao-Gaussiano, apre-
sentada na equacao (4.29). Além disso, mostramos que esta mesma fungao codiferenca,
converge a zero quando o seu lag converge a infinito, propriedade que compartilha com a

fungao de autocovaridncia do processo (X, )nen, definido pela equagao (3.1).

Na Secao 4.3, provamos que a matriz de codiferenca do vetor aleatério X,, =
)
(X1,...,X,), cujas componentes sao as variaveis aleatorias que sao solugao da equagao

(4.20), pode ser reescrita como uma matriz de Toeplitz associada a funcao g,(-), onde
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ga(+) € exibida na equagao (4.69). Mesmo que a matriz de codiferenga do vetor X,, possua
propriedades semelhantes as da matriz de autocovariancia do processo Gaussiano (X, )nen,
definido na equagao (3.1), notamos na Sec¢ao 4.4 que tal matriz de codiferenga pode nao
servir da maneira que esperavamos. Ainda nao temos certeza se podemos usa-la de fato,
para encontrar as propriedades de grandes desvios dos estimadores de Yule-Walker e de

minimos quadrados do pardmetro 6, apresentado na equagao (4.20).

Apresentamos no final da Secdo 4.4, uma alternativa ao problema de grandes
desvios para o processo a-estavel nao-Gaussiano. Esta ideia, como ja mencionado na
mesma se¢ao, surgiu a partir da leitura do artigo de Bercu e Richou (2017). A metodologia
utilizada por estes autores consiste, resumidamente, em passar o problema para o espago
das sequéncias em R?, aplicar o Teorema de Gértner-Ellis (quando possivel) e usar o
Principio da Contracao para retornar ao problema original. Temos esperancas de que
esta técnica seja mais eficaz na resolucao de nosso problema e pretendemos explora-la em

estudos futuros.
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Apéndice A — Processos

Autorregressivos

Neste apéndice vamos definir algumas das noc¢oes basicas referentes a processos

autorregressivos, assim como os estimadores de Yule-Walker e de minimos quadrados.

Defini¢ao A.1. Dizemos que o processo (X, )nez é (estritamente) estaciondrio se as distri-
buicdes conjuntas dos vetores aleatorios (Xp,, Xn,, ..., Xn,) € (Xoyn, Xnotns -+ s Xnjth)

sao idénticas, para todo j € N e quaisquer inteiros ny,ng,...,n; e h.

Na definicdo acima, a palavra estritamente se encontra entre parénteses porque
alguns autores, como por exemplo Brockwell e Davis (1991), apresentam dois conceitos
distintos de estacionariedade, porém relacionados. O conceito usual de estacionariedade,
apresentado na defini¢ao 1.3.2 de Brockwell e Davis (1991), exige segundos momentos finitos,
0 que no caso das distribuigoes a-estaveis, para 0 < o < 2, nao tem sentido. J& a definicao
1.3.3 de Brockwell e Davis (1991), que estabelece a estacionariedade estrita, depende
apenas da distribui¢ao conjunta das variaveis do processo. Embora a estacionariedade
estrita seja mais forte do que a usual, sabemos que no caso de o processo (X,,)nez ser

Gaussiano, estas duas concepgoes sao equivalentes (ver p. 13 de Brockwell e Davis, 1991).

Definigdo A.2. Um processo estocastico (X, )nez € dito ser autorregressivo de ordem p,

denotado por AR(p), se, para todo n € Z, satisfizer a equagao
Xn - 91Xn,1 — QQXH,Q — ... ernfp = &n, (Al)

onde as inovagoes (£,)nez Sa0 variaveis aleatérias i.i.d. e (64,...,6,) € RP.

A definicao usual de processos autorregressivos nao é a que apresentamos na
Definicao A.2. Em Brockwell e Davis (1991, p. 78), as inovagoes &, sao definidas como
sendo processos ruidos brancos média 0 e varidncia o? (WN(0,0?)), isto é, processos
(€n)nen 1.1.d., que como acusa o nome, possuem média 0 e fungao de autocovariancia dada

por

o2, se h =0,
0, se h # 0.
Novamente observamos que, tal como no momento em que definimos processos estacionarios,

para o nosso estudo, a definicao usual de processo autorregressivo perde o seu significado,

visto que inovagoes a-estaveis, com 0 < a < 2, ndo possuem variancia finita. A Defini¢ao
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A.2 é a mesma apresentada por Samorodnitsky e Taqqu (2000, p. 376) e de modo similar
as que fazem estes autores, consideramos ao longo de nosso trabalho que as inovagoes
(€n)nen sdo i.i.d. com distribuigdo a-estavel simétrica, isto é, e, ~ S,(0,0,0), para todo

neN, com0<a<?2

Estimadores de Yule-Walker

Considere a seguinte definicao de autocovariancia amostral.

Definicao A.3. Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria qualquer. A funcao de autocova-

riancia amostral Yx(-) desta amostra é definida por

n—h
’S/X(h) =n! Z(Xk+h_Xn)<Xk_Xn)7 0<h<n,
k=1
onde X, =n~t 37, X} denota a média amostral de X, ..., X,,.

Através da autocovariancia amostral, podemos definir um estimador para os para-

metros do processo autorregressivo apresentado na Definicao A.2.

Definigdo A.4. Seja (X, )nez um processo AR(p). Os estimadores de Yule-Walker 6 ¢ 62,
respectivamente, de @ = (0y,6s,...,0,) e 02, onde 0 = Var(e;), podem ser determinados
a partir das equagoes

I',0=4%4, (A.2)

62 =4x(0) — 674, (A.3)

onde I, = Ax (i = ) =1 e A = (Ax (1), 4x(2), -, Ax(2) "

Para p = 1 na Definigdo A.4 e n > 2, a equagdo (A.2) recai no caso unidimensional

50 A n ﬁX(l)
0, = = 6,=-
1 71 ’YX(O)
= é‘ _ n_l Zz;%(XkJrl _;anXk _;Xn)
" n=U30 (X — X0) (X — X))
~ P o X X
o g, = b= ek (A4)
Ek‘:l Xk

Observagao A.5: Para obter a expressao (A.4) a partir da igualdade anterior, levamos em
consideragao o fato de que o processo (X, )nen possui média 0. Assim, para n suficientemente

grande, X, ~ 0.
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Método dos Minimos Quadrados

Uma outra alternativa para estimar o pardmetro 6 da expressao (3.1) é através do
método de minimos quadrados. No caso de um AR(1), o método consiste em minimizar a
soma dos quadrados dos ruidos com respeito a 6, isto é, queremos minimizar o valor de
Sh_,e2 =371 (X, — 0X;_1)% Derivando em relagdao a 6 e posteriormente igualando o

resultado a zero, obtemos

0 & =
0= 5 (X —0X5-1) = 0=—> 2(Xip — 0X4_1)Xs1
k=2 k=2
= > XX = 0, > Xi,
k=2 k=1
A P o X X
= 4 = Zk—z_—lkgl (A.5)
D=1 X

Assim, a expressao (A.5) fornece um estimador alternativo para o pardmetro 6
com relacdo a amostra X, ..., X,,. Tal estimador é denominado de estimador de minimos

quadrados para 6 e vamos denota-lo por 0,.
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Apéndice B — Algebra Linear

Neste apéndice reunimos alguns dos resultados de Algebra Linear que sao a base
para a teoria desenvolvida neste trabalho. Apesar de bésicos, servem como ferramentas

poderosas para atacar os problemas abordados nos Capitulos 3 e 4.

Defini¢ao B.1. Uma matriz simétrica é nao-negativa definida (resp. positiva definida) se,

e somente se, seus autovalores sao nao-negativos (resp. positivos).

Lema B.2 (Lema 3.16 do Capitulo 3). Sejam f,g € L*(T). Defina para cada n € N,
a,(f,9) ea,(f,g) como sendo o menor e o maior dos n autovalores da matriz T,,(f)T,(g),

respectivamente. Entao as sequéncias (a,(f,g))nen € (@n(f,9))nen sdGo ambas limitadas

por [[fllsellllsc-

Para demonstrar este lema, vamos antes definir uma norma para o espaco vetorial

das matrizes reais quadradas M, x,(R) de ordem n.

Defini¢ao B.3. Considere uma matriz A € M, ,(R), com valores singulares {s1, ..., $,},
isto é, as raizes quadradas dos autovalores da matriz A*A, onde A* denota a matriz adjunta

de A. A norma espectral da matriz A serd definida por

[1A4]loc = max {si}. (B.1)
Observagao B.4: Nao ¢ dificil mostrar que || - || definida em (B.1) é de fato uma norma

(ver teorema 7.65 de Santana e Queir6, 2010). Além disso, esta norma pode ser estendida
para qualquer transformagao linear A : E — F', entre espacos vetoriais de dimensao finita

munidos de produto interno e podemos mostrar que
1Alloo = smax = max{[|Aul|r; u € E, |ju|lp = 1}, (B.2)

onde s2 ., é o maior autovalor do operador A*A: E — Ee||-||g e||-||r sdo normas em
E e F, respectivamente. A prova da segunda igualdade em (B.2) segue da aplicacao do
Teorema dos Valores Singulares e das propriedades do maximo (veja o teorema 13.10 e o

exercicio 13.28 de Lima, 2014). Note que smax = 0 pela definigao de valor singular.

Demonstracio do Lema B.2. Observe inicialmente que se A é uma matriz hermitiana,
isto é, A* = A, entao todos os seus autovalores sao também valores singulares. De fato, se

v é autovetor de A associado ao autovalor A, entao

A*Av = A" v = \A*v = MAv = \0.



122 Apéndice B. Algebra Linear

Como as matrizes T,,(f) e T,,(g) sd@o ambas hermitianas, o produto também é uma matriz
hermitiana. E entéo suficiente mostrar que os valores singulares de T}, (f)7},(g) sdo limitados
por || f]leol|g||s, POis neste caso terfamos que, sendo v/ A? valor singular de T,,(f)T,.(g),

entao

A = VR < fllsollglloe & =l1Fllsollglloo < A< 11 £]lo0llglloos
para todo A autovalor de T, ()T, (g)-
Ora, note que [|7,,(f)Tn(9)|loo < [|Tn(f)[lool|T0(9)]|oo- Com efeito, seja || T, (f)|oc =
ae ||T(9)|lc = 0. Considere u € R™ unitério. Se T,,(g)u = 0, entao T,,(f)T,.(g)u = 0 < ab,

pois a e b sao ambos nao-negativos.

Se T,(g)u # 0, observe que % ¢ um vetor unitario, e portanto, segue da

expressao (B.2) que

Tn(g)u
L) =D N <a e |[Tulg)ull <b.
‘ T (g)ull
Aplicando as propriedades de uma norma, concluimos que
T (g)ull To(g)u
1T ()T (g)ull = ‘Tn(f)Tn(g) o U = (1T D o | 1T (9)ull < ab.
1T (g)ul] T (g)ul]
Por fim, como u foi escolhido arbitrariamente do conjunto {u € R™: ||u|| = 1}, podemos

concluir que ||T,,(f)Tn(g)u|| < ab, dentro deste conjunto. Tomando o maximo, segue que

T ()T (9)oe = max{ (| T, (f) Tulg)ull - u € RY, [Jul] = 1} < ab = [|T,(f)lloo|[Tn(9)]oc-

(B.3)
Para concluir, a equagao (2.6) em Avram (1988) mostra que
T (oo < M1 f]oo-
Combinando este resultado com o que foi obtido na expressao (B.3), obtemos que
T (F)To(9) oo < NNTn(Hlloo 1T () loo < [1f1lool[9]]o0- (B.4)

Assim, como (B.4) é valida para todo n € N e ||T,,(f)T(9)||s ¢ por definigdo o méximo

dos valores singulares de T,,(f)T,(g), o lema fica demonstrado. O

Proposicao B.5. Dada uma matriz ¥, «, simétrica, existe uma matriz P ortogonal
nxn (PT = P™) e uma matriz diagonal A = diag(\1,...,\,), onde A\, ..., A\, sGo 08
autovalores de ¥, x,, tal que

Ypxn = PAPT. (B.5)

Demonstracao. E simples demonstrar que sao reais todos os autovalores préprios de uma

matriz simétrica real (Teorema 7.42 de Santana e Queird (2010, p. 234)). Desta forma, o
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Teorema de Schur (ver Santana e Queir6 (2010, p. 234-235)) garante que se os autovalores

de uma matriz real quadrada sao todos reais, entao existe () ortogonal tal que
QTAQ = M

onde M é uma matriz triangular superior M, com os autovalores de A figurando na
diagonal principal de M. Se A for simétrica, aplicando a transposicio em QT AQ = M,
obtém-se

QT AQ = M7,
pois AT = A. Mas entdo MT = M, o que mostra que M precisa ser uma matriz diagonal.

]

Definicao B.6. Dizemos que X é uma raiz quadrada da matriz A, sempre que X? = A.

Quando a matriz X for tnica, usamos a notacao A'/2.

De acordo com o Teorema 13.8 em Lima (2014), toda matriz real nao-negativa
definida A, possui uma unica raiz quadrada nao-negativa definida, a qual é positiva definida

se, e somente se, A é positiva definida. Desta forma, é plausivel o seguinte lema.

Lema B.7. Dadas duas matrizes A e B, ambas de ordem n X n, com B ndo-negativa

definida e cujo produto seja comutativo, entao:

(a) o é autovalor de AB se, e somente se, é autovalor de BV/?ABY?;

(b) 0 e v sdo, respectivamente, autovalor e autovetor da matriz A se, e somente se,

1 —2Xo e v sao, respectivamente, autovalor e autovetor da matriz I — 2)\A.

Demonstragio.  a) Seja v autovetor de AB associado ao autovalor p. Entdo como B é
por hipétese nao-negativa definida, a matriz BY/? existe e w = BY?v é autovetor de

B2 AB'Y? associado ao autovalor p.

De fato,

ABv = gv = ABY?BY?y = pv

= BI/QABl/Q Bl/QU — BI/QQU — QBI/QU
—— ——

w w

= BY?AB?w = puw.

Reciprocamente, seja v um autovetor de BY/2ABY? associado ao autovalor p. Segue

entao que

BY2ABY?y = v = BABY*y = 9o B"*y

w w

= BAw = ow
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(o produto entre A e B é comutativo)

= ABw = ow

b) Se o e v sdo autovalor e autovetor de A, entao

(I —2XA)v =v —2)Av = v — 2)gv = (1 — 2)p)v.

Reciprocamente, se A = 0, o resultado é 6bvio. Do contrério, sejam (1 — 2\p) e v

autovalor e autovetor associados a matriz I — 2)\A, segue disto que

(I —2XA)v = (1 — 2 p)v = v — 2 Av = v — 2oV
= 2 \Av = 2\ v

A0

= Av = ov.
O]

Vamos agora demonstrar um resultado que combina Algebra Linear com a Teoria
das Probabilidades. Considere o vetor aleatério X, = (Xi, ..., X,,) cujas coordenadas sao
as varidveis aleatérias que surgem do processo AR(1) apresentado no Capitulo 3, e que

satisfazem a equacgao (3.1).

Pretendemos mostrar que o vetor aleatérioX,, pode ser escrito como um produto
entre uma matriz B e um vetor aleatéorio IN,, com distribuicao normal padrao n-variada.
Para isto, defina B = T'/2(g), onde g(-) é a funcdo densidade espectral do processo (X, )nen
definida por g(w) = (1 + 6% + 26 cos(w)) ™!, para —m < w < 7. Observe que B est4d bem
definida, pois a matriz T},(g) é ndo-negativa definida, e possui portanto, uma raiz quadrada.
Definindo

Y, = BN, (B.6)

concluimos que Y, segue uma distribuicdo normal n-variada de média E (Y;,) = 0 e matriz

de varidncia (ver proposigao 1.6.1 de Brockwell e Davis, 1991)
Svav, = BLBT = T,2(9)T,(9) = Tu(g).

Uma vez que a distribuicdo normal multivariada é univocamente determinada a partir de
sua média e matriz de varincia (ver proposigao 1.6.4 de Brockwell e Davis, 1991), segue

que Y, e X, sao identicamente distribuidas.

Observacgao B.8: Dado que T),(g) é simétrica, pela Proposi¢do B.5 existe uma matriz

ortogonal P tal que
T.(g) = PAPT,
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com A = diag(A,...,\,), onde Aq,...,\, sdo os autovalores de T,(g). Além disso, é
nao-negativa definida e tinica a matriz raiz quadrada de 7},(g). Defina C' = PA/2P” onde

AYV? = diag(v/A1, ..., V). A matriz C é simétrica, pois
C" = (PAY2PT)' = (PT)TAV?PT = C.
Uma vez que AY2A/2 = A e pela ortogonalidade de P, vale que
CC = PAY2PTPAYV2PT = PAPT = T, (9),

mostrando por unicidade que PAY2PT é a raiz quadrada de T},(g). Assim, conhecendo os
autovalores da matriz T,,(¢g) e a matriz ortogonal P, é simples de encontrar uma expressao

para a sua raiz.
Lema B.9. O determinante da matriz T, *(g) é igual a 1 — 62.

Demonstragio. Se 6 = 0, o resultado é trivial. Assumimos entao que 0 < |f] < 1. Denote

por G, o determinante da matriz

1+62 -9 0
-0 1+6*> -0

-6 1+6*> -0
0 —0 1+ 62

O teorema de Laplace afirma que o determinante de uma matriz quadrada é igual
a soma dos produtos dos elementos de uma qualquer linha pelos respectivos complementos

algébricos, isto é, sendo A = [a; j]nxn, temos
det(A) =" a;(—1)"det(A4y;),
=1

onde a matriz A;; ¢ a submatriz obtida de A com a linha [ e a coluna j suprimidas. Assim,

¢é simples ver que
Gryo = (14 605Gy — 0°G,, VYn €N, (B.7)

desde que G1 =1+ 6% e Gy = 1 + 6% + 94

Resolvendo a equacao de recorréncia, observamos que a equacao (B.7) tem r? —

(1—62)r + 6% = 0 como equagdo caracteristica. As raizes desta equagao caracteristica sio 1
e 0%. Assim, todas as sequéncias da forma a, = C; + C,0%*", para C; e C, € R, sao solucoes
da recorréncia em (B.7). Usando as condigoes iniciais G; = 1+ 6% e Gy = 1 + 02 + 0,
somos capazes de deduzir que C; = 1/(1 — 6%) e Cy = —6?/(1 — 6%). E portanto,

1 62 on 1 — 92(n+1)
B - A (B8)

G
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¢ uma solucao particular da recorréncia em (B.7).

Provamos agora, com auxilio da expressao (B.8), o resultado do lema. Para n €
{1,2,3,4}, o resultado é computacionalmente trivial. Entretanto, se n > 5, usando o

Teorema de Laplace vemos pela expressao da matriz inversa de 7,,(g), dada em (3.77), que

det(T1(g)) = Grs — 02Gry — 02(G_s — 0°Gl_s)

1— 82(71—1) 1 — 62(71—2) 1— 02(71—3)
S CR— T/ L e — LN [
1o 9( ¢ >+9< ¢ )
1— 92(71—1) _ 292 4 262(71—1) 4 94 _ 82(71—1) (1 _ 02)2

. _ - 2
n 1—62 11— 62 =1=0.

[

O seguinte lema mostra que para conhecer o dominio em que uma matriz da
forma I,, — 2AM,,T,,(g) é positiva definida, para M, simétrica real, basta analisar onde a
matriz D,, = T, (g) — 2\M,, o é. Assim, se D,, for tri-diagonal (caso que nos interessa),

serd sempre mais simples de ser estudada do que uma matriz genérica n X n, tal como

I, — 2AM, T (9).
Lema B.10. Se D,, = T, '(9)—2\M,, é uma matriz positiva definida, entio I,,—2\M,T,(g)

também é uma matriz positiva definida.

Demonstracio. Uma forma equivalente de definir uma matriz positiva definida é através
de operadores auto-adjuntos e seu respectivo produto interno. Para isso, dada a matriz
quadrada real @ = [a; ;|nxn, defina A : R™ — R™ como sendo o operador linear cuja matriz
na base canonica é a. De acordo com Lima (2014, p. 168-169), uma matriz quadrada a
diz-se positiva definida quando o operador A, que a ela corresponde, é positivo. Em adicao,

dizemos que o operador A é positivo quando as trés seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

i) A é auto-adjunto (A* = A, onde A* é a adjunta de A);
ii) (Av,v) > 0 para todo v # 0 ¢;
iii) A ¢é invertivel.
Com base nesta definicdo, provaremos de uma maneira mais geral que, se A : R" —

R™ é um operador positivo definido, entao, para toda transformacao linear B : R" — R"

invertivel, o produto B*AB é positivo definido.

De fato,

i) B*AB é auto-adjunto pois

(B*AB)* = B*A*(B*)* = B*AB.
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ii) Além disso, se v € R" e w = Bv, entao temos que
(B*ABv,v) = (ABv, Bv) = (Aw, w).
Como A é positivo definido, segue que (B*ABv,v) = (Aw,w) > 0.

iii) Finalmente, suponha que B*ABv = 0, entao temos que (ver corolario 1 da p. 169
em Lima, 2014)

0 = (B*ABv,v) = (Aw,w) = w =0,

isto é, Bv = 0. Como B é uma transformagao invertivel, isso s pode ocorrer quando
v for o vetor nulo (ver teorema 6.2 de Lima, 2014), o que mostra que B*AB é injetivo,
e consequentemente (ver corolario da p. 69 em Lima, 2014), sobrejetivo, ou seja,
B*AB é invertivel.

Em conclusdo, uma vez que a matriz T1/?(g) é simétrica e invertivel, o que na
linguagem de operadores se traduziria como um operador auto-adjunto e invertivel, segue
do que provamos acima, com A e B os respectivos operadores lineares associados as

matrizes D, e T/%(g) que
In = 2AM, T, (g) = T,"*(9) D T3 *(9)
é positiva definida. O

Lema B.11. Denote por H,, o determinante da matriz quadrada de ordem n

p q O
q q
q
0 q 1

nxn

Entdo, de acordo com Jensen (1995, p. 269), uma forma fechada para H, é dada por

Ho— (1- T)p; j (Tp - 1)7”7 (B.9)

onde as constantes p e T sao dadas respectivamente por

VPP _p- VP
2 2 '

(B.10)

Demonstracio. E facil ver que, através da operagoes usuais com determinantes, (H,)nen

satisfaz a recursao

Hy,io=pH, —¢*°H,, VYneN, (B.11)
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onde por convencao, adotamos que H; =1 e Hy = p — ¢* é o determinante da matriz

(7).

Assim, a equagao (B.11) tem r2 —pr+q* = 0 como equacao caracteristica. As raizes
desta equagao caracteristica sao as constantes p e 7, definidas em (B.10). Assim, todas
as sequéncias da forma a,, = C1p" 4+ Co7™, para C e Cy € R, sao solugoes da recorréncia
em (B.11). Usando as condigoes iniciais H; = 1 e Hy = p — ¢*, somos capazes de deduzir

através da resolucao de um sistema linear 2 x 2 que

1-— -1
Cl = T € CQ = p .
p—T p—T
Portanto,
1-— -1

p
p—T p—T

¢ uma solucao particular da recorréncia em (B.11). O



Apéndice C — Distribuicoes
a-Estaveis Especiais e Suas

Propriedades

Neste apéndice apresentamos algumas distribuicoes especiais e listamos algumas
de suas propriedades, tal como sua fungao caracteristica, funcao densidade, relagdo com as

variaveis a-estaveis, etc.

Exemplo C.1. (Distribui¢do de Cauchy).

Dizemos que X tem distribuicio de Cauchy com parametro de deslocamento u e

pardmetro de escala o > 0, com notagdo X ~ C(u, o), se possui funcao de densidade

lo? + (z — )’

fx(z) = (C.1)

Além disso, dizemos que X tem distribuicdo Cauchy padrao quando u=0e o = 1.

Vamos mostrar que a fun¢ao fx(-) definida em (C.1) é uma fungao de densidade.
De fato, integrando com relagdo a x e realizando a substituigao de variaveis y = (x — ) /o,

obtemos

/fo(x)dx:/RW[UQJFE;_M)Q]CZ:U:/RWUQ [1 :(t#y] dx:}r/RlJrlyzdy

2 [too 1 2 7
B SR W
mJo 1+9y? T 2

A distribui¢ao de Cauchy é também conhecida por ser um caso particular das

distribui¢oes a-estaveis quando o = 1 e 8 = 0. Com efeito, observamos primeiramente que

se Y é uma variavel aleatoria tendo funcao densidade dada por

fe)=5e ¥, yeR, (©2)

entdo a fungao geradora de momentos de Y é igual & My (w) = (1 —w?)™!, —-1<w<1.

Para provar esta afirmacdo, vamos separar os intervalos de integracao em torno de y = 0.

\ oy e—lyld 0 ey(w+1)d +00 ey(w—l)d
vw) = [y = [y [Ty

(w+1)

e’ —lim,, o €Y lim, o Y@ — 0
2(w+1) 2w —1)
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(note que —l<w<l=>w-1<0<w+1)

B 1 B 1 L w—1-(w+1) -2 _(1— W)
Towtl) 2w-1)  2wr-1)  2wr-1) o ¥

Da funcao geradora de momentos de Y, podemos extrair sua fungao caracteristica

avaliando a funcao geradora de momentos no argumento iw. Com efeito,
oy (W) = My (iw) = (1 — (iw)?) ™t = (1 +w?)~ "

Isso que dizer que

€
(1+w’) ™" =py(w) = / eV ——dy,
R 2
equagao que multiplicada por 1/m, é equivalente a
1 1 ,
——— = — | Ve gy, C.3
7(14+w?) 27 /]Re ©w (€-3)

Mas observe que a expressao da direita em (C.3) é explicitamente a inversa da Transformada

de Fourier da funcio e I, o que nos permite concluir que

1

—lyl — —iwy
e /Re T+ w2)dw. (C4)

Note que 1/[m(1+ z?)] é a funcio de densidade de uma distribuigao Cauchy padrio.

Sendo assim, se X ~ C(0,1), sua funcao caracteristica é dada por

. 1 . 1
¢ :/ izt d :/ —iz(—t) dr = —|—t —
ex(l) ® " (1 + a?) S (1 + a?) ree ‘

onde na penultima igualdade, usamos o resultado da equacao (C.4) com —t e z nos lugares

-l
Y

de y e w, respectivamente.

No caso em que Y ~ C(u,0), basta notar que Y = 0 X + p, onde X segue uma
distribuicdo Cauchy padrao. Para obter a fun¢do caracteristica da variavel Y, procedemos

da seguinte forma
g0y(t) —E (eitY> ) (eit(aXJru)) —F (eitoXeit,u> _ eit,ung(tO_) _ eitng=lto] _ eituefam’
(C.5)
lembrado que o é por hipdtese, uma constante positiva.
]

Vamos agora mostrar que a distribuicao de Cauchy pertence a classe das distribui-

¢oes a-estaveis.

Proposigao C.2. Si(0,0, ) 4 C(u,0).
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Demonstracao. O argumento da prova se baseia na unicidade da func¢ado caracteristica.
De acordo com a equagao (4.4), fixando a« =1 e § =0, se X ~ S1(0,0, u), sua funcado

caracteristica é dada por
L2, .
px(t) = exp{—oltl[1 + B (sign (1)) log |f] + i)
= exp{—olt| + iut},

o que coincide com a fungao caracteristica da Equagao (C.5), mostrando que também

X ~C(u,0). O

Exemplo C.3. (Distribui¢ao de Lévy).

No caso em que X segue uma distribuigdo a-estavel com pardmetros a = 1/2 e
f =1, diremos que X segue uma distribuicio de Lévy, isto é, X ~ Sy 5(0, 1, ). A funcao
densidade de tal variavel aleatéria é dada por

g

fx(z) = (;ﬂ)l/? (x_lﬂ)meXp [_2(1’_@] .z € (p,+00). (C.6)

Além disso, dizemos que X tem distribuicio Lévy padrdao quando p=0e o = 1.

Vamos mostrar que a fun¢ao fx(-) definida em (C.6) é uma fungao de densidade.

Com efeito, realizando a substituicao y = (x — p)/o, obtemos dy = dx/o. Assim,

o= [~ )" [5Za] oo ol

+o0 7 1\ /2 5
— — =3/2,-1/(2y) g
o (Gr) ey c)

Fazendo uma segunda substituigao de y para z através de z = 1/(2y), obtemos as relagdes

1 1
Vi=——=22= =
V2 2y~/2y

+o00

m

y 3% = 24/223/2 (C.8)

1 9 12 1 1
dz = —2—y2dy = dy = —2y°dz = -2 (22) dz = —@dz = dy= —@dz (C.9)

Aplicando as relagoes (C.8) e (C.9) na equagao (C.7) e realizando uma mudanga adequada

dos intervalos de integracao de (0, +00) para (400, 0), obtemos

Ix(x)dx = /0 (217r> v (2v22%%)e* (—2;> dz = \/1% /O+OO e 2 dz. (C.10)

+oo

+o0
u

A integral no lado direito da equacao (C.10) é igual a fungao Gama calculada em 1/2,

isto é, I'(1/2), cujo valor é conhecido como sendo I'(1/2) = /7 (ver p. 211 de Rohatgi e

Saleh, 2000). Portanto, concluimos que

/;OO fx(x)dx = \}%F <;> = L\/E =1.
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Apéndice D — Graficos da Funcao
Codiferenca

Neste apéndice apresentamos alguns graficos da funcao codiferenga do processo
autorregressivo com inovagoes a-estaveis, (X, )nen, definido pela expressao 4.20. Na Subse-
¢ao 4.2.2 calculamos a matriz de codiferenga deste processo e provamos que, se 7x (k; @)
representa a fungao de codiferenga do processo (X,,)nen 10 lag k € Z, entao sua expressao

¢é dada por

O-Ol « «
(ki o) =y (L4 1817 = (1= 6%)7),

para a € (0,2] e |0] < 1.

Na Figura D.1 exibimos o gréfico de 7x(k;«a) para c =1, k =2, 0 € [—0.9,0.9]
e a € [0.1,2], onde o eixo z representa a funcgao codiferenca. Esta figura apresenta dois
graficos idénticos, cujos eixos foram rotacionados a fim de obtermos uma melhor percepcao
do comportamento desta funcdo. Além disso, a legenda a direita da figura, indica o valor
que a codiferenga assume ao longo do eixo z. Observe pelo gréafico que a fungao codiferenga

assume valores muito grandes para || e a convergindo respectivamente, para 1 e 0.

Be[-09.09]eae[01.2] Codiferenca

100

&0

60

40

20

Figura D.1 — Funcao Codiferenga para o =1, k =2, 0 € [-0.9,0.9] e a € [0.1, 2].

Se restringirmos « e ¢ aos intervalos [0.1,1] e [—0.4, 0.4], respectivamente , obtemos
o grafico exibido pela Figura D.2. Esta ilustracdo nos da a entender que, quando # e «

estdo ambos muito proximos de 0, a fun¢ao codiferencga nao é diferenciavel nestes pontos.
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Muito pelo contrario, é simples de mostrar que, para « e k fixos, a fungao

00) = g (L4161 — (1= 64y)

possui derivadas laterais nulas, isto é,

L GO = 6(0) L 6(0) — 6(0)

0—0t 0 6—0— 0 =0

E portanto, ¢(0) é diferencidvel em 0, mostrando que 7x (k ; o) também é. Este argumento

continua vélido para qualquer « € (0,2] e k € Z.

e [-04.04]eae[01.1] Codiferenca

(=]

[+

=

[3+]

Figura D.2 — Funcao Codiferenga para o =1, k =2, 0 € [-0.4,0.4] e € [0.1, 1].

Be[-09.09]eacs[1.2] Codiferenca

b
R <

Figura D.3 — Fun¢ao Codiferenga para o = 1, k =2, 0 € [-0.9,0.9] e a € [1, 2].
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Por outro lado, se restringirmos « e 6 aos intervalos [1,2] e [—0.9,0.9], respectiva-
mente, o grafico que obtemos é o dado pela Figura D.3. Observamos que fun¢ao codiferenca

¢é explicitamente concava nesta situacao.

No caso em que k = 3, o comportamento da funcao codiferenga é ligeiramente
diferente. A Figura D.4 mostra um grafico da funcao codiferenca para o = 1, k = 3,
0 € [—-0.9,0.9] e a € [0.1,2]. Se restringirmos o intervalo de « para [1,2], o grafico que
obtemos ¢ o apresentado na Figura D.5. Note pela ilustracao que, quando k£ = 3, a funcao

Tx(k; ) jA ndo é mais concava.

Be[-09.09]enec[01.2] Codiferenca

- 100

an

&0

40

Figura D.4 — Funcao Codiferenga para o =1, k =3, 0 € [-0.9,0.9] e € [0.1, 2].

Be[-09.09]eae [1.2] Codiferenca

\%

Figura D.5 — Funcao Codiferenga para o =1, k =3, 0 € [-0.9,0.9] e a € [1, 2].
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Na Observacio 4.42, mostramos que a funcdo 1+ 0% — (1 — %) é sempre positiva,
para todo k € N, a € (0,2) e # > 0. Mas se k é par, entdo, esta mesma fungao é positiva
para qualquer || < 1. Este argumento é suficiente para mostrar que a fungao codiferenga
Tx(k; ) é positiva, para todo k par. O mesmo ja nao pode ser afirmado se k for um
numero inteiro impar. De fato, basta olhar para o grafico da Figura D.5 para ver que

Tx (k; &) pode assumir valores negativos.

Para « € (0, 1], existe sempre a garantia de que a codiferenca entre duas variaveis
aleatorias SauS é positiva. Este é o resultado da propriedade 2.10.5 dada em Samorodnitsky
e Taqqu (2000). De fato, o que esta propriedade diz é que, se X e Y forem duas varidveis

SasS, entao
TX’y>0, S€0<Oé< 1. (Dl)

O mesmo ja nao pode ser constatado se 1 < a < 2, mas a mesma propriedade 2.10.5 de
Samorodnitsky e Taqqu (2000), nos dd uma cota inferior para a codiferenga entre X e Y,

dada por
rxy 2 (L= 227X+ V]2, sel<a<2. (D.2)

A propriedade (D.1) é perceptivel nos gréficos que exibimos neste apéndice.

e [-04.04]eae[01.1] Codiferenca

Figura D.6 — Funcao Codiferenga para o =1, k =3, 0 € [-0.4,0.4] e € [0.1, 1].
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