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PREFACIO

Esta publicagao reproduz as aulas pro
fernidas sobre Teoria da Semelhan¢a no curso de
pos-graduagdao do Centro de Hidrologia Aplica-
da, mindistrado no Instituto de Pesquisas H.i-
drnaulicas da Universidade Federal do Rio Gran-
de do Sul, em Pornto Alegre, em convenio com a
UNESCO.

0 objetivo do curnso consiste em apre
sentarn aos alunos 05 principios fundamentais
para profetar, construdr, operar, dLinterpretar
e avaliarn 04 modeﬂaé 545&@04. Adinda que 03 alu
nos nao se_destinem a carneira _de pebqu&éadon
em Laboratorio de hidraulica, e muito possivel
que, no decorren de sua carreira profissional,
venham a _precisarn nrecorren a orgacs de tal na-
tureza. E conven&@nte, portanto, que compreen-
dam 04 annc4p405 em que se assenta a utiliza-
cdo de modelos fLsdicos e o que se pode fazerou
nao com 04 mesmos.,

Ressaltamos que nao se deve procurar
neste curdo a solucac para todas as aplicacgoes
praticas da teoria dos modelos fisicos. 0 cur-
s0 Lem pon obfetivo a apresentacao dos conced-
tos e phinelpios fundamentais, comuns a fodos
04 tipos daqueles modelos. Conﬁonme e dito e
repetido no desenrolar da exposigao, para que
alguem se torne capaz de realizan modeﬂoa §sd
cos em qualquer setor da tecnologia, deve em
primeiro Lugar conhecen o0s fenomencsd, as ghon-

UFRGS
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dezas e as nrelacoes especlficas do seton em
questdo. 04 pormenohes teoricosd e praticos de
cada tipo de modelos, do ponto de vista do se-
ton de aplicacgao, devem sen aprendidos na ma-
tendia nrespectiva, correspondente ao setorn. Em
outrnas palavnras, o conhecimento da Teoria da
Semelhanca & necessario, porem ndo e suficien-
te para conduzir ebtudob em modelo reduzido ou
analdogico. Nem existem "especialdistas em mode-
Los neduzdidos". Existem especialisitas em dife-
nentes setores das ciencdias §isicas, que, do-
minando tambem a Teoria da Semeﬁhanga e as te-
enicas de Laboratonio, tornam-se capazes de e-
petuar ou dirndigin estudos em modelo dos proble
mas de sua especialidade.

Red&gLu se 0 cundo depodis de ministra-
-Lo. Em conseqliencia, torncu-se possiveld incor
porar ao texto certos esclarnecimentos que a ex
PQ&&QHC&& com 08 alunos revelou serem neceddd-
nALOS .

A exposdigao seguiu a orientagao gehral
do LLivro Simititude in Engineering de G. Mun-
phy, editado por The Ronald Press Company, em
New York, em 1950. Entretanto, a apresentagdo
de varias queAtEeA bem como comenianAOA exem-
plos e aplicagoes praticas, refletem a expe-
niencda pessoal do autor. .




1-HVT?KDDLN;AC)AHTEC“HAADAHSEN“ﬂJiAhKJA

Todo projeto de engenharia comporta
a previsao do comportamento de um sistema,aser
construido pelo homem, ou de um sistema natu-
ral com o qual ele vai interferir. Na maioria
dos casos, pode-se mesmo dizer que o ato . de
projetar se confunde com o ato de prever o com
portamento do sistema que se vai realizar. As—
sim, por exemplo, guando um engenheiro civil
projeta um elemento estrutural, ele dimensiona
o elemento a partir do calculo das tensdes que
um dado carregamento despertara no elemento
construido em certo material e segundo =~ certa
geometria. O cdlculo das tensoes e sua compara
gao com determlnados valores CrlthOS, ou de
ruptura, nao & outra coisa senao a "previsao
do comportamento" do elemento estrutural en
questao, sujeito ao carregamento considerado.

Constata-se, assim, que um projeto de
engenharia serd tanto mais seguro, quanto mais
se aproximar da realidade o esquema adotado pa
ra prever o comportamento da estrutura oucb.ma
guina, gue se deseja construir, ou do sistema
natural com o qual se vai interferir.

Exemplos de sistema natural seriam:
um trecho de rio, um trecho de costa, um estua
rio ou uma embocadura, em que se val introdu-
zir uma alteracao.

Devemos entao analisar os meios de
que dlspomos para prever o comportamentode sis
temas fisicos.
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O método analitico consiste em utili-
zar uma lei geral que permita efetuar previsoes
dos valores da grandeza, que nos interessa, em
fungao dos valores das outras grandezas, com O
grau desejado de precisao. A Lei de Newton, a
Lei de Ohm, as formulas de flexao simples cons
tituem exemplos deste primeiro meio de previ-
sao.

A tendencia geral do progresso cienti-
fico consiste em alargar cada vez mais a gama
de aplicacoes do método analitico. Quando co-
nhecemos perfeltamente a lei gue rege um deter
minado fendmeno fisico, podemos empregar tal
método. Cabe reconhecer, porém, que este méto-
do comporta limitacoes. Em primeiro lugar, se
a grandeza, cujos valores se querem prever, de
pende de mais de duas outras grandezas, o name
ro de observacoes necessarias para estabelecer
a lei de previsao pode ser muito elevado e exi
gir anadlise muito cuidadosa. Por outro lado,
muitas vezes, as necessidades do desenvolvimen
to econdmico nos obrigam a resolver problemas
cujas leis gerais ainda nao sao conhecidas. Em
alguns campos da atividade humana, como a Hi-
draulica de Fundo Movel, as aplicagdes tecnold
gicas tiveram de camlnhar muito a frente dos
conhecimentos cientificos basicos respectivos.
Em outros casos, sabemos formular uma equagao
diferencial para o fendmeno em con31deraca0ﬂms
dificuldades matematicas 1nsuperavels podem
surgir na integracao para condig¢oes-limite par
ticulares.

O método empirico consiste em construir
o sistema de alguma maneira e prever o compor
tamento futuro a partir de observacoes apoia=
das na hlpotese de que as caracteristicas es-
senciais nao se alterarao. Constata-se logo
que tal método nao & conveniente para sistemas
de grande porte, de grande custo ou complexida
de. E particularmente inconveniente paracs sis
temas que se modificam quando o homem age so-

0
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bre eles, de modo que a previséo realmente im-
portante a ser feita nao & a do funcionamento
do sistema em estado natural, mas sim a previ-
sao do resultado de sua interacgao com a inter-
vencao humana.

O terceiro método de previsao consig
te em recorrer a observagoes efetuadas em ou—
tro sistema, que se comporte de modo semelhan-
te ao sistema cujo comportamento se quer pre-
ver, mas que apresente menores dimensoes, no
qual seja mais facil introduzir modificagoes
ou variar sob controle os valores das grande-
zas a serem consideradas. Chama-se prototipo o
sistema cujo comportamento se quer prever. 0
modelo & o sistema a partir do qual se efetuam
as previsoes validas para fins de engenharia.
"Comportar-se de modo semelhante" significa que:

a) o mesmo fenOmeno, pondo em jogo
as mesmas grandezas regidas pela lei fisica,se
passa nos dois sistemas considerados (o proto-
tipo e o modelo);

b) para cada categoria de grandeza
existem relacoes constantes, bem conhecidas e
independentes dos valores absolutos da grande-
za em guestdao, entre os valores nos modelos e
os valores que ocorrerao no prototipo.

A Teoria da Semelhanca &€ o conjunto
dos principios a serem obedecidos a fim de pro
jetar, construir, operar e interpretar os sis-
temas (modelos) a partir dos gquais se deseja
prever o comportamento de outros sistemas (pro
totipos). Tal teoria comporta dois outros obje
tivos alem do ja citado:

a) estabelecer as relacoes de trans--
feréncia entre modelos e protdtipos;

b) estabelecer o tipo de relagao en-
tre as diversas grandezas intervenientes em
gualquer fenomeno fisico, a fim de poder pes-
guisar sistematicamente os dados mais signiii-
cativos.



1 - Vista geral do modelo costeiro (1/300 e 1/50) de Tramandaf, RS (IPH da UFRGS)

Al
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O método de previsao por-meio de mo-
-delos flSlCOS também apresenta limitagoes. Sim
plesmente nao se pode pensar em recurso a mode
lo enquanto nao se identificam claramente as
grandezas que intervem no fendmeno fisico de
gue depende a previsao a ser feita. Em outros
casos constata-se gue o modelo deveria obede-
cer a condlcoes incompativeis entre si. Ha tam
bem casos em gue a simples redugao das dlmen—
soes geométricas: faz aparecer forcas:- que nao se
manifestam no sistema cujo. comportamento se
quer prever. Em certos fendOmenos, como o trans
porte: de vasa em estuarios, torna-se 1m90551-
vel assegurar- que & lei que rege o fenomeno no
modelo, seja a mesma que vigora no protétipoji
nalmente, existem casos em que O tamanhock)pro
totipo e a necessidade de permanecer acima de
certos limites inferiores nas escalas. de redu- .
cao nos fazem recair em quase todos os. incon-
venientes: do metodo empirico.. :

Compreende-se; pelas con51deraooe53a
expostas:;, que a. formulacao da Teoria da Seme-
Ihancea ex1ge bom: conhec1mento da natureza das
grandezas fisicas. e das relacoes de dependén-
cia que existem entre elas. Em conseqﬂenc1a, a
Teoria da Semelhanca se funda na analise dimen
sional que nos, ensina a exprimir as diferentes
grandezas em funcao de certo numero de outras
tomadas como fundamentais. '

Assingalemos preliminarmente que oato
‘de medir comporta um aspecto qualitativo e um
aspecto gquantitativo. Conhecemos qualitativa-
. mente um fendmeno quando sabemos distingui-lo
de outras categorias de fenomenos. Em ultima
andlise, caracterizar qualitativamente um feno
meno consiste em identificar as grandezas que
nele intervem. Por sua vez, caracterizar quan-
titativamente um fenOmeno consiste em saber dis
tinguir o grau de intensidade, com gue se mani
festa, de outras ocorréncias qualitativamente
idénticas, mas: de magnitude diferente.
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A fim de conservar registros eficazes
e precisos de observacoes, de modo a fazer pre
v1soes a partlr das mesmas ou transmitir infor
magoes a quem nao participou das observagoes,
tornam-se necessarios padroes de descricoes.As
caracteristicas qualitativas de uma obsenvagao~
podem ser descritas em termos de operagQes.pav..
dronizadas que identificam espécies de; grandeﬁu
zas fundamentais, como comprlmento (L),- “NAS S &S
(M) e tempo (T). Chama-se dimensao a caragteris
zacao qualitativa da grandeza observada . e:iud:
expressao dimensional é a expressao da gran@an“
za, em causa, em termos das espec1es toma@@&ﬁ
como fundamentais. N

A descrlgao quantitativa de uma grande
za envolve um nimero e um padrao de comparagao,
por exemplo, 10 metros, 5 quilogramas, 37 minu
tos. O padrao de comparagao, gue se estabelece
arbitrariamente, € a unidade. Uma velocidade,
por exemplo, tem a dimensao LT ! e se mede em
unidades de metros por minuto ou pés por segun
do ou milhas por hora. Medir consiste, portan-
to, em verificar quantas vezes uma grandeza con
tém outra gualitativamente idéntica e tomada
como padrao ou unidade.

Desde muito tempo se compreendeu que as
diversas grandezas fisicas se podiam exprimir
em termos de grandezas consideradas como funda
mentais, por exemplo, a area como produto de
dois comprimentos e a velocidade como quocien-
te entre um comprimento e um tempo. Da-se o
qualificativo de puramente mecanicas as grande
zas que se podem exprimir em funcao de apenas
tres grandezas fundamentais: massa (M), compri
mento (L) e tempo (T) ou forca (F), comprimen-
to (L) e tempo (T). Algumas grandezas, que in-
tervem nos fenomenos comportando trocas de quan
tidades de calor, os fenomenos ditos térmicos,
necessitam de uma quarta grandeza fundamental.
Fato andlogo ocorre com certas grandezas a con
siderar nos fenomenos elétricos.
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Uma vez que ja temos o conceito de
expressao dimensional de uma grandeza, podemos
agora definir, com mais precisao, o que seja
sua dimensao em relagado a qualquer das grande-
zas fundamentais, em termos das quais se expri
me.Dimensao de uma grandeza, em relagao a qual
gquer das grandezas fundamentais, € o expoente

com que a grandeza fundamental considerada apa
rece na expressao dimensional da grandeza em
questao. Por exemplo, a expressao - dimensional
da velocidade & LT-! onde 1 & a dimens3do da ve
locidade em relagao a comprimento e -1 & a di-
‘mensao em relagao a tempo.

As grandezas, que necessitam de trés
grandezas fundamentais para serem caracteriza-
das qualitativamente, sao expressas em termos
de massa (M), comprimento (L) e tempo (T) ou
forga (F), comprimento (L) e (T). Poder-se-ia,
porem, escolher trés outras grandezas fundamen
tais, por exemplo, volume, tensao e potenc1a,
desde que se introduza na combina¢ao um nimero
suficiente (3) de quantidades independentes.
Geralmente, se prefere adotar como grandezas
fundamentais a massa, o comprimento e o tempo,
pelas seguintes razoes:

a) sao mais faceis de medir direta-
mente;

b) sao mais familiares a vida quoti
diana;

c) conduzem a expressoes algébricas
mais simples.

Por sua vez, a vantagem da massa sobre a forga,
como grandeza fundamental, reside em ser mais
facil definir padroes (unidades) de massa do
que de forga, de maneira a nao se precisar re-
correr a consideragoes de locallzagao geométri
ca ou de altitude.

Uma vez que podemos escolher diferen
tes grandezas fundamentais, deve ser p0551vel
exprimir uma mesma grandeza em diferentes sis-
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temas de unidades, com diferentes grandezas
fundamentais. Em outras palavras, tendo-se a
expressao dimensional de uma dada grandeza em
um sistema de dadas grandezas fundamentais, de
ve poder-se transformar tal expressao d1mens1o
nal para obté-la nos termos do outro sistema
de grandezas fundamentais. Suponhamos que, co-
nhecida a expressao dimensional de uma grande-
za em sistema M, L, T, se queira sua expressao
dimensional ‘em sistema A (area), I (impulsao),
W (poténcia). A marcha a seguir em tais proble
mas consiste em:

a) escrever a expressao dimensional da
grandeza em M, L, T;

b) escrever também as expressdes dimen
sionais das novas d¢grandezas funda-
mentais em termos de M, L, T;

¢) resolver as equagaes, escritas na
etapa anterior, em relacao a M,L,T;

d) substituir as expressoes de M,L,T,
obtidas em c, na expressao dimensio
nal da grandeza em M, L, T.

Ter-se-ia:

[a] = 12

MLT™2T = MLT™!

!
)
i

MLT™2L7~! = Mp27—3

- A1/2

o
o
Lo

% = 1,-172 = A"l/Z 2
1/2 1/2a1/ 4
o2 o IA . [T = 1l/2p
wi/2
__I _Ir _1it/2al/% _ 3/2p~1/4y~1/2
Dﬂ_-ET=T L pl/ewi/2 tA "
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A substltulcao, em a, das expressoes
acima de M, L, T forneceria a expressao dimen-
sional procurada.

Ja possuindo a nocao de modelo fisi-
co, como sendo um sistema que permite simular,
e em conseqgliéncia prever o comportamento de um
outro, ao qual demos o nome de protdtipo, pode
mos voltar ao primeiro metodo mencionado de
previsao, levando esta nocao de simulacdo.Quan
do prevemos o comportamento de um dado sistema
a partir do manuseio de um esquema matematico
constituido por um conjunto de equacoes que re
gem o funcionamento do sistema considerado, .
poderemos dlzer, por extensao, que estamos a
operar um "modelo matematico". A palavra mode-
lo, no caso, é& usada por extensao, como sindni
mo de esquema, pois nao estamos a trabalhar so
bre outro sistema fisico e sim sobre um esque=
ma, isto e, uma reoresentaoao ideal, constltul
do por um conjunto de conceitos e equacoes.

Quando queremos realizar um modelo
fisico de um dado protdtipo, devemos formular
condlcoes para que seu comportamento seja seme
lhante do ponto de vista das relagoes, com as
trés grandezas fundamentais, das diversas gran
dezas envolvidas nos fenOmenos a serem conside
rados. Em outras palavras, temos de considerar
condicoes de semelhanca relativas a comprimen-—
tos, massas e tempos. Concretamente, do ponto
de vista da realizacao fisica, isto significa
que devemos formular condigoes de  semelhanca
relativas a geometria, materiais e forcas pre-
sentes.

Do ponto de vista da semelhanca geo-
métrica, os modelos fisicos podem ser: geome-
tricamente semelhantes, geometrlcamente distor
cidos ou analdgicos.

Modelos geometricamente semelhantes
sao aqueles cuja geometria e determinada pela
reducao, segundo um mesmo fator, de todas as ca
racteristicas geométricas do prototipo.
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2 - A reproducd@o em modelo reduzido da migragédo
da embocadura lagunar de Tramandai, RS (IPH da UFRGS)
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Modelos geometricamente distorcidos
sao aqueles em que se usam diferentes fatores
para a reducao das caracteristicas geométricas
do prototlpo. Por exemplo, um modelo de trecho
fluvial em que se usa, para a redugao das altu
ras e profundidades, um fator diferente daque—
le que se utiliza para a redugao dos comprimen
tos e das larguras. Ver-se-a, oportunamente no
decorrer deste curso, que a distorgao geometri
ca constitui caso particular de um conceito
mais geral de distorgao e gue um modelo nao dis
torcido geometricamente pode ser distorcido no
sentido mais geral de distorcao. Ver-se-a tam-
béem que a semelhanca das forgcas presentes, ou
do funcionamento fisico do sistema, pode exi-
gir distorcao geométrica. Ver-se-a, enfim, que
um modelo geometricamente distorcido pode con-
ter outras distorgdes, além da geométrica.

Modelos analdgicos sao aqueles  que
nao apresentam semelhanca geométrica Ccom Os res
pectlvos prototipos e nos quais se passem fe-
ndmenos qualitativamente diferentes daqueles
que devem ser previstos para o prototipo, mas
as equacoes, que regem oOs fendmenos no prototl
po e no modelo analdgico, apresentam a mesma
estrutura formal. Consideremos, por exemplo,um
fenomeno puramente mecanico, em gque a apllca-
cao de uma certa forca F a um corpo de massa m*
a este comunica uma aceleracao na dlregao da
forg¢a. Imaginemos agora um fenomeno térmico em
que a absorcao ou a perda de uma quantidade de
calor Q determlna, em um dado sistema de massa
m' e de calor especifico ¢, portanto de capa-
cidade calorifica igual a M=m' c, uma varlagao
de temperatura At. Os dois fenomenos sao regi=-
dos respectlvamente pelas equacoes F = mj _ e
Q = m' cAt. Constata-se nestas duas equacgoes
uma mesma estrutura formal: ambas traduzem re-
lacoes de proporcionalidade, isto &, O0s segun-
dos membros sao produtos em que todas as gran-
dezas aparecem afetadas a primeira poténcia.
Constata-se, ademais, uma analogia fisica no
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papel representado pelas grandezas considera-
das duas a duas. Com efeito, a forga no fendme
no mecadnico e a quantidade de calor no fendme-
no térmico constituem uma causa externa. A mas
sa, ou inércia, no fendmeno mecanico e a capa
cidade calorifica no fendomeno térmico consti-
tuem a caracteristica intrinseca do sistema,
que vai determinar inversamente a amplitude da
resposta. Finalmente, a aceleracao no fendmeno
mecanico e a variacao de temperatura no fendme
no teérmico caracterizam a amplitude da respos-
ta a causa exterior. Em conseqiéncia, podemos
conceber um modelo analdgico em que um fendme-
no de aplicagdao de uma forca a uma certa massa
representaria a absorcao ou a perda de uma cer
ta quantidade de calor por um certo sistema ca
racterizado por sua capacidade calorifica. Em
tal modelo analdogico, certo nimero de unidades
de forca representaria uma certa quantidade de
calor, um certo numero de unidades de massa re
presentaria uma certa capacidade calorifica e
uma- certa aceleracao equivaleria a uma certa
variacao de temperatura.

Os modelos analdgicos sao muito conve-
nientes e efetivamente utilizados para a simu
lagao de sistemas cujas caracteristicas geomée-
tricas sao tais que sua redugao comportaria di
ficuldades de realizacdo material ou desapare-
cimento da semelhang¢a para as forcas presentes.
Sao muito utilizados, por exemplo, nos fendOme-
nos de escoamento de fluidos em condutos de di
mensoes muito pequenas, por exemplo, escoamen-—
tos em meios porosos, nos quais 0s condutos
construidos pelos intersticios entre os graos
nao sao redutiveis a escala, ou nos escoamen-
tos de fluidos em organismos vivos, nos guais
se depararia com a mesma dificuldade em rela-
cao aos vasos a considerar. Também se recorre
a modelos analoglcos para estudos em que as di
mensdes geométricas longitudinais s3o de ordem
de grandeza muito diferente das dimensoes geo-
métricas transversais, acarretando inconvenién
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cia de redugdo segundo o mesmo fator e nao se
podendo recorrer a distorcao por alguma razao
intrinseca do problema. E o caso das redes com
plexas de dlstrlbulgao de agua, estudadas em
modelos analdgicos e constituidos por redes e-
létricas malhadas, pois as leis de perda de car
ga tem a mesma estrutura formal das leis de
Kirschoff. Neste modelo analdgico uma vazao,
em metros clbicos por segundo, & representada
por uma intensidade de corrente em ampeéres e
uma carga, ou uma perda de carga, em metros, &
representada por uma diferenca de potencial em
volts.

EXERCICIOS

1) Exprimir cada uma das grandezas se-
guintes em funcao de M, L e T:

a) area

b) volume

c) aceleracao

d) massa

e) tensao

f) velocidade angular

g) gquantidade de movimento

h) momento de inércia de area
i) momento de inercia de massa
j) moédulo de elasticidade

lo

2) Exprimir as mesmas grandezas acima
numeradas em termos de F, L e T.

3) Exprimir as mesmas grandezas acima e
numeradas em termos de M, L e F.

4) Exprimir as grandezas acima enumera-
das em termos de M, T e F.
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5) Exprimir as expressoes dimensionais
em M, L e T de:

a) peso especifico

b) densidade

c) massa especifica

d) coeficiente de viscosidade dinamica

6) Quais sao as expressoes dimensionais
da massa e da energia em sistema de unidadescu
jas grandezas fundamentais sao: volume (V) ,ten
sdao (L) e potencia (W)?

7) Podem adotar-se area, volume e acele
ragao como grandezas fundamentais? Por que?

8) Mesmas perguntas em relagao a area,
volume e potencia.



2 - ANALISE DIMENSIONAL

2.1 - A analise dimensional se funda nos
dois axiomas seguintes:

a) sO se pode estabelecer um estado
de igualdade entre duas grandezas que tenham
as mesmas dimensoes. Assim, por exemplo, s po-
demos comparar velocidades com velocidades, a-
celeragoes com aceleragdes, quantidades de mo-
vimento com quantldades de movimento ou com im
pulsoces (que tém as mesmas dimensoes);

b) a razao entre duas grandezas é in
dependente da unidade em que sao medidas, des-
de que se empregue a mesma unidade para ambas.
Assim, por exemplo, a razao entre o comprimen-
to e a largura de uma mesa terad sempre O mesmo
valor, quer sejam ambas as grandezas medidas
em centimetros ou em milimetros ou em metros
ou em pes ou em polegadas. Apesar das duas pro
posigoes acima serem evidentes por si mesmas e
muito simples, delas se extraem conclusoes im-
portantes, conforme se vera.

2.2 - A analise dimensional se presta as
seguintes utilizacgoes:

a) classificar as equacoes que tradu
zem os fenOmenos fisicos e verificar—lhes a ge
neralidade;
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b) passar de um sistema de unidades pa
ra outro;

¢c) prever a forma das relacoes entre
as grandezas que intervem em um dado fendmeno
fisico; '

d) estabelecer condlgoes de semelhanga
para a_concepgao, construgao, operacao e inter
pretacao de modelos fisicos.

2.3 - Do ponto de vista dimensional, as
eguagoes que regem o0S fenomenos,
fisicos podem classificar-se em:

nao homogéneas

Equacoes restritas
homogeneas
gerais

2.3.1 - EquacOes nao homogeneas sao aquelas
em que os diferentes termos nao
apresentam todos as mesmas dimensoes

Tais equagoes s6 sao valldas em um de
terminado sistema de unidades e nao traduzem
uma lei fisica geral. Sao validas apenas para
uma determinada gama, mais ou menos estreita,
de valores das grandezas intervenientes. Decor
rem geralmente de experiéncias conduzidas empi
ricamente.

Por diversas razoes histdoricas, a hi-
draulica, tanto a hidraulica de fundo fixo quan
-to a de fundo movel, contem  numerosos exemplos
de equaqoes nao homogeneas, tais como:
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2.3.1.1 - Na hidraulica de fundo fixo

a) As formulas mondmias para cdlculo
de escoamento em condutos forcados de segao
transversal circular, como por exemplo: formu-
la de Scimemi para tubos de fibrocimento

v = 64,28 p0s®8 50,56

Formula para. tubos de ferro :fundido . novo

v = 44,15 p0r625 0,535

Formula para tubos novos sem soldadura

0,59 0,55

v = 46,3 D S

Formula para tubos de ferro galvanizado

v = 66,99 D0,752 S0,54

Formula para tubos de ago soldado com rebita-
gem simples

0,53

0,755 S

v = 37,92 D

Formula para cimento bem liso

0,75 S0,53

v = 42,4 D
onde v é a velocidade média do escoamento atra
vés da secao transversal do conduto, em metros
por segundo, D € o diametro da se¢ao transver-
sal em metros e S & a declividade.

b) A fdormula de Bresse para dimen-
sionamento econdmico de condutos forcados
D =1,5/Q com D em metros e Q, a vazao, em me-
tros cibicos por segundo.
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2.3.1.2 - Na hidraulica de fundo movel

a) As fdormulas de Lacey, da chamada Teo
ria do Regime, estabelecida empiricamente por
engenheiros britanicos na India para o projeto
de canais estdveis em terrenos de aluviao.

v = 1,151/fR
p = 2,67 Ql/2
s = £5/3 s 1,788 Ql/6

Estas formulas, pelo menos no aspec-
to acima mostrado, sao utilizaveis para as ca-
racteristicas de sedimentos e as gamas de va-
zoes encontradas nas condigoes particulares da
India. Devem ser usadas no sistema ingles de u
nidades, com as grandezas geométricas em pesas
veloc1dades em pés por segundo e as vazoes em
pés clbicos por segundo (cusecs). A grandeza
f & o chamado "coeficiente de leito", ao qual
se atribuiam valores determinados empiricamen-
te, mas que na realidade & uma funcao das ca-
racteristicas dos sedimentos e dos escoamentos.

b) A formula de Larras para determi-
nar condlcoes criticas de arraste de sedimen-
tos por acao de ondas de gravidade.

v.__ =W+ 9,5 B——é—
Ccr 1/2

onde Vg € a velocidade critica procurada em
cm/s, W & a velocidade de decantacao do grao
em agua em repouso, em cm/s.

p' e a densidade do grao imerso.

T & o periodo da onda em segundos.
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c) As formulas empiricas de transpor
te litoraneo, do tipo

Q0 = KH5 T sen a

onde O é o volume de areia transportada, na zo
na de arrebentacao e na unidade de tempo, pela
onda considerada.

K_um fator que na realidade constitui uma fun-
cao de caracteristicas da onda, da praia e dos
sedimentos;

T o periodo da onda;
H a altura da onda antes da refracao;

a O angulo da crista da onda com a praia antes
de refracao.

2.3.2 - As equacoes homogeneas sao aquelas
em que todos os termos tem as mesmas
d1mensoes, por exemp10'

Z

S = vot’+ 1/2 gt?, a equacao que for
nece a dlstanC1a percorrida por um corpo em que
da 1lvre, no vacuo, com velocidade inicial vg.

Equacoes homogéneas restritas sao a-
guelas em que flguram coeficientes com dimen-
sOes. SO sao validas em um determinado sistema
de unidades, no qual os referidos coeficientes
assumem os valores particulares que figuram na
formula. Assim, por exemplo, se escrevermos a
expressao do comprimento das ondas de gravida-
de, em profundldade infinita, sob a forma Ly =
= 1,56 T2, tal equacao sG sera valida para Lg
expresso em metros, e T © perlodo da onda em
segundos. Se a escrevermos sob a forma Lo =
= 5,13 T2, s6 poderemos utilizd-la no sistema
inglés, com Lo em pés e T em segundos.

Equacoes homogeneas gerais sao aque-

las em que todos os termos tém as mesmas dimen
soes e os coeficientes porventura existentes



3 - Vista geral do modelo reduzido {1/70) do sangrador da barragem de Passo Real, RS (IPH da UFRGS)
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sao adimensionais. A equagao ja vista s=vat  +
+ 1/2 gt?, a expressao geral do comprimento de
onda de gravidade em profundidade infinita,Lg=
=gT?/2n, sendo g a aceleragao da grav1dade,
constituem exemplos de equagoes homogéneas ge-
rais. Tais equagoes sao validas em qualquer sis
tema coerente de unidades. Assinalemos que a
homogeneidade constitui condigao necessaria,
porem nao suficiente, para a validade de equa=
goes. Em outras palavras, todas as leis fisi-
cas sao homogéneas por sua prdopria natureza,
mas pode acontecer que se escrevam equacoes di
mensionalmente homogeneas, traduzindo relagoes
inexistentes na realidade objetiva, conforme
veremos oportunamente.

2.4 - Uma das aplicagoes mais fecundas da
analise dimensional consiste em
converter, de um dado sistema de
unidades, para outro, o valor de
uma certa grandeza

Ocorre, muitas vezes, em calculos de
Engenharia, que vimos a saber, de alguma maneji
ra, o valor de uma grandeza em um certo siste-
ma de unidades @ precisamos conhecer ou trans-—
mitir a outrem o0 valor da mesma grandeza em Ou
tro sistema diferente de unidades. Dois casos
podem apresentar-se:

a) Os dois sistemas de unidades em
consideragao tém as mesmas grandezas fundamen-
tais. Neste caso, basta escrever a expressao
dimensional da grandeza, gue nos interessa,nhos
dois sistemas e substituir cada um dos simbo-
los figurados em tal expressao, pelo valor da
razao entre as unidades respectivas. Efetuando
as operagoes, potenc1agoes e produtos resultan
tes de tais substituicoes, achamos o valor da_
razao entre as respectivas unidades, nos dois
sistemas da grandeza considerada.
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Suponhamos, por exemplo, que temos
uma forga expressa em dinas (a unidade de for-
ca do sistema CGS) e queremos converté-la em
newtons (a unidade de forga do sistema MKS).Tan
to o sistema CGS quanto o MKS sao do tipo LMT.
Escrevemos entao a expressao dimensional de for
¢a F = MLT™?. Em seguida, substituimos F, M, L
e T pelos valores das razoes entre as respecti
vas unidades nos sistemas MKS e CGS.

Resultara:

newton _ kilograma _ metro " (segundo) 2
dina grama centimetro segundo
ou

9—317593 = 103 x 102 = 105
ilna

isto &, um newton equivalente a 10% dinas.

Por conseguinte, dividindo por 10°% o
valor conhecido da grandeza em dinas, teremos
o valor correspondente em newtons.

b) Os dois sistemas em consideragao

tém qrandezas fundamentais diferentes. A mar-

cha a seguir & a mesma, tendo-se agora de ex-—

primir as grandezas fundamentais de um dos sis

temas em fungao das grandezas fundamentais do
outro.

Suponhamos que se tenha um valor de
coeficiente de viscosidade dinamica no sistema
inglés e se queira exprimi~lo em unidades de
sistema CGS. O sistema inglés & do tipo F, L,
T, com unidades fundamentais respectlvas de 1i
bra, pé e segundo. O sistema CGS é do tipo I,
M, T, sendo o centimetro, o grama e o segundo
as unidades fundamentais.

No sistema CGS a expressao dimensio-
nal do coeficiente de viscosidade dinamica é
p = ML~ 771,
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No sistema inglés u tem a expressao
dimensional u .= FL™2 T. Podemos usar gqualquer
destas duas expressoes, tendo apenas de expri-
mir F em fungao de M.

Partamos da expressao dimensional no
Sistema ingles, isto e, em F, L, T. Teremos:

(u) s inglés _ libra ( pée )_z.xsegundo
(u) CGS dina ‘centimetro ” segundo

Temos de conhecer o valor de 1 pé em centime-
tros. A consulta a uma tabela nos diria que 1
pé = 30.5cm. Precisariamos também exprimir 1li-
bras em dinas. Por definicao, a libra & a for-
¢ca que imprime d massa de ; slug a aceleracgao
da gravidade, _que no sistema inglés tem o va-
lor de 32.2 pés por segundo ao quadrado.Entao:
1 libra = 1 slug x 32.2 ft/s?. Por outro lado,
também por definicao, 1 dina = 1 g x lem/s?.Le
vando estes valores na tltima expressao prece-
dente

(u) s.inglés _ 1 slug x 32,2 ft/s? <?O 50:5

(u) CGS - 1l g x lem/s? lcm

(u) inglés _ 1 slug 32.2 x 30.5cm 1 _
(u) CGS ~  1g lcm 30.5%4

= 1.05 %—‘ﬂ (1)

Resta-nos conhecer o valor de 'slug
em gramas. O slug, a unidade de massa do siste
ma inglés, & unidade de uma grandeza derivada,
pois_as grandezas fundamentais daquele siste-
ma sdao F, L, T. No sistema CGS (LMT) o grama &
unidade de grandeza fundamental (M).Precisamos
recorrer a uma lei fisica que relacione a for-
¢a com a massas:
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a 22 lei de Newton (F = mj). J& vimos que 1 1i
bra = 1 slug x 32,2 ft/s?. Portanto 1 slug =
l libra
32 ft/s?
ria que a libra = 454 g (gramas-forca). Por sua
vez, o grama forca e a forgca que 1mpr¢me a mas
sa de 1 grama a aceleragao de 981 cm/s?. Subs-
tituindo esta expressao de libra em (2) e re-
duzindo pés a centimetros, resulta:

_ 454 x 1g x 981 cm/s# _ 454 x 981 = 45%g

(2) . A consulta a uma tabela nos di

l Slu9 = - = 8 =
305 x 32 cm/s? 30,5 x 32 9
Levando agora este valor de slug em

fungao de grama a equacao (1), tira-se que o
(u) inglés = 481 (u) CGS, isto &, a unidade de
viscosidade dinamica do sistema inglés equiva-
le a 481 unidades de viscosidade dinamica do
sistema CGS.

2.5 - 0s dois instrumentos de que a analise
dimensional dispoe para prever a forma
das relacoes entre as grandezas, que
intervem em um fenomeno fisico qualquer,
sao 0 teorema de Bridgman e o teorema
de Buckinghan

Passamos a enunciar, demonstrar,apli
car e discutir o primeiro de tais teoremas.

Teorema de Bridgman

Toda grandeza secundaria pode ser ex
pressa por um produto de poténcia das grande-
zas primirias.

Suponhamos que uma grandeza a seja

uma fungéo das grandezas by, by, ..., bn. 0
teorema de Bridgman nos diz que se podera es-
crever a = Cby €1 b, €2 ... bp ©n, sendo C

uma constante adimensional e c;, ¢y, ... Cp,ex
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poentes positivos ou negativos, inteiros ou
fracionarios. A fim de demonstrar o teorema,
chamemos a grandeza secundaria de o e as gran-

dezas primarias, de aj;, as, ... ap.

Portanto, o = £ (a;, a;, ... an) (lL
onde o & um valor qualquer da grandeza secunda
ria e ay, a@sy «sey _a@n sao valores. quaisquer

das grandezas primarias. O problema a ser re-
solvido pelo teorema de Bridgman, consiste em
estabelecer a natureza da funcao f.

Sejam B outro valor da mesma grande-
za secundaria e by, by, Y by, outros valores
das mesmas grandezas primarias, tais que satis
facam a relagao B = £ (b}, by, ..., bp) (2).

A natureza da funcao & a mesma em(l)
e (2). Apenas os valores numericos sao diferen
tes. '

Se se mudarem as unidades das gran-
dezas prlmarlas, os valores numericos mudarao
para o'B'. Isto &:

o' = £ (x;a1, Xpap, X3a3z, ..., Xnapn)

B' £ (lel, X2b2,-»X3b'3',;“.; ann)
onde X1, Xy, X3,..., Xn Yrepresentam as razoes
entre os tamanhos absolutos do primeiro conjun
to de unidades e os tamanhos absolutos do se-
gundo conjunto de unidades. Por exemplo, se se
mede a, em pes e Xpa, em polegadas, x, & igual
a 12, ou seja o nimero de polegadas em um pé.

O segundo axioma fundamental da ana-
lise dimensional nos permite escrever:

o _ B a _ o' b= Qg
aT T B ou g ' pu o B 8

™R

ou f (xya;, =xpap, X3az, ..., Xnap)

f(al,a'zr ...,8n)
F(5,,5p0-. - bn)

£ (lel 7 X2b2 R ,ann)



4 - Modelo reduzido (1/30) da béia de amarracdo do terminal petrolifero oceénico de Tramandai, RS (IPH da UFRGS)
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Se diferenciarmos ambos os membros
da equagao acima em relagao a cada xXj, resulta
ra um conjunto de equagoes da forma:

of (x3a,,%X0a5, +.., Xpap)

0 (aixi)

i

= f(a;a,, «..;ap) b af(xlbll x2b2:ee-1xnbn)
f(bl ,b2y-eo'bn_)“ i a(bivxi)

Facamos todos os x iguais a 1. Fica:

o, 8f(H, %2,..., 3p)
i aa,
i
f(alla?l'-'lan) b of (b 21@-97 bn)
£f(by ,by,--..,bp) 1 ab,
5. 3% (¢1,%2,...,3n) p. f (P1,b2,...,bn) ou
1 ] i 9
a, b.
i i
f(al,azleoo’an) f(bl,bz,-eo,bn)
Esta equagao deve ser valida para

quaisquer valores de aj e bj. Para qualquer va
lor de bj, o segundo membro se torna uma cons-
tante que poderemos chamar de cj. Entao

3 £ (allazl"'lan)
aa
i Ci

f (al,az,---,an) - al

Existird uma equagao do tipo da an-
" terior para cada valor de bi e cgda valor de
ai, cada equagao sendo uma equagao diferencial
da relagao geral entre f(al,az,...,an) € o aj
particular que se considere. Uma vez que aj,
ayss++-san sao grandezas independentes entre sj
a ultima equagao pode transformar-se em:
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df(al,az,...,an) das

aj

= Ci

f(al,az,..-,an)
que pode se integrar diretamente para
lnf(a;,;as,...,an) = Cilnatconstante

Seguindo-se a mesma marcha para cada
um dos aj, resultara a solugao geral

ln(al,az,ag,...,an)=Cllna1+Czlna2+C3lna3+ .«
+Cplna +1nC = lna1C1+1na2C2¥lna3C3+“... +
lnanCn+lnC = lnCa1C1a2C2a3C3...anCn

Donde se conclui que £(a;, az,...ap) =
= Ca1C1a2C2...anCn ou

a = Ca;CiasCr... anCn

Chegou-se, assim,d conclusao de que
uma grandeza secundaria qualquer pode ser ex-
pressa pelo produto de um coeficiente adimen-
sional por poténcias das grandezas -primarias
que a determinam, conforme queriamos demons
trar.

Em muitos casos, podem determinar-se
diretamente pelo menos alguns dos expoentes
das grandezas primarias. Em outros casos tais
expoentes tém de ser determinades experimental
mente. Em geral, a natureza do coeficiente C
tem de ser determinada experimentalmente,pois,
sendo adimensional, sobre ele nada nos forne-
ce a analise dimensional.

Conforme a dedu¢ao torna evidente, a
validade do teorema nao depende da adocdo de
forga, comprimento e tempo como sendo os fato
res aj,..., a,. Na realidade, pode-se exprimir
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o em termos de qualsquer comblnagoes adequadas
de grandezas primarias, pelo teorema de Bridg-
man. Por exemplo, se a for a distadncia que um
corpo em gqueda livre percorre a partir do re-
pouso, poder-se- & exprimir o em termos de ace-
leracao da gravidade (g) e da duracao da queda
(t) como

s = cgC1 +C2 ou, em termos de velocidade-1limi-
te & g, como s = CVCl gC2.

Notar-se-a gque chamamos as grandezas
ajy, as,...,an de primarias para distingui-las
do que viemos chamando de grandezas fundamen-
tais.

2.5.1 - Exemplos de aplicacoes do
teorema de Bridgman

a) Suponhamos que se queira determi-
nar a forma da relacao entre a distdncia per-
corrida na vertical por um corpo em queda 1li-
vre, no vacuo, a partir do repouso, e a acele-
racao da gravidade e a duracao da queda.

_ O teorema de Bridgman nos autoriza a
escrever: s = CgCl tC2. Trata-se de determinar
os valores dos expoentes C; e C, pela analise
dimensional. Sendo C adimensional, seu valor
sO0 podera ser determinado experimentalmente.

Para tal fim, escrevamos as expres-
soes dimensionais de s, g e t.

[s]
Lg] = 1772
[t] =1

Substituamos as grandezas, na expres

sao fornecida pelo teorema de Bridgman, pelas
respectivas expressoes adimensionais.Resultara:

Temos:

I
{
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L = (L7 2)C1 7C2
Desenvolvendo as potenciacoes indicadas, fica:

L = 1C1 772C1 7C2.

Agrupando as diferentes poténcias das mesmas
grandezas fundamentais, obtem-se:

L = LC1 772C1+C)

Igualando, para os dois membros desta equacao,
os expoentes das mesmas grandezas fundamentais,

resulta:
Ci1 =1

2C1 + c, = 0 . . C2 = 2Cl = 2

Assim ficaram determinados os valores dos ex-
poentes C] e Cy e temos s = Cgt2 O teorema de
Bridgman nos conduziu pois a conclusao de que
a distancia vertical percorrida por um Corpo
em gqueda livre, no vacuo, a partir do repouso,
& proporcional 3 aceleracao da gravidade e ao
quadrado da duracao da queda. Ensaios adequada
mente conduzidos permitiriam achar o valor
1/2 para o coeficiente C e resultaria a expres
sao final s = 1/2 gt2.

b) Suponhamos agora que se deseje ex
primir a distancia vertical (l) percorrida por
um corpo em queda livre, no vacuo e a partir
do repouso, em funcao do peso (W), do tempo(T)
e da aceleragao da gravidade (g). Terlamos s =
= CgC1 wC2 tC3. A marcha a seguir & sempre a
mesma. Escrevemos

[s] =L
(o] = -2
[w] = MmLT-2

[t] =T
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Substituimos na expressao fornecida
pelo teorema de Bridgman:

L = (Lr-2)C1 (Mpr-2)C2 1Cs
Desenvolvemos as poténcias:
C 2C C 2C

L = 15 4% »©2 7v7%C; €3

Agrupamos as poténcias das mesmas u-
nidades fundamentais:

L = .1 S G T—2Cl —2C2 + Cy

e igualamos os expoentes de cada uma das gran-
dezas fundamentais nos dois membros da equacao:

Cl + C2 =1

C2 =0

-2C1 - 2C2 + C3 =0

Se C, = 0, de C; + C, =1, trata-se
C; = 1 e, levando estes valores a terceira e-

quagao, tira-se C3 = 2C; + 2C, = 2. Conclui-se
que C, (o expoente do peso) & igual a 0 ou, em
outras palavras, que a distancia procurada é
independente do peso do corpo, que cai, sendo
dada por s = CgT2.

Se, em aplicacao do teorema de Bri-
dgman, omite-se uma das grandezas primarias de
que a grandeza secundaria depende, todos os ex-
poentes podem (embora nao necessariamente) anu
lar-se ou uma inquagéo pode aparecer ao se i-
gualarem as dimensoes membro a membro.

c) Se se supusesse gque a distancia
percorrida por um corpo em gueda livre, no va-
cuo e a partir do repouso, sO depende da dura-
gao da queda, escrever-se-ia s = cTC e, dimen-
sionalmente, L = TC o que acarretaria o apare-
cimento de:

1 =10 (o que & uma inequagéo} isto &, um absur-
do)

C =20
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A primeira das duas equacOes acima
mostraria que o raciocinio de partida continha
erro e a segunda equagao o confirmaria,pois es
téd em contradicao com o que se admitiu inicial
mente.

2.5.2 - Nesta altura ja se pode vislumbrar
0 seguinte fato:

A anilise dimensional nao pode  ser
considerada como uma chave magica que nos per-
mita estabelecer equagoes em qualquer assunto,
sem que precisemos estuda-lo e conhecé-lo in-
trinsecamente. SO se pode aplicar o teorema de
Bridgman a grandezas entre as quais ha alguma
razao tedrica ou experlmental para admitir-se
que exista uma relacao. Veremos oportunamente
como se podem formular absurdos, sem qualquer
realidade fisica, de maneira aparentemente ir-
repreensivel do ponto de vista da analise di-
mensional.

O passo realmente dificil, na aplica
cao do teorema de Bridgman, € o primeiro a ser
dado: a identificacao correta das grandezas pri .
marias. Se algum erro for cometido neste pri-
meiro passo, ha casos, conforme dois acima vis
tos, em que a analise dimensional permite de-
tecta-los. Nem sempre, porém, tal coisa aconte
ce.

2.5.3 - A limitacao do teorema de Bridgman

O teorema em questao sb permite de-
terminar inteiramente os valores dos expoentes
incognitas _quando o nimero de tais incognitas é
igual ao nimero de equagoes independentes  de
condlgao a que podemos recorrer. Se O namero
de incognitas for maior que o numero de egua-
goes de condigcao, nem todos os expoentes pode-
rao ser determinados por via meramente dimen-
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sional. Ainda neste caso, porém, a analise di-
mensional e util porque ela nos permite agru-
par os expoentes desconhecidos de modo a guiar
e facilitar o trabalho experimental que podera
determina-los.

a) Suponhamos que se queira determi-
nar a forma da relagao entre a distancia verti
cal percorrida em queda livre por um corpo, no
vacuo, que cai com uma velocidade inicial vqo,
a aceleracao da gravidade e a duracao da queda.

Ter-se-a:
s =f (vo, t, 9) e s = cgC1l v ,C2 tC3 (1)
Escrevemos as expressoes dimensionais:
[s] =1L

[g] = T2
[v] = vr-l

[t] =
O gue conduz a
L = (Lr-2)C1 (@r1)¢2 13 - oy

Temos trés incognitas a  determinar
por via dimensional (C1,C2,C3), mas dispomos de
apenas duas equagoes de condigao:

Ci1 +Cy =1
"'2C.]_"C2+C3=0

N3o sera possivel, em caso como este,
determinar por via dimensional os valores de
todos os expoentes. O caminho a seguir, a fim
de guiar e facilitar o trabalho experimental que
sera necessario, consiste neste caso em expri-
mir duas das incdgnitas em fungao da terceira,
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considerada como se fosse uma constante. Expri
mamos C2 e C3 em fungao de Cj:

Cr =1-2C1

c

3 C2 + 2Cl =1 - Cl + ZCl =1+C

1
Substituindo em (1), C2 e C3 por suas
expressoes em funcao de Cj, resulta:

s = C vpot (%O.)

Ensaios adequadamente conduzidos re-
velariam que C] = 1 e C = 1 + Vo . Levando a
~ gt
(2) esta expressao de C, resultaria a expres-
sao final

s = vot + % gt2

A vantagem do procedimento acima ex-
posto reside em ter diminuido o nimero de pa-
rametros a determinar experimentalmente. Em(1)
havia 4 incégnitas a determinar: C,C3,C2,C3.

Em (2) tinham-se reduzido as duas in
cognitas a determinar experimentalmente: C eC].

b) Consideremos agora o caso em que
o) nﬁmero das incognitas a determinar, na ex-
pressao resultante da aplicacao do teorema de
Bridgman, supera em mais de 1l o numero das e-
quacoes de condicao.

Suponhamos que se quelra determinar
a forma da relacao entre a distancia ' vertical
percorrida em queda livre por um corpo esferl—
co que cai, com uma velocidade inicial v, nao
no vacuo, mas em um meio fluido caracterizado
por uma determinada massa especifica e um de-
terminado coeficiente de viscosidade dinamica.



Temos s = £ (g,v,t,m,d,p,n) (1) onde

s & a distancia vertical procurada
g & a aceleragao da gravidade
v & a velocidade inicial
t & a duragao da queda
m & a massa do corpo
d & o diametro do corpo
¢ & a massa especifica do meio fluido
1 & o coeficiente de viscosidade dinadmica.
O teorema de Bridgman nos permite es
crevers

s = cg®l vC2 3 pC4 §©5 [C6 ,C7 (1)

onde, alem do coeficiente C, temos sete inco—
gnitas a determinar. Entretanto, s0 dispomos de
trés equacoes de condicao, cada uma das guais
corresponde as dimensoes de uma das trés gran-
dezas fundamentais L, M, T. Substituindo em(1l)
cada grandeza por sua expressao dimensional em
L,M,T, resulta:

1=(rr=2)CL (Lr=1)C2 €3 xC4 15 (mr,73)C6 (-1
=1)€7

Desenvolvendo as potenciacgoes:
L = 101 p=2C1 €2 ¢=C2 €3 yC4 C5 \C6 1-3C6
MC7 1.-C7 p-C7

Agrupando as poténcias de mesma base:
L = LCl + Cp + Cg - 3Cg - Cy MC4 + Cg + C7
T-ch - Coy + C3 - Cy

Igualando membro a membro as dJdimen-
soes das tres grandezas fundamentais nos dois
membros da equacao anterior, resultam as tres
equacgoes de condicao:
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C; + Cp + Cs -‘3c65_ac7 =1 (2)

Cu ¥ C+ C7 =0 (3)

-2C; - CH, + C3 - C7 =0

1 2 3 7 (4)

Exprimamos trés destas _incognitas,

por exemplo, C, , C, , Cy;, em funcao das ou-
tras quatro Cz, C4, Cg5, Cgqg.

De (3) tira-se: C; = C4, - Cg (5). Le
vando esta expressao de C; em (2), vem: C; +C,
+ Cs - 3C6 + Cq + CG =1 (5) De (4) e (5) tis

ra-se Cp-= =2C; + C3 + C4 + Cg (7). Substitu-
amos em (6) C, por sua expressao na eqguagao an
terior: C; - 2C; + C3 + Cy4 + Cg + Cs - 3Cg. .

+ CH + CG = 1.
Reduzindo os termos semelhantes, fica:

-C; + C3 + 2C4 + Cg = Cg = 1, donde se tira...
C1 = C3 + ZCq + C5 - CG— 1.

Levando agora esta expressao de C) em
(7) e reduzindo os termos semelhantes, -obtem:
se: CZ = -2C3 - 4Cu - 2C5 + 2C6 + 2.+ Cgreads
+ Cu + Cs = -C3 - 3Cq - 2C5 + 3C6 + 2

As expressoes finais sao portanto:

C, =C3 % 2C4 + Cg - Cg - 1
Cp, = -C3 + 3Cy - 2Cg + 3Cg + 2
C; = -Cy, - Cg

que, substituidas em (1), produzem:

g = Cgc3+2C4+CS_C6_lV_C3—3Cu-2C5+3C6+2

£03 Cs gCs ,Ce ,~Cu—Cg

Agrupando as poténcias de mesma base,
resulta:



Das oito incognitas lnlClalS redu21u
~se a cinco (C,C3,C4,Cs5,Cg) © nimero de inco-
gnitas a determinar experimentalmente.

2.6 - EXERCTCIOS

1) Transformar uma velocidade de 7 pés
por segundo (7ft/s) em anos—luz por minuto.

2) Determinar, por analise dimensional,
a forma da relagao entre a velocidade do som
(C) em um fluido, em determinado estado, a pres
sao (p) e a massa especifica do fluido (p)-.

3) Um ponto (sem massa) se move em tra-
jetoria circular de raio r com velocidade cons
- tante v. Estabelecer por analise dimensional,a
equacao basica para a aceleragao normal de tal
ponto.

4) Determinar, por analise dimensional,
a expressao da energia cinética de uma massa m
que se desloca a velocidade v.

5) Uma esfera maciga e homogénea de dia
metro d e massa m gira, sem atrito, em torno
de eixo horizontal, que passa por seu centro,
com velocidade angular w. Deduzir, por anallse
dimensional, a expressao da poténcia necessa-
ria para trazer tal esfera ao repouso.

6) Determinar, por analise dimensional,
a expressao do trabalho necessario para a mes-
ma finalidade.
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7) Desenvolver, por analise dimensional,
uma expressao para a forca total (F) desenvol-
vida quando a massa m, a velocidade v, se cho-
ca com objeto perfeltamente rigido.

8) Determinar, por anallse dlmen51onal
a forma da relacao entre a vazao (Q) sobre um
vertedor, a carga h e a aceleracao da gravida-
de. Supoe-se desprezivel a velocidade de chega
da.
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3 - ESTABELECIMENTO -
DAS EQUAGCOES DE PREVISAO

3.1 - Nunca serd demais ressaltar a
importancia de equagoes precisas deprevisao em
qualquer campo de Engenharia. Constituem . os
instrumentos que, complementados pelo julgamen
to e pela experlen01a do engenhelro, ~tornam-
lhe possivel projetar estruturas e magquinas.

Dlspoe se de dois métodos para esta-
belecer equagoes de previsao: o método experi-
mental e o analitico. O primeiro consiste em
estabelecer, por meio de observacoes e medidas
cuidadosas, o efeitc das variaveis pertinentes
sobre os valores da grandeza a serem previstos.
O outro método consiste em aplicar leis ~natu-
rais gerais, pertinentes ao problema, a fim de
estabelecer relagoes entre as variaveis que in
teressam. As leis naturais assim utilizadas sao
simplesmente generallzagoes de dados colhidos
por observagao e medlgao. A quallflcagao de ex
perimental e analitico para tais métodos.é&, de
certo modo, convencional. O método dito exper1
mental envolve andlise e o dito analltlco exi
ge ensaios para confirmagao ou comprovagao. A
diferenca esta em que , no primeiro, € a pro-
pria experlen01a que estabelece a forma da re-
lacao de previsao, enquanto no segundo,tal for
ma se estabelece por via analitica e se recor-
re a exper1enc1a apenas em uma segunda etapa,
para verlflcagao ou comprovagao.
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Na licao precedente mostrou-se que a
analise dlmen51onal pode estabelecer a forma
geral da equacao de previsao para qualquer fe-
nomeno fisico. Entretanto, a técnica que se en
sinou, constituida pelo teorema de Bridgman,
nao permite avallahao direta do coeficiente C
e, quando o numero de expoentes a determinar si
pera o nuimero de equagoes de condicao, nem se-
quer permite determinar os valores de todos os
expoentes. Torna-se portanto necessario recor-
rer a ensaios a fim de completar a solucao e
determinar a equacao de previsao.

Ha trés procedimentos possiveis a se
guir.

Desenvolver-se~a cada um deles apli-
cando-o ao problema ja apresentado da queda 1i
vre de um corpo no vacuo, com uma velocidade i
nicial vo. Em qualquer destes processos, a pr1
meira etapa & Sempre a mesma e consiste em i-
dentlflcar as variaveis que interessam. Esta e
tapa & de muito a mais importante porque a pro
pria validade dos resultados depende da exati-
dao com que se selecionam as variaveis a consi
derar.

a) No primeiro processo exprime-se a
grandeza secundaria como funcao das grandezas
primarias:

s = f (VOItlg)

A seguir fazem-se observacoes a esmo
das variaveis e comparam-se os valores da gran
deza secundarla (s) com os valores das grande
zas primarias controlavels (vo,t) ou traduz-se
graficamente a variacao de s em funcao da va-
riacao de vp,t. Embora se tenha usado tal pro-
cesso nhao- 31stemat1co no estabelecimento de va
rias equagoes de uso corrente, conforme exem-
plos ja vistos em hidraulica de fundo fixoe de
fundo movel, pode-se ser conduzido, ao proce-
der assim, a falsas conclusoes e a desperdicar
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tempo. Ademais, a determinacao de equagoes de
previsao pode tornar-se muito laboriosa com
mais de trés variaveis independentes. Por es-
tes motivos a acumulacao de dados ao acaso hun
ca & recomendavel.

b) No segundo processo desenvolve-se
por analise dimensional a relagao entre as va-
ridveis e se chega a uma expressao da forma

= C c2 ,C3
s = Cv, 1 g4 t (lx

Nesta forma ha quatro incdgnitas: C,
C1, Cy, C3. Pode-se fazer uma série de observa
goes ao acaso, medindo s, v, t. Substituem-se
guatro conjuntos de valores na equagao ante-
rior e elimina-se C entre as equacoes por divi
sdo. Uma vez que Os expoentes sao constantes,
pode-se determina-los a partir destas trés e-
quacoes resultantes. Uma vez que C e um fator
adlmen51onal mas nao necessariamente uma consg
tante, ndao & necessariamente determlnavela.par
tir de cualquer uma das cuatro equacoes ' obti-
das por substltulcao dos valores experlmentals.
Deve-se avaliar o C por substituicoes sucessi-
vas de valores experimentais ou pelo tracado
de um grafico. Isto pode apresentar algumas di
ficuldades quando C & uma funcao de todas as
grandezas primarias. Um aperfelgoamento possi-
vel consiste em sistematizar a coleta de dados
mantendo todas as grandezas primarias, menos
uma, constante e em variar esta altima a fim
de estudar seus efeitos na grandeza secunda-
ria. A seguir varia-se outra grandeza primaria
e assim sucessivamente. Um processo mais con-
veniente & 0 gue passamos a expor.

c) Em geral, um meio mais satisfato-
rio de avaliar C e os expoentes consiste em con
tinuar a aplicacao da anallse dimensional além
da forma obtida na equacao (1) de modo a obter
uma equacao do tipo indicado no exemplo em que
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mostramos a aplicagéo do teorema de Bridgman,
caso em que O nimero de expoentes a determinar
excede o nUmero de equagoes disponiveis de con
dicao. Se dividirmos ambos os membros de (1)
pela grandeza que multiplica C e os termos ele
vados ao expoente desconhecido, resulta uma e-
guagao da forma

Cy

s _ . gt "? _ qt
Vot - C ( ) (2) s C vot (Vo)

Medindo valores de s, Vo e t ecomg conheci-
do, reduz-se a dois o nNumero de incognitas(C e
Cy).

Assim, a continuagao da aplicagao da
analise dimensional, de modo a transformar (1)
em (2), elimina duas incognitas e reduz apre-
ciavelmente o trabalho experimental.

Se o C for uma constante, bastarao
dois conjuntos de medidas para determinar C e
Cl. Se, no casoc geral, C nao é constante, mas
sim uma fungao das grandezas primirias, tem-se
de fazer uma série de medigoes. A partir des-
tas, determinam-se valores de s/vot e traga-se
o grafico gue traduz sua variagao em funcao de
gt/vo como abscissa. A curva resultante forne-
ce ao mesmo tempo C e C;. No caso em considera
gao, de queda livre, os dados experimentais se
dispoem segundo uma reta e se pode determinar
facilmente a equagao de tal reta. Se os dados
nao fornecem uma reta, e sim uma curva conti-
nua, determinam—-se valores de C e Cy substi-
tuindo ordenadas e abscissas para dois pontos
representativos e resolvendo a equagao.Pode-se
verificar a precisao de tais valores recalcu-
lando outras coordenadas da equacao resultante
e comparando-as com os valores medidos. Se a
curva passar pela origem ou for assintota dos
eixos coordenados, podem determinar-se facil-
mente valores de C e C; em grafico logaritmico.
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3.2 - Ja conhecemos a limitagao do
teorema de Bridgman. Veremos agora que a ana11
se dimensional possui um instrumento mais pode
roso para estabelecer equagoes de prev1sao Tra
ta-se do teorema de Bucklngham, também conheci
do por "teorema dos =" Alem do estabele01men—
to de equagoes de preVLSao, este teorema é mui
to fecundo em outra aplicacao: a formulacao de
condicoes de semelhanca a serem obedecidas por
modelos fisicos.

3.3 - Teoreha.de Buckingham

Suponhamos que um fenomeno fisico
qualquer se rege por uma relagao entre n gran-
dezas, cada uma das quais tem uma expressao di
mensional em termos de p grandezas fundamentais.
O teorema de Buckingham nos diz que_se podera
exprimir tal fendmeno por uma relacao . entre
n-p grandezas adimensionais e independentes en
tre si.

Se se tratar de grandezas puramente
mecanicas, p = 3. Tratando-se de grandezas pu-
ramente cinematicas, grandezas em cujas expres
soes dimensionais a massa ou a forca nao figu
ra, p = 2. Tratando-se de um fendmeno térmico
ou elétrico, p = 4. No caso de um fendmeno ter
moelétrico, p = 5. Se o fenomeno envolve uma

relagéo entre n grandezas, aj;, az, a83,-.., aps
teremos

f(ay, ap, az,..-,apn) = 0 em forma implicita

a; = ¢ (as, az,..., an) em forma explicita

O teorema de Buckingham nos diz due
se podera escrever:
F (m1, Mo, Tgseeey ﬂn_p) = 0 em forma implicita
ou

Ty =@ (To, T3 ,eee,m ) =0 em forma explicita:

n-
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Como o fendmeno .se traduz por rela-
cao entre n grandezas, sabemos pelo teorema de
Bridgman que se podera escrever

- Cp
a; = C ap C2 ajs Cs -

Dividindo ambos os membros desta ul-
tima equagao por a;, resulta:

1=2¢C¢ al_laz C2 aj C3 ees an Cn

Chamando de C; o expoente -1 de a;,
resulta a expressao do teorema de Bridgman, em
forma implicitas:

Cs

Ca, 1 as C2 as ... ap On

=1 (3)

a partir do qual se demonstra o teorema de
Buckingham.

Com efeito,~escrevamos, em forma ge-
neralizada, a expressao dimensional de qgual-
quer dos a em termos das p grandezas fundamen-
tais.

Ter-se-a:
aj = d; f1i g, *2i g, ¥3i |, gp ¥pi (4)

onde Xxij €& o expoente da _primeira grandeza fun
damental (d;) na expressao dimensional da gran
deza aj, e assim por diante.

Substituindo em (3) as grandezas aj
pelas respectivas expressoes dimensionais em
termos das p grandezas fundamentais, resulta:

c (4; ¥11a, *21...q, *PH©1

=1
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Efetuando as potenciagoes e agrupan-
do as potenc1as de mesma base, ter-se-a:

CdlC1X11+C2X12+...+CnX1n d2C1X21+C2X22+...+

C,x C._x

*Cn*an, pl+ " “Tpy+...+ n"py, =1

.de‘lX

A homogeneidade dimensional dos dois
membros desta ultima equacao nos fornece p e-
quagoes de condlgao com n incognitas. As p e-
quacoes de condigao saos:

Clxl 1+C2X12+. . °+Cnx11’l = 0

® 6 e &8 2 8 0 v S 6 e e 6 s e e e e e e o0

CIX21+C2Xp2+. . .+Cnxpn =0

As n 1ncogn1tas sao os. expoentes Cj
gue, nas equagoes acima, tém como coeficientes
as dimensoes X. Quaisquer p incognitas podem
ser expressas em fungao das restantes (n-p) in
cognitas, desde que o determinante formado pe-
los coeficientes das p incdgnitas escolhidas se
ja diferente de zero. Em outras palavras, se
tratarmos as (n-p) incognitas restantes como
se fossem constantes, as p equagoes resultan-
tes devem ser independentes entre si.

Portanto, p dos expoentes na equacao
(3} podem ser expressos em fungao dos (n - p)
expoentes restantes. '

Os termos de mesmos expoentes podem
ser agrupados e cada grupo resultante sera adi
" mensional porque cada expoente deve satisfazer
as equacoes simultaneas baseadas na homogenei-
dade dimensional. Uma vez gUe O termo em C po-
de ser uma funcao das variaveis em causa, a e-
quacao resultante da substituigao em (1) sera
da forma:
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TayeeeyT =0

F (TTI, MTos 37 I n_p)

onde 0s m sao as grandezas adimensionais resul-
tantes. A Unica restrigao imposta aos 7 & que
sejam adimensionais e independentes entre si.

3.3.1 - Aprender-se-a a maneira pra-
tica de armar os parametros adimensionais (os
w) ao ver a aplicagao pratica do teorema de
Buckingham as grandezas que intervém no caso
mais geral de escoamento de um fluido. Em se-
guida, aplicaremos o mesmo teorema a um fendme
no de hidraulica de fundo fixo, o escoamento
sobre um vertedor, e a um fendomeno de hidrduli
ca de fundo movel, a formagao de perfil de e-
quilibrio de praia pela agao das ondas do mar.

3.3.2 - Apliguemos o teorema de Buc
kingham ao caso mais geral de escoamento de um
fluido, tendo a gravidade como forca motriz.

Considerado de um ponto de vista mals
geral, pode-se dizer que qualquer problema de
mecanica de fluidos consiste essencialmente em
prever pressoes ou velocidades no seio de uma
massa fluida em movimento. Estas duas espécies
de grandezas se ligam entre si por relagaes e-
nergetlcas como o teorema de Bernouilli ou o
principio da conservagao das quantidades de mo
vimento.

Em geral as grandezas, a considerar
em problemas de escoamento de fluidos, sao as
seguintes:

p = pressoes;

v = velocidades;

£ = uma caracteristica geometrlca longitudinal,
por exemplo, o comprimento de um conduto
forgado ou de canal;

A = uma caracteristica geométrica transversal,
como diametro de um conduto forgado de se-
gao transversal circular ou o raio hldrau—
lico de uma segao de canal;
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= uma caracteristica geometrlca das irregula

ridades nas paredes solidas que dellmltam
O escoamento, por exemplo, uma altura me-
dia de asperezas;

o = a massa especifica do fluido em escoamento;

u = o coeficiente de viscosidade dinamica do
fluido em escoamento;

o = o coeficiente de tensao superficial do flu
do;

e = 0o coeficiente de compressibilidade volumé-

trica do fluido;

a aceleracao da gravidade.

Q
Il

Constata-se que precisamos de grande
zas caracterizando a dinamica do escoamento
(p,v,g), sua geometria (£, A, n) e a natureza
do fluido (p, u, o, €).

Podemos entao escrever que o caso mais
geral de escoamento de fluido, tendo a  gravi-
dade como forga motriz, se rege por uma rela-
cao do tipo:

f (PIVI'CI)\InIPlU /0,€,9) =

Temos dez grandezas a - ..considerar.
Suas expressoes dimensionais envolvenltres‘gran
- dezas fundamentais (M, Lt,T). O teorema de

Buckingham nos leva a prever sete grandezas a-
dimensionais e independentes entre si (10-3= 7)
para exprimir a mesma relagao. Ter-se-a:

F (my, mp, ©3, Ty, 75, Te, 77) O
Precisamos determinar cada um dos 7.

Em primeiro lugar, escrevamos a ex-
pressao dimensional de cada uma das dez grande
zas em consideragao.

[p] = M7 772 (2]
[v] =177} [n]
el =t Co]

UFRGS
BIBLIOTECA IPH

nuwon
_E [

I

w
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(]
(o]

ML=t ™! [e] = MLT™?2 L72 = ML™! 7-2

MLT-2 L™! = MT~2 [g] = LT"?

Aplicando o teorema de Bridgman, em
forma implicita, as grandezas consideradas, te
riamos: '

Cp Ciy C2,Cs ,Cu Cs [Cs [C7 C8 Co 4C10 o

Substituindo-se cada uma das grande-
zas nesta equacgao, pela respectiva expressao
dimensional, resultaria:

(ML-17—2)C1 (pp—1)C2C31.CupCs (y1-3)Ce
(M= 1= 1) €7 (M.~ 2) €8 (M.~ 17-2) C9 (pr-2)C1o = 3

Desenvolvendo as potenciagoes, vem:
MC1L—C2T—2C1LC2TTC2LC3LC4LC5MC6L—3C6MC7L5C7X
T-C7MCST‘2C8MC9L—C9T—2C9LC1OT-2C10 =1

Agrupando as grandezas fundamentais,
fica:

MC1FCe+Cr+Cg+Co  ~C1+C+C3+Cy+C5=3C=Cy=Cg+Cy
T—2C1—C2-C7-2C8—2C9—2C10 =1
Exprimindo a homogeneidade dimensio-

nal dos dois membros da Gltima equagao, resul-
tam as trés equagoes de condigao:

C1+Cg+C7+Cg+Co = 0
_C1+C2+C3+CH+C5—3C6‘C7_CQ+C1O = 0
2C1+Co+C7+2Cg+2Cg+2C1 g = 0
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Temos dez incdgnitas e trés equacgoes
de condicgao.

Podemos escolher trés incdgnitas e
exprimi-las em funcao das sete restantes, con-
sideradas como se fossem constantes, desde que
o0 determinante formado pelos coeficientes das
incdgnitas escolhidas seja diferente de zero.

Escolhamos as incognitas C,,C3, Cg
Podemos fazé-lo porque o determinante formado
pelos coeficientes respectivos € diferente de
zero. Com efeito:

0 ,
1 -3 = L 1140
1 0 10

Armam-se os 7 parametros adimensio-
nais (n) atribuindo valores arbitrarios as in-
cégnltas tratadas como constantes, substituin-
do tais valores nas equagoes de condlgao e de-
terminando os respectivos valores das incogni-
tas escolhidas.

Tinhamos escolhido C,,C3,Cg. Atribui
remos valores arbitrarios a C;,Cy4,C5,C7,Cg,Co
Ci0. Facamos primeiramente C; = 1 e C4,=C5=C7; =
=Cg=Cq9=C;¢9 = 0. Levando tais valores as equa-
coes de condlgao, vem:

14+Cg=0
-1+ Cy, + Cg = 3Cg =0
2+ Cy, =0

A solucdo deste sistema nos da:
Ce = -1

Cp = -2

C3= 0
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Atribuindo tais valores,  inclusive
C; = 1, aos expoentes das grandezas respecti-
vas, resulta o primeiro rm. Temos
ﬂ1=p—%2'
Facamos agora Cy, = 1l e C; = Cg=Cy; =
= Cg = Cqg = ClO = 0.

Levando estes valores as egusagoes de
condicao resulta o sistema:

C6 =0
C, +C3 +1 - 3Cg =0
C2 =0
cuja solucao &: C, = 0 C3 = -1 Cg = 0. Levando

estes valores, inclusive C, = 1, aos expoen-
tes, resulta o seguinte w:

A
1T2—‘2"'

Facamos Cg; = 1 e C; Cy=C7=Cg=Cqg=C1p =0

Ficaremos com o sistemas

C6=0
C2+C3+1=0
C2=0
cuja solugao &: C; = 0, C3 = =1, Cg = 0

O terceiro m sera w3 =

Fazendo C; = 1 e C; =Cy,=C5=Cg=Cqg=C;(=0,re
sultas |



Ce
Co
Cq

cuja solugao

guarto 7 sera

Fazendo Cg =

resulta:

cuja solucao
to m sera:s

Fazendo Cq =
sulta:

cuja solugao
sera:
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+1=0
+C3"3C6_1=0
+ 1 =0
é: Cz—--l, C3—“l, Ce——l. 0]
= K

T4 T Tve
leC1=CL,=C5=C7—C9=C10=O,
+1=0
+C3"3C6=0
+2=0

+ 1 =0
+ C3 - 3Cg =1 =0
+ 2 =0
€: C»=—-2,C3=0, Cg = -1. O sexto =
TT=€
6 pV2

Fazendo, finalmente, C;g=1l e C;=C,=C5=C;=Cg=

Co = 0, resulta:
+ C3 - 3Cg +1 =20
+ 2 =0 .
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cuja solugcao é: Cp=-2, C3=1l, C¢=0. O sétimo =
sera:
7T7 V2

Em forma implicita, o teorema de Buckingham
nos forneceu portanto

L2 A n o e di .
F(pv gt ! ovR' pv2a! vZ2' %7) 0

Em forma explicita,

P_ _ X n u g € £
ovz = Y1 UG SR ovant gz g'f)

Desde que estes parametros permane-~
¢am adimensionais e independentes entre si, po
demos fazer com qualquer deles qualquer trans-
formagao, por exemplo, inverté-los, eleva-los a
qualquer poténcia inteira ou fracionaria, etc.
Apenas a forma da relagao mudaria, mas qual-
quer das formas, assim obtidas, seria valida.
Podemos entao transformar a fungao acima na
seguinte:

LB -y, (&, 1, ev2 pvle v )
pv 224’2’].1’ U,E,@

Varios dos parametros adimensionais,
gue figuram na uUltima expressao, tem nomes par
ticulares e significacgao fisica proprla que ve
remos posteriormente.

v - . -

O parametro 9;-—= M & o chamado ni
mero de Reynolds e exprime uma razao entre for
cas de inércia e forgas de viscosidade.

v -
O parametro —— = B & o chamado nu
p - F i

mero de Froude e exprimeé uma razao entre for-
cas de inercia e forgas de gravidade. Na Fran-
" ¢a muitas vezes se encontra o nome de numero
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de Reech para o mesmo parametro e had quem dé o
nome de numero de Boussinesq ao quadrado do ni
mero de Froude (V2/29).

O parametro pv?8/c = W & o chamado
numero de Weber e exprime uma razao entre for-
¢cas de inercia e forcas de tensao superficial.

Finalmente, o pardmetro v//p = M &

o chamado niimero de Mach. Exprime uma®razdo en
tre forcas de inercia e forcas de compressibi-
lidade.

Na realidade, o fator V/c/e & a velo-
cidade do som no estado, no sentido termodina-
mico da palavra, em que se encontra o fluido.O
nimero de Mach € pois a razao entre uma veloci
dade caracteristica do fluido e a velocidade
do som no fluido para o estado em que se encon
tra. Da-se o nome de nimero de Cauchy ao qua-
drado do numero de Mach.

Podemos entao escrever,sob ainda ou-
tra forma, a relagao que liga as grandezas a
considerar no caso mais geral de escoamento de
um fluido. Teremos:

= A n :
B%Z_F(I’E’ﬁ’ﬁ ,W,M)

Em outras palavras, a funcao que re-
ge o caso mais geral de escoamento de fluido
é uma relacao entre um termo adimensional, en-
globando a pressao e a velocidade, as caracte-
risticas geométricas do escoamento e os nume-
ros de Reynolds, Froude, Weber e Mach.

3.3.3 - Significado fisico destes
numeros adimensionais

Cada um destes numeros adimensionais
é respectivamente igual a uma razao entre for-
cas de inércia e forcas de viscosidade, de gra
vidade, de tensao superficial e de compre551b1
lidade, atuando sobre um elemento infinitesi-
mal de fluido, conforme passamos a demonstrar.
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a) A fim de estabelecer a significa-
cao fisica do numero de Reynolds, consideremos
o comprimento df de um elemento de conduto for
¢ado de raio r. . Consideremos duas superficies
fluidas, c1llndrlcas, concentricas com o condu
to forcado e distante de dr uma da outra.A mas
sa fluida contida entre estas superficies con
céntricas esta sujeita a uma forga de viscosi-
dade F; = Sex2m rdf, na face mais proxima do
centro do conduto,ea uma forgca de viscosidade
F, = S¢ x 27 (r + dr) d&, na face mais distan-

te. S, e a tensao de cisalhamento despertada
pela viscosidade e dada por:

av.

Sc = u dr

A resultante das forcas de viscosidade, agindo
“sobre o volume elementar delimitado pelas duas
superficies concéntricas em questao sera:

Fy = Fp = Fy, = 27 Sc (r+dr) dg2 - 2 « Scrdx =

= 2 m Scdrdl ou

= v
Fy = vy

Por outro lado, a forga de inércia do mesmo vo
lume elementar seras:

x 27 dr df& = 2 mu dvda

F; = mj, = pr[(r+dr)2 RZde G = p7 x 2rdvav =
= 27mp rdvdr.
Tomando a razao entre a forga de inércia e a

forga de viscosidade, que atuam sobre o volume
elementar considerado, vem:

Fi _ 2rmp rvdvdr
Fy 2mp dvdal
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gue, do ponto de vista dimensional, € idéntica
a pvr/u. Esta razao é precisamente o nimero de
Reynolds aplicado a escoamento em conduto for-
cado de segao transversal circular, tomando-se
para parametro geométrico daquele numero<3ralo
da secao. Constata-se, p01s, gque o numero de
Reynolds exprime a razao entre a forga de inér
cia e a forca de viscosidade que atuam sobre
um elemento de fluido. Pode-se, portanto,tomar
o valor do numero de Reynolds em um dado escoa
mento, isto &, um escoamento de dada geometrla
e de um fluido de dada natureza, como um indi-
ce da maior ou menor importancia das forgas de
viscosidade em face das forgas de inércia.

b) Consideremos agora um volume ele-
mentar de fluldo, de arestas dx, dy, dz,em que
da livre sob acao de seu prdprio peso. . O peso
deste volume elementar ou, em outras palavras,
a forca de gravidade que sobre ele atua, é:

Fg = pg dx dy dz

A forga de inércia, atuando sobre o
mesmo volume, e:

Fi = pdxdydz %% = pdx dy %% dv = pvdxdydv
A razao entre a forga de inércia e a
forga de gravidade presentes seras:

Fj _ pvdxdydv _ vdv

Fg pgdxdydz gdz

que dimensionalmente & idéntica a v2

gl
sendo % uma dimensao geométrica caracteristica
do escoamento. Esta razao € o numero de Froude
que, portanto, se presta a ser usado como 1nd1
ce de maior ou menor importancia das forgas de
gravidade em face das forcas de inércia presen
tes em um escoamento.

’
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¢) Consideremos agoraum volume elemn
tar fluido e esférico de raio r. A forga de ten
sao superficial, que tende a manter solidarios
os dois hemisférlos desta esfera fluida elemen

tar, é:
Ft=21rro-

A forcga de inércia sera, por sua vez,
o produto da massa pela aceleracao, isto é:

. = 2 3 4dv
Fi =0 x 3 mr° 3¢

gque tem as mesmas dimensoes de

Fi=-§-nprzvdv

A razao entre forga de inércia e for
ca de tensao superficial tera as dimensoes de:

Fi _ prlvdv
Fe ¥o

gque também terd as mesmas dimensoes de

Fi _pryv?
F¢ o

gque €& o numero de Weber para a esfera elemen-
tar considerada. Constata-se gue o numero de
Weber exprime uma razao entre forcas de inér-
cia e forcas de tensao superficial presentes
em um escoamento. Seu valor pode, portanto,ser
tomado como indice da maior ou menor importan-
cia das forgas de tensao superficial em face
das forgas de inércia presentes em um dado es-
coamento.

d) Consideremos, finalmente, um volu
me elementar dx, dy, dz submetido a uma forga
de compressao representada por uma pressao
que se aplica na face dx, dy. Tal forgca  sera
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pois: Fgo = pdx dy. Suponhamos que o fluido nao
seja 1ncompre551vel mas que sofra uma varia-

gao volumétrica dv sob a pressao p. Ter-se-a
também gque
<\
P = ey

onde ¢ & um coeficiente de compre531b111dadevo
lumétrica, e chamando _de e a variagao volumé-
trica unitaria, isto é:

av

V = el; X

podemos escrever: p = ee. Portanto, a forga de
compressao sera Fo = eexdxdy. A forca de inér
cia agindo sobre 0 mesmo volume elementar, que
se desloca a velocidade de V, no mesmo sentldo
em que se aplica a forga de compressio, sera:

= dv _
Fi- = p dx dy dz ac = °f dx dy vdv .
A razao entre a forga de inércia e a forga de
compressao, que atuam sobre o volume elementar,
sera: :

Fjy _pdxdyvdyv
Feo e e dx dy

gue dimensionalmente & identica a
Fj _pv2 _ ¥2

F. ce ee/p

'Esta razao & o numero de Cauchy.

Tal nimero &, portanto, igual a ra-
zao entre a forga de compressao e a forga de i
nércia atuando sobre um volume elementar de um
fluido em escoamento e pode servir, ou sua

raiz quadrada v

/e7o

que & o numero de Mach, como indice da maior
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ou menor importancia das forgas de compressibi
lidade em face das forgas de inérica presentes
em um escoamento. Conforme ja se assinalou, ©
denominador do nlmero de Mach, vee/p, & a velo
cidade do som no fluido, para o estado em dque
este se encontra. Por conseguinte, quando se
diz gque um aviao a jato voou a Mach 1, isto
significa que tal aviao voou a velocidade do
som,

_ 3.3.4 - Vejamos outras duas aplica-
¢coes praticas do teorema de Buckingham.

Na primeira trataremos de um proble-
ma de hidraulica de fundo fixo: um escoamento
sobre vertedor. Na outra abordaremos um proble
ma de fundo mdvel: a formagao de perfll de e-
quilibrio de praia pela acao das ondas

A analise dimensional apenas permite
determinar os 1 - os parametros adimensionaisem
que se traduzem as grandezas a considerar no
fenomeno considerado. Somente ensaios sistema-
ticos permitiriam estabelecer a forma da rela-
géo entre os 7m. Desde logo, porem,transparecem
as vantagens de se colocar a busca experimen-
tal de uma lei fisica em termos adimensionais:

a) o numero de parametros a pesqui-
sar se reduz e as grandezas de mesma especie a
parecem agrupadas, o que por si sO pode cons—
tituir uma orientagao para o trabalho experi=
mental;

b) os valores a considerar para cada
parametro adimensional (cada m) se tornam inde
pendentes do tamanho absoluto do sistema fisi-
co a que se referem, o gque & fundamental para
o trabalho em modelo.
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3.3.4.1 - Aplicacao do teorema de Buckingham a
escoamento sobre um vertedor

Suporemos o caso mais geral, em que
se tenha de considerar a presenga de forgas de
inércia, gravidade, viscosidade e tensao super
ficial. SO admitiremos que o liquido & incom-
pre351vel o que acarretara na eliminagao .do
nimero de Mach.

As grandezas a considerar sao (com
as respectivas expressoes dimensionais em M,L,
T) :

[2] = L uma dimensao geométrica do vertedor,
transversal ao sentido do escoamento;

[d] = L uma dimensdo geométrica vertical, ca-
racteristica do vertedor (£ e d defi-
nem a forma do vertedor, caracterlstl
‘ca do vertedor: retangular ou trlangg
lar, etc...);

[h] = L carga
o] = L3771 vazao

[v] = 1T"! velocidade de chegada a montante
do vertedor;

[g] = LT™2 aceleragao da gravidade;
[o] = ML™3 massa especifica do liquido;

[u] = ML71IT7! coeficiente de viscosidade dina
mica do liquido;

(6] = MT~2 coeficiente de tensao superficial
do liguido.

O fenomeno &, pois, regido por  uma.
relacao £(%,d,h,Q,v,g9,p,u,0) = 0. Temos 9 gran
dezas que se podem exprimir dimensionalmente em
termos de tres grandezas fundamentais (M L,T).
Pelo teorema de Buckingham aquela relagao pode
ser substituida por outra que liga entre si
9-3 = 6 parametros adimensionais e independen-
tes entre si: Ter-se-a:
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¢ (my, mo, T3, Ty, Ts, Mg) = 0

Resta exprimir cada um dos = em fungao das gran
dezas gue interessam.

A aplicagao do teorema de Bridgman
ao fendomeno nos fornece:

Clcldcz th QCq VCS ng pC7 uCg(F9=1

Substituindo nesta equagao cada gran
deza por sua expressao dimensional em M, L, T,
tem-se:

LGl 1C2 €3 (L3T'1)c“(LT‘1)°5(LT‘2)CB(ML‘3)C7

(ML= 1771) 8 (urm2) 0 = 1. :
Desenvolvendo as potenciagoes e agru
pando as poténcias de mesma base vem:

LC1+C2+03+3Cq+C5+C5"3C7-Cg MC7+C8+C9

TCq—Cs_ZCG_Cg"ZCg =1

Escrevendo a homogeneldade adimensio
nal dos dois membros da ultima equagao, em re-
lagao a cada uma das_tres grandezas fundamen-
tais, resultam as tres equagoes de condlgao.

ci+cotcg+3cytegtcg=3cy=cg = 0

cytcgtcg = 0

+Cq+C5+206+Cg+209 = 0

Temos trés equagoes e nove incogni-
tas. Podemos escolher tres incdgnitas e expri-
mi-las em fungao das outras seis, tratando es-

tas como se fossem constantes, desde que o de-
terminante das incdOgnitas escolhidas seja dife
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rente de zero. Escolhamos c3,c6,c7 e atribua-
mos valores arbitrarios as incognitas restan-
tes (c;,cy,C4,C5,c4,Cq). .. Podemos . fazé-lo
porque o determinante formado pelos coeficien-
tes de cj3,cq,c7 & diferente de zero. Com efei-
to

1 1 -3
0 O 1) ==-2#0
0 2 0

Fagamos agora ¢} = 1 e ¢, = ¢, = Cg=
= Cg T Cg = 0.

Resulta o sistema de equagoes:
l+ c3 +cg = 3¢y = 0
CcC7 = 0
206 =0
cuja solugao é:
C3 = -1, Cg = 0, Cy7 = 0
O primeiro m sera:

L
my = H

Fazendo c,=1 e c;=cy=cg=cg=cqg = 0, resulta:
1+ Cc3 + Cg - 3C7 =0
Cr = 0
206 =0

cuja solugao é: c3=-1, cg=0, cy=0. O segundo =
sera:

d
Mo = E
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Fazendo cy=1 e c;=cy,=cg=cg = 0, vem:
c3 + 3 + Cg ~ 3C7 = 0
C7=0

1l + 206 =0

cuja solugao é: c3=-5/2, cg=-1/2, c,=0. O ter-
ceiro m sera:

by = —Q - Q.
ns/2 gi/2  /ghs
Fazendo cs=1 e cj=cy=c,=Ccg=cg = 0, fica:

cg3 + 1+ cg = 3cy; =0
Cy = 0
1+ 2cg =0
cuja solugao é&: c3=-1/2, cg=-1/2,c; = 0. O quar
to 1 sera:
N v _ v
T 1/ gl/2 /gh

Fazendo cg=1l e c;=cy=c,=cg = 0 tem-se:

Cjy + Cg -3C7 -1=20
cy + 1 =20

2C6 + 1 =20
cuja solugao é: .c3=-3/2, cg=-1/2, cy=-1. 0
quinto m sera: '

K = v = v o
> h3/2 gl/2, " o/gn3

Fazendo cg = 1 e cj=cy=cy=cgs=cg = 0, resulta:
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C3 + C6 - 3C7 =0
Cy + 1 =0
2C6 + 2 =0

cuja solugao &: c3=-2, cg=-1, cy;=-1. O sexto =
sera:

o
pgh?
Um escoamento sobre vertedor se rege

pois por uma relagao que, em termos adimensio-
nais mais gerais, tem a forma:

g =

Q v 1} g ) -

¢(—I 7 ’ ’ — 7 )
B" R /grs' /gR ' o/gh3 ' pgh?

Como a 1ncogn1ta, que se procura, e

geralmente a vazao, poder-se-ia escrever em
forma explicita:
Q 2 4. v u o]

= F (_I i
Ygh® h' h' /gr’ pvgh3 ’ Dghz)

Nao seria dificil mostrar, mediante
algum trabalho algébrico, que
3 e o
p/gh3 pgh?

sao formas particulares ou alternativas ("for-
mas mascaradas") respectivamente dos nameros
de Reynolds e Weber. O parametro adimensional
v//gh & um nimero de Froude em que acarga cons
titui o respectivo parametro geometrlco. Por
conseguinte, podemos escrever a expressao da
vazao em um vertedor da seguinte manelra geral
e adimensional:
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3.3.4.2- Aplicacao do teorema de Buckingham ao
fenomeno da formagao de perfil de
equilibrio de praia pelaagao das ondas-

Ver-se-a na matéria "Engenharia de
Costas" que o perfil de equilibrio de praiaque
uma dada onda forma em um dado sedimento, & o
lugar geometrlco dos pontos para os quais ocor
re equilibrio oscilatdrio entre as forgas pre-
sentes, que atuam sobre Os graos. Equilibrio
oscilatdrio significa que cada grao oscila, du
rante o periodo da onda, em torno de uma posi-
cao média, mas esta nao varia no tempo.

As grandezas a considerar, com as
respectivas expressoes dimensionais, sao as se
guintes:

% = L uma dimensao geométrica horizontal da
praia ou da onda;

d = L uma dimensao geométrica vertical da praiga
gue e a profundidade corrente;

= T o periodo da onda;

T

H =L a altura da onda, distancia vertical en-
tre a crista e o cavado a uma profundida
de d qualguer;

o = ML™3 a massa especifica da agua;

pg= ML™3 a massa especifica do sedimento  da
praia;

D = L um diametro caracteristico do tamanho dos
graos do sedimento, como o diametro mé-
dio ou o diametro mediano, tirado de uma
curva granulométrica;

g =LT"2 a aceleragao da gravidade que consti-
tui, em ultima analise, a forga mo-
trlz dos movimentos oscilatdorios das
aguas do mar.
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Temos portanto uma funcao do tipo:
f(lr dl T, H, o, psr D’ g) =0
Em termos adimensionais sera:

¢(my,mo,m3,my, w5) = 0

pois temos 8 grandezas que se exprimem em ter-
mos de 3 grandezas fundamentais e 8 - 3 = 5.

A aplicagao do teorema de ' Bridgman
fornece: '

ol Ci dCz T03 HCq pC5 pSC6 DC7 gCg =1
Substituindo as grandezas, na equa-
gao acima, pelas respectivas expressoes dimen-

sionais e efetuando as potenc1agoes, tem—-se:

Lcl LCZ Tc3 LCH (ML“3)C5 (ML—B)CG Lc7(LT—2)c8=l

Agrupando as poténcias das mesmas
grandezas fundamentais, vem:

LC1+CZ+C4-305—3CS+C7+CB MC5+C6 TC3-2C8 = 1

Escrevendo as expressoes de homoge-
neidade dimensional entre os dois membros da
ultima equag¢ao, resulta o sistema:

C1+C2+Cq—3cs-3ce+C7+C8 = 0

C5+C6 =0

C3-2C8 =0

Escolhamos c;,c3,Cg COmO incoOgnitas

principais e atribuamos valores arbitrarios a
Co,;CusCs5,5g,C7. Podemos faze-lo porque

1 0 -3

0 O 1 =-1#0

0 1 0
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Atribuindo, como nos dois exemplos
anteriores, o valor 1 (um) a uma das incdogni-
tas tratadas como constante e o valor 0 (zero)
as restantes, resultaria cada um dos = procura
dos.

YAt ot L’ L

1

Y

|
o

O parametro a/% & a declividade cor-
rente de perfil de equlllbrio da praia. Conhe-
cido seu valor, em funcao das outras grandezas
presentes, poderiamos atribuir valores arb1tra
rios a &, obter os valores correspondentes de
d, a partir do plano horizontal de referéncia
que se tivesse adotado, e tracar o perfil. E
interessante pois que escrevamos d/4 em funcao
dos outros parametros adlmen31onals, pondo a

fungao anterior em forma explicita. Teremos:
D TZ2g,
T T

O parametro H/% & um parametro adi-
mensional caracteristico da forma da onda.Como
parametro geométrico horizontal,caracteristico
da onda, podemos tomar Lo, O comprimento da on
da em profundidade infinita. Como parametro
vertical, -  caracteristico da onda, podemos
tomar Ho, a altura da onda em profundidade in-
finita. O parametro H/% se transforma assim em
Ho/Lo que & a chamada esbeltez da onda. A apli
cagao do teorema de Buckingham nos permite, por
tanto, antes de qualquer ensaio, salientar a
importancia da esbeltez da onda no processo de
formagao de perfil de equilibrio de praia pe-
las ondas do macr. Nao seria dificil mostrar, jo
gando com equagoes da teoria das ondas, que o
parametro T¢g/% & uma forma mascarada de nUme-
ro de Froude em termos de cinematica do movi-
mento ondulatodrio. .
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A expressao, que se deduziu, apresen

ta grande valor para caracterizar as distor-
Coes necessarias a realizar um modelo fisico
do processo de formagao de perfil de equilil

brio de praia.

3.5 - Falacias a evitar no emprego da
analise dimensional

Ja se disse que nao se deve encarar
a analise dimensional como uma chave magicaque
nos permita estabelecer equagoes em  gualquer
terreno da Fisica, sem dispor de conhecimento
intrinseco do mesmo.

Quem nunca estudou, de alguma manei-
ra, um dado terreno da Fisica,dificilmente re-
solveria com sucesso a primeira etapa, sempre
a mais dificil, na aplicacgao dos teoremas de
Bridgman e Bucklngham a enumeragao das grande
zas a considerar. O uso indiscriminado, sem
fundamento no conhecimento fisico, constitui
pois a primeira faldcia a evitar no emprego
da analise dimensional.

Uma outra € a tentativa de estabele-
cer relagoes que nao existem na natureza,o que
modernamente se tem chamado de "correlacgoes es
pirias". Por si mesma a analise dimensionalrem
sempre dispoe de meios para verificar se um da
do conjunto de grandezas, a que se apliquem os
teoremas de Bridgman ou de Buckingham, se 1li-
gam entre si por uma relagao realmente existen
te na natureza. Esta questao sb pode ser escla
recida por via experimental. :

Damos a segulir um exemplo do estabe-
lecimento inteiramente insensato de uma lei i-
nexistente na natureza, mas irrepreensivel do
ponto de vista formal da analise dimensional.

Suponhamos que se pesquise a forma de
uma lei fisica relacionando as velocidades (v)
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dos automdveis, _que transitam na Estradade Via
mao, com as vazoes (Q) em escoamento nos mode-—
los do IPH e as distancias (%) percorridas pe-
lo professor de Teoria da Semelhanga, qguando
vai dar aula. Um espirito menos avisado escre-
veria v = £ (Q,%) ou v =CQC1 1€2.

Substituindo as grandezas,aparecendo
na Qltima equagao, pelas respectivas . expres-
soes dimensionais, viria:

LT™1 = (LaT—l)CJch

Efetuando as potenciacgoes e agrupan-
do as mesmas grandezas fundamentais:

3Cl+C

LT} T

Escrevendo as expressoes de homoge-
neidade dimensional para ambos 0s membros da
ultima equagao:

301 + Ccp = 1l
=C; = -1
Achar-se-ia ¢ = 1l e ¢; = -2. O espi-

rito menos avisado afirmaria entao que

v = CQL™2 = ¢ 97 ou,

i 22
em portugues fluente, que as velocidades dosau
tomoveis em tran51to na Estrada de Viamao sao
proporcionais as vazoes em escoamento nos mode
los do IPH e inversamente proporcionais aos
quadrados das distancias percorridas pelo pro-
fessor de Teoria da Semelhanga quando vai dar
aula.
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O nosso personagem imaginario julga-
ria ter descoberto uma nova lei fisica. Entre-
tanto, é evidente que nao existe qualquer rela
gao de causalidade entre, de um lado, as va-
zoes e distancias consideradas e, de outro, as
velocidades dos automoveis em transito na Es-
trada de Viamao. Quem se desse ao trabalho de
manter constantes os valores das razoes e dis-
tancias consideradas e observar os valores das
referidas velocidades, facilmente constataria
que podem ocorrer os mais disparatados valores
para as ultimas. Em outras palavras, a expe-
riéncia desmascararia a fald<ia.

Ao apresentarmos a _aplicagao do teo-
rema de Buckingham a concepgao de modelos redu
zidos, teremos ocasiao de apontar uma tercelra
falacia a evitar.

3.6 - Uma conseqgliencia pratica de o
conhecimento da Teoria da Semelhanga nao pres-
cindir do conhecimento intrinseco de cada as-
sunto, a que se pode aplicar tal ferramenta,re
side no fato de que nao existem "especialistas
em modelos reduzidos" e sim especialistas em
Hidraulica Geral, em Hidrdulica Fluvial, em Hi
draulica Maritima, em Engenharia Aeronautica,
etc, que sabem conceber e operar modelos a fim
de estudar problemas especificos de suas espe-
cialidades. A fim de projetar um modelo costei -
ro, por exemplo, nao basta conhecer a Teoria
da Semelhanca. E preciso conhecer também  Hi-
draulica Maritima e Regime de Costas.

Outra conclusao consiste em que um
laboratdrio de Hidraulica - um local em gque :se
fazem modelos - ou se especializa apenas em um
determinado assunto, por exemplo, _ Hidraulica
Geral ou Fluvial, ou sua organizagao precisa
comportar diferentes divisoes, cada uma das
guais relne especialistas no assunto correspon
dente. Assim, _por exemplo, o IPH da UFRGS con-
tém uma Divisao Maritima, uma Divisao Fluvial,
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uma Divisao de Pesguisa Basica em Morfologia
Fluvial e uma Divisao Hidroeletrica, alem da
Divisao de Ensino e das divisoes auxiliares.

3.7 - EXERCICIOS

1) Estabelecer uma fungao adimensional
relacionando o periodo de um péndulo, que con-
siste em uma haste circular pivotada na extre-
midade superior, com um peso que se lhe adicio
ne na extremidade inferior.

2) Estabelecer uma fungao adimensional
relacionando a forga exercida por um jato flui
do gue incide sobre uma placa plana, perpendi—
cular ao plano do jato, com a massa especifica
do 11qu1do, a aceleragao da grav1dade, uma ve-
locidade caracteristica e a area de secgao trans
versal do jato.



4 - TEORIA DOS MODELOS

4.1 - Ja vimos que surgem problemas,
em varios campos da Engenharla, para os quais
nao ha solucac possivel por método analitico.
Posteriormente, aprendemos as técnicas forne01
das pela analise dimensional para prever a for
ma das relagdes, que regem os fendmenos fisi-
cos, ou pelo menos para orientar o método expe
rimental que seja capaz de estabelecer tal for
ma. Entretanto, hd casos em que & simplesmente
inviavel aplicar o método experimental a siste
mas em verdadeira grandeza, seja porque as va-
riaveis nao sao control3veis pelo homem, seja
porgue a prev1sao a ser feita se refere aos e-
feitos da interacao entre um sistema natural e
uma obra a ser construida no futuro.

Assim, por exemplo, had alguns  anos
coube ao IPH estabelecer o tracgado das obras
de regularlzagao da embocadura lagunar de Tra-
mandal, no Rio Grande do Sul. As profundidades
sobre a barra em frente a embocadura sao uma
fungao de grande nimero de variaveis. Era _im-
possivel estabelecer uma equagao de previsao a
partir de observagoes na natureza, por duas ra
zoes:

a) os agentes naturais (ondas,vazoes
fluviais, etc) nao variam sob controle humano
e, em conseqgliéncia, levaria tempo muito longo
a coleta de valores significativos para o esta
belecimento de uma equacao de previsao;
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b) a profundldade, que interessava
realmente prever, nao era a profundidade sobre
a barra em seu estado natural, determinada a
partir das observacgoes acima mencionadas, e sim
a que resultaria da construgao das obras que
se tinham em vista.

4.2 - O estudo de problemas deste
tipo ex1ge o0 recurso a modelo reduzido.

Em geral, had duas espécies de casos
em que se precisa recorrer a modelos:

a) a equagao de previsao contém gran
de nlmero de variaveis e seria dificil ou la-
borioso, do ponto de vista matematico, efetuar
a previsao por meios analiticos. Depois do ad-
vento dos computadores eletronicos, restringiu-
-se o nimero de casos em gue se precisava re-
correr a modelos fisicos porque a solugao ana-
litica era simplesmente laboriosa, embora pos-
sivel por se dispor de equagao adequada. Pro-
blemas de propagagao de mare em estuarlo, por
exemplo, podem ser postos em equacao de solu-
gao mais ou menos laboriosa. Tais problemas ho
je podem ser resolvidos de modo velativamente
rapido em computador, a nao ser gue surjam di-
ficuldades relativas a condigoes-limite, difi-
ceis de formular em termos matematicos;

b) a funcao ligando as variaveis de
interesse & desconhecida e seria inviavel, na
pratica, determinad-la experimentalmente a par-
tir de observacgoes em verdadeira grandeza.

E em geral o caso dos problemas en-
volvendo transporte de sedimentos e, em parti-
cular, era o caso da embocadura anteriormente
mencionada. Em tais problemas conhecem-se as
grandezas a considerar, mas ignora-se a funcao
qgue as liga entre si.
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4.3 - Nestas espécies de problemas e
fetuam-se as observagoes, que interessam, sobre
um outro sistema fisico, de menores dlmensoes
que o sistema cujo comportamento se quer pre-
ver, mas de comportamento semelhante. Chama-se
prototipo o sistema fisico cujo comportamento
se quer prever. O modelo reduzido € o sistema
de menores dimensoes e de comportamento seme-
lhante, no_qual se efetuam observacgoes e se fa
zem previsoes valldas para fins de Engenharia.
Em muitos casos nao é necessario estabelecer a
forma da relagao geral entre as variaveis em
jogo. Basta um resultado global para caracteri
zar os efeitos da reallzagao de um dado proje-
to, dentro de uma gama mais oOu menos estrelta
de valores das variaveis cuja consideracao é
importante. Conforme se vera oportunamente, po
dem existir diferentes espe01es de modelos re-
duzidos, mas todas satisfazem a definigao aci-
ma.

4.4 - Na primeira licao viu-se o que
se deve compreender por comportamento semelhan
te. Agora retomaremos mais pormenorlzadamentea
analise de tal conceito.

Assim como o conceito de medida, o}
conceito de semelhanga fisica também comporta
um aspecto qualitativo e um aspecto quantitati
vo. O aspecto qualitativo consiste no fato de
gue o mesmo fenomeno, envolvendo as mesmas gran
dezas relacionadas pela mesma lel, se passa
tanto no modelo quanto no prototipo. O aspecto
quantitativo esta em que existem relagoes cons
tantes, bem conhecidas e independentes dos va-
lores particulares das grandezas, entre os va-
lores que ocorrem no modelo e os que ocorrem
no protdtipo.

Existe um meio mnemonico simples pa
ra compreender e gravar tal conceito.Basta lem
brar a primeira nogao de semelhanga que se te~
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ve na vida escolar: a semelhanga puramente geo
métrica e, em particular, a semelhanga detilan
gulos. Diz-se que dois triangulos sao semelhan
tes quando os angulos correspondentes sao res-
pectivamente iguais e os lados homdlogos sao
proporcionais. A igualdade dos angulos corres-
pondentes constitui de certo modo o analogo
geométrico do aspecto qualitativo da semelhan-
¢a fisica em geral. A proporcionalidade entre
os lados homblogos constituiria o anadlogo geo-
méetrico do aspecto quantitativo da semelhancga.
Inclusive, viu-se desde logo que a semelhancga
consiste na 1gualdade, entre os sistemas seme-
lhantes, de numeros adimensionais: as razoes
entre os lados homdlogos, no caso dos triangu-
los semelhantes. ’

4.5 - Chama-se de escala a razao en-
tre cada valor que uma dada grandeza assume no
modelo e o valor correspondente que a mesma
grandeza assume no prOtOtlpO ASSlm, podemos fa
lar em escalas geometricas, isto &, escalas de
comprimentos, larguras, alturas ou profundida-
des, de areas e de volumes - escala de massas,
de forgas, de tempos, de velocidades, de ace-
leragao, de vazoes, etc.

Exprimem-se, geralmente, as diferen-
tes escalas por meio de fragoes cujo numerador
€ igual a 1. Adotaremos como simbolo, para ca-
da escala, o simbolo da grandeza respectiva can
acento circunflexo. Assim, sendo £ o simbolo
de comprimento, o simbolo da escala de compri-
mentos serd 2. A fim de se assegurarem os dois
aspectos - qualitativo e quantitativo - da se-
melhanga, entre o sistema-modelo e o sistema -
prototipo . as escalas das diferentes grande-
zas precisam guardar entre si certas relagoes.
Tais relagoes constituem o que se chama de con
digoes de semelhancga.
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4.6 - Ao realizar um modelo reduzido,
devem formular-se condigoes de semelhanca para
todas as relagoes que as diversas grandezas a
considerar guardam com as tres grandezas funda
mentais, em funcao das quais se exprimem dlmen
sionalmente. Isto significa que se devem formu
lar condigoes de semelhanca relativas a geome-
tria, a materiais e as forgas presentes.

4.7 - Ja vimos que o aspecto qualita
tivo da semelhanga consiste no mesmo fenomeno,
regido pela mesma lei que relaciona entre si
as mesmas grandezas, se passar no modelo e no
prototipo. Também vimos que podemos exprimir a
lei em questao em termos dimensionais,seja por
dedugao analitica seja por aplicacgao do teore-
ma de Bridgman, ou em termos adimensionais, pe
la apllcagao do teorema de Buckingham. Temos,
portanto, dois caminhos para estabelecer condi
¢oes de semelhancga:

a) Aplicar uma dada lei, em termos
dimensionais, ao modelo e ao protdtipo. Resul-
tam duas equagoes que, divididas membro a mem-
bro uma pela outra, fornecem as condigoes de
semelhanca porque estabelecem as relagoes que
as escalas das diferentes grandezas devem guar
dar entre si. Assim, por exemplo, suponhamos
que se queiram estabelecer as condigoes de se-
melhanca para um modelo de escoamento uniforme
e turbulento em canal, a partir de uma lei di-
mensional, no caso a equagao que rege O escoa-
‘mento uniforme em canal, a chamada férmula de
Manning. Poder-se-ia arbitrar uma escala geome
trica que seria a mesma para comprimentos, lar
guras e alturas ou profundidades porque todas
estas grandezas tém a mesma expressao dimensio
nal

[¢] =[p] =[a]l=1.".2=0b=24a
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A igualdade do nimero de Froude en-
tre o modelo e o protdtipo permitiria deduzir
o valor da escala de velocidade:

<
)
X
)

Y |
I =F . —m - Y - m_ /im .o o
m v 2
P /img VP9 p p

Ter-se-ia desde logo um condiciona-
mento fisico a obedecer: o valor arbitrado pa-
ra % deveria ser suficientemente grande para
que a aplicacao do valor da escala de velocida
des Vv, que se deduziu, 'as velocidades do escoa
mento no protdtipo v acarretasse velocidades
Vi, no modelo suf1c1e8temente elevadas para gue
permanecesse valida a hipdtese inicial, consis
tindo em desprezar o papel das forcgas de visco
sidade (expressas pelo nimero de Reynolds). Em
vez de recorrer aigualdade dos nimeros & Frou-
de entre modelo e prototipo, também se poderia
deduzir o valor da escala de velocidade a par-
tir do fato de que a aceleragao da gravidade &
. a mesma no modelo e no prOtOtlpO e que, portan
to, a escala de aceleragao é igual a l.Ter—-se-
-ia:

j=lelt2=1.".8=17..8=171/2
$ =181 =37"/2=731/2

A aplicagao, ao modelo e ao protdti-
po, da lei que rege escoamento uniforme em ca-
nal, permitiria estabelecer as relagoes gue as
escalas das diferentes grandezas deveriam guar
dar entre si. Escrever-se-ia:

2/3 1/2

2]
=

X
= 2
K
P P

<'.’<‘.
=4

B
R

U)‘

o]
o)
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ou v = B R2/3 81/2, que & no caso a condigdo
de semelhanca.

A partir desta equagao, podemos de-
terminar o valor da escala de coeficientes de
rugosidade para que o escoamento no modelo se-
ja semelhante ao protdtipo, de maneira a que
as perdas de carga no modelo aparegcam reduzi-
das corretamente a escala geometrica. Em ou-
tras palavras, nao se poderia tomar um valor ar
bitrario para o coeficiente de rugosidade no
modelo. A escala de coeficientes de rugosidade
e portanto, em Gltima andlise, a natureza do
revastimento e do acabamento das paredes soli-
das do escoamento no modelo teria de satisfa-
zer uma determinada condig¢ao compativel com os
valores das escalas das outras grandezas que
influem nas perdas de carga. Ter-se-ia:

R = 1 porque R é uma grandeza geométrica;
8 =1 porque S = d/¢.°.8 =3/2 = /2= 1;
e ja vimos que Vv = 2 /2, portantos:

21/2 = g 12/3

ou R = 1/21/8. Uma vez arbitrado, conforme se
viu anteriormente, o valor de %, haveria ape-
nas um valor da escala de coeficientes de ru-
gosidade que seria compativel. Uma vez conheci
do tal valor da escala de coeficientes de rugo
sidade, bem como o valor K dos coeficientes de
rugosidade no protdtipo, estaria definido o va
lor que o coeficiente de rugosidade do modelo
deveria ter. Entrando com tal valor em tabela
de coeficientes de rugosidade, achar-se-ia o}
tipo conveniente de acabamento ou de revesti-
mento a dar as paredes solldas do escoamento
no modelo.

b) O caminho adimensional para for-
mular condigoes de semelhanga consiste em apli
car o teorema de Buckingham as grandezas que
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intervem no fenomeno que se deve passar no mo-
delo e no prototipo, e em igualar cada numero
adimensional (cada m) caracteristico do modelo
ao numero adimensional correspondente do proto
tipo. De tais igualdades resultam as condigoes
de semelhanca a obedecer. Imaginemos um fendme
no ao gual a aplicagao do teorema de Buckin-
gham teria resultado em relagao entre um certo
nimero (n) de numeros adimensionais. Ter-se-ia
uma relagao adimensional do tipo

£f (my, 72, ﬂ3,,,.,ﬂn) = 0.

Escrever-se—ia tal relagao para o modelo e pa-
ra o prototipo. Ficar-se-ia com:

f (ﬂlm, Tome T3mre=csTpm) = O
e
£ (ﬂlp, Tops “3p""'"np) = 0
Uma vez que m & um nUmero adimensional, cujo

valor independe do tamanho absoluto do sistema
a que se refere, cada v tem o mesmo valor no
modelo e no protdtipo. O aspecto qualitativo
da semelhanga se traduz pelo fato da mesma fun
cao adimensional valer para o modelo e o protd
tipo. A igualdade de cada m entre modelo e pro
totipo assegura o aspecto ‘quantitativo da se-
melhanga, permitindo formular as relagoes a que
as escalas das diferentes grandezas devem obe~
decer.

Ja vimos que a aplicacao do teorema
de Buckingham a escoamento sobre vertedor for-
nece a seguinte relagao entre ntmeros adimen-
sionais, caracteristicos do fenomeno:

..]:l = f ( ’ Q v 9] (¢}
——
d ¥ Jghs' J/gh' o/gh3 = pgh?
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Suponhamos que o escoamento sobre o
vertedor-modelo se faca sob cargas suficiente-
mente grandes para que se possam desprezar Os
efeitos das forcas de viscosidade e de tensao
superficial. A relagao adimensional acima se
simplifica paras: .

hoed, 2 L
d £* /gns' Vgh

Escrevamos esta fungao para o modelo
e o prototipo:

hm _ £ (Eﬂ Om  _Vm_
EE = f (_E Qp Vp |

14
dp ip /gh¥" J/ghp

Igualando os numeros adlmen51onals,
dois a dois, para o modelo e o protdtipo, vira:

h h

LS °1

dm dp

Qn _ QE

/gh% Yghs

\Y v
m_ _ p

Yghyp  Y9hp

e, cumpridas estas condigBes, resultaras:

’m
dm

ot
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Das igualdades‘acima deduz-se:

hm le -~
-y - - A=t
P p

|5°
]
l\%
o
f o))
|
oy ]
()]
~
)

Q
h
P P
v h
L=/ L § = R1/2
P P
h d :
m_-—I-n ® Yy =
H——'d o.ﬁ a
P P

ou em resumo, A = d =2, 8 = 13/2 e § = 31/2

Isto significa que, se o vertedor-mo
delo e respectivo canal de chegada forem geo-
metricamente semelhantes ao vertedor-protdtipo
e respectivo canal de chegada (d = 2) e se in-
troduzirmos sobre o vertedor-modelo vazoes cu-
jos valores sejam os das vazoes-protdtipo redu
zidas 3 escala 15/2, as respectivas cargas so-
bre o vertedor-modelo aparecerao reduzidas se-
gundo a escala geométrica (A = %) e as veloci-
dades de chegada aparecerao reduzidas a escala
21/2. Em outras palavras, para que as cargas
aparegam reduzidas a escala geométrica, nao se
podem reduzir arbitrariamente os valores das
vazoes-prototipo. E necessirio redu21 las se~
gundo uma certa escala cujo valor e a potenc1a
5/2 da escala geométrica.
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4.8 - No capitulo seguinte deste cur
so, mostrar-se-a que cada um dos dois caminhos
possiveis para formular condigoes de semelhan-=
¢a apresenta vantagens e desvantagens e que nem
sempre podemos escolher indiferentemente um ou
outro. Ja apareceu claramente uma vantagem do
caminho adimensional. Este nos permite formu-
lar condicoes de semelhanca para fendmenos re-
gidos por leis de forma desconhecida. Basta co
nhecer as grandezas que intervém no fendmeno,
aplicar-lhes o teorema de Buckingham, definin-
do os numeros adimensionais (os 7) que as tra-
duzem, e a igualdade dos respectlvos nameros
adimensionais entre modelo e protétipo nos for
nece as condigoes de semelhanca que as dlferen
tes escalas devem obedecer. Tais condigOes nos
permitem realizar o modelo fisico, ainda que
nao conhecamos a forma da lei que rege o fend-
meno reproduzido no modelo.

Evidentemente nao podemos deduzir
condicgoes de semelhanca a partir da aplicacao,
ao modelo e ao protdtipo, de uma lei em termos
dimensionais nos casos em que desconhecemos tal
lei.

Caracteriza-se, assim, a vantagem de
se formularem condigoes de semelhanca a partir
da aplicacao do teorema de Buckingham ao mode-
lo e ao prototipo. Entretanto, quando no prox1
mo capltulo introduzirmos o conceito de dis-
torgao, ver-se—-a que o caminho adimensional nao
nos permite estabelecer coeficientes de previ-
sao, em funcao de coeficientes de distorcgao,se
nao conhecemos a forma da lei que rege o feno-
meno. Para tal fim, temos de recorrer ou a uma
lei em termos dimensionais ou & experiéncia.

4.9 - Chegou agora a oportunidade de
alertar contra um terceiro perigo a evitar no
emprego da analise dimensional. Quando se for-
mulam condig¢oes de semelhanga a partir da apli
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cagao do teorema de Buckingham ao modelo e ao
prototlpo, ao igualarmos os numeros dimensio-
nais para os dois sistemas e deduzirmos valo-
res de escalas, a analise dimensional nada nos
diz, por si mesma, sSe, aoc proceder assim, con-
tinuamos ou nao dentro dos limites de validade
da lei que rege o fendmeno. Por conseguinte,ao
deduzirmos valores de escalas a partir das i-
gualdades dos numeros adimensionais, precisa-
mos estar alerta para nao sair dos limites de
validade da lei.

Um exemplo permite concretizar a ad-
vertenc1a. Vimos, na licao anterior, que o fe-
nomeno da formagao de perfil de equilibrio de
praia, pela agcao das ondas do mar, se traduz
por relacao adimensional do tipo:

As condigoes de semelhanga, para um modelo per
feito, seriam:

Hm ﬁE Hm 2m
T = 2 ou I = T ou i =
m P P P
Psm _ Psp Psm _ m N -
= ou = — ou fs = ;
°m pp pSp pp

P
T2g T2g T 29
m’ _ p (Cm) _m 2 = 3 = gl/2
- s ou 'm —— ou 2 = § ou P = 21/
m p & P
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e resultaria
q-
m

T=
~m

4 *m
g “g oud-s
o P

o~k

Vemos que uma das condigoes de seme-
lhanga seria B = 1 ou, em outras palavras,a es
cala de diametros de grao teria de ser 1gual a
escala geométrica. Suponhamos que o diametro
representativo do didmetro dos graos de sedi-
mento de praia, no protétipo, seja Dp = (Q,20mm,
um valor bem representativo das praias do Rio
Grande do Sul. Suponhamos ainda que - a escala
geométrica, que se tivesse escolhido, fosse
? = 1/100. Resultaria para a escala de diame-
tros de grao: D =1 = 1/100. O diametro de
grao no modelo seria Dy = Dp? = 0,20mmx 1/100=
= 0,002mm. Tal sedimento-modelo teria seu trans
porte pelas ondas regido por lei diferente da
que rege o transporte dos graos de areia no pro
tétipo (Dp = 0,20mm). Sedimentos com diametros
inferiores a 0,06mm n3ao sao areia e sim silte
ou argila, cujo comportamento hidraulico & di-
ferente da areia. Estes graos mais finos sao
coesivos, isto e, sujeitos a forcgas de nature—
za diferente das forcas de gravidade, inércia
e viscosidade que comandam o_transporte dos
graos de areia. A apllcagao as cegas do teore-
ma de Buckingham acarretaria, portanto, neste
caso, a perda do aspecto qualitativo da seme-
lhanga e o que pareceria ser um modelo perfei-
to na realidade nao proporciona semelhanca pa-
ra as forcgas presentes. Tal fato se deve a que
para D = 0,06mm ocorre mudanca qualitativa da

lei de transporte.

A solucao de problemas deste tipo, a
reprodugac de diametros e massas especificas de
sedimentos, para os quais a realizagéo de um
modelo "perfeito" acarretaria a perda do = as-
pecto qualitativo da semelhanca, exige a in-



96

trodugao de um novo conceito: o conceitode dig
torgao. No prox1mo capltulo deste curso apre-~
sentar-se-a e discutir-se-a este novo conceito.

4.10 - Tipos de modelos fisicos
do ponto de vista da Teoria da Semelhanga. No
primeiro capitulo deste curso viu-se que, do
ponto de vista da semelhanga puramente geomé-
trica, os modelos fisicos podem ser geometrica
mente semelhantes, distorcidos ou analoglcos.
Do ponto de vista da semelhanca fisica em ge-
ral, os modelos fisicos se classificam em: ver
dadeiros, adequados, distorcidos ou analdgicos.

Modelos verdadeiros sao agueles cuja
geometrla - incluindo todos os pormenores geo-
métricos - resultam da redugao das dimensoes
geometrlcas homologas do protdtipo segundo uma
Gnica escala de redugao e nos quais ha seme-
lhancga para todos os tipos de forgas presentes
no protdotipo, quaisquer que sejam os valores
das grandezas presentes no fendmeno reproduzi-
do.

Modelos adequados sao aqueles nos
quais nao ha semelhanga para todos os tipos de
forca presentes no prototlpo, mas que sao capa
zes de fornecer previsoes validas para fins de
Engenharia porque os tipos de forga, para os
guais nao se tem semelhanga no modelo, desempe
nham um papel desprezivel ou secundario no pro
totlpoc E, em geral, o caso dos modelos reduzi
dos hidraulicos.

Modelos distorcidos sao agueles nos
quais se usam escalas diferentes para grande—
zas de mesma exXpressao dlmen51onal No capitu-
lo seguinte deste curso expor-se-a poOrmenori-
zadamente o conceito e o uso da dlstorgao ve-
~-se desde logo que a dlstorgao geometrlca & um
caso particular de distorgao, pois consiste em
adotar, para comprimentos e larguras, escaladi
ferente da que se adota para alturas ou profuﬁ
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didades, embora todas estas grandezas tenham a
mesma expressao dimensional (L).

Modelos analdgicos, conforme ja  se
viu bastante pormenorizadamente na primeira 1i
cao, sao aqgueles que nao sao semelhantes geome
tricamente aos respectivos protdotipos,nos quais
se passa fendOmeno qualltatlvamente diferente
do que se passa no prototlpo, mas as equacoes,
que regem o fendmeno no protdotipo e no modelo
analdgico, apresentam a mesma estrutura formal
E, como ja se viu, o caso de uma rede elétrica
malhada representando uma rede complexa de a-
bastecimento d'agua porque as leis de Kirschoff
e as formulas de perda de carga apresentam a
mesma estrutura formal.

4,11 - A impossibilidade de modelos

perfeitos em mecanica dos fluidos. No terceiro

capitulo deste curso viu-se que a aplicacao do
teorema de Buckingham ao caso mais geral de es
coamento de fluido conduzia a funcao adimensio
nal do tipo:

¢ (A, 1
2= g RLF WM,

Um modelo perfeito de escoamento de
fluido seria aquele para o qual se tivesse:

Km A Am lm
Lo Poy-L=-"T0ul=212
L. L A L
m p p p
n n n 2
2 L n '3
m p P p
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e,

‘ Lop oV
=R oy nmO PPDP
m P m up
supondo
Dm = pp' Nm = Up,
) Ym _*
Ym *m=v_ 2 ou = IE ou v
: P P p n
Vo2 v2 v o2 % )
= ou§-£—=—é-iﬁou(v—) =-§I—OUV
P m P p P
2 2
v, L U
W = w ou pm m m - pp P
m P O op
supondo
Qm = ppl Um = Gpl
Ym 2 _ ’p
L. = vS 4. ou (—) = = - ouv =
m o) vp zm
Mm = M_ ou m = vp
vsm;pm ‘/Ep;pp
supondo
Em = €e_ g pm = Dp!
i
Vi = vp ou e louv=1
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Em conse-iéncia se teria:

P P,
= > mas como p_ = p
om v m pP v p P
Pn p P Vi, 2 - -
vZo = gz ou Em - (VE) ou p = ¥2
m p p p

Considerando as condigoes de = seme--
lhanca acima enumeradas, constata-se que uma
(n = %) & irrealizavel na pratica e quatro ou-
tras, relacionando a escala de velocidades com
a escala geométrica, sao incompativeis entresi,
se usamos no modelo o mesmo fluido do prototi-
po. '

Com efeito, n = % significa que se
deveria reduzir cada irregularidade-nas pare-
des sdlidas do escoamento- prototlpo segundo a
escala geométrica. Isto € irrealizavel na pra-
tica. Em matéria de semelhanga de rugosidade,
temos de nos contentar com uma semelhanga de e
feito global. Em outras palavras, precisamos
que as perdas de carga, devidas a4 resisténcia
de superficie, entre pontos homdlogos do escoa
mento, aparecam reduzidas a escala convenlente
mas nao podemos pensar em reduzir cada irregu-
laridade da parede sdlida do escoamento-proto-
tipo segundo a escala geométrica. Assim,por e-
xemplo, em um modelo fluvial, no qual seja im-
portante reproduzir o perfil de linha d'agua
do protdtipo, temos de jogar com a rugosidade
do modelo de modo a que as diferencas de nivel
d‘agua entre pontos homdlogos aparecgam reduzi-
das a escala vertical do modelo. Entretanto,
existirad uma. semelhancga ' 'microscdpica" da rugo
sidade pela qual cada aspereza na parede sOli-
da do leito-modelo fosse a imagem, reduzida a
escala geométrica, de uma aspereza homdloga no
leito~protdtipo.
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Por outro lado, & impossivel assegu-
rar semelhanga simultdnea para forgas de inér-
cia, gravidade, viscosidade, tensao superfi-
cial e compressibilidade, se tivermos no mode-
lo o mesmo fluido do prototlpo. Tal fato se de
ve a que resultariam condlgoes incompativeis a
serem impostas a relagao entre a escala de ve-
locidades e a escala geométrica.

Consideremos, por exemplo, a seme-
lhanga simultanea para forcgas de inércia, gra-
vidade e viscosidade com o mesmo fluido no mo-
delo e no prototipo. Teriamos de ter ao mesmo
tempo:

P = Fp e = ﬂp com pp=pos My Shyr 9p = 9
ou
2 2 X
m=vpepme£m'=pprlp
Im gp [ up

A igualdade :los numeros de Froude acarretaria:

2 2
v v 2 .
- ——E ou (—-) =-ouv2=7o0uw=11/2
2 v A

m P | |

enquanto a igualdade dos nimeros de Reynolds
imporia:

Constata-se que a igualdade dos nime
ros de Froude exige que a escala de velocida-
des seja a raiz quadrada da escala geométrica,
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enquanto a igualdade dos numeros de Reynolds re
quer que a escala _de velocidades seja o inver-
so da escala geométrica. Tais condigdes sao in
compativeis entre si, a menos que se tenha 1=1
Esta condlgao 2 =1, ou escala geométricaigual
a l, significa ser impossivel um modelo reduzi
do, proporc1onando semelhanca simultdnea das
forcas de inércia, gravidade e VlSCOSldade, no
qual se escoa o mesmo fluido do prototipo.

Chegar-se-ia a conclusoes analogas
se se desejasse semelhanca simultanea para to-
dos os tipos de forgas consideradas no caso ge
ral. Aconteceria o mesmo fato se se desejasse
um modelo reduzido, com o mesmo fluido do pro-
totipo, que propor01onasse semelhanga simulta-
nea de forgas de inércia, gravidade (Froude),e
tensao superficial (Weber) ou compre551b111da—
de (Mach) ou qualquer outra combinacao em que,
além das forcas de inércia, se tivesse mais de
um outro tipo de forgcas a considerar.

Como interpretar tais conclusoes? Se

- s - o R —_

ra impossivel realizar modelos reduzidos de es
coamento de fluidos?

Efetivamente, & impossivel realizar
modelos verdadeiros no sentido matematico e es
trito da palavra. Entretanto, & possivel reali
zar modelos adequados, uteis a fins de Engenha
ria.

Ja vimos que, para a semelhanca de
rugosidade, podemos nos contentar com um efei-
to global e abrir mao da condigao n = %.

Por outro lado, em geral ha um deter
minado tipo de forgas que predomina o tal pon-
to no escoamento-protdotipo gque podemos nos sa-
tisfazer com a semelhanga apenas para o tipo &
forgas em questao e desprezar a influéncia dos
outros tipos. Nos escoamentos de liquidos, por
exemplo, na grande maioria dos casos temos a
considerar escoamentos permanentes ou bastante
lentamente variaveis para que nao se precisem
considerar as forgas de compressibilidade.
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Em outras palavras, em tais proble—
mas consideramos sempre a agua como um liquido
1ncompress1vel e podemos abrir mao da igualda-
de dos nimeros de Mach. Também poderemos des-
prezar a influéncia das forgas de tensao super
ficial - e portanto abrir mao da igualdade dos
niimeros de Weber - se o tamanho fisico dos es-
coamentos no protdtipo e no modelo for sufi-
cientemente grande. Ainda mais, desde que O es
coamento seja plenamente turbulento no p$otot1
po e no modelo, podemos desprezar a_ influéncia
das forgas de viscosidade e abrir mao da igual
dade dos numeros de Reynolds, bastando que  os
nimeros de Reynolds do protdtipo e do modelo,
para condlgoes homologgs, estejam ambos acima
dos limites de transigao de escoamento laminar
a turbulento, embora sejam numericamente dife-
rentes. Resulta, por conseguinte, que em geral
projetam-se os modelos reduzidos hidraulicos
para estudar problemas de Engenharia de modo a
satisfazer:

a) a semelhanga geométrica;

b) a semelhanca do efeito global da
rugosidade;

c) a semelhanga da razao entre as for
cas de inércia e as forcgas de gra
vidade ou, em outras palavras, a
igualdade dos nimeros de Froude en
tre condicoes homdlogas nc modelo
e no prototipo.

E importante compreender que os mode
los hidraulicos sendo adequados, mas nao ver-—
dadeiros, todos eles apresentam limites de vali
dade, fora dos quais a semelhanga se perde, por
nao mais se poder desprezar a influéncia das
forgas que se ignoram ao projetar o modelo. Fo
ra de tais limites nao mais se podem efetuar
previsoes a partir do mesmo. Consideremos o que
talvez seja o mais simples dos modelos hidrau-
licos: um modelo reduzido de vertedor. Se cons
truirmos o modelo a escala geométrica suficien
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temente grande, poderemos desprezar a influén-
cia das forgas de viscosidade e tensao superfi
cial, abrir mao da igualdade dos numeros de
Reynolds e Weber e deduzir os valores das dife
rentes escalas, em fungdo da escala geometrl-
ca, a partir da igualdade dos numeros de Frou-
de. Havera, porém, em tal modelo, um limite in
ferior de vazoes, abaixo do qual as previsoes
dos valores da carga no prototlpo, a partir de
modificagoes no modelo, nao estariam certas por
que, ou somente no modelo ou tanto no prototi-
po quanto no modelo, nao mais seéria licito des
prezar a influéncia das forcas de tensao super
ficial ou de viscosidade.

Analogamente, em mocdelo reduzido de
agitacao para um porto, existe um limite infe-
rior de comprimento de onda, abaixo do gqual a
influéncia de forgas de tensao superficial se:
manifesta no modelo e faz desaparecer a seme-
lhanga para propagagao e arrebentagao das on-
das. Abaixo de tal limite o modelo nao propor-
ciona previsoes validas. :

E precisamente em tal fato que con-
siste a diferenca de funcionamento entre um mo
delo verdadeiro e um modelo adequado. O modelo
verdadeiro seria semelhante para qualquer va-
lor particular das grandezas que 1ntervem no fe
nomeno reproduzido. O _modelo adequado_ s6 é se-
melhante e portanto s6 fornece previsoes vali-
das dentro de uma certa gama de valores das
grandezas a considerar.

SO0 é possivel completar a teoria ge-
ral dos modelos reduzidos ao se ' introduzirem
dois outros conceitos: o de distorgéo e o de
efeito de escala. Isto se fara nos proximos ca
pitulos do presente curso. Tais conceitos sao
particularmente importantes para os modelos hi
draulicos que ja sabemos nunca serem verdadei-
ros.
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4.12 - EXERCICIOS

1) Construiu-se a escala geométrica de
1/750 modelo reduzido do sangrador e do canal
de fuga de um aproveitamento hidroelétrico.Quais
eram as escalas de todas as outras grandezas a
considerar?

2) Quais seriam as escalas de velocida
des e vazoes em modelo viscoso de um conduto
com escoamento laminar, sendo % a escala geome
trica? Usa-se no modelo o mesmo ligquido (agua)
do protdtipo.

3) Pensa-se construir um modelo hidrau-
lico a escala geométrica de 1/100 a fim de es-
tudar o tragado do canal de acesso a um porto,
através da observagao do comportamento de mode
los reduzidos de navios sob a agao das ondas e
correntes. O porto se situa no interior de uma
embocadura lagunar. Quais seriam as escalas:

a) geométrica, para construgao dos
navios—-modelos?

b) de periodos das ondas?

c) de ciclos de mare’

d) de vazoes atravées da embocadura?

e) de esforgos exercidos sobre o le-
me do navio em manobra?



S - DISTORGAO

5.1 - Chama-se distorgao, em sentido
mais geral, a adogao de escalas diferentes pa-
ra grandezas de mesma expressao dimensional. A
distorgao geométrica, consistindo em adotar uma
escala vertical diferente - da escala horizon-
tal, constitui caso particular de distorgao,
pois tanto os comprimentos e as larguras quan-
to as alturas ou profundidades tém a mesma ex-
pressao dimensional (L). Este caso particular
de distorgao pode ser chamado de exagero verti
cal.

5.2 - Vejamos, em primeiro lugar, co
mo pode surgir a necessidade de distorcer mode
los reduzidos.

a) No caso particular do exagero ver
tical, somos levados a adotar escala vertical
maior que a horizontal, por exemplo, para um
modelo fluvial, por con51deragoes ao mesmo.tem
po de espago, de precisao nas medidas e de as-—
segurar que o escoamento no modelo seja turbu-
lento, como & no prototlpo. As dimensoes . em
planta de um trecho de rio sao geralmente de
ordem de grandeza muito superior as profundlda
des e respectlvas variagoes. Se construissemos
o modelo a escala conveniente para representar
profundidades e variagoes de nivel da agua, re
sultaria tamanho excessivo para O masmo, O que
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nao é interessante do ponto de vista econdmico.
Por outro lado, se o construissemos a escala
conveniente para fazer o comprimento caber em
instalagoes dlsponlvels, poderia acontecer que
as profundidades ou variagoes de nivel da agua
resultassem tao pequenas que acarretariam im-
pre01sao nas medidas ou até mesmo valores de
numero de Reynolds correspondentes a -escoamen-
to laminar.

b) Outro motivo, que pode levar adis
torcer modelos, € a necessidade de permanecer,
no modelo, dentro dos limites de aplicagao da
lei fisica que rege o fendmeno a reproduzir. Ja
vimos O caso em que a reducao de diametros -de
grao de sedimentos segundo uma escala geometrl
ca nos faria sair dos limites de validade da
correspondente lei de transporte por agente hi
draulico (escoamento ou ondas). Seriamos obri-
gados a usar_no modelo um sedimento cujos dia-
metros de grao do protdtipo segundo a escala
geométrica, no caso do modelo ser geometrica-
mente semelhante, ou segundo uma qualquer das
escalas geométricas, no caso de o modelo ja
ser geometricamente distorcido. A adogao de uma
escala de diametros de grao diferente dal(s) es
cala(s) geométrica(s) constitui uma outra dis=
torgao. Cumpre notar que muitas vezes, em se
tratando de transporte de sedimentos, o mode-
lo verdadeiro, tal como se definiu anteriormen
te, € uma pura abstragao matematica, porque s
0 modelo distorcido pode assegurar o aspecto
qualitativo da semelhanga para o transporte.

c) Pode, finalmente, haver razoes
mais profundas para recorrer a dlitorgao +A sim
ples dlstorgao geométrica pode ser exigida pe-
la proprla natureza da lei morfoldgica que re-
ge o protdotipo. Assim, por exemplo, para um da
do material de praia e para esbeltez constante
(Ho/Lg) das ondas incidentes, a declividade do
est1ranc1o da praia aumenta quando o comprlmen
to da onda diminui. Suponhamos que se '~ queira
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realizar um modelo de praia usando o mesmo se-
dimento do protbtipo, desde que tal sedimento
se movimente adequadamente sob a agao das on-
das-modelo. As ondas-modelo terao a esbeltez i
gual as das ondas homdlogas no prOtOtlpO, pois
a altura e o comprimento de onda serao reduzi-
dos segundo a escala geometrica vertical, con-
forme veremos oportunamente. m virtude da lei
morfoldgica acima enunciada, as declividades
do estirancio-modelo serao inevitavelmente
mais Ingremes que os da praia-prototipo. Se em
vez de usar no modelo o mesmo sedimento do pro
totipo usarmos sedimento de menor massa espe01
fica - e geralmente de diametros mais graldos -
as declividades do estirancio-modelo aumenta-
rao ainda mais.

S6 havera um meio de fazer um perfil
de praia em modelo representar um perfil-protd
tipo de praia de areia: admitir que a escala
vertical do modelo & maior que a escala hori-
zontal, pois tal fato acarreta que as declivi-
dades-modelos resultem aumentadas de tantas ve
zes guantas a escala vertical for maior que a
horizontal. Com efeito

_d _d

S—ILOHS—E
Se fizermos d = a2, resultara: 8 = af/% = a. E
claro que o fator de exagero - o fator de dis-
torcao - nao pode exceder certos limites, sob

pena de o coeficiente de reflexao de praia-mo-
delo aumentar a ponto de provocar fenOmenos pa
rasitarios, inexistentes no protdtipo.

Fato analogo ocorre com OS modelos
fluviais de fundo movel, em que se estudam pro
blemas de morfologia fluvial, tais como regula
rizagao de rios, prevengao de flanqueio de pon
tes em rios de plan1c1e aluvial, corte de me-
andros, etc. E facil demonstrar, a partir de
leis morfoldgicas como as ja mencionadas equa-
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gGes da Teoria do Regime, que o rio-modelo pre
cisa ter uma declividade de thalweg maior que
o prototlpo, pela simples razao de que nele se
escoam vazoes reduzidas em escala.

5.3 - Ao se distorcer a  reprodugao
de uma qualquer das grandezas que intervém no
fendmeno a simular, este fato acarreta reper-
cussOes sobre as escalas a gue se reduzem as
outras grandezas. Torna-se entao necessario
prever ou compensar os efeitos da distorgao in
troduzida.

5.4 - Antes de abordar tal assunto,
vejamos em que consiste a distorcao em termos
adimensionais. Suponhamos que se aplicou o teo
rema de Buckingham a um fendmeno que se quer
reproduzir em modelo, tendo resultado n parame
tros adimensionais. Ter—-se-ia uma fungao adi-
mensional do tipo: m; = f (my, 7m3,.c.,mp). A
igualdade dos numeros adimensionais correspon—
dentes, entre modelo e prototlpo, estabeleceria
as condicoes de semelhanga a que as escalas
das diferentes grandezas deveriam obedecer. Es
crever—se-ia: -

KPS = T
P20 p
Tr'f‘m = T
Tr —_
nm "np

e, nestas condigoes, mip = Tipe.

Introduzir uma distorgao gualgquer si-
gnifica infringir uma das igualdades acima. Su-
ponhamos que se introduza uma dlstorgao, afe-
tando o termo adimensional de ordem i. Resulta
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ria: nwn,_ # mw, E o caso, por exemplo, da dis-
torgao geome%glca, Vimos que, ao aplicar o teo
rema de Buckingham a fenomenos hidraulicos,

sempre aparecem numeros adimensionais caracte-
risticos da geometria do escoamento, tais como
d/%, sendo d uma dimensao geométrica vertical,
uma altura ou profundidade, e ¢ um cumprimento.
Distorcer geometricamente significa fazer:

(oF

2
# EE oud # 2%
p

iEs

d
# EE ou
P

1
CHE

m

Continuemos a raciocinar em termos ge

rais. Se fazemos # m, , poderemos definir
. Ti

um coeficiente o de dlstoggao tal que: m, =
= amjp. O coeficiente de dlstorgao &€ o coefi-
ciente de exagero vertical, 1sto g, o namero
de vezes que a escala vertical & maior que a
escala horizontal. Ter-se-a d = o L. Assim,por
exemplo, em modelo de trecho fluvial a escala
horizontal ¥ = 1/200 e vertical d = 1/50, o fa
tor de dlstorgao geométrica ou de exagero ver-
tical é igual a 4, pois se tem: 1/50 =4.x 1/200.

Uma vez que se introduziu uma dis-
torgao em qualquer um dos numeros adimensio-
nais caracteristicos do modelo, resultara que
nao mais se tera a igualdade, entre modelo e
prototipo, para o nimero adimensional referen-
te a grandeza para a qual se quer efetuar a pre
visao. Isto é: se Ty # "y p’ também ™ 1m # “lp

Temos entao d01s caminhos possiveis
a seqguir, a fim de prever ou eliminar o efeito

da distorgao:

a) Pode-se simplesmente prever seu
efeito, definindo um coeficiente de prev1sao &,

tal que 7m,, = 8mlpy. Entao, conhecido o valor

de § e med:ndo Tyip NO modelo dlstor01do, po-

der-se-a prever o valor que Tip assumira no
UFRGS

BIBLIOTECA IPH
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prototipo. A fim de determinar o valor §, pre-
cisamos conhecer a forma da fungao que llga o
coeficiente de dlstorgao e as outras grandezas
gue intervém no fendmeno. Em outras palavras,
precisamos conhecer a fungao § =f£(mom,Tamres .
Greeesr™mn) & f£im de prever o valor de §;

b) Outro caminho a seguir, depois de
introduzida uma dlstorgao Tim = o Tipy consis-
te em introduzir também outra dlstorgao Tom =
= B mpps tal que na fungao § —f(ﬂzmrﬂ3mr---:0r
B mnﬁ' os efejitos dos coeflclentes de distor
gao a € B se cancelem mutuamente e acarregem
§ = 1. Este & o chamado método das distorgoes
maltiplas.

5.5 - Antes de ver exemplos da apli-
cacao dos métodos acima expostos a modelos re-
duzidos hidraulicos, cumpre advertir e ressal-
tar que _certos problemas, por sua propria natu
reza, nao admitem dlstorgao, nem mesmo a sim-
ples distorgao geométrica.

A dlstorgao € usual e, como ja& vimos,
‘pode ser necessaria em problemas de morfologia
de sistemas naturais (rios, estuarios, costas
e embocaduras). Como regra geral, porém, nao é
permitida nos seguintes tipos de problemas hi-
draulicos:

a) funcionamento de estruturas hi-
draulicas, tais como determinacao de coeficien
tes de vazao em vertedor, determinagao de cur-
va de vazoes de sangrador de barragem, dissipa
gao de energla a jusante de quedas, funciona-
mento hldraullco de tomadas de Aagua,defesa con
tra erosoes locais, etc;

b) medigoes de esforgos exercidos
por escoamentos de qualquer natureza (inclusi-
ve ondulatérios) sobre elementos estruturais,
tais como medigoes das forgas exercidas sobre
pilares ou comportas, estudos de v1bragoes em
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barragens moveis, agéo de ondas sobre estrutu-
ras maritimas ou sobre embarcacoes e suas amar
ras, etc;

c) todos os problemas de mecanica da
onda, a nao ser que o comprimento de onda pos-—
sa ser considerado muito pequeno ou muito gran
de em face das profundidades, pois o exagers
~vertical acarreta a perda da semelhanca de re-
flexao e de difracao; & o caso, por exemplo,de
estudos de agitagao em portos, pesquisas basi-
cas sobre reflexao e difragao, determinacao de
coeficientes de reflexao, etc.

Em cada um dos problemas indicadosha
razoes intrinsecas e especificas que excluem a
possibilidade de distorg¢ao. Assim, por exemplo,
ao se estudar um problema de erosao local em
torno de um pilar de ponte ou no sopé de um san
grador de barragem, a simples dlstorgao geome-
trica acarretaria condicionamentos contradito-
rios para a reprodugao das respectivas crate-
ras de erosao (scour holes). As dimensoes lon-
gitudinais das crateras deveriam aparecer re-
duzidas a escala longitudinal. Entretanto,tais
crateras sao produzidas por fendmenos hidrauli
cos, como vOrtices e turbllhoes de eixo verti-
cal ou horizontal, que sao fungoes das veloci-
dades reproduzidas sequndo a raiz quadrada da
escala vertical em modelo distorcido. As dimen
sOes geométricas de tais fenOmenos aparecem
pois reduzidas a escala vertical, ainda que se
trate de dimensoes longitudinais. Como, em mo-
delo geometricamente distorcido, as escalas
longitudinal. e vertical sao diferentes, as di-
mensoes longltudlnals das crateras de erosao
nao podem aparecer reduzidas a escala longitu-
dinal, o que lhes falseia completamente a geo-
metria.

Quando se tém elementos estruturais
a considerar, se as escalas geométricas longi-
tudlnal e Vertlcal forem diferentes, nao se te
rao escalas uUnicas de areas e pressoes, pois
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tais escalas serao fungao da 1ncllnagao, em re
lagao ao plano horizontal, das areas con31dera
das. A escala de areas, por exemplo, variara
entre A, = 22 para area horizontal e Ay=1d pa
ra area vertical.

No caso das ondas, conforme veremos
oportunamente, a proprla natureza da relagaoen
tre celeridade ou comprimento de onda, perio-
dos e profundidades - a nao ser em profundida-
de infinita ou muito pequena -~ impossibilita a
distorcgao geometrlca, se se quiser obter seme-
lhanca de difragao e reflexao.

Encontra-se aqui mais uma indicagao
de fato ja salientado. Antes de mais nada,o en
genheiro de laboratdrio precisa ter um bom co-
nhecimento dos fendomenos, das grandezas e das
relagoes que manuseia, a fim de decidir se a
distorgao & aceitadvel ou nao e, em caso afirma
tivo, em que condigoes e com gque repercussoes.
O conhecimento da Teoria da Semelhanca & neces-
sario, porem nao e suficiente.

5.6 - A exposicao dos dois métodos,
destinados respectivamente a prever ou elimi-
nar os efeitos de distorgao, nos faz compreen-
der também certas vantagens e desvantagens dos
métodos possiveis para formular condigoes de
semelhancga:

a) aplicagao, ao modelo e ao protd-
tipo, de lei dimensional;

b) aplicacao, as grandezas em  jogo
no modelo e no prototipo, do teorema de Buckin
gham.

A aplicagao do teorema de Buckingham

nos permite formular condigoes de semelhanga,

desde que saibamos identificar as grandezas pre
sentes no fendomeno a reproduzir, mas nao exige
que conhegamos a natureza ou forma da fungao.
Entretanto, se for necessario distorcer alguma
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das escalas, sO poderemos prever ou compensar
o efeito da distorgao introduzida, se conhecer
mos a forma da fungdao que relaciona as grande-
zas presentes. Para este fim, o0 teorema de Buc
kingham & impotente e se tem de recorrer a via
experimental.

Por outro lado, a formUlagEo de con-
digoes de semelhanga a partir da apllcagao de
lei dimensional ao modelo e ao protdotipo soO &
evidentemente possivel nos casos em que conhe-
cemos a lei em questao. Entretanto, no caso de
se distorcer alguma escala, sera relativamente
facil prever os efeitos da distorgao introduzi
da ou cancela-los através da introdugdo de ou-
tras distorgoes.

Em conseqliéncia, os problemas ' mais
dificeis, do ponto de vista da Teoria da Seme-
lhanca, sao aqueles em que simultaneamente:

a) desconhece-se a forma da fungao
que relaciona as grandezas presentes;

b) a distorgao & necessaria.

E o caso dos problemas relativos a
morfologia de sistemas naturais, que se estu-
dam em modelos de fundo movel, reproduzindo e-
rosao, transporte e depdsito de sedimentos. A
complexidade se agrava quando o agente hldrau—
lico causador do transporte & de regime varia-
vel (ondas ou correntes de maré). Nestes casos,
a proprla determinagao de coeficiente de prev1
sdo ou o cancelamento mutuo das distorgoes in-
troduzidas, que podem ser numerosas, tem de ser
efetuada: por métodos experlmentals. Tais meto
dos ex1gem conhecimentos espec1flcos de morfo-
logia maritima ou fluvial e nao serao discuti-
dos aqui, mas nas matérias respectivas, embora
citemos abaixo alguns exemplos.
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5.7 - Comegaremos os exemplos do em-
prego da dlstorgao, considerando dois casos
pratlcos de aplicagao do método das distorgoes
maltiplas. Em outras palavras, uma vez introdu
zida uma dlstorgao, introduz-se outra de manei
ra a gque os respectivos efeitos se cancelem mg
tuamentée. A escolha dos valores dos coeficien-
tes de distorgéo a adotar, para que os respec-
tivos efeitos se anulem, se efetua pela utili-
zagao de lei conhecida que rege o fendmeno.Con
sideraremos um exemplo tirado de hidraulica
fluvial e outro de hidr3ulica maritima.

5.7.1 - Suponhamos que se tenha dis-
torcido geometrlcamente um modelo de trecho flu
vial e se queira compensar tal dlstorgao, jo~
gando com a rugosidade, de maneira que a esca-
la de perdas de carga nao seja afetada e esta
grandeza aparega corretamente reproduzida a es
cala vertical do modelo.

Esclarecemos preliminarmente que - a
escala geométrica vertical do modelo & a esca-
la adequada para perdas de carga em conseqgien .
cia das seguintes razoes: -

a) a perda de carga, sendo por defi-
nicao a perda de energia por unidade de peso
do liquido escoado, tem a mesma dimensao (L)
de uma grandeza geométrica linear:

[h] = MLT2L/MLT™2 = L;

b) tal grandeza geométrica linear de
ve estar reproduzida a escala das alturas ou
profundidades, e nao a dos comprimentos ou lar
guras, porque, ao tragar-se a linha eneggéti—
ca, a perda de carga e uma grandeza geometrica
vertical.
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Em escoamento turbulento, as perdaede
carga sao proporcionais aos quadrados das velo
cidades. Portanto tem-se:

A = dvw?2 oud = v?

A partir desta Gltima consideracgao deduz-se i-
mediatamente a escala de velocidades para mode
lo distorcido geometricamente: ¥ = 4l /2.A esca
la de velocidades tem de ser a raiz quadrada da
escala geométrica vertical.

Se o modelo & geometricamente distor
cido, tem-se d # 1 ou d = al sendo ao fator de
distorcgao geometrlca ou fator de exagero verti
cal. Em consecuenc1a, a escala de declividades
de linha de agua - que sao as perdas de carga
por unidade de comprimento do rio = nao mais
sera igual a 1, como & em modelo geometricamen
te semelhante. Haverad uma escala de declivida-
des de linha de agua, dada por:

=q3/% mas d =afl e 8 = al/% = a

Constata-se que, em modelo verticalmente exage
rado, a escala de declividades de linha de a-
gua € 1gual ao proprio fator de distorgao.Como
este € um numero positivo e usualmente intei-
ro, as declividades de linha de agua no modelo
precisam ser tantas vezes maiores que as decli
vidades homblogas no prototipo quantas vezes a
escala vertical & maior que a horizontal.

Entretanto, a declividade de 1linha
de agua & a perda de carga por unidade de com-
prlmento e portanto constitui uma grandeza se-
cundaria, uma funcao da velocidade, do raio hi
drdulico e da natureza das paredes. O nosso
problema consiste em, jogando com a rugosidade,
assegurar que, ao longo de comprimentos repro-
duzidos a escala horizontal, a perda de carga
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aparega corretamente reproduzida a escala ver-
tical. Ou, em outras palavras, temos de asse-
gurar que acondlgao § = a se cumpra fisicamen-
te, pois, uma vez obedecida tal condlgao, g% =
=qaf = h = d.

A lei relacionando a velocidade com
a geometria da segao, a rugosidade e a perda
unitaria € uma lei de escoamento uniforme em
canal. Utilizemos a formula de Manning, escre-
vendo-a para o modelo e o protdtipo:

v =k R2/2g5 272
m m m

v. =K R 2/3g 1/2
PP P

Dividindo membro a membro:

v K R_2/3 g 1/2
m - m m m .
K. R 5N

p P 'p p

ou, aplicando nossa convencao para representar
as escalas:

¢ =R R2/3 3l/2 (a)

Admitamos que o rio-protdtipo seja suficiente-
mente largo para que se possa considerar oraio
hidraulico como igual a profundidade. média na
segao e que tal hlpotese permanega valida no
nodelo apesar da distorgao geométrica.Ter-se-&

R=d ou R=24

Ja sabemos que:

$=4d1/2 R=3 e 8§ =a
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Falta-nos determinar a escala R de coeficien-
tes de rugosidade de tal modo que, com a esca-
la de declividades distorcida segundo o fator
o, se tenham as perdas de carga reduzidas a es
cala vertical.Isto é: temos de determinar uma
escala de rugosidade que, com v = dl/2eR = g,
cumpra fisicamente a condlgao 8 = a porgue en-
tao 82 = o2 = h = 4.

De (a) tira-se a condigao que a esca
la de declividades ou perdas de carga unita-
rias deve satisfazer:

-3
R2/3 81/2

Substituindo na dltima equagao as_di
ferentes escalas pelas respectlvas expressoes
em fungao das escalas geometricas, obtem-se:

= a1/2 = q~1/6 4-1/2
32/3 41/2

Esta seria a escala de rugosidades
que compensaria o efeito da dlstorgao geometrl
ca no caso em aprego. E uma escala distoreida
de rugosidade, -porque, se dedu21rmos a expres-
sao da escala R para modelo _geometricamente se
melhante, acharemos expressao diferente.

Conhecidos os valores Kp para certos

estagios de escoamento no prototipo, os corres
pondentes valores Ky do coeficiente de rugosi-
dade no modelo seriam determinados por Km =

R. Entrando com tais valores em tabela de
coeglcientes de rugosidade, seria possivel, em
principio, determinar o acabamento ou o reves-
timento das paredes do escoamento no modelo pa
ra que uma distorgao da rugosidade compensasse
os efeitos, sobre a perda de carga, da distor-
¢cao geométrica.
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Este exemplo que se acaba de ver o-
corre na pratica dos laboratdrios de hidrauli-
ca ac se estudarem problemas como defesa con-
tra inundagdes, ou propagagac de maré em estua
rios. Geralmente, a fim de provocar no modelo
declividades de 1linha de Aagua, tantas vezes
mais Ingremes que no protdtipo, quantas vezes
a escala vertical do modelo é maior que a hori
zontal, torna-se necessario introduzir rugosi-
dade art1f1c1al no modelo.

5.7.2 - Vejamos agora um exemplo de
aplicagao do método das distorgoes multiplas
em hidraulica maritima.

A semelhanga de reflexao & incompa-
tivel com a distorgao geometrlca porque as de-
clividades das superficies refletoras tornam-
-se tantas vezes maiores quantas vezes a esca-
la vertlcal € maior que a horizontal,e, em con
seqgiiéencia, os coeficientes de reflexao nao fi-
cam sendo.os mesmos no modelo e no prototipo.Ja
vimos que a distorgao geometrlca acarreta 8=a.
Em outras palavras, a reflexao & comandada por
valores absolutos de parametros do tipo d/& e,
portanto, & necessario reduzir d e L. a mesma
escala.

Entretanto, € possivel obter seme-
lhanca de refragao em modelos maritimos verti-
calmente exagerados, desde que se compense_a
distorcao geométrica por uma segunda dlstorgao,
consistindo em reproduzir o comprimento da on-
da, que & uma grandeza geométrica linear-hori-
zontal, segundo a escala geométrica vertical,em
vez da horizontal. Isto equivale, como se vera
abaixo, a reproduzir os periodos e as celeri-
dades das ondas segundo a raiz quadrada da es-
cala geométrica vertical. Obter semelhanga de
refracao significa que, a profundidades. homolo
gas, as cristas das ondas-modelo giram de angu
los numericamente iguais aos angulos de que gi
ram as cristas das ondas~protdtipo.
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A refracao & um fendmeno regido pela
lei de Snell, segundo a qual os senos dos angu
los, de que as cristas {(ou as ortogonais) giram
a diferentes profundldades, sao proporcionais
as celeridades da onda as profundidades respec
tivas. Ter-se-a:

sen aj _ C3
sen aj Co

onde os a sao os angulos de rotacao das cris-
tas (ou das ortogonals) a duas profundidades
quaisquer e os c sao as celeridades as respec-
tivas profundidades.

Por sua vez, a expressao geral da ce
leridade, em fungao dos comprimentos de onda e
das profundidades, é dada pela formulad Airy:

- gL 2wd
// 2T tg h L

e a celeridade,

a aceleragao da gravidade,

a profundidade,

o comprimento da onda a profundidade 4,
h significa tangente hiperbdlica.

onde

iftaala

£

Escrevamos a férmula de Airy para o
modelo e o prototipo. Vira:

glm 2 m dpy
‘m =/ oy 9P T

ng 27 dp
cp = //rZW tg h L

P
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Dividindo membro a membro:

tg h m
Cm_ / Im "m
c "L (b)
P P , 2 1d
tg h T
P
9
Suponhamos que o modelo & distorcido 3 - d =
p
= af, mas que fazemos L. = d em vez de I = 1.
L .
Entdo L = = = d ou Ly = Ly d
p

Substituamos em (b) 4, por sua expressao dm =
=ddelL por L_ =LJd.
P m m P

Teremos:

2 nd d
S_ _ L tg h T3
c L P
P p
2 m d
tg h T
P

As tangentes hiperbdlicas no numerador e no de
nominador se simplificam e resta:

B

= /3 ou & = 31/2

Q
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Uma vez que L = cT, isto &, o compri
mento de onda &€ o espago percorrldo pela cris-
ta durante um periodo, podemos escrever

L = & mas,se =3 e &=dV?2 e=2_-_L . al/2
C d1/2

Concluimos, portanto, que obteremos
a semelhanca de refracao em modelo geometrica-
mente distorcido, se compensarmos a distorgao
geometrlca pela introdugao de uma segunda dis-
torcao, consistindo em reduzir o comprimento de
onda segundo a escala vertical, em vez da esca
la horizontal, o que equivale a reduzir as ce-—
leridades e os periodos segundo a raiz quadra-
da da escala vertical.

Nos problemas de regime de costa, ge
ralmente o que importa é a semelhanca de refra
¢ao e entao pode-se distorcer o modelo e abrir
mao da semelhanga de reflexao e de difragao.

Entretanto,é pre01so nao perder de
vista que um modelo maritimo distorcido nao pro
porciona semelhanga de reflexao e difragao, em
bora nele as ondas se refratem de modo seme-
lhante ao protdtipo. Por conseguinte, se tiver
mos operado um modelo, que tera de ser distor-
cido, para estudar em fundo mével a manutengao
ou o aprofundamento do canal de acesso a um
porto, nao poderemos utilizar o mesmo modelo
para estudar a protegao do porto contra a agi
tagao ou para estudar as condigdes de navega-
cao de modelos de navios ou para estudar a es-
tabilidade das obras de regularizagao ou pro-
tegao. Cada um destes outros problemas exigiria
um outro modelo nao-distorcido geometricamente.

Vejamos, em primeiro lugar, por dque
a distorgao geométrica faz desaparecer a seme-
lhanga de dlfragao A d%fragao € fendmeno co-
mandado pelo parametro T sendo r a disténcia
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do ponto considerado ao obstaculo causador da
dlfragao e L o comprimento de onda a profun-
didade no ponto em causa. Se a escala vertlcal
por diferente da escala horizontal, o parame-
tro acima nao tera O mesmg valor no_ modelo e
no protdtipo, pois ¥ = %, L = d mas & # 1.

Os estudos de agitagao, provocada por
ondas curtas (T € 20 segundos), em recinto por
. tuario, nao podem ser efetuados em modelos ver
ticalmente exagerados. Ja vimos que modelo em
tal condlgao nao proporc1ona semelhanca de di-
fragao e de reflexdao. Ora, o que se chama de a-
gltagao em um recinto portuario consiste na su
perposicao de ondas refratadas, difratadas e
refletidas. Em particular, as p051goes dos nos
e dos ventres das ondas estacionarias, resul-
tantes da superp051gao de ondas incidentes com
ondas refletidas, nao aparecem nos lugares cer-
tos do modelo distorcido e com o0s comprimentos
de onda reduzidos segundo a escala vertical. Em
modelo nestas condicoes, tudo se passa como se
o fundo do modelo (a escala 1) estivesse com-
primido em relagao a conflguragao das cristas
de onda (pois L = d = al). Em conseqiiéncia, o©s
nds e ventres dos Clapotis nao podem aparecer
nos locais certos.

5.8 = 0 exemplo mais comum, em labo-
ratorio de hidraulica, de determinacao de coe-
ficiente de previsao para modelos distorcidos
consiste na determinagao experimental da esca-
la de tempos de transporte solido, para mode-
los de fundo moOvel. Neste tipo de modelos in-
troduzem-se numerosas distorgoes, gque podem
chegar a 10 ou 12, conforme veremos oportuna-
mente em exemplo, e um dos efeitos globais des-
te procedimento consiste em ter-se uma escala
de vazoes sblidas diferente da escala de va-
zoes liquidas. Deste fato resulta que se tem,
também, uma escala de tempos de transporte so-
lido - ha gquem prefira falar em escala de tem-
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pos morfoldgicos - diferente da escala dos tem
pos relativa aos outros fendmenos hidraulicos’,
que se chawa de "escala dos tempos hidrauli-
cos”. Com efeito, sendo ¥V a escala de volumes
do modelo, tem—-se de ter:

)

= Qs &s (c)

onde Os & a escala de vazdes sblidas (ou de
transporte séli@o) e tg e a escala .de tempos
de transporte so0lido, ou de tempos morfoldgi-
cos .

Se Qs # Q, isto &, se a escala de va
z0es sblidas for diferente da escala de vazoOes
liguidas, ter-se-a forgosamente g # € ou uma
escala de tempos morfoldgicos diferente da es-
cala de tempos hidrdulicos, uma vez que a esca
la de volumes fica univocamente determinada pe
las escalas geométricas vertical e horizontal,
Com efeito, ¥ = 144.

Vé-se portanto que, por deflnlgao, a
escala de tempos morfoldgicos e a razao entre
os tempos, no modelo e no protdtipo durante os
quais os volumes transportados de sedimentos
estdo entre si segundo a escala dos volumes.

A menos que se conhega com seguranga
uma lei de transporte SOlldO aplicavel ao mode
lo e ao protdtipo, © que nao costuma ser o ca-
so quando o sedimento-protdtipo & areia com uma
certa curva granulométrica, nao & possivel em
geral calcular a priori os valores das escalas
de vazao solida e de tempos morfoldogicos. De-
termina-se esta ﬁltima escala experimental me-
diante a comparagao das duragoes de processos
homblogos no modelo e no protdtipo. Assim, por
exemplo, no modelo costeiro de fundo movel, em
que se estudou no IPH da UFRGS a regularlzagao
da embocadura lagunar de Tramandai, determinou
-se a escala de tempos de transporte solido pe
la comparagao das duragoes de migragao da embo
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cadura livre no modelo e no pgotétipo. Tal es-
cala surgiu, pois, como a razao entre os tem-
pos—-modelo e os tempos-prototipo em que os des
locamentos da embocadura livre ficavam entre si
segundo a escala horizontal do modelo.

Uma vez conhec1da esta escala de tem
pos morfoldgicos, & facil tirar da equagao (c)
acima a escala de vazoes soOlidas. Em modelo de
embocaduras, onde se tem transporte s6lido devi
do a ondas e a escoamentos, as duas escalas de
transporte solido - para vazoes e tempos - téem
de ser as mesmas para ondas e escoamentos, o)
gue também se consegue por via tedrico-experi-
mental, mas sobretudo experimental.

5.9 - A fim de elucidar bem o concei
to, nem sempre simples, de dlstorgao, vejamos
quals e guantas dlstorgoes estavam presentesno
ja mencionado modelo costeiro de fundo movel
em que se estudou a regularlzagao da embocadu-
ra lagunar de Tramandai.

O modelo estava construido a escala
horizontal de 1/300 e vertical de 1/50. Repro-
duzia-se o periodo das ondas a raiz quadradada
escala vertical. O fundo movel era constituido
pela propria areia fina do protdotipo, com dia-
metro médio de 0,19mm, e assegurava-se a movi-
mentacao da areia pelas ondas as profundidades
convenientes, provocando inicialmente a forma-
cao de ripple marks sobre toda a extensao do
fundo movel, de maneira a tornar sempre turbu-
lento o regime da camada-limite oscilatdria das
ondas—-modelo. A escala de velocidades dos as-
coamentos fluviais, atraves da embocadura, era
O dobro da escala froudiana correspondente -~
raiz quadrada da escala vertical - de modo a
assegurar que fossem as mesmas as escalas de
transporte relativas a ondas e a escoamentos.
Determinou-se experimentalmente, da maneira jé
descrita, uma escala de tempos de transporte sO




125

lido, tendo-se chegado ao resultado de que cin
co ciclos de operagao do modelo, cada um com
durdgao de trés horas e vinte e sete : minutos,
representavam dois anos no prototlpo. O modelo,
nestas. condlgoes, reproduziu com notavel suces
SO:

a) os perfis de praia;

b) as profundidades sobre a barra em
frente a_embocadura

c) as posicoes do pontal sul ainda
livre;

d) a migragao da embocadura quando
estava livre, quer dizer, antesda
construcao de qualquer obra.

As distorgaes foram ao todo em nime-
ro de onze. A primeira consistiu no exagero ver
tical, ou seja, d # 1.

A segunda distorcao consistiu em re-
produzir o comprimento de onda, grandeza li-
near-horizontal, segundo a escala geométrica
vertical, ou seja L # %. Vimos que, ao proce-
der assim, preservamos a semelhanga de refra-
¢cao, que era o fendmeno realmente importante
para gerar agoes sobre a moriologia da praia e
o transporte litoraneo.

A terceira e a quarta distorgGes con
sigstiram em adotar uma escala de diametro de
grao que nao era nem a escala geometrlca verti
cal nem a horizontal, ou seja D # d e D # 2.

A quinta distorcao consistiu em ado-
tar, para as velocidades fluviais, uma escala
que era o dobro da raiz quadrada da escala ver
tical em vez de simplesmente igual a raiz qua-
drada, isto é:

al/z # ai/2

A sexta distorgao consistiu, por con
seguinte, em ter para velocidades fluviais,uma
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escala diferente da escala de celeridades de
ondas, embora veloc1dades e celeridades tenham
a mesma expressao dimensional (LT 1) Com efei
to 0 = 2 a1/2 ¢ & = 31/2, logo ¥ # G. :

A sétima distorgao consistiu em ter
escalas diferentes para escalas de velocidades
fluviais e de velocidades no movimento orbital
das partlculas ligquidas sob as ondas. Chamando
de V esta Gltima escala e sendo L = d oul= aiz,
Yosc = A1/2, mas como ¥V = 2d!/2, Voge # V-

A oitava distorcao consistiu em ter
uma escala de periodos diferentes da escala de
tempos a que, por exemplo, se teriam cronome-
trado deslocamentos de flutuadores no modelo e
no protdtipo. Com efeito,® = d1/Zm

s _ ) ~
t—m,logo'f#t

A nona distorcao consistiu em ter uma
escala de tempos morfologicos diferente da es
cala de tempos a que se reduziam os periodos,
ou seja ts = T.

A décima dlstorgao consistiu em ter
uma escala de tempos morfoldgicos diferente da
ja mencionada escala de tempos de escoamentos,
isto é:

2

ts # €= 33172

A undécima dlstorgao consistiu em ter
uma escala de vazoes soOlidas diferente da es-
cala de vazoes liquidas Qg # Q.

Se examinarmos © conjunto dos fenome
nos hidraulicos e processos sedlmentologlcosme
produzidos no estudo de Tramandal, veremos dque
se utilizou varias vezes o método das distor-
goes miltiplas e pelo menos uma vez o método
de determinar experimentalmente um coeficiente
de previsao.
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Aplicou-se este segundo método, como
ja se disse, na determlnagao da escala de tem-
pos de transporte sdlido.

De saida recorreu-se a distorgao geo
métrica para obter a semelhanga dos perfis de
praia, segundo a ja& mencionada lei morfoldgica.

Compensou-se o efeito da ~distorgao
geométrica sobre a refragao, distorcendo o com
primento das ondas e conseqlentemente os perlo
dos em relacao aos tempos de escoamento.

Distorceu-se o didmetro de grao para
permanecer dentro dos limites de validade das
leis de transporte e para obter a semelhanca
~dos perfis de praia. Tal dlstorgao acarretou a
perda da semelhanca das condicoes criticas de
arraste, mas em parte desprezou-se tal perda e
em parte compensou-se-a pelo artificio do en-
rugamento inicial e por outra distorcao consis
tindo no exagero das veloc1dades dos escoamen-
tos fluviais.

A prova de que estas distorcoes se
compensaram esta em que as profundidades sobre
a barra, expresséo global da interagao entre
as ondas e 0s escoamentos, sempre apareceram
certas.

Entretanto, a distorgao das velocida
des fluviais acarretou duas outras:

a) a desigualdade entre escalas dew
locidades fluviais e de celeridades de ondas:

b) a desigualdade entre escalas de
velocidades fluviais e velocidades oscilato-

rias.

A comparacao entre a morfologia .de
empocadura no modelo e no prototipo revelou que
estas duas distorgoes nao tiveram efeitos no-

civos.
Finalmente, a escala de tempos morfo

1ogicos resultou diferente das escalas de tem-
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pos para periodos de ondas e para escoamentos
fluviais, acarretando uma escala de vazoes sO-
lidas diferente da escala de vazoes liquidas.A
escala de tempos morfoldgicos foi determinada
experimentalmente enquanto a escala de .vazoes
s0lidas foi deduzida do valor experimental a-
chado e da escala de volumes.

A prova de que as escalas de transpa
te para ondas e para escoamentos eram as mes-
mas também reside na reprodugao correta da mor
fologia da embocadura e da praia.

5.10 - Sempre que se introduzem dis-
torcoes, & absolutamente vital que se verifi-
que experimentalmente o efeito global das dis-
torgoes introduzidas. Tal verificagao se faz
pela reprodugao da 51tuagao atual ou de proces
so caracteristico da histdoria do prototlpo. E
o0 que se chama a etapa de regulacao do modelo.

No caso, por exemplo, de um modelo
distorcido de trecho fluvial, & necessario re-
produzir perfis de linha de agua para vazoes
homdlogas a fim de verificar se se obedeceu a-
dequadamente a escala de rugosidade. Note-se,
aliids, que o desenvolvimento tedrico anterior-
mente exposto apenas fornece uma orientagao ge
ral, na maioria dos casos, e & por tentativas
no proprio modelo que se consegue ajustar a ru
gosidade adotada. Esta Gltima observacao tam-
bém & valida para modelos geometricamente se-
melhantes, em que seja necessario reprodu21r a
dequadamente os perfis de linha de agua,comoc o
caso de um modelo fluvial, destinado a estudar
um aproveitamento hidroelétrico, em gue, antes
de introduzir no modelo as estruturas em pro-
jeto, seja necessario estudar as fases de cons
trugao das mesmas.

Nos modelos de fundo mdovel, € essen-
cial que se reproduzam os tragos caracteristi-
cos pelo menos da morfologia atual do protdti-
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po. Nem sempre se pode determinar uma escala
de tempos de transporte s6lido porque nem sem-
pre a historia do protdtipo comporta processo su
ficientemente definido e 51stematlco para tal
fim. Ha casos, até, em que a propria natureza
do prototipo exclui a possibilidade de determi
nar uma escala de tempos morfoldgicos, como se
da, por exemplo, para modelos de praias de en-
seada.

Em virtude do carater ainda bastante
falho ou limitado das leis de transporte s01li-
do atualmente conhec1das, nao inspira confian-
¢a um modelo de fundo movel que, antes de res-
ponder a perguntas, nao tenha reproduzido uma
situagao ou procésso caracteristico do prototl
po, por melhor que seja sua fundamentagao teo—
rlca. Se a primeira tentativa de reprodugao nao
é bem sucedida, alteram-se os valores adotados
para os coeficientes de dlstorgéo ou as condi-
¢coes de operagao do modelo até se conseguir a
reprodugao desejada.

Ao receber as conclusoes de um estu-
do de fundo movel, aprimeira indagagao de quem
o encomendou devei'ser: como € com que resulta-
dos se efetuou a regulagao do modelo ?

5.11 - EXERCICIOS

1) Estudou-se um problema de defesa con
tra inundacao em modelo reduzido, a fundo leO,
de trecho fluvial. O modelo estava construido a
escala horizontal de 1/200 e vertical de 1/50.
Quais eram as escalas das outras grandezas a
considerar ?

2) Estudou-se um problema de dissipacgao
de energia a jusante de queda em modelo geome-
tricamente semelhante a escala de 1/100. O ma-
terial de fundo no estirao de jusante do proto
tipo era uma areia fina com didmetro médio de
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0,20mm. No modelo procurou-se obter semelhanga
geométrica das crateras de erosao que se forma
riam no prototipo. Pelo critério da semelhdnga
das velocidades de decantagao adotou-se, como
indicador de erosao no modelo, um material de
massa especifica e de diametro médio diferen-
tes da areia. Pergunta-se:

a) Este modelo era distorcido?
b) Em caso afirmativo, quais e quan-
“tas distorgoes havia?

3) No texto do presente capltulo carac-
terizaram-se as condlgoes de construgao e ope-
ragao do modelo costeiro de fundo mével de Tra
mandal. Quais eram os valores numéricos de to-
das as escalas mencionadas, se as escalas geo-
métricas eram 1/300 e 1/50 ?

4) Estudou-se um problema de evitar fran
quelo (outflanking) de ponte, sobre rio em pla
nicie aluvial, em modelo fluvial de fundo mo-
vel a escala horizontal de 1/300 e vertical de
1/45. A escala de vazoes ligquidas era 1/90 700.
A regulagao do modelo revelou a necessidade de
reduzir a escala de declividades para um valor
de 3:1 e permitiu determinar uma escala de tem
pos morfoldgicos pela qual 1 dia no modelo re-
presentava um ano no protdotipo. O material de
fundo movel no modelo era uma areia com diame-
tro médio de 0,17mm. Quais e quantas distor-
goes estavam presentes no modelo?




6 - EFEITO DE ESCALA

6.1 - Em capitulo anterior deste cur
so viu-se que, em modelo reduzido de escoamen-—
to de fluidos, nao é possivel obter semelhanca
para mais de um tipo de forgas, além das for-
cas de inércia. Quando, no prototipo, um deter
minado tipo de forgas - digamos as forcgas de
gravidade - prepondera a ponto de ser realmen-
te desprezivel a influéncia dos outros tipos
de forga - viscosidade, tensao superficial e
compressibilidade - a semelhanc¢a para o tipo
de forcas dominantes no caso, a igualdade dos
nimeros de Froude - permite projetar um modelo
adequado, desde que as escalas geométricas es-
colhidas tenham valores suficientemente gran-
des.

Assim, por exemplo, desde que se cons-
trua, a escala geométrica suficientemente gran
de, um modelo reduzido de agitagao para um por
to, tal modelo poderad ser perfeitamente adequa
do para reproduzir as ondas que realmente pre-
cisam #ser consideradas no protdtipo.

6.2:- Existem casos, porém, em que,
apesar de haver um tipo de forcas preponderan-
tes, a influéncia dos outros tipos de forga nao
é inteiramente desprezivel. Nestes casos as pre
visoes extraidas do modelo, dgque se projetar a
fim de proporcionar semelhanca para o tipo de
forcas preponderantes, serao afetadas de um cexr
to erro.
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Em outros:casos, embora haja no con-
junto do fendmeno um tipo de forcas amplamente
preponderante;, pode haver aspectos particula-
res ou certos pontos particulares no protdtipo
em que nao sejam totalmente despre21ve1s 0os e-
feitos de outros tipos de forga. Também nestes
casos as previsoes obtidas no modelo, que .: se
projetar tendo em vista a semelhanga das for-
cas preponderantes, serao afetadas de certo er-

Yo.

Numa terceira categoria de casos, no
protdtipo a influéncia de todos menos um tipo
de forgas € totalmente desprezlvel mas pode
acontecer que seja irrealizavel, na pratica, o
modelo a escala suficientemente grande para que
também no modelo a influéncia de todos os res-
tantes tipos de forga seja realmente desprezi-
vel. Ainda neste caso as previsoes obtidas no
modelo serao afetadas de certo erro.

6.3 - Em qualquer uma destas trés ca
tegorias de casos chama-se de efeito de escala
o erro contido:nas previsaes do modelo, em con-
sequéncia do fato de nao ser possivel semelhan
ca simultanea para todos os tipos de forga.

6,4 - Vejamos um exemplo concreto de
efeito de escala em modelo reduzido hidraulico.
Sera um caso de terceira categoria acima expos
ta. ’

Suponhamos que se pretenda determi-
nar o tragado mais conveniente, do ponto de vis
ta das condigoes de navegagao, para um canal de
acesso a um porto situado no interior de uma
embocadura lagunar pela qual se escoam vazoes
fluviais importantes. Pretende-se efetuar tal
determinagao através da observagao do comporta
mento de modelos telecomandados de navios em mo
delo hidraulico de fundo fixo, geométricamentE
semelhante; no qual se reproduzam as ondas , cor
rentes lltoraneas e escoamentos fluviais.
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Tendo em vista a extensao da  area-
-protdtipo a representar, escolheu-se o valor
de 1/100 para a escala geométrica. Julgou-se
satisfatdrio o valor resultante de 1/10 para a
escala de tempos a que terao de reduzir-se os

tempos de manobra dos navios. A escalade 1/100
também & aceitavel para reproduzir o navio de
projeto do canal de acesso com os respectivos
orgaos de propulsao e governo. No protétipo as
vazoes a reproduzir pela embocadura sao da or-
dem €e 527.0m3/s e no modelo as vazoes correspon
dentes acarretam nimeros de Reynolds bem acima
do limiar de escoamento turbulento.

Com a escala adotada de 1/100 o mode
lo resulta enorme. E em planta um quadrado com
100 metros de lado, que nao caberia em nenhum
dos laboratdrios de hidraulica existentes no
Brasil e tem de ser construido ao ar livre, a-
pesar dos inconvenientes que tal fato possa a-
carretar.

Entretanto, neste modelo tao grande,
em que os escoamentos fluviais sao tao segura-
mente turbulentos, o escoamento local em torno
do leme do navio sera inevitavelmente laminar
e s6 deixaria de sé-lo se se construisse o mo-
delo a uma escala da ordem de 1/30, que a ex-
tensao da area-prototipo a reproduzir = - torna
proibitiva e inviavel. :

Em conseqﬁéncia, no modelo, os deslo-
camentos, que o navio em manobra venha a so-
frer sob influéncia de ondas e correntes,serao
exagerados pela influéncia de forgas de visco-
sidade inexistentes no protdtipo. As prev1soes
quantitativas de tais deslocamentos no prototi
po, resultantes da apllcagao das escalas cor-
respondentes a valores medidos no modelo, esta
riam afetadas no erro.

Neste caso particular, tais erros nm
prejudicariam o objeto do estudo. Com efeito,o
que realmente interessa & a comparagao entre
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os diferentes tragados de canal de _acesso, para
as mesmas condlgoes hidr&ulicas, nao a previ-
sao de valores absolutos dos deslocamentos do
navio. Como a influéncia das forgas de viscosi
dade &€ a mesma para todos os tragados a serem
ensaiados, a comparagao é possivel. A influén-
cia da viscosidade e a mesma para todos os tra-
cados porque depende da escala geométrica, para
as mesmas’ condlgoes hldraullcas, e tal escala
no modelo em consideragao permanece constante
quando variam os tracados do canal de acesso.

6.5 - A maneira de pesquisar a exis-
téncia ou nao de efeito de escala na simulacgao
fisica de um dado sistema consiste em se faze-
rem diferentes modelos, a diferentes escalas
geometrlcas, do mesmo protdtipo. Para as condi-
goes representatlvas, nos diferentes modelos,
de uma mesma 51tuagao no protdtipo aplicam-se
as escalas respectivas aos valores medidos, nos
diferentes modelos, da grandeza suspeita de es
tar afetada de efeito de escala. Se os diver-
sos valores, em termos - protdtipo da grandeza
em questao - coincidirem dentro da precisao em
que se fazem as medidas, poder-se-a afirmar nao
ter ocorrido efeito de escala. Se variarem, po
der-se-a tragar o grafico da varlagao da gran-
deza considerada, em termos- prOtOtlpO, em fun-
gao dos valores da escala geométrica. O valor
da Ultima, a partir do qual os valores- prototl
po passam a coincidir a menos do erro experl—
mental, define o limite abaixo do qual ocorria
efeito de escala e acima do qual tal efeito de
sapareceu. -

Suponhamos gue se construa um modelo
de sangrador de barragem a escala de 1/100. No
protdtipo & totalmente desprezivel a influén-
cia de forgas de tensao superficial sobre a
veia liguida que se escoa, em situacao & cheig
entre os pilares existentes na crista do san-
grador. Suponhamos, porém, que tivessem surgi-
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do davidas sobre possiveis influéncias de for-
cas de tensao superficial nas veis liquidas que
se escoam, para vazoes correspondentes, pelo
sangrador-modelo. Pode ter acontecido; por e-
xemplo, que se tenha suspeitado de que os valo
res absolutos dos espagamentos entre os pila-
res na crista do sangrador-modelo, a escala de
1/100, nao fossem suficientemente grandes para
assegurar a auséncia de influéncia das forgas
de tensao superficial.

O procedimento a seguir, para pes-—
quisar tal efeito de escala, consistiria em
construir varios modelos do mesmo sangrador a
diferentes escalas. Digamos que se construis-
sem tais modelos as escalas de %, = /75, %, =
= 1/50, 23 = 1/40, %4 = !/30. Supondo sempre a
mesma p051gao das comportas, a um dado nivel
de agua a montante e a uma dada carga sobre a
crista do sangrador - corresponde  unicamente
uma vazao protdtipo. Suponhamos agora que se
impusesse a carga. correspondente a cada um dos
modelos as escalas acima enumeradas e se medis
se, para cada um, a vazao modelo que mantém em
regime permanente a carga em questao. A cada
‘escala geométrica corresponderia um valor & va
zao-modelo, Qims Qomr Q3ms Qump-Aplicando a ca-
da um destes valores o respectlvo valor da es-
cala de vazoes, ter-se-ia um valor protdtipo.
Ter-se-ia pois o conjunto de valores le, sz,
Q3pr th

NEo teria havido efeito da escala se

o} = Qun dentro da precisao com
que se e etuam as medidas.

Se tiver ocorrido efeito de escala,
os valores-prototlpos da vazao em causa nhao se
rao iguais. Poder-se-a tracar um grafico de
tais valores em fungao dos respectivos valores
da escala geométrica. O limite de valor da es-
cala geométrica, acima do qual o efeito de es-
cala desaparece, & aquele além do qual o grafi
co se.torna uma reta paralela ao eixoem que se
representarem os valores da escala geométrica.
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