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PREFÁCIO 

El.lta pu.bL[c..aç.ão JtepJtoduz a.6 a.ula..6 pJto 
6eJt~da-6 l.lobJte TeoJt~a da. Semelha.nç.a no c..u.Jt-6o de 
p5-6-gJtadu.aç.ão do CentJto de H~dJtolog~a. Apl~c..a­
da, m~n~l.ltJtado no In-6t~tu.to de Pel.lqu.~l.la.-6 H~­
dJtáu.l~c..a.-6 da Un~veJtl.l~da.de FedeJtal do R~o GJtan­
de do Su.l,-em PoJtto AlegJte, em c..onv~n~o c..om a 
UNESCO. 

O objet~vo do c..uJt-6o c..on-6~-6te em apJte 
-6entaJt ao-6 aluno-6 o-6 pJt~nc..Ip~o-6 6undamenta~~ 
paJta pJtojetaJt, c..on-6tJtu~Jt, opeJtaJt, ~nteJtpJtetaJt 
e aval~aJt o-6 modelo-6 61-6~c..o-6. A~nda que o-6 alu 
no~ não -6e de-6t~nem à c..aJtJte~Jta de pe-6qu~-6ado~ 
em laboJtat5Jt~o de hidJtáulic..a., i muito po-6-6Zvel 
que, no dec..oJtJteJt de !.lua c..aJtJteiJta pJto6ihh~onal, 
venham a pJtec..~-6aJt Jtec..oJtJteJt a. 5Jtgão-6 de tal na­
tuneza. Ê c..onveniente, poJttanto, que c..ompJteen­
dam o-6 pJt~nc..Zp~o-6 em que -6e a-6-6enta. a. ut~l~za­
ç.~o de modelo-6 6Z-6~c..o-6 e o que l.le pode 6azeJtou 
nao c..om o-6 me-6mo-6. 

Re-6-6altamo-6 que não -6e deve pJtoc..uJtaJt 
ne-6te c..uJt-6o a -6oluç.ão paJta toda.-6 a-6 apl~c..aç.Õe-6 
pJtâtic..a-6 da teoJt~a do-6 modelo-6 6Z-6ic..o-6. O c..uJt­
ho tem poJt objetivo a apJtehentaç.ão do-6 c..onc..ei­
to-6 e pJt~nc..lpio-6 üunda.menta~-6, c..omun-6 a todo-6 
o-6 tipo-6 daquele-6 modelo-6. Con6oJtme ê dito e 
Jtepet~do no de~ennola~ da expo~ição, pa~a que 
alguém -6e toJtne c..apaz de Jtea.lizaJt modeloh 6Z-6i 
C..0-6 em qualqueJt -6etoJt da tec..nolog~a, deve em 
pJtimeiJto lugaJt c..onhec..eJt o-6 6en5meno-6, a.-6 gJtrn-

UFRGS 
BIBLIOTECA I P H 
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deza~ e a~ nelaç~e~ e~pecl6ica~ do ~eton em 
que~t~o. o~ ponmenone~ te~nico~ e pn~tico~ de 
cada tipo de modelo~, do ponto de vi~ta do ~e­
ton de aplicaç~o, devem ~en apnendido~ na ma­
t~nia ne~pectiva, conne~pondente ao ~eton. Em 
outna~ palavna~, o conhecimento da Teonia da 
Semelhança ~ nece~~~nio, poném n~o ~ ~u6icien­
t~ pana conduzin e~tudo~ em modelo neduzido ou 
anal~gico. Nem exi~tem "e~peciali~ta~ em mode­
lo~ neduzido~". Exi~.tem e~peciali~ta~ em di6e­
nente~ ~etone~ da~ ci~ncia~ 6l~ica~, que, do­
minando também a Teonia da Semelhança e a~ tê­
é.fÍica.~ de lab ona.t~nio, tonnam-~ e. capaz e~ de e.-
6e.tuan ou dinigin e~tudo~ em modelo do~ pnoble 
ma~ de. ~ua e~pecialidade. -

Re.digiu-~e. o cun~o de.poi~ de mini~tnã­
-lo. Em con~e.qUência, tonnou-~e. po~~lve.l incon 
ponan ao texto cento~ e~clanecimento~ que a ex 
peniência com o~ aluno~ nevelou ~enem nece~~ã~ 
nio~. 

A e.xpo~iç~o ~e.guiu a onien.taç~o genal 
do livno Similitude in Enlinee.ning_ de G. Mun~ 
phy, editado pon The~ona d Pne.~~ Company, em 
New Yonk, e.m [950. En.tnetan.to, a a~ne~entaç~o 
de vãnia~ que~tõe~, bem como coment~nio~,e.xem­
plo~ e aplicaçõe~ pnâtica~, ne6letem a e.xpe­
niência pe~~oal do auton. 



1 - INTRODUÇÃO À TEORIA DA SEMELHANÇA 

Todo projeto de engenharia comporta 
a previsão do comportamento de um sistema,aser 
construido pelo homem, ou de um sistema natu­
ral com o qual ele vai interferir. Na maioria 
dos casos, pode-se mesmo dizer que o ato de 
projetar se confunde com o ato de prever o com 
portamento do sistema que se vai realizar. As= 
sim, por exemplo, quando um engenheiro civil 
projeta um elemento estrutural, ele dimensiona 
o elemento a partir do cálculo das tensões que 
um dado carregamento despertará no elemento 
construido em certo material e segundo cêrta 
geometria. O cálculo das tensões e sua compara 
ção com determinados valores criticas, ou de 
ruptura, não ~ outra coisa senão a "previsão 
do comportamento" do elemento estrutural em 
questão, sujeito ao carregamento considerado. 

Constata-se, assim, que um projeto de 
engenharia será tanto mais seguro, qua~to mais 
se aproximar da realidade o esquema adotado pa 
ra prever o comportamento da estrutura ou da mã 
quina, que se deseja construir, ou do sistema 
natural com o qual se vai interferir. 

Exemplos de sistema natural 
um trecho de rio, um trecho de costa, 
rio ou uma embocadura, em que se vai 
zir urna alteração. 

seriam: 
um estuá 
introdu-

Devemos então analisar os meios de 
que dispomos para prever o comportamentode sis 
temas fisicos. 
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o m;todo analitico consiste em utili­
zar uma lei geral que permita efetuarprevisões 
dos valores da grandeza, que nos interessa, em 
função dos valores das outras grandezas, com o 
grau desejado de precisão. A Lei de Newton, a 
Lei de Ohm, as fÓrmulas de flexão simples cons 
tituem exemplos deste primeiro meio de previ~ 
sao. 

A tendência geral do progresso cienti­
fico consiste em alargar cada vez mais a gama 
de aplicações do m;todo analitico. Quando co­
nhecemos perfeitamente a lei que rege um deter 
minado fenômeno fisico, podemos empregar tal 
m;todo. Cabe reconhecer, por;m, que este m;to­
do comporta limitações. Em primeiro lugar, se 
a grandeza, cujos valores se querem prever, de 
pende de mais de duas outras grandezas, o núme 
ro de observações necessárias para estabelecer 
a lei de previsão pode ser muito elevado e exi 
gir análise muito cuidadosa. Por outro lado~ 
muitas vezes, as necessidades do desenvolvimen 
to econômico nos obrigam a resolver problemas 
cujas leis gerais ainda não são conhecidas. Em 
alguns campos da atividade humana, como a Hi­
dráulica de Fundo HÓvel, as aplicações tecnol.§. 
gicas tiveram de caminhar muito à frente dos 
conhecimentos cientificas básicos respectivos. 
Em outros casos, sabemos formular uma equação 
diferencial para o fenômeno em consideração,~ 
dificuldades matemáticas insuperáveis "podem 
surgir na integração para condições-limite paE 
ticulares. 

O m;todo empirico consiste em construir 
o sistema de alguma maneira e prever o com~OE 
tamento futuro a partir de observações apo~a­
das na hipótese de que as caracteristicas es­
senciais não se alterarão. Constata-se logo 
que tal método não é conveniente para sistemas 
de grande porte, de grande custo ou complexida 
de. É particularmente inconveniente para CE sis 
temas que se modificam quando o homem age so-
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bre eles, de modo que a previsão realmente im­
portante a ser feita não é a do funcionamento 
do sistema em estado natural,·mas sim a previ­
são 9o resultado de sua· interação com a inter­
vençao humana. 

O terceiro método de previsão consis 
te em recorrer a observações efetuadas em ou­
tro sistema, que se comporte de modo semelhan­
te ao sistema cujo comportamento se quer pre­
ver, mas que apresente menores dimensões, no 
qual seja mais fácil introduzir modificações 
ou variar sob controle os valores das grande­
zas a serem consideradas. Chama-se protótipo o 
sistema cujo comportamento se quer prever. O 
modelo é o sistema a partir do qual se efetuam 
as previsões válidas para fins de engenharia. 
"Comportar-se de modo semelhante" significa que: 

a) o mesmo fenômeno, pondo em jogo 
as mesmas grandezas regidas pela lei física,se 
passa nos dois sistemas considerados (o protó­
tipo e o modelo); 

b) para cada categoria de grandeza 
existem relações constantes, bem conhecidas e 
independentes dos valores absolutos da grande­
za em questão, entre os valores nos modelos e 
os valores que ocorrerão no protótipo. 

A Teoria da Semelhança é o conjunto 
dos princípios a serem obedecidos a fim de prQ 
jetar, construir, operar e interpretar os sis­
temas (modelos) a partir dos quais se deseja 
prever o comportamento de outros sistemas (prQ 
tótipos). Tal teoria comporta dois outros obj~ 
tivos além do já citado: 

a) estabelecer as relações de trans­
ferência entre modelos e protótipos; 

b) estabelecer o tipo de relação en­
tre as diversas grandezas intervenientes em 
qualquer fenômeno físico, a fim de poder pes­
quisar sistematicamente os dados mais signifi­
cativos. 



1 - VIsta geral do modelo costeiro (1/300 e 1/!50) de Tramandal, RS (IPH da UFRGS) 
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O mé't,odo de previ-são por· meio de mo­
delos f'Ísicos também apresenta limitações. Sim 
plesme·nte não se pode pensar em recurso a mode 
lo· enquanto não se identificam claramente as 
grandezas que intervêm no fenômeno físico de 
que depende a previsão a ser feita. Em outros 
casos constata-se que o modelo deveria obede­
cer a, condições incompatíve_is entre si. Há tam 
bém casos em que a simples r~dução das dimen­
sões· geomêtr.icas· faz apar,ecer forças· que nao se 
manifestam no si~tema cujo comportamento se 
que+ prever. Em certos fenômenos, como o trans 
porte de vasa em estuários,. torna-se impossí'= 
vel assegurar que. a lei que rege o fenômeno no 
modelo, seja a mesma que vigora no protótipo.J2: 
nalmente, existem casos em que o tamanho do pro 
tótipo e a, necessidade de permanecer acima de 
certos 1irni.tes inferiores nas escalas .. de redu-. 
ção nos· fa•zem recair em qua-se todos os incon­
venientes; do mét:edo empírico. 

Compreende-se; pelas consideraçõesjá 
expostas., que a, formulação da Teoria da Seme­
lhanca exige bom conhecimento da natureza das 
grand.'ezas físicas, e das re,:tações de dependên­
ci .. a que existem. entre elas. Em conseqüência, a 
Teoria da Semelhpnça se funda na análise dimen 
sional que no~ ensina a exprimir as diferentes 
grandezas ~' fUnção de certo número de outras 
tomadas c~o fundamentais. 

Assinalemos preliminarmente que o ato 
de medir comporta um aspecto qualitativo e um 
aspecto quantitativo. Conhecemos qualitativa-

. mente um. fenômeno quando sabemos distingui-lo 
de outras catego-rias de fenômenos. Em Última 
análise, caracterizar qualitativamente um fen§ 
rneno consiste. em identificar as grandezas que 
nele intervêm: .. Por sua vez,. caracterizarquan­
titativarnente um fenômeno consiste em saber dis 
tinguir o grau~ de intensidade, com que se mani 
f·esta, de. outras ocorrências qual i ta ti vamente 
idênticas:, ma.s: de magnitude diferent~. 
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A fim de conservar registros eficazes 
e precisos de observações, de modo a fazer pr~ 
visões a partir das mesmas ou transmitir ~nfoE 
mações a quem nio participou das observa2oes, 
tornam-se necessários padrÕes de descriçoes.As. 
caracteristicas qualitativas de uma obse:r;;v.ação· 
podem ser descri tas em termos de operaçQE}S ·!Pa"" . ., 
dronizadas que identificam espécies de:·:g;r.a:p.d~:J·;,I 
zas fundamentais, como comprimento (L) ;: ·· :·,:I!laS13;é~H;5 
(M) _e tempo (T) . Chama-se dimensão a cq;:r;a,gte~.~--; 
zaçao qualitativa da grandeza observad,a. ,~:,;i~l%i.::· 
expressão dimensional é a expressão da gl\!~n4~rii·) 
za, em causa, em termos das espécies torriagqi?!;: 
como fundamentais. .. '·•'-" 

A descrição quantitativa de uma grandg 
za envolve um número e um padrão de comparação, 
por exemplo, 10 metros, 5 quilogramas, 37 minu 
tos. o padrão de comparação, que se estabelece 
arbitrariamente, é a unidade. Uma velocidade, 
por exemplo, tem a dimensão LT- 1 e se mede em 
unidades de metros por minuto ou pés por segu~ 
do ou milhas por hora. Medir consiste, portan­
to, em verificar quantas vezes uma grandeza coE 
tém outra qualitativamente idêntica e tomada 
como padrão ou unidade. 

Desde muito tempo se compreendeu queas 
diversas grandezas fisicas se podiam exprimir 
em termos de grandezas consideradas como funda 
mentais, por exemplo, a área como produto de 
dois comprimentos e a velocidade como quocien­
te entre um comprimento e um tempo. Dá-se o 
qualificativo de puramente mecânicas às grande 
zas que se podem exprimir em função de apenas 
três grandezas fundamentais: massa (M), compri 
menta (L) e tempo (T) ou força (F), comprimen= 
to (L) e tempo (T). Algumas grandezas, que in­
tervêm nos fenômenos comportando trocas re quan 
tidades de calor, os fenômenos ditos térmicos~ 
necessitam de uma quarta grandeza fundamental. 
Fato análogo ocorre com certas grandezas a con 
siderar nos fenômenos elétricos. 
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Uma vez que já temos o conceito de 
expressão dimensional de uma grandeza, podemos 
agora definir, com mais precisão, o que seja 
sua dimensão em relação a qualquer das grande­
zas fundamentais, em termos das quais se expri 
me.Dimensão de uma grandeza, em relação a qual 
quer das grandezas fundamentais, é o expoente 
com que a grandeza fundamental considerada apa 
rece na expressão dimensional da grandeza em 
questão. Por exemplo, a expressão ·dimensional 
da velocidade é LT- 1 onde 1 é a dimensão da ve 
locidade em relação a comprimento e -1 é a di= 
mensão em relação a tempo. 

As grandezas, que necessitam de três 
grandezas fundamentais para serem caracteriza­
das qualitativamente, são expressas em termos 
de massa (M) , comprimento (L) e tempo (T) ou 
for~a (F) , comprim~nto (L) e (T) . Poder-se-ia, 
porem, escolher tres outras grandezas fundamen 
tais, por exemplo, volume, tensão e potência; 
desde que se introduza na combinação um número 
suficiente (3) de quantidades independentes. 
Geralmente, se prefere adotar como grandezas 
fundamentais a massa, o comprimento e o tempo, 
pelas seguintes razões: 

a) são mais fáceis de medir direta-
mente; 

b) sao mais familiares à vida quoti 
diana; 

c) conduzem a expressões algébricas 
mais simples. 

Por sua vez, a vantagem da massa sobre a força, 
como grandeza fundamental, reside em ser mais 
fácil definir padrÕes (unidades) de massa do 
que de força, de maneira ~ não se precisar re­
correr a considerações de :localização geométri 
ca ou de altitude. 

Uma vez que podemos escolher diferen 
tes grandezas fundamentais, deve ser possivei 
exprimir uma mesma grandeza em diferentes sis-
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temas de unidades, com diferentes grandezas 
fundamentais. Em outras palavras, tendo-se a 
expressão dimensional de uma dada grandeza em 
um sistema de dadas grandezas fundamentais, de 
ve poder-se transformar tal expressão dimensiÕ 
nal para obtê-la nos termos do outro sistema 
de grandezas fundamentais. Suponhamos que, co­
nhecida a expressão dimensional de uma grande­
za em sistema M, L, T, se queira sua expressão 
dimensional'em sistema A (área), I (impulsão), 
W (potência) . A marcha a seguir em tais proble 
mas consiste em: -

[A] = 

[r] = 

[w] = 

[L] = 

L2 

a) escrever a expressao dimensional da 
grandeza em M, L, T; 

b) escrever também as expressões dimen 
sionais das novas grandezas funda= 
mentais em termos de M, L, T; 

c) resolver as equações, escritas na 
etapa anterior, em relação a M,L,T; 

d) substituir as expressões de M,L,T, 
obtidas em c, na expressão dimensio 
nal da grandeza em M, L, T. -

Ter-se-ia: 

MLT- 2T = MLT-l 

MLT- 2LT-l 

Al/2 

IT 
=L 

'= ML2T-3 

. . [T] = 
rl/2AI/4 

wi/2 

= rri/2Al/4 = r3/2A-l/4w-I/2 
Al/2Wl/2 
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A substituição, em a, das expressões 
acima de M, L, T forneceria a expressão dimen­
sional procurada. 

Já possuindo a noção de modelo físi­
co, como sendo um sistema que permite simular, 
e em conseqüência prever o comportamento de um 
outro, ao qual demos o nome de protótipo, pode 
mos voltar ao primeiro método mencionado de 
previsão, levando esta nocão de simulação.Quan 
do prevemos o comportamento de um dado,sistemã 
a partir do manuseio de um esquema matemático 
constituído por um conjunto de equações que re 
gem o funcionamento do sistema considerado~ 
poderemos dizer, por extensão, que estamos a 
operar um "modelo matemático". A palavra mode­
lo, no caso, é usada por extensão, como sinôni 
mo de esquema, pois não estamos a trabalhar sÕ 
bre outro sistema físico e sim sobre um esque= 
ma, isto é, uma reoresentacão ideal, constituí 
do por um conjunto~de conceitos e equações. -

Quando queremos realizar um modelo 
físico de um dado protótipo, devemos formular 
condicões para que seu comportamento seja seme 
lhante do ponto de vista das relações, com as 
três grandezas fundamentais, das diversas gran 
dezas envolvidas nos fenômenos a serem conside 
rados. Em outras palavras, temos de considerar 
condições de semelhança relativas a comprimen­
tos, massas e tempos. Concretamente, do ponto 
de vista da realizacão física, isto significa 
que devemos formula~ condições de semelhança 
relativas a geometria, materiais e forças pre­
sentes. 

Do ponto de vista da semelhança geo­
métrica, os modelos físicos podem ser: geome­
tricamente semelhantes, geometricamente distoE 
cidos ou analÓgicos. ' 

~1odelos geometricamente semelhantes 
são aqueles cuja geometria ê determinada pela 
redução, segundo um mesmo fator, de todas as ca 
racterísticas geométricas do protótipo. 
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·· . 
. · ·~~" 

2 - A reprodução em modelo reduzido da migração 
da embocadura laguna r de Tramandal, RS (IPH da UFRGS) 
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~ Modelos geometricamente distorcidos 
sao aqueles em que se usam diferentes fatores 
para a reduc~o das caracteristicas geornitricas 
do protótipo. Por exemplo, um modelo de trecho 
fluvial em que se usa, para a reduç~o das altu 
ras e profundidades, um fator diferente daque= 
le que se utiliza para a reduç~o dos cornprirnen 
tos e das larguras. Ver-se-á, oportunarnente,nÕ 
decorrer deste curso, que a distorç~o geornitri 
ca constitui caso particular de um conceito 
mais geral de distorç~o e que um modelo mo di~ 
torcido geometricamente pode ser distorcido no 
sentido mais geral de distorç~o. Ver-se-á tarn­
birn que a semelhança das forças presentes, ou 
do funcionamento fisico do sistema, pode exi­
gir distorç~o geornitrica. Ver-se-á, enfim, que 
um modelo geometricamente distorcido pode con­
ter outras distorções, além da geométrica. 

Modelos ànalÓgicos s~o aqueles que 
n~o apresentam semelhança geométrica cornoore~ 
pectivos protótipos e nos quais se passem fe­
nômenos qualitativamente diferentes daqueles 
que devem ser previstos para o protótipo, mas 
as equacões, que regem os fenômenos no protóti 
po e noórnodelo analógico, apresentam a rnesrnã 
estrutura formal. Consideremos, por exernplo,urn 
fenômeno puramente mecânico, em que a aplica-: 
ç~o de urna certa força F a u~ corpo de ~assam! 
a este comunica urna aceleracao na direçao da 
força. Imaginemos agora um fenômeno térmico em 
que a absorç~o ou a perda de urna quantidade de 
calor Q determina, em um dado sistema de massa 
rn' e de calor especifico c, portanto de capa­
cidade calorÍfica igual a-M=rn'c, urna variaç~o 
de temperatura bt. Os dois fenômenos s~o regi­
dos respectivamente pelas equações F = rnj e 
Q = rn' c 6 t. Constata-se nestas duas equações 
urna mesma estrutura formal: ambas traduzem re­
laçÕes de proporcionalidade, isto é, os segun­
dos membros s~o produtos em que todas as gran­
dezas aparecem afetadas à primeira potência. 
Constata-se, adernais, urna analogia física no 
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papel representado pelas grandezas considera­
das duas a duas. Com efeito, a força no fe~ôm~ 
no mecânico e a quantidade de calor no fenome­
no térmico constituem uma causa externa. A mas 
sa, ou inércia, no fenômeno mecânico e a cap~ 
cidade calorifica no fenômeno térmico consti­
tuem a caracteristica intrinseca do sistema, 
que vai determinar inversamente a amplitude da 
resposta. Finalmente, a aceleração no fenômeno 
mecânico e a variação de temperatura no fenôme 
no térmico caracterizam a amplitude da respos­
ta à causa exterior. Em conseqüência, podemos 
conceber um modelo analÓgico em que um fenôme­
no de aplicação de uma_força a uma certa massa 
representaria a absorçao ou a perda de uma ceE 
ta quantidade de calor por um certo sistema ca 
racterizado por sua capacidade calorifica. Em 
tal modelo analÓgico, certo número de unidades 
de força representaria uma certa quantidade de 
calor, ·um certo número de unidades de massa re 
presentaria uma certa capacidade calorifica e 
uma·certa aceleracão equivaleria a uma certa 
variação de temperatura. 

Os modelos analÓgicos são muito conve­
nientes e efetivamente utilizados para a simu 
lação de sistemas cujas caracteristicas geomé= 
tricas são tais que sua redução comportaria d_! 
ficuldades de realização material ou desapare­
cimento da semelhança para as forças presentes. 
são muito utilizados, por exemplo, nos fenôme­
nos de escoamento de fluidos em condutos de di 
mensões muito pequenas, por exemplo, escoamen­
tos em meios porosos, nos quais os condutos 
construidos pelos intersticios entre os graos 
não são redutiveis a escala, ou nos escoamen­
tos de fluidos em organismos vivos, nos quais 
se depararia com a mesma dificuldade em rela­
ção aos vasos a considerar. Também se recorre 
a modelos analÓgicos para estudos em que as di 
mensões geométricas longitudinais são de ordem 
de grandeza muito diferente das dimensões geo­
métricas transversais, acarretando inconveniên 
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cia de redução segundo o mesmo fator e não se 
podendo recorrer à distorcão por alguma razão 
intrínseca do problema. ÉJo caso das redes com 
plexas de distribuição de água, estudadas em 
modelos analógicos e constituídos por redes e­
létricas malhadas, pois as leis de perda decar 
ga têm a mesma estrutura formal das leis de 
Kirschoff. Neste modelo analÓgico uma vazão, 
em metros cúbicos por segundo, é representada 
por urna intensidade de corrente em amperes e 
uma carga, ou uma perda de carga, em metros, é 
representada por uma diferença de potencial em 
volts. 

EXERGICIOS 

1) Exprimir cada uma das grandezas se-
guintes em função de M, L e T: 

a) 
~ 

are a 
b) volume 
c) aceleração 
d) massa 
e) tensão 
f) velocidade angular 
g) quantidade de movimento 

~ 

h) momento de inércia de are a 
i) momento de inércia de massa 
j) módulo de elasticidade 

2) Exprimir as mesmas grandezas acima e 
numeradas em termos de F, L e T. 

3) Exprimir as mesmas grandezas acima e 
numeradas em termos de M, L e F. 

4) Exprimir as grandezas acima enumera­
das em termos de M, T e F. 
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5) Exprimir as expressoes dimensionais 
em M, L e T de: 

a) peso especifico 
b) densidade 
c) massa especifica 
d) coeficiente de viscosidade dinâmica 

6) Qua.is são as expressões dimensionais 
da massa e da energia em sistema de unidades cu 
jas grandezas fundamentais são: volume (V) ,ten 
são (L) e potência (W)? -

7) Podem adotar-se área, volume e acele 
raçao corno grandezas fundamentais? Por quê? 

8) Mesmas perguntas em relação a 
volume e potência. 

~ 

area, 



2 - ANÁLISE DIMENSIONAL 

2.1 -A anãlise dimensional se funda nos 
dois axiomas seguintes: 

a) só se pode estabelecer um estado 
de igualdade entre duas grandezas que tenham 
as mesmas dimensões. Assim,por exemplo, só po­
demos comparar velocidades com velocidades, a­
celerações com acelerações, quantidades de mo­
vimento com quantidades de movimento ou com im 
pulsÕes (que têm as mesmas dimensões); 

b) a razão entre duas grandezas é in 
dependente da unidade em que são medidas, des­
de que se empregue a mesma unidade para ambas. 
Assim, por exemplo, a razão entre o comprimen­
to e a largura de uma mesa terá sempre o mesmo 
valor, quer sejam ambas as grandezas medidas 
em centímetros ou em milímetros ou em metros 
ou em pés ou em polegadas. Apesar das duas pro 
posições acima serem evidentes por si mesmas e 
muito simples, delas se extraem conclusões im­
portantes, conforme se verá. 

2.2- A anãlise dimensional se presta as 
seguintes utilizações: 

a) classificar as equações que trad~ 
zem os fenômenos físicos e verificar-lhes a ge 
neralidade; 
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b) passar de um sistema de unidades p~ 
ra outro; 

c) prever a forma das relações entre 
as grandezas que intervêm em um dado fenômeno 
físico; 

d) estabelecer condições de semelhança 
para a concepção, construção, operação e inter 
pretação de modelos físicos. 

2.3 - Do po!!to de vista dimensional, as 
e9uaçoes que regem os fenômenos 
f1sicos podem classificar-se em: 

Equações 

nao homogêneas 

{ 

restr. i tas 
homogêneas 

geraJ.s 

2.3. 1 - Equações não homogêneas sao aquel~s 
em que os diferentes termos nao 
apresentam todos as mesmas dimensõ~s 

Tais equações só são válidas em um de 
terminado sistema de unidades e não traduzem 
uma lei física geral. são válidas apenas para 
uma determinada gama, mais ou menos estreita, 
de valores das grandezas intervenientes. Decor 
rem geralmente de experiências conduzidas empi 
ricamente. -

Por diversas razões históricas, a hi­
dráulica, tanto a hidráulica de fundo fixo quan 

__ to a de fundo móvel, contêm numerosos exemplos 
de equações não homogêneas; tais como: 
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2.3.1.1- Na hidráulica de fundo fixo 

a) As fórmulas monômias pará cálculo 
de escoamento em condutos forçados de seção 
transversal circular, como por exemplo: fórmu­
la de 8cimemi para tubos de fibrocimento 

v = 64,28 DO,GB 8°, 56 

Fórmula para. tubos de. ferro .fundido novo 

v = 44 , 15 D0,625 80,535 

Fórmula para tubos novos sem soldadura 

v = 46,3 D0,59 80,55 
' . 

Fórmula para tubos de ferro galvanizado 

v= 66,99 D0,752 80,54 

Fórmula para tubos de aço soldado com rebita­
gem simples 

v= 37,92 D0,755 80,53 

Fórmula para cimento bem liso 

v= 42,4 D0,75 80,53 

onde v é a·velocidade média do escoamento atra 
vés da secão transversal do conduto, em metros 
por segundo, D é o diâmetro da seção transver­
sal em metros e 8 é a declividade. 

b) A fórmula de Bresse para dimen­
sionamento econômico de condutos forçados 
D = 1,5/Q com D em metros e Q, a vazao, em me­
tros cúbicos por segundo. 
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2.3. l .2 - Na hidrãulica de fundo mõvel 

a) As fórmulas de Lacey, da chamadaTeo 
ria do Regime, estabelecida empiricamente por 
engenheiros britânicos na fndia para o projeto 
de canais estáveis em terrenos de aluvião. 

v = 1,151/IR 

p = 2,67 Q1 / 2 

s = fS/3 I 1,788 Ql/6 

Estas fórmulas, pelo menos no aspec­
to acima mostrado, são utilizáveis para as ca­
racterísticas de sedimentos e as gamas de va­
zões encontradas nas condições particulares da 
fndia. Devem ser usadas no sistema inglês de u 
nidades, com as grandezas geométricas em pés,ãS 
velocidades em pés por segundo e as vazões em 
pés cÚbicos por segundo (cusecs). A grandeza 
f é o chamado "coeficiente de leito", ao qual 
se atribuíam valores determinados ernpiricamen­
te, mas que na realidade é urna função das ca­
racterísticas dos sedimentos e dos"escoamentos. 

b) A fórmula de Larras para determi­
nar condiçÕes críticas de arraste de sedimen­
tos por aÇão de ondas de gravidade. 

onde Ver é a velocidade crít~ca procurada 
cm/s, W é a velocidade de decantação do 
em água em repouso, em cm/s. 

p' é a densidade do grão imerso. 

T é o período da onda em segundos. 

em 
grao 
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c) As fórmulas empíricas de transpoE 
te litorâneo, do tipo 

Q = KH~ T sen a 

onde 0 é o volume de areia transportada, na zo 
na de arrebentação e na unidade de tempo, pelã 
onda considerada. 

K um fator que na realidade constitui uma fun­
ção de características da onda, da praia e dos 
sedimentos; 

T o período da onda; 

H a altura da onda antes da refração; 

a o ângulo da crista da onda com a praia antes 
de refracão. 

2.3.2 - As equaçoes homogêneas são aquelas 
em que todos os termos têm as mesmas 
dimensões, por exemplo: 

I I_ I 

S ==,y0 t:+ 1/2 gt 2 , a equação que fo!:_ 
nece a distância percorrida por um corpo em qu~ 
da livre, no vácuo, com velocidade inicial v0 • 

Equações homogêneas restritas são a­
quelas em que figuram coeficientes com dimen­
sões. SÓ são válidas em um determinado sistema 
de unidades, no qual os referidos coeficientes 
assumem OR valores particulares que figuram na 
fórmula. Assim, por exemplo, se escrevermos a 
expressão do comprimento das ondas de gravida­
de, em profundidade infinita, sob a forma L0 = 
= 1,56 T2; tal eauar.ão só será válida para L0 
expresso em metrÕs, e T o período da onda em 
segundos. Se a escrevermos sob a forma Lo = 
= 5,13 T 2 , só poderemos utilizá-la no sistema 
inglês, com Lo em pés e T em segundos. 

Equacões homogêneas gerais são aque­
las em que todos os termos têm as mesmas dimen 
soes e os coeficientes porventura ~xistentes 



3 - Vista geral do modelo reduzido (1/70) do sangrador da barragem de Passo Real, RS (IPH da UFRGS) 

I 
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s~o adimensionais. A_equaç~o ji vista s=v0 t + 
+ 1/2 gt 2 , a expressao geral do comprimento de 
onda de gravidade em profundidade infinita,L0 = 
=gT 2/27T, sendo g a aceleraç~o da gravidade, 
constituem exemplos de equações homogêneas ge­
raisc Tais equações s~o válidas em qualquers~ 
tema coerente de unidades. Assinalemos que ã 
homogeneidade constitui condição necessária, 
porém n~o suficiente, para a validade de equa­
ções. Em outras palavras, todas as leis físi­
cas são homogêneas por sua própria natureza, 
mas pode acontecer que se escrevam equações di 
mensionalmente homogêneas, traduzindo relações 
inexistentes na realidade objetiva, conforme 
veremos oportunamente. 

2.4 - Uma das aplicações mais fecundas da 
anãlise dimensional consiste em 
converter, de um dado sistema de 
unidades, para outro, o valor de 
uma certa grandeza 

Ocorre, muitas vezes, em cálculos de 
Engenharia, que vimo9 a saber, de alguma manei 
ra, o valor de uma grandeza em um certo siste= 
ma de unidades e precisamos conhecer ou trans­
miti r a outrem o valor da mesm·a grandeza em ou 
tro sistema diferente de unidades. Dois casos 
podem apresentar-se: 

a) Os dois sistemas de unidades em 
consideração têm as mesmas grandezas fundame~­
tais. Neste caso, basta escrever a expressao 
dimensional da grandeza, que nos interessa,nos 
dois sistemas e substituir cada um dos símbo­
los figurados em tal expressão, pelo valor da 
razão entre as unidades respectivas. Efetuando 
as operações, potencia~Ões e produtos resulta~ 
tes de tais substituiçoes, achamos o valor da 
razão entre as respectivas unidades, nos dois· 
sistemas da grandeza considerada. 
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Suponhamos, por exemplo, que temos 
uma força expressa em dinas (a unidade de for­
ça do sistema CGS) e queremos convertê-la em 
newtons (a unidade de força do ~istema MKS)~Ta!!, 
to o sistema CGS quanto o MKS sao do tipo LMT. 
Escrevemos então a expressão dimensionalde for 
ça F = MLT- 2 • Em seguida,_substituimos F, M, L 
e T pelos valores das razoes entre as respecti 
vas unidades nos sistemas MKS e CGS. 

Resultará: 

newton = kilograma x 
dina grama 

ou 

metro 
centJ.metro 

X 
(segundo) - 2 

segundo 

isto é, um newton equivalente a lOs dinas. 

Por conseguinte, dividindo ~or 10~ o 
valor conhecido da grandeza em dinas, teremos 
o valor correspondente em newtons. 

b) Os dois sistemas em consideração 
têm grandezas fundamentais diferentes. A mar­
cha a seguir é a mesma, tendo-se agora·de ex­
primir as grandezas fundamentais de um dos sis 
temas em função das grandezas fundamentais dÕ 
outro. 

Suponhamos que se tenha um valor de 
coeficiente de viscosidade dinâmica no sistema 
inglês e se queira exprimi-lo em unidades de 
sistema CGS. O sistema inglês é do tipo F, L, 
T, com unidades fundamentais respectivas de li 
bra, pé e segundo. O sistema CGS é do tipo L, 
M, T, sendo o centímetro, o grama e o segundo 
as unidades fundamentais. 

No sistema CGS a expressão dimensio­
nal do coeficiente de viscosidade dinâmica é 

J.l = ML -l T- 1 • 



No sistema inglês ~ tem a 
dimensional JJ ,= FL- 2 T. Podemos usar 
destas duas expressões, tendo apenas 
mir F em função de H. 
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expressao 
qualquer 

de expri-

Partamos da expressão dimensional no 
sistema inglês, isto é, em F, L, T. Teremos: 

(JJ) s inglês = 
( JJ) CGS 

libra X . eé -2 ·X SegUndO 
dina (cent1metro) ·· segundo 

Temos de conhecer o valor de 1 pé em centíme­
tros. A consulta a uma tabela nos diria que 1 
pé = 30.5cm. Precisaríamos também exprimir li­
bras em dinas. Por definição, a libra é a for­
ça que imprime à massa de~1 slug a aceleração 
da gravidade, que no sistema inglês tem o va­
lor de 32.2 pés por segundo ao quadrado.Então: 
1 libra = 1 slug x 32.2 ft/s 2 . Por outro lad~ 
também por definição, 1 dina = 1 g x lcmjs 2 .Le 
vando estes valores na Última expressão prece= 
dente 

(JJ) s. inglês 
(J.!) CGS 

= 1 slug x 32.2 ft~s2 
1 g x lcmjs 

x (]o .5c~ 2 

'( lcm7 

1 ( JJ) inglês = 
( JJ) CGS 

1 slug 32.2 x 30.5cm 
lg x lcm x 30.52 = 

= 1.05 slug (1) 
g 

Resta-nos conhecer o valor de sl~g 
em gramas. O slug, a unidade de massa do sist~ 
ma inglês, é unidade de uma grandeza derivada, 
pois as grandezas fundamentais daquele siste­
ma são F, L, T. No sistema CGS (LMT) o grama é 
unidade de grandeza fundamental (M·) .Precisamos 
recorrer a uma·lei física que relacione a for­
ça com a massa: 
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a 2~ lei de Newton (F = rnj). Já vimos 
bra = 1 slug x 32.2 ft/s 2 • Portanto 1 

que 1 li 
slug = 

1 libra 
32 ft/s 2 (2). A consulta a urna tabela nos di 

ria que a libra = 454 g (gramas-força) .Por sua 
vez, o grama força é a força que imprime à mas 
sa de 1 grama a aceleração de 981 crnjs2. Subs= 
tituindo esta expressão de libra em (2) e re­
duzindo pés a centímetros, resulta: 

1 slu<J =:= 454 x l<J x 981 crnjs2 = 454 x 98~ g= 4S6g 
30· 5 x 32 crnjs2 30.5 x 32 

Levando agora este valor de slu~ em 
função de grama à equação (1) , tira-se que o 
(~) inglês = 481 (~) CGS, isto é, a unidade de 
viscosidade dinâmica do sistema inglês equiva­
le a 481 unidades de viscosidade dinâmica do 
sistema CGS. 

2.5 - Os dois instrumentos de que a anãlise 
dimensional dispõe para prever a forma 
das relações entre as grandezas, que 
intervêm em um fenômeno fi si co qua 1 quer, 
são o teorema de Bridgman e o teorema 
de Buckinghan 

Passamos a enunciar, dernonstrar,apl! 
car e discutir o primeiro de tais teoremas. 

Teorema de Bridgman 

Toda grandeza secundária pode ser ex 
pressa por um produto de potência das grande= 
zas primárias. 

Suponhamos que urna grandeza a seja 
urna função das grandezas b 1 , b 2 , ... , bn. O 
teorema de Bridgrnan nos diz que se poderá es­
crever a= Cb 1 Cl b 2 c2 ... bn cn, sendo C 
urna constante adirnensionál e c1, c 2 , ••• cn,e~ 
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poentes positivos ou negativos, inteiros ou 
fracionários. A fim de demonstrar o teorema, 
chamemos a grandeza secundária de a e as gran­
dezas primárias, de a1, a 2 , ... an· 

Portanto, a = f (al, a 2 , ... an) (1), 
onde a é um valor qualquer da grandeza secundá 
ria e ar, a 2 j ••• , an s~o valores quaisque~ 
das grandezas primárias. O problema a ser re­
solvido pelo teorema de Bridgman, consiste em 
estabelecer a natureza da função f. 

Sejam 8 outro valor da mesma grande­
za secundária e b 1 , b 2 , ... , bn outros valores 
das mesmas grandezas primárias, tais que satis 
façam a relaç~o 8 = f {b 1 , b 2 , ... , bn) (2). -

A natureza da func~o é a mesma em{l) 
e {2). Apenas os valores numéricos s~o difereg 
tes. 

Se se mudarem as unidades das gran­
dezas primárias, os valores numéricos mudar~o 
para a'8'. Isto é: 

onde x 1 , x 2 v x 3 , ·~ •• , Xn representam as razões 
entre os tamanhos absolutos do primeiro conjun 
t.o de unidades e os tamanhos absolutos do se= 
gundo conjunto de unidades. Por exemplo, se se 
mede a 2 em pés e x 2a 2 em polegadas, x2 é igual 
a 12, ou seja o número de polegadas em um pé. 

O segundo axioma fundamental da aná­
lise dimensional nos permite escrever: 

8 a e' ou 8 
a 1 a =i' ou a' = ã S' 

f { a 1 a 2 , • • • , an) = f { b 1 , b 2 , ... , bn) 



4- Modelo reduzido (1/30) da bóia de amarraçAo do terminal petrolffero oceânico de Tramandal, RS (IPH da UFRGS) 
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Se diferenciarmos ambos os membros 
d~ equação acima em relação a cada xi, resulta 
ra um conjunto de equações da forma: 

()f (Xlal,X2a2, •••t Xnan) = 
a(aiXi) 

= f(a 1 a 2 , ••• ;an) 
f (b 1 ,b 2 ., ..• lbn)~ 

af(Xlbll Xzbz, ••• ,xnbn) 
bi a(b .. x.) 

~ ~ 

Façamos todos os x iguais a 1. Fica: 

a. 
l. 

f (aJ ,a? I ••• ,an) 
f (b1 ,b2 , .•. ,bn) 

a 
2 ' ••• ' 

aa. 
~ 

ou 

Esta equação deve ser válida para 
quaisquer valores de ai e bi. Para qualquer v~ 
lor de bi 1 o segundo membro se torna uma cons­
tante que poderemos chamar de Ci• Então 

a f {a11a21"""1an) 
a 
ai Ci 

= 
f (a 1 1 a 2 1 ••• 1 an) a 1 

Existirá uma equaç~o do tipo da an-
- terior pára cada valor de bi e cada valor de 

ai, cada_equação sendo uma equação diferencial 
da relaçao geral entre f(al,az 1 •.• ,an) e o ai 
particular que se considere. Uma vez que a1, 
a 2 , ... ,an são grandezas independentes entres~ 
a Última equação pode transformar-se em; 
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que pode se integrar diretamente para 

Seguindo-se a mesma marcha para cada 
um dos ai, resu~tará a solução geral 

ln{al,a2,a3,···,an)=Cllnal+C2lna2+C31na3+ 

+Cnlnan+lnC = lna1C1+lna2C 2+lna 3c 3+ ... + 

lnanCn+lnC = lnCa1Cia2C2a3C3···anCn 

Donde se conclui que f (al, a2, ... an)::: 

= Ca1C1a2C2···anCn ou 

a= Ca 1C1 a 2C2··· anCn 

Chegou-se, assim,à conclusão de que 
uma grandeza secundária qualquer pode ser ex­
pressa pelo produto de um coeficiente adimen­
sional por potências das grandezas pt±má:tias 
que a determinam, conforme queríamos demons 
trar. 

Em muitos casos, podem determinar-se 
diretamente pelo menos alguns dos expoentes 
das grandezas primárias. Em outros casos tais 
expoentes têm de ser determinados expermental 
mente. Em geral, a natureza do coeficiente C 
tem de ser determinada experimentalmente,pois, 
sendo adimensional, sobre ele nada nos forne~ 
ce a análise dimensional. 

Conforme a deduÇão torna evidente, a 
validade do teorema não depende da adoção de 
força, comprimento e tempo como sendo os fato 
res al, ... , an. Na realidade, pode-se expr~ 
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u. em termos de quaisquer combinações adequadas 
de grandezas primárias, pelo teorema de Bridg­
man. Por exemplo, se a for a distância que um 
corpo em queda livre percorre a partir do re­
pouso, poder-se-á exprimir a em termos de ace­
leração da gravidade (g) e da duração da queda 
(t) como 

s = pgCl tC2 ou, em termos de velocidade-limi­
te e g, como s = cvCl gC2. 

Notar-se-á que chamamos as grandezas 
a 1 , a 2 , ••• ,an de primárias para distingui-las 
do que viemos chamando de grandezas fundamen­
tais. 

2.5.1 -Exemplos de aplicações do 
teorema de Bridgman 

a) Suponhamos que se queira determi­
nar a forma da relação entre a dist~ncia per­
corrida na vertical por um corpo em queda li­
vre, no vácuo, a partir do repouso, e a acele­
ração da gravidade e a duração da queda. 

O teorema de Bridgman nos autoriza a 
escrever: s = cgCl tC2. Trata-se de determinar 
os valores dos expoentes c 1 e c 2 pela análise 
dimensional. Sendo C adimensional, seu valor 
só poderá ser determinado experimentalmente. 

Para tal fim, escrevamos as expres­
sões dimensionais de s, g e t. 

Temos: 
[s] = L 

[g] = LT- 2 

[t] = T 

Substituamos as grandezas, na expres 
são fornecida pelo teorema de Bridgman, pelas 
respectivas expressões adimensionais.Resultará: 
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Desenvolvendo as potenciações indicadas, fica: 

L = LCl T-2c1 TC2 

Agrupando as diferentes potências das 
grandezas fundamentais, obtém-se: 

L = LCl T-2c1+C2 

mesmas 

Igualando, para os dois membros desta equação, 
os expoentes das mesmas grandezas fundamentais, 
resulta: 

C = 2C = 2 2 1 

Assim ficaram determinados os valores dos ex­
poentes C1 e C2 e temos s = Cgt2. O teorema de 
Bridgman nos conduziu pois à conclusão de que 
a distância vertical percorrida por um corpo 
em queda livre, no vácuo, a partir do repouso, 
é proporcional à aceleração da gravidade e ao 
quadrado da duração da queda. Ensaios adequad~ 
mente conduzidos permitiriam achar o valor 
1/2 para o coeficiente C e resultaria a expres 
são final s = 1/2 gt2. -

b) Suponhamos agora que se deseje ex 
primir a distância vertical (1) percorrida por 
um corpo em queda livre, no vácuo e a partir 
do repouso, em funcão do peso (W), do tempo(T) 
e da aceleração da~gravidade (g). Teríamos s = 
= cgCl wc2 tC3. A marcha a seguir é sempre a 
mesma. Escrevemos 

[s] = L 

[g] = LT-2 

[w] = MLT-2 

[t] = T 
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Substituímos na expressao fornecida 
pelo teorema de Bridgman: 

L= (LT-z)Cl (MLT-2)C2 TCg 

Desenvolvemos as potências: 

L = LCÍ T- 2Cl MC2 T- 2C2 TC3 

Agrupamos as potências das mesmas u-
nidades fundamentais: 

L = LCl +C2 MC2 T- 2Cl - 2c2 + C3 

e igualamos os expoentes de cada uma das gran­
dezas fundamentais nos dois membros da equação: 

cl + c2 = 1 

c2 = o 

-2C - 2c2 + c3 = o 1 

Se Cz = O, de C1 + C2 = 1, trata-se 
C1 = 1 e, levando estes valores à terceira e­
quação, tira-se c 3 = 2C 1 + 2C 2 = 2. Conclui-se 
que c 2 (o expoente do peso) é igual a O ou, em 
outras palavras, que a distância procurada é 
independente do peso do corpo, que cai, sendo 
dada por s = CgT 2 • 

Se, em aplicação do teorema de Bri­
dgman, omite-se uma das grandezas primárias de 
que a grandeza secundária depende, todos as ex­
poentes podem (embora não necessariamente) anu 
lar-se ou uma inequação pode aparecer ao se i= 
gualarem as dimensões membro a membro. 

c) Se se supusesse que a distância 
percorrida por um corpo em queda livre, no vá­
cuo e a partir do repouso, só depende da dura­
ção da queda, escrever-se-ia s = eTC e, dimen­
sionalmente, L = Te o que acarretaria o apare­
cimento de: 

1 =O (o que é uma inequação~ isto é,um absur­
do) 

c - o 
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A primeira das duas equações acima 
mostraria que o racioc!nio de partida continha 
erro e a segunda equação o confirmaria,pois e~ 
tá em contradição com o que se admitiu inicial 
mente. 

2.5.2- Nesta altura ji se pode vislumbrar 
o seguinte fato: 

A análise dimensional não pode ser 
considerada como uma chave mágica que nos per­
mita estabelecer equações em qualquer assunto, 
sem que precisemos estudá-lo e conhecê-lo in­
trinsecamente. SÓ se pode aplicar o teore~a de 
Bridgman a grandezas entre as quais há alguma 
razão _t;eórica ou experimental para admitir-se 
que exista uma relação. Veremos oportunamente 
como se podem formular absurdos, sem qualquer 
realidade física, de maneira aparentemente ir­
repreensível do ponto de vista da análise di­
mensional. 

O passo realmente dificil, na aplica 
ção do teorema de Bridgman, é o primeiro a ser 
dado: a identificação correta das grandezaspL1 
márias. Se algum erro for cometido neste pri­
meiro passo, há casos, conforme dois acima vis 
tos, em que a análise dimensional permite de= 
tectá-los. Nem sempre, porém, tal coisa aconte 
ce. 

2.5.3 - A limitação do teorema de Bridgman 

O teorema em questão só permite de­
terminar inteiramente os valores dos expoentes 
incógnitas quando o número de tais incógnitasé 
igual ao número de equações independentes de 
condição a que podemos recorrer. Se o número 
de incógnitas for maior que o número de equa­
ções de condição, nem todos os expoentes pode­
rão ser deterrninatlos por via meramente dimen-
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sional. Ainda neste caso, porém, a análise di­
mensional é Útil porque ela nos permite agru­
par os expoentes desconhecidos de modo a guiar 
e facilitar o trabalho experimental que poderá 
determiná-los. 

a) Suponhamos que se queira determi­
nar a forma da relacão entre a distância verti 
cal percorrida em queda livre por um corpo, no 
vácuo, que cai com uma velocidade inicial v0 , 
a aceleração da gravidade e a duração da qued~ 

Ter-se-á: 

Escrevemos as expressoes dimensionais: 

[s] = L 

[~ = LT-2 

[~ = LT-1 

[t] = T 

O que conduz a 

L = (LT-2)Cl (LT-l)C2 TC3 ou 

L = LC1+C2 T-2c1-c2+c 3 

Temos três incógnitas a determinar 
por via dimensional (Cl,C2,C3), mas dispomos oo 
apenas duas equações de condição: 

C1 + C2 = 1 

- 2c1 - c 2 + c 3 = o 
t - ~ ~ Nao sera poss1vel, em caso como est~ 

determinar por via dimensional os valores de 
todos os expoentes. O caminho a seguir, a fim 
de guiar e facilitar o trabalho experimentalqE 
será necessário, consiste neste caso em expri­
mir duas das incógnitas em função da terceira, 
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considerada como se fosse uma constante. Expri 
roamos C2 e C3 em função de C1: 

c2 = 1 - c1 

C 3 = C 2 + 2C l = 1 - C l + 2 C l = 1 + C l 

Substituindo em (1), c2 e C3porsuas 
expressoes em função de c1, resulta: 

S = C v 0 t (.9,!:)Cl 
v o 

Ensaios adequadamente conduzidos re­
velariam que c1 = 1 e C = 1 + Vo . Levando a 

2 gt 
(2) esta expressão de c, resultaria a expres­
sao final 

s = v0 t + 1 gt2 2 

A vantagem do procedimento acima ex­
posto reside em ter diminuído o número de pa­
râmetros a determinar experimentalmente. Em(l) 
havia 4 incógnitas a determinar: C,C1,C2,C3. 

Em (2) tinham-se reduzido às duas in 
cógni tas a determinar experimentalmente: C e Cl. 

b) Consideremos agora o caso em que 
o número das incógnitas a determinar, na ex­
pressão resultante da aplicação do teorema de 
Bridgman, supera em mais de 1 o número das e­
quações de condição. 

Suponh~mos que se queira determinar 
a forma da relacao entre a distância vertical 
percorrida em q~eda livre por um corpo esféri­
co que cai, com uma velocidade inicial v, não 
no vácuo, mas em um meio fluido caracterizado 
por uma determinada massa específica e um de­
terminado coeficiente de viscosidade dinâmica. 
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Temos s = f (g,v,t,m,d,p,]J) (1) onde 
~ 

distância vertical procurada s e a 
~ 

aceleração da gravidade !l e a 
~ 

velocidade inicial v e a 
t 

~ 

duração da queda e a 
~ 

do m e a massa corpo 
d e o diâmetro do corpo 

~ 

específica do meio fluido p e a massa .. 
coeficiente de viscosidade dinâmica . l.! e o 

O teorema de Bridgman nos permite es 
crever: 

onde, além do coeficiente c, temos sete incó­
gnitas a determinar. Entretanto, só dispomos de 
três equações de cond~ção, cada uma das quais 
corresponde às dimensões de uma das três gran­
dezas fundamentais L, M, T. Substituindo em(l) 
cada grandeza por sua expressão dimensional em 
L,M,T, resulta: 

L=(LT-2)Cl(LT-l)C2 TC3 MC4 LC5 (ML-3)C6(ML-l 

T-l)C7 

Desenvolvendo as potenciações: 

L = LCl T-2Cl LC2 T-C2 TC3 MC4 LCS MC6 L-3C6 

MC7 L-C7 T-C7 

Agrupando as potências de mesma base: 

L = LCl + c2 + Cs - 3C6 - c7 MC4 + c6 + C7 

T-2Cl - C2 + C3 - C7 

Igualando membro a membro as dimen­
sões das três grandezas fundamentais nos dois 
membros da equação anterior, resultam as três 
equações de condição: 
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(2) 

(3) 

(4) 

Exprimamos três destas incógnitas, 
por exemplo, C1 , C2 , c 7 , em função das ou­
tras quatro C3, C4, Cs, C6. 

De (3) t!ra-se: C7 = C4- C6 (5). L~ 
vando esta expressao de C7 em (2) , vem: C1 +C 2 
t c5 - 3C 6 + C4 + c6 = 1 (5). De (4) e (5} ti~ 

ra-se C2'= -2Cl + C3 + C4 +C.§ (7). Subs~itu­
amos em (6) C2 por sua expressao na equaçao an 
terior: C1- 2Cl + C3 + C4 + Cs t Cs- 3C6··~ 
+ c4 + c6 = 1. 

Reduzindo os termos semelhante~ fica: 

-c 1 + C3 + 2C 4 + c 5 - c6 = 1, donde se tira ... 

c 1 = c 3 + 2c4 + c 5 - c 6- 1. 

Levando agora esta expressão de C1 em 
(7) e reduzindo os termos semelhantes, ·obtém,·· 
se: c 2 = -2C 3 - 4C4 - 2C 5 + 2C 6 + 2 + C3 .· •.. • 
+ c 4 + c 6 = -c 3 - 3C 4 - 2c 5 + 3C6 + 2 

As expressões finais são portanto: 

cl = c3 + 2C4 + Cs - c6 - 1 

c2 = -c3 .:.. 3C4 - 2c 5 + 3C6 + 2 

c7 = -c4 - c6 

que, substituídas em (1) , produzem: 

s = CgC 3+2C 4 +C 5 -C6-lv-C 3-3C 4 -2C 5+3C 6+2 

t c3 c4 dc 5 c 6 -c 4-c6 m P lJ 

Agrupando as potências de mesma base, 
resulta: 
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Das oito incógnitas iniciais reduziu 
-se a cinco (C,C3,C4,Cs,C6) o número de incó= 
gnitas a determinar experimentalmente. 

2.6 - EXERCÍCIOS 
~ 

1) Transformar uma velocidade de 7 pes 
por segundo (7ft/s) em anos-luz por minuto. 

2) Determinar, por análise dimensional, 
a forma da relação entre a velocidade do som 
(C) em um fluido, em determinado estado, a pres 
são (p) e a massa especifica do fluido (p}. -

3) Um ponto (sem massa) se move em tra­
jetória circular de raio r com velocidade cons 
tante v. Estabelecer por análise dimensional,a 
equaçãÕ básica para a aceleração normal de tal 
ponto. 

4) Determinar, por análise dimensional, 
a expressão da energia cinética de uma massa m 
que se desloca à velocidade ~· 

5) Uma esfera maciça e homogênea de diâ 
metro d e massa m gira, sem atrito, em torno 
de eixo horizontãl, que passa por seu centro, 
com velocidade angular w. Deduzir, por análise 
dimensional, a expressãõ da potência necessá­
ria para trazer tal esfera ao repouso. 

6) Determinar, por análise dimensional, 
a expressão do trabalho necessário para a mes­
:rna finalidade. 
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7) Desenvolver, por análise dimensionaL 
uma expressão para a força total (F) desenvol­
vida quando a massa m, à velocidade ~' se cho­
ca com objeto perfeitamente rígido. 

8) Determinar, por análise dimensional, 
a forma da relacão entre a vazão (Q) sobre um 
vertedor, a carga h e a aceleração da gravida­
de. Supõe-se desprezível a velocidade de chega 
da. -



6 - Configuração de eros.!lío a jusante de sangrador 



3 - ESTABELECIMENTO 
DAS EQUAÇÕES DE PREVISÃO 

3.1 -Nunca será demais ressaltar a 
importância de equações precisas,deprevisão em 
qualquer campo de Engenharia" Constituem os 
instrumentos que, complementados pelo julgamen 
to e pela experiência do engenheiro, tornarn=­
lhe possível projetar estruturas e máquinas" 

Dispõe-se de dois métodos para esta­
belecer equações de previsão: o método experi­
mental e o analítico. O primeiro consiste em 
estabelecer, por meio de observações e medidas 
cuidadosas, o efeito das variáveis pertinentes 
sobre os valores da grandeza a serem previsto.s. 
O outro método consiste em aplicar leis .natu­
rais gerais, pertinentes ao problema, a fim de 
estabelecer relações entre as variáveis que in 
teressam. As leis naturais assim utilizadas são 
simplesmente generalizações de dados colhidos 
por observação e medição. A qualificação de e~ 
perimental e analitico para tais métodos é, de 
certo modo, convencional. O método dito experi 
mental envolve análise e o dito analitico exi 
ge ensaios para confirmação ou comprovação. A 
diferença está em que , no primeiro, é a pró­
pria experiência que estabelece a forma da re­
lação de previsão, enquanto no segundo,tal for 
ma se estabelece por via analitica e se recor­
re ~ experiência apenas em uma segunda etapa, 
para verificação ou comprovação. 
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Na lição precedente mostrou-se que a 
análise dimensional pode estabelecer a forma 
geral da equação de previsão para qualquer fe­
nômeno físico. Entretanto, a técnica que se en 
sinou, constituída pelo teorema de Bridgman-; 
não permite avaliação direta do coeficiente C 
e, quando o número de expoentes a determinar~ 
P'?:ra o número de equações de condição, nem se­
quer permite determinar os valores de todos os 
expoentes. Torna-se portanto necessário recor­
rer a ensaios a fim de completar a solucão e 
determinar a equação de previsão. , 

Há três procedimentos possíveis a se 
guir. 

Desenvolver-se-á cada um deles apli­
cando-o ao problema já apresentado da queda li 
vre de um corpo no vácuo, com uma velocidade I 
nicial vo. Em qualquer destes prbcessos, a pri 
meira etapa é sempre a mesma e consiste em i= 
dentificar as variáveis que interessam. Esta e 
tapa é de muito a mais importante porque a prÕ 
pria validade dos resultados depende da exati= 
dão com que se selecionam as variáveis a cons! 
derar. 

a) No primeiro processo exprime-se a 
grandeza secundária como função das gràndezas 
primárias: 

s = f (vo,t,g) 

A seguir fazem-se observações a esmo 
das variáveis e comparam-se os valores da gran 
deza secundária (s) com os valores das grande 
zas primárias controláveis (v0 ,t) ou traduz-se 
graf!camente a variação de §. em função da va­
riaçao de v0 ,t. Embora se tenha usado tal pro­
cesso não-sistemático no estabelecimento de vá 
rias equações de uso corrente, conforme exem­
plos já vistos em hidráulica de fundo fixo e de 
fundo móvel, pode-se ser conduzido, ao proce­
der assim, a falsas conclusões e a desperdiçar 
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tempo. Ademais, a determinação de equações de 
previsão pode tornar-se muito laboriosa com 
mais de três variáveis independentes. Por es­
tes motivos a acumulação de dados ao acaso nun 
ca é recomendável. 

b) No segundo processo desenvolve-se 
por análise dimensional a relação entre as va­
riáveis e se chega a uma expressão da forma 

Nesta forma há quatro incógnitas: C, 
Cl, C2, C3. Pode-se fazer uma série de observ~ 
çoes ao acaso, medindo s, v, t. Substituem-se 
quatro conjuntos 'de valÕres na equação ante­
rior e elimina-se C entre as equacões por divi 
são. Uma vez que os expoentes são"constantes,­
pode-se determiná-los a partir destas três e­
quações resultantes. Uma vez que C é um fator 
adimensional, mas não necessariamente urna cons 
tante, não é necessariamente determinávela par 
tir de aualquer uma das auatro equacões obti~ 
das por-substituição dos-valores ex~erimentais. 
Deve-se avaliar o"c por substituições sucessi­
vas de valores experimentais ou pelo traçado 
de um gráfico. Isto pode apresentar algumas di 
ficuldades quando c é uma função de todas as 
grandezas primárias. Um aperfeiçoamento possi­
vel consiste em sistematizar a coleta de dados 
mantendo todas as grandezas primárias, menos 
urna, constante e em variar esta Última a fim 
de estudar seus efeitos na grandeza secundá­
ria. A seguir varia-se outra grandeza primária 
e assim sucessivamente. Um processo mais con­
veniente é o que passamos a expor. 

c) Em geral, um meio mais satisfató­
rio de avaliar C e os expoentes consisteernco~ 
tinuar a aplicação da análise dimensional além 
da forma obtida na equacão (1) de modo a obter 
uma equação do tipo indicado no exemplo em que 
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mostramos a aplicação do teorema de Bridgman, 
caso em que o número de expoentes a determinar 
excede o número de equações disponíveis de con 
dição. Se dividirmos ambos os membros de (l) 
pela grandeza que multiplica C e os termos ele 
vados ao expoente desconhecido, resulta uma e­
quação da forma 

s --=c v0 t 
( 2) 

Medindo valores de s, ~e ! e com g conheci­
do, reduz-se a dois-o numero de incÕgnitas(C e 
CJ). 

Assim, a continuação da aplicação da 
análise dimensional, de modo a transformar (l) 
em (2), elimina duas incógnitas e reduz apre­
ciavelmente o trabalho experimental. 

Se o C for uma constante, bastarão 
dois conjuntos de medidas para determinar C e 
c 1 : Se, no caso geral, C não é constante, mas 
sim uma função das grandezas primárias, tem-se 
de fazer uma série de medições. A partir des­
tas, determinam-se valores de s/v0 t e traça-se 
o gráfico qpe traduz sua variação em funçao de 
gt/v0 como abscissa. A curva resultante forne­
ce ao mesmo tempo C e C1. No caso em considera 
ção, de queda livre, os dados experimentais se 
dispõem segundo uma reta e se pode determinar 
facilmente a equação de tal reta. Se os dados 
não fornec~m uma reta, e sim uma curva cont1-
nua, determinam-se valores de C e Cj substi­
tuindo ordenadas e abscissas para dois pontos 
representativos e resolvendo a equação.Pode-se 
verificar a precisão de tais valores recalcu­
lando outras coordenadas da equação resultante 
e comparando~as com os valores medidos. Se a 
curva passar pela origem ou for assíntota dos 
eixos coordenados, podem determinar-se facil­
mente valores de C e C1 em gráfico logarítmico. 
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3.2 - Já conhecemos a limitação do 
teorema de Bridgman. Veremos agora que a análi 
se dimensional possui um instrumento mais pode 
roso para estabelecer equaçÕes de previsão.Tr~ 
ta-se do teorema de Buckingham, também conheci 
do por "teorema dos '1T

11
• Além do estabelecimen=­

to de equações de previsão, este teorema é mui 
to fecundo em outra aplicação: a formulação de 
condições de semelhança a serem obedeciuas por 
modelos físicos. 

3.3 - Teorema de Buckingham 

Suponhamos que um fenômeno físico 
qualquer se rege por uma relação entre n ~ran­
dezas, cada uma das quais tem uma expressao di 
mensional em termos de E grandezas fundamentffi& 
O teorema de Buckingham nos diz que se poderá 
exprimir tal fenômeno por uma relação entre 
n-p grandezas adimensionais e independentes en 
tre si. 

Se se tratar de grandezas puramente 
mecânicas, p = 3. Tratando-se de grandezas pu­
ramente cinemáticas, grandezas em cujas expres 
sões dimensionais a massa ou a força não figu 
ra, p = 2. Tratando-se de um fenômeno térmico 
ou elétrico, p = 4. No caso de um fenômeno ter 
moelétrico, p = S. Se o fenômeno envolve uma 
relação entre n grandezas, a1, a2, a3, ... , an, 
teremos 

f(al, a 2 , a 3 , ... ,an} =O em forma implícita 

a1 = ~ (a 2 , a 3 , ..• , an) em forma explícita 

O teorema de Buckingham nos diz que 
se poderá escrever; 

'1T2r '1T3,•••1 '1T ) n-p 
= O em forma impJíci ta 
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Como o fenômeno se traduz por rela­
ção entre n grandezas, sabemos pelo teorema de 
Bridgman que se poderá escrever 

Dividindo ambos os membros desta Úl­
tima equaçao por a 1 , resulta; 

Chamando de c 1 o expoente -1 de a 1 , 
resulta a expressão do teorema de Bridgman, em 
forma implicita: 

an Cn = 1 (3) 

a partir do qual se demonstra o teorema de 
Buckingham. 

Com efeito, escrevamos, em forma ge­
neralizada, a expressão dimensional de qual­
quer dos a em termos das E grandezas fundamen­
tais. 

Ter-se-á: 

( 4) 

onde x 1 i é o expoente da primeira grandeza fun 
damental (d 1 ) na expressão dimensional da gran 
deza ai, e assim por diante. -

Substituindo em (3) as grandezas ai 
pelas respectivas expressões dimensionais em 
termos das E grandezas fundamentais, resulta: 

C ( d 1 X 1 1 d 2 X 2 l • • • dp Xp 1 ) C 1 

(dlxl2 d2x22 ••• dpxP2)~?. (dlxlnd2x2n ••• dpxPX)Cn= 

= 1 
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Efetuando as potenciações e agrupan­
do as potências de mesma base, ter-se-á: 

cd
1
Clxll+C2x12+ ... +Cnxln d

2
C1x21+C2x22+ ..• + 

"'CnXzn ... dpclxpl+ C;,xP2+ •.. +cnxp2 = 1 

A homogeneidade dimensional dos dois 
membros desta última equação nos fornece E e­
quaç~es de condiçªo c~m ~ incógnitas. As E e­
quaçoes de condiçao sao: 

As n_incógnitas são os expoentes Ci 
que, nas equaçoes acima, têm como coeficientes 
as dimensões x. Quaisquer E incógnitas podem 
ser expressas em função das restantes (n-p) in 
cógnitas, desde que o determinante formado pe­
los coeficientes das E incógnitas escolhidas~ 
ja diferente de zero. Em outras palavras, se 
tratarmos as (n-p) incógnitas restantes como 
se fossem constantes, as E equações resultan­
tes devem ser independentes e~tre si. 

Portanto, E dos expoentes na equação 
(3) podem ser expressos em função dos (n - p) 
expoentes restantes. 

Os termos de mesmos expoentes podem 
ser agrupados e cada grupo resultante será ad! 
mensional porque cada expoente deve satisfazer 
às equações simultâneas baseadas na homogenei­
dade dimensiona!. Uma vez gue o termo em C po­
de ser uma funçao das variaveis em causa, a e­
quação resultante da substituição em (1) sera 
da forma: 
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F ( '1T 1 1 '1T 2 1 '1T 3 1 • • • 1 '1T n -p) = O 

onde os '1T são~ grandezas adimensionais resul­
tantes. A Única restrição imposta aos '1T é que 
sejam adimensionais e independentes entre si. 

3.3. 1 -Aprender-se-á a maneira prá­
tica de armar os parâmetros adimensionais (os 
n) ao ver a aplicação prática do teorema de 
Buckingham às grandezas que intervêm no caso 
mais geral de escoamento de um fluido. Em se­
guida, aplicaremos o mesmo teorema a um fenôm~ 
no de hidráulica de fundo fixo, o escoamento 
sobre um vertedor, e a um fenômeno de hidráuli 
ca de fundo móvel, a forma2ão de perfil de e= 
quilÍbrio de praia pela açao das ondas do mar. 

3.3.2 -Apliquemos o teorema de Buc 
kingham ao caso mais geral de escoamento de um 
fluido, tendo a gravidade como força motriz. 

Considerado de um ponto de vista mais 
geral, pode-se dizer que qualquer problema de 
mecânica de fluidos consiste essencialmente em 
prever pressões ou velocidades no seio de uma 
massa fluida em movimento. Estas duas espécies 
de grandezas se ligam entre si por relações e­
nergéticas como o teorema de Bernoui.lli ou o 
princípio da conservação das quantidades de mo 
vimento. 

Bm geral as grandezas, a consi~erar 
em problemas de escoamento de fluidos, sao as 
seguintes: 

-p = pressoes; 
v = velocidades; 
l = uma característica geométrica longitudinaL 

por exemplo, o comprimento de um conduto 
forçado ou de canal; 

À = uma característica geométrica transversal, 
como diâmetro de um conduto forçado de se­
ção transversal_circular ou o raio hidráu­
lico de uma seçao de canal; 
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- uma característica geométrica das irregula 
ridades nas paredes sólidas que delimitam­
o escoamento, por exemplo, uma altura mé­
dia de asperezas; 

p = a massa específica do fluido em escoamento; 
~ = o coeficiente de viscosidade dinâmica do 

fluido em escoamento; 
a = o coeficiente de tensão superficial do fll.!!:_ 

do; 
s = o coeficiente de compressibilidade volumé­

trica do fluido; 
g = a aceleração da gravidade. 

Constata-se que precisamos de grande 
zas caracterizando a dinâmica do escoamento 
(p,v,g), sua geometria (l, A, n) e a natureza 
do f 1 ui do ( p , ~ , a, s) . 

Podemos então escrever que o c as o mais 
geral de escoamento de fluido, tendo a gravi­
dade como força motriz, se rege por uma rela­
ção do tipo: 

f (p,v,l,A,n,p,~,a,s,g) = O 

Temos dez grandezas a cánsiderar. 
Suas expressões dimensionais envolvem três grag 
dezas fundamentais (M, Lt,T). O teorema de 
Buckingham nos leva a prever sete grandezas a­
dimensionais e independentes entre si (10-3=7) 
para exprimir a mesma relação. Ter-se-á: 

Precisamos determinar cada um dos ~. 

Em primeiro lugar, escrevamos 
pressão dimension~l de cada uma das dez 
zas em consideraçao. 

[ p J = ML- 1 T- 2 

[v] = LT- 1 

[l] = L 

[A] = L 
[n] = L 

[P] = 
UFRGS 

BIBLIOTECA I P H 

a ex­
grand~ 
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c~J = 

[cr] = 

Aplicando o teorema de Bridgman, em 
forma implícita, às grandezas consideradas, te 
~ r1amos: 

Substituindo-se cada uma das grande­
zas nesta equação, pela respectiva expressão 
dimensional, resultaria: 

(ML-IT-2)Cl(LT-l)C2LC3LC4LCs(ML-3)C6 

(ML-IT-l)C7(ML-2)Ca(ML-IT-2)Cg(LT-2)Clo = 1 

Desenvolvendo as potenciações, vem: 

MClL-C2T-2ClLC2T-C2LC3LC4LCsMC6L-3C6MC7L-.ç7x 

T-C7MCaT-2CaMCgL-CgT-2CgLCloT-2Cio = 1 

Agrupando as grandezas fundamentais, 
fica: 

MC 1 +C 6 +C 7~C 8+C 9 L-C 1 +C 2 +C 3 +C 4+C 5 -3C 6 -C 7 -C 9 +C 10 
T-2C 1-C 2-C 7-2c 8-2C 9-2C 10 = 1 

Exprimindo a homogeneidade dimensio­
nal dos dois membros da Última equação, resul­
tam as três equações de condição: 

C1+C 6+C 7+C 8+C 9 = O 

-C 1+C 2+C 3+C 4+C 5-3C 6-C 7-C 8+C 10 = O 

2C 1+C 2+C 7+2C 8+2Cg+2C 10 = O 
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Temos dez incógnitas e três equações 
de condição. 

Podemos escolher três incógnitas e 
exprimi-las em função das sete restantes, con­
sideradas como se fossem constantes, desde que 
o determinante formado pelos coeficientes das 
incógnitas escolhidas seja diferente de zero. 

Escolhamos as incÓgnitas C2,C3, C~ 
Podemos fazê-lo porque o determinante formado 
pelos coeficientes respectivos é diferente de 
zero. Com efeito: 

o o 1 

1 1 -3 

1 o o 
= 1 1 

1 o 
= -1 'I o 

Armam-se os 7 parâmetros adimensio­
nais ( 1T) a'tribuindo valores arbitrários às in­
cógnitas tratadas como constantes, substituin­
do tais valores nas equações de condição e de­
terminando os respectivos valores das incógni­
tas escolhidas. 

TÍnhamos escolhido c 2 ,c 3 ,c 6 • Atribui 
remos valores arbitrários a Ct,C4,Cs,C7,Cs,Cg, 
C1o· Façamos primeiramente C1 = 1 e C4=Cs=C7 = 
=C 8=c 9 =C 1o = O. Levando tais valores às equa­
ções de condição, vem: 

1 + c6 = o 
-1 + c 2 + c 3 - 3c 6 = o 
2 + c2 = o 
A solução deste sistema nos dá: 

c6 = -1 

G2 = -2 

c3 = o 
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Atribuindo tais valores, 
c 1 = 1, aos expoentes das grandezas 
vas, resulta o primeiro TI. Temos 

Til=~ p v 

inclusive 
respecti-

Façamos agora C4 = 1 e C1 = C5=C7 = 
= c 8 = c9 = c10 = o. 

-Levando estes valores as eq~açoes de 
condição resulta o sistema• 

c6 = o 
c2 + c3 + 1 - 3c6 = o 
c2 = o 

cuja solução é: C2 = O c 3 = -1 c 6 = O. Levando 
estes valores, inclusive c 4 = 1, aos expoen­
tes, resulta o seguinte TI: 

À 
TI2 = Q, 

Façamos C 5 = 1 e C 1 = C 4 = C 7 = C 9 = C 9 = C 1 o = O 

Ficaremos com o sistema: 

c6 = o 
c2 + c3 + 1 = o 
c2 = o 

cuja solução 
.. c2 O, c3 -1, c6 o e: = = = 

o terceiro 
.. rt 

TI ser a 1f3 = 
~ 

Fazendo C 7 = 1 e C 1 = C 4 = C 5 = C 8 = C 9 = C 1 0 = O, r~ 

sul ta: 



c6 + 1 = o 
c 2 + c 3 - 3c 6 - 1 = o 
c2 + 1 = o 
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cuja solucão é: c 2 = -1, c 3 = -1, c 6 = -1. O 
quarto 7T será: 

= _ll_ 
pve 

Fazendo Cs = 1 e C1 = C4= Cs = C7 = Cg = C1o=O, 

resulta: 

c6 + 1 = o 
c 2 + c 3 -3c 6 = o 
c2 + 2 = o 

cuja solucão é: c 2 = -2, c 3 = -1, c 6 =-1. o quig 
to n serái 

o 
ns = -­

p.v2i 

Fazendo Cg = 1 e C1=C4=C 5=c7=Cs=Cg=C1o = O, re 
sul ta: 

c6 + 1 = o 
c 2 + c 3 - 3c 6 - 1 = o 
c2 + 2 = o 

cuj~ solução é: C2=-2,_Ç3= O, c 6 = -1. O sexto n 
ser a: 

Fazendo, finalmente, C1o=l e C1=C4=Cs=C7=Cs= 

c9 == O, resulta: 

c6 = o 
c2 + c 3 - 3c6 + 1 = o 
c2 + 2 = o 
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cuj~ solução é: C2=-2, C3=l, C6=0. O sétimo ~ 
sera: 

TI7 - 9.!_ - v2 

Em forma implícita, o teorema de Buckingharn 
nos forneceu portanto 

F ( P À n l.l o e: g t) = o 
~' "'i' "'i' pvi' pv2i' v2' V2" 

Em forma explícita, 

(1.. .!L _l.l_ a e: 
t' t' pvt' pv2i' pv2' 

Desde que estes parâmetros permane­
çam adirnensionais e independentes entre si, po 
demos fazer com qualquer deles qualquer trans= 
formação, por exemplo, invertê-los, elevá-losa 
qualquer potência inteira ou fracionária, etc. 
Apenas a forma da relação mudaria, mas qual­
quer das formas, assim obtidas, seria válida. 
Podemos então transformar a função acima na 
seguinte: 

p À n e v R. pv 2 t v v 
pV"2 = 'i'2 ("'i, "'i' l.l ' a ' le:' /gJI,) 

Vários dos parâmetros adirnensionais, 
que figuram na Última expressão, têm nomes par 
ticulares e significação física própria que ve 
remos posteriormente. 

O parâmetro pvt = 1i\ é o chamado nú 
]J 

mero de Reynolds e exprime urna razão entre for 
ças de inércia e forças de viscosidade. 

O parâmetro _y_ = f+ é o chamado nú 
. /gJI, - -

mero de Froude e exprl!ne urna razao entre for-
ças de inércia e forças de gravidade. Na Fran­
ça muitas vezes se encontra o nome de número 
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de Reech para o mesmo parâmetro e há quem dê o 
nome de número de Boussinesq ao quadrado do n§ 
mero de Froude (V2/~g). 

~ 

numero 
ças de 

o parâmetro pv2 ~/cr = 'WI é o chamado 
de Weber e exprime urna razão entre for­
inércia e forças de tensão superficial. 

Finalmente, o parâmetro vjl~ = H é 

o chamado número de Mach. Exprime urnaErazão en 
tre forças de inércia e forças de compressibi= 
lidade. 

Na realidade, o fator lc/e é a velo­
cidade do som no estado, no sentido termodinâ­
mico da palavra, em que se encontra o fluido.O 
número de Mach é pois a razão entre uma veloci 
dade característica do fluido e a velocidade 
do som no fluido para o estado em que se encon 
tra. Dá-se o nome de número de Cauchy ao qua­
drado do número de Mach. 

Podemos então escrever,sób ainda ou­
tra forma, a relação que liga as grandezas a 
considerar no caso mais geral de escoamento de 
um fluido. Teremos: 

p = F (~ !l 1il f+ , 'W , fM1 ) pV7 ~, ~, , 

Em outras palavras, a função que re­
ge o caso mais geral de escoamento de fluido 
é uma relação entre um termo adimensional, en­
globando a pressão e a velocidade, as caracte­
rísticas geométricas do escoamento e os núme­
ros de Reynolds, Froude, Weber e Mach. 

3.3.3 - Significado f1sico destes 
numeras adimensionais 

Cada um destes números adimensionais 
é respectivamente igual a uma razão entre for­
ças de inércia e forças de viscosidade, de gra 
vidade, de tensão superficial e de compressibi 
lidade, atuando sobre um elemento infinitesi= 
mal de fluido, conforme passamos a demonstrar. 
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a) A fim de estabelecer a significa­
ção fÍsica do número de Reynolds, consideremos 
o comprimento d~ de um elemento de conduto for 
çado de raio ~-.-Consideremos duas superfícies 
fluidas, cilÍndricas, concêntricas com o condu 
to forçado e distante de dr uma da outra.A ma~ 
sa fluida contida entre estas superfícies con 
cêntricas está sujeita a uma força de viscosi= 
dade F 1 = Scx27T rd~, na face mais próxima do 
centro do conduto,ea uma força de viscosidade 
F 2 ~ Se x 2~ (r + dr) d~, na face mais distan­
te. Se é a tensão de cisalhamento despertada 
pela viscosidade e dada por: 

dv 
= l.l dr. 

~ resultante das forças de viscosidade, agindo 
sobre o volume elementar delimitado pelas duas 
superfÍcies concêntricas em questão será: 

Fv = F2 - F4 = 27T Se (r+dr) d~ - 2 1r Scrd~ = 

= 2 TI Scdrd~ ou 

dv 
Fv = l.ldr x 2TI dr d~ = 2 7Tl.l dvd~ 

Por outro lado, a força de inércia do mesmo vo 
lume elementar será: 

Fi= mjr = p7r[(r+dr) 2 R2]dR, ~ = p1r x2rdrvdv = 

= 2Tip rdvdr. 

Tomando a razão entre a força de inércia e a 
força de viscosidade, que atuam sobre o volume 
elementar considerado, vem: 

fi = 21rp rvdvdr 
Fv 27Tl.l dvdR, 
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que, do ponto de vista dimensional, é idêntica 
a pvr/~. Esta razão é precisamente o número de 
Reynolds aplicado a escoamento em conduto for­
çado de seção transversal circular, tomando-se 
para parâmetro geométrico daquele número o raio 
da seção. Constata-se, pois, que o número de 
Reynolds exprime a razão entre a força de inéE 
cia e a força de viscosidade que atuam sobre 
um elemento de fluido. Pode-se, portanto,tomar 
o valor do número de Reynolds em um dado escoa 
mento, isto é, um escoamento de dada geometria 
e de um fluido de dada natureza, como um Índi­
ce da maior ou menor importância das forças de 
viscosidade em face das forças de inércia. 

b) Consideremos agora um volume ele­
mentar de fluid~, de arestas dx, ~' dz,em qu~ 
da livre sob açao de seu próprio peso. O peso 
deste volume elementar ou, em outras palavras, 
a força de gravidade que sobre ele atua, é: 

Fg = pg dx dy dz 

A força de inércia, atuando sobre o 
mesmo volume, é: 

dv 
Fi = pdxdydz dt 

dz = pdx dy dt dv = pvdxdydv 

A razão entre a força de inércia e a 
força de gravidade presentes será: 

Ki_ = pvdxdydv 
Fg pgdxdydz = vdv 

gdz 

que dimensionalmente é idêntica a v 2 

gt ' 

sendo R. uma dimensão geométrica característica 
do escoamento. Esta razão é o número de Froude 
que, portanto, se presta a ser usado como Índi 
ce de maior ou menor importância das forças de 
gravidade em face das forças de inércia prese~ 
tes em um escoamento. 
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c) Consideremos agora uu volume elenm 
tar fluido e esférico de raio !:· A força de teg 
são superficial, que tende a manter solidários 
os dois hemisférios desta esfera fluida elemen 
tar, é: 

Ft = 2TT rcr 

A força de inércia será, por sua vez, 
o produto da massa pela aceleração, isto é: 

F1· = p x ~ TTr3 dv 
3 dt 

que tem as mesmas dimensões de 

2 
Fi = 3 TTpr 2 v d v 

A razão entre força de inércia e for 
ça de tensão superficial terá as dimensões de7 

K.1. = pr2vdv 
Ft rcr 

que também terá as mesmas dimensões de 

K.i. = p r v2 
Ft a 

que é o número de Weber para a esfera elemen­
tar considerada. Constata-se que o número de 
Weber exprime uma razão entre forças de inér­
cia e forças de tensão superficial presentes 
em um escoamento. Seu valor pode, portanto,ser 
tomado como Índice da maior ou menor importân­
cia das forças de tensão superficial em face 
das forças de inércia presentes em um dado es­
coamento. 

d) Consideremos, finalmente, um vol~ 
me elementa~ dx, ~' dz submetido a uma _força 
de compressao representada por uma pressao · g 
que se aplica na face dx, ~· Tal força sera 
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pois: Fc = pdx dy. Suponhamos que o fluíUo não 
seja incompressível, mas que sofra uma varia­
ção volumétrica dv sob a pressão E· Ter-se-á 
também que 

dV 
p = EV' 

onde E: é um coeficiente de compressibilidade vo 
lumétrica, e chamando de e a variação volumé= 
trica unitária, isto é: 

dV 
v = e,_, 

podemos escrever: p = Ee. Portanto, a força de 
compressão será Fc = Eexdxdy. A força de inéE 
cia agindo sobre o mesmo volume elementar, que 
se desloca à velocidade de v, no mesmo sentido 
em que se aplica a força de-compressão, será: 

dv 
Fr = p dx dy dz dt = p dx dy vdv. 

A razao entre a força de inércia e a força de 
comeressao, que atuam sobre o volume elementar, 
ser a: 

Ii = p dx dy v d v 
Fc E e dx dy 

que dimensionalmente é idêntica a 

h= pv2 = ~ 
F c E e r::e/p 

Esta razão é o número de Cauchy. 

Tal número 
zão entre a força de 
nércia atuando sobre 
fluido em escoamento 
raiz quadrada 

é, portanto, igual à ra­
compressão e a força de i 
um volume elementar de um 
e pode servir, ou sua 

v 
lejp 

que é o número de Mach, como Índice da maior 
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ou menor importância das forças de compressib!_ 
lidade em face das forças de inérica presentes 
em um escoamentoo Conforme já se assinalou, o 
denominador do número de Mach, IEe/p, é a velo 
cidade do som no fluido, para o estado em que 
este se encontra. Por conseguinte, quando se 
diz que um avião a jato voou a Mach 1, isto 
significa que tal avião voou à velocidade do 
som. 

3.3.4 - Vejamos outras duas aplica­
ções práticas do teorema de Buckingham. 

Na primeira t.rataremos de um proble­
ma de hidráulica de fundo fixo: um escoamento 
sobre vertedorc Na outra abordaremos wn proble 
ma de fundo móvel: a forma2ão de perfil de e= 
quilibrio de praia pela açao das ondas. 

A análise dimensional apenas permite 
determinar os n - os parâmetros adimensionaEem 
que se traduzem as grandezas a considerar no 
fenômeno considerado. Somente ensaios sistemá­
ticos permitiriam estabelecer a forma da rela­
ção entre os n. Desde logo, porém,transparecem 
as vantagens de se colocar a busca experimen­
tal de uma lei fisica em termos adimensionais: 

a) o número de parâmetros a pesqui­
sar se reduz e as grandezas de mesma espécie a 
parecem agrupadas, o que por si só pode cons= 
ti tuir uma orientação para o trabalho experi- · 
mental; 

b) os valores a considerar para cada 
parâmetro adimensional (cada n) se tornam inde 
pendentes do tamanho abs.oluto do sistema f.Ísi= 
co a que se referem, o que é fundamental para 
o trabalho em modelo. 
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3.3"4. l -Aplicação do teorema de Buckingham a 
escoamento sobre um vertedor 

Suporemos o caso mais geral, em que 
se tenha de considerar a presença de forças de 
inércia, gravidade, viscosidade e tensão super 
ficial. SÓ admitiremos que o l!quido é incom= 
pressivel, o que acarretari na eliminação .do 
número de Mach. 

As grandezas a considerar são (com 
as respectivas expressões dimensionais em M,L, 
T) : 

[~J = L uma dimensão geométrica do vertedor, 
transversal ao sentido do escoamento; 

[d] -L uma dimensão geométrica vertical, ca­
racteristica do vertedor (1 e d defi­
nem a forma do vertedor, caracteristi 
ca do vertedor: retangular ou triangu 
lar, etc ••• ); -

[h] = L carga 

[o] = L 3T- 1 vazão 

[v J = LT- 1 velocidade de chegada a 
do vertedor; 

LT-2 aceleração da gravidade; 

montante 

[g] = 
[P] = 
c~J = 

ML-3 massa especifica do liquido; 

ML-1T-1 coeficiente de viscosidade dinâ 

[o] 
mica do liquido; 

= MT-2 coeficiente de tensão superficial 
do liquido. 

O fenômeno é, pois, regido por uma. 
relação f(1,d,h,Q,v,g,p,~,o) = O. Temos 9 grag 
dezas que se podem exprimir dimensionalmenteem 
termos de três grandezas fundamentais (M,L,T). 
Pelo t.eorema de Buckingham aquela relação pode 
ser substituída por outra que liga entre si 
9-3 = 6 parâmetros adimensionais e independen­
tes entre si: Ter-se-á: 
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Resta exprimir cada um dos 1r em função àés gra.!! 
dezas que interessam. 

A aplicação do teorema de Bridgman 
ao fenômeno nos fornece: 

c~c1dc2 hc3 0c4 vcs gc6 Pc7 ~ca ~9=l 

Substituindo nesta equação cada gra_!! 
deza por sua expressao dimensional em M, L, T, 
tem-se: 

Lcl Lc2 Lcg (L3T-l)c4(LT-l)c5(LT-2)c6(ML-3)c7 

(ML-1T-l)c8(MT-2)c9 = l 

Desenvolvendo as potenciações e agr~ 
pando as potências de mesma base vem: 

Lc1+c 2+c3+3c4+c 5+c 6-3c7-ca Mc 7+ca+c9 

Tc4-cs-2c 6-c 8-2c 9 = 1 

Escrevendo a homogeneidade adimensio 
nal dos dois membros da Última equação, em re= 
lação a cada uma das três grandezas fundamen­
tais, resultam as três equações de condição: 

c 7+ca+c9 = O 

Temos três equações e nove incógni­
tas. Podemos escolher três incógnitas e expri­
mi-las em função das outras seis, tratando es­
tas como se fossem constantes, desde que o de­
terminante das incógnitas escolhidas seja dif~ 
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rente de zero. Escolhamos c 3 ,c6 ,c 7 e atribua­
mos valores arbitrários às incógnitas restan­
tes (cl ,c 2 ,c 4 ,c 5 ,c 8 ,c·9 ):. , Podemos fazê-lo 
porque o determinante formado pelos coeficien­
tes de c 3 ,c6 ,c 7 é diferente de zero. Com efei­
to 

1 1 -3 

o o 
o 2 

1 

o 
-2 ~ o 

Façamos agora c 1 = 1 e c 2 = c 4 = c 5= 
= Cg = Cg = 0. 

Resulta o sistema de equaçoes: 

1 + c 3 + c 6 - 3c 7 = O 

C7 = 0 

2c 6 = O 

cuja solução é: 

-O primeiro ~ sera: 

R, 
~1 = h 

1 + c 3 + c 6 - 3c 7 = O 

c 7 = O 

2c 6 = O 

cuj~ solução é: c 3=-l, c 6=0, c7=0. O segundo ~ 
sera: 

d = h 
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c3 + 3 + cs - 3c 7 - o 
c7 = o 
1 + 2c 6 = o 

cuja solução é: c 3=-5/2, c 6=-l/2, c 7=0. O ter­
ceiro TI será: 

= 

c 3 + 1 + c 6 - 3c 7 = O 

c 7 = O 

1 + 2c 6 = O 

cuja solução é: c3=-l/2, c 6=-l/2,c7 = O. O~ .. 
to 'TT sera: 

v 
rcrh g 

c 3 + c 6 -3c 7 - 1 = O 

c 7 + 1 = O 

2c 6 + 1 = O 

cuja solução é: -c 3=-3/2, c 6=-l/2, c 7=-l. O 
quinto 1r será: 

v 



c3 + c 6 - 3c 7 = O 

c 7 + 1 = O 

2c 6 + 2 = O 
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cuj~ solução é: c3=-2, c 6=-l, c 7=-l. O sexto n 
sera: 

Um escoamento sobre vertedor se rege 
pois por urna relação que, em termos adirnensio­
nais mais gerais, tem a forma: 

]J C1 •. , --)'=o 
pgh2 

~ 

e Corno a incógnita, que se procura, 
geralmente a vazão, poder-se-ia escrever 
forma explÍcita: 

em 

Q (R, d v ]J C1 

lghS = F h' h; lgh' plgh3 ' pgh2) 

Não seria difícil mostrar, mediante 
algum trabalho algébrico, que 

]J C1 e 
p lgh 3 pgh2 

-sao formas particulares ou alternativas ("for-
mas mascaradas") respectivamente dos números 
de Reynolds e Weber. O parâmetro adimensional 
vjlgh é um número de Froude em que acarga cons 
titui o respectivo parâmetro geométrico. Por 
conseguinte, podemos escrever a expressão da 
vazão em um vertedor da seguinte maneira geral 
e adirnensional: 

_Q_ 

lgh5 
= f (~; ~f rt f 'IR f W' ) 
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3.3,4.2- Aplicação do teorema de Buckingham ao 
fenômeno da formação de perfil de 
e q u i l i b r i o de p r a i a pela a ç ã o d a s o n d a s 

Ver-se-á na matéria "Engenharia de 
Costas 11 que o perfil de equilíbrio de praia,que 
uma dada onda forma em um dado sedimento, é o 
lugar geométrico dos pontos para os quais ocor 
re equilÍbrio oscilat6rio entre as forças pre= 
sentes, que atuam sobre os grãos. EquilÍbrio 
oscilat6rio significa que cada gr~o oscila, du 
rante o período da onda, em torno de uma posi= 
ç~o média, mas esta não varia no tempo. 

As grandezas a considerar, com as 
respectivas expressões dimensionais, são as se 
guintes: 

.R. = L uma dimens~o geométrica horizontal da 
praia ou da onda; 

d =L uma dimensão geométrica verticalda prai~ 
que é a profundidade corrente; 

T = T o período da onda; 

H = L a altura da onda, distincia vertical en­
tre a cr~sta e o cava&o a uma profundida 
de d qualquer; -

p = ML-3 a massa específica da água; 

Ps= ML- 3 a massa especifica do sedimento da 
praia; 

D = L um diâmetro característico do tamanhodos 
grãos do sedimento, como o diâmetro mé­
dio ou o diâmetro mediano, tirado de uma 
curva granulométrica; 

g = LT- 2 a aceleraç~o da gravidade que consti­
tui, em Última análise, a força mo­
triz dos movimentos oscilat6rios das 
águas do mar. 



Temos portanto uma função do tipo; 

f(t, d, T, H, p, p
5

, D, g) =O 

Em termos adimensionais será; 
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pois temos 8 grandezas que se exprimem em ter­
mos de 3 grandezas fundamentais e 8 - 3 = 5. 

A aplicação do teorema de Bridgman 
fornece: 

c~ cl dc2 Tc3 Hc4 Pcs Psc6 Dc7 gca = 1 

Substituindo as grandezas, na equa­
ção acima, pelas respectivas expressões dimen­
sionais e efetuando as potenciações, tem-se: 

Lcl Lc2 Tc3 Lc4 (ML-3)c5 (ML-3)c6 Lc7(LT-2)ca=l 

Agrupando as potências das mesmas 
grandezas fundamentais, vem: 

Lc 1+c 2+c 4-3c 5-3c 6+c 7+c 8 Mc 5+c 6 Tc 3-2ca = 1 

Escrevendo as expressões de homoge­
neidade dimensional entre os dois membros da 
Última equação, resulta o sistema: 

c 1+c 2+c 4-3c 5-3c 6+c7+ca = O 

c 5+c 6 = O 

c3-2ca = O 

Escolhamos c 1 ,c 3 ,c 8 como incógnitas 
principais e atribuamos valores arbitrários a 
c 2 ,c 4 ,c 5 ,c6,c 7 • Podemos fazê-lo porque 

1 o -3 
o o 1 = - 1 ~ o 
o 1 o 
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Atribuindo, corno nos dois exemplos 
anteriores, o valor 1 (um) a urna das incógni­
tas tratadas corno constante e o valor O (zero} 
às restantes, resultaria cada um dos n procur~ 
dos. 

. (d 
:p "'i' = o 

O parâmetro d/~ é a declividade cor­
rente de perfil de equilÍbrio da praia. Conhe­
cido seu valor, em função das outras grandezas 
presentes, poderíamos atribuir valores arbitr~ 
rios a ~, obter os valores correspondentes de 
d, a partir do plano horizontal de referência 
que se ttvesse adotado, e traçar o perfil. É 
interessante pois que escrevamos d/~ em função 
dos outros parâmetros adirnensionais, pondo a 
função anterior em forma explÍcita. Teremos: 

d H ps D T2a· 
"'i = 1J! (-;:, p' "'i' =-t-) 

O parâmetro H/~ é um parâmetro adi­
mensional característico da forma da onda.Corno 
parâmetro geométrico horizontal,característico 
da onda, podemos tornar Lo, o comprimento da on 
da em profundidade infinita. Como parâmetrÕ 
,;ertical, característico da onda, podemos 
tomar H0 , a altura da onda em profundidade in­
finita. O parâmetro H/~ se transforma assim em 
Ho/~0 que é a chamada esbeltez da onda. A apl! 
caçao do teorema de Buckingham nos perrnite,po~ 
tanto, antes de qualquer ensaio, salientar a 
importância da esbeltez da onda no processo de 
formação de perfil de equilÍbrio de praia pe­
las ondas do mar. Não seria difÍcil mostrar,jo 
gando com equações da teoria das ondas, que Õ 
parâmetro T2g/~ é urna forma mascarada de núme­
ro de Froude em termos de cinemática do movi­
mento ondulatório •. 
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A expressão, que se deduziu, apresen 
ta grande valor para caracterizar as distor= 
ções necessárias a realizar um modelo físico 
do processo de formação de perfil de equili 
brio de praia. 

3.5 - Falãcias a evitar no emprego da 
anãlise dimensional 

Já se disse que não se deve encarar 
a análise dimensional como uma chave mágica que 
nos permita estabelecer equações em qualquer 
terreno da Fisica, sem dispor de conhecimento 
intr{nseco do mesmo. 

Quem nunca estudou, de alguma manei­
ra, um dado terreno da FÍsica,dificilmente re­
solveria. com sucesso a primeira etapa, sempre 
a mais difÍcil, na aplicação dos teoremas de 
Bridgman e Buckingham: a enumeração das grand~ 
zas a considerar. O uso indiscriminado, sem 
fundamento no conhecimento físico, constitui 
pois a primeira falácia a evitar no emprego 
da análise dimensional. 

Uma outra é a tentativa de estabele­
cer relações que não existem na natureza,o que 
modernamente se tem chamado de "correlações e.ê_ 
púrias". Por si mesma a análise dimensionalnam 
sempre dispÕe de meios para verificar se um da 
do conjunto de grandezas, a que se apliquem os 
teoremas de Bridgman ou de Buckingham, se li­
gam entre si por uma relaçªo r~almente existeg 
te na natureza. Esta questao so pode ser escla 
recida por via experimental. 

Damos a seguir um exemplo do estabe­
lecimento inteiramente insensato de uma lei i­
nexistente na natureza, mas irrepreensivel do 
ponto de vista formal da análise dimensional. 

Suponhamos que se pesquise a forma& 
uma lei física relacionando as velocidades (v) 
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dos automóveis, que transitam na Estradade Vi~ 
mão, com as vazões (Q) em escoamento nos mode­
los do IPH e as distâncias (~) percorridas pe­
lo professor de Teoria da Semelhança, quando 
vai dar aula. Um espírito menos avisado escre­
veria v = f (Q,~) ou v = CQCI ~c2. 

Substituindo as grandezas,aparecendo 
na Última equação, pelas respectivas expres­
sões dimensionais, viria: 

Efetuando as potenciações e agrupan­
do as mesmas grandezas fundamentais: 

Escrevendo as expressões de homoge­
neidade dimensional para ambos os membros da 
Última equação: 

Achar-se-ia c = l e c? = -2. O espí­
rito menos avisado afirmaria então que 

v = CQt- 2 = C ~ ou, 
.· t2 

em português fluente, que as velocidades dosau 
tontóveis em trânsito na Estrada de Viamão são 
proporcionais às vazões em escoamento nos mode 
los do IPH e inversamente proporcionais aos 
quadrados das distâncias percorridas pelo pro­
fessor de Teoria da Semelhança quando vai dar 
aula. 
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O nosso personagem imaginário julga­
ria ter descoberto uma nova lei física. En·tre­
tanto, é evidente que não existe qualquer rela 
ção de causalidade entre, de um lado, as va= 
zões e distâncias consideradas e, de outro, as 
velocidades dos automóveis em trânsito na Es­
trada de Viamão. Quem se desse ao trabalho de 
manter constantes os valores das razões e dis­
tâncias consideradas e observar os valores das 
referidas velocidades, facilmente constataria 
que podem ocorrer os mais disparatados valores 
para as Últimas. Em outras palavras, a expe­
riência desmascararia a falác::~ a. 

Ao apresentarmos a aplicação do teo­
rema de Buckingham à concepção de modelos redu 
zidos, teremos ocasião de apontar uma terceirã 
falácia a evitar. 

3.6 - Uma conseqüência prática de o 
conhecimento da Teoria da Semelhança não pres­
cindir do conhecimento intrínseco de cada as­
sunto, a que se pode aplicar tal ferramenta,r~ 
side no fato de que não existem "especialistas 
em modelos reduzidos" e sim especialistas em 
Hidráulica Geral, em Hidráulica Fluvial, em Hi 
dráulica Harítima, em Engenharia Aeronáutica~ 
etc, que sabem conceber e operar modelos a fim 
de estudar problemas especÍficos de suas espe­
cialidades. A fim de projetar um modelo costei 
ro, por exemplo, não basta conhecer a Teoria 
da Semelhança. É preciso conhecer também Hi­
dráulica Marítima e Regime de Costas. 

Outra conclusão consiste em que um 
laboratório de Hidráulica - um local em que se 
fazem modelos - ou se especializa apenas em um 
determinado assunto, por exemplo, Hidráulica 
Geral ou Fluvial, ou sua organização precisa 
comportar diferentes divisões, cada uma das 
quais reúne especialistas no assunto correspog 
dente. Assim, por exemplo, o IPH da UFRGS con­
tém uma Divisão Harítima, uma Divisão Fluvial, 
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uma Divisão de Pesquisa Básica em Morfologia 
Fluvial e uma Divisão Hidroelétrica, além da 
Divisão de Ensino e das divisÕes auxiliares. 

3.7- EXERCÍCIOS 

1) Estabelecer uma função adimensional 
relacionando o perÍodo de um pêndulo, que con­
siste em uma haste circular pivotada na extre­
midade superior, com um peso que se lhe adicio 
ne na extremidade inferior. 

2) Estabelecer uma função adimensional 
relacionando a força exercida por um jato flui 
do que incide sobre uma placa plana, perpendi­
cular ao plano'do jato, com a massa específica 
do lÍquido, a aceleração da gravidade, uma ve­
locidade característica e a área de seção trans 
versal do jato. 



4 - TEORIA DOS MODELOS 

4.1 -Já vimos que surgem problemas, 
em vários campos da Engenharia, para os quais 
não há solução possível por método analíticoo 
Posteriormente, aprendemos as técnicas forneci 
das pela análise dimensional para prever a for 
ma das relações, que regem os fenômenos fÍsi= 
cos, ou pelo menos para orientar o método expe 
rimental que seja capaz de estabelecer tal for 
ma. Entretanto, há casos em que é simplesmente 
inviável aplicar o método experimental a siste 
mas em verdadeira grandeza, seja porque as va= 
riáveis não são controláveis pelo homem, seja 
porque a previsão a ser feita se refere aos e­
feitos da interação entre um sistema natural e 
uma obra a ser construída no futuro. 

Assim, por exemplo, há alguns anos 
coube ao IPH estabelecer o traçado das obras 
de regularização da embocadura lagunar de Tra­
mandaí, no Rio Grande do Sulo As profundidades 
sobre a barra em frente à embocadura são uma 
função de grande número de variáveis. Era im­
possível estabelecer uma equação de previsão a 
p~rtir de observações na natureza, por duas r~ 
zoes: 

a) os agentes naturais (ondas,vazões 
fluviais, etc) não variam sob controle humano 
e, em conseqüência, levaria tempo muito longo 
a coleta de valores significativos para o esta 
belecimento de uma equação de previsão; 
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b) a profundidade, que interessava 
realmente prever, não era a profundidade sobre 
a barra em seu estado natural, determinada a 
partir das observações acima mencionadas,e sim 
a que resultaria da construção das obras que 
se tinham em vista. 

4.2 - O estudo de problemas deste 
tipo exige o recurso a modelo reduzido. 

Em geral, há duas espécies de casos 
em que se precisa recorrer a modelos: 

a) a equação de previsão cont~m gran 
de número de variáveis e seria difícil ou la= 
borioso, do ponto de vista matemático, efetuar 
a previsão por meios analíticos. Depois do ad­
vento dos computadores eletrônicos, restringiu­
-se o número de casos em que se precisava re­
correr a modelos físicos porque a solução ana­
lítica era simplesmente laboriosa, embora pos­
sível por se dispoE de equação adequaga. Pro­
blemas de propagaçao de mare em estuario, por 
exemplo, podem ser postos em equação de solu­
ção mais ou menos laboriosa. Tais problemas h~ 
je podem ser resolvidos de modo relativamente 
rápido em computador, a não ser que surjam di­
ficuldades relativas a condições-limite, difí­
ceis de formular em termos matemáticos; 

b) a função ligando as variáveis de 
interesse é desconhecida e seria inviável, na 
prática, determiná-la experimentalmente a par­
tir de observações em verdadeira grandeza. 

~ em geral o caso dos problemas en­
volvendo transporte de sedimentos e, em parti­
cular, era o caso da embocadura anteriormente 
mencionada. Em tais problemas conhecem-se as 
grandezas a considerar, mas ignora-se a função 
que as liga entre si. 
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4.3 - Nestas espécies de problemas e 
fetuam-se as observações, que interessam,sobre 
um outro sistema fÍsico, de menores dimensões 
que o sistema cujo comportamento se quer pre­
ver, mas de comportamento semelhante. Chama-se 
protótipo o sistema fÍsico cujo comportamento 
se quer prever. O modelo reduzido é o sistema 
de menores dimensões e de comportamento seme­
lhante, no qual se efetuam observações e se fa 
zero previsÕes válidas para fins de Engenharia~ 
Em muitos casos não é necessário estabelecer a 
forma da relação geral entre as variáveis em 
jogo. Basta um resultado global para caracteri 
zar os efeitos da realização de um dado proje= 
to, dentro de uma gama mais ou menos estreita 
de valores das variáveis cuja consideração é 
importante. Conforme se verá oportunamente, po 
dem existir diferentes espécies de modelos re= 
duzidos, mas todas satisfazem à definição aci­
ma. 

4.4 - Na primeira lição viu-se o que 
se deve compreender por comportamento semelhan 
te. Agora retomaremos mais pormenorizadamenteã 
análise de tal conceito. 

Assim como o conceito de medida, o 
conceito de semelhança física também comporta 
um aspecto qualitativo e um aspecto quantitati 
vo. O aspecto qualitativo consiste no fato de 
que o mesmo fenômeno, envolvendo as mesmas gr~ 
dezas relacionadas pela mesma lei, se passa 
tanto no modelo quanto no protótipo. O aspecto 
quantitativo está em que existem relações con~ 
tantes, bem conhecidas e independentes dos va­
lores particulares das grandezas, entre os va­
lores que ocorrem no modelo e os que ocorrem 
no protótipo. 

Existe um meio mnemônico simples pa 
ra compreender e gravar tal conceito.Basta lem 
brar a primeira noção de semelhança que se te-
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ve na vida escolar: a semelhança puramente g~Q 
métrica e, em particular, ~ semelha~ça de tria~ 
gulos. Diz-se que dois triangulos sao semelhan 
tes quando os ângulos correspondentes são res= 
pectivamente iguais e os lados homólogos são 
proporcionais. A igualdade dos ângulos corres­
pondentes constitui de certo modo o análogo 
geométrico do aspecto qualitativo da semelhan­
ça física em geral. A proporcionalidade entre 
os lados homólogos constituiria o análogo geo­
métrico do aspecto quantitativo da semelhança. 
Inclusive, viu-se desde logo que a semelhança 
consiste na igualdade, entre os sistemas seme­
lhantes, de números adimensionais: as razões 
entre os lados homólogos, no caso dos triângu-
los semelhantes. · 

4.5- Chama-se de escala a razão en­
tre cada valor que uma dada grandeza assume no 
modelo e o valor correspondente que a mesma 
grandeza assume no protótipo. Assim, podemosfa 
lar em escalas geométricas, isto é, escalas de 
comprimentos, larguras, alturas ou profundida­
des, de áreas e de volumes - escala de massas, 
de forças, de tempos, de velocidades, de ace­
leração, de vazões, etc. 

Exprimem-se, geralmente, as diferen­
tes escalas por meio de frações cujo numerador 
é igual a 1. Adotaremos como símbolo, para ca­
da escala, o símbolo da grandeza respectiva can 
acento circunflexo. Assim, sendo ~ o símbolo 
de comprimento, o sÍmbolo da escala de compri­
mentos será l. A fim de se assegurarem os dois 
aspectos - qualitativo e quantitativo - da se­
melhança, entre o sistema-modelo e o sistema 
protótipo as escalas das diferentes grande­
zas precisam guardar entre si certas relações. 
Tais relações constituem o que se chama de con 
dições de semelhança. 
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4,6 - Ao realizar um modelo reduzido, 
devem formular-se condições de semelhança para 
todas as relações que as diversas grandezas a 
considerar guardam com as três grandezas funda 
mentais, em função das quais se exprimem dimen 
sionalmente. Isto significa que se devem forrou 
lar condições de semelhança relativas à geome= 
tria, a materiais e às forças presentes. 

4.7- Já vimos que o aspecto qualita 
tivo da semelhança consiste no mesmo fenômeno-; 
regido pela mesma lei que relaciona entre si 
as mesmas grandezas, se passar no modelo e no 
protótipo. Também vimos que podemos exprimir a 
lei em questão em termos dimensionais,seja por 
dedução analítica seja por aplicação do teore­
ma de Bridgman, ou em termos adimensionais, pe 
la aplicação do teorema de Buckingham. Temos-; 
portanto, dois caminhos para estabelecer condi 
ções de semelhança: -

a) Aplicar uma dada lei, em termos 
dimensionais, ao modelo e ao protótipo. Resul­
tam duas equações que, divididas membro a mem­
bro uma pela outra, fornecem as condições de 
semelhança porque estabelecem as relações que 
as escalas das diferentes grandezas devem guaE 
dar entre si. Assim, por exemplo, suponhamos 
que se queiram estabelecer as condiçÕes de se­
melhança para um modelo de escoamento uniforme 
e turbulento em canal, a partir de uma lei di­
mensional, no caso a equação que rege o escoa­
mento uniforme em canal, a chamada fórmula de 
!vlanning. Poder-se-ia arbitrar uma escala geom~ 
trica que seria a mesma para comprimentos, laE 
guras e alturas ou profundidades porque todas 
estas grandezas têm a mesma expressão dimensio 
nal 

[ t J = [b J = (d] =L . . ~ = 6 = a 
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A igualdade do número de Froude en­
tre o modelo e o protótipo permitiria deduzir 
o valor da escala de velocidade: 

rF =lf 
m P 

. - - y2 • • v= R- , 

Ter-se-ia desde logo um condiciona­
mento físico a obedecer: o valor arbitrado pa­
ra l deveria ser suficientemente grande para 
que a aplicação do valor da escala de. velocid~ 
des v, que se deduziu, 'as velocidades do escoa 
mento no protótipo v , acarretasse velocidades 
Vm no modelo suficieHtemente elevadas para que 
permanecesse válida a hipÓtese inicial, consis 
tindo em desprezar o pap=l das forças de visc2 
sidade (expressas pelo numero de Reynolds). Em 
vez de recorrer àigualdade dos números re Frou­
de entre modelo e protótipo, também se poderia 
deduzir o valor da escala de velocidade a par­
tir do fato de que a aceleração da gravidade é 
a mesma no modelo e no protótipo e que, portan 
to, a escala de aceleração é igual a l.Ter-se= 
-ia: 

t - l 1/2 

A aplicação, ao modelo e ao protóti­
po, da lei que rege escoamento uniforme em ca·· 
nal, permitiria estabelecer as relações que as 
escalas das diferentes grandezas deveriam guar 
dar entre si. Escrever-se-ia: -

= 
K 

m 
K p 

.R 
m 

R p 

2/3 s 
m 

s 
p 

l/2 



ou v= R R2 13 5 1 / 2 , que é no caso a 
de semelhança. 
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condição 

A partir desta equação, podemos de­
terminar o valor da escala de coeficientes de 
rugosidade para que o escoamento no modelo se­
ja semelhante ao protótipo, de maneira a que 
as perdas de carga no modelo apareçam reduzi­
das corretamente à escala geométrica. Em ou­
tras palavras, não se poderia tomar um valorar 
bitrário para o coeficiente de rugosidade nÕ 
modelo. A escala de coeficientes de rugosidade 
e portanto, em Última análise, a natureza do 
rev2stimento e do acabamento das paredes sóli­
das do escoamento no modelo teria de satisfa­
zer uma determinada condição compatível com os 
valores das escalas das outras grandezas que 
influem nas perdas de carga. Ter-se-ia: 

R = i porque R e uma grandeza geométrica; 

s = 1 porque s = d/t.·.s = a;i = i!i= l; 

e já vimos que v= 1 11 2 . Portanto: 

ou R= 1/il/6 • Uma vez arbitrado, conforme se 
viu anteriormente, o valor de 1, haveria ape­
nas um valor da escala de coeficientes de ru­
gosidade que seria compatível. Uma vez conheci 
do tal valor da escala de coeficientes de rugo 
sidade, bem como o valor K dos coeficientes de 
rugosidade no protótipo, estaria definido o v~ 
lor que o coeficiente de rugosidade do modelo 
deveria ter. Entrando com tal valor em tabela 
de coeficientes de rugosidade, achar-se-ia o 
tipo conveniente de acabamento ou de revesti­
mento a dar às paredes sólidas do escoamento 
no modelo. 

b) O caminho adimensional para 
mular condições de semelhança consiste em 
car o teorema de Buckingham às grandezas 

for­
apli 
que 
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intervêm no fenômeno que se deve passar no mo­
delo e no protótipo, e em igualar cada número 
adimensional (cada TI) caracteristico do modelo 
ao número adimensional correspondente do protó 
tipo. De tais igualdades resultam as condições 
de semelhança a obedecer. Imaginemos um fenôm~ 
no ao qual a aplicação do teo~ema de Buckin­
gham teria resultado em relaçao entre um certo 
número (n) de números adimensionais. Ter~se-ia 
uma relação adimensional do tipo 

Escrever-se-ia tal relação para o modelo e pa­
ra o protótipo. Ficar-se-ia com: 

f (7Tlm' TI2m' TI3m,···,Tinm) ==o 

e 
f ( 7f 1 p f 1T 2 p I 7f 3 p I • • • I 7f np ) ::;;: Ü 

Uma vez que TI é um número adimensional, cujo 
valor independe do tamanho absoluto do sistema 
a que se refere, cada TI tem o mesmo valor no 
modelo e no protótipo. O aspecto qualitativo 
da semelhança se traduz pelo fato da mesma fun 
ção adimensional valer para o modelo e o prot2 
tipo. A igualdade de cada TI entre modelo e pro 
tótipo assegura o aspecto quantitativo da se= 
melhança, permitindo formular as relações a que 
as escalas das diferentes grandezas devem obe­
decer. 

Já vimos que a aplicação do teorema 
de Buckingham a escoamento sobre vertedor for­
nece a seguinte relação entre números adimen­
sionais, característicos do fenômeno: 

h h ___ Q_ v p 
d = f ("i I lghõ'' /gh I p v'gh 3 

_cr_) 
pgh2 
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Suponhamos que o escoamento sobre o 
vertedor-modelo se faça sob cargas suficiente­
mente grandes para que se possam desprezar os 
efeitos das forças de viscosidade e de tensão 
superficial. A relação adimensional acima se 
simplifica para; 

h:::: f (h _Q_ v 
d I' lghs' lgh 

Escrevamos esta função para o modelo 
e o protótipo: 

hm = f (hm Qm ~) 
dm tm ' lghfu ' /gFiffi 

~=f (~, Qp ~ d R, ,....-,.-I ....._ ) 

p p lghp lghp 

Igualando os números adimensionais, 
dois a dois, para o modelo e o p~otótipo, virá: 

h 
=__E. 

d 
p 

=~ 

v m 

/ghm 

lgh5 
p 

e, cumpridas estas condições, resultará: 

=~ d­
p 
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h m 
h p 

Qm 

Qp 

Das igualdades acima deduz-se: 

f/, 
m fi i = = 

f/, 
p 

= /(hm) 5 Q = fiS/2 
h 

=;S 
h 

p 

p 

. . v = fil/2 

fi = a 

OU em resumo, fi = a = i, Q = !5/2 e V = il/2 

Isto significa que, se o vertedor.~mo 
delo e respectivo canal de chegáda forem geo­
metricamente semelhantes ao vertedor-protótipo 
e respectivo canal de chegada (a = i) e se in­
troduzirmos sobre o vertedor-modelo vazões cu­
jos valores sejam os das vazões-protótipo redu 
zidas à escala tS/2, as respectivas cargas so= 
bre o vertedor-modelo aparecerão reduzidas se­
gundo a escala geométrica (fi = l) e as veloci­
dades de chegada aparecerão reduzidas à escala 
tl/2• Em outras palavras, para que as cargas 
apareçam reduzidas à escala geométrica, não se 
podem reduzir arbitrariamente os valores das 
vazões-protótipo. É necessário reduzi-las se­
gundo uma certa escala cujo valor é a potência 
5/2 da escala geométrica. ' 
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4.8 - No capitulo seguinte deste cur 
so, mostrar-se-á que cada um dos dois caminhos 
poss!veis para formular condições de semelhan~ 
ça apresenta vantagens e desvantagens e que nem 
sempre podemos escolher indiferentemente um ou 
outro. Já apareceu claramente uma vantagem do 
caminho adimensional. Este nos permite formu­
lar condiçÕes de semelhança para fenômenos re­
gidos por leis de forma desconhecida. Basta co 
nhecer as grandezas que intervêm no fenômeno~ 
aplicar-lhes o teorema de Buckingham, definin­
do os números adimensionais (os n) que a~ tra­
duzem, e a igualdade dos respectivos numeros 
adimensionais entre modelo e protótipo nos for 
nece as condições de semelhança que as difere~ 
tes escalas devem obedecer. Tais condiçÕes nos 
permitem realizar o modelo fÍsico, ainda que 
não conheçamos a forma da lei que rege o fenô­
meno reproduzido no modelo. 

Evidentemente não podemos deduzir 
condições de semelhança a partir da aplicação, 
ao modelo e ao protótipo, de uma lei em termos 
dimensionais nos casos em que desconhecemostal 
lei. 

Caracteriza-se, assim, a vantagem de 
se formularem condições de semelhança a partir 
da aplicação do teorema de Buckingham ao mode­
lo e ao protótipo. Entretanto, quando no próx! 
mo capítulo introduzirmos o conceito de dis­
torção, ver-se-á que o caminho adimensionalnão 
nos permite estabelecer coeficientes de previ­
são, em função de coeficientes de distorção,se 
não conhecemos a forma da lei que rege o fenô­
meno. Para tal fim, temos de recorrer ou a uma 
lei em termos dimensionais ou à experiência. 

4.9 - Chegou agora a oportunidade de 
alertar contra um terceiro perigo a evitar no 
emprego da análise dimensional. Quando se for­
mulam condições de semelhança a partir da apl! 
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cação do teorema de Buckingh.am ao modelo e ao 
protótipo, ao igualarmos os números dimensio­
nais para os dois sistemas e deduzirmos valo­
res de escalas, a análise dimensional nada nos 
diz, por si mesma, se, ao proceder assim, con­
tinuamos ou não dentro dos limites de validade 
da lei que rege o fenômeno. Por conseguinte,ao 
deduzirmos valores de escalas a partir das i­
gualdades dos números adimensionais, precisa­
mos estar alerta para não sair dos limites de 
validade da lei. 

Um exemplo permite concretizar a ad­
vertência. Vimos, na lição anterior, que o fe­
nômeno da formação de perfil de equilíbrio de 
praia, pela ação das ondas do mar, se traduz 
por relação adimensional do tipo: 

As condições de semelhança, para um modelo pe~ 
feito, seriam: 

Psm 
= 

Pm 

Dm 
- = Q, 

m 

T2g T2g 
m _E....: ou = Q, Q, 
m p 

H H 
=-!-ou Hm = 

p p 

~ Psm 
ou 

pp Psp 

D Dm ....E = ou 
Q, D p p 

T 2 ~ 

= 

= 

Q, 

m ou ti = I 
Q, 

p 

Pm 
ôs ou = 

pp 

Q, 
m D - ou = Q, 
p 

(~) =__!!! ou ~ 2 i ou T = T Q, 
p p 

A 

p 

i 

= Q,l/2 
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e resultaria 

d" 
~ d tm m m a R: = ou d = ou = R, R, R, 

m p p p 

Vemos que uma das condições de seme­
lhança seria O = R: ou, em outras palavras,a es 
qala de diâmetros de grão teria de ser igual ã 
escala geométrica. Suponhamos que o diâmetro 
representativo do diâmetro dos grãos de sedi­
mento de praia, no protótipo, seja Dp = 0,20mm, 
um valor bem representativo das praias do Rio 
Grande do Sul. Suponhamos ainda que a escala 
geométrica, que se tivesse escolhido, fosse 
~ = 1/100. Resultaria para a escala de diâme­
tros de grão: D = ~ = 1/100. O diâmetro de 
grão no modelo seria Dm = Dpi = 0,20mmx 1/100= 
= 0,002mm. Tal sedimento-moaelo teria seutrans 
porte pelas ondas regido por lei diferente da 
que rege o transporte dos grãos de areia m pro 
tótipo (Dp = 0,20mm). Sedimentos com diâmetros 
inferiores a 0,06mm não são areia e sim silte 
ou argila, cujo comportamento hidráulico é di­
ferente da areia. Estes grãos mais finos são 
coesivos, isto é, sujeitos a forças de nature­
za diferente das forças de gravidade, inércia 
e viscosidade que comandam o transporte dos 
grãos de areia. A aplicação às cegas do teore­
ma de Buckingham acarretaria, portanto, neste 
caso, a perda do aspecto qualitativo da seme­
lhança e o que pareceria ser um modelo perfei­
to na realidade não proporciona semelhança pa­
ra as forças presentes. Tal fato se deve a que 
para D = 0,06mm ocorre mudança qualitativa da 
lei de transporte. 

A solu~ão de problemas deste tipo, a 
reprodução de diametros e massas específicas re 
sedimentos, para os quais a realização de um 
modelo "perfeito" acarretaria a perda do as­
pecto qualitativo da semelhança, exige a in-
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trodução de um novo conceito: o conceito àe dis 
torção. No próximo capítulo deste curso apre­
sentar-se-á e discutir-se-á este novo conceito. 

4.10 - Tipos de modelos fÍsicos 
do ponto de vista da Teoria da Semelhança. No 
primeiro capítulo deste curso viu-se que, do 
ponto de vista da semelhança puramente geomé­
trica, os modelos físicos podem ser geometrica 
mente semelhantes, distorcidos ou analógicos~ 
Do ponto de vista da semelhança física em ge­
ral, os modelos fÍsicos se classificam em: ver 
dadeiros, adequados, distorcidos ou analÓgico~ 

Modelos verdadeiros são aqueles cuja 
geometria ~ incluindo todos os pormenores geo­
métricos - resultam da redução das dimensões 
geométricas homólogas do protótipo segundo uma 
Única escala de redução e nos quais há seme­
lhança para todos os tipos de forças presentes 
no protótipo, quaisquer que sejam os valores 
das grandezas presentes no fenômeno reproduzi­
do. 

Modelos adequados são aqueles nos 
quais não há semelhança para todos os tipos de 
força presentes no protótipo, mas que são capa 
zes de fornecer previsões válidas para fins de 
Engenharia porque os tipos de força, para os 
quais não se tem semelhança no modelo, desempe 
nham um papel desprezível ou secundário no pro 
tótipoo É, em geral, o caso dos modelos reduzi 
dos hidráulicos. -

Modelos distorcidos são aqueles nos 
quais se usam escalas diferentes para grande­
zas de mesma expressão dimensional. No capítu­
lo seguinte deste curso expor-se-á pormenori­
zadamente o conceito e o uso da distorção. Vê­
-se desde logo que a distoEção geométrica é um 
caso particular de distorçao, pois consiste em 
adotar, para comprimentos e larguras, escaladi 
ferente da que se adota para alturas ou profu~ 
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didades, embora todas estas grandezas tenham a 
mesma expressão dimensional (L) . 

Modelos analógicos, conforme já se 
viu bas~ante pormenorizadamente na primeira li 
ção, são aqueles que não são semelhantes geome 
tricamente aos respectivos protótipos,nos quais 
se passa fenômeno qualitativamente diferente 
do que ~ passa no protótipo, mas as equações, 
que regem o fenômeno no protótipo e no modelo 
analógico, apresentam a mesma estrutura formaL 
Ê, como já se viu, o caso de uma rede elétrica 
malhada representando uma rede complexa de a­
bastecimento d'água porque as leis de Kirschoff 
e as fórmulas de perda de carga apresentam a 

/ mesma estrutura formal. 

4.11 - A impossibilidade de modelos 
perfeitos em mecânica dos fluidos. No terceiro 
capítulo deste curso viu-se que a aplicação do 
teorema de Buckingham ao caso mais geral de es 
coamento de fluido conduzia a função adimensio 
nal do tipo: 

_E_= f À .!!:'IR I+ f"' f I'M1 ) pv2 (i" f fi.' f 

Um modelo perfeito de escoamento de 
fluido seria aquele para o qual se tivesse: 

À À À fi, 
m ~ m m i i - = ou - = - ou = 

tm fi, À fi, 
p p p 

nm ~ nm fi, 
m - i = ou = - ou n = 

fi, fi, / np fi, 
m p p 
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' pmvm pp v 
111m ='ffi m p p 

ou = p ~m ~p 

e, supondo 

Pm = pp' ~m = ].lp' 

im 
v i 

vm i 
m __.E - t-1 = v ou = ou v = p p v i p m 

vm2 v2 v 2 i 
I+ lt ..;__]?_ (-1!!) m - i 1/2 = ou = ou = ou v = m p gi gi v i m p p p 

pmvm 2 i pp v 2 i 
W' ='W m p p ou = m p crm cr p 

e, supondo 

Pm = pp' cr , m = cr p' 

v 2 i 
2 v~ (-1!!) __.E t-1/2 vm i = i ou = = ou v = m p v i p m 

M. M 
v v = ou m = E m p 

le:m/pm le:p/P"~ 

e, supondo 

e: = E: p' Pm = pp, m 

v m 1 - 1 vm = v ou = ou v ;;;::: 

p vp 



Em ~~- n conse quenc.:t a se 

Pm 
v2 = 

Pm m 

• 

teria: 

~ 
p V2" mas como 

p p 

v 2 
= (--.!!!) v -ou p 

p 
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Pm = pp 

Considerando as condições de seme­
lhança acima enumeradas, constata-Se que uma (n = i) é irrealizável na prática e quatro ou­
tras, relacionando a escala de velocidades com 
a escala geométrica, são incompatíveis entiEs~ 
se usamos no modelo o mesmo fluido do protóti­
po. 

Com efeito, n = I significa que se 
deveria reduzir cada irregularidade·nas pare­
des sólidas do escoamento-protótipo segundo a 
escala geométrica. Isto é irrealizável na prá­
tica. Em matéria de semelhança de rugosidad~, 
temos de nos contentar com uma semelhança de ~ 
feito global. Em outras palavras, precisamos 
que as perdas de carga, devidas i reéistin~ia 
de superfície, entre pontos homólogos do escoa 
mento, apareçam reduzidas à escala convenient~ 
mas não podemos pensar em reduzir cada irregu­
laridade da parede sólida do escoamento-protó­
tipo segundo a escala geométrica. Assim,por e­
xemplo, em um modelo fluvial, no qual seja im­
portante ·reproduzir o perfil de linha d'água 
do protótipo, temos de jogar com a rugosidade 
do modelo de modo a que as diferenças de nível 
d 1 água entre pontos homólogos apareçam reduzi­
das à escala vertical do modelo. Entretanto,reo 
existirá uma.semelhança "microscópica .. da ~ug.9_ 
sidade pela qual cada aspereza na parede soli-
da do leito-modelo fosse a imagem, reduzida à 
escala geométrica, de uma aspereza homóloga no 
leito-protótipo. 
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-
Por outro lado, é impossível assegu-

rar semelhança simultânea para forças de inér­
cia, gravidade, viscosidade, tensão superfi­
cial e compressibilidade, se tivermos. no mode­
lo o mesmo fluido do protótipo. Tal fato se de 
ve a que resultariam condições incompatíveis ã 
serem impostas à relação entre a escala de ve­
locidades e a escala geométrica. 

Consideremos, por exemplo, a seme­
lhança simultânea para forças de inércia, gra­
vidade e viscosidade com o mesmo fluido no mo­
delo e no protótipo. Teríamos de ter ao mesmo 
tempo: 

ou 

v2 v2 Pm "m t pp v 11, 
m ____E m p p -- = e = 

gm gp J.lm ].lp 

A igualdade dos 
... 

de Froude acarretaria: numeres 

v2 v2 v 2 t m ____E (-E!) m ou v2 i - [1/2 = ou = = ou v = tm R. v R. p p p 

enquanto igualdade dos 
... 

de Reynolds a numeres 
imporia: 

f(, R. 
v R. v = v ou m = _E - r-I m m p p ou v = v R. p m 

Constata-se que a igualdade dos núme 
ros de Froude exige que a escala de velocida= 
des seja a raiz quadrada da escala geométrica, 
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enquanto a igualdade dos númerosde Reynolds re 
quer que a escala de velocidades seja o inver= 
so da escala geométrica. Tais condições são in 
compatíveis entre si, a menos que se tenha Q; =L 
Esta condição i = 1, ou escala geométricaigual 
a 1, significa ser impossível um modelo reduzi 
do, proporcionando semelhança simultânea das 
forças de inércia, gravidade e viscosidade, no 
qual se escoa o mesmo fluido do protótipo. 

Chegar-se-ia a conclusões análogas 
se se desejasse semelhança simultânea para to­
dos os tipos de forças consideradas no caso ge 
ral. Aconteceria o mesmo fato se se desejasse 
um modelo reduzido, com o mesmo fluido do pro­
tótipo, que proporcionasse semelhança simultâ­
nea de forças de inércia, gravidade (Froude) ,e 
tensão superficial {Weber) ou compressibilida­
de (Mach) ou qualquer outra combinação em que, 
além das forças de inércia, se tivesse mais de 
um outro tipo de forças a considerar. 

Como interpretar tais conclusões? Se 
rã impossível realizar modelos reduzidos de es 
coamento de fluidos? 

Efetivamente, é impossível realizar 
modelos verdadeiros no sentido matemático e es 
trito da palavra. Entretanto, é possível reali 
zar modelos adequados, Úteis a fins de Engenh~ 
ria. 

Já vimos que, para a semelhança de 
rugosidade, podemos nos contentar com um efei­
to global e abrir mão da condição n = Q:. 

Por outro lado, em geral há um deter 
minado tipo de forças que predomina o tal pon­
to no escoamento-protótipo que podemos nos sa­
tisfazer com a semelhança apenas para o tipore 
forças em questão e desprezar a influência dos 
outros tipos. Nos escoamentos de lÍquidos, por 
exemplo, nã grande maioria dos casos temos a 
considerar escoamentos permanentes ou bastante 
lentamente variáveis para que não se precisem 
considerar as forças de compressibilidade. 
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Em outras palavras, em tais proble­
mas consideramos sempre a água como um líquido 
incompressível e podemos abrir mão da igualda­
de dos números de Mach. Também poderemos des­
prezar a influência das forças de tensão supe~ 
ficial - e portanto abrir mao da igualdade dos 
numeres de Weber - se o tamanho físico dos es­
coamentos no protótipo e no modelo for sufi­
cientemente grande. Ainda mais, desde que o es 
coamento seja plenamente turbulento no p:cotóti 
po e no modelo, podemos desprezar a influência 
das forças de viscosidade e abrir mão da igual 
dade dos números de Reynolds, bastando que os 
números de Reynolds do protÓtipo e do modelo, 
para condições homólogas, estejam ambos acima 
dos limites de transição de escoamento laminar 
a turbulento, embora sejam numericamente dife­
rentes. Resulta, por conseguinte, que em geral 
projetam-se os modelos reduzidos hidráulicos 
para estudar problemas de Engenharia de modo a 
satisfazer: 

a) a semelhança geométrica; 
b) a semelhança do efeito global da 

rugosidade; 
c) a semelhança da razão entre as for 

ças de inércia e as forças de gr~ 
vidade ou, em outras palavras, a 
igualdade dos números de Froude en 
tre condi~Ões homólogas no modelo 
e no prototipo. 

Ê importante compreender que os mode 
los hidriulicos sendo adequados, mas nio ver­
dadeiros, todos eles apresentam limites de vali 
dade, fora dos quais a semelhança se perde,por 
não mais se poder desprezar a influência das 
forças que se ignoram ao projetar o modelo. Fo 
ra de tais limites não mais se podem efetuar 
previsÕes a partir do mesmo. Consideremos o que 
talvez seja o mais simples dos modelos hidráu­
licos: um modelo reduzido de vertedor. Se cons 
truirmos o modelo à escala geométrica suficien 



103 

temente grande, poderemos desprezar a influên­
cia das forças de viscosidade e tensão superfi 
cial, abrir mão da igualdade dos números de 
Reynolds e Weber e deduzir os valores das dife 
rentes escalas, em função da escala geométri= 
ca, a partir da igualdade dos números de Frou­
de. Haverá, porém, em tal modelo, um limite in 
ferior de vazões, abaixo do qual as previsoes 
dos valores da carga no protótipo, a partir de 
modificações no modelo, não estariam certas por 
que, ou somente no modelo ou tanto no protóti= 
po quanto no modelo, não mais séria lÍcito des 
prezar a influência das forças de tensão super 
ficial ou de viscosidade. -

Analogamente, em modelo reduzido de 
agitação para um porto, existe um limite infe­
rior de comprimento de onda, abaixo do qual a 
influência de forças de tensão superficial se 
manifesta no modelo e faz desaparecer a seme­
lhança para propagação e arrebentação das on­
das. Abaixo de tal limite o modelo não propor­
ciona previsÕes válidas. 

~ precisamente em tal fato que con­
siste a diferença de funcionamento entre um m~ 
delo verdadeiro e um modelo adequado. O modelo 
verdadeiro seria semelhante para qualquer va­
lor particular das grandezas que intervêm nofu 
nômeno reproduzido. O modelo adequado só é se= 
melhante e portanto só fornece previsÕes váli­
das dentro de urna certa gama de valores das 
grandezas a considerar. 

SÓ é possível completar a teoria ge­
ral dos modelos reduzidos ao se · introduzirem 
dois outros conceitos: o de distorção e o de 
efeito de escala. Isto se fará nos próximos ca 
pítulos do p~esente curso. Tais conceitos sãõ 
particularmente importantes para os modelos h! 
dráulicos que já sabemos nunca serem verdadei­
ros. 
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4.12 - EXERCÍCIOS 

1) Construiu-se à escala geométrica de 
1/750 modelo reduzido do sangrador e do canal 
de fuga de um aprOveitamento hidroelétrico.Qua:is 
eram as escalas de todas as outras grandezas a 
considerar? 

2)_Quais seriam as escalas de velocida 
des e vazoes em modelo viscoso de um conduto 
com escoamento laminar, sendo i a escala geomé 
trica? Usa-se no 'modelo o mesmo líquido (água) 
do protótipo. 

3) Pensa-se construir um modelo hidráu­
lico à escala geométrica de 1/100 a fim de es­
tudar o traçado do canal de aéesso a um porto, 
através da observação do comportamento de mode 
los reduzidos de navios sob a ação das ondas e 
correntes. O porto se situa no interior de uma 
embocadura lagunar. Quais seriam as escalas: 

a) geométrica, para construção dos 
navios-modelos? 

b) de períodos das ondas? 
c) de ciclos de maré? 
d) de vazGes através da embocadura? 
e) de esforços exercidos sobre o le­

me do navio em manobra? 



5 • DISTORÇÃO 

5.1 -Chama-se distorção, em sentido 
mais geral, a adoção de escalas diferentes pa­
ra grandezas de mesma expressão dimensional. A 
distorção geométrica, consistindo em adotar urna 
escala vertical diferente - da escala horizon­
tal, constitui caso particular de distorção, 
pois tanto os comprimentos e as larguras quan­
to as alturas ou profundidades têm a mesma ex­
pressão dimensional (L). Este caso particular 
de distorção pode ser chamado de exagero verti 
cal. 

5.2 - Vejamos, em primeiro lugar, co 
mo pode surgir a necessidade de distorcer rnode 
los reduzidos. 

a) No caso particular do exagero ver 
tical, somos levados a adotar escala vertical 
maior que a horizontal, por exemplo, para um 
modelo fluvial, por considerações ao rnesmo.tern 
po de espaço, de precisão nas medidas e de as= 
segurar que o escoamento no modelo seja turbu­
lento, corno é no protótipo. As dimensões . em 
planta de um trecho de rio são geralmente de 
ordem de grandeza muito superior às profundida 
des e respectivas variações. Se construíssemos 
o modelo à escala conveniente para representar 
profundidades e variações de nível da água, r~ 
sultaria tamanho excessivo para o mesmo, o que 
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não é interessante do ponto de vista econômico. 
Por outro lado, se o construíssemos à escala 
conveniente para fazer o comprimento caber em 
instalações disponíveis, poderia acontecer que 
as profundidades ou variações de nível da água 
resultassem tão pequenas que acarretariam im­
precisão nas medidas ou até mesmo Vqlores de 
número de Reynolds correspondentes a escoamen-
to laminar. · 

b) Outro motivo, que pode levar a dis 
torcer modelos, é a necessidade de permanecer~ 
no modelo, dentro dos limites de aplicação da 
lei física que rege o fenômeno a reproduzir.Já 
vimos o caso em que a redução de diâmetros de 
grão de sedimentos segundo uma escala geométri 
ca nos faria sair dos limites de validade dã 
correspondente lei de transporte por agente hi 
dráulico (escoamento ou ondas). Seríamos obri= 
gados a usar no modelo um sedimento cujos diâ­
metros de grão do protótipo segundo a escala 
geométrica, no caso do modelo ser geometrica­
mente semelhante, ou segundo uma qualquer das 
escalas geométricas, no caso de o modelo já 
ser geometricamente distorcido. A adoção dema 
escala de diâmetros de grão diferente da(s) es 
cala(s) geométrica(s) constitui uma outra dis= 
torção. Cumpre notar que muitas vezes, em se 
tratando de transporte de sedimentos, o mode­
lo verdadeiro, tal como se definiu anteriormen 
te, é uma pura abstração matemática, porque sÕ 
o modelo distorcido pode assegurar o aspecto 
qualitativo da semelhança para o transporte. 

c) Pode, finalmente, haver razoes 
mais profund!s para recorrer à diptorção.A si~ 
ples distorçao geométrica pode ser exigida pe­
la própria natureza da lei morfológica que re­
ge o protótipo. Assim, por exemplo, para um da 
do material de praia e para esbeltez constante 
(Ho/L2 ) das ondas incidentes, a declividade do 
estirancio da praia aumenta quando o comprimen 
to da onda diminui. Suponhamos que se .queira 



107 

realizar um modelo de praia usando o mesmo se­
dimento do protótipo, desde que tal sedimento 
se movimente adequadamente sob a ação das on­
das-modelo. As ondas-modelo terão a esbeltez i 
gual às das ondas homólogas no protótipo, pois 
a altura e o comprimen·to de onda serão reduzi­
dos segundo a escala geométrica vertical, con­
forme veremos oportunamente. ;;;;m virtude da lei 
morfológica acima enunciada, as declividades 
do estirâncio-modelo serão inevitavelmente 
mais Íngremes que os da praia-protótipo. Se em 
vez de usar no modelo o mesmo sedimento do pro 
tótipo usarmos sedimento de menor massa espec1 
fica- e geralmente de diâmetros maisgraúdos = 
as declividades do estirâncio-modelo aumenta­
rão ainda mais. 

SÓ haverá um meio de fazer um perfil 
de praia em modelo representar um perfil-protó 
tipo de praia de areia: admitir que a escala 
vertical do modelo é maior que a escala hori­
zontal, pois tal fato acarreta que as declivi­
dades-modelos resultem aumentadas de tantas ve 
zes quantas a escala vertical for maior que a 
horizontal. Com efeito 

d a s = - ou s = ..... 
j/, j/, 

Se fizermos a = ai, resultará: S = ai/i = a. ~ 
claro que o fator de exagero - o fator de dis­
torção - não pode exceder certo~ limites, sob 
pena de o coeficiente de reflexao de praia-mo­
delo aumentar a ponto de provocar fenômenos pa 
rasitários, inexistentes no protótipo. -

Fato análogo ocorre com os modelos 
fluviais de fundo móvel, em que se estudam pr~ 
blemas de morfologia fluvial, tais como regula 
rização de rios, prevenção de flanqueio de po~ 
tes em rios de planície aluvial, corte de me­
andros, etc. É fácil demonstrar, a partir de 
leis morfolÓgicas como as já mencionadas equa-
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-çoes da Teoria do Regime, que o rio-modelo pre 
c1sa ter uma declividade de thalweg maior que 
o protótipo, pela simples razão de que nele se 
escoam vazões reduzidas em escala. 

5.3 - Ao se distorcer a reprodução 
de uma qualquer das grandezas que intervêm no 
fenômeno a simular, este fato acarreta reper­
cussões sobre as escalas a que se reduzem as 
outras grandezas. Torna-se então necessário 
prever ou compensar os efeitos da distorção in 
troduzida. 

5.4 - Antes de abordar tal assunto, 
vejamos em que consiste a distorção em termos 
adimensionais. Suponhamos que se aplicou o teo 
rema de Buckingham a um fenômeno que se quer 
reproduzir em modelo, tendo resultado n parâme 
tros adimensionais. Ter-se-ia uma função adi= 
mensional do tipo: Til= f (TI 2 , TI3, ... ,Tin). A 
igualdade dos números adimensionais correspon­
dentes, entre modelo e protótipo, estabel~ria 
as condições de semelhança à que as escalas 
das diferentes grandezas deveriam obedecer. Es 
crever-se-ia: 

TI~m = TI~p 

TI .. .;;m = TI., 
JP 

TI -nm - íT np 

e, nestas condições, TIIm = TIIp· 

Introduzir uma distorção qualquer~­
gnifica infringir uma das igualdades asima. su­
ponhamos que se introduza uma distorçao, afe­
tando o termo adimensional de ordem i. Resulta 
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ria: TI. ~TI •• É o caso, por exemplo, da dis-
- 1m -lP · torçao geometrica.. Vimos que, ao aplicar o teo 

rema de Buckingham a fenômenos hidráulicos-; 
sempre aparecem números adimensionais caracte­
rísticos da geometria do escoamento, tais como 
d/t, sendo duma dimensão geométrica vertical, 
uma altura Õu profundidade, e t um cumprimento. 
Distorcer geometricamente significa fazer: 

Continuemos a raciocinar em termos~ 
rais. Se fazemos 1r. ~ 1r. , poderemos definir 
um coeficiente a de 1 mdistÕFção tal que: 1r. = lm = aTiip· O coeficiente de distorção é o coefi-
ciente de exagero vertical, isto é, o número 
de vezes que a escala vertical é maior que a 
escala horizontal. Ter-se-á a = a L. Assim,por 
exemplo, em modelo de trecho fluvial à escala 
horizontal ~ = 1/200 e vertical a = 1/50, o fa 
tor de distorção geométrica ou de exagero ver~ 
tical é igual a 4, pois se tem: 1/50 = 4 x 1/200. 

Uma vez que se introduziu uma dis­
torção em qualquer um dos números adimensio­
nais característicos do modelo, resultará que 
não mais se terá a igualdade, entre modelo e 
protótipo, para o número adimensional referen-· 
te à grandeza para a qual se quer efetuar a pre 
visão. Isto é: se n. ~ 1r. , também 1rlm 'f 1r 1 ~ lm lp ' p 

Temos então dois caminhos possíveis 
a seguir, a fim de prever ou eliminar o efeito 
da distorção: 

a) Pode-se simplesmente prever seu 
efeito, definindo um coeficiente de previsão ô, 
tal que 1r 1p = onLm· Então, conhecido o valor 
de o e med1. ndo ·rr lm no modelo distorcido, po­
der-se-á prever o valor que n 1p assumirá no 
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protótipo. A fim de determinar o valor o, pre­
cisamos conhecer a forma da função que liga o 
coeficiente de distorção e as outras grandezas 
que intervêm no fenômeno. Em outras palavras, 
precisamos conhecer a função o =f ( 1r 2m, 1r 3m, ... , 
a, ... ,Timn) a fim de prever o valor de o; 

b) Outro caminho a seguir, depois de 
introduzida uma distorção Tiim = a Tiip' consis­
te em introduzir também outra distorção rrpm = 

- I( = S Tipp, tal que na funçao o = f TI 2m, TI 3m, ... , o., 
B! Timnl , os efeitos dos coefici~ntes de distoE 
çao a e B se cancelem mutuamente e acarretem 
o = 1. Este é o chamado método das distorções 
múltiplas. 

5.5 -Antes de ver exemplos da apli­
cação dos métodos acima expostos a modelos re­
duzidos hidráulicos, cumpre advertir e ressal­
tar que certos problemas, por sua própria natu 
reza, não admitem distorção, nem mesmo a sim­
ples distorção geométrica. 

A distorção é usual e, como já vimos, 
pode ser necessária em problemas de morfologia 
de sistemas naturais (rios, estuários, costas 
e embocaduras). Como regra geral, po-rém, não é 
permitida nos seguintes tipos de problemas hi­
dráulicos: 

a) funcionamento de estruturas hi­
dráulicas, tais como determinação de coeficien 
tes de va~ão em vertedor, determinação de cur= 
va de vazoes de· sangrador de barragem, dissipa 
ção de energia a jusante de quedas, funciona= 
mento hidráulico de tomadas de água,defesa con 
tra erosões locais, etc; -

b) mediçÕes de esforços exercidos 
por escoamentos de qualquer natureza (inclusi­
ve ondulatórios) sobre elementos estruturais, 
tais como medições das forças exercidas sobre 
pilares ou comportas, estudos de vibrações em 
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barragens móveis, ação de ondas sobre estrutu­
ras marítimas ou sobre embarcaçõ~s e suas amar 
ras, etc; 

c) todos os problemas de mecânica da 
onda, a não ser que o comprimento de onda pos­
sa ser considerado muito pequeno ou muito gran 
de em face das profundidades, pois o exagero 
vertical acarreta a perda da semelhança de re­
flexão e de difra2ão; é o caso, por exemplo,de 
estudos de agitaçao em port~s, pesquisas ~ási­
cas sobre reflexao e d~fraçao, determinaçao de 
coeficientes de reflexao, etc. 

Em cada um dos problemas indicados,há 
razões intrínsecas e específicas que excluem a 
possibilidade de distorção. Assim, por exemplo, 
ao se estudar um problema de erosão local em 
torno de um pilar de ponte ou no sopé de un san 
grador de barragem, a simples distorção geomé= 
trica acarretaria condicionamentos contraditó­
rios para a reprodução das respectivas crate­
ras de erosão (scour holes). As dimensões lon­
gitudinais das crateras deveriam aparecer re­
duzidas à escala longitudinal. Entretanto,tais 
crateras s.ão produzidas por fenômenos hidráuli 
cos, como vórtices e turbilhÕes de eixo verti= 
cal ou horizontal, que são funções das veloci­
dades reproduzidas segundo a raiz quadrada da 
escala vertical em modelo distorcido. As dimen 
sões geométricas de tais fenômenos aparecem 
pois reduzidas à escala vertical, ainda que se 
trate de dimensões longitudinais. Como, em mo­
delo geometricamente distorcido·, as escalas 
longitudinal:e vertical são diferentes, as d~­
mensões longitudinais das crateras de erosão 
não podem aparecer reduzidas à escala longitu­
dinal, o que lhes falseia completamente a geo­
metria. 

Quando se têm elementos estruturais 
a considerar, se as escalas geométricas longi­
tudinal e vertical forem diferentes, não se te 
rão escalas únicas de áreas e pressões, pois 
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tai~ escalas serão função da in~linação, em r~ 
laçao ao plano horizontal, das areas considera 
das. A escala de áreas, por exemplo, variarã 
entre Âh = i 2 para área horizontal e Âv= ia p~ 
ra área vertical. 

No caso das ondas, conforme veremos 
oportunamente, a própria natureza da relaçã~~ 
tre celeridade ou comprimento de onda, perl.o­
dos e profundidades - a não ser em profundida­
de infinita ou muito pequena - impossibilita a 
distorção geométrica, se se quiser obter seme­
lhança de difração e reflexão. 

Encontra-se aqui mais urna indicação 
de fato já salientado. Antes de mais nada,o en 
genheiro de laboratório precisa ter um bom co= 
nhecirnento dos fenômenos, das grandezas e das 
relações que manuseia, a fim de decidir se a 
distorção é aceitáv~l ou não e, em caso af~rrn~ 
tivo, em que condiçoes e com que reperc~ssoes. 
O conhecimento da Teoria da Semelhança e neces­
sário, porêrn náo ê suficiente. 

5.6 - A exposição dos dois métodos, 
destinados respectivamente a prever ou elimi­
nar os efeitos de distorção, nos faz compreen­
der também certas vantagens e desvantagens dos 
métodos possíveis para formular condiçÕes de 
semelhança: 

a) aplicação, ao modelo e ao protó­
tipo, de lei dimensional; 

b) aplicação, às grandezas em jogo 
no modelo e no protótipo, do teorema de Buckin 
gham. 

A aplicação do teorema de Buckingharn 
nos permite formular condiçÕes de semelhança, 
desde que saibamos identificar as grandezas pre 
sentes no fenômeno a reproduzir, mas não exige 
que conheçamos a natureza ou forma da função. 
Entretanto, se for necessário distorcer alguma 
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das escalas, só poderemos prever ou compensar 
o efeito da distorção introduzida, se conhecer 
mos a forma da função que relaciona as grande= 
zas presentes. Para este fim, o teorema de Buc 
kingham é impotente e se tem de recorrer à viã 
experi1nental. 

Por outro lado, a formulação de con­
dições de semelhança a partir da aplicação de 
lei dimensional ao modelo e ao protótipo só é 
evidentemente possível nos casos em que conhe­
cemos a lei em questão. Entretanto, no caso de 
se distorcer alguma escala, será relativamente 
fácil prever os efeitos da distorção introduzi 
da ou cancelá-los através da introdução de ou= 
tras distorções. 

Em conseqüência, os problemas mais 
difíceis, do ponto de vista da Teoria da Seme­
lhança, são aqueles em que simultaneamente: 

a) desconhece-se a forma da função 
que relaciona as grandezas presentesi 

b) a distorção é necessária. 

É o caso dos problemas relativos à 
morfologia de sistemas naturais, que se estu­
dam em modelos de fundo móvel, reproduzindo e­
rosão, transporte e depósito de sedimentoso A 
complexidade se agrava quando o agente hidráu­
lico causador do transporte é de regime variá­
vel (ondas ou correntes de maré}. Nestes casos, 
a própria determinação de coeficiente de prev~ 
são ou o cancelamento mútuo das distorções in­
troduzidas, que podem ser numerosas, tem de ser 
efetuada' por métodos experimentais. Tais mét~ 
dos exigem conhecimentos específicos de morfo­
logia marítima ou fluvial e não serão discuti­
dos aqui, mas nas matérias respectivas, embora 
citemos abaixo alguns exemplos. 



114 

5.7- Começaremos os exemplos do em­
prego da distorção, considerando dois casos 
práticos de aplicação do método das distorções 
múltiplas. Em ou~ras palavras, uma vez introdE 
zida uma distorçao, introduz-se outra de mane! 
ra a que os respectivos efeitos se cancelem m~ 
tuamente. A escolha dos valores dos coeficien­
tes de distorção a adotar, para que os respec­
tivos efeitos se anulem, se efetua pela utili­
zação de lei conhecida que rege o fenômeno.Con 
sideraremos um exemplo tirado de hidráulica 
fluvial e outro de hidráulica marítima. 

5.7. 1 -Suponhamos que se tenha dis­
torcido geometricamente um modelo de trecho flu 
vial e se queira compensar tal distorção, jo­
gando com a rugosidade, de maneira que a esca­
la de perdas de carga não seja afetada e esta 
grandeza apareça corretamente reproduzida à es 
cala vertical do modelo. 

Esclarecemos preliminarmente que a 
escala geométrica vertical do modelo é a esca­
la adequada para perdas de carga em conseqÜê!!_ 
cia das seguintes razões: 

a) a perda de carga, sendo por defi­
nição a perda de energia por unidade de 
do líquido escoado, tem a mesma dimensão 
de uma grandeza geométrica linear: 

peso 
(L) 

b) tal grandeza geométrica linear de 
ve estar reproduzida à escala das alturas ou 
profundidades, e não à dos comprimentos ou lar 
guras, porque, ao tra~ar-se a linha energéti= 
ca, a perda de carga e uma grandeza geométrica 
vertical. 
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Em escoamento turbulento,as perdasde 
carga são proporcionais aos quadrados das velo 
cidades. Portanto tem-se: 

fi = a~v2 ou a = v2 

A partir desta Última consideração deduz-se i­
mediatamente a escala de velocidades para mode 
lo distorcido geometricamente: v = a1/2.A esca 
la de velocidades tem de ser araiz quadrada da 
escala geométrica vertical. 

Se o modelo é geometricamente distor 
cido, tem-se a ~ ~ ou a = a~ 3en0o ao fator de 
distorção geométrica ou fator de exagero vert! 
cal. Em conseqüência, a escala de declividades 
de linha de água - que são as perdas de carga 
por unidade de comprimento do rio não mais 
será igual a 1, como é em modelo geometricamen 
te semelhante. Haverá urna escala de declivida= 
des de linha de água, dada por: 

s = a;~ mas a = ~~ e s = a~/~ = ~ 

Constata-se que, em modelo verticalmente exage 
rado, a escala de declividades de linha de á= 
gua é igual ao próprio fator de distorção.Como 
este é um número positivo e usualmente intei­
ro, as declividades de linha de água no modelo 
precisam ser tantas vezes maiores que as decli 
vidades homólogas no protótipo quantas vezes a 
escala vertical é maior que a horizontal. 

Entretanto, a declividade de linha 
de água é a perda de carga por unidade de com­
primento e portanto constitui urna grandeza se­
cundária, uma função da velocidade, do raio h! 
dráulico e da natureza das paredes. O nosso 
problema consiste em, jogando com a rugosidad~ 
assegurar que, ao longo de comprimentos repro­
duzidos à escala horizontal, a perda de carga 
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apareça corretamente reproduzida à escala ver­
tical. Ou, em outras palavras, temos de asse­
gurar que acondição s = a se cumpra fisicamen­
te, pois, uma vez obedecida tal condição, si = 
= ai = fi = a. 

A lei relacionando a velocidade com 
a geometria da seção, a rugosidade e a perda 
unitária é uma lei de escoamento uniforme em 
canal. Utilizemos a fórmula de Manning, escre­
vendo-a para o modelo e o protótipo: 

v = k R 2/2 s 2/2 
m m m m 

v = K R 2/3 s 1/2 
p p p p 

Dividindo memb+o a membro: 

v K R 2/3 s 1/2 
m m m m = K R s v p p p p 

ou, aplicando nossa -convençao para representar 
as escalas: 

(a) 

Admitamos que o rio-protótipo seja suficiente­
mente largo para que se possa considerar o raio 
hidráulico como igual à profundidade. média na 
seção e que tal hipótese permaneça válida no 
modelo apesar da distorção geométrica.Ter-se-á: 

R = d ou R = a 
Já sabemos que: 

v = a1 / 2 R = a e S = a 
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Falta-nos determinar a escala R de coeficien­
tes de rugosidade de tal modo que, com a esca­
la de declividades distorcida segundo o fator 
a, se tenham as perdas de carga reduzidas à es 
cala vertical.Isto é: temos de determinar uma 
escala de rugosidade que, com v = ai/2 e~= a, 
cumpra fisicamente a condição S = a porque en­
tão Si = ai = fi = a. 

De (a) tira-se a condição que a esca 
la de declividades ou perdas de carga unitã= 
rias deve satisfazer: 

-
R = v 

Substituindo na Última equação as di 
ferentes escalas pelas respectivas expressoes 
em função das escalas geométricas, obtém-se: 

R = = a-1/6 a-1/2 

Esta seria a escala de rugosidádes 
que compensaria o efeito da distorção geométr~ 
ca no caso em apreço. É uma escala distorcida 
de rugosidade, ·porque, se deduzirmos a expres­
são da escala R para modelo geometricamente se 
melhante, acharemos expressão diferente. -

Conhecidos os valores Kp para certos 
estágios de escoamento no protótipo, os corre~ 
pendentes valores Km do coeficiente de rugosi­
dade no modelo seriam determinados por Km = 
= K R. Entrando com tais valores em tabela de 
coeticientes de rugosidade, seria possível, em 
princípio, determinar o acabamento ou o re~es­
timento das paredes do escoamento no modelo pa 
ra que uma distorção da rugosidade compensasse 
os efeitos, sobre a perda de carga, da distor­
ção geométrica. 
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Este exemplo que se acaba de ver o­
corre na prática dos laboratórios de hidráuli­
ca ao se estudarem problemas como defesa con­
tra inundações, ou propagação de maré em estu~ 
rios. Geralmente, a fim de provocar no modelo 
declividades de linha de água, tantas vezes 
mais íngremes que no protótipo, quantas vezes 
a escala vertical do modelo é maior que a hori 
zontal, torna-se necessário introduzir rugosi= 
dade artificial no modelo~ 

5.7,2- Vejamos agora um exemplo de 
aplicação do método das distorções mGltiplas 
em hidráulica marítima. 

A semelhança de reflexão é incompa­
tível com a distorção geométrica porque as de­
clividades das superfícies refletoras tornam­
-se tantas vezes maiores quantas vezes a esca­
la vertical é maior que a horizontal,e, em con 
seqüência, os coeficientes de reflexão não fi= 
cam sendo .os mesmos m modelo e no protótipo.Já 
vimos que a distorção geométrica acarreta S=a. 
Em outras palavras, a reflexão é comandada por 
valores absolutos de parâmetros do tipo d/~ e, 
portanto, é necessário reduzir d e L a mesma 
escala. 

Entretanto, é possível obter seme­
lhança de refraç-ão em modelos marítimos verti­
calmente exagerados, desde que se compense a 
distorção geométrica por uma segunda distorção, 
consistindo em reproduzir o comprimento da on­
da, que é uma grandeza geométrica linear-hori­
zontal, segundo a escala geométrica vertical,ern 
vez da horizontal. Isto equivale, como se verá 
abaixo, a reproduzir os períodos e as celeri­
dades das ondas segundo a raiz quadrada da es­
cala geométrica vertical. Obter semelhança de 
refração significa que, a profundidades.homólo 
gas, as cristas das ondas-modelo giram de ângÜ 
los numericamente iguais aos ângulos de que gi 
ram as cristas das ondas-protótipo. -
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A refração é um fenômeno regido ~ela 
lei de Snell, segundo a qual os senos dos angu 
los, de que as cristas (ou as ortogonais)giram 
a diferentes profundidades, são proporcionais 
às celeridades da onda às profundidades respe~ 
tivas. Ter-se-á: 

sen a1 = E.!.. 
sen a 2 c 2 

onde os a são os ingulos de rotação das ctis­
tas (ou das ortogonais) a duas profundidades 
quaisquer e os c são as celeridades às respec­
tivas profundidades. 

Por sua vez, a expressão geral da ce 
leridade, em função dos comprimentos de onda e 
das profundidades, é dada pela fórmulade Airy: 

I gL 21Td 
c = 2 1T tg h L 

onde c é a celeridade, 
g a aceleração da gravidade, 
d a profundidade, 
L o comprimento da onda à profundidade ~' 
tg h significa tangente hiperbólica. 

Escrevamos a fórmula de Airy para o 
modelo e o protótipo. Virá: 

/
gLm 

= 21T tg h 

I gLp 2 1T dp 
= 21T tg h -=-L--

p 
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Dividindo membro a membro: 

7T d m 
em =R L m - (b) c ·L 

p p 2 7T d 
tg h p 

L 
p 

d 
Suponhamos modelo 

~ 

distorcido que o e 
m a d = = 
p 

= ai, mas que fazemos :E = a em vez de f, = L 
L 

Então f, m = L = a ou Lm = Lp d 
p 

Substituamos em (b) dm por sua expressao dm = 
= d à e L por L = L à. p m m p 

Teremos: 

2 7T d 
c 

~ 
tg h E 

m L d = p c p p 
2 7T d 

tg h E 
L p 

As tangentes hiperbÓlicas no numerador e no de 
nominador se simplificam e resta: 

= 1c1 ou ê = a1/ 2 



121 

Uma vez que L = cT, isto é, o compri 
mente de onda é o espaço percorrido pela cris= 
ta durante um período, podemos escrever 

L = ê~ mas ,se t=a ·e ê= d1/2, ':r=~ = 

Concluímos, portanto, que obteremos 
a semelhança de refração em modelo geometrica­
mente distorcido, se compensarmos a distorção 
geométrica pela introdução de uma segunda dis­
torção, consistindo em reduzir o comprimento de 
onda segundo a escala vertical, em vez da esca 
la horizontal, o que equivale a reduzir as ce= 
leridades e os períodos segundo a raiz quadra­
da da escala vertical. 

Nos problemas de regime de costa, ge 
ralmente o que importa é a semelhança de refrã 
ção e então pode·-se distorcer o modelo e abrir 
mão da semelhança de reflexão e de difração. 

Entretanto,é preciso não perder de 
vista que um modelo marítimo distorcido não pro 
porciona semelhança de reflexão e difração, e~ 
hora nele as ondas se refratem de modo seme­
lhante ao protótipo. Por conseguinte, se tiver 
mos operado um modelo, que terá de ser distor= 
cido, para estudar em fundo móvel a manutenção 
ou o aprofundamento do canal de acesso a um 
porto, não poderemos utilizar o mesmo modelo 
para estudar a proteção do porto contra a agi 
tação ou para estudar as condições de navega= 
ção de modelos de navios ou para estudar a es­
tabilidade das obras de regularização ou pro­
teção. Cada um destes outros problemas exigrria 
um outro modelo não-distorcido geometricamente. 

Vejamos, em primeiro lugar, por que 
a distorção geométrica faz desaparecer a seme­
lhança de difração. A difração é fenômeno co­
mandado pelo parâmetro ~ , sendo r a distância 
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do ponto considerado ao obstáculo causador da 
difração e L o comprimento de onda à profun­
didade no ponto em causa. Se a escala vertical 
por diferente da escala horizontal, o parâme­
tro acima não terá o mesmç va!or no_ mo~elo e 
no protó:tipo I pois r = R:' L = d mas d F R- • 

Os estudos de agitação, provocada por 
ondas curtas (T ~ 20 segundos), em recinto por 
tuário, não podem ser efetuados em modelos veE 
ticalmente exagerados. Já vimos que modelo em 
tal condição não proporciona semelhança de di­
fração e de reflexão. Ora, o que se chama de a­
gitação em um recinto portuário consiste na su 
perposição de ondas refratadas, difratadas e 
refletidas. Em particular, as posições dos nós 
e dos ventres das ondas estacionárias, resul­
tantes da superposixão de ondas incidentes com 
ondas refletidas, nao aparecem nos lugares cer­
tos do modelo distorcido e com os comprimentos 
de onda reduzidos segundo a escala verticaL Em 
modelo nestas condis=ões, tudo se passa como se 
o fundo do modelo (a. escala i) estivesse com­
primido em relação à configuração das cristas 
de onda (pois L = d = a.R:). Em conseqüência, os 
nós e ventres dos Clapotis não podem aparecer 
nos locais certos. 

5.8 - O exemplo mais comum, em labo­
ratório de hidráulica, de determinação de coe""" 
ficiente de previsão para modelos distorcidos 
consiste na determinação experimental da esca­
la de tempos de transporte sólido, para mode­
los de fundo móvel. Neste tipo de modelos in­
troduzem-se numerosas distorções, que podem 
chegar a 10 ou 12, conforme veremos oportuna­
mente em exemplo, e um dos efeitos globais des­
te procedimento consiste em ter-se uma escala 
de vazões sólidas diferente da escala de va­
zões líquidas. Deste fato resulta que se tem, 
também, uma escala de tempos de transporte só­
lido - há quem prefira falar em escala de tem-
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pos morfológicos - diferente da escala dos tem 
pos relativa aos outros fenômenos hidráulicos~ 
que se cha:.;~a de "escala dos tempos hidráuli­
cos". Com efeito, sendo\! a escala de volumes 
do modelo, tem-se de ter: 

V = Ôs ts (c) 

onde Ôs é a escala de vazões sólidas (ou de 
transporte sólido) e ts é a escala .de tempos 
de transporte sólido, ou de tempos morfológi­
cos. 

Se Ôs ~ Q, isto é, se a escala de va 
zões sólidas for diferente da escala de vazões 
líquidas, t.er-se-â forçosamente ts 'I t ou uma 
escala de tempos morfológicos diferente da es­
cala de tempos hidráulicos, uma vez que a esca 
la de volumes fica univocamente determinada pe 
las escalas geométricas vertical e horizontal: 
Com efeito, "= ila" 

vê-se portanto que, por definição, a 
escala de tempos morfolÓgicos é a razão entre 
os tempos, no modelo e no protótip~ durante os 
quais os volumes transportados de sedimentos 
estão entre si segundo a escala dos volumes" 

A menos que se conheça com segurança 
uma lei de transporte sólido aplicável ao :mode 
lo e ao protótipo, o que não costuma ser o ca­
so quando o sedimento-protótipo é a:r.cia com uma 
certa curva granulométrica, não é possível em 
geral calcular a priori os valores das escalas 
de vazão sólida e de tempos morfológicos. De­
termina-se esta última escala experimental me­
diante a comparação das durações de processos 
homólogos no modelo e no protótipo. Assim, por 
exemplo, no modelo costeiro de fundo móvel, em 
que se estudou no IPH da UFRGS a regularização 
da embocadura lagunar de Tramandal, determinou 
-se a escala de tempos de transporte sólido pe 
la comparação das durações de migração da embÕ 
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cadura livre no modelo e no protótipo. Tal es­
cala surgiu, pois, como a razão entre os tem­
pos-modelo e os t'empos-protótipo em que os de§_ 
locamentos da embocadura livre ficavam entresi 
segundo a escala horizontal do modelo. 

Uma vez conhecida esta escala de tem 
pos morfológicos, é fácil tirar da equação (c) 
acima a escala de vazões sólidas. Em modelo de 
embocadura~ onde se tem transporte sólido devi 
do a ondas e a escoamentos, as duas escalas de 
transporte sólido - para vazões e tempos - têm 
de ser as mesmas para ondas e escoamentos, o 
que também se consegue por via teórico-experi­
mental, mas sobretudo experimental. 

5.9 -A fim de elucidar bem o concei 
to, nem sempre simples,_de distorção, vejamos 
quais e quantas distorçoes estavam presentesno 
já mencionado modelo costeiro de fundo móvel 
em que se estudou a regularização da embocadu­
ra lagunar de Tramandaí. 

O modelo estava construído à escala 
horizontal de 1/300 e vertical de 1/50. Repro­
duzia-se o período das ondas à raiz quadradada 
escala vertical. O fundo móvel era constituído 
pela própria areia fina do protótipo, com diâ­
metro médio de 0,19mm, e assegurava-se a movi­
mentação da areia pelas ondas às profundidades 
convenientes, provocando inicialmente a forma­
ção de ripple marks sobre toda a extensão do 
fundo móvel, de maneira a tornar sempre turbu­
lento o regime qa camada-limite oscilatória das 
ondas-modelo. A escala de velocidades dos es­
coamentos fluviais, através da embocadura, era 
o dobro da escala freudiana correspondente 
raiz 'quadrada da escala vertical - de modo a 
assegurar que fossem as mesmas as es.calas de 
transporte relativas a ondas e a escoamentos. 
Determinou-se experimentalmente, da maneira já 
descrita, uma escala de tempos de transporte~ 



125 

lido, tendo-se chegado ao resultado de que cin 
co ciclos de operação do modelo, cada um com 
duração de três horas e vinte e sete minutos, 
representavam dois anos no protótipo. o modelo, 
nestas condiçÕes, reproduziu com notável suce~ 
so: 

a) os perfis de praia; 
b) as profundidades sobre a barra em 

frente à embocadura 
c) as posições do pontal sul ainda 

livre; 
d) a migração da embocadura quando 

estava livre, quer dizer, antesda 
construção de qualquer obra. 

As distorções foram ao todo em núme­
ro de onze. A primeira consistiu no exagero ver 
tical, ou seja, a ~ i. 

A segunda distorção consistiu em re­
produzir o comprimento de onda, grandeza li­
near-horizontal, segundo a escala geométrica 
vertical, ou seja L ~ i. Vimos que, ao proce­
der assim, preservamos a semelhança de refra­
ção, que era o fenômeno realmente importante 
para gerar ações sobre a morCologia da praia e 
o transporte litorâneo. 

A terceira e a quarta distorções cog 
sistiram em adotar uma escala de diâmetro de 
grão que não era nem a escala geométrica verti 
cal nem a horizontal, ou seja ô ~ a e ô ~ i. 

A quinta distorção consistiu em ado­
tar, para as velocidades fluviais, uma escala 
que era o dobro da raiz quadrada da escala ver 
tical em vez de simplesmente igual à raiz qua= 
drada, isto é: 

A sexta distorção consistiu, por cog 
seguinte, em ter para velocidades fluviais,uma 
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escala diferente da escala de celeridades de 
ondas, embora velocidades e celeridades tenham 
a mesma expressão dimensional (LT- 1 ). Com efei 
to~= 2 ãl/2 e ê = à 1/ 2 , logo v fê. 

A sétima distorção consistiu em ter 
escalas diferentes para escalas de velocidades 
fluviais e de velocidades no movimento orbital 
das partículas líquidas sob as ondas. Chamando 
de v esta Última escala e sendo f. = a ou'Í' =d1ft, 
- - ~1/2 - - ~1/2 - -Vosc - a -, mas corno v - 2a , Vosc 'f v. 

A oitava distorção consistiu em ter 
urna escala de períodos diferentes da escala de 
tempos a que, por exemplo, se teriam cronome­
trado deslocamentos de flutuadores no modelo e 
no protótipo. Com efeito, T = ã.l/2 mas 

logo 'Í' f t 

A nona distor<ião consistiu em ter urna 
escala de tempos morfologicos diferente da es 
cala de tempos a que se reduziam os períodos~ 
ou seja ts = 1'. 

A décima distorção consistiu em ter 
urna escala de tempos morfológicos diferente da 
já mencionada escala de tempos de escoamentos, 
isto é: 

A undécima distorção consistiu em ter 
urna escala de vazões sólidas diferente da es­
cala de vazões líquidas Ôs f O. 

Se examinarmos o conjunto dos fenôrne 
nos hidráulicos e processos sedirnentológicos,m 
produzidos no estudo de Tramandaí, veremos que 
se utilizou várias vezes o método das distor­
ções mÚltiplas e pelo menos urna vez o método 
de determinar experimentalmente um coeficiente 
de previsão. 



127 

Aplicou-se este segundo método, como 
já se disse, na determinação da escala de tem­
pos de transporte sólido. 

De saída recorreu-se à distorção geo 
métrica para obter a semelhança dos perfis de 
praia, segundo a já mencionada lei morfológic~ 

Compensou-se o efeito da distorção 
geométrica sobre a refração, distorcendo o com 
primento das ondas e conseqüentemente os perío 
dos em relação aos tempos de escoamento. -

Distorceu-se o diâmetro de grão para 
permanecer dentro dos limites de validade das 
leis de transporte e para obter a semelhança 
dos perfis de praia. Tal distor2ão acarretou a 
perda da semelhança das condiçoes críticas de 
arraste, mas em parte desprezou-se tal perda e 
em parte compensou-se-a pelo artifício do en­
rugamento inicial e por outra distorção consi~ 
tindo no exagero das velocidades dos escoamen­
tos fluviais. 

A prova de que estas distorções se 
compensaram está em que as profundidades sobre 
a barra, expressão global da interação entre 
as ondas e os escoamentos, sempre apareceram 
certas. 

Entretanto, a distorção das velocida 
des fluviais acarretou duas outras: 

a) a desigualdade entre escalas de~ 
locidades fluviais e de celeridades de ondas;-

b) a desigualdade entre escalas de 
velocidades fluviais e velocidades oscilató­
rias. 

A comparação entre a morfologia .. de 
embocadura no modelo e no protótipo revelouque 
estas duas distorções não tiveram efeitos no-
civos. 

Finalmente, a escala de tempos morf2 
lÓgicos resultou diferente das escalas de tem-
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pos para períodos de ondas e para escoamentos 
fluviais, acarretando uma escala de vazões só-­
lidas diferente da escala de vazões lÍquidas.A 
escala de tempos morfolÓgicos foi determinada 
experimentalmente enquanto a escala de .vazões 
sólidas foi deduzida do valor experimental a­
chado e da escala. de volumes. 

A prova de que as escalas de trans~ 
te para ondas e para escoamentos eram as mes­
mas também reside na reprodução correta da mor 
fologia da embocadura e da praia. 

5.10 - Sempre que se introduzem dis­
torções, é absolutamente vital que se verifi­
que experimentalmente o efeito global das dis­
torções introduzidas. Tal verificação se faz 
pela reprodução da situação atual ou de proces 
so característico da história do protótipo. E 
o que se chama a etapa de regulação do modelo. 

No ca.so, por exemplo, de um modelo 
distorcido de trecho ·fluvial, é necessário re­
produzir perfis de linha de água para vazões 
homólogas a fim de verificar se se obedeceu a­
dequadamente à escala de rugosidade. Note-se, 
aliás, que o desenvolvimento teórico anterior­
mente exposto apenas fornece uma orientação g~ 
~al, na maioria dos casos, e é por tentativas 
no próprio modelo que se consegue ajustar a ru 
gosidade adotada. Esta Última observação tam= 
bém é válida para modelos geometricamente se­
melhantes, em que seja necessário reproduzir a 
dequadamente os perfis de linha de água,como o 
caso de um modelo fluvial, destinado a estudar 
um aproveitamento hidroelétrico, em que, antes 
de introduzir no modelo as estruturas em pro­
jeto, seja necessário estudar as fases de cons 
trução das mesmas. 

Nos modelos de fundo móvel, é essen­
cial que se reproduzam os traços característi­
cos pelo menos da morfologia atual do protóti-
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po. N~m sempre se pode determinar uma escala 
de tempos de transporte sólido porque nem sem­
pre a história do pro;tótipo comporta processo su 
ficientemente definido e sistemático para tal 
fim. Há casos, até, em que a própria natureza 
do protótipo exclui a possibilidade de determi 
nar uma escala de tempos morfolÓgicos, como se 
dá, por exemplo, para modelos de praias de en­
seada. 

Em virtude do caráter ainda bastante 
falho ou limitado das leis de transporte sóli­
do atualmente conhecidas, não inspira confian­
ça um modelo de fundo móvel que, antes de res­
ponder a perguntas, não tenha reproduzido uma 
situação ou processo caracteristico do protóti 
po, por melhor que seja sua fundamentação teó= 
rica. Se a primeira tentativa de reprodução não 
é bem sucedida, alteram-se os valores adotados 
para os coeficientes de distorção'·ou as condi­
ções de operação do modelo até se conseguir a 
reprodução desejada. 

Ao receber as conclusões de um estu­
do de fundo móvel, a primeira indagaÇão de quem 
o encomendou devet:·ser: como e com que resulta­
dos se efetuou a regulação do modelo ? 

5.11 - EXERCfCIOS 

1) Estudou-se am problema de defesa con 
tra inundação em modelo reduzido, a fundo fixo-; 
de trecho fluvial. O modelo estava construido à 
escala horizontal de 1/200 e vertical de 1/50. 
Quais eram as escalas das outras grandezas a 
considerar ? 

2) Estudou-se um problema de dissipação 
de energia a jusante de queda em modelo geome­
tricamente semelhante à escala de 1/100. O ma­
terial de fundo no estirão de jusante do protó 
tipo era uma areia f~na com diâmetro médio de 
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geométrica das crateras de erosão que se forro~ 
riam no protótipo. Pelo critério da semelhança 
das velocidades d~ decantação adoto~-se, como 
indicador de erosao no modelo, um material de 
massa especifica e de diimetro médio diferen­
tes da areia. Pergunta-se: 

a) Este modelo era distorcido? 
b) Em caso afirmativo, quais e quan­

tas distorções havia? 

3) No texto do presente capitulo carac­
ter~zaram-se as condições de constr~ção e ope­
raçao do modelo costeiro de fundo movel de Tra 
mandai. Quais eram os valores numéricos de to~ 
das as escalas mencionadas, se as escalas geo­
métricas eram l/300 e l/.50 ? 

4) Estudou-se um problema de evitar fran 
queio (outflanking) de ponte, sobre rio em pl~ 
nicie aluvial, em modelo fluvial de fundo mó­
vel à escala horizontal de l/300 e vertical de 
l/45. A escala de vazões liquidas era l/90 700. 
A regulação do modelo revelou a necessidade de 
reduzir a escala de declividades para um valor 
de 3:1 e permitiu determinar uma escala de tem 
pos morfolÓgicos pela qual l dia no modelo re= 
presentava um ano no protótipo. O material de 
fundo móvel no modelo era uma areia com diâme­
tro médio de O,l7mm. Quais e quantas distor­
ções estavam presentes no modelo? 



6 - EFEITO DE ESCALA 

6.1 - Em capítulo anterior deste cur 
so viu-se que, em modelo reduzido de escoamen~ 
to de fluidos, não é possível obter semelhança 
para mais de um tipo de forças, além das for­
ças de inércia. Quando, no protótipo, um deter 
minado tipo de forças - digamos as forças d0 
gravidade - prepondera a ponto de ser realmen­
te desprezível a influência dos outros tipos 
de força - viscosidade, tensão superficial e 
compressibilidade - a semelhança para o tipo 
de forças dominantes no caso, a igualdade dos 
números de Fraude - permite projetar um modelo 
adequado, desde que as escalas geométricas es­
colhidas tenham valores suficientemente gran­
des. 

Assim, por exemplo, desde que se cons­
trua, a escala geométrica suficientemente gran 
de, um modelo reduzido de agitação para um por 
to, tal modelo poderá ser perfeitamente adequ~ 
do para reproduzir as ondas que realmente pre­
cisam rí1ser consideradas no protótipo. 

6. 2,- Existem casos, porém, em que, 
apesar de haver um tipo de forças preponderan­
tes, a influência dos outros tipos de força não 
é inteiramente desprezível. Nestes casos as pre 
visões extraídas do modelo, que se projetar ã 
fim de proporcionar semelhança para o tipo de 
forças preponderantes, serão afetadas de um cer 
to erro. 
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Em outrcs·casos, embora haja no con­
junto do fenômeno um tipo de forças amplamente 
preponderante~ pode haver aspectos particula­
res ou certos pontos particulares no protótipo 
em que não sejam totalmente desprezíveis os e­
feitos de outros tipos de força. Também nestes 
casos as previsões obtidas no modelo, que .: se 
projetar tendo em vista a semelhança das for­
ças preponderantes, serão afetadas de certo er­
ro. 

Numa terceira categoria de casos, no 
prot6tipo a influincia de todos menos um tipo 
de forças i totalmente desprezível; mas pode 
acontecer que seja irrealizável, na prática, o 
modelo à escala suficientemente grande para cpe 
também no modelo a influência de todos os res­
tantes tipos de força seja realmente desprezí­
vel. Ainda neste caso as previsões obtidas no 
modelo serão afetadas de certo erro. 

6.3 - Em qualquer urna destas três ca 
tegorias de casos chama-se de eféito de escala 
o erro contido. nas previsões do modelo, em con­
seqüência do fato de não ser possível sernelhan 
ça simultânea para todos os tipos de força. -

6 , 4 - Vejamos um exemplo concreto de 
efeito de escala em modelo reduzido hidráulico. 
Será um caso de terceira categoria acima expos 
ta. 

Suponhamos que se pretenda determi­
nar o traçado mais conveniente, do ponto de vis 
ta das condições de navegação, para um canal de 
acesso a um porto situado no interior de urna 
embocadura lagunar pela qual se escoam vazões 
fluviais importantes. Pretende-se efetuar tal 
determinação através da observação do comporta 
rnento de rnodelcostelecornandados de navios em rnõ 
delo hidráulico de fundo fixo, geornétricarnente 
semelhante, no qual se reproduzam as onãas·{cor 
rentes litorâneas e escoamentos fluviais. -
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Tendo em vista a extensão da área­
-prot5tipo a representar, escolheu-se o valor 
de 1/100 para a escala geométrica. Julgou-se 
satisfat5rio o valor resultante de 1/10 para a 
escala de tempos a que terão de reduzir-se os 
tempos de manobra dos navios. A escalade 1/100 
também é aceitável para reproduzir o navio de 
projeto do canal de acesso com os respectivos 
Órgãos de propulsão e governo. No protótipo,as 
vazões a reeroduzir pela embocaduEa são da or­
demce sc·r~om::5js e no modelo as vazoes correspon 
dentes acarretam números de Reynolds bem acima 
do limiar de escoamento turbulento. 

Com a escala adotada de 1/100 o mode 
lo resulta enorme. É em planta um quadrado com 
100 metros de lado, que não caberia em nenhum 
dos laboratórios de hidráulica existentes no 
Brasil e tem de ser construído ao ar livre, a­
pesar dos inconvenientes que tal fato possa a­
carretar. 

Entretanto, neste modelo tão grande, 
em que os escoamentos fluviais são tão segura­
mente turbulentos, o escoamento local em torno 
do leme do navio será inevitavelmente laminar 
e só deixaria de sê-lo se se construísse o mo­
delo a uma escala da ordem de 1/30, que a ex­
tensão da área-prot5tipo a reproduzir - torna 
proibitiva e inviável. 

Em conseqüência, no modelo, os deslo 
camentos, que o navio em manobra venha a so­
frer sob influência de ondas e correntes,serão 
exagerados pela influência de forças de vis9o­
sidade inexistentes no protótipo. As previsoes 
quantitativas de tais desl~camentos no prot5t! 
po, resultantes da aplicaçao das escalas cor­
respondentes a valores medidos no modelo, est~ 
riam afetadas no erro. 

Neste caso particular, tais erros nã:> 
prejudicariam o objeto do estudo. Com efeito,o 
que realmente interessa é a comparação entre 
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os diferentes traçados de canal de acesso,para 
as mesmas condiçÕes hidráulicas, não a previ­
são de valores absolutos dos deslocamentos do 
navio. Como a influência das forças de viscos! 
dade é a mesma para todos os traçados a serem 
ensaiados, a comparação é possível. A influên­
cia da viscosidade é a mesma para todos os tra­
çados porque depende da escala geométrica,para 
as mesmas condiçÕes hid~áulicas, e tal escala 
no modelo em consideraçao permanece constante 
quando variam os traçados do canal de acesso. 

6.5 -A maneira de pesquisar a exis­
tência ou não de efeito de escala na simulação 
física de um dado sistema consiste em se faze­
rem diferentes modelos, a diferentes escalas 
geométricas, do mesmo protótipo. Para~ condi­
ções representativas, nos diferentes modelos, 
de uma mesma situação no protótipo aplicam-se 
as escalas respectivas aos valores médidos,nos 
diferentes modelos, da grandeza suspeita de es 
tar afetada de efeito de escala. Se os diver= 
sos valores, em termos - protótipo da grandeza 
em questão - coincidirem dentro da precisão em 
que se fazem as medidas, poder-se-á afirmar não 
ter ocorrido efeito de escala. Se variarem, po 
der-se-á traçar o gráfico da variação da gran= 
deza considerada, em termos-protótipo, em fun­
ção dos valores da escala geométrica. O valor 
da Última, a partir do qual os valores-protóti 
po passam a coincidir a menos do erro experi= 
mental, define o limite abaixo do qual ocorria 
efeito de escala e acima do qual tal efeito de 
sapareceu. 

Suponhamos que se construa um modelo 
de sangrador de barragem à escala de 1/100. No 
protótipo é totalmente desprezível a influên­
cia de forças de tensão superficial sobre a 
veia lÍquida que se escoa, em situação & chei~ 
entre os pilares existentes na crista do san­
grador. Suponhamos, porém, que tivessem surgi-
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do dúvidas sobre possíveis influências de for­
ças de tensão superficial nas veis líquidas ~ 
se escoam, para vazões correspondentes, pelo 
sangrador-modelo. Pode ter acontecido, por e­
xemplo, que se tenha suspeitado de que os valo 
res absolutos dos espaçamentos entre os pila= 
res na crista do sangrador-modelo, à escala de 
1/100, não fossem suficientemente grandes para 
assegurar a ausência de influência das forças 
de tensão superficial. 

O procedimento a seguir, para pes­
quisar tal efeito de escala, consistiria em 
construir vários modelos do mesmo sangrador a 
diferentes escalas. Digamos que se construís­
sem tais modelos às escalas de 11 = 1 /75, 1 2 = 
= 1/50, 13 = 1/40, i4 = 1/30. Supondo sempre a 
mesma posição das comportas, a um dado nível 
de água a montante e a uma dada carga sobre a 
crista do sangrador - corresponde unicamente 
uma vazao protótipo. Suponhamos agora que se 
impusesse a carga correspondente a cada um dos 
modelos às escalas acima enumeradas e se medis 
se, para cada um, a vazão modelo que mantém em 
regime permanente a carga em questão. A cada 
escala geométrica corresponderia um valorde va 
zão-modelo, Q1m, 0 2m, Q3m, 0 4m.Aplicando a ca= 
da um destes valores o respectivo valor da es­
cala de vazões, ter-se-ia um valor protótipo. 
Ter-se-ia pois o conjunto de valores Qlp' Q2p, 
03pt 04p• 

Não teria havido efeito da escala se 
01p = 022 = Q3p = 042 . dentro da precisão com 
que se eretuam as mea1das. 

Se tiver ocorrido efeito de escala, 
os valores-protótipos da vazão em causa não s~ 
rão iguais. Poder-se-á traçar um gráfico de 
tais valores em função dos respectivos valores 
da escala geométrica. O limite de valor da es­
cala geométrica, acima do qual o efeito de es­
cala desaparece, é aquele além do qual o grÃ.fi 
co se.torna uma reta paralela ao eixoern que se 
representarem os valores da escala geométrica. 
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