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Resumo

O presente trabalho apresenta uma nova proposta de tratamento de estru-
turas espirais em meios continuos oscilatorios na vizinhanca de bifurcacoes de
Hopf supercriticas. Tais estruturas sao normalmente descritas pela Equacao de
Ginzburg-Landau Complexa a qual usa um campo complexo associado a essas 0s-
cilagcoes. A proposta apresentada reduz a dinamica de espirais a interacao entre os
centros das mesmas. Inicialmente comparamos numericamente as duas descrigoes
e com os ganhos computacionais decorrentes da abordagem reduzida caracteri-
zamos finamente as estruturas espago-temporais formadas nesses sistemas: em
vez dos estados congelados mencionados anteriormente na literatura encontrou-
se uma dinamica espaco-temporal intermitente. Esse regime ocorre em duas fases
distintas: Liquido de Vortices e Vidros de Vortices. Esta tltima evolui em escalas
de tempo ultralentas como em fen6menos semelhantes encontrados na Mecanica

Estatistica, apesar de sua origem puramente determinista.
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1. Introducao

Baseados na idéia de turbuléncia mediada por defeitos, lancada no inicio dos anos
80 [12, 2, 32, 30, 31], o presente trabalho apresenta e defende uma nova pro-
posta de descrigio de sistemas dindmicos em meios oscilantes [23, 24]. A referida
proposta refere-se a possibilidade de suprimir o espac¢o continuo (normalmente
utilizado para descrever sistemas dindmicos com extensdo espacial) e descrever a
dindmica apenas considerando-se a interacao de estruturas existentes num certo
intervalo de parametros: os defeitos espirais (também chamados wvdrtices). Tal
descricao reduz o tratamento a partir de equacoes diferenciais parciais a uma di-
namica discreta onde o comportamento do sistema é caracterizado pela presenca
destes defeitos.

Antes de propormos a alternativa de descricao reduzida, introduziremos nosso
objeto de estudo, os sistemas dinAmicos em meios oscilantes. Apresentamos exem-
plos destes sistemas em diversas areas da ciéncia mostrando uma idéia da genera-
lidade do tema. A motivacao para estuda-los é colocada como uma conseqiiéncia
desta generalidade e das semelhangas macroscopicas entre sistemas que sao mi-
croscopicamente descritos de maneiras diferentes. Argumentamos as dificuldades
de tratamento destes sistemas usando as equacgoes diferenciais que os descrevem

*

em primeiros principios Com base nestes argumentos de semelhancas entre

* Quando falamos em descrigido partindo de primeiros principios estamos nos referindo ao
nivel de descri¢ao mais elementar que se faz sobre cada sistema dependendo do detalhamento
que se busca. Em sistemas fluidos, por exemplo, a descricdo a partir de primeiros principios
considera campos de velocidade, campos de densidade e os trata com equagoes hidrodinamicas.
Em sistemas quénticos, esta descricdo serd microscépica e sera tratada, por exemplo, com a

Equagdo de Schréedinger. Freqiientemente ao longo do trabalho, nos referimos & descricdo a
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sistemas e de dificuldade de tratamento dos mesmos em nivel microscopico, apre-
sentamos uma alternativa de abordagem do problema. Este método alternativo é
uma equacao de amplitude: a Equagdo de Ginzburg-Landau Complexa (EGLC)
em duas dimensoes. Esta equacao descreve propriedades de meios oscilatérios na
vizinhanc¢a de uma bifurcacdo de Hopf supercritica. A EGLC nao possui uma
deducao a partir de primeiros principios. Existem muitos argumentos de sime-
trias [1, 2, 10, 12, 16] que nos permitem compreender a razao pela qual ela é
geral e descreve uma vasta gama de sistemas bastante diferentes [17, 18, 19].
Tais argumentos serao expostos, mas nosso trabalho nao se dedica a explorar
rigorosamente a origem da equagao.

E importante salientarmos que néo pretende-se descrever dinamicas em re-
gides altamente cadticas, tornando impossivel a formacao das estruturas espirais.
A pretensao é descrever meios oscilantes em uma regido de parametros onde os
defeitos espirais sdo estéveis e fortemente atuantes. Neste referido intervalo de
parametros, os métodos existentes nao descrevem eficazmente tais sistemas e al-
gumas alternativas para entendé-los devem ser encontradas.

Devido & generalidade da equagao em descrever meios oscilantes, muito se
conhece a respeito dela. A EGLC ja foi objeto de estudo de muitos trabalhos e
muitas de suas propriedades e/ou caracteristicas ja sdo conhecidas. Apresentamos
a solugdo analitica mais simples que ela possui (ondas planas) e seus intervalos
de estabilidade.

Mostramos que os intervalos de estabilidade das ondas planas estao relaciona-
dos aos intervalos de estabilidade das espirais, as quais também sao solucoes da
equacao. As espirais possuem importancia “vital” para a descri¢ao das diversas
estruturas espago-temporais que a EGLC apresenta. Sao os intervalos de estabi-
lidade das espirais que determinam a existéncia de cada fase da equacao. Esta

caracteristica explicita a importancia destas estruturas na evolucao da dinamica.

partir de primeiros principios como uma descrigio em nivel microscopico.
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Apresentamos o diagrama de fases da equacao, evidenciando as mais diversas
estruturas que ela representa e destacamos a regiao de interesse do nosso trabalho.
Nosso estudo esta dirigido a uma regiao do diagrama de fases onde a solucao de
espiral inica é estavel. Até o presente trabalho, acreditava-se que, neste intervalo
de parametros, as estruturas existentes eram congeladas. Um comportamento
vitroso chegou a ser proposto para caracterizar tais estruturas [20, 33, 34]. A
existéncia de uma dindmica intermitente foi a primeira novidade que a abordagem
proposta por nds apresentou: encontramos que as estruturas que se mostravam
congeladas em escalas de tempo usuais (simuladas com a EGLC) evoluem em
escalas de tempo ultralentas.

Este estado turbulento mediado por defeitos ocorre em duas fases distintas:
Liquido de Vortices, o qual é caracterizado por difusao normal das espirais e uma,
dindmica que relaxa muito lentamente, intermitente, a qual chamamos Vidros de
Vortices.

Apobs evidenciar a importancia destes defeitos na existéncia das fases que a
equacao apresenta e explicar que nosso estudo mostrou um cenario diferente do
descrito até o presente trabalho, finalmente a proposta de reducao da dinamica &
interagao dos defeitos é apresentada. O conjunto de equagcoes diferenciais desen-
volvidas por Aranson e colaboradores [23, 24| é deduzido em linhas gerais. Ao
invés de considerar todo o campo complexo “A” (o qual é descrito pela EGLC)
para caracterizar a dindmica, o método supoe que é suficiente descrevé-la apenas
considerando as posi¢oes dos centros dos defeitos e suas fases.

O Conjunto Equivalente de Equagoes Diferenciais Ordinarias (CEEDOs) apre-
senta muitas vantagens sobre a EGLC. Por suprimir a necessidade do campo
complexo A por todo o espaco, a eficiéncia computacional é muito maior, pos-
sibilitando o estudo dos sistemas em intervalos de tempo impossiveis de simular
com a equagao completa (EGLC). Esta possibilidade de ampliar as escalas de
tempo computacionais implicam a ampliagao real das escalas de tempo e dimen-

soes dos sistemas. A ampliacao das dimensoes espaciais permite que estudemos
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alguns comportamentos livres de efeitos de tamanho finito, os quais sao grandes
limitantes de estudos tedricos sobre sistemas reais.

Apresentamos algumas caracteristicas do CEEDOs, estudando as interagoes
entre as espirais. Mostramos algumas propriedades destas equacoes que explicam
as razoes pelas quais o modelo consegue reproduzir os fenémenos apresentados
pelos sistemas quando estes sao estudados no contexto da EGLC.

Obviamente, qualquer nova proposta de modelo exige comprovagoes de sua
capacidade em descrever os sistemas em intervalos para os quais ela foi deduzida.
N&o ha razoes, a priori, para assumir a nossa abordagem como verdadeira e/ou
superior & EGLC. Esta tltima é um modelo bastante estudado e aceito para
descrever meios oscilatérios. Noés afirmamos que nossas simulagoes levaram a
cenarios diferentes daqueles descritos pela EGLC em razao dos limites os quais
podemos alcancar com o CEEDOs. Portanto, precisamos mostrar que ambas as
abordagens sao equivalentes nos intervalos onde elas descrevem igualmente bem os
sistemas. Uma vez tendo comprovado a competéncia das equagoes reduzidas em
descrever os meios oscilatorios, podemos assumi-las como um bom modelo e valer-
nos disso para explorar os sistemas dindmicos usando-as como uma ferramenta
poderosa.

A apresentacdo de sistemas dindmicos e motivacao para estudé-los estao co-
locados no capitulo 2. Neste mesmo capitulo, a EGLC é apresentada juntamente
com algumas justificativas para sua generalidade em descrever sistemas bastante
diferentes. O capitulo 3 é dedicado a explorar a equacao, apresentando caracte-
risticas e criando subsidios para entender a construcao do seu diagrama de fases.
O capitulo 4 é dedicado ao CEEDOs, desenvolvendo algumas linhas gerais de sua
deducao. Sao estudadas algumas caracteristicas destas equacoes reduzidas na
tentativa de entender a reproducao de certos fenémenos. A comprovacao de que
o modelo (CEEDOS) se equivale & EGLC nos limites onde ambas as abordagens
respondem bem e o estudo dos sistemas usando o CEEDOs estao desenvolvidos

no capitulo 5. Ele é destinado, portanto, a mostrar nossos resultados e algumas
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rapidas discussoes a respeito de nossos estudos. Nossas discussoes e conclusoes
a respeito do trabalho estao feitas no capitulo 6. Muitas de nossas idéias e in-
tuicoes sobre o que foi apresentado no capitulo 5 estao colocadas nesse capitulo.
Optamos por ndo discuti-las no capitulo de resultados (cap.5) por que ha diversos
temas em aberto e algumas idéias em construgao. Portanto, o capitulo 6 contém,
também, nossas perspectivas a respeito de algumas portas deixadas abertas para
que alguns feno6menos sejam elucidados com base em muitas idéias discutidas ao

longo deste trabalho.



2. Sistemas DinaAmicos

2.1 Sistemas Dinamicos: Definicao e Exemplos

Um sistema dinamico é todo o objeto suscetivel a evoluir de forma determinista
em fun¢do de uma variavel independente, a qual corresponde, em geral, ao tempo.
Desta maneira, as iteracoes sucessivas de uma aplicagao ou mesmo uma, equagao
diferencial sao sistemas dindmicos.

H4 exemplos de sistemas dinamicos em diferentes dreas como fisica, quimica e
biologia. A ampla ocorréncia destes sistemas nos mais diversos ramos do conhe-
cimento humano é a grande motivacao para investigi-los. O estudo de algumas
caracteristicas gerais de sistemas dindmicos muito diferentes nos permite iden-
tificar varios pontos comuns entre eles. Essencialmente, cada sistema dinamico
é descrito microscopicamente* por um conjunto de equagoes (normalmente aco-
pladas e sem solugdo analitica). As semelhangas encontradas entre eles sdo, em
geral, macroscopicas’. Ou seja, é possivel visualizar macroscopicamente algumas
alteragoes sofridas por tais sistemas. Esta maneira macroscopica de descrevé-los
permite a comparacao entre os sistemas dindmicos. A identificacdo das seme-
lhangas possibilita o estudo “geral” dos mesmos. Portanto, sistemas dinamicos
bastante diferentes podem ser descritos, pelo menos em nivel qualitativo, por um

mesmo tipo de abordagem, a qual sera discutida na segunda parte deste capitulo.

* descrigdo microscopica significa, neste caso, a descricao feita a partir de primeiros princi-
pios. Particularmente, para sistemas fluidos a referida descrigao é feita a partir da defini¢ao de

campos de velocidade, densidade, etc.
t A mudanca de solucdo no nivel de descricdo em primeiros principios, é macroscopicamente

observada por uma mudanca de estrutura espago-temporal do sistema
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A primeira parte deste capitulo contém uma breve exposicao exemplificando
sistemas dinamicos. A argumentacgdo é bastante qualitativa e o objetivo é expor
um panorama geral de alguns sistemas completamente distintos para os quais po-
demos definir caracteristicas comuns e elaborar modelos universais para descri¢ao

dos mesmos.

2.1.1 Célula de Rayleigh-Bénard

A Célula de Rayleigh-Bénard [1, 2, 3] é um sistema fisico muito conhecido e

investigado desde o inicio do século XX. Ele estd esquematizado na figura (2.1).

Fig. 2.1: Figura esquemaética da Célula de Rayleigh-Bénard mostrando as linhas

de fluxo para um estado no qual R > R,. (figura extraida de |2])

Idealmente, este sistema consiste em placas infinitas nas dire¢oes = e y (para
que nao seja necessario, num primeiro momento, considerar efeitos de fronteira),
e um fluido preenchendo o espago entre elas. As placas sao condutores perfeitos e
estdo a temperaturas diferentes. Existe, portanto, um gradiente de temperatura
entre elas, sendo que a placa inferior é colocada em mais alta temperatura.

H& um limite desta diferenca de temperatura (A7) abaixo do qual a tempe-
ratura entre as placas cresce linearmente e o fluido permanece em repouso. Este
é o estado de equilibrio ou condutor, onde nao ha transporte de massa. Ocorre,
porém, que o fluido proximo a placa inferior € menos denso e isto gera uma insta-

bilidade devido a existéncia do campo gravitacional. Acima de um certo valor do
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gradiente de temperatura, esta instabilidade vence e comecga a haver transporte
de matéria entre as placas. O sistema assume um estado convectivo.

Portanto, a existéncia de um gradiente de temperatura entre as duas pla-
cas e a possibilidade de variarmos tal diferenca permite-nos observar mudancas
macroscopicas no comportamento do sistema. Esta diferenca de temperatura é
definida como o pardmetro de controle (R) do sistema e determina o limite acima
do qual o sistema muda de estado.

Estamos afirmando, portanto, que existe um parametro externo que define o
tipo de solucao que o sistema assume e que tal solucao é identificada de maneira
macroscopica. Na linguagem matemética, acima de um certo valor critico do
parametro de controle (R.), o sistema sofre uma bifurca¢do: ou seja, a solugio
estavel, a qual era o estado condutor para R < R., passa a ser o estado convectivo
para R > R.. Este novo estado do sistema apresenta terturas espaciais, o que
significa dizer que a estrutura do fluido, que antes da bifurcagao era homogénea
em todo o espaco, passa a ser diferente para diferentes pontos do espago. Diz-se

que o sistema passa a apresentar padrées ou estruturas espaciais *.

2.1.2 Reacgao de Belousov-Zhabotinsky

Dentre os sistemas dindmicos quimicos, muitas reacoes apresentam formacao de
padrdes. A mais conhecida e estudada ¢ a reacdo de Belousov-Zhabotinsky (BZ).
A caracteristica principal de um sistema deste tipo é a competicao entre as dife-
rentes taxas de crescimento temporal e difusao espacial dos componentes quimicos
que compoem a reacao. Esta competicao ird definir a coexisténcia dos chamados
intbidores e ativadores, originando as texturas espaciais.

Estas oscilagoes entre as concentracoes dos componentes quimicos podem ser

! Do nosso ponto de vista, “terturas’ é a traducdo mais adequada para “patterns’. Embora
“padroes’ seja a tradugado literal, “textura’ ou “estrutura” expressa melhor o significado destas

flutuagoes espago-temporais as quais sdo chamadas “patterns’ em inglés
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visivelmente observadas se tais componentes forem convenientemente escolhidos.
A experiéncia que estd mostrada neste trabalho, foi feita com o elemento Ferro
como catalizador porque ele possui um estado reduzido Fe?*, o qual aparece la-
ranja e o estado ozidado Fe3T, que é azul. Sob diferentes condicoes experimentais
(dentre as quais as mais influentes sao a concentragdo dos elementos, tempera-
tura, pureza da amostra), o sistema sera estavel tanto no seu estado reduzido
ou oxidado. Existem também intervalos de parametros onde o sistema pode ser
biestdvel, dentro dos quais, para uma gama de parametros fixa, o sistema pode
ir para um ou outro estado dependendo das condicoes iniciais.

O padrao espacial observado na figura (2.2 - (a)) é decorrente de uma pertur-
bacao feita em um dado ponto que se propaga concentricamente. Tal perturbagao
é um pulso periddico (assim escolhida por conveniéncia) que ir4 mudar a concen-
tracao do elemento naquele ponto, alterando, portanto, a coloracao do sistema.
Esta perturbacao se propaga a partir de um “centro” formando os chamados
padroes tipo alvo (target patterns). Quando duas ondas emitidas em diferentes
pontos do meio por diferentes “pulsos de perturbacao” se encontram, elas nao se
interpenetram; elas de aniquilam e formam estruturas angulares (olhar figura 2.2
- ().

Este experimento também pode apresentar formacao de uma estrutura muito
comum em meio excitaveis: as espirais. Observemos a figura (2.2- (b)). Tais
estruturas aparecem quando um tnico pulso é emitido e, em um dado ponto,
esta onda concéntrica é “quebrada” e comeca a girar em torno do local onde a

perturbagao foi gerada.

2.1.3 Morfogénese

No campo da biologia, optamos por comentar um fenémeno natural observado em
grande escala e modelado teoricamente com base nos conhecimentos de dinamica

nao linear.
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(a) (b)

Fig. 2.2: Reacao de Belousov-Zhabotinsky: parte branca representa as regioes
de maiores concentragoes do componente. (b) As espirais giram em um
periodo de, aproximadamente, 1 minuto (figura extraida de Winfree e

Strogatz, 1983)
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O desenvolvimento da estrutura de um organismo durante o seu crescimento
é¢ um fendmeno muito interessante que vem sendo estudado intensamente desde
a ultima década. A este estudo chamamos morfogénese [1] .

O fenémeno interessante sobre o qual comentaremos sao os padroes espaciais
existentes na pelagem dos mamiferos e nas conchas de moluscos. Estas estrutu-
ras espaciais bem definidas leva-nos a buscar uma forma de modelagem para o
fenémeno.

O que se sabe sobre o processo da morfogénese é que, em nivel microscopico
(controle quimico molecular) o embrido ¢ homogéneo. Este mesmo embrido visto
em escala macroscopica exibe uma nao homogeneidade devido ao fato de possuir
tamanho finito. A questdo colocada é como a nao uniformidade macroscoépica dos
padroes existentes nos pélos dos mamiferos ou conchas dos moluscos é comunicada,
a escalas microscopicas de forma que o processo, em principio sem razoes para
gerar um organismo com padrao nao homogéneo, gere um organismo que exiba
tais estruturas.

Para explicar esta aparente contradicao, foi postulado a existéncia de mor-
fogens, argumentando-se que a concentracao local destes definiria o desenvolvi-
mento celular. Se tais morfogens obedecessem a reacoes de difusao, eles experi-
mentariam uma quebra de simetria a qual explicaria a formacao de tais padroes.

Ha ainda uma discussao sobre a credibilidade desta forma de abordagem.
Argumenta-se que se a concentracdo destes morfogens que definem os padroes
fosse realmente regida por equagoes de difusdo, este sistema seria facilmente per-
turbado e que, portanto, a construcao de um modelo tao pouco robusto nao
faria sentido. Assim, propde-se que tal gradiente de concentragdo pode ser tra-
tado com equacoes de amplitude e a formacao de tais padroes dar-se-ia devido a
instabilidade de comprimento de onda finito.

E importante salientar que os primeiros estagios da morfogénese nao sao bem
conhecidos e que, portanto, esta teoria proposta é muito fenomenolégica. Nao

existe comprovacao de tais suposigoes; apenas é uma abordagem inicial que re-
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produz razoavelmente bem os padroes observados na natureza.

Nao temos como objetivo fazer uma analise quantitativa minuciosa deste tema.
Desejamos apenas aborda-lo de maneira tal que fique explicita a existéncia de tais
padroes e a possibilidade de uma modelagem.

Observemos as figuras (2.3). As figuras (a) e (b) sdo, respectivamente, os pa-
droes naturais existentes na natureza e a simulacao destas estruturas modelando
via instabilidade de comprimento de onda finito. E importante notarmos que um
ingrediente determinante neste sistema é a relagao entre o tamanho do sistema e o
comprimento de escala do padrao. Isto pode ser verificado ao observarmos que as
diferentes partes dos corpos dos mamiferos geram diferentes tipos de estruturas.

Sobre o0 aparecimento de estruturas espaciais em moluscos, ha alguns aspectos
muito interessantes a serem salientados. Sabe-se que é gerado uma coluna por
vez. Portanto, a existéncia de muitas linhas numa concha exprime o tempo que o
animal levou para desenvolver-se. Do ponto de vista de modelagem, isto significa
que é possivel simularmos tais padroes via equacoes unidimensionais e a existéncia
de muitas linhas surge devido a evolucao temporal de tais sistemas.

Para finalizar, observemos a figura (c¢). Ela exibe uma concha que muda
absolutamente de padrao a partir de um certo limiar. Estima-se que, em um certo
estégio de sua evolucgao, a concentracao de morfogens mudou absolutamente e que,

matematicamente, isto se expressa pela variacao nos parametros das equacoes.

2.1.4 Outros Exemplos

H4& muitos artigos experimentais que atestam a existéncia de texturas espaciais
nos mais diversos tipos de sistemas dinamicos. Exemplos experimentais de tais
estruturas (texturas) podem ser encontrados em experimentos Oticos [4], em te-
cidos do miocardio quando ondas elétricas oscilantes sao aplicadas no coracao
para tentar entender o processo de arritmia cardiaca [5], em experimentos de

crescimento de superficies [8].
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(a) (b)

le) Ld)

Fig. 2.3: Exemplos naturais (a) e resultados de modelos (b) de padrdes espaciais
existentes em mamiferos. As figuras (c) e (d) mostram exemplos de

padrdes naturais em moluscos (figura extraida de [1]).
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Outras trés referéncias importantes com relacdo & abordagem experimental
de sistemas oscilatorios onde as texturas espaciais estao presentes sao estudos
em reagoes quimicas. Duas delas, [6] e [7], descrevem em detalhes a formagao
de espirais numa reacao de BZ, sendo que a segunda faz também uma excelente
abordagem teorica sobre o experimento. A terceira referéncia, o artigo [9], contém
uma abordagem matematica feita com uma equacao de amplitude (a mesma
usada em [7], a qual serd nosso objeto de estudo) sobre um experimento para

compreender o fendmeno de turbuléncia em reagoes quimicas.

Partindo de primeiros principios, todos estes sistemas dindmicos citados (e
muitos outros ndo enumerados aqui) sdo descritos de formas muito distintas.Os
sistemas fluidos, por exemplo, sao descritos pela equacao de Navier-Stokes e da
Continuidade (olhar, por exemplo, [2] e [3]). Na imensa parte dos casos, ndo
h4 solucao analitica neste nivel de descricao apo6s o limiar de estabilidade e as
solugoes numéricas exigem muito tempo computacional. Além de equagbes di-
ferenciais complicadas (por serem nao lineares e acopladas), nem sempre é facil
representar matematicamente as condicoes de contorno do problema.

Aliando a esta dificuldade as semelhancas encontradas quando observamos
macroscopicamente (texturas) tais sistemas dindmicos, surge o interesse na ten-
tativa de “universalizar” seus comportamentos. Portanto, a busca por um grupo
de equagoes gerais que descrevam qualitativamente uma vasta gama de distintos
sistemas é fortemente justificada.

Um primeiro passo na busca de tais equacgoes é identificar os pontos comuns
aos sistemas para, num momento posterior, encontrar uma maneira de descrevé-

los matematicamente. A secao seguinte é destinada a este fim.



2. Sistemas Dinamicos 16

2.2 Sistemas Dinamicos: um Tratamento
Matematico

Conforme comentado no final da se¢ao anterior, o objetivo da abordagem que
segue ¢ identificar, em sistemas dindmicos microscopicamente descritos por equa-
¢oes absolutamente diferentes, elementos comuns. Esperando-se, assim, traduzir
para uma linguagem matematica o que é macroscopicamente observado e descre-
ver, pelo menos em nivel qualitativo, tais sistemas.

Nossa abordagem sera feita considerando-se sistemas onde existe um estado
estacionario no qual eles se mantém para um certo conjunto de parametros.
Aplicando-se um estimulo externo (o que se traduz, na pratica, a variar um
certo parametro do sistema), o qual serd diferente para cada sistema (a saber:
a diferenca de temperatura na Célula de Rayleigh-Bénard, o pulso perioédico de
perturbagdo no experimento de BZ) , eles poderdo sofrer uma mudanca quali-
tativa de comportamento observivel macroscopicamente. Se isto ocorrer, e este
padrao se mantiver, diz-se que o sistema sofreu uma bifurcagdo. Na vizinhanca
desta, tais sistemas podem ser descritos por um conjunto reduzido de equacgoes
nao lineares de forma genérica.

A anélise de estabilidade linear das solucées do conjunto de equacoes que
descreve o sistema nos permitird evidenciar a existéncia de uma bifurcagao e
caracterizar o tipo de estrutura bifurcada (estrutura espacial, temporal, espago-
temporal). Por outro lado, esta anélise nao responde sobre o tipo de solucao que
o sistema ira “escolher” apoés sofrer tal bifurcagao. Para conhecé-las, é necessario
fazer analise de estabilidade da solucao encontrada em relacao a uma perturbacao
que favoreceria uma outra solugao.

Nas secoes seguintes estao propostos os métodos para abordar o problema.
Num primeiro momento, faremos a analise de estabilidade linear das solucgoes

das equacoes que descrevem microscopicamente sistemas dinamicos antes de tais
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sistemas serem perturbados. Na seqiiéncia, conhecendo-se o intervalo de parame-
tros para o qual o sistema desestabiliza e assume uma outra solu¢ao, buscamos

determinar o estado assumido por ele neste novo regime (apos a bifurcagio).

2.2.1 Analise de estabilidade linear antes da bifurcacao

O tratamento mais geral que poderiamos propor é supor uma separac¢ao entre as
partes linear e nao-linear das equagoes que descrevem os sistemas microscopica-
mente. Suponhamos, portanto, que um dado sistema evolui segundo um conjunto

de equagdes do tipo [2[:

U _ LRV +NO), (2.1)
ot

sendo U} o conjunto de variaveis que descrevem o estado do sistema, L um opera-
dor linear, o qual possui, em geral, um termo de derivadas espaciais e depende de
um ou mais parametros de controle externos R. N(U) é um termo néo linear na
descricao microscopica dos sistemas. Observemos que esta suposicao é bastante
geral; nao foram feitas restrigoes sobre o tipo de equagoes. A 1nica hipotese é de
que exista um termo linear separavel de um outro nao-linear.

Chamemos de Uj a solucao encontrada antes da bifurcagao. Considerando-se
as perturbagoes existentes num sistema real, podemos classifica-la segundo sua
estabilidade. Se tais perturbacoes sao amortecidas, Uy é dita estavel; do contrario,
as perturbacgoes serao amplificadas e o sistema assumira uma outra solu¢do. Neste
ultimo caso, diz-se que U, é instavel.

Para fazermos esta classificacao, estudamos o comportamento de uma pequena

perturbagao, a qual iremos supor infinitesimal. Entao, suponhamos a solugao U

§ Para deixar mais claro a idéia desta abordagem, podemos exemplifici-la com o tratamento
analitico do experimento de Rayleigh-Benard. Nele, este conjunto de equagdes (2.1) é dado pelas
equagoOes hidrodinamicas (Equagdo de Navier-Stokes, Equagdo da Continuidade e Equagéo do

Calor).
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acrescida de uma pequena perturbacao u: U =Uy+u ¥.
Substituindo esta solucdo perturbada na expressdo (2.1), expandindo-se o

termo néao linear em torno do ponto u = 0 (solugdo ndo perturbada),

definindo-se
ONU) _
Fli DN (Uy) (2.3)

e utilizando-se (2.1), obtemos um sistema linearizado para a perturbacao wu:

Tratemos o problema na base dos autovetores do operador Ly, a qual denota-

remos {u;}:

Cada componente u; evolui temporalmente de forma exponencial:

u; = uj.exp(At) (2.6)

Sendo A\; = R(A;) + i¥()\;), teremos:

uj = ujexp(R(A;)t+iS(\))t (2.7)

T Voltando ao exemplo da célula de RB, esta solucdo Uy é a solugio condutiva e a perturbacio
feita verifica sua estabilidade; verifica se o sistema ird ou ndo assumir o estado convectivo, o

qual é dado pela solucdo U = Up + wu.
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Portanto, o sinal da parte real de )\ define a estabilidade da solucao Uy. Se
R(A;) > 0, a perturbagio cresce e desestabiliza Uy. Caso isto ocorra, a parte
imaginéria de \; definira se o padrao assumido pelo sistema depois da perturbagao
serd estacionario ou oscilarad no tempo. Ou seja, se w = I(A;) = 0, o padrdo
serd estacionario; do contrério, ele oscilara periodicamente no tempo com uma
freqiiéncia w

Notemos que os autovalores A; dependerao de cada sistema fisico a ser anali-
sado. Em geral, é possivel determinar uma faixa de parametros do sistema para os
quais R();) sdo positivos e portanto a solugdo do problema nao perturbado sera
instavel. Na nossa abordagem, estes parametros do sistema siao representados
por R.

Com base na anélise linear feita anteriormente, sabe-se se o sistema sofre
uma bifurcacao. Nao se sabe, no entanto, a solucao que ele escolhe apds. Para

conhecermos tal solucao, é necessario fazer a anélise de estabilidade das solugoes

possiveis para o sistema apoés o limiar de estabilidade.

2.2.2 Analise de estabilidade apdés a bifurcacao

Ap6s o limiar de estabilidade (quando £(A;)t ou R > R,), o sistema abandona seu
estado estacionario. Qual o estado que ele assume? Matematicamente, todos os
autovetores do operador L ({u,}) sdo solucgdes possiveis. No entanto, o estado do
sistema seré representado por uma destas possiveis solu¢oes. Como reconhecé-la?

Teoricamente, supomos como solu¢ao o modo u; e o perturbamos com a possi-
vel solugao us. Se este ultimo for amortecido, dizemos que u; é estavel em relagao
ao modo uy. Utiliza-se 0 mesmo processo com o modo u3 e assim sucessivamente.
Na pratica, porém, a implementacao deste método é impossivel, tendo em vista a
imensa quantidade de modos possiveis que o sistema poderia escolher. Portanto,
embora pareca um método intuitivo e direto, a impossibilidade de aplicid-lo nos

obriga a encontrar uma alternativa plausivel.
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Tendo em vista esta dificuldade (na maioria dos casos, a impossibilidade) em
implementar um método onde a perda de detalhes sobre o sistema dinamico é
minima, procura-se um método alternativo para que os sistemas dinamicos fora
do equilibrio (mais precisamente logo apds o limiar de instabilidade) possam ser
descritos.

O chamado método alternativo recaird em uma equacao de amplitude, a Equa-
¢ao de Ginzburg-Landau Complexa (EGLC) . Algumas idéias usadas para a cons-
trucao do método estao colocados na secao seguinte, bem como a interpretacao

dos termos da equacao.

2.3 Um Método Alternativo: a Equacao de
Ginzburg-Landau Complexa (EGLC)

A equacgao que buscamos nao possui uma deduc¢ao a partir de primeiros principios;
a EGLC é fenomenologica. Ha diversos caminhos possiveis para chegarmos a
sua expressao final e argumentar a validade (e generalidade) da equagdo. A
nossa abordagem ser4 feita a partir de argumentos intuitivos. Ao final, faremos
interpretacoes sobre os termos da equacao na tentativa de torna-la mais familiar.

Equacoes de amplitude descrevem uma lenta modulacao do espaco e tempo
préoximo ao limiar de instabilidade. Mesmo que muitos modos coexistam no sis-
tema, macroscopicamente é observado uma estrutura espacial a qual pode ser
matematicamente descrita por um tnico modo o que “envolve” os demais. Imagi-
nemos que o sistema esteja inicialmente em seu estado estacionario homogéneo!!
e que exiba instabilidade de comprimento de onda finito. Suponhamos ainda
a existéncia de um parametro de controle externo R, o qual ja foi explicado e
exemplificado anteriormente. Possuir instabilidade de comprimento de onda fi-

nito significa que, quando consideramos a evolu¢ao temporal do modo normal

I ' Voltando a nossa analogia com a Célula de Rayleigh-Benard, seria o estado condutor
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exp(—iwt + ik.7), a taxa de crescimento de cada modo (ou seja, S(w)) se com-
porta da seguinte maneira: (w) < 0 para valores de R < R, de forma que os
modos irao decair com o passar do tempo e o estado inicial seré estavel. Quando
R = R, a taxa de crescimento serda nula (3(w) = 0) e o modo associado a ela
é chamado de modo critico. Acima deste valor de R,, a taxa de crescimento as-
sociada ao modo é positiva (J(w) > 0) e ele dominara frente ao modo existente
antes da bifurcagdo (solugao estacionaria homogénea é instavel).

A parte real desta taxa de crescimento (R(w)) determina se o padrao que
existird na dindmica sera estacionario ou ird oscilar no tempo. Se R(w) = 0, a
amplitude dos modos proximos ao modo critico (k.) estara crescendo no tempo
se R > R., mas cada modo sera estacionario no espago.

A separagdo das texturas proximo ao limiar de instabilidade em termos de
componentes rapidas (cujo comprimento de onda possui valor préximo ao com-
primento de onda critico) e um envelope que varia lentamente no espaco e tempo

é escrito da seguinte forma:

campos fisicos o< A(z, vy, t)e(i‘“C“LiEC'F) + A(z,y, t)*e(_i“’ct_“zcﬂ, (2.8)

onde A(z,y,t) é a amplitude complexa ou envelope**. Este envelope obedece a

Equagao de Ginzburg-Landau Compleza (EGLC):

0A

5 = pA + (1+ib)AA — (1 +ic)|A]*A, (2.9)

2 2

onde A = 6‘9? + 36—312.
Por que razao esta equacao descreve a evolucao espaco-temporal da ampli-
tude do campo complexo das grandezas fisicas? A explicagdo de cada termo da

equagao juntamente com a observagiao de algumas de suas propriedades ([10, 16|

** Na Célula de RB, este campo pode ser visto como o campo de temperaturas, por exemplo
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) de invariancia ajuda-nos a entender tal razdo e mostra-nos que ela é bastante
“razoavel” e até mesmo intuitiva.

O primeiro termo do lado direito da equacao é o responsavel pela instabilidade
linear. Tal instabilidade é saturada pelo termo ctibico. Observemos que estes dois
termos descrevem o que chamamos de Bifurcacao de Hopf. Se desconsideramos
a dependéncia espacial do campo “A” e ainda supusermos que ¢ uma variavel
complexa, recaimos no caso descrito por este tipo de bifurcagao: um sistema
pontual que perde a instabilidade de sua solugdo béasica (sofre uma bifurcagio)
e a solucao para a qual ele tende sera um ciclo limite. O operador espacial é
termo de acoplamento destes diversos sistemas pontuais a fim de descrever o
comportamento de um sistema dinamico com extensao espacial.

Observemos que a equacao descreve um sistema que apresenta simetria de
reflexdo. Ou seja, a transformacao de variaveis ¥ — —r nao deve alterar a forma
a equacao. Portanto, o aparecimento deste operador espacial (% + g—;) é justifi-
cado, ja que estas derivadas espaciais sao as de mais baixas ordens que respeitam
a simetria de reflexdo. Com outro argumento de invaridncia, entendemos por que
razao o termo de saturacdo é cubico e ndo quadratico (que seria o termo seguinte
ao termo linear). O padrao formado deve ser invariante translacionalmente; o
padrao deve ser o mesmo para a cada distancia de ¢/k.. Na equagdo, isto é
traduzido pela invariancia de A — Aexp(i¢). Apenas termos de ordem impares
mantém a equagdo invariante frente a esta troca de varidveis. Como estamos
supondo bifurcacio supercritica't, é o termo cibico o termo de saturacio.

E como entendemos os coeficientes complexos na frente dos termos ctubico e do

operador espacial? Se nos tentarmos a solugao de onda plana para esta equagao

2

(A = a,e(7%H47)  obteremos uma relacio de dispersao do tipo: w = —bg? — ca?,

com ¢? =y — a?. Entdo, o coeficiente “b” mede a dispersao linear, ja que relaci-

ona a freqiiéncia com o comprimento de onda e o coeficiente “c” mede a dispersao

tf nome dado as bifurcacdes que sdo saturadas pelo termo ctibico, ndo havendo necessidade,

portanto, de escrever a série até a quinta poténcia em A.
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nao linear porque a superposi¢do de modos com diferentes amplitudes (mas mes-
mos comprimentos de onda) ndo mantém a freqiiéncia invariante, invalidando o
principio da superposicao linear.

A EGLC fornece uma simples descrigdo de meios oscilantes (nome dado aos
meios excitaveis; olhar exemplos dados anteriormente) e por esta razao é uma
equacao estudada em diversos intervalos de pardmetros. A variacao destes, per-
mite reproduzir muitos tipos de comportamentos.

Gostariamos de discutir o motivo pelo qual este tipo de descri¢ao funciona.
Poderiamos nos perguntar o motivo pelo qual uma equagao que trabalha apenas
com um modo marginal & bifurcacao pode descrever bem sistemas nos quais, em
geral, existem muitos modos coexistindo.

O que podemos argumentar é que, embora realmente haja muitos modos num
sistema dindmico neste limiar de instabilidade, a maioria possui uma dindmica
muito rapida (modos cuja parte real dos autovalores associados a eles sdo negati-
vas e, portanto, relaxam rapidamente). Desta maneira, os modos com evolugoes
lentas dominarao a dindmica e é possivel escravizarmos os modos com relaxa-
¢ao rapida frente a este a este modos “dominadores”. A este tipo de abordagem
damos o nome de eliminagdo adiabdtica dos modos escravos (desenvolvimento
matematico do método pode ser encontrado em [2] e [11]).

O fato de o sistema poder ser descrito por uma tinica equacao diferencial nao-
linear para uma transformada de Fourier especial (modo critico) é véalido para
sistemas onde a perturbacao de energia seja inicialmente concentrada em torno
deste modo critico (o qual é selecionado pela teoria de estabilidade linear) e que,
com o decorrer do tempo, ela nao se difunde para demais modos. A prova de que
esta perturbagao se mantém em torno de um modo critico para muitos sistemas e
que, portanto, a EGLC é uma ferramenta geral e poderosa para a descri¢ao deles

é feita num excelente artigo de Di Prima, Eckaus e Segel [17] .

H Na linha de artigos que buscam comprovar a validade das equacdes de amplitude de maneira

rigososa estao [18] e [19].
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E por este motivo, basicamente, que a suposiciao de um envelope que modula
os diversos modos com dinamicas rapidas funciona. Este envelope possui uma
dindmica lenta e “engloba” os demais modos existentes no sistema [10]. A ex-
plicacao qualitativa de que o campo A é a amplitude de um modo que possui
uma dinamica lenta em rela¢ao aos demais modos que coexistem na dinamica (e
que por isto podemos fazer uma “eliminacao adiabatica” dos demais modos) resul-
tando na interpretacao de um “envelope” englobando modos de dinamicas rapidas
é, numa linguagem mais matemaética, a explicacao de que A é o modo marginal.
Portanto, a EGLC faz o papel da forma normal na vizinhanca de uma transi¢ao
supercritica para um estado oscilatério em sistemas espacialmente estendidos.

Devido a existéncia de um termo de dispersao nao linear, esta equacao apre-
senta estruturas muito ricas. Sendo ela bastante geral na descricao de sistemas
oscilatorios e por fazer isto com relativa simplicidade, a EGLC ja foi estudada
em larga escala. No capitulo seguinte, apresentamos algumas caracteristicas da
EGLC. Comentaremos seus regimes em cada regiao de paradmetros, expondo a

grande variabilidade de comportamentos que a equagdo possui.
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Ginzburg-Landau Complexa (EGLC)

Este capitulo é destinado a investigagao de algumas caracteristicas da equagao de
Ginzburg-Landau Complexa. Tendo em vista que os métodos analiticos desen-
volvidos para o tratamento de equacoes nao lineares sao ainda bastante restritos,
existe a dificuldade de tratarmos a equagdo com este tipo de abordagem. Em
geral, o tratamento analitico de equacdes nao lineares sao feitos caso a caso.
Encontrar leis gerais para este tipo de abordagem é ainda um desafio para mate-
maticos e cientistas que necessitam tais ferramentas.

Assim sendo, buscam-se alternativas para o tratamento da equacao. Embora
nao possamos conhecer exatamente suas solugoes, podemos familiarizar-nos com
alguns limites importantes. Conhecemos analiticamente uma solucao da equagao
e, a partir dela, utilizamos a teoria de perturbacao linear. Desta maneira, con-
seguimos entender um pouco melhor a funcao de cada termo e porque algumas
estruturas que aparecem nas simulacoes fazem-se estaveis. Muitas vezes, é possi-
vel também compreender a importancia de certas estruturas, tendo em vista suas
estabilidades frente a outros tipos de solugoes.

Conhecer o comportamento das solu¢ées dentro de certos intervalos de para-
metros permite-nos estudar a equacao de maneira mais direta, pois torna possivel
intuirmos ou até determinarmos os tipos de solugoes que podemos esperar ao tra-
balhar numericamente com ela.

Este capitulo estd organizado de maneira que apresentamos os elementos ne-
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cessarios para podermos entender os intervalos de estabilidade das espirais, as
quais sao estruturas que serao nosso objeto de estudo. Tendo conhecimento de
que os intervalos de estabilidade destas espirais irdao definir as transicoes de fa-
ses descritas pela EGLC, é essencial construirmos subsidios para entendermos o
mecanismo que as torna instaveis.

Com este objetivo, a primeira secao do capitulo aborda a estabilidade das
estruturas coerentes mais simples que podemos encontrar na EGLC em duas
dimensoes: as ondas planas. Nesta mesma secao, estao comentadas algumas
linhas do diagrama de fases as quais podem ser explicadas apenas usando os
conceitos destas estruturas. Na seqiiéncia, introduzimos o conceito de defeitos,
definindo-os e contextualizando-os no nosso trabalho. Apoés definirmos defeitos e
apresentarmos as espirais como um tipo de defeito e caracteristica distintiva da
EGLC em duas dimensoes, finalmente o capitulo é encerrado com a explicagao
total do diagrama de fases, o qual é definido pelos intervalos e estabilidade destas
espirais.

Ao longo de toda esta construcdo, a qual nos leva (assim esperamos!) a
compreender o mecanismo gerador das instabilidades das espirais, explicitamos a
regiao de nosso maior interesse. Durante a explicagao destes intervalos de esta-
bilidade, salientamos que estes intervalos definem as transicoes de fases descritas
pela EGLC *. Esperamos argumentar de maneira suficientemente clara para que

a motivagao do nosso trabalho fique explicita ao final deste capitulo.

* E importante explicar que nossas fases sio dinamicas. Os sistemas descritos pela EGLC nio
estao no equilibrio e o conceito de fase vale pata sistemas em equilibrio termodindmico. Em ana-
logia 4s mudancas qualitativas existentes nestes referidos sistemas em equilibrio termodinamico
quando ocorre uma transicao de fases, chamamos as mudancas de padroes espaco-temporais
descritos pela EGLC de uma mudanca fase. Portanto, a caracterizacao das fases no caso dos
sistemas fora do equilibrio dindmico é feita de maneira macroscépica de acordo com o tipo de

padrao espago-temporal apresentado por eles e descritos pela EGLC.
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3.1 Andlise de estabilidade linear da ECGL

A estrutura coerente mais simples que podemos encontrar como solu¢ao para a

EGLC sao ondas planas:

A = Apeap(i(Q.7 — w(@)t + ¢)), (3.1)

Substituindo-se esta solugdo na equagao (2.9), obtém-se:

A = V- @2 (3.2a)
w(@) = Q*b—c)— pc (3.2b)

Estamos, portanto, considerando uma onda plana com um vetor de onda @
e freqiiéncia w(Q). Esta solugao de onda plana existe quando @Q* < u. Caso
contrario, até podemos impor ao sistema tal solucdo como condicao inicial, mas
ela nao sera solucao assintética para o problema; apenas apareceri como um
transiente.

Sendo esta uma solu¢do para o problema nao perturbado (na nossa notacao,
é a solugdo Uy), estudamos como ela se comporta frente a uma pertubagdo. Bus-
camos conhecer os limites para os quais esta solu¢ao se mantém e os limites para
os quais as instabilidades dominam a dindmica e, portanto, macroscopicamente,
é observado uma mudanca qualitativa no sistema.

Para abordarmos o problema, perturbaremos o sistema com uma nao homo-

geneidade do tipo:

a = agexp(ik.7+ MK)t), (3.3)

Portanto, modo com o qual estamos perturbando o sistema possui vetor de

onda k e taxa de crescimento temporal A. Sendo esta taxa complexa, é a parte
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real da mesma que traduzird os intervalos para os quais a perturbacao proposta
dominard a dindmica. Se a parte real desta taxa de crescimento é positiva, a
perturbacgao cresce e desestabiliza a solucao nao perturbada.

O tratamento matematico do problema é feito com uma aproximacao linear
na teoria de perturbagao. O procedimento é simples: substituimos a solucao per-
turbada na equagao (2.9) e desprezamos termos quadréticos em “a” (aproximagao
linear). Restam alguns termos lineares em A que sdo naturalmente cancelados
quando (3.2) sdo substituidos. Obtém-se um sistema de equagoes (para o modo
“a” e seu complexo conjugado “a”) , de onde extraimos autovalores da matriz
construida. Embora sejam calculos simples, sao tediosos. Por esta razao, estao
desenvolvidos no Apéndice A.

Os autovalores da referida matriz sao justamente a taxa de crescimento com-

plexa do modo k. A expressao desta taxa de crescimento (para entender alguns

termos e notagoes, olhar o Apéndice A):

A = Cpk® —iVyrk — Doy k? +iQ1k® + Dag + O(K°) (3.4)

O termo linear é dado por:

Cpp = —A2 + A2 (3.5)

Sendo que o primeiro termo da série (e portanto o mais significativo) do
autovalor A_ é negativo (C;. = —2A;), o modo associado a ele decai exponen-
cialmente. A solucdo perturbada por um modo associado a este autovalor é
amortecida e a solugao do problema nao perturbado é, portanto, estavel frente a
ele. Assim sendo, ndo precisaremos analisar os demais termos da série referentes
ao autovalor A_ ; este modo ndo sera significativo para a descri¢ao da dinamica
do sistema.

Por outro lado, este mesmo primeiro termo da expansao, porém correspon-

dente ao autovalor A, é Cy = 0, indicando que o sistema sofre uma bifurcagao. O
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modo associado a este autovalor merece, entao, ser analisado com cuidado. Pelos
demais termos da série, podemos saber o(s) intervalo(s) para os quais a solugao
do problema nao perturbado é estavel frente a este modo e, para outros intervalos,
poderemos ainda conhecer o tipo de instabilidade que o sistema assume.

Tais termos sdo dados por (os indices “+” serdo suprimidos, pois estamos

apenas tratando o autovalor A, ):

Ve = 2(b—c)Qxk (3.6)
D, = 1—|—bc—2(11t70;)262k (3.7)
0, = 2(b(1 — Q221__2Z%%2)(1 + ) Qx (3.9)
Dy, = ﬁ[lﬁ(l — Q%2 —12bc(1 — Q*)Q: + 4(1 4+ 5°)Q;]  (3.9)

De acordo com os critérios estabelecidos previamente, a solucao do problema
nao perturbado é estavel frente a um modo perturbador se a parte real do au-
tovalor associado ao modo for positiva. Neste sentido, o termo linear em & (Vg)
nao é determinante para alterar a estabilidade da solu¢ao nao perturbada. Ele é
puramente imaginario e, por isto, apenas poderé definir o tipo de padrao espa-
cial que o sistema assume apos a bifurcagdo (discussdo anterior; equacao (2.7)).
Utilizando tal definicao, precisamos impor Dy, > 0 para que a solugao de onda
plana com vetor de onda Cj seja estavel.

Portanto, todos os vetores de onda Cj pertencentes ao intervalo Q? < Q% =

1+bc
3+2c2+be

sao estaveis. Este critério é chamado Critério Generalizado de Eckhaus.
Notemos que ele engloba o caso do estado homogéneo (Q = 6) quando o Critério
de Benjamin-Feir-Newell (1+bc) > 0 é assegurado. Estes referidos critérios estao
representados no diagrama (fig. 3.1) pelas curvas “EI” e “BFN”, respectivamente
(olhar Aranson, Kramer |12, 13]).

Ocorre, porém, que a analise de instabilidade linear da equagao retorna uma

expressao bastante rica para os autovalores do modo perturbador. Ela exige,
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1.0

Fig. 3.1: Estabilidade das solucoes de ondas espirais. Também estao colocadas
as linhas de Instabilidade Convectiva (EI) e Instabilidade Absoluta
(AI) das ondas planas (limite assintotico das ondas emitidas pelas espi-
rais). BFN é a linha que expressa o Critério de Benjamim-Feir-Newell;
linha L é o limite da Turbuléncia de Fases (em duas dimensoes); li-
nha T corresponde & transicao para a fase de Turbuléncia de Defeitos
(partindo-se de condigGes iniciais aleatérias) e a linha OR, divide o tipo

de interagdo entre as espirais .(diagrama extraido de [12])
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portanto, que fagcamos uma interpretacdo bem detalhada de seus termos para
que seja possivel extrair todas as informacoes que nela estao contidas.

Observemos o termo linear em : V, = VoQ = 2(b - ¢)Qy- E a velocidade
de grupo do modo perturbador. Entao, se b # c e Cj #* 0, ele sera nao nulo. Isto
implica que o modo perturbador, embora possua parte real do autovalor associado
a ele positiva, nao se “desenvolve” no ponto onde foi gerado. Se a perturbacao é
gerada num ponto do espaco mas move-se deste lugar, entao nao necessariamente
o padrao existente no sistema sera desestabilizado.

A partir desta observacao, definiu-se um novo tipo de instabilidade. A este
novo tipo chamamos Instabilidade Convectiva, em respeito ao fato de que o modo
perturbador ndo é amortecido (por isto Instabilidade) mas é “transportado” para
longe do local onde foi gerada a perturbag@o. Assim, o Critério de Eckhaus passa
a ser apenas um teste para a instabilidade convectiva.

Analisemos, neste momento, a evolucao temporal de uma perturbagao local

So(Z) um intervalo linear:

—=A

1 - - o
S@E 1) = 5- /t L dRSy(Ryeap(E + A(F)) (3.10)
0aoespao

com Sy(k) a transformada de Fourier da perturbacdo So(Z).

Para resolver esta integral, expande-se para o plano—lz complexo e faz-se o
limite de £ — oo. Neste limite, existe um modo /\(/Z) que domina, permitindo que
os demais sejam desprezados e possibilitando, portanto, um resultado analitico
para esta integral (para melhor compreensdo sobre o método, olhar, por exemplo,
Morse e Feshbach, [25] e Churchill [26]).

O teste de estabilidade absoluta da solugao de onda plana com vetor de onda

—

Q@ se traduz em:

R(A(k)) > 0 com 9 A(ko) = 0 (3.11)
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Com base neste novo critério estabelecido (expressdo 3.11%), verificamos que,
aplicando-o na expansao (3.4), a solu¢ao de onda plana é estavel num intervalo
diferente do que o previsto pelo critério anterior (no qual bastaria Dy > 0 para
determinar o intervalo de estabilidade das ondas planas). A linha correspondente
a este novo limite (limite de instabilidade absoluta) no diagrama da figura 3.1 é
a “Al” (Absolute Instability).

Parece-nos interessante, neste momento, compreendermos a maneira como
este limite de instabilidade esta relacionado ao comprimento de onda Q Estamos
afirmando que, embora D; torne-se negativo, a solu¢ao ainda permanece estavel
(contrariando o critério inicialmente proposto pela teoria). Isto foi provado ma-
tematicamente e facilmente compreendido pelo fato de que o modo perturbador
possui uma velocidade de grupo capaz de afasté-lo do ponto onde foi gerado. Po-
demos ainda entender esta estabilidade da solugao observando o comportamento
do comprimento de onda e compreender o motivo pelo qual ele permanece no
intervalo de estabilidade.

Observemos a figura 3.2, a qual mostra o corte feito em 4 pontos diferentes
no espaco Q-b-c. A esquerda da linha inferior, é o intervalo dentro do qual todos
os comprimentos de onda sao absolutamente estaveis. Esta linha é delimitada
pelo Critério de Eckhaus. A direita desta linha, existe uma banda de nimeros de
onda estaveis (na realidade, convectivamente instaveis): 0 < Qu1 < |Q| < Qu2-
Tais limites (linhas Q41 e Qqu2) sdo obtidos numericamente utilizando-se o critério
de instabilidade absoluta (equagdo 3.11).

O novo limite de estabilidade absoluta é entao definido pela linha de intersec-
¢ao entre Q = Q(b,c) e as linhas Q,1(b, ¢) e Qu2(b,¢), onde @ = |C§|, oqual éo
vetor de onda da onda plana.

E interessante observarmos que, acima do valor b = —1.2 este “novo critério”

é mais restritivo que a instabilidade de Benjamim-Feir-Newell e mais abrangente

t 0y € apenas uma notagao.Indica derivada em relagao a cada componente do vetor “k”
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10 T T 10 T T

absolutely b=-1.5
unstable

c=2.0

Fig. 3.2: Quatro cortes no diagrama Q-b-c. A linha inferior delimita o intervalo
de estabilidade e a linha superior delimita os intervalo de |C§ | convecti-
vamente instavel. Acima deste limite, as ondas planas possuem vetores

de onda num intervalo de instabilidade absoluta. (figura extraida de

[13])

nos demais casos; o intervalo de estabilidade das ondas planas é menor do que
o previsto anteriormente acima deste valor. Esta descoberta explicou algumas
observagoes encontradas em simulagoes numeéricas. (para maiores detalhes, olhar
Aranson, 1992 - [13]).

Os demais limites do diagrama de fases serao explicados numa se¢ao posterior,

apos definirmos defeitos espirais.

3.2 Defeitos

A definicao de defeitos pode ser feita em diversos niveis de complexidade. Quando
o consideramos como uma caracteristica da EGLC, muitas interessantes propri-
edades aparecem e a descricdo de tais estruturas faz-se importante em certos
regimes de parametros, tendo em vista que podem explicar, por exemplo, uma

transicao de fases. A existéncia destes defeitos é tao relevante em alguns inter-
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valos de parametros que a descri¢ao da dinamica pode ser reduzida ao estudo da
interagao destas estruturas.
A definigdo de tais estruturas sera feita com base na anéalise das solucoes da

EGLC.

3.2.1 Definicoes

De uma maneira geral, defeitos sdo gerados devido a ndo homogeneidades de
um sistema experimental. No entanto, eles podem aparecer espontaneamente no
sistema; nao apenas como uma conseqiiéncia de problemas de tamanho finito ou

meramente experimentais.

Fig. 3.3: Defeito Espiral: imagem do campo |A| e linhas de fase constante ¢ =
arg(A) = 0,7 para a solucdo de espiral inica com condic¢oes periddicas

de contorno.(figura extraida de [12])

De uma maneira intuitiva, podemos pensar que os defeitos sao grandes desvios
da solucdo homogénea; nao apenas flutuagoes como ondas planas. Podem ser
pontuais, estenderem-se sobre uma linha, terem formas diversas. O que podemos
pensar, num primeiro momento, ¢ que sao estruturas que, de alguma maneira,
perturbam o estado de equilibrio do meio.

Diretamente relacionado ao nosso trabalho, poderiamos definir defeitos como

as solugoes da equagoes de amplitudes (no nosso caso, a EGLC); ou seja, em
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duas dimensoes, pontos no espago onde a amplitude complexa A é nula ( e linhas
quando trabalha-se com a EGLC em trés dimensoes). Sao estruturas observadas
experimentalmente e as equagoes de amplitude sao excelentes ferramentas para
estuda-los. Defeitos sao, portanto, pontos onde A = 0 e, por conseqiiéncia, a fase
0 = arg(A) nao é definida. Esta fase varia de 2 quando “caminhamos” em torno
destes defeitos.

Em duas dimensoes, a EGLC admite solucoes do tipo:

Ag(r,t) = F(r) expli(mb + (1) + wt)], (3.12)

onde 7 = |r —ry| e 6 s8o angulos polares medidos a partir do ponto central desta
solugdo (agora chamada defeito), 1 é a fase e m = +1 é a carga topoldgica (sobre
a qual comentaremos adiante).

Quando b # ¢, os defeitos sao fontes de ondas espirais, cujas linhas de fase
constantes possuem a forma de “bragos espirais”. Por esta razao, tais defeitos
sao chamados espirais. Eles sdao, entao, fontes geradoras de ondas propagantes e
determinam a freqiiéncia de oscilagao de todo o sistema. A proxima secao trata
estes defeitos com um pouco mais de detalhes.

Uma interessante observacao a respeito de defeitos pode ser feita quando
tratamos o campo “A” complexo com alguns conceitos da mecanica estatistica.

Dentro da teoria de transicoes de fases, define-se um parametro chamado
pardmetro de ordem, o qual é convenientemente definido de forma que seja nulo
em uma, fase do sistema e nao nulo apés uma dada transi¢ao de fases. Lembremos
que este parametro é definido de forma a satisfazer a esta propriedade. Em
cada sistema, ele é definido de maneira conveniente; nao h& uma regra para sua
costrucao.

Convecionou-se chamar uma Transicao de fases de Sequnda Ordem onde este
parametro de ordem varia continuamente, em contraste com as Transicoes de

Primeira Ordem, onde existe um salto (uma descontinuidade) deste parametro
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no ponto de transicao ([28]) .

Fazendo uma analogia entre as solugoes das equagoes de amplitude (no caso
especifico do nosso trabalho, a EGLC) e esta teoria de transi¢oes de fases, algumas
interessantes observacoes podem ser feitas.

Notemos que o estado homogéneo dos sistemas dindmicos aceita a solugao
A =0. Ou seja, esta ¢ uma solugio da equagao (2.9), a qual representa o estado
do sistema antes de sofrer uma bifurcagio (solugdo nao perturbada). Depois dela,
outras solugoes sao possiveis. Neste sentido, A pode ser visto como o parametro
de ordem dos sistemas. Ele é nulo antes da bifurcacao e diferente de zero depois

dela.

3.2.2 Espirais

A existéncia da solucao espiral é uma caracteristica que distingue a EGLC em
duas dimensoes. Estas espirais sao fontes geradoras de ondas. Deste ponto de
vista, elas sao estruturas capazes de selecionar os comprimentos de onda propa-
gantes num sistema oscilante. Elas tornam-se, portanto, elementos fundamentais
na descricao da dinamica, tendo em vista que dominam a freqiiéncia de oscilacao
do meio.

Imaginemos um caminho que circula tal defeito, sobre o qual é possivel definir
valores finitos para o campo complexo A e portanto podemos definir uma integral
de caminho. Definimos m = % fL VOdl, onde L é o caminho sobre o qual a
integral sera efetuada e m a carga topoldgica.

Este nome nos remete a uma analogia com carga elétrica. Quando queremos
calcular o campo elétrico gerado por um carga pontual, uma maneira bastante
simples e elegante é imaginar uma superficie gaussiana (uma escolha inteligente
seria um circulo se estivermos considerando um espago bidimensional) que encerra
tal carga. Independentemente de quao longe esta superficie esteja da carga, o

campo elétrico gerado por ela faz-se presente (no limite qdo » — oo - sendo r
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o raio da superficie em torno na carga - o campo é nulo). A intensidade deste
campo serd proporcional ao valor desta carga.

Topologicamente, os defeitos estaveis sao aqueles em que m = +1. Este
argumento de estabilidade topologica nao garante a existéncia das espirais no
meio. A estabilidade delas depende da configuracao do meio; do background no
qual estao inseridas.

O intervalo de estabilidade destas estruturas esta diretamente relacionado com
o intervalo de estabilidade das ondas por elas emitidas. Distantes do centro do de-
feito (o ponto central da espiral, onde |A| = 0), estas ondas sdo aproximadamente
ondas planas e é por esta razao que o estudo da estabilidade destas estruturas
coerentes (primeira se¢do deste capitulo) é determinante para entendermos os
intervalos de estabilidade das ondas espirais.*

Para que possamos entender mais claramente o papel de cada uma das va-
riaveis que compoem tal solucao, observemos novamente a expressao matemaética

de uma espiral:

Ag(r,t) = F(r) expli(mb + ¢ (r) + wt)],

F(r) é a amplitude, w é a freqiiéncia de rotagao (rigida) da espiral e 1 é fase, sobre
a qual algumas hipoéteses sao feitas. O nimero de onda da onda plana assintética
emitida pela espiral é dado por Q = d,% (portanto, no limite r — o0). A
freqiiéncia de rotacao da espiral é relacionada com este nimero de onda assintotico
pela relacio w = ¢ — (b — ¢)@? 8.

Ha um artigo de 1978 (|14]), onde mateméaticos demonstram rigorosamente a

existéncia de ondas espirais em meios oscilantes os quais podem ser descritos por

! As espirais ainda podem se tornar instéveis quando seus “coracdes” sdo espontaneamente

acelerados ([29]).
§ Esta expressao é deduzida substituindo-se a solucdo espiral para o caso assintético r — oo,

onde a onda emitida é suposta uma onda plana. Esta suposi¢ao é mostrada matematicamente

ainda nesta segao.
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equagoes de difusao. Além desta prova rigorosa, os autores encontram expressoes
para F(r) e ¢¥(r) que satisfagam tais equagoes. Estas expressoes serdo aqui des-
tacadas porque explicitam o comportamento dominante das amplitude e fase nos

limites em que se estd distante ( 7 — 00) e proximo (r — 0) ao centro. Entdo:

F(r) = 1-@Q2— (1-t)Q rt 4+ O0(r™?) (3.13a)

2y/1-0Q*b-rc)
v(r) = Qr+ %ln(r) +0(r™h (3.13b)

Observemos que, para r — 00, o segundo termo da expressao de F(r) deixa
de ser significativo. O termo constante domina neste limite. Para a expressao
de 1, é possivel observarmos que o primeiro termo (o qual é linear em 7) é o
dominante no limite em que se estd distante do centro. Portanto, esta anélise
demonstra matematicamente a aproximacao ja comentada anteriormente de que,
assintoticamente, as ondas emitidas pelas espirais sao ondas planas.

Estas ondas planas fazem um papel fundamental na andlise de estabilidade
destas espirais. De fato, é necessario considerarmos o niimero de onda das ondas
planas assintéticas por elas emitidas para conhecermos os intervalos de estabili-
dade destas espirais.

Sabe-se que, dentro do intervalo no qual as ondas planas assintoticas por
elas emitidas sao absolutamente estaveis, a estabilidade das espirais ¢ também
assegurada. Portanto, o estudo de estabilidade das ondas planas nao é apenas
importante para entendermos os intervalos de estabilidade das espirais; ele é
determinante! Por sua vez, o estudo da estabilidade destas espirais é essencial
para compreendermos o diagrama de fases da EGLC em duas dimensdes. A
perda de estabilidade desta solucao determina absolutamente as transicoes de

fases descritas pela equacao.
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3.3 Os Limites do Diagrama de Fases

Considerando que tenhamos dado subsidios necessarios para o entendimento das
transicoes de fases da EGLC delimitadas no diagrama pelas linhas, esta secao é
dedicada a explica-las. A pretensao é fazer um panorama geral das fases existen-
tes, comentando caracteristicas e intervalos de existéncia.

Nao temos como objetivo fazer deducoes de todos os limites que ali aparecem,
tendo em vista que cada fase foi amplamente estudada e a “construcao” de cada
linha é tema de longos trabalhos, onde teoria e simulacao sao igualmente impor-
tantes. Portanto, para maiores informagcoes, recomendamos ler artigos especificos
como, por exemplo, Chaté e Mannenville, Huber et al. [20], [21], [33].

Na Equagao Ginzburg-Landau Complexa em duas dimensdes, dois distintos
regimes de caos espaco-temporal podem ser identificados: Turbuléncia de Fases
e Turbuléncia de Defeitos. Eles sao assim diferenciados pela presenca ou nao dos
defeitos.

No primeiro caso (Turbuléncia de Fases), o campo complexo A nunca é nulo.
Estamos, portanto, numa regidao de parametros onde os defeitos nao existem.
Observa-se, no entanto, que as correlacoes entre as fases decaem muito rapida-
mente. Desta maneira, as amplitudes dos modos poderiam ser “escravizadas”
frente & fase deles. A dinamica passa a ser muito bem descrita somente pela fase
dos modos.

Proximo a linha BEN, espera-se que V6 varie suavemente, permitindo uma
expansao em série. O truncamento desta série em termos ainda significativos da
origem & Equacao de Kuramoto-Sivashisnsky (KS). Este regime é observado entre
as linhas L e BFN. A linha L, portanto, seria a linha que delimita a existéncia
deste regime para a EGLC em duas dimensoes.

A existéncia desta fase no limite termodindmico é fortemente questionada.
Estima-se que ela seja, na verdade, conseqiiéncia das escalas de espago e tempo

que usualmente observamos experimentalmente. Em 1996 ([20]), foram mostra-
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das evidéncias de que ela nao existe no limite termodindmico. Além disso, esta
fase é instavel frente as demais fases apresentadas na equacao.

O outro regime cadtico encontrado, Turbuléncia de Defeitos, é assim definido
por apresentar tais estruturas. E o regime mais caético que a EGLC em duas di-
mensoes apresenta, ja que as correlagoes decaem exponencialmente e a correlagao
no tempo e nas escalas de comprimento sao muito pequenas. Segundo Chaté e
Manenville (Physica A, 1996, [20]), um nome mais apropriado seria Turbuléncia
de Amplitude. As amplitudes variam tao rapidamente, que, em muitas regioes de
parametros nao é possivel observar-se a existéncia de espirais.

A linha AT delimita a regiao onde as espirais podem ser encontradas. A direita
desta linha, o regime ¢é tao cadtico, o médulo da amplitude do campo complexo
(|A]) oscila tanto que as espirais ndao se mantém. Esta linha é o limiar, portanto,
da regiao de onde as espirais sao estaveis. As correlagoes das amplitudes variam
tao rapidamente e os defeitos sio criados e aniquilados constantemente. E prati-
camente impossivel observarmos espirais bem formadas neste limite. Na regiao de
parametros onde a solucao de espiral é estavel ou possui instabilidade convectiva
(esquerda da linha AI), observa-se a existéncia de espirais bem formadas (olhar
diagrama 3.4).

Um terceiro comportamento distinto, encontrado quando os parametros sao
variados, € um cenario bastante interessante: formam-se arranjos de espirais
“quase-congeladas” imersas em linhas de choques. E um estado desordenado e
sobre o qual muitas perguntas podem ser feitas. A amplitude |A| é praticamente
estacionaria ao longo do tempo. Exemplos destas estruturas, as quais sao cha-
madas Vidros de Vortice e Liquido de Vdrtice (separagao dada pela linha “OR”,
explicada em linhas posteriores), sio mostradas na figura (3.4).

Até pouco tempo, este cenario era chamado de Frozen State. De fato, em
escalas de tempo usuais (possiveis de simular com a EGLC), estes defeitos pare-
cem estar “congelados”. Ha um ntimero fixo de voértices circundados por linhas

de choque. A analogia a Vidros de Spin chegou a ser proposta ([33],[20], [34]).
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Fig. 3.4: Em todas as imagens instantaneas que exemplificam as fases, sao mos-
tradas as linhas de eqiiifases do campo A. A figura (a) é um exemplo
de um Liquido de Vortice e (b) apresenta um Vidro de Vortice. O
azul representa $(A) = 0. Em (a), observam-se espirais de mesmo
tamanho. Esta simetria ndo é observada em (b). Nas figuras que
exemplificam a Turbuléncia de Defeitos - (c¢) e (d) -, as escalas s@o
dadas em niveis de cinza: R(A) = 0 em cinza claro e (A) = 0 re-
presentado pelas linhas pretas. Em (c), ao contrario do que podemos
observar em (d), ha evidente formagio de espirais. (figuras extraidas

de [12, 20]) e editadas)
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Observavam-se fendmenos comuns a dindmicas vitrosas, como por exemplo, o
fenomeno de aging. Ou seja, as caracteristicas deste estado “final” seria depen-
dente da “historia” do sistema; da evolugdo dele. Em seu artigo na PRA (1996),
os autores referem-se ao fato, por exemplo, de que o tamanho do raio destas
espirais dependeria da historia do sistema até chegar naquele estado final.

Esta estrutura celular aparece em uma larga regiao do diagrama. Basica-
mente, sabe-se que ela nao existe na regiao onde as ondas planas assintoticas
emitidas pelas espirais sao absolutamente instaveis. Ou seja, estes estados nao
sao observados a direita de “AI” certamente.

Neste ponto, podemos caracterizar a linha “T” existente no diagrama de fases.
Ela é definida como a linha de transi¢ao deste estado “congelado” para a dinaAmica
turbulenta. Do lado esquerdo desta linha, observa-se este cenario descrito hé
pouco. Ao aproximar-se dela, o nimero de voértices comec¢a a diminuir. No
cruzamento, comeca o regime turbulento, onde as amplitudes dos modos variam
muito rapidamente e as correlagoes entre elas também. Estima-se que a distancia
a esta linha “T” daria uma medida do tempo de transicao. Ou seja, o tempo em
que o sistema se manteria no estado metaestdvel entre as duas configuragdes bem
definidas. Deste ponto de vista, justamente sobre a linha “T” seria o ponto onde
este tempo de transicao seria infinito.

Este cenario de estados aparentemente “congelados” nao foi constatado nas
nossas simulacdes. E justamente nesta regido de parametros que o nosso trabalho
estd mais diretamente conduzido e, acreditamos, onde mais novidades foram en-
contradas. Deixaremos os comentarios detalhados para o momento apropriado,
mas adiantamos que as nossas simulacoes permitiram que se observassem escalas
de tempo bem superiores as usuais e, portanto, foi possivel observar que estes
arranjos de espirais evoluem numa dinamica ultralenta.

O modelo por nos utilizado sera abordado com detalhes posteriormente, mas
é um 6timo momento para esclarecermos que a possibilidade de investigar esta

dinamica lenta ¢ uma das grandes vantagens apresentadas pela nossa abordagem.
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Existe ainda uma linha no diagrama de fases que nao foi explicada. E uma
divisao que separa as formas de interacio assintotica entre os vortices. A esquerda
da linha “OR”, a interagao entre os vortices decai exponencialmente e, por esta
razdo, da-se o nome de Intera¢do Monoténica (ou Regime Monotonico). A direita
dela, as interacoes decaem ainda exponencialmente, mas este comportamento
apenas “modula” a interacao entre as espirais. Neste intervalo, o regime é dito
Oscilatorio.

Matematicamente, esta linha pode ser explicada considerando-se uma pertur-
bacao estacionaria. No apéndice (A), estao feitos os calculos para o caso em que
perturbamos a solucao de onda plana por um modo com vetor de onde k taxa
de crescimento temporal A. Portanto, para fazer estes calculos decairem no caso
em questao (procuramos uma perturbacao estacionaria), basta supormos A = 0.

Substituindo p = ik, a equacao (A.8) recai na expressao:

p{(1 = 0")(4Q* +p*)p — 2F*[(1 + be)p — 2(b — €)Q]} = 0 (3.14)

A solucao p = 0 sempre existe. As demais raizes definirao a existéncia desta
divisao. No Regime Monoténico, as trés raizes sao reais, ao passo que, no Oscila-
torio, tem-se uma raiz real e um par de raizes complexas conjugadas. Matemati-
camente sao elas, portanto, que determinam a linha OR. Se pensarmos que @) é o
nimero de onda da onda plana assintética emitida pelas espirais e que este valor é
somente dependente dos parametros “b” e “c” escolhidos (dependéncia numérica),
entdo, uma vez dados tais parametros, p é absolutamente determinado. E uma

fungdo de ¢ e b e os valores destas constantes que mudam o tipo de solugio (de

real para complexa) determina a linha OR: f;,:’c = dcq &~ 0.845
Esta transicao de regime de interacao serda novamente abordada no préximo
capitulo. E uma questdo muito importante quando tratamos da interacdo dos

defeitos.
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Apés toda a investigacao do diagrama de fases da EGLC, gostariamos de
evidenciar alguns aspectos desta andalise. A primeira observagdo diz respeito a
importancia da analise de estabilidade das espirais. Notemos que a estabilidade
destas estruturas define as transicoes de fases da equagao.

Se pensarmos em termos de um sistema real, esta observacao quanto a im-
portancia dos intervalos de estabilidade das espirais reflete a importancia vital
destas estruturas para definir as transicoes de fases dele. Desta maneira, estamos
dizendo que o aparecimento dos defeitos e, por conseqiiéncia, os intervalos para
0s quais eles se mantém no sistema real, definirdo as transicoes de fases que ele
sofre.

Tendo em vista que os experimentos nao selecionam apenas um tnico defeito,
nos interessa saber como eles interagem. Conhecer os intervalos de estabilidade de
uma espiral isolada nao responde como elas se comportam estando em grupo. Nao
responde, portanto, de que maneira tais defeitos irao influenciar numa possivel
transicao de fases.

A EGLC é uma excelente ferramenta para descrever tais interacées. A com-
provagao desta afirmacao reside na existéncia do diagrama de fases que acabamos
de estudar. Foi utilizando a EGLC que o diagrama foi construido. Todo o co-
nhecimento a respeito das transicoes de fases existentes até o presente momento
foi construido com as simulacdes da equacao.

Ocorre, porém, que a equacao oferece um maneira pouco “sistemética” para
este estudo de interagdo dos defeitos, porque se tem pouco dominio sobre tais
interacdes. E um estudo muito observacional, onde é extremamente dificil ter
controle sobre os parametros relevantes para o entendimento do sistema. E muito
complicado, por exemplo, controlar o niimero de espirais que irao interagir.

As simulagoes tém um custo computacional muito grande. Muito pouco se
pode fazer de analitico, porque é uma interacao de muitos “corpos”. Os defeitos
nao sao particulas, mas podem ser assim vistos se considerarmos os centros das

espirais e as linhas onde duas espirais vizinhas se cruzam.
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Usando esta idéia e valendo-se da observaciao ja feita de que a existéncia
dos defeitos influi de maneira decisiva na dinamica é que a abordagem por nos
utilizada foi desenvolvida.

A descricao desta referida abordagem, descrevendo motivagoes, vantagens e
problemas da mesma é tema do capitulo seguinte. Este encerramento de capitulo
é uma tentativa de motivacao e explicacao dos nossos objetivos. Na seqiiéncia,
portanto, estao colocadas as bases daquilo que foi usado como ferramenta deste

trabalho.
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em Meios Oscilatorios

Assumindo que a EGLC é uma excelente ferramenta para descrever sistemas dina-
micos extensos na vizinhanga de transicoes oscilatorias descritas por bifurcagoes
de Hopf supercriticas, dedicamo-nos a estudar algumas de suas caracteristicas ge-
rais. Estudamos os intervalos de estabilidade de sua solu¢do mais simples (ondas
planas) e definimos defeitos. A partir desta defini¢ao, estudamos um tipo espe-
cial de defeitos: as espirais. Mostramos que os intervalos de estabilidade destas
solugoes definem as diferentes estruturas espago-temporais (em duas dimensoes),
comprovando, portanto, a importancia destes defeitos na descricao da dinamica.

Considerando-se que as espirais nao aparecem isoladas em experimentos reais,
o estudo dos diversos tipos de estruturas espago-temporais apresentados por um
sistema dindmico exige a investigagao da interacao destes defeitos. Esta neces-
sidade de investigacao, aliada ao fato de que a EGLC nao possibilita um estudo
sistemético das mesmas, levaram a diversas tentativas de reducao deste problema.
A tentativa de reduzir uma equagao diferencial parcial (como é a EGLC) a um
sistema discreto onde a dinamica passa a ser descrita por equagoes ordinarias é
proposta desde o inicio da década de 80 [23, 24, 30, 31, 32|.

Quando falamos em reduc¢do, estamos nos referindo a tentativa de tratar a
dindmica de interacao apenas observando os centros das espirais e as linhas onde
duas espirais vizinhas se encontram (chamadas linhas de choque)[23]. Ao invés

de considerar todo o campo complexo A (o qual é continuo) para entender como
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os defeitos interagem, trata-se a interagao como se o movimento do centro de
uma espiral fosse influenciado pela existéncia da espiral vizinha. A influéncia da
espiral vizinha nao é sentida pelo contato direto entre seus centros; elas interagem
através de suas linhas de choque. Ou seja, a proposta é que o tratamento das
interacoes dos defeitos se resuma ao estudo das posicoes das linhas de choque e
dos centros dos defeitos.

As vantagens desta abordagem do problema de interacdo dos defeitos sao
muitas. Dentre elas, podemos adiantar que é computacionalmente muito mais
eficaz. Por eficaz, entende-se que é possivel simular sistemas muito maiores,
com muito mais defeitos interagindo e por muito mais tempo usando um tempo
computacional bem menor. Limites de tamanho que eram impossiveis de simular
com a EGLC, tornam-se factiveis. Na EGLC, ha uma grande dificuldade de
dominio sobre o nimero de defeitos que interagem. Este problema nao existe na
abordagem que estamos propondo.

E claro que existem diversos argumentos contra este tipo de abordagem. A
primeira divida que surge é se, de fato, a reducao da dinamica do caso continuo
para o caso discreto no qual apenas tratamos os centros e as linhas de choque das
espirais descreve bem o sistema. Nao sabemos, em principio, se esta simplificacao
descreveré a dinadmica de maneira satisfatoria. Duvidas sobre a validade do nosso
estudo também podem surgir. Conforme ji comentamos no capitulo anterior,
nossas simulacoes mostram um cenério diferente daquele que até entao tinha sido
estudado com a EGLC para o caso onde temos uma estrutura celular com estados
assimétricos (regiao representada pela figura 3.4-b).

Por que deveriamos acreditar nos nossos resultados em detrimento ao que é
observado usando a EGLC? Por que nosso estudo deve ser suposto verdadeiro
se, na realidade, a EGLC é um modelo robusto, bastante estudado e com grande
credibilidade?

Para responder a estas possiveis questoes, antes de aceitarmos como valida a

nossa abordagem, faremos uma anélise comparativa entre os dados obtidos com
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ela e com a EGLC (anélise feita no capitulo de resultados, cap.5). Num primeiro
momento, buscaremos nos certificar de que, nos intervalos onde ambas as abor-
dagens sao possiveis para descrever a dinamica, elas o fazem igualmente bem.
Posteriormente, entao, valeremo-nos das vantagens do método para investigar os
sistemas em limites os quais sao impossiveis de serem estudados com a EGLC.
Estas analises comparativas e o estudo dos sistemas serao feitos no capitulo se-
guinte. Neste capitulo, a nossa pretensao é apresentar a proposta de reducao do
estudo & uma dindmica discreta desenvolvida por Aranson e colaboradores [23].

A apresentacao desta proposta far-se-4 em duas partes distintas: na primeira,
apresentaremos o método usado para encontrar as equacoes que descrevem a di-
namica dos centros e das linhas de choque. A segunda parte investiga alguns
aspectos destas equacoes, analisando suas propriedades e tipo de interacao que
elas representam. Portanto, a secao imediatamente seguinte apresenta a abor-
dagem alternativa para o cédlculo da interacao de espirais. O método para se
chegar as equagoes diferenciais ordinarias (CEEDOs) esta4 muito bem explicado

nos artigos de Aranson, Kramer e Weber |23, 24].

4.1 Reducao do estudo de interacao de espirais

ao Conjunto Equivalente de Equacoes

Diferenciais Ordinarias (CEEDOs)

Para a reducao do tratamento da interacao entre espirais ao caso discreto, a idéia
bésica é analisar a perturbacao causada a uma espiral devido a presenca de uma
espiral vizinha. Matematicamente, tem-se uma espiral isolada que sofre uma
perturbacao expressa pelas condicoes de contorno do problema.

Para desenvolvermos qualquer teoria de interacao, é fundamental observarmos
duas grandes distingoes entre as maneiras como as espirais interagem assintoti-

camente: ¢ # b e ¢ = b. E intuitivo imaginar que os “bracos” das ondas espirais
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emitidas pela fonte fazem o papel de “obstaculos” para a interacao entre duas
espirais vizinhas. As linhas de choque que se formam quando do encontro delas
impede que a interacao das espirais se propague a longas distancias. Neste caso, o
decaimento das interages é exponencial (e ndo tipicamente 1/r como se supunha
no principio [30, 31]).

No caso limite em que b — ¢, o nimero de onda da onda emitida pela fonte
tende a zero e, portanto, tais “bracos” nao existem. Este fato permite que cada
defeito “se faca sentir” a uma distancia muito maior. No caso ¢ = b, o decaimento
das interagoes ¢ tipicamente 1/r. Notemos que este fato muda consideravelmente
o tratamento do problema, ja que muitas aproximacoes que podem ser feitas no
primeiro caso (quando a interagdo decai exponencialmente) ndo sido boas para o
segundo. Desta maneira, certamente os tipos de equacoes que encontramos para
descrever as interacoes sao bastante diferentes.

O nosso trabalho se limita ao caso ¢ # b. Por conveniéncia, as equagoes serao
deduzidas para o caso b = 0 *. Esta restricao nao representa perda de generalidade
porque é possivel fazer transformacoes (ditas transformacoes de similaridade) nas
varidveis e recairmos no caso geral [23].

A idéia do método utilizado por Aranson e colaboradores para construir equa-
coes que descrevem as interagoes entre as espirais é usar teoria de perturbacao,
considerando que uma dada espiral sofre uma perturbacao causada pela espiral
vizinha. A espiral perturbada passa a movimentar-se, e os autores buscam equa-
coes que descrevam as velocidades dos centros delas. Como extrair tais solugoes
para as velocidades?

A solugdo de espiral tnica é conhecida (3.12). O que se faz é acrescentar
um termo a ela que corresponde ao termo perturbativo. Esta perturbagao é
suposta ser causada pela presenca de uma espiral vizinha. O tratamento sobre

esta solucao é feito com teoria de perturbacao. O dominio de existéncia de cada

* O artigo [23] contém uma se¢des onde os autores tratam os casos c =be b # 0.
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espiral é um semi-plano onde estao contidas as ondas emitidas por elas. Na
pratica, seus dominios sao determinados pelas linhas de choque.
Este procedimento serd aqui apresentado em linhas gerais; a descricao deta-

lhada pode ser encontrada em [23, 24].

4.1.1 O método

Quando substituimos a solugdo de espiral isolada (3.12) na EGLC (2.9), as am-

plitude F'(r) e fase ¥(r) obedecem ao seguinte conjunto de equagoes:

AF — %F — (W)’F = b((A)F +2¢0'F )+ F—F* =0 (4.1a)

b(AF — %F — (W")?’F) + (A F + 2¢'F' —wF — cF* =0 (4.1b)
onde A, = 9% + %& e os superindices linhas significam derivada em relacao a r .
O uso das coordenadas polares (r, ) foi assumido quando escrevemos a solugao de
espiral no capitulo 3 . Neste mesmo capitulo, mostramos as expressoes analiticas
para F(r) e ¥(r) que satisfazem equagoes do tipo difusdo. A partir delas, é
possivel entender o comportamento assintotico destas fungoes (longe e proximo

do centro das espirais):

F(r)—=+/1-@Q% ¢'(r)—>Q para r— oo (4.2a)
F(r)=r, Y (ry~r para r—0 (4.2b)

A interagdo com a espiral vizinha faz com que o centro da espiral se mova
com velocidade v. A cada espiral associamos uma regiao, a qual é definida pelas
ondas por ela emitida. Num sistema real, este dominio de cada espiral é dado
pela regido entre os choques (linhas onde espirais vizinhas colidem). Matemati-

camente, supomos que estas linhas de choque sao as paredes do sistema e nelas
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serdo impostas as condicoes de fronteira. Tais condi¢bes expressarao as suposi-
coes fisicas feitas a respeito da interagao das duas espirais. Dentro da regiao de

dominio, a solucao de espiral perturbada é expressa por:

Ap(r,t) = (F(r) + W(r,0,t)) exp[i(mb + ¥ (r) + wt)], (4.3)

onde W (r,6,t) (pode ser complexo) é a correciao acrescentada a solugdo de es-
piral ndo perturbada devido & existéncia da espiral vizinha. As variaveis (r, )
descrevem o movimento do centro da espiral, o qual move-se com velocidade v.
Antes de apresentarmos a equagdo que rege o termo W(r,0,t), algumas ob-
servacoes sao importantes. Como o centro da espiral se move devido a inte-

racao com a espiral vizinha, suas coordenadas passam a depender do tempo e

dAs _
dt

portanto: Uy Oy Ag + 150, As +iw Ay, onde v e v, sdo as velocidades do centro
da espiral. Supde-se que o termo W é pequeno (aproximagao valida quando os
centros das espirais ndo estao muito proximos), o que permite que a teoria de
perturbagdo seja feita até primeira ordem (aproximacao linear). Com isto, ao

substituirmos a solu¢ao perturbada (4.3) na EGLC, a equacdo obedecida pelo

termo W é dada por:

_EVW — Wi — {5V + (W + (1 + B)AW — %W _WPW 4+ (44)
iAW + 2 + ri?agW)] + (1= i)W = (1+ ic) F>@W + W)

R
= v[(F'sin(f +n) + @' Fsin(0 +n) + z? cos(0 + n)],

onde 7 é o vetor velocidade (¥ = v,€; + vy€;) e n = arctan(v,/v,). Notemos que,
neste processo, as velocidades surgem como nao homogeneidades para as solugoes
de W(r,0,t). As velocidades envolvidas nesta ndo homogeneidade sdo lineares, o
que significa dizer que a solucao para uma distancia arbitraria pode ser expressa
como uma solu¢do homogénea mais uma nao homogénea (solugdo particular, a

qual é construida justamente considerando a ndo homogeneidade da equagdo).
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O problema de interacao entre duas espirais de cargas opostas é equivalente
a interacao de uma espiral com uma parede plana. Suponhamos que as espirais
estejam colocadas nas posi¢oes (— X, 0) e (X, 0) e que a linha de choque entre elas
seja a linha z = 0. As condic¢bes de contorno serao determinadas pelo problema.
Para o caso de cargas opostas, tem-se uma assimetria em y: A(z,y) = A(z, —y).

Tal assimetria pode ser verificada numericamente (figura 4.2 - b).

Linha de choque

O T @

Fig. 4.1: Duas espirais vizinhas nas posicoes X e -X

Os chamados estados ligados (bound states) ocorrem quando vi, = vg; = 0.
As espirais podem se mover na direcao y com uma, velocidade de deriva, mas este
estado significa que a distancia entre os centros das espirais (em z) se mantém
em equilibrio. A questdo da estabilidade deste estado ligado serda debatida um
pouco adiante.

As condigoes de contorno, neste caso, sao tais que % = 0. As velocidades das
espirais Serao viy = Uy € Uiy = —Usgy.

No caso de espirais de mesma carga, a simetria existente é A(z,y) = A(—z, —y)
(observe resultados numéricos na figura 4.2 - a). As velocidades obedecerdo, por-
tanto, & relagdo viy = —vgy € V1y = —Vgy, fazendo com que elas girem uma em

torno da outra. Esta simetria complica um pouco o problema, porque nao pode-
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mos mais supor a mesma condi¢ao de fronteira. Porém, para grandes distancias,
os autores argumentam que a interacao ¢ do mesmo tipo e as equacgoes continuam

validas [23].

(a) (b)

Fig. 4.2: Estados ligados para os casos onde as cargas sdo iguais (& esquerda) e
opostas (a direita). A parte real de A(x,y) — R(A(x,y)) — estd repre-
sentado em escala cinza: miximo do campo em preto e 0 minimo em

branco. (figuras extraidas de [23])

O procedimento para obtengao das equagdes de velocidade segue com apro-
ximagoes que simplificam a equagdo para W (r,0,t) - (4.5). Estas suposi¢bes sao

importantes porque definirao os limites da teoria:

e velocidade de deriva da espiral é pequena — aproximacao valida quando as

espirais estao suficientemente distantes = matematicamente: v X < 1;
e a perturbagao W independe do tempo = W; = 0;

e os termos da ordem ~ vW sao desprezados. Eles sao pequenos no caso

geral ¢ # b, o qual é considerado aqui e
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e b = 0, para simplificar as expressoes. As transformagoes de similaridade

garantem que isto nao implica perda de generalidade [23].

Usando estas suposicoes, escrevendo W como uma parte real mais uma parte
imaginaria (W = A + iB) e propondo que estas solu¢des possam ser expressas

em séries de Fourier:

, (4.5)

com as condigoes de contorno A, = A* e B, = B’ , chega-se ao sistema de

n?l

equacoes:

2
n - 9 B,
_a, - _ o Y
A A, ’I“QAn 2F° A, — 2 F8 (F) n] (4.6a)

—F’5 ,elinm
2 b ‘

2
ot 9 _AF 0 A,
AvBy = 5By — 2cF7A, [W'EF5 (5

1
—F(—iny' + —)(5i1,ne(m")
T

+ DA]=  (46b)

No artigo [23], os autores provam que o nimero de termos dominantes desta
expansao em série aumentam com a raiz quadrada da distancia das espirais as
linhas de choque (|n| < n,, sendo n, ~ VX! — olhar apéndice B) . A §i;,
surge devido & presenca das fungoes sin(f + 1) e cos(f + 1) na equagao (4.5),
ja que a expansao em série de poténcias destas funcoes s6 contém os termos em
ordem 1 em 6 e 1. A presenca desta 041, implica que a ndo homogeneidade
em velocidade apenas aparecerd para n = +1. Os autores consideram limites

assintoticos (proximo do centro, r — 0, e distante dele, r — o). Nestes casos,

t A distancia & linha de choque est4 definida na figura (4.1).
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héa solugbes aproximadas analiticas para (A,B). A partir destas solucoes e das
condicoes de fronteira, a proposta é construir uma solucao geral que seja uma
combinacao linear destas duas solucoes particulares. Este procedimento esta
colocado em linhas gerais no apéndice B.

Para o caso oscilatorio (definido no capitulo 3 como sendo a regido a direita
da linha OR do diagrama (3.1), onde ¢ > ¢ ), as equagoes diferenciais ordinarias

para as velocidades dos centros sao dadas por:

= (G BRI ) (e /) (47a)
o = R~ ERE v (/) )

As constantes complexas Cy ,,, Cy, C1g sao obtidas numericamente linearizando

se a EGLC. O parametro p é a taxa de decaimento da perturbacao a espiral
isolada, a qual é complexa .

Estas equacoes foram obtidas supondo-se que a linha de choque entre duas
espirais é localizada no ponto médio entre elas. Ocorre, no entanto, que esta
simetria nao é observada nas simulacoes para o caso de interacao oscilatoria;
observa-se que as espirais possuem dominios diferentes. Se fizermos uma pertur-
bacao na linha de choque, as freqiiéncias das espirais serdo alteradas. A espiral
com maior freqiiéncia w ird dominar a dindmica (observe as simulacoes feitas
usando-se a EGLC na figura 4.3).

A partir desta observagao feita com a EGLC, é necessario considerar um termo
de correcao na fase das espirais para saber como a interagao com a espiral vizinha
a altera na tentativa de reproduzir o fenémeno. A proposta de solu¢ao de espiral

perturbada agora conterd o termo @(t):

! Para melhor compreensio de cada constante, olhar apéndice B.
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Fig. 4.3: Evolucdo de um par de espirais com cargas opostas (parte real do
campo A). Observa-se o dominio de uma sobre a outra. A segunda
espiral nao desaparece devido as condigbes de contorno periodicas. (fi-

gura extraida de [24])

Agp(r,t) = (F(r) + W (r,0,t)) exp[i(mb + ¥ (r) + wt + ¢(1))], (4.8)

Todos os termos existentes nesta solucao ja foram explicados anteriormente,
exceto a correcdo de fase que ndo existia na proposta anterior (4.3). Substituindo-
se a proposta de solu¢do com fase perturbada (4.8) na EGLC (2.9), a equagao
(4.5) fica alterada pela presenca de dois novos termos: ngb(t) e F ¢(t) Usando-
se as mesmas suposigoes feitas para deduzir as equagoes (4.7) onde a corregao na
fase nao era considerada e fazendo-se todos os calculos feitos no referido caso per-

mitindo que a fase varie, chega-se a uma expressao para a corre¢ao na freqiiéncia

B, [24]:

. 1 —Q1 - Q%exp(—pX) ., .

o = ———Im X1y (4.9)
Im(C’lOC{;) 5\/27TpX

Como as expressoes de velocidade dos centros das espirais sao dependentes

da distancia a linha de choque entre elas (4.7), a diferenga de fase entre duas

espirais vizinhas influencia diretamente no célculo destas grandezas. Se X nao
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é mais o ponto médio da distancia entre as duas espirais, é necessirio encontrar
uma expressao para a distancia de cada uma das espirais a linha de choque.

A distancia ao choque é obtida pela condi¢ao de que a fase total de duas
espirais deve ser igual num dado ponto do espago (condigdo de continuidade do
campo A). Se a fase total da j-ésima espiral é dada por ®; = ¥ (r)+¢; e, no limite
em que se esta distante do centro (r — 00), a onda emitida é aproximadamente

uma onda plana (e portanto ¥ (r) = |Q|r), entdo, a fase total desta espiral sera:

®; = |Q|r; + ¢;. Fazendo-se &; — ®; = 2|Q|X chega-se a (4.10).

X = —15l/2 = (61— 6,)/21Q) (4.10)

No caso em que ¢ < ¢, (& esquerda da linha OR no diagrama de fases), a
interacao entre as espirais é dita monotonica. As equacoes para este caso foram

obtidas como um caso limite em que ¢ — 0 §. Neste regime, tem-se:

de a o exp(=20eQlX)
il 2¢*nQ(im — cB') QX (4.11a)

b = g R2eQX) (a11)

Vel X

Sendo z = x + iy a posi¢do (complexa) de cada espiral, ‘;—i = vy + v, sdo
as equacoes para as velocidades de seus centros e qﬁ dara a evolugao da fase. O
parametro m é a carga topologica, B' ~ 0.48 (foi deduzida num artigo de 1982 —
[15]) e X é a distancia ao choque, como no caso anterior.

Neste regime monotonico, foi possivel fazer um (re)escalamento nas variaveis,
o qual se mostrou extremamente conveniente. As transformagoes efetuadas sobre

as variaveis sao dadas por:

§ O procedimento desenvolvido pelos autores, em [24], para chegar 4s equacdes no caso

monotdnico, estd colocado em linhas gerais no apéndice B.
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r = 2cQ|r (4.12)
t — 4V2rQ%

Substituindo-se estas defini¢goes nas equagoes (4.11), obtém-se:

dz; 2 — z; exp(—X)

= —cB' +im :
dt Z( l)‘Zl —Zj‘ VX

l

N exp(=X))
b; = ; 2O TX (4.13)

A expressao para a distancia ao choque também ficou alterada com este rees-

calamento:

Xy = |z — 2|/2 + c(¢; — &)

Este reescalamento das variaveis confere ao tratamento reduzido (assim nos re-
ferimos ao tratamento com as equagoes diferenciais) uma grande vantagem sobre
o estudo feito com a EGLC. Notemos que que as expressoes para as velocida-
des nao contém “@” (o nimero de onda da onda plana assintdtica) e isto é uma
imensa vantagem computacional!

Com esta mudanca, a escala de tempo ultralenta apresentada pela EGLC
devido ao desaparecimento de () no limite em que ¢ — 0 nao existird. Portanto,
as limitagoes existentes neste limite para a EGLC nao existirao para o tratamento
com o CEEDOs. Esta é uma das grandes vantagens deste tratamento reduzido,
pois permite estudar sistemas dinamicos em limites que a EGLC nao responde
de maneira razoavel.

Na secao seguinte, abordaremos alguns aspectos destas equagoes. Algumas
de suas caracteristicas e comportamentos assintéticos sao comentados para en-
tendermos as razoes responsaveis pelo acordo entre os resultados obtidos com as

CEEDOs e observados com a EGLC.
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4.2 Algumas caracteristicas do CEEDOs

Uma importante caracteristica do sistema na fase chamada vorter glass observada
nas simulagoes com a EGLC e reproduzida pelas equagoes ordinarias no caso
oscilatorio é a existéncia de estados ligados: estados para os quais a velocidade
radial das espirais é nula (v, = 0). Ou seja, quando a distancia radial entre elas
se mantém. Este estado ligado desloca-se com velocidade vy, a qual é chamada
velocidade de deriva.

A partir do CEEDOs, podemos encontrar as distancias de equilibrio entre elas

fazendo v, = 0. Estas distancias sao dadas pela equagao:

—Qv1 - Q%exp(—pXe) o, _
Im( Coor/ampX. X, M)=0

Sendo todas variaveis reais, exceto p e u, a condi¢ao anterior implica:

Im(pX.+pin(X,)) = —¢p+mxl com1=0,1,2 ..., (4.14)
1

A figura das velocidades v, e v, (4.4) explicita a razao pela qual esta regiao
e interacao ¢ chamada de “oscilatéria”. Observemos que as velocidades oscilam
com a distancia entre as espirais. Ou seja, dependendo da distancia na qual
elas estdo, a interacao serd atrativa ou repulsiva. A questao seria saber se estes
estados ligados (representados no grafico pelos pontos onde a curva v, toca o eixo
z (y = 0)) s@o estaveis ou nao.

Substituindo-se a relacdo da disténcia ao choque (4.10) em (4.7), descobre-
se que os estados ligados sao instaveis frente a quebra de simetria no regime
oscilatorio [24]. Note-se que toda a nossa anélise ¢ feita considerando a interagéo
de apenas duas espirais. De posse disto, a interacao de muitas delas é tratada

com simulagbes. As simulagdes com a EGLC indicam que os estados assimétricos



4. Teoria de Interacao de Ondas Espirais em Meios Oscilatorios 60

c=12;:b=00

. 0,005 !
081 LV X
YA

0,4+ :
op.'o.
0’2 | v.. .. .."' O ¢ .-ln.' oetarasaposseet =ttt
.'... 8 10 12 14 6 18
0 \-.-’—V
0,2 ¢ v.,
0 ‘ ‘
0 5 10 i5
X

Fig. 4.4: Velocidades radial (v;) e tangencial (v,) como funcao da separacao das
espirais. Os estados ligados sdo zeo ~ 1,023 (para [ = 0), ze; =~ 4,33
(l = 1) Teo = 8,32 (l = 2), Te3 ~ 12,53 (l = 3), Loy = 16,84 (l = 4) (S

Tes A 21,19 (I = 5). Inset: ampliacdo da regido entre z =8 e x = 18

existem e “sobrevivem” na dindmica por todo o tempo possivel de simular com a
equacao completa. Portanto, é importante salientarmos que, embora os estados
ligados sejam instaveis frente & quebra de simetria, existem redes de espirais
assimétricas (com dominios de tamanhos diferentes) que sdo estéveis [24] .

No referido artigo [24], os autores reescrevem a expressao para a fase de ma-
neira aproximada, como 0;¢ ~ £¢Y. Desta maneira, fica explicita uma correcao de
fase exponencial, cujo crescimento é dado pela constante £. A determinacao desta
constante numericamente indica que ela é positiva para o primeiro estado ligado
e portanto ele ¢ instavel com relacdo a ¢. E por isto que quando a freqiiéncia
de uma das espirais é maior que a da outra, uma delas dominara, reproduzindo,

portanto, a quebra de simetria observada utilizando-se a EGLC. Esta constante

¥ Esta expressio é obtida considerando-se, na expressdo para a correcio da fase (4.9), que a

diferenca de fase é pequena e portanto a expanséo do termo e~ (1173 1/2=(¢1=¢;)/2IQl) ¢ possivel:

e P(ri—ri/2) op($1—65)/21Q| oy —plri—r;]/2 p% .
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é, no entanto, muito pequena. Isto possibilita que o estado ligado persista por
longo tempo.

Por outro lado, o mesmo tipo e analise, mas no limite ¢ < ¢, mostra que a
diferenca de fases sempre tende a zero. Portanto, qualquer perturbacao feita nas
linhas de choque seré restaurada, de tal maneira que os dominios de cada espiral
se mantém os mesmos: nao ha quebra de simetria.

Estes estados ligados colocados anteriormente (figura 4.4) sdo valores extrai-
dos da teoria diretamente. Na pratica, para as simulacoes numeéricas, as equagoes
de velocidade foram alteradas quando a distancia entre as espirais é pequena.
Como é possivel observar pela figura (4.4), para pequenas distancias, as velocida-
des podem ser muito grandes (primeiro pico da velocidade) e isto causa problemas
numéricos. Para contornar tal problema, usamos uma aproximag¢ao para o caso
oscilatorio.

Numericamente, quando dois vortices se aproximam abaixo de uma distancia
RO, as equagoes de velocidade sao alteradas pela presenca de um termo quadratico
((£)?) e, em lugar de X, substituimos por RO. Notemos que esta alteragdo
implica repulsao dos vortices a pequenas distancias. Isto impede a aniquilacao
dos mesmos. Embora tal aniquilacao seja observada com a equacao completa
(EGLC), o método numérico usado por nés exige que contornemos a divergéncia
numérica. Ao final do trabalho, discutiremos uma maneira de considerarmos a
aniquilacao sem haver divergéncia numérica.

O grafico desta aproximagao (as equagoes de velocidade modificadas pela re-
ferida aproximacao) esta expresso na figura (4.5). Notemos que os estados ligados
sao alterados. Estes valores serao encontrados nas simulacoes. No capitulo de
resultados, voltaremos a esta discussao.

Com relacao ao regime monotonico, as equagoes apresentam um decaimento
exponencial sem qualquer “modulacao”, ao contrario do observado no caso osci-
latorio. A interacao entre duas espirais decai rapida e monotonicamente com o

aumento da distancia entre elas. Quando se aproximam, h4 um forte repulsao en-
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Fig. 4.5: Velocidades radial (v;) e tangencial (v,) como funcao da separacao das
espirais. Os estados ligados sdo z. ~ 8,4 (para | = 0), x,1 = 12,5
(Il=1) Ter ~ 16,9 (Il = 2), 7oz ~ 21,1 (I = 3), Tea ~ 25,6 (1 = 4) e

Tes & 30,0 (I = 5). Inset: ampliacdo da regido entre z = 10 e x = 25.

tre elas, evitando a aniquilagao destes defeitos. De fato, a aniquilacao de defeitos
nao é observada com as simulagoes usando a EGLC para o regime monotonico.

Observe o grafico (4.6).

Tendo sido apresentada a nossa proposta de abordagem para o tratamento da
interacao dos defeitos espirais e feito um rapido estudo das equagoes (o CEEDOs),
acreditamos ter subsidios suficientes para comecarmos a estudar, de fato, a regiao
de parametros da EGLC de nosso interesse.

Até o presente trabalho, acreditava-se que as espirais “rodeadas” por choques
eram estruturas celulares estaticas. Falava-se a respeito de dindmicas vitrosas.
Tais estruturas sao congeladas em escalas de tempo usuais, as quais sao possi-

veis de simular com a EGLC. As nossas simulaces apresentam, no entanto, um
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Fig. 4.6: Velocidades radial (v;) e tangencial (v,) como funcao da separacao das

espirais para o caso monotoénico (¢ =0,3)

cenario diferente: elas evoluem em escalas muitissimo lentas de tempo.

Esta diferenca entre as abordagens foi a grande motivacao do nosso trabalho.
Notemos que a observacao de uma dindmica intermitente em lugar a uma es-
trutura aparentemente bloqueada é uma promessa muito interessante. Ela “abre
portas” a diversas questoes interessantes. Por exemplo, a existéncia de uma di-
namica vitrosa puramente determinista é uma questao bastante discutida e ainda
hoje nao elucidada [38].

No entanto, esta mesma diferenca que nos estimula a investigar a dinamica, é
a mesma que levanta diuvidas a respeito da abordagem. Ou seja, por que razoes
acreditar que as equagoes por noés utilizadas (CEEDOs) descrevem corretamente
a dindmica? Por que nao acreditar que, se fosse possivel simular a EGLC em
intervalos de tempo maiores nao continuariamos a observar estes estados “con-
gelados”? Ou seja, o que nos faz acreditar que nossas simulagoes estao corretas,
embora mostrem resultados diferentes dos propostos até o presente momento?

Na tentativa de suplantar tais duvidas e certificarmo-nos que a tentativa de

reducao da dinamica ao caso discreto é razoavel enquanto ferramenta para descre-
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ver sistemas dindmicos, fizemos um estudo comparativo entre as duas formas de
abordagens (EGLC e CEEDOs). Este estudo comparativo estd apresentado na
primeira parte do capitulo seguinte (cap.5). Veremos que, nos intervalos onde o
CEEDOs e a EGLC respondem igualmente bem, encontramos 6tima concordan-
cia entre as abordagens. Apos verificarmos tais concordancias, apresentaremos
alguns resultados do nosso estudo da dinamica usando as equacoes reduzidas.
Esta segunda parte do nosso trabalho estara apresentada apds o estudo compa-

rativo no capitulo seguinte.



5. Resultados: analise comparativa e

estudo da dinamica

Nosso trabalho esta diretamente voltado ao estudo de uma regiao de parametros
no espaco de fases onde a solucao de espiral tnica é estavel. Neste intervalo,
também se observam estruturas desordenadas de multi-espirais quase bloqueadas.
Existem espirais com grandes e pequenos “dominios”. Elas sao rodeadas por redes
de choques, os quais sao linhas formadas no encontro destas espirais.

Este cenéario foi descrito em capitulos anteriores (capitulos 2 e 3) e brevemente
caracterizado. Até este momento, introduzimos conceitos e modelos adequados
ao tratamento de sistemas dindmicos. Apresentamos a EGLC, explicando a razao
pela qual ela é um modelo geral para descrever meios oscilatérios no limiar de
uma bifurcacao. Seu diagrama de fases foi explicado com o objetivo de explicitar
as diversas estruturas apresentadas pela equacao, destacando, portanto, o poten-
cial da equagao em descrever, pelo menos em nivel qualitativo, as muitas fases
possiveis de um sistema dindmico. A regiao de nosso interesse foi apresentada
como uma das fases descritas pela equacao. Colocamos as dificuldades de tra-
tamento desta regiao com a EGLC e propusemos uma alternativa: as equacgoes
reduzidas (as EDOs). Este capitulo visa apresentar nossos resultados utilizando
este método alternativo proposto por nos.

Estas estruturas sao bastante comuns em modelos de meios excitaveis e em
experimentos em meios oscilatérios. Embora sejam facilmente encontradas, muito

pouco se sabe sobre elas e sobre o tipo de transicdo capaz de forma-las. A
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Fig. 5.1: Em destaque no Diagrama de Fases as regides onde os Liquido e Vidros

de Vértices aparecem como solugao.

ignorancia sobre tais estruturas se deve a dificuldade de trata-las analitica e
numericamente.

Um carater vitroso foi proposto a elas, tendo em vista seus comportamentos
de dinamica ultralenta. Elas parecem estar bloqueadas em escalas de tempo
usuais possiveis de simular com a EGLC.

A reducao da dinamica ao tratamento dos centros destes defeitos e de suas
fases, permite que nos estudemos tais estruturas em escalas de tempo muito
maiores. Além das escalas de tempo poderem ser radicalmente aumentadas,
as escalas espacial e de numero de espirais em interacao também podem ser
estudadas em intervalos impossiveis com a EGLC.

Esta dindmica turbulenta mediada por defeitos ocorre em duas fases muito
distintas. Na primeira delas, observa-se a difusao normal de cada espiral indivi-
dualmente. Inspirados neste fato, o nome dado a esta fase foi Liquido de Vortices

(Vortex Liquid). A outra fase contém espirais com dominios de tamanhos di-
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ferentes e uma dindmica intermitente que evolui muito lentamente. Devido a
esta dinamica lenta e & observacao de alguns fenémenos que parecem apresentar
caracteristicas tipo aging, o nome atribuido a ela foi Vidros de Viortice (Vortex
Glass) .

Conforme ja comentado, esta fase intermitente apresenta uma escala de evo-
lucao temporal muito lenta. Foi justamente para tentar compreender mais clara-
mente o que ocorre neste limite é que a nossa abordagem foi proposta. De fato,
nossas simulagoes mostram resultados bastante diferentes se comparados com as
predicoes feitas utilizando-se somente a EGLC. No6s observamos que tais estru-
turas evoluem em escalas de tempo bastante lentas, mas elas nao estao paradas.

A credibilidade & nossa proposta reside na corcordanica de nossos dados com
os dados da EGLC nas regioes em que ambas as abordagens podem ser feitas
com Sucesso.

Existem regices onde podemos verificar concordancias qualitativas e quantita-
tivas entre as duas formas de abordar o problema. Assim sendo, podemos assumir
que o modelo responde bem nos limites ja conhecidos e que, portanto, ele é capaz
de fazer predigdes em regides onde a EGLC nao pode responder |20, 34].

Na tentativa de convencer-lhes de que nosso tratamento retorna resultados
concordantes com a EGLC, iremos, num primeiro momento, relatar as caracte-
risticas observadas em cada uma das fases e comparar dados encontrados usando
as duas “abordagens”.

Uma vez que consigamos estabelecer este comparativo e mostrar que as ma-
neiras de tratamento sao equivalentes, podemos assumir que o CEEDOs é uma
tentativa feliz de redugao do problema a um estudo mais compacto e eficaz. Neste
momento, pretendemos mostrar alguns resultados utilizando este modelo, apre-
sentando algumas dificuldades, vantagens desta abordagem e idéias a serem ainda

implementadas.
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5.1 Medidas comparativas entre EGLC e o
CEEDOs

Antes de comecarmos a caracterizar as fases e comparar resultados, ha a necessi-
dade de explicar como tratamos o problema e quais as medidas podemos efetuar
sobre ele.

Na EGLC, o que se faz é resolver a equacdo numericamente e monitorar as
posi¢oes 7;(t) das N espirais. Os valores tipicos destas integragdes numéricas
sao para um sistema de area tipicamente igual a S = 512 x 512 e o tempo de
integracao da ordem de 107 *. Foram usadas condigoes periddicas de contorno.

Monitorando-se as posi¢oes das espirais, é possivel medir o que chamamos
de “atividade ” (T = S~" [, dr|dt|Al|), o desvio quadrdtico médio das posi¢oes
de cada espiral (medida que nos permitira definir o Coeficiente de Difusdo D =
= Z;vzl < |7(t) — 7;(0)[* >). Podemos medir a distribui¢do de posi¢do destas
espirais. Isto nos permitira extrair informagoes da distancia média que as espirais
estao umas das outras. Também medimos as distribuicoes de velocidades das es-
pirais. Cada uma destas medidas nos conduz a conclusoes bastante distintas para
cada fase (comentérios em se¢oes posteriores). Ao longo destas caracterizagoes de
cada uma das fases, explicaremos alguns problemas que surgiram e nos levaram
a construir outras maneiras de enxergar os fendmenos.

O interessante neste momento é mostrar como, na pratica, transformamos o
problema de um sistema continuo para uma aproximacao onde apenas tratamos
os centros dos defeitos e suas fases. Quais as grandezas que medimos em cada uma
das abordagens de maneira que elas sejam equivalentes e, portanto, comparaveis.

A abordagem com o CEEDOs suprime a necessidade de representar o campo

“A” por todo o espaco. Esta supressao possibilita que muito tempo computaci-

* tempo medido em unidade da EGLC; ndo é numero de passos de integracdo. A unidade
deve ser dada em termos de %, tendo vista que p é a ordem de grandeza do termo de instilidade

linear da equagdo (2.9).
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onal seja poupado. Por outro lado, algumas adaptacoes devem ser feitas para
que as duas maneiras de tratar o problema sejam equivalentes. Uma importante
observagao para que esta tarefa seja feita com éxito é que, neste regime de in-
teresse, o médulo da amplitude é praticamente constante no tempo. A variacao
mais relevante ocorre justamente proximo aos centros dos defeitos. Portanto, a
medida da atividade é praticamente toda referente a esta regido (aos centros),
porque as demais regioes das espirais mantém o modulo das amplitudes prati-
camente constante; nao alterando substancialmente a medida. Assim sendo, no
caso discreto (abordagem feita com o CEEDOs), a medida de atividade se traduz
em somar os modulos das velocidades destes defeitos: T = Zjvzl |17 i

De maneira geral, as medidas com o CEEDOs sdo mais faceis de serem im-
plementadas, ja que o tratamento é feito justamente com os centros dos defeitos,
enquanto que a EGLC trabalha com as espirais completas, de maneira continua.
Este processo é muito mais custoso computacionalmente e os dados obtidos sao
feitos com uma precisao bem menor. Uma conseqiiéncia é que as medidas pos-
suem mais “ruido” no caso da equagdo completa (EGLC) do que quando usamos
o CEEDOs.

Nosso estudo foi restrito aos casos b = 0 e ¢ > 0. Esta restricdo nao implica
perda de generalidade, ja que é possivel fazer uma mudanga de variaveis e recair
casos de interesse [12].

Comentados alguns detalhes técnicos, acreditamos ser possivel passar a expli-

car nossas medidas e, com elas, algumas observacoes e conclusoes.

5.1.1 Caso Monotonico (¢ < ¢, = 0,845)

Antes de comecarmos a apresentar nossas anélises comparativas, alguns comenté-
rios sao importantes. Neste regime de interacao monotonica, ha, conforme mos-
tramos no capitulo anterior, uma transformacao de variaveis, a qual é reponsavel

por grande parte da eficacia computacional do CEEDOs. Para compararmos as
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duas abordagens (com a EGLC e com o CEEDOs), é necessério que utilizemos

as seguintes relagoes (com base nas transformagoes (4.13)):

Legepos = 2clk|Lecre (5.1a)

tC’E‘EDOs = 4\/ 27T03k2tEGLC (51b)
D

Dceepos = % (5.1c)

As comparagoes entre as abordagens aqui expostas sao feitas ja considerando
estas relacoes. Quando falamos em sistemas andlogos, estamos nos referindo
a elas. Os sistemas usados nas duas abordagens nao possuem mesmos valores
absolutos; eles devem ser iguais apos terem sofridos as as alteracoes impostas
pelas relagoes (5.1).

No presente trabalho, mostraremos que ha inimeras medidas no caso monoto-
nico que credibilizam os resultados obtidos com as equagoes reduzidas [38].

Qualitativamente, podemos observar uma figura da distribuicao instantanea
dos vortices. De maneira a possibilitar a comparacao, a figura seguinte (5.2) con-
tém a imagem instantinea para sistemas equivalentes tratados com as diferentes
abordagens.

Notemos que o CEEDOs, conforme j4 foi dito, suprimem a representagao do
campo “A” por todo o espaco. O tratamento se limita aos centros dos defeitos
e as linhas de choque entre eles. A semelhanca entre os dominios das espirais,
tanto em formato como em tamanhos, é visivel.

Os centros das espirais realizam difusao normal para um sistema de tamanho
suficientemente grande. Considerando-se este fato e observando-se que o niimero
de espirais se mantém constante nesta fase, podemos atribuir a este “liquido de

vortices’ uma viscosidade, a qual é inversamente proporcional ao coeficiente de

difusdo (v o« D71).
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Fig. 5.2: Imagem instantanea de |A| — m6dulo do campo complexo — para uma
solugdo tipica da EGLC (& esquerda) para ¢ = 0.6, L = 512 e N =
82 espirais. A direita, os centros das espirais e as linhas de choque

solucoes das equagoes reduzidas para um sistema anélogo.
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2000
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Fig. 5.3: Desvio Quadratio Médio ( < r? >) dos vortices como fungao do tempo

obtidos com a EGLC para L = 256 ¢ N = 28, 22, 18 (¢ = 0,7)
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Tentamos encontrar a dependéncia analitica de “D” com a densidade de vor-
tices ( p = & no caso da EGLC e p = N/L? — onde “L” é o tamanho do sistema,
—no caso do CEEDOs) e a dependéncia em “c”.

Neste ponto, o tratamento com o CEEDOs apresenta uma imensa vantagem
sobre o tratamento com a EGLC. Neste ultimo caso, hd problemas numéricos
no limite em que ¢ — 0, devido ao valor quase nulo do comprimento de onda
k. Com o tratamento continuo, é impossivel fazer as simulacoes para “c’ neste
limite. No caso do CEEDOs, gracas ao reescalamento das variaveis (4.13) é
possivel contornar absolutamente esta divergéncia.

Nos intervalos onde as duas abordagens respondem bem, ha uma excelente
concordancia numérica entre os dois métodos. Para um sistema L = 512 e N = 46
espirais (¢ = 0.6), o coeficiente de difusdao obtido foi Dggrc = 0.0033 + 0.00013,
enquanto que, para um sistema analogo! simulado com as equacdes reduzidas, o
resultado obtido foi Doggpos = 0.0036 +0.0002. Outro exemplo de concordancia
numérica é para um sistema de mesmo tamanho (e mesmo valor de “c”), porém
com N = 52 espirais. Neste caso, Dggrc = 0.00489 4+ 0.00017 Dcgepos =
0.0053 £ 0.0005

Esta concordancia numérica nos encoraja a acreditar nesta proposta de tra-
tamento do problema (o CEEDOs) e a testar, com ela, limites onde a EGLC néo
permite investigagoes [38].

A concordancia entre as duas formulacées nao se resume a esta medida, é
claro. Obtivemos excelentes acordos numéricos na distribuicdo de distancia ao
primeiro vizinho e na distribuicao de velocidades.

A primeira medida — distribuicao de distancia ao primeiro vizinho — apresenta
um pico centrado em R =~ 70. Este comportamento é tipico de uma distribuicao
média homogénea (facilmente verificavel na figura (5.2)) e caracteristico de um

sistema liquido. Sendo que os vortices possuem dominios de aproximadamente o

t por “anslogo” entende-se que ja foi aplicado o “reescalamento” das varidveis; portanto,

embora sejam valores absolutos diferentes, os sistemas sao equivalentes.
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P(R)

Fig. 5.4: Histograma de distancia aos primeiros vizinhos para ¢ = 0.6, N = 82
e L = 512 para a EGLC (linha continua) e para o CEEDOs (linha

tracejada).

mesmo tamanho, o resultado esta em acordo com a distribuicao esperada.

A concordancia com os dados da EGLC é 6tima, excetuando-se a cauda ob-
servada neste segundo caso. Esta cauda é explicada pela dificuldade da medida e
pela pouca estatistica. O fator limitante para a melhora desta estatistica reside,
novamente, na dificuldade numérica das simulacoes com a EGLC completa.

Observemos o grafico comparativo entre as medidas de distribuicao de velo-
cidades (figura (5.5)) nos dois casos. A concordancia entre as medidas é clara
(excecao dada, novamente, & cauda). A distribuigdo obtida é exponencial (P
|v|zp(—ctex|v]|)). O grande desvio em relagdo a uma distribuicdo Maxwelliana é
interpretado por nés como a manifestacao de que o sistema esté fora do equilibrio
termodinamico.

Embora a distribuicao de velocidades em um sistema liquido seja dada por
uma Maxwelliana, o vortex liquido nao é um sistema em equilibrio termodinamico
e, portanto, embora possua algumas caracteristicas de liquido ( razdo pela qual lhe

foi atribuido tal nome) , apresenta uma distribui¢do exponencial de velocidades.
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Fig. 5.5: Histograma das velocidades instantaneas dos centros das espirais para
¢=0.7,N=118 ¢ L = 512 para a EGLC (linha continua) e para o CE-
EDOs (linha tracejada). A linha fina é um “fit” de P o |v]exp(—cte|v]).

No inset: mesmos dados em escala lin-log.

5.1.2 Caso Oscilatério (¢ > c.. = 0,845)

Nesta fase, a confiabilidade no tratamento com o CEEDOs foi atestada, inicial-
mente, porque elas descrevem com fidelidade feno6menos fundamentais ocorridos
com os vortices nesta regiao: a quebra de simetria e aperecimento de estados
ligados (ambas as caracteristicas sao explicadas no capitulo anterior).

Até esta tentativa de redugao do problema [30, 31|, nunca antes um modelo
conseguira reproduzir, juntamente, a quebra de simetria (representada pelos di-
ferentes tamanhos de dominios dos vortices) e a formagio de estados (instaveis)
ligados (velocidade radial — v, —nula). A atividade intermitente do sistema a bai-
xas densidades e a propria formacao da estrutura de wvortex glass foram fatores
que atestaram a validade do modelo.

Qualitativamente, a concordancia é explicitada nas figuras de posic¢oes instan-
taneas. Com a EGLC, é possivel observar os niveis de centros que representam
o valor do médulo do campo complexo “A” (|A|). Visualizamos uma variagao
continua desta grandeza. Utilizando-se o CEEDOs todo este espago é suprimido.

E exatamente este cenario que nés podemos encontrar na figura (5.6) a direita. E
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possivel distinguir as espirais grandes das pequenas pela existéncia dos tamanhos

variados de dominios.

Fig. 5.6: Imagem instantanea de |A| — m6dulo do campo complexo — para uma
solugao tipica da CGLE (& esquerda) para ¢ = 1.2, L = 256 e N =
124 espirais. A direita, os centros das espirais e as linhas de choque

solucoes das equagoes reduzidas para um sistema anélogo.

Observemos os graficos das atividades em funcao do tempo para a aborda-
gem com a EGLC e com o CEEDOs (figura (5.7)). Estas medidas de atividade
denunciam a caracteristica de intermiténcia do sistema. Observa-se claramente
que os vortices possuem longos periodos de tempo onde estao em baixa “ativi-
dade” (movimentam-se pouco) e ha periodos de grande movimentagao (“bursts’

de atividade).

A existéncia destes periodos de intensa atividade é explicada pela fracao li-
quida existente neste sistema de Vidros de Vortice. Neste intervalo de interacao
(caso oscilatorio) , apés um periodo de tempo, as populagdes de vortices segre-
gam para duas fases distintas: espirais grandes (grandes dominios) e praticamente

imobilizadas e agrupamentos de pequenas espirais que ficam confinadas entre es-
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Fig. 5.7: Séries temporais de Atividade (T) para um sistema L = 256 e N =
100 usando-se a equacdo completa (& esquerda) e para um sistema de

densidade analoga usando-se o CEEDOs (a direita).

tas maiores. Estes agrupamentos de pequenas espirais comportam-se como na
fase liquida.

Portanto, estes periodos de maior atividade do sistema sao atribuidos a esta
fracdo liquida existente nesta fase. Dependendo do quao grande é esta porcao
liquida, o sistema passara maiores periodos de grande atividade.

A distribuicao de posicao neste regime apresenta alguns picos. Os histogramas
comparativos mostrados na seqiiéncia (figura 5.8) registram a distribuigdo de
posicao dos vortices em relagao aos seus primeiros vizinhos.

O primeiro pico do histograma é referente a fracao liquida existente. Os vor-
tices referentes a esta fragdo possuem menores dominios. Os demais picos (neste
histograma comparativo entre as duas abordagens nao est4d com uma boa reso-
lucao, mas serao colocados melhores exemplos na secao onde estao explicados os
resultados obtidos com o tratamento com o CEEDOs) séo referentes aos vortices
grandes e praticamente imoéveis. Esta distribui¢ao de picos independe da densi-
dade de vortices existente no sistema, pois a distancia de entre eles é relacionada

a distancia de equilibrio, a qual depende apenas dos parametros “b” e “c” da
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Fig. 5.8: Histograma de distancia ao primeiro vizinho para um sistema L = 512
e N = 400 usando a EGLC (linha continua preta) e o CEEDOs (linha

tracejada vermelha). Inset: mesmos dados com escala lin-log

equagdo (olhar explicacdo no capitulo anterior, na se¢ido onde sdo comentadas
algumas caracteristicas do CEEDOs ).

Além da boa concordancia quantitativa entre as duas abordagens, este histo-
grama nos permite observar que a populagao de espiral em cada um destes picos
parece estar decaindo exponencialmente (ver grafico em escala lin-log no inset).
Este decaimento exponencial permite a existéncia de espirais com um dominio
realmente bastante grande. Ou seja, a probabilidade de existéncia de uma es-
piral com um dominio enorme é nao nula, e ela determinaria a escala de tempo
ultralenta do sistema. Se as velocidades dos centros dependem exponencialmente
da distancia entre as espirais (observar as expressoes do CEEDOs), dependendo
do quao grande for esta distancia, a escala de tempo deste movimento pode ser,
de fato, extremamente pequena. Portanto, observando-se as expressoes de velo-
cidade, o CEEDOs nos permite uma explicacao para a existéncia desta dinamica

ultralenta apresentada neste regime de parametros.



5. Resultados: analise comparativa e estudo da dindmica 78

Com base nestas anélises da dindmica, podemos inferir que a transicao de
liquidos de vdrtices para vidros de vortices possui caracteristicas de uma tran-
sicao de fases de primeira ordem. A coexisténcia das duas fases dentro da fase
vitrosa (os pequenos vortices difundem-se entre os vortices de grande dominio,
comportando-se como o sistema na fase liquida) é uma caracteristica tipica de
uma transicao de primeira ordem em sistemas isolados em equilibrio. Tentati-
vas de mensurar esta transi¢do para confirmar nossas observacoes serao feitas no
decorrer deste capitulo, em secoes seguintes.

Colocadas algumas medidas comparativas entre a equagdo completa (EGLC)
e as equagoes reduzidas (CEEDOs), acreditamos ter subsidios suficientes para dar
credibilidade ao método por nés proposto. Portanto, reconhecendo a reproducao
dos resultados extraidos com a EGLC usando as equacoes reduzidas, a nossa
proposta € estudar os sistemas liquido e vitroso no contexto do CEEDOs.

As vantagens desta proposta sdo inimeras. As mais diretas sdo a economia
de tempo computacional e a possibilidade de explorar regioes do sistema que sao
impossiveis com o uso da equacao completa. As dividas com relagao a esta abor-
dagem ja foram explicitadas. Esperamos, no entanto, termos sido suficientemente
convincentes nas comparagoes para que possamos, no passo seguinte, explorar as
duas fases com maior riqueza de detalhes.

No que segue, portanto, esta o estudo do sistema usando as equacoes reduzi-
das. As extrapolagoes que nos permitem certas conclusoes sao feitas supondo a

veracidade do método proposto por nos.

5.2 Estudo dos sistemas Liquido e Vidro

Esta segunda parte do capitulo de resultados estd organizada de forma a expor
nosso estudo da dindmica nas fases distintas. A possibilidade de explorar os
sistemas em limites onde a EGLC nao responde usnado o CEEDOs nos confere

uma excelente ferramenta para a investigacdo da dindmica. A maneira como esta
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investigagao é proposta é bastante simples: variamos parametros do sistema para
tentar entender como as grandezas medidas sao altaradas quando tais parametros
sao modificados.

As medidas feitas sdo as mesmas anteriores: séries temporais de atividade
dos vortices, coeficiente de difusao, distribuicoes de posicao e velocidades. Neste
momento, no entanto, nao estamos mais interessados em comparar as abordagens
para comprovar a valiadade das equagoes reduzidas [38], mas fazer um estudo
sistemético das grandezas que caracterizam os sistemas.

E importante salientar que o nosso estudo, além de investigativo, tenta, por
vezes, analogias com modelos existentes. A idéia de comparagao surge porque as
semelhancas entre modelos auxiliam na intuicao a respeito de alguns fené6menos.

Algumas idéias a respeito desta tetativa de analogia serdo colocadas no ca-
pitulo de discussoes e conclusoes. Neste capitulo, estamos apenas apresentando
nosso estudo e explicando nossas medidas. A se¢do seguinte é dedicada ao es-
tudo sistemético de sistemas na fase liquida e o posterior dedica-se ao estudo de

sistemas na regiao de interacao oscilatoria.

5.2.1 Fase Liquida

Nesta secao, estaremos expondo os resultados obtidos com as equacgoes reduzidas.
Mesmo nao fazendo comparagcoes diretas com os resultados obtidos com a EGLC,
as tranformagoes (5.1) serdo aqui consideradas. Todas as medidas serdo dadas
em unidades do CEEDOs e, quando considerarmos importante, faremos a devida
transformacao e informaremos que estaremos tratando do sistema em unidades
da EGLC.

As medidas de séries de atividade nos mostram que, neste sistema, os vortices
se movem constantemente, sem intervalos de quiescéncia. O gréfico (5.9) mostra
a atividade para um sistema de tamanho L=120 em diferentes densidades.

E possivel calcular um valor médio de Atividade para cada uma das densi-
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Fig. 5.9: Séries temporais da Atividade (T) dos vortices para um sistema de ta-

manho L=120. Sao mostradas as séries temporais para diversos valores

de densidade.

dades. Além destes valores médios, estas distribui¢coes nos permitem encontrar
como se comportam a variancia (ou o desvio padrao) com a densidade de vorti-
ces (p) (figura 5.10). O nosso objetivo principal com estas medidas era a busca
de uma lei de variacao destas grandezas com a densidade para que pudéssemos
vislumbrar alguma analogia com um modelo ja existente.

Os graficos mostram um claro aumento da atividade (média) dos vortices
quando a densidade aumenta, bem como uma maior variacao desta atividade em
relagao a este valor médio.

Outra medida importante deste sistema é o coeficiente de difusdo ( D ). Cada
vortice individual realiza um movimento ca6tico. e todos eles realizam difusao
normal. Este comportamento esta explicitado na figura (5.11).

Calculamos o coeficiente de difusdo (D) para cada valor de densidade para
encontrar seu comportamento como funcao da densidade. Considerando-se que
a distancia inter-espiral ¢ da ordem R ~ 1/,/p, podemos derivar, a partir das

equagodes de velocidade para o caso monotonico (4.11) que D ~ exp(—¢&clk|/\/p),
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Fig. 5.10: Distribuigdo do valor médio da Atividade - (a) - e do desvio padrao

- (b) - como funcdo da densidade de vortices do sistema (L = 120)

20000

4 [ - N=100

< ! - N =150

— 15000 - N=200

- i N = 250

) i < N=300

— .

10000

|_ [ A

+— r ‘J’

— 5000

— F L« Rt

v el
0 :‘ “’ﬁ: :.--:m..,,...omou‘o

S,
Y
|
'y
ol

3,

s
s,
I I N T SO SO S R

Fig. 5.11: Desvio quadratico médio da posicao dos centros dos vortices.

Os

coeficientes angulares das retas sdo os coeficientes de difusio (D) de

cada sistema. Observa-se uma regularidade nos valores de D quando

a densidade de vortices é variada (L = 120).
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com £ entre 1 e 2. O grafico D x p ajustou perfeitamente esta funcao com € =~ 1
}(grafico 5.12). E importante salientar que este ajuste foi feito transformando as
variaveis. Como o valor de “c|k|” foi deduzido usando-se a EGLC, transformamos
todas as grandezas em unidades da equagao completa. Portanto, o citado gréfico

esta nas unidades da EGLC (com pggrc € Drcre)-

c=0.3
3,5 T T T T T
D = 6.44*exp(-0.451*10 2)/sqm() o
3 R |
2;257 . 4
[ ° ‘
_I 27 [ ] _
1,5- : f

d00 700 800 900 1000 1100 1200
1/sqrt(p)
Fig. 5.12: Ajuste da fungdo D ~ exp(—¢c|k|/ /p) para os dados numéricos ob-
tidos com o CEEDOs.

A respeito dos histogramas de distancia, ja foi dito que a distribuicao de dis-
tancia aos primeiros vizinhos possuem um tnico pico, cujo valor médio dependera
da densidade de vortices existentes no sistema. A figura (5.13) apresenta as dis-
tribuicoes de posicao para 5 densidades diferentes em um sistema de tamanho
L=120. HA um deslocamento do valor médio da distribuicao para a esquerda a
medida em que a densidade aumenta.

A partir destas distribuiges de distancia (5.13), podemos saber como se com-
porta a distancia média ao primeiro vizinho quando variamos a densidade de
vortices. Para tanto, calculamos o valor médio de cada uma das distribuigoes e

construimos um grafico de < |r| > vs p (figura 5.14 - a). De maneira analoga,

t o valor de c|k| & obtido numericamente e é aproximadamente 0.054 para c=0.3
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Fig. 5.13: Histograma de distancia dos vortices aos seus primeiros vizinhos para

um sistema L = 120

calculamos o desvio padrao destas distribuigdes (figura 5.14 - b)

A primeira medida (5.14 - a), indica que a densidade média dos vortices
obedece a uma distribuicdio homogénea neste regime. Quando nos referimos a
distribuicao homogénea, ndo estamos falando sobre uma medida instantinea da
posicao dos vortices; nos referimos a uma média. Se esta medida for realizada
em diversos tempos, veremos que os vortices “varrem” todo o sistema. Entao,
a média sobre medidas instantaneas de distribuicao de densidade retornara uma
distribuigdo homogénea. Temos p ~ N/L? e, portanto, para um dado valor fixo
de L, a distancia média ao primeiro vizinho é dada por < |r| >~ 1/4/(N).

O grafico do desvio padrao de cada distribuicao de posicao como fungao da
densidade mede o quanto a distribuicao de posi¢ao aos primeiros vizinhos desvia
em relacao a esta distribuicdo homogénea. No6s observamos que, quanto maior

2

a densidade de vortices, menor é este desvio; ou seja, mais proximos de uma
distribuicao homogénea o sistema estd. FEste resultado é esperado, j4 que os
vortices possuem menor mobilidade quando a densidade é maior.

As medidas de distribuicao instantanea de velocidade apresentam claramente
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Fig. 5.14: Valor médio — (a) — e o segundo momento — (b) — da distribuicdo de

distancia ao primeiro vizinho como funcao da densidade.

uma, distribui¢ao nao Maxwelliana; o ajuste da cauda é exponencial. A interpreta-
¢ao para o desvio desta distribuicao com relacao a uma distribuicaio Maxwelliana
foi dada na secao anterior.

Conforme ja foi dito, ajustamos uma fung¢do exponencial (na cauda) tanto
utilizando a EGLC como simulando com o0 CEEDOs. Independentemente da dis-
tribuicao obtida, acreditamos que uma melhor compreensao da dinamica pode ser
obtida observando-se a variacao desta distribuicao com o parametros do sistema.
Desta maneira, o procedimento assumido por nés foi o mesmo que em medidas
anteriores: “varremos” um intervalo de parametros e, para cada um dos casos,
medimos o valor médio da distribuicao, o primeiro e o segundo momentos.

Podemos observar que as velocidades médias dos centros dos vortices aumen-
tam com o aumento da densidade, bem como o desvio padrao desta medida. Este
resultado ja era esperado a partir da figura (5.15 - a), pois é possivel enxergar que
os valores médios de cada distribui¢ao (para cada p) deslocam-se para direita e

que elas ficam mais largas. O que nao conseguimos saber apenas olhando para as
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Fig. 5.15: Algumas distribuices de velocidades e o ajuste da distribuicao para
um valor de densidade (IV = 150). Ambas as figuras foram feitas

para um sistema de tamanho L. = 120.
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Fig. 5.16: Valor médio (em vermelho) e desvio padrao (azul) das distribuigGes

de velocidades como fungao da densidade de vortices (L = 120).
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distribuicoes é a maneira como elas crescem. Se elas saturam ou se o valor médio
da velocidade cresce indefinidamente. O que estas fungoes (figura 5.16) retornam
¢ um crescimento monoténico de < |v| > com a densidade, mas, acreditamos,
isto satura. A saturagao nao foi observada nas nossas simulagoes por razoes de
limitagoes computacionais. Acreditamos, porém, que existe uma saturacdo neste
crescimento. Esta expectativa de saturacao existe porque, acima de uma dada
densidade, a mobilidade dos vortices deve diminuir. Eles possuem menos espaco
para movimentarem-se e, portanto, espera-se que suas velocidades médias dimi-
nuam. Como nossa previsao nao foi confirmada nas simulacées, acreditamos que
esta densidade acima da qual a mobilidade dos vértices diminui nao foi atingida

por nos.

Toda a analise da dinamica no regime monotonico foi feita para um tamanho
de sistema nao muito grande ( por razdes praticas ). O custo computacional de
uma anéalise extensa para um sistema no limite termodinamico’ é enorme. Tendo
em vista que uma anédlise preliminar para um sistema de tamanho razoavel nos
permitiria adquirir alguns conhecimentos sobre a dindmica, entender alguns com-
portamentos e até mesmo entender em qual (quais) tipo(s) de medida(s) os efeitos
de tamanho finito se fariam realmente relevantes, acreditamos que escolha de um
sistema de menores dimensoes foi conveniente para nossos objetivos iniciais.

Portanto, embora a analise nao seja feita para um sistema de grandes pro-
porgoes, faz-se fundamental uma estimativa de quao importante sao os efeitos
de tamanho finito. Neste sentido, fizemos algumas medidas para sistemas com
diferentes tamanhos. Ou seja, mantivemos a densidade e fomos, gradativamente,

aumentando o tamanho do sistema. FEspera-se que os problemas de tamanho

§ limite termodindmico é a denominacgio que atribuimos as dimensdes de um sistema acima
das quais as diferencas entre as medidas ndo sdo mais significativas. Ou seja, onde os efeitos

de tamanho finito ndo sdo importantes.
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finito sejam reduzidos & medida em que o tamanho do sistema aumenta.

Com isto, o nosso critério para considerar que a nossa analise estaria livre de

problemas deste tipo e que, portanto, sao dados confidveis, é observar a partir

de qual tamanho de sistema os valores medidos convergem. Deve existir um

tamanho de sistema L* acima do qual nao faz diferenca significativa o tamanho

do sistema. Neste limite, podemos considerar que estamos praticamente isentos

dos problemas inerentes as medidas feitas em sistemas nao reais. Nesta dimensao,

dizemos que estamos no limite termodindmico.

As figuras seguintes (5.17) mostram a medida do coeficiente de difusdo para

sistemas com mesma densidade e tamanhos diferentes. O grafico a direita indica

que “D” atinge um valor assintotico para L acima de L* = 360.
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Fig. 5.17: A esquerda, algumas medidas da difusdo para sistemas com
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800

mesima

densidade e tamanhos diferentes. A direita, o coeficiente de difusdo

para cada um dos sitemas como funcao de seus tamanhos.

Notemos que a maior parte de nossas analises foram feitas para um sistema

menor que este valor limite L*. Elas nao estao, portanto, isentas de problemas de
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tamanho finito. No entanto, conforme comentado anteriormente, foi uma escolha
conveniente, tendo em vista a vantagem computacional e a possibilidade de en-
tendermos, pelo menos em nivel qualitativo, a dindmica. Certamente, conclusoes
quantitativas exigem uma anélise utilizando sistemas com dimensoes na ordem

de L = L*.

5.2.2 Fase Vitrosa

O estudo deste sistema “vitroso” utilizando o CEEDOs nos permite, corforme
jé foi salientado, conhecer alguns limites onde a EGLC nao pode ser simulada .
Uma diferenca essencial é que, usando a EGLC, nao existe controle do niimero
de espirais que interagem. A aniquilagdo de espirais de cargas opostas é um
fenémeno intrinseco a dindmica (no caso de interagdo oscilatoria).

Num primeiro momento, o nosso estudo com as equagoes reduzidas nao con-
sidera a possibilidade de aniquilacao entre elas. Toda a dinamica se passa com o
controle do ntimero de viértices que interagem e este valor foi mantido fixo. Com
isto, foi possivel observar como a dindmica se comportaria caso fosse possivel
manter uma densidade grande de vortices interagindo num sistema real.

Valendo-nos desta possibilidade de controle, o nosso estudo encontrou uma
transicao de fases, cujo o parametro de ordem é a densidade de vortices.

A primeira fase foi chamada Fase Congelada (Frozen Phase) , porque os vorti-
ces movem-se durante um certo periodo de tempo e depois cessam o movimento.
Eles ficam absolutamente bloqueados. Sera mostrado em breve que esta fase é,
na verdade, um efeito de tamanho finito do sistema.

Na medida em que aumentamos a densidade de vortices, temos a Fase Inter-



5. Resultados: analise comparativa e estudo da dindmica 89

mitente. Esta fase é aquela que comentamos em secoes anteriores ao comparar os
resultados obtidos utilizando-se o CEEDOs e a EGLC. Para grandes densidades
de vortices, encontramos uma Fase Liquida. Esta fase nao conseguimos observar
com a EGLC, pois ndo conseguimos manter um niimero de vortices interagentes
suficiente para atingi-la.

Mais tarde, ao final desta anélise onde mantivemos o nimero e vortices in-
teragentes fixo, alguns aprimoramentos no nosso estudo sao propostos. Entre
eles, a inclusao de uma possibilidade de aniquilacao de vértices com cargas opos-
tas. Alguns resultados preliminares j& existem, mas os comentéarios serao feitos

posteriormente.

As fases da dindmica no caso oscilatorio

A respeito da primeira fase, jA comentamos que ela ndo existe para sistemas
grandes. Estudamos qual seria a densidade critica abaixo da qual os vortices
ficariam bloqueados e descobrimos que, quanto maior o tamanho do sistema,
menor é a densidade para a qual isto ocorre. Ou seja, no limite termodinamico,
nao existird densidade de vortices abaixo da qual o sistema fica bloqueado. A
figura (5.18) indica que o valor da densidade critica tende a zero, mostrando que
esta fase nao pode ser observada neste limite.

A fase intermitente possui algumas caracteristicas ja descritas anteriormente:
as séries de atividade oscilam entre periodos onde os vortices movem-se bastante
e periodos quiecentes, o histograma de distancia ao primeiro vizinho apresenta
mais de um pico, a distribuicao de velocidades também apresenta mais de um
pico (ainda tenho que fazer o resultado de um grafico do log(v) para
encontar estes picos).

A terceira fase é a liquida. O comportamento dos voértices a esta densidade
é tipicamente o comportamento que eles tinham no caso monotodnico. Salvo que

o coeficiente de difusao, no caso monotonico, comportava-se sempre de maneira
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Fig. 5.18: Densidade critica (p.) como fungdo do tamanho do sistema.

crescente com a densidade (figura 5.12) e aqui, h4 uma saturagao (figura 5.19) .
O coeficiente de difusdo (D) cresce até um certo valor e depois comega a diminuir.
Esta saturacao ocorre porque, com o aumento da densidade, os vortices possuem
menos espaco para se locomoverem.

De fato, deveriamos esperar um comportamento anélogo no caso monotonico.
No entanto, na prética, nao encontramos tal saturacao. Acreditamos que seja pu-
ramente um problema numeérico; ou seja, nao conseguimos atingir uma densidade
para a qual esta saturacao vai ocorrer no caso monotonico. Ocorrem problemas
numeéricos antes’.

A transicao da fase intermitente para a liquida é bastante facil de ser visuali-
zada. Podemos detecti-la por meio da anéalise de diversas grandezas.

Observemos as figuras (5.20). Sao os graficos de valores médios das séries de

¥ No caso oscilatério, é possivel simular com grandes valores de densidade em razdo do com-
portamento intermitente; nem todas as espirais movem-se o tempo todo. No caso monotonico,
os problemas numeéricos ocorrem porque a difusio destas espirais atinge valores muito grandes.
E por esta razio que, proporcinalmente, é possivel simular mais vortices no caso oscilatério do
que no monotonico, permitindo, assim, enxergarmos a saturacdo que nao foi possivel obter no

regime monotonico
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Fig. 5.19: Coeficiente de Difusdo (D) e velocidade média ( < v > ) dos vortices
como funcdo da densidade (L = 120).

atividade como funcao da densidade e os valores médios das velocidades. Como
se esperaria, a flutuagao das grandezas aumenta muito préximo a transigao e isto

estd bem explicito em ambas as figuras.

Na fase intermitente, observamos que os valores das atividades e das velo-
cidades médias sao bem menores que na fase liquida. Este comportamento é
bem compreendido, tendo em vista que na fase intermitente temos grandes vor-
tices praticamente imoveis e uma fragao liquida confinada entre estes dominios.
Portanto, suas atividades ficam mesmo reduzidas.

Os valores destas grandezas na fase liquida sdao visivelmente maiores e mais
“bem comportados”; ou seja, é possivel observar um comportamento sistemaético.

A questao seria descobrir para qual densidade esta transicdo ocorre. Qual
seria a densidade critica (p.)? Deveriamos escolher um critério quantitativo bem
definido. Notemos que os graficos anteriores (5.20) nao nos possibiltam extrair
uma densidade critica, porque a flutuagdo dos valores de “atividade média” e
velocidades médias é bastante grande proxima a transicao. Como definir um

critério objetivo?
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Fig. 5.20: (a) Média da Atividade do sistema como fungdo da densidade de
vortices ; (b) Valores de primeiro momento da distribuigdo de veloci-

dades como fung¢ao da densidade de vortices (sistema de tamanho L

~ 120)

Existe uma medida que determina de forma bastante transparente a transicao
de uma fase & outra. Visualmente, a transicao é percebida quando comecam a
se formar grandes vortices circundados por alguns pequenos. Esta distribuicao
¢ medida quantitativamente pelos histogramas de posi¢ao (distancia ao primeiro
vizinho).

A figura (5.21) apresenta alguns histogramas tipicos para um sistema de ta-

manho L = 120 com diferentes densidades.

A partir destas medidas, podemos calcular os valores médios de cada uma
destas distribuicoes. No caso onde existe mais de um pico, o calculo deste valor
médio foi feito para cada um deles. O resultado disto pode ser colocado em um
unico grafico para enxergarmos como se comporta a distancia ao primeiro vizinho

como funcao da densidade de vortices existentes na dinamica.

0,02
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caso, as posi¢oes dos picos sao as mesma, independetemente do ni-
mero de vortices. No segundo, observa-se um deslocamento do pico
para esquerda na medida que a densidade do sistema é aumentada

(L — 120).
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Apresentamos dois graficos que explicitam a transicao de fases. O primeiro

deles (5.22 - (a)) foi feito para um sistema razoavelmente grande e por isto permite

a visualizacao do terceiro pico. O segundo (5.22 - (b)) foi feito para tamanhos

diferentes de sistema, mas com densidades iguais. Ele mostra que a densidade

critica na qual a dindmica sofre uma transicao da fase intermitente para a liquida

independe do tamanho do sistema.
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Fig. 5.22: (a) - Sistema de tamanho L=300. E possivel visualizar o terceiro

pico. Observa-se que ha uma maior flutuacao préoximo ao ponto da

transicdo. (b) - Distancia média entre os vortices para as diferentes

densidades. A densidade critica é definida como sendo o ponto onde

h& a mudancga qualitativa no comportamento do sistema (desapareci-

mento do segundo pico no histograma de posigdo). A figura apresenta

trés tamanhos diferentes de sistemas.

Estes graficos reservam muitas informacoes. Na regidao de baixa densidade,

observamos a existéncia de trés posigoes médias (trés distancias médias com re-

lagdo ao primeiro vizinho). Na figura (5.22 - (b)) nédo esta expressa esta terceira
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posicao média porque as medidas estao estatisticamente ruins e o ruido associado
compromete a clareza de informacdes.

A existéncia destes trés valores médios estdo representados nos trés picos
encontrados nos histogramas (5.21 - a). Quando a densidade é aumentada, este
segundo pico desaparece e, além disso, a distancia média com relacao ao primeiro
vizinho passa a depender da densidade de vortices (da mesma maneira que no caso
monotonico — < |r| >~ 1/sqrt(N) ). O ponto onde o segundo pico desaparece é
a densidade para a qual o sistema se torna definitivamente um liquido. Esta é a
densidade critica.

Se calcularmos a distancia média entre os vortices na densidade critica tipica
(per = 6,5 x 107%), veremos que ela fica em torno de < |r| >~ 12 I, a qual
é justamente o valor do primeiro pico no histograma (5.21-b). Este primeiro
pico é a distancia média entre os vortices pequenos; os vortices que pertencem
a fracao liquida. Os dois outros picos, correspondem aos trés primeiros estados
ligados mostrados na figura (4.5). Se o referido grafico mostra os estados ligados
como fungao da distancia ao choque (X;) e a figura (5.21-b) apresenta a distancia
média entre dois vortices (|7 — 75]), o que devemos encontrar nos histogramas é
a soma das distancia de cada vortice a linha de choque. Os trés primeiros valores
de estados ligados sdo =1 ~ 8,4, zo =~ 12,5 e x3 approrl6,9. As distancias
médias entre dois vortices sao (valores médios dos picos no histograma (5.21-b)):

< 7| >pico2 X1 + o & 20,5 € < || >picos™ 1 + 22 & 30.

5.3 Comentarios a respeito do método numérico

Existe uma questao importante a ser comentada. Baseados na observacao no
caso monotonico de que uma anélise quantitativa necessita o estudo de sistemas
maiores, o caso oscilatério foi feito com mais cuidado. Especialmente porque ele

possui uma fase intermitente e toda a dinamica com este carater exige um cuidado

I'supondo distribui¢io homogénea (vélida na fase liquida) < |r| >~ 1/,/p .
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especial com relacao aos efeitos ditos de tamanho finito. Neste caso, portanto,
fizemos analises em sistemas maiores (com L na ordem de L=600).

No entanto, para mantermos a densidade constante, é necessario aumentarmos
consideravelmente o nimero de vortices interagindo**. Sendo o nosso método
numeérico baseado em dindmica molecular, quadruplicar o nimero de voértices
interagindo implica elevar em 16 vezes o custo computacional, ja que cada centro
de vortice interage com todos os outros.

A alternativa para contornar este problema e tornar possivel a anélise destes
sistemas, foi o uso de células (ou o Método de Caixas, como alguns livros deno-
minam). Neste método, corta-se a interagdo em uma dada distancia, supondo-se
que a interacdo entre os centros a esta dada distancia é desprezivel (no nosso caso
o decaimento destas interagoes é exponencial, o que viabiliza o procedimento).
A cada interagao, divide-se o sistema em “células” e todos os centros de vortices
contidos dentro de uma dada caixa interage com todos os centros desta mesma
e com as 8 caixas vizinhas. Este método permite que o tempo computacional
escale de acordo com t ~ ]X—; (onde n é o niimero de caixas), ao invés de ¢ ~ N*
quando o método nao é implementado.

Fizemos alguns testes para verificar e a inclusdo destas caixas nao altera os
resultados da analise. Um exemplo de sistema L = 600 e N = 700 esta exposto
nas figuras (5.23) e (5.24). Foram usadas células de tamanho [ = 60. Sendo que
a distancia meédia ao primeiro vizinho é em torno e R =~ 30 (terceiro pico no
histograma de posi¢do — figura 5.24 - (b)), estamos cortando a intera¢do numa
posicao em média trés vezes este valor (j4 que um vortice em uma caixa interage
com todos os das caixas vizinhas, o valor maximo de distancia é que 1,5 vezes a

largura “I” da caixa).

** para cada duplicacdo no tamanho “L” do sistema, implica um aumento de quatro vezes em

“N” para manter fixa a densidade.
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Fig. 5.23: Séries de atividade. HA mudangas quantitativas, as quais sao enten-

didas em razao do comportamento intermitente da dindmica. Nao

h4, no entando, alteracoes qualitativas entre as medidas.
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Fig. 5.24: As difusdes — (a) — e os histogramas — (b) — mostram que ndo ha

alteracao qualitativa entre as medidas usando-se células e sem elas.
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Os graficos mostram equivaléncias qualitativa (no caso da série temporal de
atividade) e quantitativas (difusdo e distribuicdo de posigdo). A diferenca na
série temporal se deve ao carater intermitente da dindmica. Acreditamos que a
insercao das células nao altera os resultados das nossas medidas.

Como a utilizacao deste método permite muita economia computacional, foi
possivel estudarmos sistemas de tamanhos bem maiores. Esta economia tornou
possivel o estudo do quao importante sao os efeitos de tamanho finito. Calcu-
lamos a difusao e a atividade para sistemas de mesma densidade e tamanhos
diferentes. Pelos graficos (5.25), é possivel observar que os valores das medidas
mudam muito pouco; variam apenas dentro dos intervalos de flutuacao esperados
para as diferentes condicoes. Desta maneira podemos assumir que, a partir de
L=480, estamos no limite termodinamico.

Este aumento nas dimensoes dos sitemas estudados nos permitiu observar uma
mudanca qualitativa interessante em nossas medidas, porque algumas das carac-
teristicas que obtivemos com sistemas de tamanho L=120, nao se mantiveram
para dimensoes maiores.As séries de temperaturas, por exemplo, ndo atingiam
um valor médio assintético para diferentes condicoes iniciais. Cada condic¢ao ini-
cial evoluia para diferentes estados. O aumento destas dimensoes mostrou que as
medidas como a atividade e a difusao atingem um valor assint6tico médio para to-
das as diferentes condigbes impostas inicialmente (observar figura (5.26)). Neste
sentido,o sistema apresenta um carater auto medidvel, o que estd em desacordo
com a proposta de que estes vidros de vortice seriam um sistema com carater de

vidro de spin [33].
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Fig. 5.25: Séries de Atividade (T) para quatro tamanhos de sistema diferen-
tes com mesma densidade (& esquerda) e a difusdo dos centros dos

vortices nos quatro casos (& direita).
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Fig. 5.26: Séries de Atividade para dois tamanhos diferentes de sistemas de
mesma densidade. Para cada tamanho, duas diferentes condigoes
iniciais. Observemos que os valores médios assintoticos das atividades

sao iguais.
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Na tentativa de atribuir um tinico objetivo principal ao trabalho, dirifamos que a
“espinha dorsal” da nossa proposta foi a redugao da dindmica de meios oscilato-
rios, em principio descrita por uma equacao diferencial parcial, a uma dinamica
discreta. A idéia base desta tentativa é que a turbuléncia existente nestes sis-
temas é descrita de maneira satisfatoria pelos defeitos que nele existem. Esta
idéia de turbuléncia mediada por defeitos foi proposta no inicio da década de 80
[12, 32, 34]. Muitos trabalhos foram feitos para provar que esta reducdo seria
possivel e algumas propostas de equagoes foram encontradas [30, 31]. A redugao
proposta por Aranson e colaboradores e apresentada neste trabalho foi a primeira
tentativa que obteve éxito [23, 24].

A promessa deste tipo de abordagem reduzida é a possibilidade de descrigao
de meios oscilantes, onde os defeitos espirais estdao presentes e formam padroes
espaco-temporais, de maneira eficiente. O método dispensa os grandes custos
computacionais e torna-se uma proposta rapida e sisteméatica para entender a
dinamica.

Mostramos que, com uma analise a partir de primeiros principios, o estudo da
dindmica de sistemas que apresentam uma bifurcagao caracterizada macroscopi-
camente pela mudanca qualitativa de comportamento *, é, em termos praticos,
inviavel. A alternativa apresentada foi o estudo de tais sistemas usando-se uma

equagao de amplitude: a EGLC [1]. Argumentamos algumas razoes pelas quais

* Voltando ao nosso exemplo, os rolos de convecgao observados no experimento de RB sao a
manifestacdo macroscépica da bifurcagao sofrida pelo sistema do estado condutivo homogéneo

para o estado convectivo, onde existe transporte de massa.
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esta equagao fornece uma abordagem de relativa simplicidade [10, 16] e de grande
generalidade para uma vasta gama de sistemas aparentemente muito diferentes
[4, 5,6, 7,8, 9] . Explicamos que a EGLC ja foi bastante estudada e é capaz de
descrever comportamentos distintos do sistema, mostrando-se, portanto, muito
rica para o tratamento dos mesmos.

Tendo como base diversos trabalhos na éarea [12, 13, 20, 21] , exploramos
seu diagrama de fases a fim de explicitar as diversas estruturas espaco-temporais
possiveis de serem descritas com a equagao. Apresentamos uma regiao deste
diagrama onde as estruturas parecem estar congeladas, possuem alguns compor-
tamentos interessantes e sobre as quais muito pouco se sabe. Nesta mesma regiao,
a presenca de defeitos é uma caracteristica fundamental e capaz, inclusive, de per-
mitir a reducao do estudo da dindmica ao estudo da interacao destes defeitos .
Foi a partir desta idéia de descricao de um estado turbulento mediado por defei-
tos que a proposta de Aranson foi colocada [23, 24] . Colocamos algumas idéias
gerais da dedugao do método e explicamos algumas caracteristicas das equagoes
encontradas.

Tendo sido colocados os problemas relacionados ao tratamento de espirais in-
teragente usando a EGLC , apresentamos a nossa proposta (CEEDOs) como uma
promessa para contornar tais dificuldades e impossibilidades. Argumentamos as
vantagens do método e as diferencas encontradas com relagao ao que se obser-
vava usando a EGLC. Neste ponto, surge a questdo sobre a credibilidade e/ou
importancia de nossos dados em limites onde a EGLC nao pode ser testada. O
que seria uma grande vantagem desta nova proposta é, portanto, questionada.

Para suplantar tais duvidas, a primeira parte do capitulo de resultados (cap.
5), foi dedicada a apresentar as semelhangas encontradas por nos, nos dois regimes
de parametros, quando ambas as abordagens sao utilizadas. Acreditando no éxito
desta tarefa [38|, valemo-nos das equagbes reduzidas para estudar os sistemas
varrendo uma regiao de parametros antes impossivel com a pretensao de conhecer,

explicar alguns fendmenos e construir um estudo mais sistemético da dinamica.
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No caso monotdnico, mostramos algumas medidas quantitativas em intervalos
onde as duas abordagens respondem igualmente bem para comprovar a validade
do CEEDOs. Buscamos analogias para construir modelos e tentar entender nos-
sas medidas usando alguns fenémenos ja bem estabelecidos. Em principio, pen-
samos no modelo mais simples possivel: buscamos uma analogia com o modelo
de gas ideal. A idéia de analogia com o modelo de gases ideais foi, no entanto,
abandonada. Basicamente porque o principio basico do modelo de gases ideais
é a inexisténcia de interacoes entre as particulas (em primeira aproximagao). O
modelo é uma aproximacao razoavel em situacoes onde estas interacoes sao prati-
camente despreziveis. Esta condicao priméria nao é obedecida no nosso sistema,
pois na verdade, o movimento dos vortices ocorre unicamente em decorréncia da
interacao entre eles. Entao, nao é razoavel supor um modelo onde apenas exista
energia cinética quando, na realidade, ¢ um potencial efetivo entre as espirais que
torna a dinamica possivel.

E bastante complicado extrairmos conclusdes a respeito de medidas no sentido
de construir relacdes entre elas e montar nossas proprias “equacoes de estado’t.
As dificuldades sao intimeras: primeiro porque o nosso sistema de anélise nao
estd em equilibrio? e, portanto, uma analogia com sistemas termodinamicos bem
estabelecidos deve ser feita com muito cuidado. O segundo problema é que nao
temos claro exatamente a definicao de algumas grandezas macroscoépicas do sis-
tema. Nao sabemos, por exemplo, como definiremos uma grandeza anéloga a
pressao. Gostariamos de poder manter fixa uma grandeza para variar duas a

duas e entender como uma se comporta frente a outra. Embora nao saibamos,

t Esta expressdo deve ser usada com cuidado. Nossas fases sdo dinamicas. Equacdes de
estado sao definidas para sistemas em equilibrio termodindmico. Rigorosamente, as equagoes
que buscamos deveriam descrever o sistema a partir de algumas varidveis macroscopicas, as

quais devemos ainda definir.
! A EGLC é “deduzida” pensando-se em sistemas dinamicos num limiar de instabilidade. Se

o CEEDOs ¢ deduzido a partir dela, os sistemas descritos pelas equacoes reduzidas nao estao

no seu estado de equilibrio (equilibrio dinamico).
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por exemplo, como definiremos “pressao”, intuitivamente acreditamos que a va-
riagao do nimero de vortices implica diretamente a alteracao da pressao sobre
as paredes do sistema. Além disso, devido a existéncia da transformacao de va-
ridveis (4.13), h4 um acoplamento delas aos pardmetros. Por estas expressoes,
observamos que, ao mudarmos o valor de “c”, alteramos o “fator de conversao”
entre as abordagens (com o CEEDOs e EGLC). Se alteramos o fator de conver-
sao na escala espacial e temporal, estamos alterando, por exemplo, a densidade
e o valor do coeficiente de difusao. Neste sentido, a alteragao de um parametro
nao esta descorrelacionada & modificacao de outro, complicando a compreensao
de como uma variavel se comporta frente a outra. Portanto, alguma conclusao
plausivel ainda estd em construgdo para que possamos propor equagoes andlogas
a equacoes de estado para a dinamica.

No caso oscilatoério, a credibilidade nas equagoes reduzidas também foi ates-
tada qualitativa e quantitativamente. O CEEDOs reproduz a quebra de simetria,
a atividade intermitente a baixas densidades e a formacao de Vidros de Vértices
observada com a EGLC.

O CEEDOs nos fornece uma interessante forma de abordar o problema de
maneira a entender a intermiténcia resultante da coexisténcia dos dois tipos de
vortices no caso oscilatorio. A partir do histograma de posigao dos vortices (figura
5.8), observa-se que a populagio de espirais parece estar decaindo exponencial-
mente. Comentamos anteriormente que a possibilidade de existéncia de espirais
com dominios enormes possibilita uma explicagao para a existéncia da dinamica
ultralenta apresentada neste regime. Gostariamos de explicar mais claramente
esta idéia.

As equagoes reduzidas geralmente nao possuem a solugao estacionéria ; = 0
e qb = 0 para todos os 7. Como conseqiiéncia, é impossivel satisfazer as duas con-
digcoes simultaneamente; ou seja, as espirais movimentam-se. O movimento delas
altera a forma de seus dominios (as linhas de choques). As distancias as linhas de

choque sao usadas no calculo das velocidades dos centros e estas velocidades serao
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usadas para calcular a distincia a tais linhas. Em algum momento, a diferenca
de fases entre duas espirais vizinhas se tornara grande o suficiente a ponto de
que as linhas de choque precisarao rearranjar-se. Como as velocidades dos cen-
tros dependem exponencialmente da distancia entre as espirais, dependendo do
quao grande for esta distancia, a escala de tempo deste movimento pode ser, de
fato, extremamente grande. Por esta razao, infere-se que as espirais com grandes
dominios sao as responsaveis pela escala de tempo lenta existente na dinamica.

Esta mesma coexisténcia dos dois tipos de vortices no caso oscilatéorio nos
permite concluir que a transicao do estado de Liquido de Vértice para Vidros
de Vortice possui caracteristicas de uma transicao de primeira ordem, ja que as
duas fases estao presentes. H4 uma fracao liquida entre os grandes vortices quase
imoveis, o que nos faz acreditar que esta fase é uma transicao para um estado
onde existirao somente os grandes vortices. O estado final deste sistema seria
uma estrutura onde somente as grandes espirais existiriam? Seria este estado
correspondente a uma “verdadeira” dinamica de Vidro de Spin?

O parametro de ordem desta transicao é a constante “c”, ji& que a linha que
separa os dois tipos de interagdo (monotonica e oscilatéria) depende dos para-
metros “c” e “b”. Sendo que este tltimo é suposto nulo na nossa andlise, “c”
determina o regime de interagdo. No caso oscilatorio, nossas simulacoes foram
feitas usando ¢ = 1,2. O problema em questao seria saber se, com o aumento de
“c”, esta fracao liquida diminui, fazendo com que este estado onde as duas fases
coexistem fosse apenas transitorio. Nosso atual conhecimento da dindmica ainda
nao nos permite afirmar este comportamento.

A comprovagao desta idéia traria duas importantes conseqiiéncias. A primeira
delas é que a transicao entre as duas fases seria, de fato, tipicamente de primeira
ordem, tendo como estado transitorio as estruturas encontradas e relatadas no
presente trabalho (grandes espirais circundadas por linhas de choque e pequenas
espirais comportando-se como na fase liquida). A segunda conseqiiéncia é a idéia

de uma verdadeira dindmica tipo Vidros de Spin.
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Até o presente momento, observamos algumas caracteristicas bastante inte-
ressantes a respeito da dinamica do sistema. Para algumas grandezas medidas,
a condicao inicial a partir da qual o sistema evolui pode alterar muito seu es-
tado final. Para outras medidas, o estado final alcanca regime assintético auto
mediavel §. Esta caracteristica estd em desacordo com o comportamento dos
sistemas tipo vidros de spin, onde esta média é impossivel de ser feita em tempos
finitos. J& descrevemos também a observagao do fendémeno de aging neste sistema
(capitulo 3) [20, 36] .

Se o estado final desta transicao fosse realmente composto apenas por grandes
vortices quase imoéveis, serd que este comportamento auto-medidvel ainda seria
observado? Sendo que os grandes vortices sao praticamente imoéveis, é muito
razoavel concluir que suas contribuicoes nas medidas de atividade, velocidade
média e difusao sejam despreziveis frente a contribuicao dos vortices no estado
liquido, os quais se movem bastante. Portanto, o comportamento predominante
medido é o das pequenas espirais (liquidas) e isto lanca a pergunta com relagio
ao comportamento de um estado onde esta fragdo nao exista.

Esta idéia de um limite (aumentando “c”) onde apenas existam grandes vorti-
ces juntamente com a observacao de alguns fené6menos caracteristicos de dinami-
cas vitrosas para o sistema que estudamos, abrem perspectivas para o estudo de
um verdadeiro Vidro de Vértice [33] numa dindmica completamente determi-
nista (ndo existem parametros estocasticos no nosso sistema) e sem ruidos. Tal
perspectiva representa um desafio para a modelagem de sistemas que apresentam
comportamentos vitrosos em mecanica estatistica [36, 35| .

Com respeito as nossas perspectivas de aprimorar o modelo que busca des-
crever a dindmica por meio da interacao de espirais e torna-lo mais préoximo da
realidade (ja que a aniquilagdo das espirais é observada em experimentos reais e

descrita pela EGLC), estamos implementando a possibilidade de aniquilagao de

§ do ingleés, self averaging
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vortices. Conforme ja foi dito anteriormente, a EGLC permite a aniquilacao de
espirais com cargas opostas. Esta possibilidade de aniquilacao nao esta incluida
nas equacgoes reduzidas, porque a aproximacao das espirais causa uma divergéncia
numérica e foi necessario usar um “artificio numérico” para contornar este pro-
blema (aproximacao explicada na se¢do onde explicamos algumas caracteristicas
das equagoes reduzidas (no cap. 4)).

Consideramos que espirais de cargas opostas, quando estdao separadas por
uma distancia menor que um dado valor por nés estabelecido, aniquilam-se. No-
temos que é um critério ad hoc; esta possibilidade nao é extraida diretamente das
equacoes reduzidas.

Introduzida esta probabilidade de aniquilagao, nossas anéalises preliminares da
dindmica mostram um resultado bastante interessante: a fase liquida dentro da
regiao oscilatoria nao existira para longos tempos. Ou seja, mesmo se iniciarmos
o sistema com uma densidade tal que seja equivalente a fase liquida (p 2 5.5 X
1073, pelo gréfico 6.1 ), os vortices irdo se aniquilar até atingirem uma densidade
correspondente & densidade da fase intermitente. De fato, a fase liquida nao chega
a ser observada com a EGLC.

Uma andlise mais minuciosa desta medida (nimero de vortices no decorrer
do tempo) é necessaria para confirmar algumas expectativas causadas com a
simulacao usando a EGLC. Até onde é possivel simular com a equacao completa,
esta medida parece sofrer um comportamento do tipo aging. Pela dificuldade de
ter dominio sobre as medidas feitas com a EGLC, é muito dificil confirmar esta
idéia. Precisamos fazer muitas medidas sobre diferentes condigoes iniciais e medir
apo6s deixar o sistema evoluir em diferentes escalas de tempo para confirmar tais
idéias e inferir caracteristicas deste tipo.

As equagoes reduzidas se mostraram uma excelente ferramenta de descri¢ao
da dindmica dos sistemas dindmicos em meios oscilantes na regidao onde a solugao
de espiral tnica é estavel (regido destacada na figura (5.1)). O sucesso do CE-

EDOs em descrever a dinAmica reduzindo-a ao estudo dos centros dos defeitos
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Fig. 6.1: Numero de vortices como funcao do tempo para um sistema de tama-
nho L=300 e nimero inicial de vortices N = 750. Observa-se que o
valor assintotico de N é tal que p = N/L? =~ 1.62 x 103, valor de den-
sidade tipico da fase intermitente. As diversas curvas correspondem as

diversas variacoes de parametros nos nossos critérios.

e suas fases deve-se & importancia da existéncia destes defeitos para o estado
final do sistema. Sendo eles estaveis neste intervalo de parametros, os vortices
desempenham um papel fundamental na existéncia e manutencao da dinamica
turbulenta. Esta descricao da dinamica suprimindo-se a necessidade do campo
continuo A e usando-se apenas as coordenadas dos centros dos defeitos espirais
representa a primeira tentativa feliz de descricio de uma dindmica turbulenta

mediada por defeitos.
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A. Andalise de Instabilidade Linear da

Equacao de Ginzburg Landau

A solucgao do problema perturbado:

A = (A +a)ep(i(QF — w(Q)t + ¢)), (A1)

onde:

a = apexp(ik.F+ \k)t), (A.2)

Substituindo-se a expressao (A.1) na CGLe (2.9) e manipulando-se algebrica-
mente a expressao encontrada (é necesséario substituir as expresoes para w(Q) e

Ap dadas por (3.2)), chega-se a uma equacgao algébrica linear am “a”:

o = —(1+4ic)A2(a+a) — (1 + ib)(K2a + 2aQk) (A.3)

Analogamente, temos a equagao para o complexo conjugado:

Xa = —(1—ic)Ai(a+a)— (1 —ib)(k*a + 2aQk) (A.4)

Tendo este sistema de equacoes algébricas, podemos representé-lo de forma

matricial:
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Aa mi1 My9 a
S\C_L mo1 Moo a
(A.5)
Onde:
( - - -
my = —(1 +1ic) A% — (1 +ib)((k)? + 2k.Q)

Sendo este um sistema homogéneo, a tnica maneira de haver solucao nao-
trivial é tomando os valores de A\ para os quais o determinante é nulo. Este

critério define o que chamamos Fquacdo Secular:

det(M) =0= (m11 — A) (m22 — A) — Mmiagmao; =0 (A6)

A solucao desta equagdo de segundo grau em A sao os auto-valores da matriz:

Tr(M Tr(M))2
N = r( )i\/( r(M))? _ s (A7)
2 4
Onde:
Tr(M) = mi; + ma
0 = my1magz — MiaMay
Portanto:

A = —A2—2ibQik — k* £ VA (A.8)
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ondeA:W—é.

Para encontrarmos Ay é necessario uma aproximagao. Precisamos expandir o

termo acima definido em poténcias de k:

(Tr(M))*
4

A= — § = Al + 4ibk?k.Q — 2bcA2k? + 4icA2k.Q + 4(k.Q)? — b*KA.9)

Observemos o prduto escalar:

k.Q = kQ cos b, (A.10)

sendo A é angulo formado entre os vetores de onda ke Cj Portanto, Q@ =
kQ cos(f) é a componente de Cj paralela ao vetor de onda k.
Utilizando (A.10), podemos trabalhar com a expressdo (A.9) de forma a

simplificd-la e visualizar a aproximacao com maior clareza:

4ibk2Qy,
Aj

2 9
b (4% 2y

1ibQs 5 _ U
Ay A

N2z (A

A2 = AZ{1 +

Considerando-se a expansao em Séries de Taylor:

f(@) = f(zo) + f'(wo) (& — mo) + ["(x0)(z — 20)® + " (wo) (& — m0)* + ..(A.12)

0" f(z)

ox™ lr=zo

(o) =

Sendo f(z) = (1 — )", expandindo-se em torno do ponto xy = 0 e tomando

_1 .
n = 3, temos:

r— -2+ -1’ — —2" + .. (A.13)
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Onde:

| 4ibk2Q,
Aj

Qi 2bc, s
q=xk _
k+(A§ A?k+

4ibQy 4 b,
- — A.14

X

Mantendo a expansao até a quarta ordem em k, manipulando-a de forma a
agrupar os termos em ordens de k, podemos, considernado a expressao para 0s

autovalores (A.7), escrevé-la da seguinte forma:

Ay = Cliko — iV k — DgikQ + 1€2 ik?’ - D4:|:/€4 —+ O(k5) (A15)
g g9

Sendo:
Cro = —Ay+ A (A.16a)
V. = 20500 (A.16b)
2 2 2,2
Doy = 15 (2% bcﬁg * 200k (A.16¢)
0
2[b(1 — Q?) — 2cQ2](1 + *)Q
Qg:l: = =+ [ ( 21—;23@( C) : (A.16d)
D = +- 25 1201 @) — 120e(1 - QQ2 +4(1 + 5)Q1]

2(1-@?)



B. Determinacao das equacoes de
velocidade - apresentacao do método

em linhas gerais

Conforme explicado no capitulo 4, a partir do sistema (4.6), buscam-se solugoes
analiticas para os limites assintoticos r — 0 e r — oo. Tais solucoes aplicadas
a condigoes de fronteira apropriadas resultam expressoes que dependem apenas
da distancia a linha de choque. Veremos que serd possivel, a partir de solugoes
numéricas para o referido conjunto de equacoes em certos limites, encontrar uma

expressao para as velocidades dos centros das espirais.

B.1 Limite r = o0

Neste limite, a onda assintotica emitida pelas espirais sao ondas planas, o que
nos permite usar as expressoes para a amplitude e fase (4.2): F = /1 —Q? e
Y = Q. Além disso, os termos A, F, 1/r e 1/r? sao despreziveis. Considera-se a
solugdo homogénea das equagoes (4.6) (v = 0) argumentando-se que o resultado
sera valido no caso em que v # 0, porque a solu¢cdo homogénea relevante diverge e,
portanto, domina neste limite. Assim, tem-se o sistema de equacgoes que descreve

perturbagoes as ondas planas emitidas assintoticamente pelas espirais:
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Al —2(1 - Q*A, —2QB. =0 (B.1a)
B! —2¢(1 — Q%) A, +2QA,, =0 (B.1b)

Se supusermos perturbacoes do tipo A,,, B,, ~ eP", encontraremos uma equa-
s n )

¢ao caracteristica:

p(p® — 2p(1 —3Q%) — 4ck(1 - Q%)) =0 (B.2)

Esta equagao foi obtida também no capitulo 3 considerando-se uma pertur-
bacao estacioniria em uma onda plana. Em tltima anélise, é exatamente o que
temos aqui, mas deduzido de outra maneira. Se o sistema (B.1) descreve as
perturbacoes as ondas planas assintoticas emitidas pelas espirais, p é a taxa de
crescimento espacial da perturbacgao e seu “cardter” definiré o regime de interagao
entre as espirais: se ele for complexo, estaremos no regime definido como osci-
latorio. Para valores reais, o regime de interacao assinttico entre as espirais é
monotonico.

Os autores supoem uma solugdo para (A,B) com base em corre¢oes da ordem

de O(r):

An — b 1 ePr)
B, 0
(B.3)
Com
_ p’—2(1-Q%
7= . 2pQ
_ 4Q2—2p*+6Qp/c
K= 3216072

Claramente, esta proposta de solucao é bastante complexa e é resultado de

muitas tentativas e intuigoes dos autores. O fato interessante a ser destacado
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é que ela surge a partir de corregoes de ordem O(r~1). Estavamos supondo W
pequena o suficiente para podermos usar teoria de perturbacao com aproxima-
¢ao linear, argumentando que a aproximacao era valida para espirais com uma
distancia razoavelmente grande. A inclusdo de termos nesta ordem, melhora a
aproximacao, pois os efeitos que ocorrem mais proximos ao centro passam a ser
considerados.

Usando (B.3), (4.5) e considerando-se o caso ¢ < ¢, (portanto p possui raizes

complexas), obtém-se a solucao para (A, B):

A R 1 1 ) .
= Z Crorte®) + Con(r") e | ) (B .4)
B n=—00 Y 7
com Cp = ;‘,,n ep=np.

Os coeficientes C, e Cy, sao determinados pela condi¢ao contorno (para o
caso de cargas opostas, a condi¢ao é de que nao existe fluxo, a qual é matemati-

8A
camente expressa por —* = 0):

0Ag
ox

= (Fp + Wy +i(F 4+ W)(1by + 0,))e’@T¥+eD = (B.5)

Considerando o limite assintotico 7 >> 1 (distante do centro do defeito), ter-
mos de ordem F} e 0, podem ser desprezados. A equagdo (B.5) fica radicalmente

simplificada:

i(F +W)(ths) + W, = 0.

*.

Usamos 4.2 e escrevemos W, ~ W'cos(0) , 1, ~ kcos(6)

W' +iQkW = —iQ\/1 — Q2.

* estas maneiras de escrever W, e 1, podem ser extraidas a partir de argumentos geométricos.
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Escrevendo-se novamente W = A + ¢B, obtém-se um sistema de equagdes

para A e B:

A'—QB = 0 (B.6a)
B +QA = —-QV(1-@>. (B.6b)

Substituindo-se a solugdo (B.4) em (B.6), tem-se:

D — er C,lnr”e(p,,) + P — Q7
Py — @ Y+ Q
0

—Q\/1—Q?

A constante Cy, pode ser encontrada a partir da solugdo anterior (B.7),

Con (ru)*e(p*r) elind) —

(B.7)

isolando-a na primeira equagao:

+o0
. J1-02
Z C,,elm?) = _QTQT%(W)’ (B.8)

n=—oo

com § =py+Q — (p*v* + Q)p:f:gz*.

Podemos expandir 7#e®") em Série de Fourier. Supondo que a linha de choque
entre duas espirais é uma reta, a fronteira de raio r depende do angulo #: X =
cos()r (), para /2 < 6 < 7 /2. Fora deste limite (|8| > 7/2), r(f) = co. Com

isto, teremos:

r(0)e® @) = Z Zncos(nb), (B.9)
n=0

sendo Z,, o coeficiente da expansao de Fourier:
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2 [T X X
Z, = —/ e Peos@ cos(n)( )~Hde. (B.10)

T J cos ()
Substituindo-se (B.9) em (B.8), tem-se que C,, = Ci_,, porque o cosseno
¢ uma funcao par, mantendo, portanto, a expressao de C, invariante frente a
troca n — —n. A partir da condi¢ao Cy, = C; ,, (B.4), sabe-se que Cy,, = C .
Para X < 1, o valor de # sera muito pequeno e o termo 7(f) = X/cos(6) pode
ser expandido em torno de 6 =~ 0: cos(f) ~ (1 — #%/2). Entdo: X/cos(f) =~
X (1 + 6%/2). Substituindo-se esta expansao em (B.10), tem-se:

L x 2
Zy = ge_f”XX_“/ = Ycos(nf)(1 + %)dﬁ. (B.11)
™ —T

Neste ponto, podemos usar duas aproximacoes e a propriedade de paridade da
funcao a ser integrada para calcular o coeficiente Z,,. A primeira aproximagcao é
que o termo % < 1 e que, portanto, pode ser desprezado. Assim, chega-se a uma
integral definida existente nas tabelas [37] mas com outros limites de integragao.
Na tabela, os limites sdo de 0 até oo, enquanto (B.11) deve ser feita entre —m
e m. Como a func¢do a ser integrada é par, podemos mudar o limite inferior e
fazer a integral duas (2) vezes entre zero e 7. Com a observacdo de que a fungao
é praticamente nula para valores de € maiores que 2, é muito razoavel assumir
que a integral nestes limites é igual a integral entre 0 e 0o, recaindo na expressao

existente nas tabelas. Com isto, o calculo da integral é possivel:

e PX 2
Zp = ———= X HeT /WX (B.12)
pX/2

Considerando-se as expressoes (B.8), (B.9) e a anterior, tem-se para C

Crp =5, = IVLZ QDX oy vy (B.13)
" 2m 0/ 2mpX
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Observando-se a expressao (B.13), pode-se inferir que os termos em n sig-
nificativos sao os n? < 2pX. Para n acima deste valor, este termo passa a ser
desprezivel. Por esta razao afirma-se que os termos significativos na expansao
em série sao n < n, ~ VX. Os autores afirmam terem resolvido a integral
numericamente e que os resultados nao mudam significativamente se todas es-
tas aproximagoes que tornam a integral (B.10) solivel analiticamente nao forem

feitas.

B.2 Limiter — 0

Iremos considerar apenas n = 1. Consideremos as solucoes da equagao para o
caso em que 7 — 0. O objetivo é encontrar uma solu¢do para o sistema (4.6)
e impor, quando solugdo nao homogénea (com v # 0) for considerada, que as
solugoes encontradas em diferentes limites varram todo o espaco. Para tanto,
precisamos conhecer como se comporta cada limite da solucao.

Neste limite, tem-se F' ~ 7 e ¢ ~ r (4.2). Entdo, 8 ~ 4. Todos os termos
proporcionais a 72 podem ser desprezados. Desta maneira, os sistema de equacdes

para (A,B) (4.6) pode ser bastante simplificado:

1, 2, 2

A" A - ZA-Z =, (B.14a)
r T r
1, 22

B'+-B - B+ A=0. (B.14b)
r r r

Para este tipo de sistema,é intuitivo supor solu¢ao polinomial:

(B.15)
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Substituindo-se esta proposta de solugdo (B.15) em (B.14), encontramos o

sistema de equacoes que define os valores possiveis para m:

am(m? — 2) — 2ib,, =0 (B.16a)

b (M? — 2) + 2ia,, =0 (B.16b)

Portanto, os possiveis valores de m sdo m = £2 (raizes simples) e m = 0 (raiz

dupla). Com isto, a solu¢do para o sistema de equagoes (B.14) é dado por:

A ag + a1ln(r)
B b() + blln(r)
(B.17)
sem=0. E:
A a27“2 + CL72T—2
B b27‘2 + b_QT‘72 ’
(B.18)

se m = +2.

Os argumentos fisicos eliminam algumas das solu¢des matemaéticas: para m =
0, a solucao nao é possivel, porque estamos considerando o caso » — 0 e a funcao
In(r) nao é definida neste limite. Restaria a solu¢ao constante mas esta é limitada
quando r — oo e, portanto, nao domina a dinamica. Para m = +2, as constantes
a_o e b_y devem ser nulas para evitar a divergéncia do termo T% neste limite de
interesse. Resta apenas a solucao polinomial com m = +2.

Esperamos que as solucgdes para o sistema (4.6) se comportem como (B.4)

quando r — o0 e que seu comportamento seja do tipo polinomial ((B.18) com
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m=-+2) no limite r — 0 . Conhecendo (aproximadamente) as solu¢oes homo-
géneas nos casos limites, precisamos tentar uma solu¢ao nao homogénea para o
sistema (4.6). Esta busca pela solugdo geral do referido sistema nos levara as

equagoes para a velocidades. O procedimento é descrito na se¢ao seguinte.

B.3 Determinacao das velocidades

Em busca da solucéo geral do sistema (4.6) (solugdo homogénea mais a solugéo
particular), precisamos propor alguma solugdo particular a ele. Em geral, a
proposta de solucdo particular contém o termo da ndo homogeneidade (neste
caso, o v). A solucao geral proposta sera a solugdo homogénea com os coeficientes
da série dependentes de v: C,, = C,,(7).

Para determinar os valores dos coeficientes da expansdo (4.6), é necessério
satisfazer as condi¢bes de fronteira (B.13) e também fazer com que as solugoes
numéricas da EGLC tenham um comportamento analogo a solugao (B.18) para o
limite » — 0. Estas condigbes determinam, portanto, a solucao do sistema (4.6).
Como a nao homogeneidade é linear em v, qualquer superposicao de solugoes
particulares é também solucao da equacao. Entao, consideram-se duas solugoes
particulares para o referido sistema: com v, =1, v, =0e v, =0, v, = 1.
Uma terceira solugao seria, portanto, a soma destas duas solugoes particulares.
Para o limite 7 — 00, o sistema deve se comportar como a solugdo (B.4). Com
isto, determinam-se dois pares de constantes: Ci,, Cay (para v, =1, v, = 0
) e Ciy, Coy (para vy, = 0, v, =1 ). As condicoes de contorno nulas A(0) =
B(0) = A'(0) = B'(0) = 0 levam a solugdo (A, B) = 0 quando r = 0, respeitando,
portanto, o comportamento previsto pela solucdo (B.18).

Em geral, a condicdo Cy, = C3, (B.13) ndo é satisfeita. O que se faz para
contornar o problema é calcular uma solucao particular homogénea no limite
r — 0 com m = —2 e encontrar as constantes assintoticas C; e C,. Desta

maneira, pode-se superpor as solugoes para que a condigdo (B.13) seja satisfeita:
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Cy=Cy+§0C =05, +&,05, (B.20)

onde &, &, sao chamados fatores de mistura. Notemos que as constantes Cy e C,
podem se absolutamente determinadas dado um valor de ¢. Todas as solugoes
particulares foram obtidas utilizando-se a EGLC. Portanto, determinando-se c,
os coeficientes da solucao sao unicamente determinados. Conforme dissemos re-
centemente, a proposta de solucao geral é que a nao homogeneidade seja incluida

nos coeficientes da solucao homogénea:

C(V) = v,Cp + v,Cy = __Q 15_\/22;_7%?(_17)()){_”- (B.21)

Manipulando-se esta expressao:

C C M M
R(=2) + (=2)) v, =R(=) - (=), B.22
(R(ED) + () va-+, = R~ () (B.22)
onde M = ~9 15_\21;);?(_17X)X’“, chega-se as quagoes procuradas (4.7).

B.4 Caso ¢ < ¢,

Comentamos anteriormente que as raizes da equagao caracteristica (B.2) definem
o regime de interacao entre as espirais. Para ¢ < ¢, =~ 0.845, os valores de
p sao reais e estd-se no intervalo de interacao monotoénica. A solucao para o
sistema (4.6) é dada por (B.7), agora com p; » reais no lugar da taxa complexa

que tinhamos no caso oscilatoério:

A =2 1 1 .
= Z Chprtre®ir) 4 Can (rH2)*eP2r) | (i) (B.23)
B n=-—00 Y1 Y2
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onde fi1 2 € 012 sao definidos de maneira analoga ao caso oscilatério.
Seguindo os passos feitos anteriormente para o caso oscilatorio, chega-se a

condicoes de fronteira que leva & uma equagao para os coeficientes da expansao:

/1 = Q2eIpilX
Ci,n = Q 5 \/262761)( X_Hie—"2/2pix (B24)
iV 2TDq

Como é muito dificil simular a EGLC para valores de ¢ pequenos, o procedi-

mento utilizado para encontrar as equacgoes de velocidade do caso oscilatorio nao
pode ser aplicado aqui. Por esta razao as equacoes neste limite sao deduzidas
para o caso limite ¢ — 0. A expressao fica simplificada e hé solugao analitica.
Neste limite, o comprimento de onda da onda plana assintotica emitida pelas
espirais tende a zero (@ — 0). Entdo, podemos desprezar termos na equagio

caracteristica (B.2) da ordem Q? e econtrar as raizes:

22 —2¢Q (B.25a)
D2 = V2

Q

Observemos a expressdao (B.24). O termo exponencial indica que a raiz do-
minante na solucio serd p;, porque |pi| ~ 2/cQ| << 1 e p, ~ V2. Como a
exponencial é negativa, o termo e~V2 decai muito mais rapidamente que e 2@/,
Podemos, portanto, desprezar o termo Cy, na expressio (B.23).

Tendo o valor de p;, podemos calcular os valores das constantes j; e §; exis-

tentes na equacdo (B.23) e definidas por analogia aos procedimentos anteriores:

pla —2(1 - Q%)
2p12Q
40Q? — 2pi , + 6Qp1 /¢
3P%,2 +6Q? — 2

b1 — Q’Y1

6 = +Q — + .
i+ Q (P2’Y2 Q)pz—Q%
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A partir destas expressoes, tem-se que y — 0 e § — —ﬁ e, portanto, o valor

do coeficiente da expansao:

C @ (B.26)
bro \/mlck| X .

Con = 0

Se supusermos novamente que a solucao geral inclui a ndo homogeneidade nos

coeficintes da solugdo homogénea (C' = C(7)), teremos:

o—2lck| X

Vlck| X

A partir desta solucao assintotica, os autores calculam solugoes numéricas

C(¥) = cpvp + ey, = Q7 (B.27)

para cada valor de ¢ abaixo o valor critico. Com estes resultados numéricos,

estimam-se os coeficientes que definirao as velocidades.
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