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“Um método € mais importante que uma descoberta,
uma vez que o método certo leva a novas

e ainda mais importantes descobertas”

(Lev Landau)

“On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage”

(Giuseppe Lodovico di Lagrangia)






Resumo

Sao deduzidos modos de Case-van Kampen para sistemas quanticos governados pelo sis-
tema de Wigner-Poisson. Comegamos fazendo uma revisao de diferentes tratamentos
matematicos para o sistema de Vlasov-Poisson, viz., o tratamento de Landau, o método
BGK e o tratamento de van Kampen. Em seguida, estudamos os resultados ja conhecidos
da aplicagao do tratamento de Landau ao sistema de Wigner-Poisson. Enfim, aplica-
mos o tratamento de van Kampen ao mesmo sistema, e descobrimos que ele leva a mesma
equagao de “autovalores” de Case que o caso classico, embora a dependéncia nas condicoes
de equilibrio seja distinta, e estudamos brevemente o comportamento das solugoes no

espaco de Hilbert.

Palavras-chave: plasmas quanticos; Wigner-Poisson; modos de Case-van Kampen.






Abstract

Case-van Kampen modes for quantum systems that obey the Wigner-Poisson system are
deduced. We start by reviewing different mathematical treatments for the Vlasov-Poisson
system, wviz., the Landau treatment, the BGK method and the van Kampen treatment.
After that, we study the already known results of using the Landau treatment on the
Wigner-Poisson system. Then, we use the van Kampen treatment on the same system,
and found out it reaches the same Case “eigenvalue” equation that in the classical case,
although the dependence on the equilibrium conditions is different, and briefly study the

behaviour of the solutions in the Hilbert space.

Keywords: quantum plasmas; Wigner-Poisson; Case-van Kampen modes.
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1 Introducao

Descoberto em 1946 [1] e demonstrado experimentalmente em 1964 [2], o amorteci-
mento de Landau - o processo pelo qual perturbagoes em plasmas se anulam para tempos
assintoticos mesmo sem colisoes - é um dos fenomenos mais importantes da Fisica de
Plasmas, devido tanto a sua aplicabilidade quanto ao estranhamento que causa, e se mos-
trou aplicavel a um grande ntimero de areas e um tépico de pesquisa muito frutifero. Em
um artigo publicado em 1999 [3], Ryutov escreveu que, a época, um a cada trés artigos
publicados em Fisica de Plasmas referenciava o fenéomeno. Dentro da area de Plasmas, o
tratamento de Landau foi também estudado pela teoria de multiplos feixes [4] e modelos
hidrodinamicos [5]-[8], e foi aplicado a plasmas magnetizados [§]-[11]; plasmas quentes [5],
9], [12]; plasmas confinados [9], [10]; ondas ion-actusticas [9], [13]-[15]; fusdo controlada
[6]; plasmas sujeitos a campos gravitacionais [16]; e plasmas empoeirados [17], dentre
outros topicos. Fora da Fisica de Plasmas, o conceito também se mostrou 1til no estudo
de ciéncias espaciais [8], [18]-[20]; fisica de altas energias [21], [22]; sistemas gravitacionais
23], [24]; gases de Bose [25], [26]; ondas de gravidade em &dgua [27]; fisica da matéria
condensada [28]; e até mesmo sistemas bioldgicos [29], [30] e sociolégicos [31]. Pelo seu es-
tudo do amortecimento de Landau e, acima de tudo, pela prova matemaética da existéncia
do amortecimento de Landau nao-linear [32], Cédric Villani recebeu a medalha Fields em
2010.

A interpretacao fisica mais comum é a do elétron “surfando na onda”, introduzida
por Dawson [33], ainda presente em livros-textos mais antigos como [34]. A interpretagao
mais correta, no entanto, é a de que o amortecimento de Landau é o resultado da mistura
de fases de modos de Case-van Kampen [32].

Introduzidos por van Kampen em 1955 [35] e estudados em detalhe por Case [36],
modos de Case-van Kampen sao solugoes do sistema de Vlasov-Poisson linearizado que
formam uma base ortogonal na qual oscilacoes em um plasma podem ser decompostas.
Eles foram estudados para plasmas cujo fundo de fons varia com o tempo [37]; oscilagoes
nao lineares [38], sistemas de Fermi-Dirac [39]; varidveis de ac@o-angulo [40]; plasmas
nao-uniformes [41]; campos eletromagnéticos arbitrdrios [42]; plasmas colisionais [43].

O amortecimento de Landau para sistemas quanticos é relativamente bem discutido
na literatura. Ele aparece em livros-texto [44]; foi estudado, por exemplo, para ondas de
Alfvén [45]; condensados de Bose-Einstein [46]; fétons [47]; seu limite cléssico [48]; usado
no estudo da fisica da matéria condensada [49], [50]; e simulado numericamente [51].

Quanto aos modos de Case-van Kampen para sistemas quanticos, hd bem menos
trabalhos disponiveis. Kuzelev [52] deduziu o que chamou de van Kampen quantum
waves (ondas quanticas de van Kampen, em traducao livre) a partir de fungoes de onda

convencionais; Nemes, de Toledo Piza e da Providéncia [39] aplicaram o método de van
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Kampen a um sistema de Vlasov classico obedecendo estatisticas de Femi-Dirac; Steffen
e Kull [53] aplicaram o tratamento de van Kampen ao método dos multiplos feixes. Mas
o método de van Kampen nunca foi aplicado ao sistema de Wigner-Poisson.

Neste trabalho, pretendemos aplicar o tratamento matemédtico de van Kampen ao
sistema de Wigner-Poisson linearizado e estudar os modos de Case-van Kampen quanticos
resultantes.

Tanto o método de Landau quanto o de van Kampen comecam fazendo a transformada
de Fourier espacial do sistema considerado. No tratamento de Landau, a questao é entao
tomada como um problema de valor inicial e o sistema sofre uma transformada de Laplace
no tempo, e seu comportamento assintotico pode ser estudado através da transformacao
inversa. J4 no método de van Kampen, a coordenada temporal é sujeita a uma transfor-
mada de Fourier. Substituicao mutua do potencial leva a uma equagao de “autovalores”
cujas “autofuncoes” formam um conjunto completo.

No capitulo 2, faremos uma revisao dos resultados para plasmas classicos que obedecem
ao sistema de Vlasov-Poisson. Comegaremos estudando o tratamento de Landau, que
nos levarda a deducao do amortecimento de Landau. Em seguida, veremos os modos
de Bernstein-Greene-Kruskal (ou, simplesmente, modos BGK), solugoes nao-lineares do
sistema de Vlasov-Poisson que nao apresentam amortecimento. Por fim, estudaremos o
método de van Kampen, sua solucao geral, a ortogonalidade dos modos e sua relacao
tanto com o amortecimento de Landau quanto com os modos BGK.

O capitulo 3 é dedicado ao estudo dos plasmas quanticos. Estudaremos primeiro a
aplicacao do método de Landau ao sistema de Wigner-Poisson, com resultados ja conhe-
cidos [44], para entao aplicar o método de van Kampen, que demonstraremos levar a
mesma equacao do caso classico, possuindo, portanto, a mesma resposta com os mesmos
resultados. Concluiremos a analise tecendo breves comentérios quanto ao comportamento
dos modos de Case-van Kampen quanticos no espaco de Hilbert.

Por fim, o capitulo 4 é dedicado as conclusoes finais e sugestoes de possiveis rumos

futuros de pesquisa.
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2 Plasmas Classicos

2.1 Tratamento de Landau

O sistema de equacoes basicas para o estudo de plasmas classicos através da teoria

cinética é o sistema de Vlasov-Maxwell [34], [54], [55], composto pela equagao de Vlasov

aF(a;;v,t) +v V(1) — —[E(z,t) +v x Bz, )] VoF(z,0,6) =0 (2.1.1)
m

e pelas equacoes de Maxwel

P

VBt =L, (2.1.22)
V x E(z,t) = —%, (2.1.2b)

V. B(z,t) =0, (2.1.2¢)

V x B(z,t) = po {J(a:,t) + 60%} : (2.1.2d)

em que a densidade de carga p e a densidade de corrente J sao dadas, respectivamente,

por

p(@, ) = —e [/ Flm, v, t)dv — no} (2.1.3)

J(a,t) = —e/'vF(:c,'v,t)d'v. (2.1.4)

Nas equagoes acima, F'(x,v,t) indica a fungao de distribuigao dos elétrons do plasma e
E(x,t) e B(x,t) sao, respectivamente, os campos elétrico e magnético, dados pela soma
dos campos auto-consistentes, gerados pelas proprias particulas que compoem o plasma,
e campos externos. Os simbolos e e m sao, respectivemente, a carga e = 1,602 x 10~°C
e a massa m = m, = 9,109 x 1073 kg do elétron. Além disso, g9 = 8,854 x 107'2F/m e
to = 1,257 x 1079 H /m sao, respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade
magnética do vdcuo, tais que gopo = 1/c*. J& ng é a densidade dos fons, tomada por nds
como uniforme. O V, na equagao (2.1.1) indica que as derivagdes devem ser feitas em
relacao a velocidade da particula.

Seguindo os trabalhos de Vlasov [56], Landau [1], van Kampen [35] e Case [36], du-
rante o resto do trabalho, iremos considerar apenas plasmas nao-imersos em campos
externos. Além disso, fora de regimes relativisticos, o campo magnético auto-consistente
¢é geralmente desprezivel quando comparado ao seu equivalente elétrico, e sera, portanto,
negligenciado. Além disso, consideramos na equagao (2.1.3) que, para os plasmas estu-

dados, os fons sao massivos demais para se mover, sendo tratados como um fundo de
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cargas positivas de densidade ng que neutralizam a carga dos elétrons. Por fim, exceto
caso assinalado do contrario, todas as integragoes desse trabalho sao feitas de —oo a oo.

Com essas consideragoes o sistema (2.1.1)-(2.1.2) se resume ao sistema de Vlasov-Poisson

OF (z,v,t)

€
at ( Y Y t) m ( ) t) v ( ) ) t) 07

VB0 = [ [ Fa.mw ] (215)

€o

A segunda equagao do sistema acima também ¢é frequentemente [1], [34] escrita em funcao

do potencial eletrostatico ¢(x,t), tal que E = —V ¢,
Vip(x,t) = 6% [/ Flz, v, t)dv — no} . (2.1.6)
A equacao de Vlasov, também chamada de equacao de Boltzmann nao-colisional, des-
considera interagoes bindrias (colisoes) entre as particulas do plasma, levando em consi-
deragao apenas interagoes de longo alcance (notadamente, a interagdo Coulombiana entre
os portadores de carga), e é vélida quando o parametro de plasma I' (também chamado
de parametro de granula¢ao ou parametro de acoplamento), definido como a razao entre
as energias potencial de interagao e térmica para duas particulas, for desprezivel quando
comparado a magnitude das outras grandezas relevantes do sistema. De modo mais for-

mal, a equagao de Vlasov serd valida quando[54], [55], [34]

2/4 2,1/3 1
(e JAmeor) e <1, (2.1.7)

"= =~ ~ 5
<RBT> €oliBT no/\SD

sendo que ( ) denota que o valor a ser tomado é o valor médio da quantidade em
seu interior. A interpretacao fisica da equacao (2.1.7) é de que o efeito das interagoes
bindrias sera desprezivel quando o plasma possuir uma densidade de particulas n pequena
o bastante e uma temperatura 1" alta o suficiente, ou, alternativamente, quando o niimero
de particulas em uma esfera de raio igual a distancia de Debye A\p = \/W for
grande, sendo kg = 1,381 x 10723J/K a constante de Boltzmann.

O procedimento padrao para se estudar ondas eletrostaticas em um plasma é considerar
um plasma inicialmente em equilibrio, descrito pela fungao fy(v), que sofre uma pequena

perturbagao f(x,v,t), ficando sua fungao de distribuicao
F(z,v,t) = fo(v) + f(,v,1). (2.1.8)

Inserindo a equagao (2.1.8) no sistema (2.1.5) e mantendo apenas os termos lineares em

f, obtemos a equagao de Vlasov linearizada [56], [1]

of ¢ _
ST VI V6 Vaufy=0. (2.1.9)

Como o plasma se encontrava inicialmente em equilibrio, com os efeitos eletrostaticos dos

elétrons contrabalanceados pelo fundo de fons imdveis, é claro que apenas a perturbacao
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contribuird para o surgimento de um campo elétrico autoconsistente, e a segunda equacao

do sistema (2.1.5) serd
V2= ;/fdv. (2.1.10)
0

As duas equagoes acima, junto com a condi¢ao de normalizagao

/dvfo(’l)) = Ny, (2111)

fecham o sistema de Vlasov-Poisson linearizado.
A equagao (2.1.9) foi deduzida em 1938 por Vlasov [56], que tentou determinar relagoes
de dispersao entre o vetor de onda k e a frequéncia w usando o espectro de ondas planas.

A relacao de dispersao encontrada foi

w

— ok /Vq,f0 o =0 (2.1.12)

sendo wp = \/m é a frequéncia de plasma do sistema considerado. A integral
acima, no entanto, diverge.Vlasov propos como solucao ao problema tomar apenas o valor
principal, sem, no entanto, justificar fisicamente tal escolha. Como veremos na se¢ao do
tratamento de van Kampen, essa idéia esta apenas parcialmente correta, sendo necessario
também adicionar uma “funcao” delta de Dirac pesada por uma fungao A(w/k).

A primeira solugdo matemadtica para o sistema (2.1.9)-(2.1.10) foi dada em 1946 por
Landau [1]. Landau comegou supondo que a perturbacao inicial, f(x,v,0), é conhecida.

Landau entao expandiu o sistema em uma série de Fourier da forma

f(x,v,t) ka'vt““’

t) = Z or(t)e*®.

Landau também denominou cada componente de Fourier da perturbacao inicial como

91(v) = fi(v,0). (2.1.14)

(2.1.13)

Inserindo agora o sistema (2.1.13) no sistema (2.1.9)-(2.1.10) e, sem perda de generalidade,
orientando o sistema de forma que o eixo z coincida com o sentido de propagacao de k,

obtemos, para cada componente, o sistema

0 0
8f2;k + zkvsz + Zk ¢k afo = 0,
vz (2.1.15)
e == [ fudo
€0
Definindo agora as transformadas de Laplace f, e ¢, do sistema (2.1.13),
— [ ot
0 (2.1.16)

= / h or(t)e Phdt,
0
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definidas para Re(p) > po, sendo py uma constante real; multiplicando o sistema (2.1.15)

por e P! integrando de 0 a oo e nos atentando para o fato de que, usando (2.1.14),

o0 8 0o o0
/ ﬁe’ptdt = fre P —|—p/ fre Pdt = pf, — g, (2.1.17)
0 8t 0 0
nds obtemos o sistema
0
(p+ ikv.) fp + iki%a—fo =9,
o (2.1.18)

9, == [ fdo.
€o
A primeira equagao de (2.1.18) nos dé imediatamente

1

fo(v) = i (2.1.19)

g(v) — ik—¢p——
l " ov,
que, inserida na segunda equagao, nos da, apds alguma manipulacao matematica,

g(v) dv

e B
_ p+ikv,
e E I (2.1.20)
0 cokm vy ptikv,

A equacgao (2.1.20) pode ser simplificada notando que hé dependéncia apenas em v,, e,
portanto, ela pode ser integrada imediatamente em v, e v,. Introduzindo a notagao u = v,

e definindo
g(u) :/g(’v)dvxdvy, (2.1.21)

podemos escrever (2.1.20) como

9w g
€ ika VU
By = ———s 7 . (2.1.22)
ie fo(u) du
80]€ 1— eokm f gu ptiku

Podemos simplifica-la ainda mais introduzindo a permissividade elétrica ¢ do plasma

;2
L iwp [ Ofo(u)  du
shp) =1 k:no/ du p+iku’ (2.1.23)
de forma a obter, por fim,
€ g(u)
= — du. 2.1.24
P eok?e(k, p) /p—i—iku Y ( )

Formalmente falando, a equagao (2.1.24) resolve o problema proposto, com o compor-
tamento espacial e temporal do sistema sendo dado em fungao de uma perturbagao inicial.
Na pratica, no entanto, é bastante dificil obter resultados analiticos, embora seja possivel
em certos casos como funcgoes delta, fungoes degrau e “fungoes ressonantes” ~ (v?+a?)™"
[34]. Para distribuigdes que sejam analiticas na velocidade, no entanto, o comportamento

assintdtico do sistema pode ser estudado usando a transformagao inversa de (2.1.24)

o+io0o
oi(t) = L / dpedp, (2.1.25)

2T )y ino
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sendo ¢ um numero real e positivo maior do que a parte real de todas as singularidades
de ¢,, de forma que o caminho de integragao ¢ uma reta paralela ao eixo dos imaginérios
e localizada a direita desse e das singularidades.

A transformagao (2.1.22) define ¢, apenas no semi-plano complexo no qual Re(p) > 0.
No entanto, é possivel fazer a continuacao analitica de ¢, de forma a defini-la em todo o
plano complexo [34], [57]. As integrais que aparecem em (2.1.20), tanto no denominador

quanto no numerador, sao da forma

9(2) P (2.1.26)

—0o0

em que f(z) é uma funcdo integravel no eixo real e f(z) é uma fungao inteira no plano
complexo. A fungao g(z) é analitica ou no semi-plano superior ou no inferior do plano

complexo, mas pode ser continuada analiticamente através da seguinte formula geral:

h(z) = %, fm(z) > 0,

(2.1.27)
h(z) = / f;x_)cix + 2mif(z), Im(z) < 0.

A interpretagdo geométrica da férmula (2.1.27) diz que o caminho de integragao passa
sobre o eixo Im(p) = 0 quando o caminho é “fechado por cima” e passa sobre o eixo
Im(p) = 0 deformando-se para passar ao redor do polo simples em z = z quando o
contorno ¢ “fechado por baixo”. A continuacao analitica de ¢, permite-nos estudar a
equagao (2.1.25) através do teorema dos residuos [57] [58] [59].

Vamos agora assumir duas suposigoes: a primeira ¢ a de que ¢, desaparece répido
o suficiente quando |p| — oo. A segunda é a de que todas as raizes de (2.1.23) (ou
seja, as singularidades de (2.1.22)), localizadas nos pontos p = py, estdao a esquerda da
reta Re(p) = po, ou, mais simplesmente, Im(py) < po. Essas suposi¢des nos permitem
transladar o caminho de integragao de (2.1.25), originalmente uma reta paralela ao eixo
Re(p) = 0, para uma nova reta paralela ao eixo Re(p) = 0 e a esquerda desse que se
deforma para passar ao redor das singularidades de ¢,. Em termos matematicos, (2.1.25)

toma a forma

1 [ootioo ) e —a+ioo —1(7‘,2 du
t) = — Prdp = — =P ePdp. 2.1.28
o (t) 271 /_a_m Gpedp gok?2mi /—a—ioo e(k,p) o ( )

Temos entdo que o comportamento assintético de (2.1.28) é governado por

Gr(t — 00) ~ > R(pr)et, (2.1.29)
P=DPk
sendo R(px) = pli_g)l (p—pk)¢p 0 residuo de ¢, em p = p. Como py, é, em geral, um nimero
k

complexo, podemos explicitar as partes reais e imaginaria,

Dr = —iw — 7, (2.1.30)
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de forma a obter

ér(t) ~ Y R(pr)e “'e ", (2.1.31)

A equacgao acima mostra que o potencial da onda perturbada tem sua amplitude amor-
tecida com o decorrer do tempo quando v > 0. A esse fenomeno, em que a perturbagao
perde amplitude mesmo na auséncia de colisoes, se da o nome de “amortecimento de
Landau”.

O mecanismo fisico do amortecimento de Landau, de acordo com o modelo proposto
por Dawson [33], é o de que particulas movendo-se a velocidades préximas a velocidade
de fase da onda eletrostatica entram em forte ressonancia com esta. As particulas que
se movem a uma velocidade ligeiramente menor (maior) roubam (doam) energia a onda.
Para uma distribuicao gaussiana e uma velocidade de fase suficientemente alta, o niimero
de particulas que recebem energia da onda é maior do que o de particulas que fornecem
energia, fazendo com que a oscilagao seja amortecida [33], [34], [60]. Uma andlise no espago
real poderia também mostrar que, para uma perturbacao inicial de dimensoes L > Ap,
depois de transcorrido um tempo ¢t > L/vp., em que vre = /26T /m é a velocidade
térmica do plasma, ha um volume com raio ~ vr.t ocupado por elétrons térmicos que
cruzaram a regiao da perturbacgao inicial, responsaveis por expandir a perturbacao inicial
através do plasma, e hd também uma distancia de dimensoes ~ wpt preenchida pelos
elétrons ressonantes que cruzaram a regiao de perturbacao e sao os responsaveis pelo
amortecimento [3].

Vamos agora estudar a “relagao de dispersao” advinda de se fazer £ = 0, com ¢ dada
pela equagao (2.1.23). O uso de aspas se refere ao fato de que apenas no limite assintético
ela pode realmente ser considerada uma relacao de dispersao [34]. Na aproximagao para

ondas com comprimento de onda longo, podemos expandir o integrando para obter

2
exl+ L =0 — patiwp, (2.1.32)
p

ou seja, oscilagoes para as quais k& — 0 sao senoidais e nao sao amortecidas. Essas os-
cilagoes sao conhecidas como ondas de Langmuir. A préxima correcao é obtida expandindo
(2.1.23) na forma

iw? Jfo(u) iku  k*u? k3u?
1-—FL 1-— — — = 0. 2.1.
/{:ngp/ u { » 2 +0 ( e )} du =0 (2.1.33)

O célculo que segue é simples, mas um pouco longo e nao revela nenhuma informacao
essencial sobre o processo, podendo ser conferido no artigo original de Landau [1] ou em

livros-texto da area de Plasmas como [34] ou [60]. Ao fim do cabo, obtemos a relagao
w? = wh + 3k*(u?), (2.1.34)

sendo (u?) = [ dufo(u)u®/ngy a velocidade térmica média dos elétrons. A relagao acima é

a famosa relacao de dispersao de Bohm-Gross. A existéncia do decremento v em (2.1.30),
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no entanto, adiciona mais uma correcao, que rapidamente vai a zero a medida que £ — 0.
A obtencao desse decremento é possivel alterando o caminho de integracao de um corte
de ramo para um semicirculo que passa ao redor do ponto u = —py/ik [1], e, através de

aproximacoes sucessivas, rende o resultado

3
_ mwp [(dfo
v = TWE (du)u:p. (2.1.35)

ik

A quantidade acima é conhecida como taxa de amortecimento de Landau.

2.2 Modos BGK

O tratamento de Landau é o tratamento padrao para se estudar a equacao de Vlasov
linearizada, e nos leva ao resultado do amortecimento nao-colisional assintético conhecido
como amortecimento de Landau, como vimos na secao anterior. E possivel, no entanto,
se estudar os fendomenos nao-lineares contidos na equacao de Vlasov, seguindo o método
proposto por Bernstein, Greene e Kruskal em 1957 [61], chegando-se aos chamados modos
BGK, que nao apresentam o amortecimento de Landau.

De modo geral, as premissas tedricas serao as mesmas da se¢ao anterior, com algumas
diferencas. A primeira consideracao que precisamos fazer é a de que iremos trabalhar no
chamado referencial da onda, que se propaga com a velocidade de fase da onda, sendo as
quantidades relevantes, portanto, independentes do tempo. Diferentemente do caso an-
terior, nao consideraremos aqui os fons como imoveis, sendo eles governados pela funcao
de distribui¢ao f = f.(z,v), em oposicao a funcao dos elétrons f = f_(z,v). Iremos, no
entanto, considerar que a fungao fi(z,v) é conhecida previamente. Dadas essas consi-

deracoes iniciais nds temos o sistema de Vlasov-Poisson

afi(zv U) T ia¢<z> afi(zu U)

)p————

0z my 0z ov

% - 5_60 [/ f_(z,v)dv—/er(z,v)dv} . (2.2.2)

A solugao geral para (2.2.1) é dada por

f = fe(Ey), (2.2.3)

=0, (2.2.1)

sendo .
E. = émiUQ +egp (2.2.4)

a energia total de cada particula.
Precisamos falar agora dos elétrons aprisionados! [60] [61]. Vamos supor um potencial

continuo ¢(z) com valor maximo ¢ = @pa, € valor minimo ¢ = Gyi,, possuindo vales e

L A expressdo original em inglés é trapped electrons. Uma traducdo comum é “trapado”, mas essa palavra

significa “batido contra uma superficie para fazer barulho”. Existe, no portugués, a expressao “trapa’,
que significa “armadilha em forma de cova”, que, de fato, seria a analogia correta. No entanto, como
trapa é um arcaicismo que nao possui participio, optamos por usar a expressao “aprisionados”.
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picos, delimitados por pontos z = zy tais que %’z:zo = 0. Por simplicidade, considera-
remos que todos os vales e picos possuem a mesma amplitude (como, por exemplo, um
potencial senoidal), embora o que iremos falar seja facilmente generalizavel a pulsos ar-
bitrarios. Um elétron que possui energia F_ < —epn;, sO pode existir em regioes “abaixo”
dos picos (devido as suas cargas negativas), sem conseguir cruzar para outras regioes do
potencial. A esse fenomeno se da o nome de aprisionamento de elétrons, e, juntamente
com o fenémeno do agrupamento (tradugao livre da expressao inglesa bunching), é um
dos fenomenos principais que governa o movimento de particulas carregadas sujeitas a
um campo elétrico oscilante. Similarmente, fons sujeitos a condi¢ao e@uin < Fy < €Prmaz
estarao aprisionados nos vales do potencial. Para que as fungoes de distribuigao fi sejam
independentes do tempo, é necessario que as particulas em cada regiao de confinamento
estejam igualmente divididas em relacao as duas diregoes da velocidade. Elétrons com
E_ > —epum e fons com E, > epnq estao livres para se mover para a direcao que
quiserem e sua distribuicao no espaco das velocidades é arbitréria.

Com essas consideragoes, podemos substituir (2.2.3) e (2.2.4) na equagao (2.2.2) para
obter

doz) e\ [F__FE)dE ¥ f(E)dE
dz? €0 [/_e¢ \/Zm_(E + egb(z)) /eq5 \/2m+<E — €¢(2>) . (2.2.5)

A equagao acima pode ser encarada como uma equacao diferencial para o potencial ¢(z)
em que as fungoes de distribuicao sao conhecidas, ou, como iremos fazer, como uma
equagao integral para a funcao dos elétrons aprisionados.

Caso conhegamos a priori o potencial ¢(z), que determina a densidade de carga
plep) = —eod?¢/dz?, a funcao de distribuicao f,(F) dos fons e a funcao dos elétrons

nao aprisionados, f_(F) para E > —e@uin, podemos escrever (2.2.5) como

“min f (E)dE

o amBren ) (2.2.6)
sendo
_ E)dE > f-(E)dE
gled) = / \/2m+ - egb —edmin V/2m_(E + e9) (2.2.7)

a densidade dos elétrons aprisionados no ponto z sujeito ao potencial ¢(z). A solugao da

equagao (2.2.6) pode ser obtida mediante uma transformada de Laplace, viz.

V2m_ Eodg(v) av
T Jep AV N —E -V’

f(B) = E < —ehmin, (2.2.8)

sendo V' uma varidvel muda de integracao com unidade de energia.
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Ao substituirmos (2.2.7) em (2.2.8) e realizando algumas das integragoes, obtemos [61]

/i [ dolV) fcbmn 5 £
f-(B) = ¢mm dVv E V /_ ebamin — €Pmin V E

,/ © (v (E+ V)2
/mm av 2 [\/V b — V—F — cmm] dV, E < —epmm. (2.2.9)

O resultado acima é conhecido como modos de Bernstein-Greene-Kruskal, ou, simples-

mente, modos BGK.
Seu limite linear pode ser obtido estudando o caso de baixas amplitudes, para os quais

e(¢mam - ¢min) < (mv2/2>, (2210)

0 que nos permite expandir f_ em poténcias de e(¢ar — Pmin) € integra-la por partes .
O resultado é [61]

f—(E) = M {2[_e¢mzn - E]%N/<e¢min) + %[_eqsmin - E]%N”(€¢min) + O [(_e¢min - E)

ot

|

e

N[

/_ DVV=3 f' (V) = 7] —eGumin — E|f'(—Chmin)+

e¢min

+ %{Trf<_e¢min) + 2[_€¢min - E]

]}+l &{2[—e¢min—E]5/w dvvéf;(vHO[(—e%m—E)%”,

m my
(2.2.11)

e

+O[(_e¢min_E>

€@Pmin

em que um apostrofe expressa a derivada da funcao em relagao ao seu argumento.

Tanto a expressao (2.2.9) quanto seu limite linear (2.2.11) ndo apresentam nenhum
termo de amortecimento. Em outras palavras, a solucao nao-linear da equacao de Vlasov
nao apresenta o amortecimento de Landau. Essa aparente contradicao pode ser explicada

usando os modos de Case-van Kampen, que estudaremos a seguir.

2.3 Tratamento de van Kampen

Vamos partir do sistema de equagoes (2.1.15):

8
8]} + kv, fr + z— fO

=0,
(2.1.15)

kP = / fudv,

sO que, agora, ao invés de considerarmos o sistema como um problema de valor inicial e
usar a transformada de Laplace, vamos prosseguir de maneira diferente.

Eliminando ¢, mutuamente entre as duas equacgoes, obtemos

%4‘ ikv, fi — afo/fk kv’ t)dv' = 0. (2.3.1)
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van Kampen fez outra transformada de Fourier, desta vez no tempo, presumindo que cada
fr seja da forma

fe(k,v,t) = f,(k,v,w)e ™, (2.3.2)

sendo que w € uma constante real e arbitraria.
Inserindo (2.3.2) em (2.3.1), obtemos

(vz— %) fo= “F 8fo/fw(k,v’,cu)dv’. (2.3.3)

k%ng Ov,

Notando que k aponta na dire¢ao z, podemos, como no tratamento de Landau, fazer
folbu,w) = [ [ fulk,v,w)dv,dv, e escrever f,(k,u,w) como f,(u) por brevidade. A

equagao acima pode, entao, ser integrada imediatamente nos eixos v, e v,

(1= 2) fulw) = —netu) / fo)dud, (2.3.4)

em que nc(u) é
_wp 0
k2ng Ou

ne(u) = /fo(v)dvxdvy. (2.3.5)

Escolhendo a normalizacao
/fw(u)du =1, (2.3.6)

a equagao (2.3.4) se reduz a

(u=%) fulw) = —nc(w). (2.3.7)

A normalizagao (2.3.6) nao é, a principio, justificada, exceto pelo fato que a integral de
() ndo pode ser nula. E necessario resolver (2.3.7) e conferir se a solucdo atende

condicao de normalizacao, razao pela qual a solucao 6bvia

ne(u)

Jolbow @) = =000

(2.3.8)

nao é aceitavel, como é facilmente demonstravel.

Van Kampen [35] argumentou que, uma vez que f,(u) é uma funcao de distribuigao,
sua maior utilidade estd no célculo de médias, ou seja, na integracao do produto de
fu(k,v,w) com outras fungoes. f,(k,v,w) ndo precisa, portanto, ser uma fungao livre
de singularidades, apenas uma distribuicao de Schwartz, ou funcao generalizada, desde
que haja uma prescricao de como se integrar ao redor dos polos. Fungoes de suporte
compacto, para as quais fo(v) = 0 para |v| > Unae, €m que v, é a velocidade a partir
da qual surgem os polos, sao capazes de solucionar matematicamente o problema, mas
sua validade fisica é discutivel . Vamos denominar as solugoes de (2.3.7) como f,(u), em

que v = w/k é a velocidade de fase. A equacao (2.3.7) se torna, entdo,

(u—v)fo(u) = —nc(u), (2.3.9)
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que, é bom lembrar, é, formalmente falando, a equagao

W—ummoz—wwx/ﬁwmw (2.3.10)

com a normalizagao (2.3.6)

Juntamente com (2.3.9), é interessante estudar as solugoes da equagao adjunta

<u—mﬁwy:—/mmmﬁmmw, (2.3.11)

que, como logo veremos, serd importante para se estudar a ortogonalidade dos modos
resultantes.
Case [36] classificou as solugoes de (2.3.9) e (2.3.11) para v € R e v € C, respectiva-

mente, nos Casos 1 e 2, sendo aquele dividido em trés subcasos.
e Caso la: no(v) #0

Temos que a solugao de (2.3.9) é dada por

() = —P 1y e — ), (2.3.12)

(u—v)

sendo que o simbolo P indica que deve se tomar o valor principal de (v — )71
A(w, k) é uma funcao arbitraria a ser determinada pela normalizagao (2.3.6) e ¢ é a
“funcao” delta de Dirac. Esse é o tinico caso possivel caso fy seja Maxwelliana, e foi
0 unico caso estudado por van Kampen [35] e em livros-texto como, por exemplo,

[60]. A normalizacdo (2.3.6) nos impoe

Mm:1+P/ﬂﬂﬂ@. (2.3.13)
u—v
Ja para (2.3.11), escolhendo a normalizagao
/nc(u')f,,(u')du’ =1, (2.3.14)
temos que a solucao sera
fo(u) = —Pu — + Av)d(u —v), (2.3.15)
com (2.3.14) impondo
N ne(u)du N A(v)
Sone() =1+ [ TR _3w) - A = 2 2:3.16)

e Caso 1b: ne(v) =0

Nos obtemos o mesmo resultado do caso anterior,

fo) = — P\ — ), (2.3.17)

(u—v)
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com a diferenca que agora nao é necessario prescrever o valor principal P para

A@%:Lﬁ/@ﬁﬂ@. (2.3.18)

V—V

O conjunto dos v que solucionam os casos la e 1b é denominado de ¥. A solugao
da equagao adjunta é
Fulw) = 6(u —v), (2.3.19)

como pode ser conferido ao inseri-la em (2.3.11), que se torna nula de ambos os

lados.

e Caso lc: ng(v) = Av) =0

O Caso 1c sé permite um conjunto finito de solugoes discretas v;, i = 1,2,....m
[36]. As solugoes de (2.3.9) sao dadas por

ne(u)
() = fi(u) = — , 9.3.20
fula) = filw) = 22 (2:320)
enquanto as de (2.3.11) sdo, escolhendo novamente a normalizacao (2.3.14),
Fulw) = filw) = —— (2.321)
v\u) = L\u) = — 0.
‘ U —v;
e Caso 2
Para v complexo, temos que
fo(u) = et (2.3.22)
u—v

Assim como para o Caso lc, temos que v forma um conjunto de pontos discretos

vi,j=m+1,m+2,...,n, e, sem surpresa, temos

filw) = —— (2.3.23)

U—Vj

De forma sintética, podemos dizer que a solucao de (2.3.9) é dada pelo conjunto

continuo das solucoes para v real

fo(u) = —P (ZC_(“V)) +AW)S(u - v), (2.3.24)

sendo que n¢(v) e A(v) nao sejam simultaneamente nulos, mais o conjunto discreto das

solucoes para v;, sendo que v; € R e

mﬁ@zozA@051+/@ﬂﬂ@, (2.3.25)

u—v;

ouy; € Ce

/ﬁﬂ&@:L (2.3.26)

U —v;
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Os modos (2.3.24) sao conhecidos como modos de Case-van Kampen ou simplesmente
modos de van Kampen.

Vamos reescrever as equagoes (2.3.10) e (2.3.11), respectivamente, como

v () = uf, + no(u) / £ () dut (2.3.27)

Vi (u) = uf, + /nc(u’)fyr(u')du’. (2.3.28)

Multiplicando esta por f,(u), aquela por fo (u), subtraindo uma da outra e integrando

em funcao de u, obtemos
(v—1) /f (u) f,(u)du = 0. (2.3.29)

Em outras palavras, temos que as funcdes f,(u) e f,(u) sio ortogonais para v # /. Como
conhecemos essas fungoes, podemos estudar a ortogonalidade dos modos de van Kampen
para v = v/, de forma a podermos usa-los em uma expansao de um disturbio inicial.
Os Casos 1c e 2 geram o mesmo resultado. Temos, portanto, trés situagoes:
e Espectros discretos (Casos 1lc e 2)
Temos
/fi(u)fj(u)du = 0;5C%, (2.3.30)
sendo

C; = /M (2.3.31)
Como v; é um zero simples de

m / ne(wde _ (2.3.32)
temos que C; # 0.

e Caso 1b
Usando (2.3.17) e (2.3.19), temos que

/fu’(u)fu(u)du =Av) [ 6(u—v)o(u—1v")du — 73/
=Aw)d(v —1) =
[ it = i —v)
(2.3.33)

sendo que o termo do valor principal se anula porque ela exclui o ponto u = v e,
portanto, vai a zero devido as propriedades da “funcao” delta de Dirac. Com isso,
temos que C, = A(v) # 0.
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e Caso la

O Caso la é o mais complicado, uma vez que vamos integrar o produto de duas

distribuicoes “complicadas”, que incluem valores principais. Temos entao que

/ For () £, (1) s = / [7: ! 73’70—(“)} du + AA) / 5w — 1)8(u — /) du—

u—v u—v ne (V')

2 [ty N [ i) =
c (v u—=v “r
) - L_prc()] gz, AN e
/fy,(u)f,,(u)du = / {Pu — P = V] dut+ = O(v —v)+
+ [Av) — )\(1/)]731/, 1_ o

(2.3.34)

O primeiro termo do lado direito da equacgao acima pode ser estudado usando a

seguinte férmula deduzida por Lambert, Best e Sluijter em [62]:

u—vu—1v v—v|lu—v u-—v

PP P ,[ P P /] + 725w — 1 )5(v — 1), (2.3.35)

que nos da

/ For () £ () = / e (u) { P__7 } - fy/ 22y — ) / no ()3 (u — ') du+

MOAW) s i s L
0 =) £ A0) = AP

vV —v

_{/TIC(U) M_DV - ui] du — \(v) +/\(z/)} ny/+
N N (v) + 70 (v)

ne(v)

d(v—1).
(2.3.36)

Usando a definigao para A(v), (2.3.13), podemos ver que o termo entre chaves é nulo

e, com isso, temos que a ortogonalidade dos modos de Case-van Kampen é dada por

/ Fo () o (w)du = Cod(v — o), (2.337)

com
N(v) + 7 (v)

. )

£0 (2.3.38)

Vamos agora demonstrar que os modos de Case-van Kampen formam um conjunto
completo, no sentido em que “qualquer” funcao arbitraria f(u) definida para —oo < u <

oo pode ser decomposta na forma

fl) = Y achiu) + / AW) f, (w)dv. (2.3.39)
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Case [36] aponta que uma condigao suficiente, mas nao necessdria, para a validade da

analise de completeza que segue, é a de que a funcao decomposta atenda a condicao de
Holder
| (up) = f(ua)| < Afup — ual”, (2.3.40)

em que A e y sao constantes positivas chamadas de constante e indice de Holder, respec-
tivamente [63], mas Case supoe que a completeza é provavelmente vélida sobre condigoes
muito mais fracas também.

Multiplicando ambos os lados por f;, integrando em funcio de v e usando (2.3.30),

temos que |
a; = a/fz(u)f(u)du, (2.3.41)

o que faz com que o nosso trabalho passe a ser provar que sempre é possivel encontrar

A(v) para a equagao
F(u) = / AW) f, (u)dv, (2.3.42)
com ¢'(u) = g(u) — > a; f;(u). Inserido a solugao dos casos la e 1b para f,(u) na equagao

acima temos

f(u) = A(u)\(u) + 770(“)73/ ji(y_)iy, (2.3.43)
sendo
Au) =1+ 7?/ %. (2.3.44)

Definindo as fungoes

N(z) = L/M, (2.3.45)

21 V—2z
1 ne(u')du’
= | =77 2.3.46
Q) 27rz'/ u —z ( )
€ 1 f/( /)d /
u)du
Miz)= — | ——~— 2.3.47
(2) 2mi -z’ ( )

em que z é uma variavel complexa. N(z), Q(z) e M(z) sao, assumindo que A(v) exista,
analiticas, com cortes de ramo (“branch cuts” em inglés) no plano real e somem para

z — oo. Vamos também definir N*(z) = : (h)moa[ N(z), e similarmente para Q*(z) e
m(z)—

M#*(z). Nés temos entdo as relagoes

NT™(u) = N (u) (2.3.48a)
mi[NT (u) + P/ =, (2.3.48b)
Q" (u) — Q" (u) = nc(u (2.3.48¢)
mil@" (u) + / =AM - 1, (2.3.48d)

M*t(u) — M~ (u) = (2.3.48¢)
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que podem ser substituidas na equagao (2.3.43) resultando em
{N*T(w)[1 +2miQ u — M (u)} — {N~(w)[1 + 2miQ~ (u)] — M~ (u)} = 0. (2.3.49)

Supondo agora que N(z) exista e seja uma fung¢ao analitica no plano complexo com
cortes de ramo no eixo real, seja nula no infinito e cuja passagem pelo eixo real obedeca
a equagao (2.3.49). Podemos entao construir a seguinte fungao analitica em todo o plano

complexo:

J(z) = N(2)[1 4+ 27iQ(z)] — M(z). (2.3.50)

Como a fungao J(z) é analitica para todos os pontos e nula no infinito, pelo teorema de

Liouville, entao, ela é nula para todos os pontos. Temos entao a equagao para N(z) é

M(z)

NG = o)

(2.3.51)
As Unicas singularidades possiveis para N(z) sdo as raizes de 1 —2miQ(z) = 1+ [ %ﬁjul,
que sabemos ser v;. A condicao

M(v) =0 (2.3.52)

é, portanto, suficiente para que N(z) exista e, portanto, por (2.3.48a), A(v) exista. Ex-

pandindo, temos

[ fW)du

== p—
fu)du fi(u)du B
w—v; Z 4 u—v;

(2.3.53)

o que nos dé a equacao (2.3.41). Provamos, portanto, que o conjunto das fungoes f,(u),
veX e fi(u), (t=1,2,...,n), é completo para fun¢oes f(u) definidas em X.

Para entendermos o significado fisico dos modos de Case-van Kampen, temos que
voltar aos modos BGK. Como vimos na secao anterior, a introdugao do conceito de
elétrons aprisionados leva a quebra da teoria linear. Em seu artigo original [61], Bernstein,
Greene e Kruskal propoem o seguinte “resgate” a teoria linear: seria suficiente a uma teoria
de primeira ordem reproduzir corretamente os momentos da fungao de distribuigao, dados,

em geral, por

N{@®) = /dwCF(:c,v), (=0,1,2,.... (2.3.54)

Representando agora a fungao de distribuigao dos elétrons com velocidade v > 0 (v < 0)

por F* (F~) e notando que, para os elétrons aprisionados, F™ = F~ = %F , podemos
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escrever a equacao acima como

N{°) = /_—w dvF~ [m(v? — w?)/2)v+

[e.e]

+ /w dv%F[m(v2 —w?)/2vs+

—w

+ /Oo dvF[m(v? —w?/2v¢, (2.3.55)

w

sendo w = \/ 2e(¢p — dmin)/m. A integral do meio do lado direito representa o efeito dos
elétrons aprisionados no momento de ordem (. Expandindo as integrais acima e mantendo

apenas os termos até a primeira ordem, obtemos

N{@°) = /: dvv® {F‘(mv2/2) -
+ /w dv%vc [F(O) + avw? — v? + b(w? — U2)] +

—w

+ / et [F+(mv2/2)) - A0 Onn) aF_Omﬂ/Q)] (2350

6(¢ - ¢mm) aF* (m’t)2/2):| +

mu ov

w mu ov

com os coeficientes a e b dados pela equagao (2.2.11) [61].

A fungao de equilibrio (ou de ordem zero), fo(v) é dada por
fo(v) = Fr(mv?/2)H (v) + F~ (mv?/2)H(—v), (2.3.57)

em que H(v) é a funcdo degrau de Heaviside. A medida que nos aproximamos do limite

das baixas amplitudes, w < (¢ — Pmin) — 0, € (2.3.56) pode ser escrita como

N{v®) = /dvv<f0(0)+

+ el$ — émin) _m¢mm)77/dvv<_l—a"giv)+

+ /w dvvcé [—va‘];o—z(}v)

+a¢m] . (2.3.58)

—w

v=0

Uma funcao F(x,v) capaz de gerar (2.3.58) quando inserida em (2.3.54) é

,Pe((b - (bmm) afo(v)
ov

muv

F(z,v) = fo(v) — + cd(v), (2.3.59)

com a constante ¢ determinada por (2.3.58). A funcdo F'(x,v) acima é, claramente, um
modo de Case-van Kampen. Nesse sentido, portanto, os modos de Case-van Kampen
podem ser entendidos como o limite dos modos BGK para baixas amplitudes.

Vale a pena debater aqui um pouco mais da fisica dos elétrons aprisionados. Uma
particula carregada sujeita a um potencial que oscila com uma frequéncia w “sente”,

devido ao efeito Doppler, uma frequéncia @ = w — kv. Uma particula carregada para a
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qual @ = 0 (ou seja, uma particula com v = v) alterna entre posigdes de fases opostas. No
referencial da onda, a particula oscila. A essa particula damos o nome de “aprisionada”
[60]. Com isso em mente e a andlise dos paragrafos anteriores, torna-se claro o significado
fisico dos modos de Case Van-Kampen: a parte principal representa os elétrons livres,
enquanto a delta de Dirac representa os feixes de elétrons aprisionados.

Vamos agora usar a completeza dos modos de Case-van Kampen para solucionar o pro-
blema da perturbacao em um plasma. Existem algumas deducoes matematicas possiveis,
sumarizadas em [62], mas vamos seguir aqui a apresentada por Pécseli em [64], que mais
se assemelha ao estudo feito por van Kampen [35]. Ao invés de estudar o caso geral, como
fizemos ao decorrer dessa secao, mas um caso mais proximo ao que estudamos na se¢ao
sobre o tratamento de Landau, no qual um plasma se encontra inicialmente em equilibrio
estavel, para o qual sabemos [62] que os fatores a; sdo todos iguais a 0. Temos entao que

nossa funcao de distribuicao é dada por

flx,u,t) = //A(k:, v)f(k,u,v)exp[ik(z — vt)| dkdy, (2.3.60)

sendo a solugao inicial

flz,u,t=0)=g(x,u) = //A(k, V) f(k,u, v)e**dkdy. (2.3.61)

Fazendo a transformada de Fourier da equacao acima, omitindo a dependéncia em k e
inserindo (2.3.12) e (2.3.13), obtemos

gr(u) = nC<U)P/MdV+A(U) (1 —f—P/ Mdu) . (2.3.62)

u—v u—vrv

Vamos agora pressupor que A(v) seja uma fun¢ao de quadrado integrével. Ela tem,
entao, a propriedade de poder ser decomposta em uma “parte de frequéncia positiva”
A, (v), continuada analiticamente na metade superior do plano dos v complexos e uma
“parte de frequéncia negativa” A_(v), continuada analiticamente na parte inferior do

mesmo plano [35], [64]. Matematicamente, temos

Alv)=A (v)+ A_(v), (2.3.63a)
Ay (v) = / ®(p)e? dp, (2.3.63b)
0
0
A (v) = / B(p)e™ dp. (2.3.63¢)
As fungoes acima também nos permitem definir a fungao A, = —i(A, — A_), que possui
a propriedade [35]
1 A
A (v) = —P/ﬂdfy. (2.3.64)
T v—ry

Temos também, naturalmente,

(A(v) £iA, (1)) (2.3.65)
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A mesma andlise é vélida para gi(k,u) e nc(u). Omitindo temporariamente as de-
pendéncias em u e v por questao de clareza e substituindo (2.3.63) e (2.3.64) em (2.3.62),

obtemos
Gt + gr— =tm(ne +n-) (Ao — Ap) + (Ap + A (L +im(n- —ny)) =
—imneA Y imn, Ay 4 i A- — AT
+ A +A +MQ imny AL 4 imn_ A —MQ

Gt + ge— =(1 = 2miny ) Ay + (1 + 2min-)A_.

(2.3.66)

Como a decomposicao gi(u) = gr+(u) + gr—(u) apresenta unicidade [64], podemos “inver-

ter” a equagao acima e escrever

k+ k-
A=A A_= 2.3.67
+t 1 — 2min, * 1+ 2min_’ ( )

desde que 1 F 2min.(v) nao possua raizes no plano superior (+) ou inferior (—) do plano
dos v complexos [35], o que é automaticamente garantido pela nossa presungao de uma
fungao de equilibrio (cujos efeitos estao contidos em 7) estavel [64].

Inserindo agora (2.3.67) em (2.3.60) e integrando em relagao a u, obtemos a densidade

n(z,t) = / / ( 1_9;“ SR )exp[i (x — vt)]dkdy, (2.3.68)

mint 14 2min_

que nos da o campo elétrico

e l Jr+ Gk :
E = — - — . 2.3.
(x,t) = // k (1 e + 7 n 27rz'77) explik(x — vt)|dkdv (2.3.69)

O lema de Riemann-Lebesgue nos diz que a transformada de Fourier de uma funcao
Lebesgue integravel ¢ 0 no infinito [65]. Esse ¢ exatamente o caso do campo elétrico F(x, t)
acima, que se anula para r — 0o, t — o0. Esse resultado é conhecido como mistura de
fases [32], [64], [62], e d4 uma nova interpretacao ao amortecimento de Landau. Embora os
modos de van Kampen individuais nao sejam amortecidos, a mistura de diversos modos,
correspondentes a diferentes v para um mesmo k, leva ao amortecimento da perturbagao

para tempos assintoticos.
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3 Plasmas Quanticos

3.1 Tratamento de Landau

O andlogo quantico do sistema de Vlasov-Poisson para uma dimensao é o sistema de

Wigner-Poisson [44], dado pela equacao de Vlasov quantica

oF ~ OF , , ,
E—i—va—x —/dv Ky p|v' — v, z,t] F(z,v', t) (3.1.1)

e pela equacao de Poisson

% - ° (/ dvF(z,v,t) — n0> : (3.1.2)

€o

em que o funcional K, [¢p|v) — v, z,t] é igual &
. _dem [ ds im(v' —v)s ( ( s ) B ( s ))
Kyplv' —v,z,t] = . /27Thexp( - X (¢ x+2,t oz 2,t )

(3.1.3)

A fungao F(x,v,t), que descreve o estado do plasma, ndo é mais uma distribui¢ao de pro-

babilidades no sentido convencional, mas uma distribuicao quasiprobabilistica de Wigner
(que iremos, por economia, doravante chamar apenas de “funcao de Wigner”), definidas

para a func¢do de onda ¥(z,t) como

F(z,p,t) = . /dsexp (z’n;;;s) v (x + g,t) 1\ (m + %,t) . (3.1.4)

21h

A funcao de Wigner pode assumir valores negativos, e por isso nao é uma distribuicao de
probabilidades, mas ela pode ser usada da mesma forma que uma distribuicao de probabi-
lidades comum para calcular momentos como a densidade e a corrente de probabilidade,

respectivamente

n(x,t) = /dvF(x,v,t), (3.1.5)

J(x,t) = /dvF(x,v,t)v. (3.1.6)

A escolha pela notagao em uma dimensao é meramente questao de conveniéncia, uma vez
que, quando necessario, é possivel facilmente generalizar para trés dimensoes.
Como no caso classico, vamos considerar que o plasma é descrito por uma fungao

F(z,v,t) = fo(v) + f(z,v,t). Fazendo agora a transformada de Fourier no espago,

f(a:,v,t):/fk(v,t)eikxdk, (3.1.7)

o(z,t) = / or(t)e™ ™ dk, (3.1.8)
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substituindo no sistema (3.1.1)-(3.1.2) e linearizando, obtemos

(9(9]} tikvfy = ﬂ@ /dv fol /—e p( vh— U)S) x (e™s/? — emihe/2) =
= autt) [ i)
ds , hk . hk\ m B
X/ﬁ{exp {z (U —U—i-%) 7} — exp {2 (U —v—%> ?}} =
= —%qﬁk(t)/dv’fo(v') {5 (v —v+ %) -9 (v’ —v— %)} =

3@]} +ikvf = —cbk(t) {fo (U + %) — fo (U - %)} ;

—k2u(t) = g—eo/dvfk(v,t). (3.1.10)

Em concordancia ao que realizamos para um plasma classico, vamos considerar o

(3.1.9)

problema de valor inicial fi(v,0) = g(v), definir as transformadas de Laplace

/ Foe Pt
b = /0 ore P,

multiplicar (3.1.9) e (3.1.10) por e ?" e integrar de 0 ao infinito para obter o sistema

(3.1.11)

w0 0) + 50 [ o (04 o)~ o (0= 3 )] = (3.1.12)
— k2, = i/dvfp(v,t); (3.1.13)

Repare a leitora ou o leitor que, no limite A — 0, o sistema acima se torna o sistema
(2.1.18), como era de se esperar. Isolando f,(v) e substituindo na expressdo para ¢,

obtemos, respectivamente,

g — %lfo(v+ hk/2m) — fo(v — hk/2m)]¢,

3.1.14
fp(v) P+ kv ( )
e
IO
€ +zkv
Cbp — 72 ie2 v pﬁk 2m) v—hk/2m (3115)
k?co1 — e ffo (v+hk/ pﬂgg( /2m) 10
Definindo a permissividade elétrica de um plasma quantico g na forma
‘o B imw? / fo(v + hk/2m) —'fo(v — hk‘/Qm)dU’ (3.1.16)
nohk? p+ kv
podemos escrever (3.1.15) como
1 d
e L [gdv (3.1.17)

k%coeq ) p+ikv



3.2. Tratamento de van Kampen 39

O célculo a partir daqui é idéntico ao realizado na secao 1.1, e serd ignorado por
questao de brevidade. Fazendo as contas, obtemos a relacao de dispersao [44]
h2k*

2 2 2.2
w* =wh + (v)+4m2,

(3.1.18)

conhecida como relagao de dispersao de Bohm-Pines, o equivalente da relacao de Bohm-

Gross (2.1.34) para um gas de elétrons degenerados; e a taxa de amortecimento quantica
Vg [44]

o Twh (fo(ip/k + hk/2m) — fo(ip/k — hk:/2m)>
70T T k2 hk/2m ‘

Imediatamente é possivel notar que, no limite & — 0, ambos os resultados se tornam suas

(3.1.19)

contrapartes cldssicas, isso é, (3.1.18) se torna (2.1.34) e (3.1.19), a taxa de amortecimento
de Landau (2.1.35).

3.2 Tratamento de van Kampen

Vamos agora partir das equagoes (3.1.9) e (3.1.10)

ofe . e hk hk
Wvirti= o | (v ) (-0 1
—k2g(t) = f/dvfk(u,t). (3.1.10)
0
Vamos, como para o caso cldssico, isolar ¢y (t) para obter

0 2 hk hk
% + zkvfk = %280 |:f0 (U —+ %) — fo (’U — %)1 /d?}/fk(vl,t) (321)

e realizar a transformacao de Fourier no tempo

fk(v,t):/fw(v)e_wdw (3.2.2)

para obter, por fim

(kv — w) f — TP {fo (v + hk) — £ (v _ %)} /dv’fw(v’). (3.2.3)

" nohk? 2m

Escolhendo a normalizagao
/dvfw(v) =1, (3.2.4)
e definindo v = w/k, podemos escrever a equagao acima como

(v = V) fu(v) = =ng(v), (3.2.5)

sendo a funcao eta de Case quantica ng(v) definida como

2 hk hk
ne(v) = —Szggg [fo (v + %) — fo (v - %)] . (3.2.6)
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Fazendo o limite cldssico & — 0 em 7¢(v), obtemos

ﬁdfo(v)'

7111—r>r(1) o (v) = Ckng dv (3:2.7)

Por completeza de argumento, vamos calcular a fungao eta de Case classica nc(v) para o

caso unidimensional. O sistema de Vlasov-Poisson se torna

df1 ofi e 0¢ dfy

E ’U% + E%d_v - O, (3.2.8&)
Py e
@ = E—O/dvfl(x,v,t). (328b)

Fazendo as expansdes fi(z,v,t) = fo(v)e'®>= ¢ ¢(x,t) = ¢,e'**=“" ¢ inserindo no

sistema acima, nos obtemos

ek dfy
(]{ZU — w)fw(v) + E w% = O, (329&)
k¢, = f / dv fo,(v). (3.2.9b)

0
Eliminando ¢, mutuamente, obtemos
2
_ _ wp % / /

(v —w/k)fu(v) = e do /dv fu (@), (3.2.10)

0 que sugere que, no caso unidimensional,

2
wp oy (v), (3.2.11)

e (v) = _ano dv =0

o que demonstra que, para h — 0, ng(v) = nc(v).

Temos, com isso, que a equagao (3.2.6) é idéntica a equagao (2.3.9) e, portanto, as
solucoes f,q(v) possuem a mesma forma do modos de Case-van Kampen cléssicos f, (u)
e uma mesma primeira analise pode ser feita.

Em particular, isso sugere uma interpretagao fisica similar, de que nos modos quanticos
o termo do valor principal representa os elétrons livres, enquanto a delta de Dirac repre-
senta um feixe de elétrons aprisionados, responsaveis pela singularidade que surge na
matematica do tratamento de Landau. Deve ser levado em consideragao, no entanto, que,
diferentemente do caso classico, aqui os elétrons podem tunelar, escapando da regiao de
confinamento. Mais investigagoes nesse sentido seriam necessarias.

Vale a pena enfatizar, no entanto, de que os modos classicos e quanticos nao sao

idénticos, stricto sensu. Embora ambos possuam a mesma forma

F0) = —n(v)—— + (1 +P/Mdv') (v —v), (3.2.12)

v—Vv v —Vv

explicitando as funcoes eta de Case nc(u) e n¢g(v), temos

foou) = 2 afOZ(u)( P )+(1 wp /afOZ/a“,du) Su—v),  (3.2.13)

k%ng Ou u—v k2ng uw —v
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ny<v>:—f—§Z';[fo( i) (v a)] (525) +

(1 N mw? P fo(v' + hk/2m) — fo(v' — hk/2m)

/ J——
nohk? Y dv) S(v—v), (3.2.14)

sendo

fo:(u / fo(v)dv,dvy. (3.2.15)

Ja demonstramos que ng(v) — nc(u) quando A — 0, de modo que (3.2.14) tende a
(3.2.13) no mesmo limite. As f, também nao sdo as mesmas. Para plasmas classicos, o

comum ¢ se escolher como fungao de equilibrio a distribuicao de Maxwell-Boltzmann

fov) = fars(v) = ng (7;—5)3/2 exp (—mgqﬂ) , (3.2.16)

sendo 8 = (kgT)~!, em que kp é a constante de Boltzmann e T, a temperatura. J4 para
um gas de férmions degenerado em um semi-condutor que obedece um Hamiltoniano do
tipo H = £(p) + @, sendo o potencial ¢ constante (como no nosso caso de um fundo de
fons imdveis), partindo do operador densidade no espago de Hilbert e o transformando
segundo a correspondéncia de Weyl, Camiola, Luca e Romano [66] acharam o seguinte
par de expressoes para a funcao de Wigner no espaco de Fourier das velocidades em treés

dimensoes:

—B(E+P—DF) _
forlt)= -1, (5 M—@F> +6(8) + ;5’(5), (3.2.17a)

5 S—E;bw—)i?p (27T)3 E+ O+ Py
€ﬁ(5+¢ ®r) g—F(I)—(I)F
fO, (U) T@F W , (3217b)
5 (2m)3

sendo ®r o semi-nivel de Fermi e I1(x) é a fun¢ao modificada de Bessel da primeira
espécie de ordem 1. Os autores descartaram (3.2.17a) como desprovida de significado
fisico devido a presenca das deltas de Dirac, mas, devido a forma dos nossos modos de
Case-van Kampen, é bem possivel que essa expressao seja correta, o que demandaria mais

investigagoes que fogem ao escopo do trabalho atual.

3.3 Espaco de Hilbert

A funcao de Wigner f(x,v) é a representacao no espaco de fase do operador densidade
p do espago de Hilbert [67], e esta pode ser obtida daquela para um espago 2n-dimensional

a partir da féormula

= m/d”s//d”xd”v

x+ §>f(a:, v, t)eim“'s/h<x - f‘, (3.3.1)
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que é um caso especial da correspondéncia de Weyl. Para as nossas fungoes

f(z,v,t) ka v, t)e*” = ZZ(JL] ik@=vit) £ (y // eFE £ (v)dkdy,

(3.3.2)

temos que a féormula acima se torna
—m/d” //dnxdn T+ > ZZCL P ”Jt)f (v)+

+ //A(V)eik(x_”t)fy(v)dkdv] eim”'s/h<x — % )

Como estamos trabalhando com a fungao de Wigner de um tnico corpo, que confinamos

(3.3.3)

a uma dimensao, n = 1, e obtemos
m/ds//da:dvx+ ZZaJZ (@=it) . (v)+
ik(z—vt) imu-s/h S|
+//A(V)e fy(v)dkdlj e <x— 5| =
_ f imu-s/h| ik(z—v;t) ( )
m/ds//dxdv‘x+2>e ZZ(LJ —U—l/+
// e'Hle=vt) —PnQ—(U) + Av)o(v —v) | dkdv <x - f)
v—v 2

A formula acima é geral e depende da funcao de equilibrio original, mas a principio

(3.3.4)

expressa corretamente o operador densidade na representacao da posicao do espaco de Hil-
bert de uma perturbacao formada pela mistura de modos de Case-van Kampen quanticos,
e dele podemos extrair as informagoes termodinamicas da perturbagao.

Para o caso estavel, no qual a; = 0, temos

:m/ds//dxdv‘x—i—§>eim”'s/hx

« / / A(w)etie=n (—PZQ—(UV) AW — y)) akdv(x 3| (3:35)

Pelo lema de Rienman-Lebesgue, temos que p(t) — 0 a medida que ¢ — oo, como era
de se esperar, demonstrando que a forma dos modos de Case-van Kampen no espaco de
Hilbert encerram em si o amortecimento de Landau, ao menos para o caso de equilibrio
estavel.

Mais investigagoes, que fogem ao escopo desse trabalho, seriam necessarias para de-
terminar as propriedades gerais de (3.3.4) e comparar as previsoes extraidas dessa com os

resultados ja consagrados da literatura sobre a funcao densidade de plasmas quanticos.
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Questoes interessantes seriam estudar se é possivel se obter a taxa de amortecimento
quantica (3.1.19) a partir de (3.3.4) e seu comportamento para h — 0.

Outra questao interessante seria usar a correspondéncia de Weyl que mapeia uma
fungao g(z,p) no espago de fase para um operador O(r,p) no espago de Hilbert, sendo r

e p os operadores de posi¢ao e momento, respectivamente [67],

N
(27)?

para o operador de Case g(z,p) = p/m — v, e estudar seus autovalores e autovetores.

O(r,p) = /g(x,p) exp [iT(p — p) +io(x — x)| drdodzdp (3.3.6)
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4 Conclusao

Comecamos o trabalho fazendo uma revisao dos resultados classicos. Em primeiro
lugar estudamos o tratamento de Landau para o sistema de Vlasov-Poisson linearizado.
Para uma plasma inicialmente em equilibrio estavel que sofreu uma pequena perturbacao,
fizemos a suposicao de que o estado inicial era conhecido e expandimos o sistema em uma
série de Fourier no espaco para, em seguida, fazer uma transformada de Laplace, mu-
dando do espaco dos tempos t para o espaco das frequéncias complexas p. Com isso,
conseguimos chegar a uma expressao para o potencial da perturbacao e para a permissi-
vidade elétrica do plasma. A expressao para o potencial pode ser estudada para tempos
assintoticos fazendo a transformacao reversa, que terd seu comportamento para t — 00
dominado pelos residuos do potencial no espago dos p, cujas singularidades sao as raizes
da permissividade. Fazendo algumas suposicoes sobre as singularidades, que sao equiva-
lentes a fazer consideracoes sobre a forma do equilibrio,obtemos como resultado para o
potencial no espaco dos t é uma funcao que decai exponencialmente para tempo crescente,
no fenomeno conhecido como amortecimento de Landau. A partir do estudo das raizes
da permissividade elétrica, obtermos uma relacao de dispersao para tempos assintoéticos.
Para ondas de alta frequéncia, encontramos as famosas ondas de Langmuir, que vibram
com frequéncia wp. Na proxima correcao, encontramos a relacao de dispersao conhe-
cida como relagao de dispersao de Bohm-Gross. Conseguimos também calcular a taxa de
decremento da perturbacao, conhecida como taxa de amortecimento de Landau.

Em seguida estudamos os modos de Bernstein-Greene-Kruskal, ou modos BGK, solugoes
nao lineares do sistema de Vlasov-Poisson dadas em termo da energia total. Seguindo a
teoria de Bernstein, Greene e Kruskal, incluimos no calculo os efeitos dos elétrons aprisi-
onados, elétrons de baixa energia que, como o nome indica, estao aprisionados “abaixo”
dos picos do potencial ao qual estao sujeitos. No referencial do laboratoério, o elétron apri-
sionado alterna entre posigoes de fase oposta, enquanto que, no referencial da onda, oscila.
Essa inclusao transforma a equagao de Poisson em uma equacao integro-diferencial, que
pode ser encarada tanto como uma equacao diferencial para o potencial gerado por uma
distribuicao conhecida de elétrons e fons, quanto como uma equacao integral para a funcao
de distribuicao dos elétrons aprisionados, para uma densidade de carga e distribuicao dos
ions e dos elétrons livres conhecidas. Seguimos por esta ultima abordagem e, através
da transformada de Laplace, conseguimos chegar em uma expressao nao linear para a
distribuicao de probabilidade dos elétrons aprisionados em fungao de sua energia total,
expressao essa conhecida como modo BGK, que nao apresenta amortecimento. Ao fazer
o limite de baixas amplitudes, chegamos em uma expressao que também nao apresenta
amortecimento de Landau.

Para resolver esse aparente paradoxo, mudamos o tema da revisao para o trata-
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mento matematico de van Kampen. Assim como no caso do tratamento de Landau,
nos comecamos expandindo o sistema numa série de Fourier no espago. Ao contrario
do que fez Landau, no entanto, eliminamos mutuamente o potencial entre as equacoes
de Vlasov e de Poisson e fizemos uma transformada de Fourier temporal na equacao re-
sultante. Com isso, conseguimos uma equacao integral para a distribuicao dos elétrons.
Normalizando a distribuicao a unidade e definindo a funcao eta de Case, que contém os
efeitos da distribuicao de equilibrio, obtemos uma equacao dependende da velocidade de
fase do elétron com forma similar a uma equacao de autovalor, a equacao de “autovalores”
de Case. A solugao deve atender a normalizagao adotada, e as solugdes que atendem essa
condicao, conhecidas como modos de Case-van Kampen, possuem uma parte principal,
dependente das condigoes de equilibrio, e uma “funcao” delta de Dirac, sendo esta pe-
sada por uma funcao da velocidade de fase. De posse dos modos de Case-van Kampen,
provamos que eles sao ortogonais entre si e que, portanto, eles podem ser usados como
uma base para decompor qualquer oscilacao arbitraria. A interpretacao fisica dos modos
foi estudada ao se olhar de novo para o limite linear dos modos BGK para os elétrons
aprisionados e constatando que ele leva a modos que também possuem um termo de delta
de Dirac, indicando que o termo principal se refere a contribuicao dos elétrons livres,
enquanto o termo da delta representa a contribuicao dos elétrons com velocidade préxima
a velocidade de fase que se encontram aprisionados . Apesar dos modos individuais nao
serem amortecidos, nés demonstramos através do lema de Riemann-Lebesgue que a soma

desses modos leva ao amortecimento da uma perturbacao inicial para tempos assintéticos.

Em seguida come¢amos uma revisao do tratamento de Landau quando aplicado a
sistemas quanticos descritos pelo sistema de Wigner-Poisson, cujos resultados ja eram
conhecidos da literatura. Assim como no caso cldssico, expandimos a distribui¢ao (neste
caso, uma funcdo de Wigner) dos elétrons em uma série de Fourier no espaco e fizemos uma
transformada de Laplace temporal. O procedimento matematico adotado foi o mesmo,
definindo uma permissividade elétrica e fazendo a transformada inversa de Laplace para
estudar o comportamento assintético do sistema, que apresenta amortecimento da per-
turbacao. Estudando as raizes da permissividade, encontramos a funcao de dispersao de
Bohm-Pines, que se reduz a funcao de dispersao de Bohm-Gross no limite 2~ — 0, bem
como uma taxa de amortecimento que também se reduz a sua contraparte classica no

mesmo limite.

Diferentemente do caso cldssico, nado exploramos os modos BGK quéanticos (ou modos
QBGK) por nao serem tao pertinentes a discussdo quanto seus equivalentes classicos, que
nos ajudaram a elucidar o significado fisico dos modos de Case-van Kampen, mas nada
nos impede de tecer alguns comentarios a respeito do assunto agora. A literatura sobre os
modos QBGK é relativamente parca. Lange, Toomire e Zweifel [68] demonstraram que o
sistema de Wigner-Poisson com condicoes de contorno periddicas sempre possui solucoes

de equilibrio tnicas em termo de alguma constante de movimento, e chamaram essas
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solugdes de modos BGK quanticos, ou modos QBGK. Demeio [69] expandiu a ideia apli-
cando métodos perturbativos préximos a solugao classica e estudou as orbitas resultantes
no espaco de fase, concluindo que algumas possuem apenas uma pequena correcao em
relacao a orbita cldssica, enquanto outras apresentavam forte comportamento quantico.
Haas e Shukla [70] obtiveram solugoes nao-lineares exatas dos modos QBGK propostos por
Lange, Toomire e Zweifel para a equacao de Vlasov quantica e para o sistema de Wigner-
Poisson unidimensionais. Mais recentemente, Haas [71] estudou solugdes do sistema de
Wigner-Poisson unidimensional dadas em funcao da energia e demonstrou que, no limite
semi-cléssico, elas podem ser expandidas em uma série infinita imediatamente integravel
em uma cadeia recursiva de quadraturas. Em uma anélise distinta, Haas, Manfredi e Feix
[72] estudaram solugoes estaciondrias para plasmas de um e dois feixes governados pelo
sistema de Schrodinger-Poisson, que podem ser considerados como andlogos quanticos dos
modos BGK cléssicos.

Voltando ao trabalho, aplicamos o tratamento de van Kampen ao sistema de Wigner-
Poisson. Assim como no caso do tratamento de Landau, conseguimos, apesar da diferenca
em forma das equacoes de Vlasov classica e quantica, aplicar o mesmo tratamento ma-
tematico, isto é, expandimos a funcao de Wigner dos elétrons em séries de Fourier no
espaco e no tempo; definimos uma funcao eta, que se reduz a sua contraparte classica no
limite A — 0; e normalizamos a amplitude da expansao a unidade. Com isso, obtivemos
modos de Case-van Kampen quanticos idénticos em forma aos modos cléssicos, embora,
obviamente, distintos, uma vez que suas fungoes eta nao sao idénticas.

Por fim, tecemos breves comentarios a respeito da natureza dos modos de Case-van
Kampen quanticos no espaco de Hilbert convencional. No6s deduzimos uma forma geral
para o operador densidade da perturbacao a partir da transformada de Weyl-Wigner dos
modos de Case-van Kampen quanticos. Demonstramos que, gracas ao lema de Riemann-
Lebesgue, o operador densidade tende a se anular para tempos assintéticos.

Nossos resultados abrem uma interessante veia de investigacao na area de plasmas
quanticos, que seria o estudo dos diversos cendrios para os quais modos de Case-van
Kampen clédssicos se mostraram tteis, como os exemplos citados no Capitulo 1. Outro
futuro ramo de pesquisa possivel é estudar a relacao dos resultados obtidos com os j&a
conhecidos por outros métodos, como [39], [52], e [53]; a comparagdo com os resultados

obtidos por simula¢oes numéricas.
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