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Resumo

Uma nuvem de atomos confinados em uma armadilha magneto-6ptica pode ser formalmente
interpretada como um plasma colisional de uma componente confinado harmonicamente. Um
modelo hidrodinamico é aplicado para ambos os sistemas e, também, para um plasma de antiprotons
nao-colisional sujeito a um aprisionamento dependente do tempo. Uma equacao geral de estado
politropica é assumida para os atomos confinados, enquanto que, para os plasmas, é assumida
uma equagao de estado adiabatica. Para determinadas condig¢bes iniciais e campos de velocidade,
o método de varidveis Lagrangianas reduz o problema a equagoes diferenciais ordinarias em
casos limite. Estes limites sao definidos de acordo com a prevaléncia das interagoes térmicas ou
autoconsistentes. O caso térmico, dominado pelo gradiente de pressao, para uma equacao de estado
adiabatica, leva a um oscilador nao-linear dissipativo com uma forga ctibica inversa, na forma de
uma equacao de Pinney amortecida. Uma solugao analitica aproximada, derivada da teoria de
perturbacao de Kuzmak-Luke, permite a avaliacao da dindmica completamente nao-linear. Para o
caso nao dissipativo, o caso térmico leva a uma equagao de Pinney para uma armadilha dependente
do tempo que admite solucoes WKB e pode ser mapeada para uma equagao de Bessel. Por outro
lado, no caso do plasma frio, a abordagem das variaveis Lagrangianas permite a derivagao de
oscilagoes nao-lineares amortecidas exatas. As condigoes de aplicabilidade dos dois regimes sao
discutidas. Além disso, o método variacional dependente do tempo para um Ansatz Gaussiano

permite estudar o caso em que ambos efeitos sao relevantes.

Palavras-chave: atomos frios confinados, armadilha magneto-éptica, elétrons confinados, anti-
protons confinados, solu¢oes de amplitude arbitraria, variaveis Lagrangianas, equacgao de Pinney,
efeitos colisionais, condi¢ao limite de temperatura, regime de espalhamento, método variacional

dependente do tempo, solucoes WKB.



Abstract

Confined atomic clouds in a magneto-optical trap can be formally interpreted as a collisional
harmonic trapped single-component plasma. A hydrodynamical model is applied for both systems
and also for a non-collisional antiproton plasma subject to a time-dependent confinement. A general
polytropic equation of state is assumed, while for the plasmas is assumed an adiabatic equation of
state. For suitable initial conditions and velocity fields, the Lagrangian variables method reduces the
problem to ordinary differential equations in the limiting cases. These cases are defined according
to the prevalence of thermal or self-consistent interaction effects. The thermal case, dominated by
gradient pressure, with an adiabatic equation of state leads to a dissipative nonlinear oscillator
with an inverse cubic force, in the form of a damped Pinney equation. An accurate approximate
analytic solution, derived from Kuzmak-Luke perturbation theory, allows the assessment of the
fully nonlinear dynamics. For the non-dissipative case, the thermal regime leads to a Pinney
equation with a time-dependent trap that admits WKB solutions and can be mapped into the
Bessel equation. On the other hand, in the cold plasma case, the Lagrangian variables approach
allows the derivation of exact damped nonlinear oscillations. The applicability conditions of the
two regimes are discussed. Moreover, the time-dependent variational method for a Gaussian Ansatz

allows to study the case where both effects are relevant.

Keywords: trapped cold atoms, magneto-optical trap , trapped electron gas, trapped antiprotons,
arbitrary amplitude solution, Lagrangian variables, Pinney equation, collisional effects, temperature

limited conditions, multiple-scattering regime, time-dependent variational method, WKB solutions.
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1 Introducao

A analise nao-linear de estruturas exatas ou aproximadas é um tradicional campo na
fisica de plasmas [1]-[2]. Resultados recentes incluem a influéncia de ondas eletromagnéticas de
grande amplitude em ondas de plasmas de elétrons [3], a dindmica nao-linear de um plasma
nao-relativistico frio magnetizado na presenga de colisdes elétron-ion [4], estruturas nao-lineares
em um gas de elétrons nao-degenerado unidimensional [5], efeitos da temperatura em oscilagoes de

grande amplitude em elétrons [6] e ondas estacionarias ndo-lineares em plasmas confinados [7].

O interesse principal da fisica nao-linear é lidar com sistemas fisicos descritos por equagoes
diferenciais ordinarias ou parciais nao-lineares. Para equagoes periédicas nao-lineares, por exemplo,
a nao-linearidade faz com que a amplitude do movimento influencie na dindmica do sistema. Além
disso, equacoes nao-lineares perdem o principio da superposicao, ou seja, se tivermos uma equagcao
diferencial de segunda ordem com termos nao-lineares e analisarmos seus termos separados, a soma
das solucoes das equagoes particulares nao serd necessariamente uma solucao para quando todos os
termos sao considerados. Dessa maneira, equacoes diferenciais nao-lineares necessitam de modelos
e métodos matematicos diversos, variando em detalhes e complexidade, podendo ser abordados
por métodos topologicos, analiticos ou numéricos. Sistemas assim sao de grande importancia em

véarias dreas da ciéncia [8].

Nosso objetivo principal neste trabalho é desenvolver modelos matematicos para descrever
como se comporta a distribuicao de particulas dentro do seu volume, ou seja, a sua densidade ao
longo do tempo (entre outras quantidades fisicas relevantes para cada situagdo). Esse tratamento
serd realizado em trés sistemas distintos, a saber: atomos alcalinos confinados por uma armadilha
magneto-Optica, um plasma de elétrons colisional confinado e um plasma de antiprétons confinado
sujeito a um resfriamento adiabatico. Para isso, é necessario fazer uso da fisica nao-linear e
resolver um sistema de equagoes diferenciais parciais. Dessa forma, vamos considerar estruturas
nao-lineares dependentes do tempo derivadas por meio do modelo hidrodindmico acrescido dos
métodos analiticos das varidveis Lagrangianas e do método variacional dependente do tempo. Além
disso, faremos uso da abordagem numérica quando os métodos analiticos nao forem suficientes ou
impossiveis de serem aplicados. O motivo que nos permitira estudar esses trés distintos ¢ justificado

pelas semelhancas nas diversas equagoes hidrodinamicas.

O modelo hidrodindmico se preocupa com a dindmica de fluidos (liquidos e gases), e podemos
aplica-lo a um sistema, desde que um volume elementar seja grande o suficiente para conter um
numero grande de constituintes e, também, ser pequeno em comparacao ao volume total. Dessa
forma, podemos descrever o movimento das particulas por meio do seu comportamento médio.
Assim, nao precisamos ter conhecimento do que acontece internamente. Caso o interesse seja esse,
é necessario utilizar o modelo da teoria cinética. O método das varidveis Lagrangianas tém sido
aplicado com frequéncia no contexto de plasma de elétrons nao-relativisticos [1, 6, 9, 10, 11, 12] e

relativisticos [13]. Ao aplicar essas varidveis, poderemos sair da descri¢do de um fluido no referencial
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do laboratoério (varidveis Eulerianas) e descrever o seu movimento em seu proprio referencial
(varidveis Lagrangianas), ou seja, passarmos a acompanhar o fluido [2]. O uso dessa transformagcao
simplifica as equacoes a serem estudadas. J4 o outro método consiste em minimizar a acao dada
uma densidade Lagrangiana, isto é, por meio de um funcional, geraremos as equacoes que descrevem
os sistemas considerados. Também, o método variacional dependente do tempo pode simplificar
sistemas nao-lineares, como em condensados de Bose-Einstein [14, 15, 16, 17] e em gases quanticos
de elétrons [16, 18, 19]. Ambos os métodos utilizados nos permitirdao reduzir um conjunto de

equagoes diferenciais parciais nao-lineares em equagoes diferenciais ordindrias nao-lineares.

1.1 Armadilha magneto-éptica

O desenvolvimento da técnica de resfriar atomos por meio da exposicdo de um campo
elétrico externo, ou seja, na presenca de luz, proporcionou a descoberta e o estudo da matéria
ultra-fria. A denominacao ultra-fria é adotada, pois existe em condigdes abaixo da temperatura do
hélio liquido (~ 1 K), podendo chegar a temperaturas do intervalo entre micro- e nanokelvins, com

comprimentos tipicos da ordem de micrometros [20, 21].

Entre as técnicas de confinar e resfriar atomos nessa faixa de temperatura, é a armadilha
magneto-6ptica (magneto-optical trap), ou comumente denominada como MOT, a mais bem-
sucedida. Esta armadilha é composta de trés pares de lasers contrapropagantes com polarizagoes
circulares e opostas, que sao posicionados de maneira que cada par ¢ ortogonal aos demais.
Juntamente aos lasers, ha um gradiente de campo magnético externo aplicado. Esse campo é
proporcionado por um par de bobinas anti-Helmholtz [22, 23, 24]. O esquema para essa configuragao
é mostrado na Fig. 1, em que os pares de lasers sao representados pelas setas vermelhas. O sentido

* ¢ a polarizacdo circular & esquerda e o~ ¢é a polarizacao

da polarizagao é dado por o, em que o
circular a direita. As bobinas estao representadas pelos circulos em marrom, o sentido das correntes
em cada uma delas é indicado pelas setas pretas. As linhas de campo magnético sao denotadas

pelas setas em azul e crescem no sentido das setas.

Os dtomos mais comuns de serem confinados sdo dtomos alcalinos (dtomos com um elétron
de valéncia na camada s) tais como: litio [25], sédio [26], potéssio [27, 28], rubidio [22, 29, 30, 31]
e césio [31, 32, 33, 34]. Entretanto, é possivel confinar também dtomos de outras familias tais
como: atomos de prata [35] e rddio [36]. A utilizagdo dessa armadilha é importante para realizar
optical lattices (potenciais periddicos artificiais criados por meio da luz) [37, 38], observar efeitos
quénticos coletivos [39] e para melhorar a performance de reldgios atémicos [40, 41]. Além disso,
a dinamica de atomos frios compartilha diversas semelhancas com um géas de antiprétons em
baixas temperaturas [42] e compartilha analogias com modelos astrofisicos para estrelas pulsantes
[43]. Caso seja somada a técnica de resfriamento por evaporagao ao aprisionamento por meio de
um MOT, é possivel obter um estado da matéria conhecido como condensado de Bose-Einstein
(Bose-FEinstein condensate, ou BEC) [44]. Esse condensado é caracterizado por uma quantidade
macroscopica relevante de atomos que ocupam o estado de menor energia acessivel. Além da
sua importancia na producdao de BECs, dtomos alcalinos sdo interessantes, pois permitem um

tratamento fisico e matematico simplificado, uma vez que as interagoes envolvem o tnico elétron
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de valéncia.

Magnetic
Field

<4 A\

Anti-
Helmholtz
Coils

Figura 1 — Modelo simplificado de um MOT [24]

O resfriamento e confinamento devido a um MOT é consequéncia da soma de dois processos:
o resfriamento Doppler [31, 45] e o aprisionamento magnético que surge devido ao efeito Zeeman.
Estes dois processos ocorrem porque o nivel de energia de um atomo que se move no espago,
na presenca de campos elétrico e magnético externos, dependerd tanto da velocidade quanto
da posicao. Dessa forma, é possivel manipular experimentalmente de tal maneira, que as forcas
derivadas dessa dependéncia sejam descritas por uma forca dissipativa e outra harmonica. Estudos
prévios deste tipo de sistema encontrados na literatura limitaram-se a tratamentos de aproximagao
linear [46, 47, 48] ou a andlise numérica [40, 41]. Também, para o caso estaciondrio, uma primeira
tentativa analitica foi realizada por meio de séries de Taylor [49]. Aqui forneceremos uma solugao
por um método alternativo, o qual nos permitira ter acesso a dindmica nao-linear e dependente
do tempo. Contudo, nosso tratamento é restringido ao regime de baixa saturagao. Esse regime
¢ obtido quando a razao entre a intensidade do laser incidente e seu valor de saturacao é muito
menor que a unidade. O valor de saturacao mede quanta intensidade é necessaria para alcancar o

maximo de espalhamento [50].

No regime de baixa saturacao, os atomos confinados por meio de um MOT podem ser
interpretados como um plasma de uma tinica componente, isto ¢, um plasma composto por somente
particulas de um mesmo sinal de carga. Dessa maneira, os atomos confinados podem ser descritos
formalmente como um sistema que interage por uma forga do tipo coulombiana com uma carga
efetiva, que é da ordem de entre um mil a um milhdo menor que a carga elementar do elétron
[51, 52]. Tais similaridades tornam possivel tomar os momentos da funcio de distribuigao da teoria
cinética, obtendo, assim, equagoes hidrodinamicas para quantidades macroscopicas, as quais podem
se tornar um sistema completo de equagoes ao adotar um equacao de estado, isto é, truncar a

segunda ordem dos momentos. Portanto, podemos descrever formalmente nuvens atomicas em
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MOTs usando modelos hidrodindmicos ja conhecidos da fisica de plasmas. No contexto de plasmas,
duas escalas sao importantes, sendo elas: uma de tempo, dada pelo inverso da frequéncia de plasma,
e uma de distancia, dada pelo comprimento de Debye. Essas escalas também serao tuteis para o

contexto da dinamica em um MOT, porém no seu devido contexto.

1.2 Plasma de uma componente

Um plasma nao-neutro difere de um plasma comum por nao satisfazer a condicao global
da neutralidade das cargas. O estudo desse tipo de sistema abarca: condigoes de equilibrio [53],
transicoes de fase [54], propagagdes de ondas [55], feixes intensos e nao continuos de particulas
carregadas [56, 57] e, também, com aplicabilidade em astrofisica [58]. Além disso, um plasma
nao-neutro pode ser classificado como de uma tinica componente quando seu constituinte apresenta
o mesmo sinal de carga. Entre os plasmas de uma tinica componente, plasmas formados somente

por elétrons tém sido produzidos e estudados desde os anos 70 [59].

O confinamento de particulas de mesmo sinal pode ser dado por meio de duas armadilhas. A
primeira, é conhecida como armadilha de Penning-Malmberg [55, 60, 61, 62, 63, 64]. Esta é formada
por um cilindro condutor dividido em trés se¢oes. As duas extremidades tém uma diferenca de
potencial em relacao a regiao central, de tal forma que se cria uma forca elétrica estatica que confina
axialmente a amostra [53]. Além disso, é aplicado um campo magnético uniforme na diregao axial e
este produz o confinamento na diregao radial em decorréncia da for¢a de Lorentz. Uma configuragao
assim ¢é dita cilindrica. Armadilhas de Penning com potencial quadrupolar também sdo possiveis
de serem criadas e sdo importantes para medidas de espectroscopia [65]. J& a segunda é conhecida
como armadilha de Paul [66, 67]. Nesse tipo de aprisionamento, o confinamento é produzido por
uma combinacao de potenciais eletrostaticos e campos elétricos que oscilam na frequéncia de radio.
Também, é de interesse que tenhamos a presenca de um confinamento harmonico externo na direcao
de simetria. Este confinamento pode ser obtido por meio de um potencial quadrupolar, desde que
as dimensoes da amostra sejam menores que as dimensoes da armadilha [68, 69, 70], assim como
por meio de potencial ponderomotivo originado na armadilha de Paul. Para campos intensos, dada
uma armadilha de Penning-Malmberg, a geometria relevante que descreve a dinamica dos elétrons
é unidimensional e na direcao axial. Diversos estudos foram realizados nesse tipo de sistema, tais
como: descri¢ao de vértices [60, 64], estudo de transporte [55], solugdes analiticas para grandes
amplitudes [6, 11, 12] e ondas nao-lineares [10, 59]. Ambas configuragdes da Penning-Malmberg

podem ser vistas na Fig.2.

O plasma formado por antiprotons é outro plasma nao-neutro de importancia. Nas tltimas
décadas, um dos objetivos da fisica ¢é criar de antimatéria para a comparagao com a matéria e fazer
testes de simetrias fundamentais [71]. Alguns grupos como: ATRAP [72, 73, 74], ATHENA [75, 76]
e ASACUSA [77] dedicam seus esforgos para esses objetivos. Para isso, a criagao de anti-hidrogénio

é um passo fundamental.

O anti-hidrogénio é formado por um pésitron (anti-particula do elétron) que orbita um

antipréton (anti-particula do préton). Para forméa-lo, é necessario confinar antiprétons em um pogo



Capitulo 1. Introdugdo 13

Figura 2 — Armadilha de Penning-Malmberg: a. forma cilindrica; b. potencial quadrupolar [60]

de potencial, o que é somente possivel para temperaturas da ordem de alguns Kelvins [42, 72]. O
confinamento dessas anti-particulas se da pela mesma armadilha que confina elétrons, a armadilha
de Penning-Malmberg. Essa armadilha pode ser modificada para aprisionar tanto antiprétons e
positrons numa mesma regiao e formar anti-hidrogénios. O nome que se da a essa nova forma de
aprisionamento é denominada de armadilha de Penning na "forma de ninho"(nested Penning trap)
[71, 78]. Como podemos ver na Fig. 3, o pogo de potencial confina cargas opostas usando pogos
adjacentes de diferentes sinais. Outra possivel forma de confinamento se da pela armadilha de
Penning-loffe [73], a qual consiste na adi¢ao de correntes paralelas numa distribuicao cilindrica.
Dessa forma, o estudo do aprisionamento e resfriamento de antiprétons é de fundamental relevancia.
Entre os métodos utilizados para o resfriamento de um gas de antiprétons, apds serem previamente
resfriados por meio de colisdes com particulas carregadas (elétrons ou pésitrons), o resfriamento
adiabético se mostrou bastante eficiente, alcancando temperaturas em torno de 3.5K [42, 72]. Nesse
tipo de processo a frequéncia é lentamente diminuida de tal forma que a energia do sistema se

mantenha aproximadamente constante.

1.3 Apresentacao e organizacao da tese

Nos modelos que apresentaremos, havera termos provenientes de: uma for¢a harmonica,
uma forca dissipativa, uma interacdo autoconsistente e outra referente aos efeitos térmicos. Para
os atomos, as duas primeiras sao originadas pela armadilha, enquanto a interacao autoconsistente
é descrita por uma forga coletiva que satisfaz formalmente a lei de Gauss. Essa forca é a soma de

dois efeitos distintos, sendo eles: uma compressiao causada pelo desbalanceamento da intensidade
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Anti-protons | Positrons  Anti-protons

Anti-protons SHFORS\  Anti-protons

Megative Potential

Figura 3 — Forma do poco de potencial criado por uma armadilha de Penning na forma de ninho
78]

de laser, que chega a uma determinada posi¢ao no interior da nuvem atomica; e uma expansao
devido ao espalhamento de fétons internos do sistema. Uma vez que a segunda interagdo sobrepoe
a primeira, a forga coletiva sera de repulsdo. Ja para um plasma de elétrons colisional e um plasma
de antiprétons, a forca harmonica é originada por um aprisionamento externo, enquanto o termo
dissipativo advém de colisdes com atomos neutros. Além disso, a interacao autoconsistente é dada
pelo campo elétrico interno. Para descrever os efeitos térmicos, utilizaremos uma equagao de estado
politrépica e, de forma mais recorrente, uma equacao de estado adiabatica. A primeira, ird nos
permitir acessar transformagoes termodinamicas diferentes, e, a segunda, sera 1til para sistemas

em que o efeito de transporte de calor pode ser negligenciado [49].

Entre as equagoes que obteremos neste trabalho, uma mostra-se recorrente, a saber: a
equacao de Pinney. Dela, a proposito, obteremos tanto a sua forma nao amortecida quanto a
sua forma amortecida. Essa equac¢ao descreve um oscilador harménico com um termo nao-linear
inversamente cubico. A equacgado de Pinney é endémica em matematica aplicada, aparecendo em
cosmologia [79, 80|, dindmica de gases magnetizados [81], plasmas quanticos [82], condensados
de Bose-Einstein [83], modelos quanticos dissipativos [84] e em vérios outros contextos. O caso
nao amortecido foi resolvido por Pinney [85], incluindo uma frequéncia angular dependente do
tempo, em termos de solugoes linearmente independentes da equagao de Hill associada. Devido ao
resfriamento Doppler e as colisdes bindrias, encontraremos uma equagao de Pinney dissipativa [86],
o que difere da maioria dos casos estudados. No caso em que obtemos a equacao de Pinney nao
amortecida, a equagao admite solugdes aproximadas dadas pelas solugoes WKB ( Wentzel-Kramers-
Brillouin solutions), e, para um determinada forma da dependéncia temporal da frequéncia, é
possivel mapeda-la em uma equacao de Bessel. Ja na sua versao amortecida, admite uma solucao
aproximada derivada pela teoria perturbativa de Kuzmak-Luke [87, 88]. Essa teoria perturbativa é

uma ferramenta 1til para problemas de osciladores de baixo amortecimento, pois permite encontrar
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solugbes analiticas aproximadas para sistemas periédicos nao-lineares [89].

As solugoes que obteremos serdo encontradas tanto em situacoes limite, sendo elas definidas
pela relevancia dos efeitos térmicos em relacao a interacao autoconsistente, quanto em situagoes em
que ambas interagoes sao relevantes. No caso de MOTs, os limites sdo denominados como regime
TL (temperature-limited) [22, 29, 30, 34, 32, 90] e regime MS (multiple-scattering) [31, 33, 52]. J&
para os plasmas, esses limites distinguem um plasma quente de um plasma frio, sendo ambos de

interesse [67, 91, 92]. Por fim, as condigoes de validade desses limites também serdao discutidas.

A divisao desta tese é dada pela seguinte maneira: no segundo capitulo iniciamos nossa
abordagem com as interacoes relevantes para a descricao de atomos alcalinos confinados por uma
armadilha magneto-6ptica; no terceiro, iremos abordar e explorar as semelhancas das estruturas
das equacoes dos sistemas estudados, e, também, introduziremos o modelo hidrodinamico e o
método das variaveis Lagrangianas; no quarto, apresentamos o método variacional dependente do
tempo, apresentamos as densidades Lagrangianas que geram os sistemas estudados e obtemos as
respectivas Lagrangianas. No quinto, iremos aplicar o que foi discutido ao contexto de MOTs; no
sexto, iremos aplicar o mesmo tratamento a um plasmas de elétrons e a um plasma de antiprotons;
e, no tultimo capitulo, faremos consideracoes finais sobre este trabalho. No fim, temos dois apéndices

referentes as discussoes que ficaram fora do texto principal.
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2 Armadilha Magneto-Optica

2.1 Atomos alcalinos e MOTs

Historicamente, o uso de atomos alcalinos para confinamento de atomos decorreu do objetivo
de se criar uma amostra macroscopica de um condensado de Bose-Einstein. No inicio, atribuiu-se ao
hélio liquido o primeiro exemplo desse novo estado da matéria. Porém, devido as intensas interagoes
presentes no sistema, concluiu-se que nao se tratava de um BEC, mas, sim, de um superfluido.
Dessa maneira, buscou-se sistemas alternativos para a producao e estudo de BECs. Os candidatos
mais promissores foram os gases de atomos alcalinos. Apesar da sua massa relativamente alta, uma
estrutura complexa, em comparacao com o hidrogénio e o hélio, e ser encontrado em equilibrio na
natureza em sua forma soélida - o que pode parecer nada atrativo o seu uso -, o advento da técnica
de resfriamento por laser permitiu acessar temperaturas e densidades préximas dos valores criticos
necessarios para acessar a transi¢do de fase para o condensado. Porém, foi necessario somar uma
outra técnica para a sua realizagdo. Somente com a utilizagdo do resfriamento por evaporacao é

que foi possivel alcancar e produzir uma ocupac¢do macroscépica no estado de BEC com atomos
alcalinos, tendo sido produzido com: “Li, #*Na, *K, 'K, ®Rb, 8"Rb e *Cs [93].

A utilizagao de armadilhas magneto-6pticas nao se limita a producao de condensados,
uma vez que permitem manipular a posicao e a velocidade dos atomos com bastante precisao.
Dessa maneira, proporcionam uma maior resolugao e a possibilidade de acessar novos regimes
em experimentos de fisica 6ptica. Podemos citar duas importantes areas em que sua aplicagao é
importante: relogios atémicos e optical lattices. O bom funcionamento de relégios atomicos depende
da precisao das linhas espectrais dos atomos. Entao, quanto maior for a velocidade térmica, pior
sera a exatidao e precisao da medida. A aplicacdo de um MOT pode reduzir a velocidade térmica
dos dtomos de 500 m/s para 2,5 m/s (~ pK), o que proporciona uma melhora nas medidas de
tempo. Ja a criagdo de optical lattices requer a producao de pogos de potenciais periddicos na escala
de comprimentos de onda. A combinacao de feixes de luz com diferentes vetores de onda cria um
campo peridédico e nao homogéneo no espaco. Porém, para a utilizacdo da luz para o confinamento,
¢é necessario que a energia cinética seja da ordem do poco de potencial criado pelo deslocamento dos
niveis de energia. Esses deslocamentos podem ser gerados pela presenca do campo eletromagnético
externo. Dessa forma, o uso de MOTs é essencial para esse fim, pois permitem resfriar a amostra
de tal maneira que satisfaca essa condicao. Além dessas aplicagoes, os MOTs sao utilizados em

diversos outros topicos de fisica atomica [94, 95].

2.2 Interacao atomo - campo elétrico

O aprisionamento de atomos ocorre devido a interacao entre um campo eletromagnético
nao homogéneo e um momento multipolar atomico. Devido a simetria de inversao, atomos nao

perturbados nao possuem momentos de dipolo elétrico, sendo assim, para o funcionamento das
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armadilhas 6pticas, é necessério criar momentos de dipolo induzidos [94]. Essa condigao é satisfeita
pela aplicagao de um campo elétrico externo. Dessa forma, comegaremos nossa discussao descrevendo
a interacao atomo - campo elétrico. Para isso, partiremos de um Hamiltoniano classico que descreve
a interagao eletromagnética mediada pela forca de Lorentz. Esse Hamiltoniano, como veremos,
pode ser descrito por meio da interacao entre um dipolo induzido e um campo elétrico externo.
Para que isso seja verdade, é necessario que as dimensoes atomicas sejam bem menores que o
comprimento de onda do campo externo. Ainda, é preciso que ocorra uma ressonancia entre a
frequéncia de oscilagdo do campo com a frequéncia de transicao entre dois niveis de energia. Dessa
maneira, os elétrons podem ocupar niveis maiores de energia. Satisfeitas essas condigoes, temos
uma aproximacao dipolar. Feito isso, poderemos acessar o valor esperado do nivel de energia por

meio da teoria da perturbacgao se supusermos que a intensidade do campo é baixa.

Sabemos que um elétron que ocupa um estado excitado possui tempo finito de ocupagao.
Sendo assim, havera retorno desse elétron para um estado de menor energia - nao necessariamente
a mesma camada da qual partiu - juntamente com uma radiagao eletromagnética na forma de
um féton. Tal fendmeno é comumente denominado de salto quantico ou transicao eletronica. O
efeito da transicdo serd contabilizado por meio da introducao de um fator imaginario na energia e
serd considerado fenomenologicamente. Devido ao salto, o foton emitido exercera uma pressao no
atomo, gerando, assim, uma forca. Para sua melhor compreensao, primeiro iremos considerar o

atomo em repouso.

Ao considerarmos o movimento do dtomo (efeito Doppler) e a presen¢a do campo magnético
(efeito Zeeman), encontraremos uma dependéncia no nivel de energia tanto na velocidade quanto
na posicdo. Nos devidos limites de validade e nas configuracdes usuais de um MO'T, esses efeitos
podem ser descritos, formalmente, como uma forga de atrito e outra harmoénica. A soma dessas
duas forcas compoe a forga devido ao aprisionamento. Além dessas forcas, o desbalanceamento da
intensidade do laser que chega a um determinado ponto da nuvem atomica e o espalhamento dos

fotons absorvidos geram também interagoes relevantes ao sistema.

2.2.1 Aproximacao dipolar

A dindmica de um atomo com um elétron na camada de valéncia e na presenca de uma
fonte luminosa externa pode ser descrita por um Hamiltoniano de um atomo ionizado, sujeito a
uma interacao eletromagnética com carga igual a —e, em que e é o moédulo da carga do elétron.

Esse Hamiltoniano é dado por

(p+eA(r,1))
2m

H(p,r) = —ep(r,t), (2.1)

em que p é o operador momentum, r é o operador posicao, m é a massa do atomo, A é o operador
potencial vetor e ¢ é o operador potencial elétrico. A escolha do Hamiltoniano acima é adequada,

pois, aplicadas as equagdes de Hamilton, é obtida a forca de Lorentz.

Apos expandir o primeiro termo do lado direito e negligenciar o termo de ordem quadratica

do potencial vetor, é possivel separar o Hamiltoniano (2.1) em uma parte fundamental, Hy, e uma
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parte de interagao, H;,;, a qual sera tratada como uma pertubacao. Esta aproximacao é valida

para campos de baixas intensidades. Dessa maneira,

H= HO + Hint ) (22)

em que Hy = p?/(2m) — ep e Hyy = e(p- A + A - p)/(2m). Escrito assim, o Hamiltoniano
fundamental contém os termos de energia cinética e energia potencial elétrica, enquanto que o

termo de interacao contém os efeitos correspondentes a presenca do campo elétrico externo.

A parte perturbativa pode ser reescrita em termos da base das posi¢oes por meio da
prescricao p — —ihV-, sendo V o operador diferenciacao. Entao, segue que
he A-p

Hmt:—z’<2m>(V-A+A-V):e = (2.3)

A validade da Eq. (2.3) é garantida uma vez que V - [AU(r)] = ¥(r)[V - A] + [A - V]U(r) e a0
escolhermos o calibre de Coulomb, o qual é definido por V - A = 0. Aqui, ¥(r) é uma fungao de

onda qualquer.

O potencial vetor para um feixe monocroméatico pode ser descrito da forma
A(r,t) = Ag(w)elkrte (2.4)

A constante Agp(w) é uma amplitude que pode depender da frequéncia w, k é o vetor de onda e
¢ denota a orientacdo do campo. Também, uma vez que a polarizagao ¢é transversal, k - ¢ = 0.

Usualmente, o comprimento de onda do campo externo é muito maior que as dimensoes atomicas,

ou seja, k - r < 1. Portanto, é possivel fazer uma expansio em torno de r = 0, isto é, e/®™ ~ 1 .
Ao substituir a Eq. (2.4) na Eq. (2.3) e expandir em torno da origem temos que
e .
Hipt = —Ag(w)e™'p - 2. (2.5)
m

Para sabermos como a parte perturbativa desloca os niveis de energia, é necessario encontrar
o valor esperado do Hamiltoniano de interagao. Dessa maneira, pela expressao acima, vemos que seu
valor esperado esté relacionado com o operador momentum. Entao, para o encontrarmos é necesséario
saber como o operador momentum atua entre dois estados quanticos |n) e |n’). Aqui, o estado
quéntico |n) estd associado ao nimero do nivel de energia E,, nao perturbado (Hy|n) = E, |n)).

Portanto, ao aplicar o operador momentum entre os estados (n’| e |n) temos
(nlpIn') = m (] [y = = (0] [r, Ho] [n') = =imwnu (n] x| (2.6)
i

Na terceira igualdade, foi utilizada a representacao de Heisenberg para a evolucao temporal de
um operador qualquer, em que h é a constante de Planck reduzida, ¢ é o fator imaginario e wy,,

representa a frequéncia de transicao entre os niveis de energia F, e E,.

Podemos concluir, pela Eq. (2.6), que, para dois estados quanticos iguais, o Hamiltoniano

de interacao nao produz deslocamento no nivel de energia. Além disso, para um campo externo
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com frequéncia préxima a frequéncia de transigao, isto é, wp,y = (W, — wy) ~ w (condicao de

ressonancia), podemos reescrever a Eq. (2.5) como
Hiy = —d-E(t), (2.7)

em que d = —er ¢é o operador dipolo elétrico e E é o operador campo elétrico, sendo aqui, também,

utilizada a relacio E = —(0A /0t). O resultado da Eq. (2.7) é conhecido como aproximagao dipolar.

Em posse desse resultado, é possivel escrever o Hamiltoniano de interacao em termos da

base ortonormal (i|j) = J;;, de tal maneira que

mt - Z dl] ’ ]‘ E (28)
i#]

sendo d;; = —e (i] (r - €) |7)).

Agora, é preciso saber como este Hamiltoniano atua em um vetor de onda descrito por |¥).
Para isso, vamos expandir o vetor de onda no conjunto de estados nao perturbados |n) com energia
associada F,,, de tal maneira que

) =" e, (t)e Bt n) (2.9)

n

Aqui, ¢, (t) sdo funcdes a serem determinadas com |c,|* sendo a probabilidade de se encontrar o

vetor de onda do estado |n). Igualmente, é vélida a normalizacdo (¥|¥) =" |c,|* = 1.

A equagao de Schrodinger com a inclusdo do termo de interacao, Eq. (2.9), é dada por
0
@ha|‘1’> = (Ho + Hint)| V) - (2.10)

Apés substituirmos as Egs. (2.2) e (2.8) e ao aplicar do lado esquerdo o estado (n| na (2.9),

ficamos com

0 .
ih=cp =Y (n| Hipe [n') cor(£)€™m't = = > dpprcy (1) E(t)nn" (2.11)
at n'#n n'#n

Ao considerarmos que no instante inicial, ¢ = 0, o elétron se encontra no estado nao
perturbado |m), temos, entdao, que para uma pertubagao de primeira ordem, ¢V indicada pelo

n

indice superior (1), é

1 t / : /
c$}> =7 [dnmE( )eilwnm—w)t’ | d;mE(—w)e’(w"“w)t Jdt". (2.12)
i
O campo considerado foi da forma E(t) = E(w)e ™" + E(—w)e™!, em que o primeiro termo
corresponde a interagao de absorcao do féton, e o segundo corresponde a sua emissao, com
E(w) sendo uma amplitude que pode depender da frequéncia. Uma vez que o campo é real,
E(w) = E*(—w). O simbolo * corresponde ao complexo conjugado. Dessa maneira, da Eq. (2.12),

temos, entao, que

Bl)(eer = 1) | (et )

! (2.13)
" h Wrm, — W W, + W '
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Para determinar c,,, para uma pertubacao de segunda ordem, aplicamos o resultado da Eq.

(2.13) na Eq. (2.11), o que nos fornece

a (2) Z [dnmE( Je —i(wnmAw)t & E(—w)ei(w”m“’)t]
Torm T 2%
E i(wnm—w)t _ 1 E(— i(wnmtw)t
[dnm QIC ) 4 & (=) )] . (2.14)

Podemos acessar agora o deslocamento da energia do nivel m, AFE,,. Para isso, tomamos

uma média temporal, simbolizada por (), sobre um periodo do campo elétrico. Apéds fazer isso,

AE,, —zh<§tm> Z'd”m| Bl ”( Loy 1 ) (2.15)

Wom — W Wnm + W

temos que

A energia esperada da Eq. (2.7) pode ser calculada em termos da polarizabilidade. Para isso,
utilizaremos o fato de que uma pequena variagdo na energia é causada por uma pequena varia¢ao no
campo elétrico, isto é, dAE,, = (d)- dE. Também, uma vez que o valor esperado do operador dipolo
elétrico cresce linearmente com campo elétrico, dada a sua proporcionalidade pela polarizabilidade,

a(w), temos que (d) = a(w)E. Entdo, a Eq. (2.15) pode ser reescrita como

AE,, = —;a(w) < E(t) >?, (2.16)

com

a(w)%|dng|2< ! ) (2.17)

Whm — W
Aqui, consideramos somente o caso de ressonincia com campo elétrico, sendo mantida somente a
contribuicao da transicao com menor valor no denominador. Isso é razoavel, uma vez que para o
estudo em interesse, é somente necessario a situacao na qual ocorre ressonancia entre dois niveis de
energia. A energia dada pela Eq. (2.16) reproduz o efeito Stark para um campo dependente do

tempo, enquanto que no limite w — 0 é obtido o efeito Stark usual [21].

2.2.2 Taxa de transicao eletronica

A discussao anterior esta incompleta, pois nao leva em consideragao que, passado um certo
tempo, o elétron excitado ird decair para um estado de menor energia com a emissao de um féton.
Esse processo pode ser incluido, atribuindo-se a energia da Eq. (2.16) uma parte imaginaria da
seguinte maneira, ‘

AE, =V, — ZQhI‘g. (2.18)
A parte real é dada pela energia potencial V,, e corresponde ao deslocamento da energia do
estado m, devido a transigao, sendo dado pela Eq. (2.16). Em contrapartida, a parte imaginéria
corresponde ao tempo finito (tempo de vida) do estado excitado, em que I'y representa a quantidade
de elétrons que decaem por unidade de tempo, ou seja, ¢ o produto da populagao de particulas no
estado superior e a taxa de decaimento espontaneo. Essa contribuicao é responsavel pela origem

das forcas que discutiremos na se¢ao posterior.
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O valor esperado da energia depende do quadrado da amplitude do vetor de onda. Entao,
sendo o tempo de vida no estado excitado dado por 1/T., em que T', é a taxa de decaimento
espontaneo de um unico elétron, consequentemente a contribuicao desse efeito serd 2/T".. Dessa
forma, uma contribuigdo imagindaria igual a —ihI'./2 deve ser somada a energia do estado excitado
E,,, correspondendo, assim, a um decaimento da amplitude. Por meio dos coeficientes de Einstein,
a constante I'. pode ser escrita em termos de contantes fundamentais, da frequéncia de transicao e
do dipolo elétrico entre os niveis de transi¢ao [96]. Ao considerarmos a contribuigao imaginéria, a

polarizabilidade da Eq. (2.17) é corrigida para

dnm 2 1 dnm 2 nm ~ . Fe 2
o(w) ~ [ ( >:‘ | l( Wnm 8 4 / . (2.19)
Wnm

-T 2 2
h —w—i% o [(wpm —w)2 4+ 5 (Wam —w)? + £

Pela expressao acima, temos que a polarizabilidade possui tanto uma parte real quanto
uma parte imaginaria, o que nos leva aos seguintes valores de energia
2
0957

‘/m:-R6 AE‘m - 2 2.20
(BFa) = ST 220

2 r.0?
Ly = —Im(AE,) = —f
" 207+ %)

(2.21)

Introduzimos a frequéncia de Rabi Qp = dymE(w)/h e a frequéncia de deslocamento
d =W — Wy Quando § > 0, o deslocamento é dito azul (blue detuning), do contrario, § < 0, o
deslocamento ¢é dito vermelho (red detuning). O deslocamento vermelho ¢ utilizado para desacelerar
0s 4tomos, entdo para o nosso interesse 6 < 0. Além disso, os resultados das Eqs. (2.20-2.21) sao
validos para Q% << (0% +T2/4), o que reflete a condicio de campos de baixas intensidades. A
forga que decorre da Eq. (2.19) d4 origem a uma forca de dipolo, porém esta for¢a nao é relevante
para a escala de tempo na qual estamos interessados, pois muitos elétrons se excitam e decaem.

Em seguida veremos a forca que se origina devido ao efeito do salto quéntico [21].

2.2.3 A forca do laser para um atomo em repouso

Um féton serd absorvido se o mesmo estiver em ressonancia com a frequéncia de transicao
entre dois niveis de energia. Ao ser absorvido, o &tomo adquire um momentum hk = hké. O foton
emitido pode possuir frequéncia diferente do féton absorvido (k' = w'/c), e, entdo, o dtomo adquire
um momentum —hk’ = —hAk’é’. A linha é introduzida para diferenciar o comprimento de onda e a
direcao de propagacao, ja que o elétron pode decair em um outro nivel de energia, e a direcao do
foton emitido é aleatoria. Sendo assim, no processo de absor¢ao e emissao, 0 momentum resultante

serd Ap = h(ké — k'é’). Se este processo ocorre s vezes, entdo o momentum resultante é

Ap = h(skzé — K> ég> : (2.22)

=1

Na escala de tempo na qual estamos interessados, o efeito do elétron transicionar e decair

ocorre diversas vezes. Portanto, para um grande ntimero de ciclos, s >> 1, o somatoério se anula,
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visto que nao ha direcdo preferencial. Logo, o ganho de momentum sera positivo e expresso por
Ap = shk . (2.23)

Aqui, a barra representa a variacgdo de momentum dada uma soma sobre muitas transi¢oes

eletronicas.

A quantidade de ciclos por unidade de tempo é dada pela quantidade de elétrons que
decaem por unidade de tempo, portanto a for¢a devida a presenca do laser sobre um atomo em
repouso € ,

Fuer — AT,k = ﬂ?;fllf)k (2.24)
1
Temos, assim, que a forga que se origina pela presenca do laser cresce com a amplitude do campo

elétrico (2g) e decai com a frequéncia de deslocamento (0) e a taxa de decaimento espontaneo
(Te).

Agora, iremos introduzir o efeito devido ao movimento do atomo.

2.2.4 Efeito Doppler

O confinamento de uma amostra ocorre pela transferéncia de energia cinética para energia
potencial. Para que isso seja efetivo, é necessario que a energia térmica do sistema esteja na mesma
ordem de grandeza do pogo de potencial que confinara a amostra. Dessa maneira, faz-se necessario
o resfriamento dos dtomos [94]. O resfriamento do sistema é compreensivel ao considerarmos o

efeito do movimento do atomo.

O resultado da Eq. (2.24) é valido para um referencial no qual o 4tomo estd em repouso.
Porém, para um referencial no laboratério, o atomo estara em movimento, sendo necessario fazer
uma corre¢ao na expressao anterior. Para um atomo se movendo com a velocidade v, a frequéncia
observada do féton proveniente do laser sera modificada, em consequéncia do efeito Doppler por
uma quantidade ' = w — (k - v). De fato, se o 4&tomo e o féton estiverem na mesma dire¢ao e
sentido, a frequéncia observada pelo 4tomo serd menor e de valor ' = w — (kv). J4 para mesma
direcao e sentidos opostos, a frequéncia serd maior e de valor w’ = w + (kv). Esse efeito cria na
energia uma dependéncia com a velocidade. Ao levarmos em consideracao o movimento do atomo,

temos que a forga do laser, Fp, é dada por

I 1)
206 — k- v)2 + L]

4

Fp (2.25)

Em MOTs, sao usados trés pares de lasers contrapropagantes ortogonais entre si e perfeita-
mente alinhados. Dada esta configuragao de MO'T, temos, entdo, uma contribuicao tanto de um
foton que estd no mesmo sentido quanto no sentido contrario. Portanto, temos uma forga devido ao
efeito Doppler na direcao k, Fp,, e outra na direcao —k, Fp_. Dessa maneira, a forca resultante

devida ao par de lasers é dada por

AT Q% k 1 1
F=Fp, +Fp_= i — : (2.26)

2 (5—k~v)2—|—%‘25 ((5—i-k~v)2—i—%g
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Para baixas velocidades, (k-v)? << §2+T12/4, é possivel fazer uma expansao no denominador,
de forma que (6§ Tk -v)? = §* F 20k - v. Dessa maneira, a forca se reduz para
2T Q%0

Fp= M(k V)k. (2.27)

O vetor Fp representa a forga de resfriamento.

Para entender o porqué da forga dada pela Eq. (2.27) ser denominada de forga de resfriamento,
tomemos um dos pares de lasers postos na direcao é,. O versor é, caracteriza a dire¢do z, assim
como &, e é, representam as direcoes y e z, respectivamente. Nessa configuracao, a direcao de

propagacao ¢ k = k,¢é, e tomemos v = v,.€,. Entao, temos que

ORL30]k

FRm = 2
(6% + )

Vply = —BpUpby . (2.28)

Vemos assim que, para uma configuracao usual em MO'Ts, a forca devido ao efeito Dop-
pler se comporta como uma forca de friccdo com coeficiente de viscosidade dado por (G, =
2hT 2% |6|k2 /[(6% + T2 /4)?]. Por consequéncia, serd esta a interacio responsével por diminuir a
temperatura do sistema. Feito o mesmo para as demais dire¢oes e uma vez que os trés pares de

lasers possuem o mesmo vetor de onda e a mesma intensidade, segue que

Frp=—Bv. (2.29)

Nesta sec¢ao, nao consideramos a polarizagao dos lasers, pois ela vai além da teoria Doppler
aqui mostrada. A contribui¢ao desse efeito é contemplada pelo resfriamento Sisyphus (Sisyphus
Cooling) [20]. Também, salientamos que os lasers sao alinhados, pois ha sistemas estaveis com

desalinhamento dos lasers no plano zy [29].

2.2.5 Efeito Zeeman

Para que seja possivel confinar atomos, é necessario que haja um estado de minima energia.
Essa condicao ¢é satisfeita para um campo magnético estatico num espacgo livre e na auséncia de

correntes. Sendo assim, é possivel o aprisionamento por meio de um campo magnético [20, 21].

O campo magnético externo aplicado é geralmente estatico e varia com a posigao. Entretanto,
apesar do campo nao variar com o tempo, o campo experienciado pelo atomo ira variar, visto que
o atomo se move. O problema é que isso pode levar para transi¢coes de estados indesejados, o que
pode afetar o confinamento. Para que isso nao ocorra, é necessario que se obedeca a uma certa
condicao. Podemos encontra-la da seguinte maneira: se o &tomo se move com velocidade v, ele
perceberd um campo variante com o tempo em seu referencial. Logo, pela derivada convectiva,
d/dr = 0/0t+ (v- V), temos que, no referencial do dtomo, dado pelo tempo 7, a variagdo temporal
do campo magnético ¢ dB/dr = (v - V)B. Na derivada convectiva, temos que a derivada total de
uma quantidade (d/dr) depende tanto da varia¢ao temporal local (0/0t) quanto a sua variacao
na direcdo do movimento do fluido ((v - V)). Dessa forma, a igualdade anterior é vélida, uma

vez que o campo nao depende explicitamente do tempo. Se essa variacao for grande na escala de
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tempo 1/wy, = pp|B|/A, sendo wy, a frequéncia de Larmor e up o magneton de Bohr, o dipolo
magnético do atomo nao tera tempo suficiente para se adaptar ao campo. Dessa maneira, o atomo

nao permanecera no mesmo estado magnético. Para que isso nao ocorra, é, entao, necessario que

W << wp . (2.30)

A Eq. (2.30) é a primeira condigdo a ser satisfeita, pois, do contrario, o aprisionamento magnético

pode falhar.

O efeito Zeeman consiste no deslocamento nos niveis de energia devido a presenca de um

campo magnético, B(r). O deslocamento da energia devido a este efeito é dado por
AB(r) = —p- B(r) = gyupmy|B(r)] (2.31)

O operador p é o operador momento de dipolo magnético, g; é o fator de Landé para o estado
excitado e my é a projecao do momentum angular ao longo da dire¢ao do campo para um estado
com momentum angular de spin total J. Dada a Eq. (2.31), temos que os niveis de energia se diferem
de uma unidade de frequéncia dada por v = —p - B(r)/h = g;upm|B(r)|/h. A dependéncia com
o fator |B(r)| nos permite usar as possiveis configuragoes do campo magnético para criar uma
dependéncia no nivel da energia com a posicdo. Agora, precisamos fornecer uma forma para a

configuracao do campo magnético.

As possiveis configuragoes usadas para se aprisionar atomos sao inspiradas diretamente nas
configuragoes utilizadas no confinamento de plasmas. A exemplo, é possivel confinar utilizando uma
armadilha de Ioffe-Pritchard (loffe-Pritchard trap), a qual é formada por correntes distribuidas
uniformemente sobre uma superficie cilindrica, e duas bobinas de Helmholtz. Essa configuracao foi
primeiramente proposta por loffe [97] para confinar plasmas e sugerida por Pritchard no contexto
de aprisionamentos de dtomos [98]. Em MOTs, a configuragao usualmente utilizada é um campo
gerado somente por duas bobinas anti-Helmholtz. Estas se diferenciam daquelas, pois as correntes

sao invertidas.

Os lasers possuem polarizagoes opostas. Dessa maneira, os lasers com polarizacao a esquerda
(o) acoplam &tomos se movendo em sua dire¢ao em sub-estados com valores positivos. J& aqueles
lasers com polarizagao & direita (0~ ), acoplam em sub-estados negativos. Para ilustragao, podemos
utilizar o modelo de dois niveis. Entao, tomemos um atomo com estado fundamental com J = 0,
com estado excitado J = 1 e trés sub-estados m; = 0, £1. Os atomos que se movem em direcao
aos lasers o podem ser acoplados ao sub-estado m; = 1 e para aqueles se movendo em direcao
aos lasers o~ para o sub-estado m; = —1. O resultado disso é uma for¢a em direcao ao centro da

amostra.

As bobinas anti-Helmholtz criam um campo quadrupolo magnético que possui uma simetria
axial. As dimensoes das armadilhas sdo da ordem de centimetros enquanto que as dimensoes da
amostra sao da ordens de até algumas centenas de micrometros. Dessa forma, podemos partir da
Lei de Gauss para o campo magnético (V - B) e encontrar um potencial escalar B = —V® por
meio da equagao de Laplace [99],

V20 =0. (2.32)
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A solugao geral da equacao anterior pode ser escrita da seguinte forma,

®=>"|CnR' + Dy, RV Y ™0, 9), (2.33)

Lm
em que Y, (0, ¢) é o harmonico esférico de grau [ e de ordem m, sendo R o médulo do raio, 6 o
angulo polar e ¢ o angulo azimutal. As constantes Cj,, e D;,, representam, respectivamente, os
coeficientes dos termos proximos e afastados da distribuicao de corrente. Uma vez que estamos
interessados nos campos préoximo da origem, podemos desprezar as contribui¢oes D, e, devido a
simetria axial, nao esperamos que a solucao dependa de ¢. Procedendo assim, temos que o potencial

escalar toma a forma

® =Y Cp,nR"'P(cosb), (2.34)

Im

em que Py(cos®) sao os polindmios de Legendre de grau [ com R = V1?2 + 22 e cosf = z/R em

coordenadas cilindricas.

E possivel demonstrar que o potencial escalar para o par de bobinas anti-Helmohltz na
direcao z, no limite no qual o ponto de observacao ¢ muito menor que as dimensoes das bobinas,
retem somente os primeiros termos pares, ou seja, [ = 0,2 [99]. Procedendo dessa maneira, temos

que os 1nicos termos relevantes da expressao anterior serao os dois primeiros termos pares. Portanto,

C
= Cy+ 72(2,22 —r?), (2.35)
segue que
B(r) = By(xé, + yé, — 2z¢,) , (2.36)

¢ o campo magnético criado pelas bobinas anti-Helmohltz nos arredores da origem.

A constante By = —Cy é a magnitude do gradiente do campo magnético, Cy é uma constante
negativa dependente da geometria e da corrente que percorre as bobinas. Como podemos ver
pela Eq. (2.36), o campo é assimétrico na direcao de z. Logo, as interagoes serao assimétricas.
Além disso, para que a forca aponte para o centro, é necessario que os lasers postos na direcao z
tenham as polarizacoes invertidas, ja que a direcao do campo ¢é invertida nessa direcao. Dada essa
configuracao e na presenga dos lasers contrapropagantes a forca, Fz, para um atomo em repouso

devida a contribuicao do efeito Zeeman, é

AL .62
F, — TRk (2.37)
2[(6 — )% + 7]

Para acoplamentos fracos, 72 << 6 + I'./4, é possivel fazer a mesma expansao feita para
se obter a Eq. (2.27). Também, temos que levar em consideragao que cada polarizagao do laser
(posicionados ortogonalmente entre si) leva a deslocamentos opostos na frequéncia [50, 100], ou seja,

temos a contribuicdo tanto de o quanto de ¢~. Entdo, a forca se reduz a uma forca harménica
F; = —kr, (2.38)

em que k = upBof/(krh) é a constante de mola associada ao confinamento. Um vez que o

gradiente na diregao z é o dobro daqueles na dire¢do = e y, temos que k, = k, = k,/2. Porém,
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por simplicidade, sera ignorada essa assimetria no primeiro estudo, assim como feito nas Refs.
[46, 47, 48, 49] e, em seguida, estudaremos o caso com assimetria na dire¢do z. Também por

simplicidade, iremos supor transicoes de sub-estados correspondentes a gm; = 1.

A soma das contribuigdes dos efeitos Doppler e Zeeman, Eq. (2.29) e Eq. (2.38), é conhecida

como a for¢a da armadinha magneto-optica, Fyor, e entao

FMOT = —6V — kr. (239)

2.3 Forca coletiva

Além das forcas originadas pela armadilha, ha interacoes nao-locais autoconsistentes que
sao relevantes ao sistema. Podemos expressa-la por uma forca coletiva, F¢. Essa forca é dada pela
soma de dois efeitos. A primeira contribuicdo é denominada de forca fantasma, F . Sua origem
é consequéncia de que a intensidade luminosa varia localmente. Isso ocorre, pois uma fragao dos
fotons sera absorvida por outros atomos. Para descrevermos esse efeito, utilizaremos o limite de
baixa absorc¢ao, o qual nos permitird escrever a intensidade absorvida por meio de um decaimento
linear. Esse desbalanceamento causa uma compressao da nuvem. Ja a segunda contribuicao é
chamada de forga de espalhamento, Fg. Sua origem se da na absorcao de fétons emitidos por
atomos vizinhos. Esses fotons sdo denominados de fétons espalhados ou fétons secundarios. A
emissao seguida de uma absorcao de um féton secundério causa uma interacao de repulsao entre os
pares envolvidos nessa troca. Portanto, podemos escrever Fo = Fr 4+ Fg. Em situagoes normais,
a forga repulsiva domina sobre a forca atrativa. Logo, a forca coletiva serd de repulsao. Por fim,
veremos que a forca coletiva pode ser descrita formalmente por meio de uma interagao Coulombiana

dada por uma carga efetiva.

2.3.1 Forca fantasma

A forca fantasma foi primeiro considera no contexto de MOTs por Dalibard [101]. Para
melhor entender a origem dessa forga, vamos primeiro partir de uma descricdo unidimensional.
Também, iremos considerar uma distribui¢ao uniforme de atomos. Apos isso, iremos generalizar o

resultado.

A intensidade luminosa que chega em um determinado ponto x de uma reta é dada por

Iy = [pe m0or(5+2) (2.40)

Y

em que I, descreve a intensidade do laser na direcdo positiva e I_ na dire¢do negativa, sendo I,
a intensidade emitida por um laser. Ja ng é a distribuicao de d&tomos em um comprimento x,
limitado pelas coordenadas —z(/2 e /2, e oy, é a segdo de choque de absorc¢ao do laser. Pela Eq.
(2.40), vemos que os fétons na dire¢ao positiva tem que percorrer uma distancia (zo/2 + x) e, 0s
fétons na diregdo negativa, uma distancia (z¢/2 — ) para chegar em uma determinada posigao x.
Para um regime de baixa absor¢ao, dada pela condigao ngopz/2 << 1, temos que a intensidade

sera dada por

I =1 [1 — oot (”“"20 + xﬂ . (2.41)
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Uma vez que a pressao de radiacao é dada pela razao entre a intensidade da onda pela

velocidade da luz, ¢, temos que a forca resultante sera

21,02
F=F, +F =L qe,. (2.42)
C

A compressao da nuvem é expressa pelo sinal negativo da forca. Além disso, ao tomarmos o

divergente, temos que

2]00'%

V-F=-— n . (2.43)

Temos, assim, uma for¢a que varia com a posi¢ao de forma constante e proporcional a densidade

de particulas.

Discutido o que acontece numa situacao simplificada, podemos generalizar o resultado
obtido. A intensidade luminosa que chega na direcao x para uma distribuicao que dependa tanto

da posicao quanto do tempo, e ao considerar o limite de baixa absor¢ao, pode ser escrita como

0]

I, =1, (1 — aL/ n(z’, y, z,t)dx’) (2.44)

2

=0

Ix_—:I()(l—aL/z

A forga resultante na direcao x que origina-se por meio dessas duas contribuigoes é

n(z',y, z, t)dx’) . (2.45)

0]

T 2 z 2
Fr,=— 0L (/ n(xlv Y, %, t)dl'/ - / TL(:L'/, Y, <, t)d$,> éx - (246)

¢ \Jg :

Ao utilizar os mesmos argumentos para as demais dire¢oes, concluimos que

v

T 2 Yy
FFy _ 1%L (/ n(x,y',z,t)dy/ — / i n(xay/azvt)dy/>éy (2'47)

C _y70 y

_ [OUI% - / / %0 / AN
Fp,.=— n(x,y, 2, t)dz" — n(x,y, 2, t)dz" |é. . (2.48)

c 20 ;

Apés tomarmos o divergente da forga originada pelas Eqgs. (2.46-2.48) temos que

6021
V Fp=—2L0 ). (2.49)
C

O fator 6 é devido a contribuigao dos trés pares de lasers. Além disso, para obter a Eq. (2.49),
é suposto que os atomos estejam contidos em uma caixa retangular de comprimento xg, yy €
20, de tal maneira que ndo ha particulas na superficie dessa caixa, ou seja, n(£x¢/2,y, z,t) =
n(x, £yo/2,z,t) = n(z,y, +tz0/2,t) = 0.

2.3.2 Forca de espalhamento

Quando a nuvem se torna muito densa, os fétons secundarios podem ser absorvidos por

atomos préoximos antes de escapar da amostra. Por conta da conservagao do momentum, cada
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atomo que participa dessa interacao irda adquirir um movimento de recuo em dire¢oes opostas.

Dessa maneira, o efeito resultante é de provocar uma expansao da nuvem.

Um atomo ird absorver e reemitir um féton com uma taxa oI, ou seja, todos os elétrons
absorvidos serdo emitidos. J4 a fracdo de absorcdo do segundo féton é dada por or/(47|r — 1'|?),
sendo o a se¢ao de choque de absor¢ao de fotons espalhados, r a posicdo do atomo que ird emitir
o féton e r’ e a posicao do dtomo que ird absorvé-lo. A diferenca entre as secoes de choque se
dé, uma vez que a frequéncia de distribuicao e a polarizagao desses fétons secundarios diferem

daqueles emitidos pelos lasers. Entao, para um par de atomos, o moédulo da forga serd

O1LOR ](I'/)

[Fe(r)| = (2.50)

dre |r =12

A expressao anterior pode ser interpretada de uma outra forma. Podemos pensar que existe
uma determinada probabilidade do atomo de absorver esse foton. Essa probabilidade deve ser
igual a unidade para quando o féton estiver a uma distancia fixa e independente da direcao, assim
definindo a se¢ao de choque de absorcao, e deve ser nula para grandes distancias. Dessa forma,
definimos a probabilidade de absorcio como o/ (4n|r — r'|?). Além disso, esse evento ocorre um

determinado niimero de vezes por unidade de tempo, portanto dado pela taxa o 1.

Ao considerarmos a contribuicao de todos os atomos, temos que a forca de espalhamento é

6ororly [ n(r',t)(r —1')
Fg(r) = e / o] dr’.

(2.51)

Para obter o resultado da Eq. (2.51), foi suposto que a intensidade seja constante e que seu valor
médio corresponda aos trés pares de lasers com intensidade Iy. Além disso, ela é valida numa

aproximacao na qual fotons reemitidos duas vezes ou mais sao despreziveis.

E possivel descrever essa for¢a de uma maneira mais comoda e semelhante a Eq. (2.49).

Apoés tomar o divergente da Eq. (2.51), temos que

GO'LORIO
—nN

V. Fp= (r,1). (2.52)

C

2.3.3 Lei de Gauss para MOTs

Como dito anteriormente, a forca coletiva é a soma dos efeitos da for¢a fantasma e da
forca de espalhamento. Entdao, em posse das Eq. (2.49) e Eq. (2.52), podemos escrever que a forga
coletiva satisfaz

V- -Fc =Qn(r,t). (2.53)

A constante Q) = 6(or — o)orly/c é o quadrado da carga efetiva, g.rr, do sistema. Em situacoes

usuais, og > o, e, entao, () > 0. Logo, a forca coletiva é de repulsao.

Expressa dessa maneira, vemos que a forca coletiva obedece a uma lei de Gauss com uma
carga efetiva, () = qgf s /€0, sendo a constante ¢, é a permissividade elétrica do vacuo. Sendo assim,
também é possivel escrever a forca acima em termos da equac¢do de Poisson, dado que a forca

coletiva seja escrita a partir de um potencial. Escrever em termos da lei de Gauss ou da equagao de
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Poisson fica ao critério da forma com a qual se quer abordar o problema. E devido a essa analogia
que reside a associagao que faremos com plasmas de uma tnica componente. Entretanto, no caso

do plasma, a presenca da lei de Gauss é devido ao campo elétrico autoconsistente dos elétrons.
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3 Modelo hidrodinamico

O modelo hidrodindmico juntamente com as variaveis Lagrangianas serdo as ferramentas
que utilizaremos para acessar a dinamica dos sistemas propostos. Portanto, neste capitulo, iremos
justificar a utilizacado dessas ferramentas. Comecaremos a discussao apresentando como se conserva
a probabilidade na interacao atomo-campo elétrico. Em seguida, como ha possibilidade de acessar
um sistema semiclassico (MOTs) e outro classico (plasmas de elétrons e antiprétons) pelo mesmo
modelo e com semelhantes estruturas de equagoes, iremos entender como isso é possivel. Também,
obteremos uma equacao de transporte para quantidades macroscépicas que nos fornecera uma
equacao da continuidade e uma equagao do transporte para o momentum. Para o primeiro caso,
vamos partir da fungdo de Wigner [20, 102]. J& para o segundo, partiremos da funcao de distribuicao
[103]. No limite cldssico, a analogia entre as duas é direta. Por fim, apresentaremos o método das

varidaveis Lagrangianas.

3.1 Modelo Hidrodinamico

Um sistema constituido de muitas particulas pode ser descrito pelo comportamento de
cada uma delas. Para isso, seria necessario descrever quantidades microscopicas, tais como a
trajetéria e velocidade para cada um dos seus constituintes. Esse processo pode se tornar uma
tarefa impraticavel. Entretanto, o modelo hidrodindmico permite uma outra abordagem. Com
esse modelo, podemos descrever o sistema em termos de quantidades fisicas macroscopicas, como,
por exemplo: a densidade de particulas, n(r,t), a velocidade do fluido, v(r,t), e a pressao, p(r,t).
Essas quantidades sao médias macroscopicas sobre a distribuicao de particulas em um elemento de
volume. Para que seja possivel descrevé-las assim, é preciso que, num determinado elemento de
volume, contenha uma quantidade grande de particulas. Em MOTs, para uma amostra contendo

3 a qual é possivel considerar

10" atomos/m?, em uma escala macroscépica de volume 10™%m
como um ponto, haveriam 10? dtomos dentro de um volume elementar. Entdo, a aplicacdo do
modelo é justificavel para o contexto de MOTs. Entretanto, para plasma de elétrons, a densidade
obtida no laboratério é muito menor do que a densidade para MOTs, porém, como a amostra é
mantida confinada em uma certa regiao do espago por meio de uma armadilha, o modelo ainda é
justificavel. Além disso, temos interagoes que podem ser descritas formalmente por meio de colisoes.
Entao, é necessario que o livre caminho médio (distancia percorrida entre duas colisoes sucessivas)
seja pequeno, comparada com a escala do comprimento de observacao. Essa condicao é satisfeita
por ambos os sistemas. No contexto de MO'TS, essa condigao restringe a abordagem para atomos
que percorrem pequenas distancias até absorverem um foton e decairem. O modelo hidrodinamico
ja foi empregado em MOTs no contexto de oscilagoes coletivas [46, 48] e instabilidades [47]. J&
para plasmas ndo-neutros, a técnica tem sido usada com frequéncia desde os seus primérdios [59]
e, ainda, com situagoes sendo estudadas, entre elas: vortices [64], oscilagoes de grande amplitude

para um plasma frio unidimensional na auséncia de colisoes [6, 11, 12] e expansao de um plasma
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frio [104].

3.2 Equacao da continuidade

E sabido que a equacdo de Schréodinger obedece uma equagdo da continuidade para a
densidade de probabilidades. Dessa maneira, é de interesse ver como na equacao de Schrodinger,
Eq. (2.10), comporta-se a conservagao da probabilidade. Entao, seja |r) a base das posigoes, a

equagao de Schrodinger em termos da fungao de onda ¥(r,t) é dada por

0 n? .
ih—VU(r,t)=| - —V*+V(r )+ > dijc;E (r,t)e st (3.1)
ot 2m vy
i#]
Por definigdo, a fungdo de onda é ¥(r ch U, (r,t), com W, (r,t) = e — (r|n) . Além

disso, V* é o laplaciano, V(r) ¢ o potencial, E(t) é o campo elétrico e d;; = —e / Ui (r-e)W,dr
é o momento de dipolo ij na nova base, em que d°r representa o volume elementar no entorno

da posicao r. Dada a equagao anterior, temos que o seu complexo conjugado satisfaz a seguinte

equacao,

0 hQ 2 * % —iw;t
—@hatqf (r,t) = <— 2—V +V(r ) ;dwch (r,t)e . (3.2)

Ao tomar a diferenca da Eq.(3.1) multiplicada pelo lado esquerdo por ¥* pela Eq.(3.2)

multiplicada pelo lado esquerdo por V¥, temos que
( > Z chn/\PZ,\Dn> [Z > e cn/ — (U5, VT, \Ian\If;,)]
Z E(t (dijcj Y e Wiem it — ;Z U, e ) : (3.3)

Z#J

Se somarmos somente os termos n = n’ = 4, ficamos com
(Z\cﬂ%ﬁ) =V [ Z| QAVASES xp;‘vqfi)]
Z E (CJ’ Z dl-jcf\lffllfie*i‘“ﬂ — Z d* C,L\I/ Ve Zwljt) . (34)

1753

Com as seguintes defini¢oes

n(r,t) => |e? W%, (3.5)

i=1

ih
J@J):%%E:kfomVWj—WﬂNm, (3.6)
i=1

temos que a Eq. (3.4) torna-se

Tiv.J=5. (3.7)
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A Eq. (3.7) é equagao da continuidade para a densidade de probabilidades na presenca de "fontes'e

"sorvedouros'de probabilidades dadas por

S= YY) (dm - d|\y|) | 38)

3.3 Funcao de Wigner

Na fisica classica, o espaco de fase é 1til para descrever a probabilidade de se encontrar um
certo nimero de particulas com determinada velocidade e posicao. Essa descricao é possivel por
meio da func¢ao de distribuicao. Entretanto, na fisica quantica, conhecer tanto a posicao quanto
a velocidade da particula com precisao infinita ¢ algo proibido por consequéncia do principio
da incerteza. Sendo assim, no contexto de efeitos quanticos, o conceito de espaco de fase é um
problema. Consequentemente, nao é possivel definir uma funcdo probabilidade no espaco de
fase para um sistema quantico. Contudo, ¢ possivel construir uma fungao que seja semelhante
as fungoes de probabilidade. Por conta de efeitos quanticos, essas fungoes sdo denominadas de
pseudo-probabilisticas. Sao denominadas assim, pois nao é inteiramente positiva, ou seja, assume
valores negativos em algumas regidoes do espago de fase. Contudo, quando tomamos o limite
classico, recaimos em uma funcao inteiramente positiva. A primeira funcao pseudo-probabilistica
foi introduzida por Wigner [105] ao obter corregoes quinticas na fisica estatistica classica. Como
desejamos construir uma associacao direta com a funcao de distribuicao, a melhor forma é partir
da pseudo-funcao de probabilidade de Wigner, ou simplesmente, funcao de Wigner. Apesar de
partirmos da defini¢ao de fungdo de Wigner, é possivel construi-la formalmente por meio da matriz
densidade [102, 106, 107].

Partiremos da equagao de Schrédinger,

ihaat\ll(r, t) = ( — QH;VZ’ + V(r)> U(r,t). (3.9)

O termo dissipativo nao esta contido na equacao anterior, entao é necessario um modelo para inclui-
lo no desenvolvimento que se segue. O potencial da conta de reproduzir as interagoes harmonicas e

autoconsistentes.

Podemos definir um elemento de matriz de Wigner 45 no referencial do centro de massa

pela forma
m \° mu - S
Wij(r,u,t) = (27rh> c;‘cj/d?’sexp( N )Wf(u,t)\l/j(r_,t), (3.10)
em que r, =r -+ % er. =r— §, com velocidade microscépica u e d°s representa um volume

elementar no entorno do vetor posi¢ao s. Da Eq. (3.10), podemos encontrar duas quantidades
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importantes. Sao elas,
Zz;: Wad'u = <27rh> Z|CZ|2//d3Sd3ueXP (Zm; S)\II (ry, 6)U;(r_,t)

= <27rh> Z|c,|2//d3sduxduyduz exp( (sS4 +Zy8y+uzsz)>\ll (ro, t)U;(r_,t)

_ Z]CZ]Q/d35(5 U O, 1) = 3 Je e ) = (e ) (3.11)

o[ uWudlu = (27rh> Z\c@\z//dgsdguuexp (Zm;;.s>\11f(r+,t)\lli(r,t)

_ - <2m> Z|cz|2//d3sd3u<jzvs> exp (im‘g's>w;(r+,t)qfi(r_,t)
= Xl [ a5 9. )i 0w

_ ZM?/d%KQan) <v+ A )]6(S)Wf(r+,t)\lfi(r_,t)

=1

- zm? [ P OV 1) — W O )

= % ; |2 (U; VU — UiV = J(r,t). (3.12)
No desenvolvimento das Egs. (3.11-3.12), foi utilizada a definicdo da fungao delta de Dirac
em termos de sua forma integral. Na segunda igualdade da Eq. (3.12), foi utilizada a relacao
u — (ih/m)V,, que valida, uma vez que o termo que contém a velocidade sé estd presente no
termo exponencial. Aqui, V representa o operador diferenciacao em relagdo ao vetor s. Além disso,
na quarta igualdade, da mesma equacao, por meio da definicao dos vetores r, e r_, foi possivel
escrever s = s(ry,r_) — Vi = V4(V,, V_). Dessa forma, V. representa o operador gradiente nas
posigoes ry. Os resultados das Eqgs. (3.11-3.12) nos fornecem os primeiros resultados que conectam

a funcao de Wigner a funcao de distribuigao.

Dada a definigao, Eq. (3.10), e ao diferencid-la em relagao ao tempo, temos que

OW; m\* f imu-s\ 0,
0= () cies [ s (50) Spwite o e-t). (3.13)

Juntamente com o uso da Eq. (3.9) ficamos com

oW m )", 3 imu - s ih 72 2y
ot \2xn) 9 d’s exp A 2m UiV (r, t) — Wy(r_, ) VI W (ry, 1)

- V) V)L n ). (5.14)

A melhor maneira de lidar com a expressdo anterior é analisar cada termo separadamente.
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Além disso, para desenvolvé-los, é necessario utilizar as seguintes identidades

V+ - V + Vs
Vi = V’+VIi4 V-V,
Vo = V-V,
Vi = V2-V2-V.V,
VZ-Vi = —2V.Vq, (3.15)
e -
cie; Ui (ry, )W (r_, t) = /d3u’ exp (—zmhus> Wi; . (3.16)
Ao aplicar as identidades anteriores no primeiro termo do lado direito da Eq. (3.14), temos
que

( m ) (ﬂZ)chj/d?’sexP (im;-s) (\If?(rJr,t)VQ_\I/j(r_,t) - \Ilj(r_,t)viq/:(rJr,t)) —

2rh 2m
m ih 3 imu - s 3 —imu’-s\
_2<27rh> (2m> /d sexp< N )/d u'V - Vgexp (h >Wl] =
_ / 5 (1 — ) (o - V)W = —(u- V)WV (3.17)

De maneira analoga para o segundo termo, temos que

(1) (o) s [ bson (M5 ) e - Ve Wit w00 = [ @tV wl,
(3.18)

em que o funcional K ¢é definido por

K[Vju—u] = — <2> (%)3 / s exp (W) V)= VE )Wy,  (3.19)

Como estamos interessados num sistema semiclassico, é de interesse tomar limite semiclassico,
r >> s/2, condicao satisfeita quando a escala na qual se observa é muito maior que o comprimento

de onda da particula, entao ficamos com
V(iry)—V(r.)=s-VV. (3.20)
Sendo assim, a expressao dada pela Eq. (3.18) se resume a

1 1
UK Viu—u]=—-—(VV -V, |W;; = ——VV -V, W, (3.21)
m J m J

também usamos s — (ih/m)V,,.

Ao reunirmos os resultados ficamos com

0 \A%
<at+(u-V)+m'vu>Wi‘—0- (3.22)
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A Eq. (3.22) representa a conservagao do elemento da matriz de Wigner. Podemos definir a funcao
de Wigner, como W = W(r,u,t) = E:VVZZ como as Egs. (3.11-3.12) sugerem. Procedido assim,

K3
temos que a conservacao da funcao de Wigner é consequéncia da conservacao dos elementos da

matriz de Wigner e é dada por

<;+(U-V)+ZY-VU>W:0- (3.23)

A expressao da Eq. (3.23) é o que precisamos para continuar a discussao da analogia entre a
funcao de Wigner e a funcao de distribuicao, e obtendo o modelo hidrodinamico. A equagao anterior
é analoga a equacao de Boltzmann nao colisional. Além disso, a analogia construida sé é valida,
pois o tratamento ¢é semiclassico. Do contrario, a positividade da funcao pseudo-probabilistica nao

é preservada.

3.4 Funcao de distribuicao

A funcgao de distribuigdo, f = f(r,u,t), é a funcdo que informa como uma certa quantidade
fisica se configura num elemento de volume no espaco de fase, d*rd®u. Dada essa funcéo, por

definicdo, temos que a densidade e a velocidade sao dadas respectivamente por
n(r,t) = /f(r, u, t)d*u
1

v(r,t) = n(rj)/uf(r,u,t)d u. (3.24)

A lei de conservagao que governa esta funcao, incluindo termos de colisoes, é dada pela

<8+u.v_:;.vu>f:[5f] _ (3.25)

equacao de Boltzmann

ot ot

O vetor F representa a forca resultante. Ja o termo do lado direito significa a taxa da mudanca na
configuracao e pode ser descrita por meio de um operador de Boltzmann. Caso este termo fosse

nulo, recairfamos na Eq. (3.23).

A dindmica de um sistema microscopico pode ser obtida pela descri¢ao da evolucao da sua
configuracao, e isso é o que nos fornece a Eq. (3.25). Porém, para resolvé-la, é preciso ou conhecer
a funcao de distribuicdo das particulas ou, conhecendo as forcas, obté-la. Entretanto, ha um outro
caminho. Podemos utilizar a equacao de transporte, que advém da média sobre as velocidades da
equagao de Boltzmann, para descrever a dinamica do sistema. Por meio da equagdo de transporte,
podemos obter uma equagao de conservagao de massa e outra de transporte para o momentum. A
primeira equacao é denominada de equacao da continuidade e a segunda nos fornecerd uma lei de
Newton para fluidos. Para chegarmos 14, seja ( = ((u) uma quantidade fisica qualquer associada
a uma particula. Para o nosso interesse, é somente necessario descrever quantidades fisicas que
dependam da velocidade microscopica. Entretanto, é possivel generalizar a equacao de transporte

para uma quantidade fisica que também dependa tanto da posicao quanto do tempo. Sendo assim,
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ao multiplicarmos pelo lado direito a Eq. (3.25) por ¢ e integrarmos sobre as velocidades [103],

temos que a lei de conservagao para uma quantidade fisica qualquer é

0 S n—— 5

. —_F. = |— . 2
0+ 7 () — SV = 00| (3.26)
A barra representa uma média sobre as velocidades. O termo do lado direito representa a taxa de

mudanca da quantidade ¢ por meio de colisoes.

Ao tomar ¢ = m, sendo m a massa, temos que a Eq. (3.26) nos fornece

on

Utilizamos os resultados mua = mv e que V,m = 0. Além disso, na auséncia de fontes ou sorvedouros

de particulas, o termo colisional é nulo. A Eq. (3.27) é a equagao da continuidade que utilizaremos.

Ja ao tomar ¢ = mu, temos que a Eq. (3.26) nos fornece

B o - )
S+ 9 mw) =V = [ )] (3.29)

col

Para desenvolver a expressao anterior, o segundo termo precisa ser analisado separadamente.
A velocidade u pode ser descrita como uma contribuicao de duas partes, a primeira devido a
velocidade macroscépica v e a segunda devido a uma velocidade aleatoéria c, de tal maneira que

¢ = 0. Sendo assim, u = v + ¢, e, portanto, o segundo termo torna-se

V. (nuu) =V - [n(vv+vE+cv+cc) = V- (nvv +ncc). (3.29)

Ao substituir o resultado anterior na Eq. (3.28), temos que
0 V.-P —
a(nv) +n(v-V)v+v[V:(nv)+ ——-—nF=C. (3.30)
m
Utilizamos a identidade V - (nvv) = n(v - V)v 4+ v[V - (nv)] e a definigdo V - (ncc) = V - P/m,
sendo P é o diddico pressao cinética. Ja o termo C = [§(nv)/dt]., contém o termo colisional. Apos
utilizar a equagao da continuidade, temos, entdo, que a equacao de transporte para o momentum

de um fluido é

ov V.-P —

Obtida a Eq. (3.31), faz necessario adapté-la para os sistemas que serdao estudados. O diddico
pressao cinética ¢ uma matriz de nove componentes, na qual os termos da diagonal principal nos
fornecem as pressoes normais as superficies. Ja os demais representam as tensoes de cisalhamento,
isto é, pressoes tangenciais as superficies. Uma vez que essas tensoes nao sao relevantes ao problema,
a aplicagdo do operador diferenciagao no diatico resulta no termo do gradiente da pressao. A
forca média, F, contém todas as forcas externas por unidade de massa e volume que atuam sobre
o sistema. Além disso, é necessario que dada uma direcao da forca, a mesma nao dependa da
componente da velocidade nessa direcao, ou seja, F, nao dependa de v,. Dessa maneira, a equagao

do nosso interesse é dada pela forma

ov Vp C
[m+(V~V)V] =——+F+— (3.32)

nm n
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Para completude de todos os efeitos considerados, é necessario uma equacao de estado para

descrever os efeitos térmicos do sistema. A equacao de estado adotada sera

p= nokBT<n(r’t)>7, (3.33)

No

sendo aqui ng um valor de referéncia para a densidade, kg a constante de Boltzmann, T a
temperatura. O expoente v > 1, denominado de coeficiente politropico (polytropic index), é um
valor arbitrario que nos permitird acessar estados diversos. Por exemplo, para v = 1, temos um
processo isotérmico. Ja para v = j + 2/j, sendo j é o numero de graus de liberdade do sistema,
temos uma processo adiabatico. Sistemas adiabaticos sdo de interesse para processos rapidos nos

quais os processos de transporte de calor podem ser negligenciados.

Ainda falta discutir um modelo para explicar o termo dissipativo. Para MOTs, ha uma
caréncia na descri¢ao de um modelo partindo da fun¢ao de Wigner. Porém, para plasma de elétrons,
as colisdes com atomos podem ser descritas por meio da integral de colisdes de Boltzmann. Isso

sera abordado logo adiante.

3.5 Modelo de colisoes binarias

Quando tratarmos o plasma com elétrons, havera um termo dissipativo proveniente das
colisoes com atomos. Sendo assim, o plasma nao é completamente ionizado. Entao, faz-se necessario
descrever um modelo para sua origem. Vale ressaltar que por mais que tenhamos o mesmo termo

no sistema de MOTs, a sua origem foge do modelo que abordaremos.

O termo colisional contido na equagao de Boltzmann, Eq. (3.25), para colisdes binarias do

tipo elétron - corpos neutros pode ser dado pela seguinte integral,

ofe o
( ot >col o /bv/ﬂ/m<fefnl - fefn1)|g|bdbd19d3u1 . (334)

As funcées f. e f, representam a funcao de distribuicdo para elétrons e particulas neutras,

respectivamente. A linha é introduzida para separar entre a contribuicao das particulas que adentram
(termos com linha) e das particulas que deixam (termos sem linha) o volume de fase d*rd*u por meio
das colisoes. Dessa maneira, f' = f'(r,u’,t) e f = f(r,u,t). JA|g|=|u—w|=|ud' —u4|=|g| é
o modulo do vetor velocidade relativa, em que u é a velocidade microscépica dos elétrons e u; é
a velocidade microscopica dos corpos neutros. Juntamente, b é um parametro de impacto e ¢ é
o angulo formado no plano das colisdes. A quantidade bdbd¥ define o angulo s6lido d©, isto é,
bdbdy = dO. A Eq. (3.34) é conhecida como a integral de colisoes de Boltzmann.

A expressao anterior é valida sob as seguintes consideragoes: a funcao de distribuicao nao
varia apreciavelmente sobre a escala na qual ocorrem as interacoes interatomicas, assim, o elemento
de volume deve ser grande comparado com esta distancia; a escala de tempo considerada deve ser
maior que a ordem do tempo de colisoes, ou seja, o pequeno intervalo de tempo considerado deve
ser maior que o intervalo entre dois choques consecutivos. Além disso, efeitos devido a presenca

de forgas externas sao irrelevantes na ordem de magnitude da secao de choque, sendo assim
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lg| = |g'| = constante, e somente colisdes bindrias sao de importancia. Por fim, é também preciso
que nao haja correlacao entre as particulas antes de colisao. Essa tltima condi¢ao nao é satisfeita
para colisoes entre particulas carregadas, ja que elas interagem a longas distancias por meio da
interagdo Coulombiana. Nessa situacao, o modelo de Fokker-Planck condiz com um modelo mais
realista [103].

A massa dos corpos neutros é algumas ordens de grandeza maior que a massa dos elétrons.
Logo, é possivel assumir, como aproximagao, que as particulas neutras sao estacionarias e que nao
sdo afetadas pelas colisoes, ou seja, u; = u'y = 0. Consequentemente, f,; = f,;. Ao utilizar essa

aproximagao, a Eq. (3.34) torna-se

(%) = [ [T obavas, (3.3

em que n,, é a densidade de particulas neutras.

Em seguida, escrevemos a velocidade em coordenadas esféricas, (u, 6, ¢), e expandimos em
termos de harmonicos esféricos. Ao considerarmos que a anisotropia da funcao de distribuicao é

pequena, podemos reter somente os dois primeiros termos nao nulos da seguinte maneira,

fe(r,u,t) = i i P (cos 0)[ frn(r, u, t) cos(me) + gmn(r, u, t) sin(mae)]

m=0n=0

= foo(r,u,t) + for(r,u,t)

a,-u

(3.36)

A fungao P*(cos @) representa o polindmio de Legendre associado, enquanto que f,,, € gnm sS40 08
coeficientes da expansao. Por defini¢ao, 6 é o angulo entre o vetor velocidade e a sua componente

na diregao z, isto é, cos = 1, - u/u. Ao aplicar a expansao da Eq. (3.36) para f. e f. temos que

0, -u

fe(r,u,t) = foo(r,u,t) + for(r,u,t) (3.37)

a, -u a, -u
fe(ra u/7 t) = fOO(r> ula t) + fOl(r7 ula t) u = fOO(ra U, t) + f01<I', u, t) :

(3.38)

A 1ltima igualdade é obtida, uma vez que consideramos que, numa colisao, o efeito resultante
serd apenas na mudanca da dire¢do da velocidade, ou seja, u = 1/, porém u # u’. Sendo assim, sua
magnitude permanecerda a mesma. Além disso, sem perda de generalidade, é possivel escolher a

direcao de 01, como aquela resultante da velocidade relativa g. Ao proceder assim, temos que
(W' —u)-a,=(g —g) . =u(cosh —1), (3.39)

em que 6 é o Angulo entre os vetores g e g’.

Por meio das Egs. (3.36-3.39), a Eq. (3.35) torna-se

o) 2T
<6fe> = —nyufor / / (1 —cos®)bdbdd = —n,oufo, (3.40)
ot col 0o Jo

em que o € a secao de choque e é definida por

oo 2m
o= / / (1 —cos@)bdbdy . (3.41)
o Jo
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Da Eq. (3.37), podemos escrever fo; = fo — foo, 0 que nos permite obter

0fe
ot

= —v(u)(fe = foo) - (3.42)

col
Na Eq. (3.42), introduzimos a frequéncia de colisées v(u) = n,ou. Em posse da Eq. (3.42),
considerando que elétrons nao possuem velocidade de deriva no equilibrio, isto é, v.g = 0, e ao
considerarmos que a frequéncia de colisoes como independente da velocidade, temos que o termo

colisional da Eq. (3.30), expresso por C é dado por

0 0fe 3
v V. 4
C 575(” ) y /uu 5t d’u nv (3.43)

col

Temos, assim, a origem do termo dissipativo proveniente das colisoes com corpos neutros.

3.6 Variaveis Lagrangianas

A descri¢ao da dindmica de um fluido pode ser realizada por meio de duas abordagens.
A mais comum é a denominada Euleriana (referencial do laboratério). Nessa abordagem, cada
ponto observado ¢ fixo e analisamos como cada elemento de fluido e suas respectivas quantidades
termodinamicas, tais como densidade, velocidade, temperatura, comportam-se ao passar por aquele
ponto. As equacoes de fluido para conservacao de massa e momentum obtidas na se¢ao anterior estao
escritas pela 6tica Euleriana. A outra, a qual usaremos aqui, é chamada de abordagem Lagrangiana
(referencial do fluido). Nesta abordagem, identificamos o elemento de fluido e acompanhamos a
sua trajetoria, analisando como variam as suas propriedades. Como veremos no decorrer deste
trabalho, a utilizacdo da abordagem Lagrangiana facilitara o tratamento dos problemas estudados
[1, 2,9, 13, 108]. Ela é uma ferramenta til, pois nos permitira partir de equagoes diferenciais
parciais e transformé-las em equagoes diferenciais ordinérias. Dessa forma, considerando um situacao
unidimensional, teremos dois referenciais, um fixo, no referencial Euleriano {x(t),t}, e outro mével,
no referencial Lagrangiano {£, 7}. Entéao, iremos correlacioné-los por meio de uma transformagao
entre as coordenadas, tendo em mente que a velocidade do elemento do fluido pode tanto variar
com o tempo quanto com a posi¢ao. Dessa maneira, queremos mudar de referencial de tal forma
que a derivada convectiva se transforme em uma derivada total. Feito isso, obtemos a trajetéria
e a velocidade em termos das variaveis Lagrangianas e, adotada uma hipdtese para a forma da
velocidade, podemos tomar a transformacao inversa e obter as solugoes em termos das coordenadas
fisicas do referencial do laboratério. Na sequéncia, tentaremos construir a transformacao de forma

heuristica.

Por simplicidade, comecemos com uma discussao num referencial unidimensional na dire¢ao
é,. Tomemos um referencial S, com dois pontos materiais, um em repouso na posi¢do r e o
outro se afastando em relagdo ao primeiro com velocidade constante v. Podemos mudar para um
novo referencial S¢, que acompanha o segundo ponto material fazendo uma transformacao da
forma ¢ = x — vt. Essa transformagao é conhecida como transformacao de Galileu. No proximo

passo, podemos incluir que a velocidade com a qual o segundo ponto material se desloca varia

no tempo. Consequentemente, a transformacao toma a forma £ = x — / v(7)dr', em que T = t.
0
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Assim, garantimos que o referencial continue acompanhando o segundo ponto. Porém, em um
modelo de fluidos, nao temos apenas duas particulas, temos um grande nimero de constituintes
que sao descritos por uma velocidade média que varia tanto no tempo quanto no espaco, ou seja,
v =v(x,t) - tanto o fluido quanto o seu centro de massa se move com essa velocidade -. Sendo
assim, podemos nos perguntar o que acontece se acompanharmos o centro de massa por meio da

seguinte transformacao
/f::c—/ v dr', T=t. (3.44)
0

Sendo assim, temos, de modo geral, que as novas variaveis podem ser escritas como § = {(t,x) e
T = 7(t, ), de tal forma que £ e 7 sejam independentes e z(£,0) = &, ou seja, no momento inicial,

os referenciais se coincidem.

Segue da Eq. (3.44) que

o _ 90 020 _9rd owd _ (1 [0 . N0
o&  0Eot  0€0x OOt OEdx 0 0 oz’
G, Ta 5,
e
0 _ 09 Owd _0 0D _0 0
or  orot  oror ot otor ot ox’
0 _ Q—l—vg. (3.46)

or ot ox

Concluimos, pela Eq. (3.46), que, ao tomarmos a transformagao dada pela Eq. (3.44), a derivada

convectiva se tornou uma derivada total no referencial do centro de massa, assim como desejavamos.

Por generalidade, podemos definir a transformacgao da seguinte maneira

rp=r— / v(rg, ) dr", T=t, (3.47)
0

em que r = r(z(t),y(t), z2(t)) e ro = ro(§, (,n). Além disso, temos que as componentes se relacionam

por

5 = I — /0 U@(fafﬂ?ﬂ',) dT’,
C = Y- A Uéy(£7<77]77—/) dT/u
no= 2= /0 Ve, (57 ¢, 7-/) dr' ) (348)

sendo v, = dx/0t, ve, = Oy/Ot e vs, = 0z/0t. Consequentemente, as derivadas parciais sao

;5=<1+/0T§§véx(§,é,m )) (/ gl &Gm T >+</ gele (&G T ));z
a:</T§Cvew<£,<,n,r'>>§ (14 [ gt oo ([ gtecn) o,
o= ([ gptecnt)) o ([ grutecns)) o+ (14 [ srontecnn)

(3.49)
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Como veremos no desenvolvimento, na maioria dos casos, utilizar somente as variaveis
Lagrangianas nao ¢é suficiente para obter as solucoes desejadas. Sendo assim, ainda sera necessario
tomar uma hipétese para a forma da velocidade. Por simplicidade, tomaremos velocidades lineares na
posicao, o que acaba restringindo nossos resultados para fluidos laminares. Dessa forma, encerramos
a nossa discussao do modelo que utilizaremos e do primeiro método que aplicaremos. Em seguida,
iremos apresentar o método variacional dependente do tempo que também nos permitira estudar a

dinamica dos sistemas propostos.
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4 Meétodo variacional dependente do tempo

Neste capitulo, iremos discutir o método variacional dependente do tempo. Para sua
melhor compreensao, na primeira secao, iremos discutir a sua importancia e relevancia. Feito
isso, iremos partir de uma densidade Lagrangiana e provar que ela gera o sistema de equacoes
do modelo hidrodinamico e a equacao de Poisson, as quais descrevem completamente os sistemas
que estudaremos. Além disso, deduziremos a respectiva Lagrangiana do sistema para um Ansatz
Gaussiano. Por fim, faremos o mesmo processo para um plasma de uma tinica componente confinado

numa armadilha dependente do tempo.

4.1 O método

O formalismo Lagrangiano permite escrever as equagoes de movimento da maioria dos
sistemas fisicos, inclusive sistemas com amortecimento [109, 110], a partir de uma tnica funcao
escalar em termos de coordenadas independentes e arbitrarias. Isso nos permite estudar sistemas
dindmicos sem a necessidade de utilizar vetores e coordenadas cartesianas. Podemos fazer uso de
qualquer coordenada generalizada ou campo de interesse para descrever um sistema, como, por

exemplo, velocidade, momento, 4ngulo, momento linear, densidade, comprimento. [111, 112].

O método consiste na minimizacao da acao, S = / Ldt, em que L é a Lagrangiana do
sistema. Nos casos nao-dissipativos e para forgas derivadas por um potencial escalar, a Lagrangiana

consiste na diferenca entre a energia cinética e potencial. Além disso, a Lagrangiana de um sistema
continuo deve ser expressa em termos de uma densidade Lagrangiana, L = [ L£d3r. Diferentemente

dos sistemas discretos, para descrever um sistema continuo, uma vez que possuem infinitos graus
de liberdade, é necessario expressar a densidade Lagrangiana, £, em termos de campos. No que se

segue, os campos de interesse serao: a densidade, o potencial de velocidades e um potencial que

OA
satisfaz a equagdo de Poisson. Dado um campo A(r, t), logo, £L = L[ A, o VA, r,t,

Apoés o processo de minimizacao, obtemos que a equagao de Euler-Lagrange para um sistema

continuo é dada por

oL 0 oL oL
an ~at\ansan) Y \avay ) =Y (4.1)
Para reduzir o problema de um conjunto de equacoes diferenciais parciais a um par de
equagoes diferenciais, adotaremos, como de costume, um Ansatz na forma Gaussiana. Argumentamos
que seu uso é adequado, uma vez que reflete o confinamento e torna o sistema analiticamente
tratével [18, 113]. Em uma das densidades Lagrangianas que apresentaremos, havera a presenga de
um termo referente a forca dissipativa. O uso do formalismo Lagrangiano para sistemas dissipativos
nao é novidade para sistemas discretos, mas menos frequente em sistemas continuos. A seguir,
veremos como as densidades Lagrangianas adotadas geram as equagoes que sao relevantes para o

nosso estudo.
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4.2 Densidade Lagrangiana para MOTs assimétricos

Reunindo as equagbes que sao importantes para a descricao dos sistemas que iremos estudar,

temos 5

a—?jtv-(nv):(), (4.2)
AR TR VSR v (4.3)

ot v V= mn P m- e vV '
V2V, = Qn, (4.4)

Ve  wiz? wij W22

Vi _ wp z 4

m 2 + 2 + 2 7 ( 5)
Y
No

Sendo elas: a equacao da continuidade, a equacao do transporte do momento, que inclui as forgas
expansivas devido aos efeitos térmicos ~ Vp e a interagao coletiva autoconsistente ~ V'V, junto
com as forgas confinadoras ~ VV}, a qual tomaremos totalmente assimétricas, com o objetivo de
generalidade, e a forga dissipativa ~ v. Por fim, temos a equac¢ao da Poisson e uma expressao para

a equacao adiabatica de estado politropica de indice 7.

A densidade Lagrangiana que gera as Eqs. (4.2-4.4) é

1 o0 (VV.)? n?2
_ vt - 2 _ o c
L=e {mn[2|v9| + o +v0| +n(V, — V) 20 + kaT/dn/ ngfldn : (4.7)

em que v = V0 para um fluido irrotacional. Na Eq. (4.7), temos que os campos independentes
sao 0, n e V.. Para demonstrar que essa densidade Lagrangiana gera as equacgoes desejadas, vamos

aplicar a equacao de Euler-Lagrange para cada campo independente.

Ao aplicar a Eq.(4.1) para o campo 6, temos que

on on
— . 0) = — . =0. 4.
BT + V- (nV0) 5 +V.(nv)=0 (4.8)
Ja para o campo n, recaimos em
1 00 1 vkgT [ n !
—|IVo]? + =— 0 A — | — =0, 4.9
1902+ 5 o] + L = v+ (1) (1.9
em seguida tomamos o gradiente da expressao acima e obtemos,
B, kT 7 1 1
EAA (v-V)v= B (n) V<n> - —VVy+—=VV,—vv. (4.10)
ot m  \ng no m m

Aqui foi necessério utilizar a identidade Z|V€|2 = (Vo -V)Ve.

Finalmente, ao aplicarmos para o campo V., temos

V2V, =Qn. (4.11)
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Como ja dito, o Ansatz adotado tera a forma Gaussiana, logo, utilizaremos

¢ (z—duo(t)? | (y—dy(t)* (2 —d:(t)
n(r,t) = Oy O P ( 202 (1) 202 (t) 202(t) )
= - Sa e‘é, (4.12)

com C' = N/(Qﬂ')%, em que N é o nimero de atomos e

o2ty T ax(t) oZ(t)

p@,yjz):d(x—dw (y—d, (0> (== d(1)* (13

As coordenas generalizadas sao d;(t) e a;(t) com ¢ = z,y, z, respectivamente, as quais descrevem
o movimento do centro de massa e a evolucao do comprimento caracteristico da nuvem atomica.

Dessa maneira, tomaremos nyg = N/ H ap;, em que ag; = o;(0).

Para o potencial coletivo, podemos admitir a seguinte solugao aproximada [113], a qual é

exata para uma simetria esférica (o, = o, = ),

= qc P <§5>
2([ay)s P

Vo _ 7 (4.14)

S
em que Erf(s) = (2/n) / e=*"ds' é a funcdo erro de um argumento genérico s. Segue que sua
0

derivada em relagao a posicao é

(4.15)

Ve _ QC(ri — di) le_p; ) \/7?Erf<\5§)]
Ore a5 L A7 N

em que r; = (x,y, 2).

Ao substituir o Ansatz para densidade na equacdo da continuidade, temos que a velocidade

é dada por
v = [%(az —d,) + dx] & + [O‘y@ —d,)+ dy] &y + lo‘z(z —d.)+ dZ] & (4.16)
(o7 Oy Oy
ou, em termos de componentes, .
Q;

Por consequéncia, o potencial de velocidades é dado por

o= ( G — i) + dy(rs — di)> | (4.18)

i 20(2'

com derivada temporal,

2

5 =2 KQ% 20; )(r = S - ) - dQ] (4.19)

Q;
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e derivada em relacao a posicao,

L
aT’i_ i a;

Agora, vamos calcular cada termo da densidade Lagrangiana:

2

mn mCe™ T & 2\
— Vo = ——— —(r; — d; +di> ; 4.21
SV = Gy (S a) (@21
ae C P2 . ) . d
mCe 2 Q; Qs ods . .
= = S (= i) — = (i — ) + di(ri — di) — df 4.22
ot I oy zz: [(20@ 2(1?)“Z 2 o (ri = i)  difre = ) Z] ’ (4.22)
myCle™z & .
0= “(ry — d;)? 4 di(r; — d; 4.2
e IL; oy ZZ: <2az~ (ri = di)” + di{r: Z>> ’ (4.23)
C 2 2,.2
e 2 MW;T;
nV, = - 4.24
"I Z; 2 (424)
[VVe|? VVe]? V- (VVV)
2 20 Q 4.2)
e
T 7 T i vp2
/dn/dp _ ks < ”_1> ___ kB - 7 (4.26)
n = G- Dm\ng ) T ey (@)
Em posse dos termos da densidade Lagrangiana, agora vamos calcular cada termo da
Lagrangiana,
mn mC’e_é Q; 2
—1Vé 2d37” = pp—— (Z r; — dl -+ dz> d37’
/ 2 | | anaj ; Oéz'( )
N .
= Y@+ d), (4.27)
00 mC’e‘é &y a2 did; ; .
7d3 - L ! i_di2_ L 1_dz dz Z_d’L —d2 d3
/mnat " I1; o 21: l<2ai 207 (r ) o (r ) +di(r ) Z] "
N N (d .
- W‘T(maz a2 —2d%) =% mT (dt(aidi) — 242 — 2d§> , (4.28)

= > Taidi , (4.29)
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vm?vwwvw>/zfanmﬁriz'ﬁm”(ﬁﬁz%
2Q Q N 7 2ai(I1; O‘j)%

i i P 2p
1 (I 05)5 _ N*Q ~ (I1; )3
= ;NzQZ ]2] - §Z ]2]
8T i i 8mz2 Q;
(4.31)
Além disso,
L S T P
(v—1ng™" (v — Vg~ (IT; o)
kT N7
- e — (4.32)
(2m)207 V2 (v = D[no 11 oy
Com os resultados das Eqgs. (4.27)-(4.32), temos que a lagrangiana é
. . 1 3
L[di,di,(l/i,(l/i] = —m ,Cd T
_y < ((d-2 T i) — vt — wl(a? + @) - @ L) 2kp TN
o (T ST s o (2m) 20 Dy3 (y = Dlno IT; a1~

1
2

%

= eut lz — ((dlz + OéZQ) - VOziO'éi) - U(d“ Ozz)‘| s (433)

em que
w2

U= ?@df (4.34)

kg T N7

“ t 4.35
R e i A e e R

Ua =2

%

(%’2 2 4 NQ (Hj%’)%

4.3 Densidade Lagrangiana para um plasma de antiprotons confinado

numa armadilha dependente do tempo

Iremos, também, explorar o método variacional aplicado a um plasma de antiprétons

confinado por uma armadilha dependente do tempo e sujeito a uma equacao de estado adiabatica.

As equagdes que sao relevantes para o seu estudo sao,

ov ov 1 dp 10 e 0¢
ot 0z mmdz moz " moz’ (4.37)
2
96 _ coun (4.38)

072 €0

)
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em que o, é a densidade superficial de carga, com

Vi wi(t)2?

Zh 4.

m 2 (4.39)

¢
3
n
p= nOkBT<> . (4.40)

No

A origem do termo do confinamento, Eq. (4.39), é devida a uma armadilha externa e serd melhor

discutida no capitulo 6.

A densidade Lagrangiana que gera as Eqs. (4.36)-(4.38) é dada por

1/00\> 086 e (00’ n

em que v = 060/0z. Na Eq. (4.41), temos que os campos independentes sdo 6, n e ¢.

Assim como no caso anterior, podemos provar a afirmacgao acima. Ao aplicar as equagoes

de Euler-Lagrange para o campo 6, temos que

on 0 ( 00 on 0

a qual é a equacao da continuidade.

Aplicando para o campo n, temos

ll <gz>2 + gﬂ + L — ey + Bl <n>2 =0. (4.43)

2 m 2m \ ng

Ao tomarmos o gradiente da expressao acima, recaimos na equacao de transporte do momentum

ov ov 3kgT (n\ 0 [ n 10V, e do
— — = — == -+ —=. 4.44
ot +U82 m <n0>8z<no> m 0z +maz ( )
Por fim, ao aplicar para o campo ¢, temos
2
09 eoin (4.45)

— =
0z €0
Adotaremos o Ansatz Gaussiano da forma

n(z,t) = Cexp(—

z

_ Y <_ p2> 7 (4.46)

em que
(z —d(1))?
a, (1) '

As varidveis d(t) e «,(t), respectivamente, descrevem o movimento do centro de massa e a

p= (4.47)

evolugdo do comprimento caracteristico da nuvem eletronica. Dessa maneira, tomaremos ng =

N/(V2ma,0Ai0o,), em que a0 = a.(0) e A é a drea de secgdo transversal do plasma.
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Do nimero de particulas, temos

N = AJ_UJ_/ n(z,0)dz
o .
= ALULC’/OOeXp (— 2Oé§o>dz
= \/%AJ_UJ_C, (448)
entao N
C=——. 4.49
vV 27TALO'L ( )
Portanto,
N P>
n(z,t) = ——exp| — —|. 4.50
=y ( ) (450
Por integragao direta da Eq. (4.38),
N 2 2
= 2Afeo [ ;ozze*p7 +(z—d)Erf <'02>] + const (4.51)
com derivada em relagao a posicao
0] Ne p Ne p
7Y _ E . FE=——"" [ — . 4.52
0z 2A ¢ Tf(ﬁ)’ 24,0 ¢ Tf(ﬂ (4.52)
Ao substituir o Ansatz para densidade na equacao da continuidade, temos que a velocidade
é dada por .
U:%(z—d)de. (4.53)
a,

Por consequéncia, o potencial de velocidades é dado por

o

— —d?+d(z— 4.54
6 2042(2 d)*+d(z—d), (4.54)
com derivada temporal,
o0 a, d,? a.d ; .
— == - = —d)? - = (z—d)+d(z—d) — d* 4.
= (o - o)t - S g -a - 2, (4.55)
e derivada em relacao a posicao
@—%@_d)m (4.56)
0z . ’ '

Agora, vamos calcular cada termo da densidade Lagrangiana:

mn (00> mCe‘é o, N\ 2
Mupovy M P %, 4.
. (az> 4 <@Z<Z d)+d> , (457
00 mC’e‘é a, a,? ,  d.d , .
& - —d)? - - —d)— 4.
mno o [(2% 2a§>(z d) o (z—d)+d(z—d)—d ] : (4.58)
Co s mw?z?

4.59
o, 2 7 ( )
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€0 8¢ 2 8¢ a(b
LR T

3 2
/dn/dp _ kT ksT'C st (4.61)
n

2 3 °
2nz  2n3 o3

Em posse dos temos da densidade Lagrangiana, agora vamos calcular cada termo da

[ (2 >dz_/m065( )

N )
_ 212% (a2 + d?), (4.62)

Lagrangiana,

mngfdz — /mCe l( : d22>(z—d)2—dzd(z—d)+d(2—d)—d2]dz

2a, 202 Q.

N (d :
— (Qadin; — .2 — 2d2) = - ((ﬁ(azozz)—zozf—2d§>, (4.63)

QALO'L QALO'L
2
mCe™7 w(t)?z? mN 0 o o
= = 4.64
/thdz / o 5 dz 2Aﬂnw(t) (d° + oF), (4.64)
kpT C3 32 kpT N3 1
/32036_32 z = B— 5 (4.65)
96 96 « [ (06 N2¢?
— PR 4,
l (82) 0z (gb@z)} 20, EX 2\/%60141(&0% (4.66)
Com os resultados das Eqs. (4.62)-(4.66), temos que a Lagrangiana é
. A
Lld,d,a,,d,] = — lj"VL Ldr
m
1, . s ksTN? 1 Ne?
= S (a2 + d?) — w(t)H(d + o2 I LS
2 [(a )~ )~ 2v/3rmn2A% 02 a2 \/Eﬁomfha
1 :
= 5(0222 +d?) = U(a,) — U(d) (4.67)
em que
2
t
U, = “’2( ) 2 (4.68)
‘ 2(t kpT N? 1 Ne?
v, = < 2 b ‘ (4.69)

+ e az
2 N 4\/§7rmngAigi a? QﬁEOmAJ_

No préximo capitulo, comegaremos a aplicar o que apresentamos até aqui.
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5 Dinamica em MOTs

Neste capitulo, iremos acessar a dindmica de um gas de atomos alcalinos confinados por uma
armadilha magneto-6ptica. Para isto, vamos utilizar o modelo hidrodindmico juntamente com as
variaveis Lagrangianas e o método variacional dependente do tempo. Nesse processo, partiremos de
um sistema de equagoes diferenciais parciais acopladas, sendo elas: uma equacao da continuidade,
uma equagao de transporte para o momentum e uma lei de Gauss. Nessas duas tltimas, ha termos
de forgas que sao intrinsecas ao sistema estudado, a saber: a forca da armadilha magneto-6ptica
e a forca coletiva. Os resultados apresentados e discutidos na primeira secao foram expostos no
artigo [114].

5.1 Dinamica em MOTs com simetria radial

Para uma geometria tridimensional com simetria radial, a dindmica de um gés de dtomos
aprisionados por meio de uma armadilha magneto-6ptica pode ser descrita pelo seguinte conjunto

de equagoes hidrodinamicas

on 10, ,
ov ov 1 0p 9 F,
G5 TV, = T, T Wi TV + — (5.2)
10,,

As Egs. (5.1-5.3) sdo, respectivamente, as equagoes da continuidade, do transporte de momentum
e a lei Gauss. Por definicao, o sistema é composto por atomos frios de massa atomica m, com
densidade dada por n(r,t). Além disso, o fluido tem velocidade radial v(r,t) e pressao p(r,t). Nesse
contexto, o confinamento é consequéncia do efeito Zeeman, o qual pode ser descrito por uma
forca harmonica com frequéncia angular w,. Também, ha uma forca dissipativa que advém do

resfriamento Doppler, com coeficiente de amortecimento v. Nesse modelo,

(5.4)

R W  (usBov\?
o omIl (1 +4682/T2)2 7"\ kgh )

A constante ky, é a amplitude do vetor de onda, h é a constante reduzida de Planck, ¢ é a frequéncia
de transicao entre dois niveis de energia e ', é a taxa de decaimento espontaneo. Juntamente,
= ug|VB]|/h, em que pp é o magneton de Bohr e [VB] é a intensidade do gradiente do campo
magnético, assumida como simétrica em todas as dire¢coes. Em MOTs, é utilizado o red detuning
(6 < 0), consequentemente v > 0. Essa descri¢ao é valida na condi¢gdo em que o parametro de
saturacao, Sjpe. = 29% / Fg, seja Sine << 1. Por completude, F,. é uma for¢a radial coletiva, em que a
constante ) = (or — or)orly/c é o quadrado da carga efetiva do sistema, sendo ¢ a velocidade da
luz e Iy é a intensidade total dos seis lasers que incindem sobre a amostra. Ja o e o, sdo as se¢oes

de choque de emissao e absorcao, respectivamente. Em experimentos tipicos ) > 0. Assumiremos,
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por completude, uma equagao de estado politropica dada por p = nokgT'(n/ng)”, em que v é um
indice politropico, com densidade de referéncia ng. O produto kg1’ ¢é a energia térmica, sendo kg a

constante de Boltzmann e T" a temperatura.

Com o objetivo de derivar solugoes com amplitude arbitraria, utilizaremos as variaveis

Lagrangianas
fzr—/ v(&, ) dTr, T=t, (5.5)
0
juntamente com suas respectivas derivadas,
0 0 0 0 Tov( Ty )\ 0
— = — 1 —=d —. 5.6
or ot Vor o (*/0 o€ T) or (56)

Ao aplicarmos as Egs. (5.5-5.6) na a equagao da continuidade, Eq. (5.1), temos que

ol [ gl [oernfn on

consequentemente a solugao é dada por

n(€, 0)¢° 5.9

n(&T)_ —i—fo e¥ v(&, T)dT) f—i—fo 7)d7!)2’

em que n(£,0) é a densidade atémica em 7 = 0.

A lei de Gauss, Eq. (5.3), para o novo sistema de coordenadas é, entao,

a T / / ’ _ n 2
el (e [ verar) B] - aneoe. (5:9)

Apés resolver a Eq. (5.9) para F,, a tinica equacao que resta a ser transformada é a equagao

do transporte para o momentum, Eq. (5.2), a qual torna-se

ov vkgT T o a0 (n 4 ~o
T (” aeeerr) () gelin) —erler [ verr) -

2f0 f/2d€/
ng §+f0 5 Ydr')?

(5.10)

A constante w, = (noQ/ m)l/ 2 é definida como a frequéncia de plasma para atomos dada uma

densidade de referéncia.

H& manifestacdo de dois termos de repulsdo na Eq. (5.10). O termo ~ kgT é devido
a pressao, enquanto o segundo termo ~ cu; /no é consequéncia da forga coletiva. Esses efeitos
repulsivos sdo contrabalanceados pelo termo ~ w? do lado direito da Eq. (5.10). Esse termo é

responsavel pelo confinamento.

A Eq. (5.10) pode ser simplificada se supusermos um campo de velocidades linear

v =t (5.11)
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em que p = p(7), nesse momento, é uma fungao adimensional arbitraria e, sem perda de generalidade,
tomamos p(0) = 1. O ponto denota a derivada com respeito a 7. Para evitar singularidades, é

necessario também impor que p(7) > 0. Essa escolha leva a & = r/p(7). Na sequéncia, da Eq. (5.9),

temos que
R (512
com solucio
F,= [)?52 /: n(¢',0)¢%d¢" + Fy(0,7), (5.13)

em que Fy(0,7) é uma forga externa qualquer que tomaremos como nula no que se segue.

Ao inserir a Eq. (5.11) na Eq. (5.8), temos que

_ n(£,0)
p(1)3

(5.14)

E também 1til ter uma expressao para o ntmero total N de atomos confinados. Dessa

maneira, utilizaremos

N =4rx /Ooo n(€,0)E2d¢ . (5.15)

Apo6s substituir a velocidade da Eq. (5.11) e a densidade da Eq. (5.14) na Eq. (5.10), o

resultado é

keT (n(€,0)\"" d 0 ph )e2de!
(5 +vp+wip)p" i = =12 <n(£’ >> d€<n(5’ >>+no Jo 62 DT (5.16)

m N N

O lado esquerdo da Eq. (5.16), sendo linear em &, deve ser equiparado com o lado direito.
Ao analisarmos somente estes termos e deriva-los duas vezes com respeito a £ e uma vez com

respeito a 7, é obtido

d /2d !
widT(p?ﬂ/ 4)d§(f0 53 g 5) 0. (5.17)

Pela Eq. (5.17) podemos ver que quando a forca coletiva ndo pode ser negligenciada, esta
expressao leva a uma condicao restritiva, a saber: ou v = 4/3 (para p nao constante), ou o termo
no segundo parénteses da Eq. (5.17) deve ser uma constante, o que implica em n(&, 0) ser constante.
Dessa forma, nos restringiremos a situagoes mais interessantes, nas quais p(7) e n(¢,0) nao sao
constantes. Portanto, ha somente trés possibilidades: (a) o caso TL, no qual o termo ~ w}% pode
ser negligenciado em comparacao com o termo da pressao. Sendo assim, o lado esquerdo da Eq.
(5.16) devera ser balanceado pelo primeiro termo do lado direito. Nessa situacdo, a Eq. (5.17) é
irrelevante; (b) o caso MS, no qual o termo de pressao pode ser desconsiderado. Dessa maneira,
o lado esquerdo da Eq. (5.16) deverd ser balanceada pelo termo ~ wg; (c) se v = 4/3, todo o
lado direito da Eq. (5.16) torna-se em uma fungdo somente de £. J4 nessa situagdo, ambas as

contribui¢oes podem ser mantidas. As trés possibilidades serdao analisadas separadamente.
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5.2 Regime TL

Ao desconsiderar a forca coletiva, temos que tanto o lado esquerdo quanto o lado direito da

Eq. (5.16) devem ser proporcionais a &, ou seja,

y—2
. . 2 3v—2 —_ _")/kBT n(f? 0) i n(f? 0) — 2 5 18
(P +vp+wip)p me ( e e\ g wrp - (5.18)
Dessa maneira, temos que
Pp  dp 5wy
ﬁ + I/% _I_ w,,,p — p3’772 ) (519)

em que w% ;> 0 é uma constante tomada como positiva para evitar p = 0 em um tempo finito.

Por inspecao, é possivel identificar a solucdo geral para o equilibrio p = pe, (p = p = 0)

1
2\ 351
Peq = (“’“) - (5.20)

2
Wy

dada por

A parte espacial da Eq. (5.18) leva a duas situagoes distintas a depender do valor de 7.

521 ~v>1

Quando vy > 1, temos que wy; = 2vkpT/[m(y — 1)&5]. Portanto, pela Eq. (5.18) concluimos

(6.0 = m(1- (§)> = (5.21)

que

€o

sendo & um comprimento de referéncia. Para £ > &, impomos n(£,0) = 0. Discutiremos apenas
0 que ocorre internamente na nuvem atomica. Dessa forma, nossa discussao fica limitada para o

intervalo para £ < &. Além disso, assumimos que n(0,0) = ng, assim definimos ng. Das Eqs. (5.15)

r(:%)
(asy)

em que I' é a fungdo Gamma. A Eq. (5.22) pode ser utilizada como uma ferramenta para determinar

e (5.21), temos que

N =ng (V7 &)? (5.22)

o comprimento de corte &y, pois dado o niimero total de particulas, a densidade em £ = 0 e o indice

politrépico, é possivel determina-lo.

Para ilustrar, tomemos v = 5/3, o qual corresponde ao usual coeficiente adiabatico tridi-
mensional. Nesse caso, a Eq. (5.19) leva a
Fp dp o, wip
g st = ) 5.23
dr? * Vir e p3 (5:23)
A equagdo antecedente é conhecida como uma equagao de Pinney [85] com um termo de amor-
tecimento, e w7, = bkpT/m&;. Pela Eq. (26) da Ref. [86], ver também Apéndice A, a solucio

aproximada da equacao acima é dada por

p? = pl, +2A4%7T 4+ 2A e7VT/? (pgq + Aze_’”) 2 cos (2w, (T — 7)) - (5.24)
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As constantes A e 1y sdo constantes de integracao. Como detalhado em [86], a condi¢do de baixo
amortecimento (v << w,) deve ser satisfeita para a validade da Eq. (5.24). No caso ndo amortecido
(v =0), a Eq. (5.24) mostra solugdes oscilatérias exatas no intervalo I = {p > 0]/p2, + A?—|A] <
p < /P, + A2 + |Al}, com o parametro |A| sendo a amplitude inicial. Alids, ja que v/w < 1,
durante um periodo de oscilagdo 7 = 7/w,, a quantidade |A|exp(—r7/2) ndo muda muito e

atua como uma amplitude que atenua com o tempo. Além disso, pela Eq. (5.20) temos que
Peq = (5kBT/me€g>%'

Ainda pela Eq. (5.24), temos que p(0) = 1, o que implica em

1—p? —2A2
arccos <2A 0 q+ A2)1/2>' (5.25)
eq

T0 =
2w,

A expressdo acima s6 faz sentido se A* > (1 — pZ,)?/4, do contrério cos®(2w,T9) > 1. Esta condigio
¢ equivalente a p = 1 € I. Além disso, ao observar a Eq. (5.25), o parAmetro A estd relacionado

com p(0), porém de tal maneira que iremos omiti-la.

Para valores tipicos [31, 49], tomemos |A| = 2.5 para I' = 2m x 6 MHz, kg ~ 10" m ™,
Sine = 0.1, m = 1.41 x 107*° kg (rubidio), |[VB| = 25G/em , kgT = 5.4 x 10727 J, & = 0.28 mm,
w, = 697rad/s , v = 23157, junto com wyy, = 15605 e p., = 1.5, temos as oscilagdes amortecidas
mostradas na Fig. 4. A simula¢ao numérica da Eq. (5.23) e a solugao aproximada Eq. (5.24) levam

a curvas praticamente idénticas.

I
2.2+

20f

1.8

N /\\//\V/\VAV/\VAVA'

1.2

S S S S S
5 10 15 20 25 30

Figura 4 — Funcao auxiliar p em func¢do do tempo. Curva azul: solugdo analitica da Eq. (5.24) com
A =0.7 e wry = 2.85. Curva laranja indica p., = 1.5. Parametros indicados no texto.
Condigoes inciais: p(0) =1 e p(0) = 0.

O valor da temperatura que usamos é a menor temperatura obtida para os valores ex-
perimentais que utilizamos. O menor valor atingido, Tj;,, pela teoria Doppler aqui discutida, é
dado por kgTy, = RI'(6% +1%/4)/(2|6|T"), entdo para os pardmetros utilizados ela corresponde &

kTiim = 5.4 x 1072".J. Entretanto, essa ndo é a menor temperatura alcancada em laboratério,
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pois quando isso ocorre sao chamadas de sub-Doppler temperature. Para explicar temperaturas tao

baixas, é necessario recorrer a teoria do resfriamento Sisyphus.

A densidade, nesse caso, torna-se

Njw

n<s,o>:n0(1—(§o)) Ce<t (5.26)

Pela Eq. (5.22), temos que o nimero de dtomos confinados é dado por
&o )
N =4nx / n(€,0)62d¢ = 1.23np&s . (5.27)
0

Para os parametros da Fig. 4 e ng = 10" m™3, obtemos N = 2.7 x 10" a4tomos, esse valor

estd em acordo com as ordem de grandeza em experimentos reportados na Ref. [31].

A existéncia de equilibrio estavel é devido ao sinal do termo que é inversamente proporcional
ao cubo de p. Esse equilibrio vem da concavidade da densidade dada por Eq. (5.26). Alternativa-
mente, podemos escrever a parte conservativa da Eq. (5.23) em termos do potencial V = V(p), ou

seja,
mwyp?  5kpT 1
2 268 p*

pruvp=—(1/m)dV/dp, V = (5.28)

O termo repulsivo ~ 1/ p2 previne o colapso na origem.

Em posse da relacao entre as varidveis e ao substituir as Eqgs. (5.21) e (5.24) na Eq. (5.14),

temos que a densidade de atomos no referencial do laboratério é dada por

Njw

{1 —r?/ [fg (pzq +2A%e "t 4 2A V2 (pzq + AQG*""/)I/Q cos(2w(t — 7'0))>‘| }

n(r,t) = nyg

bl

Njw

1/2
(pgq + 2A%e vt 4+ 2A V2 (pzq + AQe_”t) 2 cos (2w(t — 79))

(5.29)
como mostrada pela Fig. 5.

Nesta subsecao, a forca coletiva foi negligenciada em comparagao com os efeitos térmicos.
Entretanto, para obtermos uma estimativa, a for¢a coletiva pode ser encontrada pela Eq. (5.13),
calculada em termos de fungdes hipergeométricas para a densidade dada pela Eq. (5.21) e um

coeficiente politropico qualquer. Para v = 5/3, temos, entao, que

22O - G ()

3<f/f>} E<g. (530)

/%o

como mostrada pela Fig. 6.

Obter uma expressao para a forga coletiva é de interesse, pois sera utilizada para obtermos

uma estimativa para as condi¢oes de validade dos resultados que obtemos.
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Figura 5 — Oscilagoes da densidade de atomos da Eq. (5.29), no referencial do laboratério, norma-
lizada em relagdo ao valor assintético ne, = ng/ pg’q. Curva tracejada, azul: wr = 4.5;
curva com trago e ponto, laranja: wr = 15.5; curva completa, verde: wr = 30.5.
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Figura 6 — Oscilagoes da forga coletiva, dentro da nuvem atémica, dada pela Eq. (5.30). Curva
normalizada em relacdo a Fg = Qnop/48. Curva tracejada, azul: wr = 4.5; Curva com
trago e ponto, laranja: wr = 15.5; curva completa, verde: wr = 30.5.

5.2.2 Caso isotérmico v =1

Para v = 1, definimos w7, = 2kpT/(m&]). Dessa maneira, a Eq. (5.19) torna-se

d*p dp 2 Wiy
—_— — = —=. 5.31
dr? + ydT e P ( )
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A Eq. (5.31) descreve um oscilador anarménico dissipativo com uma for¢a inversamente linear.

Pelo lado direito da Eq. (5.18), para v = 1, temos que a densidade é

n(&,0) = ngexp < - (é) ) , (5.32)

a qual nao possui um comprimento de corte.

E possivel escrever, também, a parte conservativa da Eq. (5.31) em termos do potencial
V =V(p), ou seja,
mw?p®  2kgT
2 m&
Termo de repulsdo mostrada na Eq. (5.33) previne p = 0 em um tempo finito, como ilustrado na
Fig. 7. O equilibrio é dado por pe, = [2ksT/(mw3€2)])"/>.

p+vp=—(1/m)dV/dp, V = Inp. (5.33)

P

Figura 7 — Forma genérica do potencial da Eq (5.33) (unidades arbitrarias).

A forca coletiva ¢é obtida pelas Egs. (5.12) e (5.32), e dada por

_ Qoo (@)’ (f)_ € o <_f>
F.= 12 <£> VT Erf & 2€0ep a)l (5.34)

S

Na Fig. 8, plotamos o seu comportamento, em que Erf(s) = (2/%5)/ exp(—s)ds’ denota a

0
fungéo erro para um argumento genérico s. Ao substituir a Eq. (5.32) na Eq. (5.15), temos que o

niimero de atomos confinado é N = ng(v/7&)>.

5.3 Regime MS

Quando os efeitos de espalhamento dominam sobre os efeitos de pressao, podemos desprezar
o termo proporcional & kgT na Eq. (5.16), e ficamos com
3
2 %2: fo £”n(¢',0)de’

nof?’

(p‘+ up+w3p>p (5.35)
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Figura 8 — Forga coletiva, Eq. (5.34), para um tempo fixo. Curva normalizada em relacdo a
Foo = Qn0§0/(4p2)-

Ao focarmos numa regiao dentro da nuvem atoémica (£ < &), a inica maneira de satisfazer a Eq.
(5.35) é ter uma distribuigdo uniforme n = ng para £ < &y, em que { > 0 é um comprimento de
corte, do contrario n = 0. Sendo assim, a Eq. (5.35) nos fornece

2
w

pruvp+wip= J\gs : (5.36)
p

A Eq. (5.36) descreve um oscilador nio linear, em que wyg = w,/V/3. Esse valor é idéntico a
frequéncia de oscilagoes de Mie. Entretanto, nesse caso, associada a contribuicao nao-linear que
advém dos efeitos coletivos. Por inspecao, é possivel identificar que a solugao de equilibrio é dada
por

2 \3
Peq = (‘”MS> - (5.37)

v
Como ja feito para as outras situagoes, podemos escrever a parte conservativa da Eq. (5.36)
em termos do potencial V' = V(p), entao
i s
2 p

Assim como no regime TL, as oscilagoes amortecidas de p nunca produzem uma singularidade

p+vp=—1/m)dV/dp, V = (5.38)

(p =0) em um tempo finito, gragas ao termo da repulsdao presente em V. O caso ndao amortecido
(v = 0) pode ser resolvido por quadratura em termos de fungoes elipticas.

Em experimentos com rubidio num regime de alta densidade [22, 33, 52], ng = 10" m ™2,

a frequéncia de plasma é tipicamente w, ~ 200rad/s. Por exemplo, se w, = 697rad/s e v =
23157, entdo Peg = 0.01. Além disso, para { = 1.8 mm, o nimero de atomos confinados é
N = (47/3)no&l = 2.3 x 10®, de acordo com a ordem de grandeza em experimentos realizados na
Ref. [33].
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Dentro da amostra (r < p&p), a densidade e a forca coletiva sdo dadas respectivamente por

_No P _QnoT
L=

P 33

- . (5.39)
Assintoticamente, de acordo com a literatura [29, 30, 33, 52], p — peg, logo N — npys =
3now; /w’ = 3kc/[(or — op)loor]. Como esperado, para um confinamento forte (~ w?) e baixo

espalhamento (~ wf,), temos uma densidade maior.

5.4 Regime misto TL + MS (y = 4/3)

A condigdo restritiva dada pela Eq. (5.17) é também satisfeita para v = 4/3. Sendo assim,
temos um caso no qual ambos os efeitos, térmicos e coletivos, sdo mantidos. Esse valor para
o coeficiente politrépico é um caso intermedidrio entre o caso isotérmico (y = 1) e adiabatico
(v=5/3). A Eq. (5.16) separa-se entre

d*p dp 2 Q2
s = A4
dr? * Var e p? (5:40)
€ 1/3
4kpT d | (n(£,0) <) / C o€ 0V — O
_ il d¢ = Q A1
mé  d§ < No * ne&3 0 n(§ ’0)§ : 7 (5 )

em que Q% > 0 é uma constante tomada como positiva para evitar p = 0 em um tempo finito.

A parte temporal da dindmica pode também ser escrita como

mw?p?  mw?
_l’_

p+vp=—(1/m)dvVjdp, V = 5 : (5.42)
P
consequentemente, a solugao de equilibrio é dada por pe, = (€2/ wy)??
A parte espacial descrita pela Eq. (5.41) pode ser reescrita como
4 d dn 02
— | RPE ) =R -3 5.43
R?dR( dR) e (5.43)

em que n = (n(¢, 0)/710)% e R=¢/X\ com \ = [kBT/(v”nw;)]l/2 sendo comprimento de Debye. A
condicao inicial da defini¢ao de n e da Eq. (5.41) deve ser n(0) = 1,7/(0) = 0, aqui a linha denota

a derivada em relagdo & R. De fato, ao expandir na vizinhanga da origem, a Eq. (5.41) fornece

dn 02
4 = (P = YR+ R2 44
dR (n ouf,) O(F), (5-44)

entdo 7'(0) = 0. Se o termo ndo linear ~ 7* puder ser desconsiderado, a Eq. (5.43) torna-se a
equagao de Lane-Emden de indice zero [115], a qual pode ser resolvida exatamente. Contudo, ao

manter todos os termos da Eq. (5.43), é necessario resolvé-la numericamente.

O parametro Q2 est4 relacionado com as caracteristicas do confinamento. E numericamente
verificado que, para Q° > w? /3, obtemos somente solugdes localizadas de 7(R) para a Eq. (5.43),

com comprimento de corte Ry > 0 tal que 72(Ry) = 0. Para Q° < w’/3, a solu¢do no ¢é ilimitada.
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Finalmente, se 2 = w,/ V3 (a frequéncia de oscilagdo de Mie), a condigao inicial é ponto fixo
e linearmente instavel. A razao para o confinamento ocorrer na condicao de {2 ser maior que a
frequéncia de Mie pode ser entendida, uma vez que a Eq. (5.43) corresponde a condigao inicial de
um maximo (7”(0) < 0 com n(0) = 1,7/(0) = 0) para a densidade de dtomos. A partir de agora,

assumiremos > w,/V/3.

Apoés utilizar a Eq. (5.15), temos que o niimero de dtomos confinados é
Ro
N = 4rno\? / n*(R)R*dR. (5.45)
0

Para um valor prescrito de §2/w,, podemos encontrar o corte Ry da Eq. (5.43) junto com 7n(0) =
1,7/(0) = 0. Sendo assim, a Eq. (5.45) fornece o ntimero de dtomos. Reciprocamente, o caminho
inverso fornece €2/w, como funcdo de N, o qual é o método para a determinacao da quantidade 2,

uma vez conhecido os demais pardmetros (frequéncia de plasmas e comprimento de Debye).

A Fig. 9 representa a simulagao dos resultados da Eq. (5.43) para dois valores diferentes
den =02 /wﬁ. Como esperado, um maior 7 corresponde a um menor Ry. Para n = 1, temos
que pela Eq. (5.45) que Ry = 3.09 ¢ N = 5.16 g, em que g = 4mngA®/3 é ntimero de particulas
contidas na esfera de Debye. Ja para n = 2 temos que Ry = 0.49 e N = 1.47g. Para valores tipicos,
kgT =42 x 10727 J, ng = 10" m ™3, m = 141 x 107% kg > e Q ~ 1073 Nm? [22, 33], temos,
entdo, N = 1.8 x 107 (paran =1) e N = 5.1 x 10° (para n = 2) 4tomos confinados. O funcional
geral da dependéncia do corte Ry em termos de 1 é mostrado na Fig. 10. Como antecipado, o
confinamento ocorre para n > 1/3. Na Fig. 11, apds integragdo numérica da Eq. (5.43) e utilizar a

Eq. (5.45), temos o nimero de atomos contidos numa esfera de Debye em fun¢ao do pardmetro 7.

Figura 9 — Solugao numérica da Eq. (5.43) com n(0) = 1,7/(0) = 0, para diferentes valores de
n=0° /wf, . Curva de cima, linha vermelha: n = 1. Curva debaixo, pontilhado azul:
n=2.
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n

Figura 10 — Corte R, para solucoes limitadas da Eq. (5.43) como funcio do pardmetro n = Q?/ wf).

n

Figura 11 — O niimero N de atomos confinados, normalizado em relagao ao ntimero de particulas
contidas na espera de Debye g = 47ngA*/3, como funcio do pardmetro n = Q*/ wﬁ. Da
Eq. (5.45) e apés a integracao numérica da Eq. (5.43).

5.5 Condicoes de validade

E necessario ter uma maior descricao sobre quais condigoes as solugoes obtidas sao validas.

Isso sera discutido a seguir.

5.5.1 Condicao de baixo amortecimento
Na equagao de Pinney dissipativa, Eq. (5.23), a solu¢ao aproximada dada pela Eq. (5.24) é
valida na condigao v < w. Pelas Egs. (5.4), a condi¢ao de baixo amortecimento é satisfeita se

us|VB|[mI(1+ 4A2/T?%)?]
8h2k3 sinc| Al

> 1. (5.46)
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Em experimentos tipicos |A| = 2.5I' para I' = 2m x 6 MHz, k; ~ 10"m™*

, Sine = 0.1l em =
1.41 x 107* kg, a condigio necessaria é que |VB| > 2.7 G /cm. Tal condigdo pode ser satisfeita
facilmente uma vez que em MOTs a intensidade caracteristica do gradiente do campo magnético

pode alcancar [VB| > 10G/em [31, 33, 90, 116].

5.5.2 Validade do regime TL

Podemos desenvolver analiticamente a condicao de dominancia da subsecao 5.2.1 para o
caso especifico em que v = 5/3. A comparacao do termo repulsivo, Eq. (5.16), com a Eq. (5.26), é
equivalente a 5kpT¢/(mé&S) > F./m, em que a forca coletiva ¢ dada pela Eq. (5.30), temos, entdo,

que
15kgT

miRe

>> pf(€/&) (5.47)

sendo

f@ﬁ@:£2692{P—QQT%PB(QZJ4CD<44+3M§2§“@}g1. (549

A funcao f(£/&) estd ilustrada na Fig. 12.

Como a funcao f(£/&y) é limitada superiormente na origem pela unidade, podemos exigir
que a condi¢ao acima seja valida no seu valor maximo, que, dessa forma, sera valida para as
outras regides da nuvem atomica. Além disso, a restrigio mais rigorosa expressa pela Eq. (5.47) é
dada pelo valor méximo p = ppmee =~ \/p2, + A% + |A|, um ponto de retorno obtido pela solucao
perturbativa da Eq. (5.24), onde o amortecimento foi negligenciado. Consequentemente, a hip6tese

de dominancia dos efeitos térmicos é valida para

15kgT
mwzfg

1
> \/pgq + A? + |A| > 5(1 + qu + |1 - pgql) : (549)

A dltima desigualdade é devida a restrigao reportada abaixo da Eq. (5.25), uma vez que a condigao
inicial p(0) = 1 deve ser satisfeita. Em termos de pardmetros fisicos, a desigualdade (5.49) leva a

duas subclasses, como se segue.

5.5.2.1 Equilibrio térmico

O caso do equilibrio térmico (pe, = [BkpT/(mw?€2)]"/* > 1) corresponde a

(x/ﬁwr

Wp

) P> Peg > 1. (5.50)

Satisfeita a condi¢ao acima, é possivel negligenciar a forca coletiva. E interessante notar
que a frequéncia da armadilha (w,) ndo é necessariamente maior que a frequéncia de Mie (w,/v/3),

visto que os efeitos térmicos sao grandes o bastante de tal maneira que p., > 1.
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5.5.2.2 Equilibrio harmonico

O caso do equilibrio harmoénico (p., < 1), Eq. (5.49), corresponde a

1> (5.51)

>
peq \/_ wT

Para ser satisfeita, é necessario uma frequéncia harmoénica muito maior do que a frequéncia das

oscilagoes de Mie, ou seja, o confinamento tem que prevalecer sobre o efeito repulsivo.

Por um todo, ambas as Eqgs. (5.50) e (5.51) demonstram que

pw><£i> (5.52)

é a condigao necessaria para justificar o regime TL. Para v = 5/3 e com os pardmetros da

(SIS

Fig. 4 junto com ny = 10®m™>, Q ~ 1073 Nm? fornece w,/v3 = 48.67ad/s, enquanto que

w = 697rad/s. Esse exemplo satisfaz o cenario do regime TL com p., = 1.5.

Por outro lado, apos realizar o tratamento feito acima para o caso isotérmico v = 1, temos

que
6kpT h(&/%)
T >> PRt (5.53)
com ,
3 ([ &o § § §2>
h =7\ e .
(£/%) 4<§> fEf<§0> 2£Oexp< o ]<1 (5.54)
A funcao h(£/&p) é ilustrada na Fig. 12.
fh
1.0 -
08l
06|
04|
02; L L L el f
o5 10 15 20 &

Figura 12 — Curva inferior, azul: funcao f(£/&) da Eq. (5.48); curva superior, laranja: funcao
h(&/&) da Eq. (5.54).

A condigio mais rigorosa da Eq. (5.53) acontece para h(¢/&) = 1 e p = peg = [2kpT/(mw?€3)]Y?,

a qual é o valor minimo do potencial V' da Eq. (5.33). Entao, temos que

W\ 2/
eq > P : 5.55
> () (5.55)
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como a condi¢do necessaria para o caso isotérmico. Ela é similar a Eq. (5.52), observando, no
entanto, a pequena diferenca nas expressoes para o valor de p,, entre o caso adiabatico (y =5/3) e
o caso isotérmico (v = 1). Além disso, podemos escrever essa condi¢ao em termos do nimero de

particulas,

(5.56)

kT ?
k )

N<<TLM3<

2

~m ¢ a constante de mola do confinamento. A Eq. (5.56) esta de acordo com [31].

em que k =w

Reciprocamente, as condigoes para o regime MS sao as condigoes inversas daquelas obtidas acima.

Nessa discussao, desenvolvemos um modelo para atomos confinados em um MOT, obtivemos
uma solucao analitica aproximada para o regime TL no limite de baixo amortecimento e descrevemos

a dinamica para o regime MS e TL+MS.

5.6 Método variacional dependente do tempo aplicado a dinamica de

MOTs anisotrépicos

Apesar do desenvolvimento realizado na secao anterior, devemos enfatizar que assumir a
simetria esférica é uma aproximacao simplificada em relagao ao que realmente acontece. Vimos,
no capitulo 2, que o campo quadrupolar criado pelo par de bobinas anti-Helmholtz, ver Eq.
(2.36), produz um campo assimétrico em rela¢do a coordenada z, gerando, assim, um campo com
simetria axial. Essa simetria motivou a presente analise. Com esse objetivo, vamos adotar o método
variacional dependente do tempo, uma vez que este método retém os efeitos térmicos e coletivos

para uma equacao de estado adiabatica.

Para uma geometria tridimensional, a dindmica de um gés de atomos aprisionados por

meio de uma armadilha magneto-6ptica pode ser descrita pelo seguinte conjunto de equacoes

hidrodinamicas,
?;tl +V-(nv) =0, (5.57)
ov 1 1 1
V2V, = Qn, (5.59)

em que Vj, = m(w?z® + wsyQ + w?2%)/2 é o potencial externo confinador criado pelo gradiente
do campo magnético e a forca dissipativa com coeficiente de amortecimento, v, é originada pelo
resfriamento Doppler. As equagdes (5.57-5.59) sdo respectivamente as equagoes da continuidade, do
transporte de momento e a equagao de Poisson. O sistema é composto por atomos frios de massa
atomica m e densidade n = n(r,t). Além disso, o fluido tem um campo de velocidade v = v(r,t) e
pressao p(r,t). Novamente, assumiremos que o pardmetro de saturagao é s;,. < 1. Dessa forma, a

frequéncia angular e o coeficiente de amortecimento sao dados por

8ISt
mT.(1 + 462/T2)2’

w, = V2w, = Qup/kp)?, v= (5.60)
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em que kr, é amplitude do vetor de onda do laser, h é a constante reduzida de Planck, 0 é a diferenca
entre a frequéncia do laser e a frequéncia da transi¢ao atomica entre dois niveis de energia, e I'. é
a taxa de decaimento espontdneo. Em MOTs é utilizado o red detuning (6 < 0), consequentemente
v > 0. Além disso, 1t = upBy/h, com up sendo o magneton de Bohr e By é a intensidade do
gradiente do campo magnético. O fator numérico v/2 vem da configuracio do campo magnético,
ver Eq. (2.36).

O potencial autoconsistente, V,, esta associado a forca coletiva e satisfaz a equacao de

Poisson, com carga efetiva ¢ dos dtomos dada por g = \/EOQ = \/((TR —op)orly/c, em que € é a
permitividade no vacuo, ¢ é a velocidade da luz e I é intensidade total dos seis lasers, enquanto
0, e op representam as segoes transversais de emissao e absor¢cao. Também, assumiremos uma
equacao de estado politrépica dada por p = nokgT(n/ng)?, em que 7 é um indice politrépico
genérico, com densidade de referéncia ng. O produto kg7 é a energia térmica, sendo kg a constante

de Boltzmann e T" a temperatura.

O problema de resolver as equagoes (5.57)-(5.59) para uma velocidade irrotacional (V X v =

0), pode ser reinterpretado com um problema correspondente & minimizagao do funcional da agao

S = [ dtd®r L, descrita pela seguinte densidade Lagrangiana
1 00 d
L=e" [mn <2|V0\2 + 5 + I/9> +n(Vy — Vo) — /dn/ p] (5.61)
em que os campos independentes sao o potencial velocidade 6 = 0(r,t), de tal forma que v = V0,

a densidade n = n(r,t), e o potencial autoconsistente V. = V,(r, ).

Adotaremos o Ansatz Gaussiano normalizado

n(r,t) = A exp<—p2), (5.62)

3
2

em que A = N/(2m)2, sendo N o ntimero de atomos confinados e
—dy(t))? —dy(t))? —d:(1))?
e t) = J (r—do(t)? | (y—dy (D)  (2—da(t)® (5.63)

o2(ty a2ty | a(t)

As coordenadas dependentes do tempo d;(t) e a;(t), com i = z,y, z, fornecem, respectiva-
mente, a posicao do centro de massa e o comprimento da nuvem atdémica em diferentes dire¢oes.
Além disso, aqui definimos que o valor de referéncia da densidade é dado por ng = N/(auo000.0),

em que a;o = «;(0).

A substituicao direta do Ansatz na equacgao da continuidade leva na seguinte solugao exata
para o campo de velocidade,

s .
Q;
em que v; é a i-ésima componente do campo de velocidade do fluido. Uma vez que u = V6, temos

que o campo escalar # na densidade Lagrangiana pode ser escrito por

9:2(0‘

20

(ri — di)* + di(r; — dz)) ; (5.65)
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aqui desprezamos a contribuicao puramente dependente do tempo.

Além disso, a equagao de Poisson admite uma solucao aproximada dada por

QA Erf(p/v2
Ve=~ g(axayozz)l/?’ : (Z/ )’ (5.66)

—s2 / ~ /. ~
e % ds’ denota a funcgao erro de um argumento genérico s. A expressao

S

em que Erf(s) = (Q/ﬁ)/
0
(5.66) é exata para um simetria esférica (o, = o, = a,). O mesmo potencial autoconsistente foi
adotado em analises de geragoes de altos harmonicos de um gas quéantico de elétrons confinados

em um po¢o nao-parabdlico anisotrépico [113].

Para derivar o comportamento dinamico das novas coordenadas, computamos a Lagrangiana.
Apés a substituigao das Eqs. (5.62), (5.65) e (5.66) na Eq. (5.61), temos

- _ 1 : y Lf, 2 . :

L(dz; di7 (07N Oéz) = —m d3T£ =€ t[; 5 ((dl —+ Oéi2) — VOgiai) — Ud — UO;| s (567)

em que

2
U= %’df (5.68)
(§]
2 \1/3
N (Wi 0Ley) 3a_ 1

Uy = Z ( 5 it g o +3 L a)?s (5.69)

que sao, respectivamente, o pseudo-potencial correspondente aos modos de dipolos e de oscilagoes
do comprimento, além de introduzirmos as constantes a = 3v/3kgTa?2/(10v/57m) e b = NQ/(W%m)
e assumirmos ;o = . Além disso, pela Eq. (5.69), temos que os termos ~ w? estdo relacionados
com o confinamento harmonico, os termos ~ b correspondem ao potencial autoconsistente e aquele

~ a é devido a pressao adiabatica.

Uma vez obtida a Lagrangiana, podemos aplicar as equagoes de Euler-Lagrange para cada
parametro variacional e derivar as equagoes de movimento. A dindmica do centro de massa é dada
por

di + vd; + w?d; = 0, (5.70)
a qual, como podemos ver, é desacoplada das equagoes do comprimento, mostrando oscilagoes
amortecidas em torno do ponto de origem (oscilagoes de Khon amortecidas). Vemos, também, que

o movimento é linear e independente do nimero de atomos.

As equagoes de movimento para os oscilantes comprimentos sao

l/2> a b (5&1/3041/3 ol/3 ol/3 >
g + Ve + (W2 — = |ap = ——m—5m—57m + — y = — K — = . (5.71)
( 2 RIECERECING YR CTE IR TERTENE
( 2 V2> a b (5&1/3041/3 al/3 al/3 ) (5.72)
by + iy + (W2 — = oy = e o | — e T2 ) (5,
Y Y Y Y ai/gaf,/gocg/g’ 24 ags/g a§/3a2/3 043/3045/3
e
V2> a b <5a1/3a1/3 a1/3 a1/3 )
d, +vi, + (w2 — = o, = —sm5m—em + — r Yy z — J ) (5.73)
( 2 a2BalBal? 24 o3 ay 22 QbBa23

As equacoes anteriores sdo gerais para um confinamento arbitrario externo. No que se segue, vamos

considerar com maiores detalhes o caso de MOTs.



Capitulo 5. Dinamica em MOTs 67

5.6.1 O caso do MOT

Como discutido no capitulo 2 a respeito do efeito Zeeman, em MOTs, a armadilha confinadora
possui uma simetria axial. Entao, tomamos w, = w, = w,, de tal forma que é permitido também

considerar a, = o, = ;. Dessa maneira, as equagoes de movimento tornam-se

V2> a b (4041/3 1 >
a) +rvag + w2 — — ) = 752+t — - — 5.74
(4-% )= e o~ orer T
© 2/3
u2> a b <5a 2 )
Gyt v, + (W = oy = — e+ — | , 5.75
( 2 TS O R TE (5.75)
ot 1 U ou
C"YJ_+VO'CJ_:—§E, dz+VééZ:—aaz, (576)

em que U = U(ay, ;) é o pseudo-potencial definido por

2 .2 2 2 3 b2 1/3 2/3
Ulon,an) = (2 — v2/2)a? 4 =V 2)os | Ba ( e

+ + - + ) (5.77)
2 Qai/gag/?’ 8 o/i/g ag/?’)

presente na funcao Lagrangiana associada L = exp(vt)[(1/2)(247 + &) — U].

Das Eqgs. (5.74) e (5.75), temos que as oscila¢oes dos comprimentos sao caracterizadas
por um par de equagdes de osciladores amortecidos nao-lineares acoplados. A nao-linearidade
advém dos termos de interagoes repulsivas devidas a pressao e a interagdo autoconsistente (forga
coletiva). O caso nao amortecido (v = 0), e de frequéncias iguais w; = w,, corresponde a um

sistema Hamiltoniano de Ermakov [117].

Pela forma do pseudo-potencial (Fig. 13), concluimos que a; e a, sempre irdo executar
oscila¢oes amortecidas entorno do tnico ponto de minimo (o) ¢q,0tz¢q), j& que @ > 0,b > 0. Como
estamos procurando por oscilagoes periddicas, nos restringiremos para o caso em que w; > v/ \/5,

consequentemente w, > v/ \/5, condic¢oes que sdo satisfeitas em experimentos de MOTs.

25
2.0

UWJkg) 1-3

0 az(mm)

Figura 13 — Pseudo-potencia, Eq. (5.77). Pardmetros indicados no texto.

Podemos resolver numericamente as Eqs. (5.74) e (5.75) para parametros tipicos [22, 31,
33, 49, 118], a saber: T = 0.3mK, ng = 10" m™>, m = 1.41 x 10”% kg (rubidio), Q ~ 107 Nm?,
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w, = 697rad/s, v =231s"" para |A] = 2.5 sendo I' = 27 x 6 MHz, kr ~ 10"m ™, 54 = 0.1,

|IVB| =25G/cm, e com o = 1.5mm. As oscilagbes amortecidas sdo mostradas na Fig.14.

0.8
0.6

0.4

0.2

— T T T T T T T T T T

Figura 14 — Solugdo numérica das Eqs. (5.74) e (5.75). Curva normalizada em relagdo a «. Pa-
rametros indicados no texto. Curva tracejada: «; curva com pontos: «; curvas
cheias: solugbes de equilibrio o cq/cp = 0.24 € aueq/ap = 0.19. Condigoes iniciais:
Qo= = Qe dig=d=0.

E também 1til considerar a fun¢do adimensional para medir a anisotropia,

y=2 (5.78)

a

plotada na Fig. 15 para os mesmos parametros da Fig. 14. Podemos ver que a anisotropia ¢ bastante
intensa no inicio das oscilagdes, o que contraria as consideragoes para uma simetria esférica. Porém,

passado um certo tempo, a anisotropia estabiliza num valor préximo da unidade, a saber x., = 1.26.
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Figura 15 — Resultados da simulagdo numérica da anisotropia do pardmetro x da Eq. (5.78). Curva
azul: simulacdo numérica de y. A curva horizontal mostra o estado de equilibrio
Xeq = Qleq/Qzeq = 1.26, para os mesmo parametros da Fig. 14
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5.6.2 Estabilidade linear

Para a andlise da estabilidade linear, restrita ao caso dos MOTs, reescrevemos as Eqgs. (5.74)

e (5.75) da seguinte forma

C.YJ_:ﬁ:fl, 579)

G, =0=fo, (5.80)

. 1/2> a b 4a1/3 1

O =—vi— (w2 -2 al + — e+ — - — fs, (5.81)
(45 )+ (-

2 2/3

. 7 a b (5 2 )

0=—Vvo— W, — |+ —F7=—F= T == - = fa, (5.82)
< 2 ) o/i/gozg/g 24\ 48/ ai/?)ag/?’

ou simplesmente, &, = fin, m = 1,2,3,4, em que &, = (a1, o, 9, o).

As solugoes estacionarias correspondentes aos pontos criticos do pseudo-potencial (5.77)

sao obtidas tomando fm = 0. Essas solugoes satisfazem as seguintes equagoes,

2 1/3
5 VU ) a b (4o, 1
Wi T 5 |Qleq T 7323_< 73— 18 55 ) = U (5.83)
( 2 J_/eq&Zéq 24 aL/eq aJ_/equZéq
2 2/3
9 1% ) a b 5 Leq 2
Wy T 5 | Qe T T3 53_< 53 — a3 a3 ) =0, (5.84)
< 2 Oél/eqaz/eq 24 az/eq aL/eqaz/eq

as quais podem ser resolvidas numericamente, junto com ¥, = 0, 0., = 0.

Os modos normais de vibragao sao caracterizados por solugoes que oscilam com a mesma

frequéncia, que tomaremos como 2. Dessa forma, buscamos solugoes da seguinte forma

Em = Emeq + 0&m exp(iSlt) (5.85)
e linearizando em torno do ponto de equilibrio, derivamos
det(iQI —J) =0, (5.86)

em que I é a matriz identidade 4X4 e J é a matriz Jacobiana, cujos elementos (m,n) sao
Jmn =

da Eq. (5.77), a equagao caracteristica da frequéncia 2 torna-se,

(Ofm/0)eq calculada no equilibrio, para m,n = 1,2,3,4. Em termos do pseudo-potencial

10 0 -1 0
0 1€ 0 -1
1 (0*U 1 0*U
det | = (22 = 0 -0,
‘ 2 <80zi>6 2 <80@80¢Z>6 nitv 0
2U N AN
—_— — Q
<80¢L80¢Z> (80@) 0 wetv
eq eq
que pode ser escrita como
iv\ 2 102U 0°U iv\? 12
_ z o z
l(Q 2) ] [2804L &ﬁLq [( 2) - 4]+

+

0*U
da?

02U ?
e, (aue), = (oo,
eq eq €q

82

= 0. (5.87)
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A equagao quéartica (5.87) pode ser resolvida diretamente e obtemos

1 | (102U 02U 102U 82U\° 22U\ 2 v
P==7 (2@0&+mg>6+ <2aai_aag> *2(%@%) oty 68

€q eq

1 | (10U 02U 102U 02U \° 2U \* 2 v
ARG (za*a) (3t~ az), "2 owi0a), "5+ 50 O

€q €q

Como a amplitude varia com ¥, temos que parte Im(iQ) corresponde ao decaimento (Im(i€2) > 0)
ou aumento (Im(i€2) < 0) da amplitude de oscilacdo, ou seja, se o ponto fixo é ou nio estavel. Ja a
parte Re(i2) aos modos normais. Para os pardmetros do MOT, sempre corresponde a um ponto
assintoticamente estavel (Re(i€2) > 0, Im(i€2) > 0). Se a nao-linearidade e o amortecimento forem

despreziveis, obtemos as solugdes 0 = w? e O? = w?, como esperado.

O movimento assintoticamente estavel é esperado pela forma do pseudo-potencial U,
mostrada na Fig. 13, por exemplo. Usando os parametros das Figs. 13, 14 e 15 e as Eqgs. (5.88) e
(5.89), temos que Im(Q) = 1.2x 10*s™ " e Re(Q) = £1.7 x 10° rad/s ou Re(Q) = +1.2 x 10° rad/s,

as quais sao consistentes com as Figuras 14 e 15.

Nessa discussao, desenvolvemos um modelo para atomos confinados em um MOT dada
uma simetria axial, descrevemos a dindmica para o regime TL+MS dada uma equacgao de estado
adiabatica, também obtivemos os modos normais de vibracao e discutimos a estabilidade do

sistema.
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6 Plasmas de uma componente

Neste capitulo, iremos acessar a dinamica de um plasma de uma componente confinado em
dois contextos diferentes, a saber: um plasma de elétrons colisional e uma plasma de antiprétons
nao-colisional em uma armadilha dependente do tempo. Para sua melhor compreensao, iremos
diferenciar um plasma neutro de um plasma nao-neutro e contextualizar cada um dos sistemas
estudados no seu devido momento. Como a correspondéncia é imediata entre cada forca presente
no sistema do capitulo anterior, também utilizaremos o modelo hidrodindmico junto com o método

das varaveis Lagrangianas e o método variacional dependente do tempo.

6.1 Plasma nao-neutro

O termo plasma, no contexto de fisica, foi primeiramente empregado por Thonks e Langmuir
para descrever uma regiao central brilhante de um gas ionizado, gerado por descargas elétricas,
contidas em um tubo [103]. Hoje é usado para denominar qualquer substancia macroscopicamente
neutra (ou nao) que possui muitos elétrons e fons livres, podendo, ou nao, conter particulas neutras
em sua constituicao, que interagem por meio de uma interacao Coulombiana. O desenvolvimento
da fisica de plasmas se deu a partir da década de 50, principalmente pelo interesse em desenvolver
energia de fusao e fontes de fons [119, 120]. Na natureza, esse estado da matéria corresponde
a 99% da matéria visivel no espaco, sendo encontrado nos ventos solares, na composi¢do de
estrelas e nebulosas. Entretanto, aqui na Terra, s6 o observamos, naturalmente, nos raios em dias
de intensa chuva e nas auroras. Ja no cotidiano, esta presente em televisores de plasma e nas
lampadas fluorescentes, além de podemos encontra-los no interior de reatores de fusao. Também,
abarcam estruturas das mais diversas, podendo ser encontrados num grande intervalo de densidade
(10° — 10% m™3), temperatura (= 0 — 10° K ), comprimento (10 — 10* m) e tempo de vida
(1072 —10'7s ).

Um plasma neutro é caracterizado pela sua neutralidade global, ou seja, as cargas positivas
e negativas se cancelam. Além disso, a interacdo entre esses corpos é mediada por campos
eletromagnéticos internos ao sistema. Em vista disso, apresentam comportamentos coletivos, uma
vez que as particulas produzem seus préprios campos e interagem com outros campos de particulas
carregadas vizinhas. Dois fen6menos importantes decorrem desse comportamento. O primeiro
deles ¢é a blindagem de Debye. Quando colocamos uma perturbacao de carga em um plasma, as
demais cargas tendem a se agrupar no entorno dessa perturbacao, de tal maneira que cancelam
a perturbagao do campo originado da carga extra. A distancia caracteristica na qual esse efeito
ocorre define o comprimento de Debye. Para distancias maiores que essa, os efeitos da perturbagao
sao imperceptiveis. Dessa maneira, a interagao entre duas regioes separadas por distdncias maiores
que o comprimento de Debye ¢ dada por meio de campos médios e nao interagoes de longo alcance.
Também, é possivel definir o parametro de plasma em termos da quantidade de corpos carregados

dentro da esfera de Debye (uma esfera com raio dado pelo comprimento de Debye). Esse parametro
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esta diretamente ligado a razao entre a energia cinética e a energia potencial elétrica. Sendo assim,
se o parametro de plasmas for muito maior que a unidade, dizemos que é fracamente acoplado.
Do contrario, dizemos que é fortemente acoplado. Além do efeito dos campos autoconsistentes,
efeitos térmicos podem também ser relevantes. Quando isso é valido, é dito que o plasma é quente,
porém se esses efeitos forem desprezaveis, ¢ dito frio. Usaremos a mesma denominagao para plasma
nao-neutro [59, 67, 91, 92].

O outro fenémeno proveniente do comportamento coletivo sao as ondas de Langmuir.
Quando um plasma no equilibrio é perturbado em altas frequéncias, temos uma onda propagante
de elétrons. Essa onda é uma resposta coletiva do meio a perturbagao externa. A frequéncia na
qual essas ondas se propagam é chamada de frequéncia de plasma. Para essas perturbacoes, os

ions permanecem inertes em consequéncia da grande diferenca de massa entre os elétrons e os ions.

Ja um plasma nao-neutro é uma colecao de muitos corpos carregados, no qual nao ¢é valida a
neutralidade global do sistema. Aqui reside sua principal diferenca em relagdo a um plasma neutro.
Tais sistemas sao caracterizados por intensos campos elétricos e magnéticos. Por consequéncia,
tais campos tém grande influéncia na estabilidade e nos efeitos de transporte do sistema. Apesar
dos intensos campos elétricos, solugoes de equilibrio térmico sao possiveis na presenca de um
confinamento externo. O efeito coletivo da blindagem de Debye mantém-se independente da
condigao de neutralidade [59, 121}, porém outros efeitos coletivos podem diferir de um plasma
neutro em decorréncia dos intensos campos. Tais efeitos ja sdo conhecidos desde os anos 70, época
na qual o desenvolvimento de plasmas nao-neutros cresceu. Assim como plasmas neutros, podem
ser encontrados tanto na natureza quanto artificialmente. Por exemplo, podem ser formados por
expansao de plasmas neutros [104, 122, 123, 124], no entorno de feixes intensos de particulas
carregadas ou por meio de pulsos de lasers propagando em plasmas e em gases [70]. Na Fig. 16
é apresentado um breve historico do desenvolvimento do estudo de plasmas nao-neutros até os
anos 90. Como temos um sistema altamente repulsivo, é necessario que o mesmo seja confinado.
O confinamento de corpos de mesmo sinal de carga pode ser dado por meio das armadilhas de
Penning-Malmberg ou de Paul. [61, 62, 66].

1945 Brillouin equilibrium 1
1954 Beams in microwave tubes 34,56
1965 Hyperbolic ion trap 14
1968 Relativistic beam equilibria 9
1974 Book on non-neuiral plasmas 12
1975 Cylindrical electron trap 22,23
1987 Collisional equilibration 25
1989 Vortex dynamics 24,26,27.33,34
1991 Modes of a spheroidal plasma 18,19,20,21
1992 Bernstein modes 46
1694 Collisionless damping and trapping 36

Figura 16 — Tabela retirada de [60]. Na tabela consta um breve histérico do desenvolvimento do
estudo de fisica de plasmas nao-neutros. Os nimeros da direita representam o nimero
das referéncias contidas em [60].
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6.2 Plasma de elétrons

Plasmas nao-neutros podem ser classificados como de uma tnica espécie ou componente,
isto é, ser formado somente por particulas de mesmo sinal. Por exemplo, podemos ter plasmas
somente de fons [125], pésitrons [126, 127], antiprétons [42, 71] e elétrons [55, 60, 61, 62, 64]. Nesta
secdo, nos ateremos aos plasmas formados somente por elétrons. Uma fonte usual de elétrons é
obtida por meio do aquecimento, gerado pela passagem de uma corrente elétrica, de um filamento
de tungsténio enriquecido com toério [55]. O tério possui a propriedade de emitir elétrons com
facilidade. Uma outra fonte possivel é por meio de um feixe multipulsante de elétrons emitidos por
uma superficie equipotencial. Essa superficie pode ser de um catodo FEA (Field Emmiter Array)
[128].

Antes de seguirmos, é de interesse discutirmos como é possivel um sistema com corpos de
mesmo sinal de carga possuir uma solucao de equilibrio estavel, como o campo autoconsistente

pode influencid-la e como se mantém a blindagem de Debye.

Um plasma frio de elétrons confinado por uma armadilha de Penning-Malmberg somente
admite uma solucao de equilibrio na presenca do confinamento radial e axial, e na condi¢do em que
o parametro de auto-campo s, = 2w§/wg < 1 seja satisfeita. A constante w, = /n.e?/(egm.) é a
frequéncia de plasma e w, = eBy/m, é a frequéncia de ciclotron, ji n. é a densidade de elétrons, e
é a carga fundamental do elétron, €, é a permissividade elétrica no vacuo, m, é a massa do elétron
e By é a intensidade do campo magnético aplicado. A igualdade define o resultado conhecido como
a densidade limite de Brillouin [129] e apresenta o valor méximo admitido por s.. A desigualdade
deve ser satisfeita, pois, para uma alta densidade de elétrons (wf) > 2w?), o campo elétrico é tdo
intenso que nao é possivel confinar radialmente. Dessa maneira, podemos observar o quao influente

o autocampo pode ser na estrutura do sistema.

Além do caso visto anteriormente, podemos observar a influéncia do campo em outra
situacao, partindo do mesmo parametro. Ao se analisar a trajetéria de um elétron posto no plasma,
vemos que o tipo de movimento que realiza perpendicularmente pode variar. No limite em que
Se << 1, temos na direcao radial dois possiveis tipos de movimentos rotacionais. Para altas
frequéncias, temos um elétron girando na frequéncia de ciclotron. J& para baixas, temos um elétron
que gira com frequéncia wp = wﬁ /(2w.), em que wp é chamada de diocotron frequency. Para s, = 1,
a trajetoria do elétron é livre na direcao perpendicular, uma vez que os campos se compensam.
Ao incluir efeitos térmicos, conclui-se que a frequéncia de giro, na direcao radial, tem que estar
contida no intervalo entre a diocotron frequency e a frequéncia de ciclotron, para que ocorra o
confinamento. Além disso, devido ao confinamento radial e axial, os elétrons ficam retidos em uma
certa regiao do espago. Sendo assim, ao criarmos uma perturbacdo no meio com a presenca de
uma nova carga, os elétrons irao se redistribuir de tal maneira a anular o potencial criado pela

perturbagao. Sendo assim, a blindagem de Debye é mantida [121].

A andlise de estruturas de amplitude arbitraria em plasma é um campo tradicional de
pesquisa [2, 1, 9, 130] e com continuo interesse [6, 10, 23, 104]. Entretanto, parte dos casos

encontrados na literatura atém-se as solugoes nao-lineares de um fluido de plasma restrito a
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aproximacao de plasma frio. Essa abordagem pode ser uma desvantagem para casos mais realisticos.
Com o objetivo de buscar uma melhor descri¢ao, incluiremos na nossa analise os efeitos térmicos e de
dissipacao, devido ao choque com particulas neutras. Com esse fim, iremos considerar estruturas nao-
lineares, por meio do modelo hidrodinamico, juntamente com o método da varidveis Lagrangianas,
apresentado no capitulo 3. Esse tratamento tem sido reconhecido e empregado em plasmas de

elétrons em diversas situagoes [6, 11, 12].

No modelo que adotaremos, a expansao do sistema ¢ originada pelo campo repulsivo coletivo
dos elétrons e pelo gradiente de concentragao de particulas (efeito térmico). J& a compressao, é
obtida pela for¢a harmonica, proveniente do confinamento externo. De acordo com a relevancia dos
termos expansivos, duas situacoes limites basicas serdao consideradas, uma relacionada aos efeitos
térmicos e outra relacionada a interacao Coulombiana. Por meio do processo que adotaremos,
também sera obtida as condigoes de validade de cada situacao limite em termos de parametros
fisicos, assim como fizemos no capitulo anterior. Na armadilha Penning-Malmberg, o confinamento
radial proporcionado pela presenca de um campo magnético axial uniforme nao deveria levar a uma
difusao na diregao radial, uma vez que a for¢a magnética confina radialmente as particulas carregas.
Porém, efeitos de transporte foram observados nessa direcao, e sua origem pode ser compreendida
por algumas causas, sendo delas: colisbes com atomos, assimetrias angulares no campo magnético
ou no recipiente de confinamento, resisténcia devido a parede finita e efeitos de radiacao. Para
altas pressoes de fundo, o fendmeno de transporte exibe comportamento tipico de colisdbes com
atomos [55, 62]. Sendo assim, iremos considerar colisdes devido & presenca de dtomos. Entretanto,
iremos supor que essas colisdes sao de baixa frequéncia, de tal maneira que a geometria do sistema
ainda se mantenha unidimensional. Os resultados apresentados e discutidos na se¢ao 6.4 foram

expostos no artigo [131].

6.3 Confinamento harmonico

O confinamento axial de particulas carregadas é proporcionado pela aplicagao de uma
diferenca de potencial V' nos extremos da armadilha de Penning-Malmberg. Entao, sejam as
dimensoes da armadilha dadas por um cilindro de raio b e de comprimento 2L, e as dimensoes do
plasma dadas por um raio 7, e de comprimento 2z, temos que o potencial, ¢(r, z), criado pela

diferenca de potencial aplicada é expressa por [60, 65, 70]

V

= m(TQ — 222) . (61)

(1, 2)

Pela Eq. (6.1), vemos que na dire¢ao de propagagao temos um potencial harmonico que cresce com
a diferenca de potencial aplicada e decresce com o quadrado das dimensdes da armadilha. Dessa
maneira, a frequéncia do confinamento harmoénico externo na direcao é, pode ser expressa por
w, = (4V/(2L* + bQ))%. Além disso, a Eq. (6.1) obedece a equacao de Laplace.
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6.4 Dinamica de um plasma de elétrons unidimensional térmico colisional

em uma armadilha de Penning-Malmberg

Um plasma de elétrons térmico, confinado em uma armadilha de Penning cilindrica e na

presenca de atomos, pode ser descrito unidimensionalmente pelas seguintes equacoes hidrodinamicas,

on 0
ov ov 1 dp eE 9
a‘f‘va = —ﬁg—ﬁ—wzz—yv, (63)
OF en

OE _ _en (6.4)

Por definicao, o sistema é composto por elétrons (carga —e, massa m) com densidade n = n(z,t),
velocidade do fluido v = v(z,t) e pressao p = p(z,t). Além disso, F = F(z,t) é o campo elétrico
interno, €p é a permissividade elétrica no vacuo e com frequéncia de colisdo v. O confinamento é
providenciado por um campo harmonico externo com frequéncia w,. Além disso, supomos processos
rapidos, de tal maneira que processos de transporte de calor podem ser negligenciados. Nesse
contexto, para efeitos térmicos, usaremos a mesma equacao de estado adiabatica apresentada no
capitulo 2, p = nokgT'(n/ng)”. Para uma dindmica unidimensional é adequado escolher v = 3. Este
valor corresponde a uma compressao em 1D. Além disso, colisoes de baixa frequéncia também serao

assumidas, condi¢gdo necessaria para que a propagacao permaneca essencialmente unidimensional.

Para esse problema, as variaveis Lagrangianas serao escritas da seguinte forma,

.
g:z—/ (e FYdr, T=t) (6.5)

0

juntamente com suas respectivas derivadas,

9 o o9 0 “ouE, ) |\ 0
9 _9.,,9 9 _ (14 2T |
or ot V9 e ( +/0 o€ dT) BE (6.6)

A equagao da continuidade (6.2) é, entdo, convertida para

0 Tov( T B
aT[(l—l—/o 735 dT)TL]—O, (6.7)

n=n(&0) <1+/0781)(€’T/)d7")_ : (6.8)

com solugao,

23
em que n(£,0) é a densidade de elétrons em 7 = 0.

A lei de Gauss, Eq. (6.4), nas novas coordenadas é convertida em

oF e
com solugao dada por
E=-5[ n0)de + Eyr). (6.10)

€0
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A funcao Ey(7) é uma fungao arbitraria do novo pardmetro de tempo. Fisicamente, Fy(T) seria

associada com um campo externo adicional, além do confinamento harmonico.

A equagdo restante para ser resolvida é a equagao de transporte para o momentum (6.3), a

qual se torna

5= (0 [ 7w ) 6]

2

— wg(f—i-/OTv(ﬁ,T’)dT/) —1—;22 /n(ﬁ,O) dg—yv—efrjo. (6.11)

H4 duas contribuigoes repulsivas na Eq. (6.11). Uma devido ao termo de pressao (~ kgT') e
outra devido ao campo autoconsistente dos elétrons (~ wﬁ /ng). Os efeitos repulsivos devem ser
contrabalangados pelo confinamento externo, o segundo termo do lado direito da Eq. (6.11). No
que se segue, as solugdes da Eq. (6.11) serdo analisadas de acordo com a intensidade dos efeitos

térmicos e do campo autoconsistente.

6.4.1 Efeitos térmicos dominantes

Como hipétese de trabalho, iremos tomar o campo de velocidades como linear dado pela

forma
v=Ep+ Zo(T), (6.12)

em que p(7) é uma funcdo adimensional arbitraria, sem perda de generalidade Z(0) =0 e p(0) = 1.

Pela Eq. (6.8), concluimos que
n=n( 0)/p(). (6.13)

Ao inserir as expressoes acima na Eq. (6.11), o resultado é
= . 2 €E0 . . 2 3o
Z+vZ+wi(nZ + WjL pruvp+wip|pé =
3kT O 0\?] , w;p’
-~ 2B Kn(f)> prp / n(€,0) de | (6.14)

2m O& no no

O lado esquerdo da Eq. (6.14), sendo linear em ¢, deve ser equiparado com o lado direito.
Ao derivar esses termos da Eq. duas vezes com respeito a £ e uma com respeito a 7 fornece
(w2 /no) x d(p’)/dr x dn(€,0)/d€ = 0. Essa condi¢do esté relacionada somente ao termo repulsivo
do campo autoconsistente dos elétrons. Tal restricdo nao pode ser satisfeita em situagoes nao-triviais
no qual p(7) ou n(£,0) ndo sdo constantes. Consequentemente, a unica possibilidade significativa

ocorre quando a repulsao dos elétrons pode ser negligenciada em comparacao aos efeitos térmicos.

Apébs desprezar o campo coletivo dos elétrons na Eq. (6.14), ainda é necessério, por
consisténcia, impor que a contribuicao devido ao termo de pressao tenha que ser uma funcao linear
de £, da mesma maneira em que o lado esquerdo da equacao o é. Por inspecao, essa condi¢ao

implica em

2
n(,0) :no\ll+01£— <§> ;<& (6.15)
o o
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A constante ¢; é uma constante numérica adimensional, e & > 0 é uma posicao de referéncia. Fora
do plasma de elétron, em que || > &, impomos n(&,0) = 0. Vamos nos ater a discussao do problema
na regiao [£| < &. Também, sem perda de generalidade, na Eq. (6.15), foi tomado n(0,0) = nq,
assim definimos ng. Além disso, por simplicidade, vamos considerar somente densidades de equilibrio

simétricas, sendo assim, ¢; = 0.

n(‘f 90)/ ny

1 0 1 &/éo

Figura 17 — Densidade de elétrons da Eq. (6.15) com ¢; = 0.

Da Eq. (6.14), obtemos:

3kpT 1
6+ vp+wip = — 6.16
prvbtwp="ra 5 (6.16)

‘ E
Z+vZ+wi(1)Z = €20 (6.17)

m

A Eq. (6.16), assim como Eq. (5.23), é uma equagao de Pinney dissipativa. A Eq. (6.17), por sua
vez, descreve o movimento do centro de massa, lavando-nos a perceber que o seu movimento nao ¢é

alterado por efeitos nao-lineares e descreve oscilagbes amortecidas forcadas por um campo externo.

Por inspecao, ¢é possivel de identificar a solucao de equilibrio dada por

3kpT \ V4
peq:< B ) . (6.18)

mw2EH

A existéncia de um equilibrio estével é devido ao sinal da contribuicao que possui um termo inverso

ctbico, a qual existéncia, por sua vez, advém da concavidade da densidade dada pela Eq. (6.15).

A solugao aproximada da equacao de Pinney dissipativa é dada por
2 2 AZ —uT A —vT/2 2 A2 —uT 1/2 .
p° = po, +2A4%T +2Ae (peq + A%e ) cos (2w, (T — 1)) - (6.19)

As constantes A, 7y sdo constantes de integracao. No caso nao amortecido (v = 0), a Eq. (6.19)

fornece oscilagdes no intervalo I = {p > 0|/p2, + A? — |A| < p < y/p2, + A% + [A[}, com o
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pardmetro |A| sendo a amplitude inicial. Além disso, uma vez que v/w, < 1, durante um periodo
de oscilagdo 7 = 7/w,, a quantidade |A|exp(—vr7/2) ndo muda muito e, assim, comporta-se como

uma amplitude dependente do tempo que varia lentamente.
Da Eq. (6.19), temos que p(0) = 1, o que implica em

1—p2, —2A%
2A(pgq +A2)1/2 )

cos(2wTy) = (6.20)

a qual s6 faz sentido se A* > (1 — pgq)2 /4, ou de maneira equivalente p = 1 € I, para evitar

cos? (2w, 7p) > 1.

Como exemplo, tomemos parametros realistico para um plasma de elétrons confinado
[64], dados por ng = 10" m ™ kgT = 1eV,& = hem,w, = bw, = 25v, juntamente com w, =
5,64 MHz e p., = 0.72. A simulacdo numérica da Eq. (6.16) e a solugdo aproximada da Eq. (6.19)

fornecem praticamente os mesmos resultados, como podemos ver na Fig. 18.

o,

1.0f

0.8 NUMMMM\MnMMMI\AAAAAAAAMMMMMMM

’;e; [TV ssonvs
0.41
0.2}

0 50 100 150 7

Figura 18 — Fungao auxiliar p em funcdo do tempo, da Eq. (6.19), aproximando de p., = 0.72.
Pardmetros: ng = 10°°m ™2 kgT = 1eV,& = 5em,w, = Sw, = 25v. Condicoes
iniciais: p(0) =1, p(0) = 0. Com A = 0.24,w,7 = 0.01.

Por completude, o campo elétrico é encontrado pela Eq. (6.10), e mostrado na Fig. 19, é

_omes (€ (€N (€
=" |G 1 <€0> —i—arcszn(&)) . (6.21)

Este campo é simétrico em respeito a origem £ = 0. Diferente do caso com MOTs, no qual
encontramos a forga coletiva somente para obter estimativas das condigoes de validade dos
resultados obtidos, o campo elétrico ainda existe apesar de nao ser relevante para a descricao da

dindmica do sistema.



Capitulo 6. Plasmas de uma componente 79

E/Ey 0

-1 0 1
&/éo

Figura 19 — Campo elétrico da Eq. (6.21). Curva normalizada em relacao ao Ey = mwz &/ (2e).

6.4.1.1 Condicao de baixo amortecimento

No contexto da equagio de Pinney dissipativa (6.16), a solu¢do aproximada (6.19) é valida
para ¥ < w e nao necessariamente para v < w,, a qual torna-se uma condi¢ao ainda mais restritiva.
Entretanto, um plasma com alta frequéncia de colisdo mal se manteria unidimensional. Portanto, é

necessario que v < wp.

E 1til reproduzir ao menos algumas formas explicitas para a taxa de amortecimento. Por

exemplo, pode ser originado da colisao com particulas neutras. Nesse caso, podemos estimar
v=ny<o0ov>=~ nNﬂagvT<<wp, (6.22)

em que ny ¢é a densidade de particulas neutras, o ~ 7Ta(2) é a secao de choque de colisao, ag é o raio

de Bohr e vy = \/m ¢é a velocidade térmica dos elétrons.

Além do mais, é valido notar que, ao considerar o plasma de elétrons como um todo,
as colisoes elasticas do tipo elétron-elétron nao dissipam momentum. Entretanto, uma outra
possibilidade é que exista ifons de fundo. Entao, haveria dissipacdo de momentum por meio de
colisoes do tipo elétron-ion. Para processos rapidos no qual a velocidade de ions v; pode ser
negligenciada em uma primeira aproximacao, o arrasto se reduz a —v(v — v;) & —vu, com taxa de
amortecimento dada pela frequéncia de Landau v,; para colisao do tipo elétron-ion [132]. Nesse

caso, a condicao de baixo amortecimento ¢é satisfeita para

4 3
_Amodp oy v (6.23)

V=V =—7 —— KW, A 3 ) o
P

Assim como no capitulo anterior, iremos obter a condicao de validade para dominancia dos

efeitos térmicos.
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6.4.2 Condicao de validade

Agora, podemos analisar analiticamente a condi¢ao para dominancia dos efeitos térmicos. Ao
comparar os efeitos repulsivos da Eq. (6.14) e da Eq. (6.15), isso nos leva a 3kpT¢/(mé&]) > —eE/m,
em que o campo elétrico é dado pela Eq. (6.21). Apds alguma &lgebra, temos que

3kgT

mw2&s

> ae/a). fefa =g (1= (5] + TOper )~ 2

A tltima estimativa acontece, pois f(§/&) é limitada superiormente pela unidade para |£] < &,
como mostrado na Fig. 20. Dessa forma, podemos analisar a condi¢do acima somente no centro do

gas de elétrons e serd valida para todo o intervalo.

T

0.5-

£(&/£0)

0
-1 0 1
&/éo

Figura 20 — Fungao f(£/&), Eq. (6.24).

Com o objetivo de se obter uma estimativa, a maior restrigao da desigualdade na Eq. (6.24)
¢ para o maximo valor de p = pree = 4/ p2, + A%+ |A|. Sendo assim, a predominancia do termo da
pressao é valida para

3kpT 571 ) ENE
> (o2 + A2+ |A]) 2 [2 (1+p2,+11- peq\)] . (6.25)

mw2és

A dltima desigualdade é devido a condigao obtida abaixo da Eq. (6.20). Em termos de pardmetros
fisicos, a desigualdade (6.25) leva a duas subclasses, como se segue.
6.4.2.1 Equilibrio térmico

O equilibrio dominado por efeitos térmicos corresponde a

3epT \ ?
> 6.26
>><mwz£3> > (6.26)

2
Wy

2
Wp
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6.4.2.2 Equilibrio harmonico

Apesar de, nessa subsecao, a repulsao ser dominada pelo termo da pressao, pode acontecer
que a forca externa seja tao intensa que pgq < 1. Essa situacao ¢ a que iremos nos referir como

equilibrio dominado pelo confinamento externo, dado por

3]€BT )2 N UJ]Q)

2
p,<l = 1> (mw?i& . (6.27)

Deve ser observado que, para todos os valores de p,, é necessario que w2 > wﬁ. Isso se da,
uma vez que o termo da pressao nas equagoes hidrodindmicas é compensada pelo confinamento
externo, o qual é ~ w?. Consequentemente, negligenciar o termo correspondente & interacio
Coulombiana (~ wi), em comparacio aos efeitos térmicos, é necessariamente tomar w? > wf,. O
exemplo na Fig. 18 corresponde ao cendario do equilibrio harmonico. Para os parametros utilizados,

o plasma ¢ quase ideal (A ~ 107).

6.5 Efeitos térmicos despreziveis

Quando a repulsao Coulombiana domina a dindmica do plasma, os efeitos térmicos podem
se tornar despreziveis. Dessa maneira, é possivel negligenciar o termo proporcional a kg7 na Eq.
(6.11). Nessa situagdo, o caso sem amortecimento foi resolvido na Ref. [1], ao considerar a existéncia

de ions de fundo, mas na auséncia de um confinamento externo.

Ao ignorar efeitos térmicos e diferenciar todos os termos da Eq. (6.11) com respeito a 7,
obtemos o 5
v v 9
—+v—4wv=20, 6.28
or? or ? (6.28)

com solugao geral

v=e "7/ (0(5,0) cos(Q'7) + w X (§) sin(Q’T)) , Q' =\Jw2—1v?/4. (6.29)

A fungao X () é uma fungao arbitraria com dimensao de comprimento. Iremos considerar somente

o caso de baixo amortecimento, de tal maneira que €’ > 0.

Apés inserir o campo de velocidades dado pela Eq. (6.29) de volta em Eq. (6.11), temos

que
1 5. W vu(€,0)
X(9) = g (~ute+ 2 [ nie0)dg - 52). (6:30)
Portanto, ao inserir X (£) da Eq. (6.30) na Eq. (6.8), obtemos
_ e 2 Ju(E,0) ., w, (¢, 0) -

n = n(£,0) [1 o e sl + 2 (w% - 1) w(f)} , (6.31)

em que
—vT/2
(1) = ; (1 — e/ cos(QU'T) — V(;T Sin(Q’7)> : (6.32)

sendo uma funcao oscilatoria que aparecerd frequentemente no que se segue.
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Figura 21 — Funcao ¢ da Eq. (6.32) para diferentes intensidades de amortecimento. Curva superior,
azul: v/Q' = 0; curva do meio, laranja: v/Q" = 1/100; curva inferior, verde: v/Q' = 1/10.
Temos que 1) — 1/2 para 7 — 00, exceto no caso nao amortecido.

O campo elétrico segue da Eq. (6.10), com a escolha Ey(7) = 0. Para finalizar a solugao de

amplitude arbitraria, a coordenada espacial original é encontrada pela Eq. (6.5) e leva a
2

o(€,0) sin(Q'7) + 2 <—5 + w‘;’l : / n(€,0) d§) o(r). (6.33)

—vT/2

z2=§+ ol

Esses resultados generalizam aqueles encontrados no capitulo 3 de [1] e os reproduzem para
o caso livre de dissipagao (¥ = 0) e o caso balanceado (w, = w,). Ao combinar as Egs. (6.10) e
(6.33), concluimos que as forcas elétrica e harménica se equilibram de forma assintética, ou seja

ekl =—m wz z para T — 00, como esperado.

Embora as condigoes inicias n(&,0) e v(&,0) permanegam gerais, uma condigao restritiva
surge do requerimento de que a densidade de particulas seja positiva definida. Sendo assim, iremos

discutir isso no que se segue.

6.5.1 CondicGes iniciais admissiveis para um plasma frio

Ao supor n(£,0) > 0 em toda parte, da Eq. (6.31), temos que n(&,7) > 0 para todo o

tempo
wyn(€,0)
Zp > >
T +F(,7)>0, (6.34)
em que
F(&,7) = e (a sin(QU7) + b cos(UV7)) , (6.35)
o 90(£,0) 2n(¢,0) 2n(,0)
_i v(&,0 v _wnlé, o, wnl§,
=G0 tag (1 o ) T (6.36)

O minimo para F'(§,7) ocorre em 7 = 7, de tal maneira que

Qa— 2
O'r, = arctan (#}%) +r=m. (6.37)
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A ultima igualde é valida para dv(£,0)/0¢ = 0, a qual iremos adotar por simplicidade. Apds

calcular o valor da Eq. (6.34) para 7 = 7. = 7/ e isolar n(¢,0), temos que

n(§,0) _ w? 1
no = wT% 1+ expl[mv/(2QV)]° (6.38)

a qual é uma condicao restritiva para condigao inicial, para o caso em que o campo de velocidades é
uniforme. Se a desigualdade (6.38) é violada, eventualmente, teremos que n(&, 7) se torna negativa
em certas regioes. Além disso, nesse caso, a inversao das varidveis Lagrangianas dada pela Eq. (6.33)
se torna multivalorada. Dessa forma, ndo conseguimos obter uma funcao inversa. Da Eq. (6.38),
observamos a influéncia do balanco da razdo w?/ wz e do fator regularizador do amortecimento, a

qual permite pequenos valores de n(¢,0).

O caso nao amortecido (v = 0) pode ser obtido da Eq. (6.34) sem a condigao restritiva para

o valor inicial do campo das velocidades, com resultado

n(€,0) _ w? 1 (90(€,0))
o e {ng( o ) ] : (6.39)

>

6.5.2 Aplicaces para um plasma frio

Diferente caso dominado por efeitos térmicos, nao ha forte restrigao para n(§,0) e nem
para a forma geral do campo de velocidades. Isso permite uma construcao explicita de diversas
classes de solugoes, desde que satisfacam a condigao restritiva que obtivemos. Como ilustracao,
vamos considerar os dois seguintes casos: um plasma localizado homogéneo e um com distribuicao

gaussiana.

6.5.3 Condicao inicial homogénea

Com o objetivo de ilustracao, iremos supor uma gas de distribuicao uniforme para 7 =0

restrito no intervalo |£] < &,

) o, €] < &o;
"@’0)‘{ 0, l¢l>&, (6.40)

junto com v(§,0) = 0.

Ao usar as Eqgs. (6.9), (6.29) e (6.31), a solugdo completa para um plasma de elétrons
([€] < &) ¢é dada por

n o= ng [1 +2 (Zé - 1> w(r)]l : (6.41)

v = exp(—v7/2)sin(Q 7) (w2 —w?) ¢/, E=-nge/e, (6.42)

em que ¥ (7) foi definido na Eq. (6.32).

As varidveis Lagrangianas seguem da Eq. (6.33) e levam a

€=z l1 +2 <z’z - 1) 77/)(7')‘| - (6.43)
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O resultado acima ¢é valido para uma regiao interna ao sistema. Portanto, o dominio do plasma fica
restrito & |z] < & [1 +2 (wi/wg - 1) @b(T)}. Assintoticamente, tende para |z| < w? & /w?, uma vez
que ¥(7) — 1/2 as 7 — oo. Consequentemente, n — now?/w’ para um limite de longo tempo.
Como esperado, um forte confinamento (~ w ) produz uma solucao mais localizada, enquanto que,
para altas densidades de elétrons (~ wp), leva ao efeito oposto. Vale a pena notar que a solucao se

torna estaciondria para quando w = w,, a qual nesse caso representa um estado de equilibrio.

A densidade dada pela Eq. (6.41) é positiva definida para todo o tempo sob a condigao

2
“ 1

2 Tt eplrr/E0)] (6.44)

de acordo com a Eq. (6.38). A restricao assinalada pela Eq. (6.44) é necessaria para evitar
solugoes explosivas associadas a quebra da onda. Nessas solugoes, a densidade e o gradiente da
velocidade explodem para um tempo muito longo. Finalmente, uma vez que o plasma de elétrons ¢é

espacialmente homogéneo, efeitos de temperatura sao nulos automaticamente.

6.5.4 Condicao inicial Gaussiana

Um sistema infinito com uma concentragao inicial Gaussiana de elétrons pode ser descrito

por
o (.d

2 w?

n(€,0) = (144 exp(=€/&)) , v(&,0) =0, (6.45)

em que A e & sao pardmetros positivos. Segue que a restrigdo (6.38) é satisfeita.

Pela Eq. (6.31), a solugao exata da densidade é expressa por
2 /¢2
noe? 1+ Aexp(-€/8))

2w [1 + (—1 + AeXp(—§2/§3)>¢(T)]

n(&, ) = , (6.46)

em termos da mesma funcéo 1(7) definida em Eq. (6.32). Assintoticamente, temos que n — now? /wy.

Ao retornamos as Eqgs. (6.9) e (6.29), a velocidade e o campo elétrico sao dados por

v = 2250 exp(—v7/2) Sm(Q’T){ e \/_2AE f( goﬂ (6.47)
o - el (8]

Uma vez que 7 = t, o tltimo passo necessario para integracao ¢ a inversao das coordenadas

Lagrangianas para coordenas fisicas. Feito isso, temos que a Eq. (6.33) leva a

fzo §i+ l—§0+ \/;AE I (foﬂ v (049

Apesar da Eq. (6.49) representar uma equacao altamente transcendental, é possivel resolvé-
la numericamente para obter £ como fungao de (z,t), desde que os pardmetros sejam fornecidos.
Uma vez que 0 < 9(7) < 1, pode ser mostrado que a solugao é tinica. Um exemplo de tal processo

¢ mostrado na Fig. 23.
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Figura 22 — Campo elétrico da Eq. (6.48), com A = 10. Curva normalizada em relagdo ao Ey =
mw?&/(2e).
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Figura 23 — Distribuigao da densidade dada pela Eq. (6.46), no referencial do laboratério. Curva
normalizada pelo valor assintético ne, = (w?/w?2) ny, com A =10, v/Q' = 1/10 para
diferentes tempos.

Além disso, ao usarmos a Eq. (6.11), pode ser mostrado que a hipdtese de um plasma de

elétrons frios é satisfeita se
k?B T < wf, fg
m WA(1+A)

No caso particular, se ndo hé aglomeragao inicial (A ~ 0), o plasma se torna homogéneo em

(6.50)

toda parte - ver Eq. (6.46) - e os termos devido ao gradiente de pressdo sao automaticamente

despreziveis, como manifestado na Eq. (6.50).
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Nessa discussao, desenvolvemos um modelo para o plasma de elétrons colisional em uma
armadilha de Penning-Malmberg, encontramos uma solugao analitica aproximada para o limite
térmico e solugoes analiticas exatas para o limite Coulombiano. Dessa forma, generalizamos os

resultados contidos no livro [1].

6.6 Plasma de antiprotons

Antiprétons sdo a contraparte da antimatéria dos prétons, ou seja, compartilha as mesmas
caracteristicas fisicas dos protons (massa e tamanho), porém com um carga oposta (negativa).
De forma natural, sao produzidos pela colisao de raios césmicos de alta energia com atomos na
atmosfera. Também, sao particulas estaveis, porém como vivemos num mundo dominado pela
matéria - e nao pela antimatéria - qualquer colisao com prétons aniquila as duas particulas.
Dessa forma, nao podem ser armazenados por meio de paredes solidas ou conter qualquer matéria

ordinéria dentro [133].

O inicio do estudo com antiprétons se da no anos 50, quando os estudavam com energia da
ordem de Gev e com velocidades préoximas da velocidade da luz. Na época, a sua producao era
obtida por meio de colisdes de protons com a matéria comum, as quais geravam antiprétons em
uma pequena fragao dessas colisoes. Na sequéncia, no CERN (Conseil FEuropéen pour la Recherche
Nucléaire), estudavam-se particulas fundamentais por meio de colisdes entre prétons e antiprétons,
enquanto que, no Fermilab, essas colisdes serviam para o estudo de quarks. Em ambos os casos,
ainda eram necessarias altas energias. Contudo, com o avanco tecnoldgico, foi possivel obter e
armazenar antiprotons da ordem de MeV por meio do LEAR (Low Energy Antiproton Ring).
Entretanto, essa energia ainda ¢ muito alta em comparacao com a energia necessaria para o estudo
de antiprotons frios e, por consequéncia, para a formagao de anti-hidrogénio. Na Fig. 24, podemos
ver a evolugao no resfriamento. Para alcancar tais energias, é necessario armazenar os antiprétons
em uma armadilha de ions, geralmente na forma de uma armadilha de Penning-Malmberg, e

resfria-los por meio de técnicas variadas.

Entre as técnicas mais utilizadas para resfriar os antiprétons apds o confinamento numa
armadilha de fons, temos os resfriamentos: por elétrons, evaporativo e adiabético [42, 72, 133, 134,
135]. O primeiro é geralmente usado como o primeiro processo de resfriamento e os outros sao
utilizados para obter temperaturas da ordem de alguns Kelvins. O principio utilizado pelo primeiro
método consiste no equilibrio térmico, ou seja, os antiprétons com maior temperatura sao colocados
para colidir com elétrons que estao em uma temperatura menor. Logo, apds sucessivas colisoes,
o sistema atinge uma temperatura em comum. Esse processo também pode ser realizado com
pdésitrons [71, 136]. Apds esse processo, pode-se utilizar o resfriamento evaporativo, que consiste
em deixar escapar as particulas mais energéticas - como ja comentado, a mesma técnica ¢ utilizada
para produc¢ao de BECs -, contudo esse tipo de técnica faz perder muitas particulas, o que pode
ser um problema para obter grandes quantidades de antiprotons em temperaturas baixas. Uma

outra alternativa é o resfriamento adiabatico, o qual focaremos no que se segue.

O resfriamento adiabético consiste na diminuigdo lenta da frequéncia, w,(t), do potencial
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Figura 24 — Escala termométrica logaritmica retirada de Ref. [131]. Representa a evolu¢ao no
resfriamento de antiprotons.

harmonico confinador, de tal forma que a quantidade E/w, permanega aproximadamente constante,
sendo F a energia do sistema. Dessa maneira, o método so é aplicavel quando a energia da amostra
é menor que a do poc¢o de potencial, por isso é necessario usar outra técnica de resfriamento
previamente. Pela Eq. (6.1), vemos que a frequéncia depende do valor da diferenga de potencial
aplicada. Dessa forma, conforme vamos diminuindo a voltagem, a for¢a restauradora realiza um
trabalho negativo e aumenta o volume da amostra. Consequentemente, diminui a sua temperatura
sem variar a entropia. A condigdo para isso acontecer ¢ dada para |dw,/dt|/w, << w., isto é, w,(t)
varia muito pouco durante um periodo de oscilagdo. Com o uso dessa técnica, é possivel alcancar
temperaturas de 3.5 K [42]. Diferente do resfriamento evaporativo, nao ha perdas de particulas
durante o resfriamento, porém como a amostra cresce seu volume com o passar do tempo, a técnica
pode nao ser a mais viavel se o objetivo for obter grandes quantidades de antiprétons em uma

regiao muito pequena.

Vale a pena notar, que diferente do estudo feito para o plasma de elétrons, aqui a armadilha
possui um potencial que varia com o tempo. Logo, o potencial harmonico também dependerd do
tempo. Além disso, também consideraremos efeitos térmicos. Outra caracteristica importante é que
sistemas de antiprotons tendem a ser diluidos. Consequentemente, a frequéncia de colisoes ¢ baixa
em um plasma fracamente acoplado. Entao, no que se segue, iremos estudar amplitudes de grande

oscilagoes de um plasma de antiprétons no limite no qual os efeitos térmicos e autoconsistente
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sao relevantes em relacao ao outro. Para isso, utilizaremos o método das varaveis Lagrangianas.
Também, por meio do método variacional dependente do tempo, estudaremos a dindmica para
quando ambos os efeitos sao relevantes. Os resultados apresentados e discutidos na primeira secao

foram expostos no artigo [137].

6.7 Dinamica de um plasma de antiprétons em uma armadilha de Penning-

Malmberg dependente do tempo

Um plasma de antiprotons térmico confinado em uma armadilha de Penning-Malmberg

dependente do tempo pode ser descrito unidimensionalmente pelas seguintes equagoes hidrodina-

micas,
on 0
ov ov 1 dp 9 ek
ot T Tamas W (6.52)
oF eo | n
o (6.53)

em que n = n(z,t) é a densidade ao longo do eixo z, v = v(z, t) é a velocidade do fluido, E = E(z,t)
é o campo elétrico, m, —e sao, respectivamente, a massa do préton e a carga fundamental do elétron,
0, ¢ a densidade bidimensional perpendicular ao plano, e €y é a permissividade elétrica no vacuo.
O confinamento é providenciado por um campo harmoénico externo com frequéncia dependente do
tempo w,(t). Como a frequéncia é lentamente diminuida no tempo, a energia do sistema permanece
aproximadamente constante. Nesse contexto, para efeitos térmicos, usaremos a mesma equacao de
estado adiabética, p = nokpTo(n/ng)?, em que ng, Ty sdo a densidade e temperatura de referéncias
(kp € a constante de Boltzmann). Por fim, motivados pelo resfriamento adiabético de fons [42],
adotaremos a seguinte forma pra a dependéncia temporal da frequéncia de confinamento,
wWo

(1+Qt)r’

em que wp, §2 e v sdo constantes positivas. Para frequéncias que variam lentamente no tempo,

w,(t) = (6.54)

temos que |w,|/w. < w., ou Y <K wo(1 + Q)77 o que é valido [42] para todos os tempos t > 0
dado v <1 e vQ < wy.

Para esse problema, as variaveis Lagrangianas serdao escritas da seguinte forma

fzz—/OTv(f,T’)dT’, T=t, (6.55)

juntamente com suas respectivas derivadas,

o o9 o0 0 TouE, )\ 0
g _2.,2 | IS T) gt} 2 .
or ot Vo e ( *‘/C o€ ‘h'> 0z (6.56)

A equagao da continuidade (6.51) é, entdo, convertida para

[( "ol 5’ )d7> n] —0, (6.57)
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=n(¢,0) (1 + /OT (%(55’7/) d7">_ : (6.58)

em que n(£,0) é a densidade dos antiprétons em 7 = 0.

com solugao

A lei de Gauss, (6.53), nas novas coordenadas é convertida em

OF €O'J_
%" o n(£,0), (6.59)
com solugao
€01 ¢ / /
E= - n(&',0)dE + Eo(1), (6.60)
0 0

sendo Ey(7) o campo elétrico em £ = 0.

A equagao restante para ser resolvida é a equagao de transporte para o momentum (6.52),

a qual se torna

g= e [ e gl
- w§<7>(§+/7 (€7 ar') 5/ oyt~ o) (6.61)
com wy, = \/ngoe?/(mey).

Como frequente hipdtese de trabalho, vamos adotar

v=2(1) + p(T)€, (6.62)

em que, por definicdo e sem perda de generalidade, Z(0) = 0 e p(0) = 1, por consequéncia
n=mn(£0)/p. A Eq.(6.62) pode ser interpretada como um expansao da velocidade em torno de
¢ = 0. Portanto, a Eq.(6.61) torna-se

. eE 3 kT, 0)\2 zort
2407+ C0 4 (5t () = - ijfag{(”f; y }ﬁ/o n(€,0)de’ . (6.63)

O lado esquerdo da Eq.(6.63), sendo linear em &, deve ser equiparado pelo lado direito. Isso s6

acontece em determinadas situagoes, cujos casos que serao discutidos adiante.

6.7.1 Efeitos térmicos dominantes

Ao desprezarmos os efeitos ~ wﬁ, isso impoe que o termo da temperatura seja linear em &,

n(£,0) = n (1 _ (55())2) " , (6.64)

em que & > 0 é uma constante, e temos que n(§,0) = 0 fora do intervalo —&; < £ < &. A Eq.(6.63)

o que leva a

separa-se e

=

2 3I<LBT
. 2 - 2 0
P + wz(T)p - Ea K™= mfg

>0, (6.65)
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. E
74+ u2(r)Z=— 0, (6.66)
m

validas para dentro do plasma. A concavidade da forma quadratica na Eq. (6.64) é escolhida de
maneira que 2 > 0, assegurando que p > 0 para todos os tempos, evitando expressdes singulares,
portanto tem a mesma forma que na Fig. 17. A Eq. (6.66), por sua vez, descreve o movimento do
centro de massa, levando-nos a perceber que o seu movimento nao é alterado por efeitos nao-lineares

e descreve oscilacoes forcadas pelo campo externo. Além disso, temos que o campo sera

o 1/2
E=— MZZ:&) é (1 — (é) ) + arcsin™?! (é) + Ly . (6.67)

Duas outras expressdes também serao uteis para esse estudo, uma que nos forneca a quantidade de
particulas confinadas,
0
T
N = O'LAL/ n(f, O)dg = §O'LAL710§0, (668)
—&o
com A, sendo a area de secdo transversal do plasma, e outra que nos forneca a temperatura

T = Ty(n/no)? = fg (1 - <§O>2> | (6.69)

instantdnea T' ~ n? 1,

6.7.1.1 Solucdo exata e aproximada da equacdo de Pinney

A Eq. (6.65) é a equacao de Pinney para um frequéncia dependente do tempo [85], sua
solugao é dada por
p = (ap; + 2bp1ps + cp3)'/? (6.70)

em que p; 2 sao solucoes independentes do oscilador harmoénico dependente do tempo,
pitwi(mpi=0, i=1.2, (6.71)

sendo a, b, ¢ constantes tais, que obedecam ac —b* = k?/W? e sendo W = p1 5 — pap1 0 Wronskiano.

Para a frequéncia adotada na (6.54), a Eq. (6.71) é redutivel & equacao de Bessel, portanto

a equacao de Pinney é exatamente resolvida. Detalhes podem ser encontrados no Apéndice B.

Entretanto, embora tenhamos uma solugao exata para a Eq. (6.70), a solugdo geral em
termos das fungoes de Bessel é um tanto complicada. Contudo, é possivel utilizarmos solug¢oes
aproximadas que sao mais faceis de se trabalhar. Supondo um frequéncia arbitraria que varia

lentamente no tempo, de tal forma que @, /w? ~ ¢ < 1, é justificavel utilizar as solucoes WKB,
cosT sinT

P1 = y P2 = )
w.(7) yw(T)

e substituir na Eq. (6.70). Nesse contexto, o Wronskiano ¢ W =1 e

T = /OT w, (t")dr", (6.72)

1
NS

p= (a cos® T + 2b sin T cos T + csin? 7')1/2 . ac—b* = kK%, (6.73)
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Substituigdo na equacao diferencial mostra que a Eq. (6.73) leva a

(55 + w20) — K%)= 1307 — 2w.0.) = O(E?), (6.74)

4, ,2
prw?

mostrando a validade da condigao adiabética. Para as condigoes iniciais p(0) = 1 e p(0) = 0, temos

que
= ;2
a=1, b:a;zo, c:/iQ—I—wZO, (6.75)
portanto
! ( T4+ 20 T)2+ s 7] (6.76)
p= W0 COS sin K” sin , .
vV WzoWz 2wz0

em que w,o = w,(0) e w0 = w,(0), valida para qualquer frequéncia arbitréria.

-

E interessante notar que, de uma certa forma, as oscilagoes da solucdo permanecem

bloqueadas por um minimo p, = y/x/w.(7) do potencial V = V(p) = w?p®/2 + x?/(2p°) tal que
p=—0V/0op.

A solugao correspondente a Eq. (6.76) esta plotada na Fig. 25, para pardmetros tipicos:
kpTy = 30eV e & = lcm, que para um plasma de antiprétons leva em x/271 = 1.5 X 10°Hz.
Supondo N = 10* antiprétons confinados com secio circular de raio 2mm, da Eq. (6.68), derivamos
uma densidade de ngo; = 5.1 x 101°m ™3, logo, wy/2m = 4.7 X 10 Hz. Além disso, consideramos a
frequéncia da forma (6.54), com v = 1,Q = 0.02w,o e w,o/2m = 100 kHz.

p

20
1 *
1

Ul

iR

20 10

n

=

N

100 (9

Figura 25 — Solucao WKB (6.76) da equacao de Pinney. Fun¢do w,(7) definido na Eq. (6.54).
Condigbes iniciais: p(0) = 1, p(0) = 0. Pardmetros indicados no texto. Curva mondtona
ps esta definida no texto.

Similarmente, podemos também evoluir temporalmente a temperatura, entre outras possi-
bilidades. Usando a Eq. (6.69), a temperatura no centro da estrutura (§ = 0) esta plotada na Fig.

26, foram adotadas as solu¢gbes WKB para o mesmo parametros utilizados na Fig. 25.
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Figura 26 — Temperatura T'(¢ = 0) = Tp/p* no centro, em unidades de energia, para kpTy = 30V,
utilizando a solu¢ao WKB (6.76) e os mesmos parametros da Fig. 25.

6.7.2 CondicGes de validade

Assim como ja fizemos, iremos discutir as condi¢oes de validade para os resultado obtidos.
Ao assumir Ey = 0 e substituir a Eq. (6.64) na Eq. (6.63), temos que a condi¢ao de validade para

quando os efeitos térmicos sao dominantes é dada por

2\ 1/2 .
ckﬁ»f(é):(l_(é)) +msgg/&))27r/2, & <E<&. (6.77)

A condigao (6.77) é satisfeita em experimentos realizaveis [77, 136]. Notamos que, uma vez que p
tende a crescer, ambos os termos se tornam menores, porém com diferentes taxas. Dessa forma,
os efeitos térmicos vao se tornando despreziveis devido ao resfriamento. Portanto, desconsiderar
os efeitos elétricos se tornam menos justificaveis ao passar do tempo. Como esperado, os feitos

espaciais das carga sao intensificados no centro da estrutura, como mostrado na Fig. 27.

f

05 105060

Figura 27 — Fungao caracteristica espacial dos efeitos da carga f = f(£/&). Fun¢ao definida na
Eq. (6.77).
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6.7.3 Efeitos térmicos despreziveis

Quando os efeitos devido a repulsao Coulombiana dominam sobre a agitacao térmica, o

termo ~ kT pode ser negligenciado na Eq. (6.63). Dessa forma,

; <&o;
ne.0y=4 "0 Kl=bs (6.78)
0 ’ ’£| > 50 )
que é constante e simétrica. O centro de massa ainda satisfaz a Eq. (6.66), junto com
bt wd(r)p =, (6.79)

validas dentro do plasma.

Para um regido dentro do plasma ((£/&)? < 1), temos os seguintes resultados

No
n = —,
Y
E = —Tl()@O'J_g/éTQ + EO y (680)

N = 20, Ain&, T=T/p",

com densidade e temperaturas espacialmente homogéneas.

Por simplicidade, vamos tomar Ey = 0 e Z = 0. Aqui, também, poderiamos obter uma
solugdo em termos da func¢do de Bessel (Apéndice B) se adotdssemos a Eq. (6.54), mas como ja
vimos, as solugoes WKB sao de mais facil manuseio e permitem obter uma solucdo para uma
frequéncia arbitraria. A Eq. (6.79) descreve um oscilador harmonico forgado dependente do tempo.
Entao, aplicando o método da variacao de parametros, junto com as solucoes WKB e com as

condigoes iniciais p(0) = 1 e p(0) = 0, a solugdo aproximada é dada por

W20

p = (COS T(T)+

w,(T)

cos T (T sin T (7 i N
- Tl / W i / ) T(T)/sz(de,

que é valida para uma frequéncia qualquer, com w,q = w,(0). Substituindo a Eq.(6.81) diretamente

;;50 sin T (7) + (6.81)

na Eq. (6.79), temos que

p+wip—w 1

2 4w4 (302 — 2w.,) = O(e?), (6.82)

mostrando que a validade adiabatica garante que @, /w? = O(e),e < 1.

A solucdo correspondente (6.81) esté plotada na Fig. 28, para parametros tipicos: N = 5x 10°
antiprétons estdo confinados em uma armadilha cilindrica de &rea transversal A, = 12.5mm?
e comprimento 2§, = 10mm, com temperatura inicial Ty = 31 K. Nesse caso, temos k/27 =
2.8 x 10"Hz e w, /27 = 4.7 x 10° Hz. Além disso, consideramos uma armadilha da forma (6.54),
com vy = 1,Q = 0.02w,0 e w,o/27m = 100 kHz. Similarmente, o resfriamento esté representado na
Fig. 29. Igualmente, é interessante notar que as oscilagbes permanecem bloqueadas por um minimo

pe = wi/w?(7) do pseudo-potencial V = V(p) = w?p®/2 — w’p, de tal forma que j = —9V/9p.
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Figura 28 — Evolu¢ao temporal da funcao escalar p dada pela solu¢ao aproximada (6.81). Fungao
w,(t) definida na Eq. (6.54). Condigoes iniciais: p(0) = 1 e p(0) = 0. Parametros
indicados no texto. A curva monétona p, esta definida no texto.
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Figura 29 — Temperatura T = Ty/p?, para Ty = 31 K, usando a solucdo aproximada (6.81) e os
mesmo parametros da Fig. 28.

De acordo com a Eq. (6.63), negligenciar os efeitos térmicos é justificivel quando

3kpToon(€,0)
mp* 0§

< nowié (6.83)

é valida dentro do plasma. Longe das fronteiras, a inequagao é automaticamente satisfeita devido
ao carater plano de n(,0). Por outro lado, perto da fronteira (§ ~ &), podemos estimar que
on(&,0)/0€ ~ ny/&, a qual é similar ao caso no qual os efeitos térmicos sdo dominantes. Segue da
Eq. (6.83) que

K2 )
] < w,, (6.84)

A condigao (6.84) é satisfeita em experimentos reportados na Ref. [72], em que &k estd
definida na Eq. (6.65). Notemos que p tende a crescer, entao ¢é suficiente nos atentar somente a

Eq. (6.84) para t = 0. Isso se deve as diferentes escalas com as quais a temperatura e a densidade
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dependem de p, T ~ p~2.n ~ p~'. Dessa forma, os efeitos térmicos se tornam menores rapidamente
b) ) )

quando comparados com a repulsao coulombiana.

Nessa discussao, desenvolvemos um modelo para o plasma de antiprétons em uma armadilha
de Penning-Malmberg dependente do tempo, encontramos uma solucao analitica aproximada para
o limite térmico e para o limite Coulombiano. Além disso, descrevemos o comportamento da

temperatura.

Finalmente, podemos nos perguntar em qual situacao os dois efeitos serdo ambos relevantes.
Esse caso nao é acessivel com o método que utilizamos. Podemos observar isso multiplicando
todos os termos da Eq. (6.63) por p?, ao derivar duas vezes com respeito a & e uma em relacio
a 7, obtemos w’ x d(p’)/dr x On(£,0)/9¢ = 0, processo que jé fizemos nos casos anteriores. J&
que p nao é uma constante, essa condi¢ao s6 pode levar em duas condigoes: (a) tomar w, ~ 0,
que corresponde a negligenciar os efeitos da repulsdo coulombiana, primeiro caso apresentado; (b)
tomar On(&,0)/0¢ ~ 0 dentro do plasma, o segundo apresentado. Para estudar a dindmica na qual

ambos os efeitos sdo relevantes, utilizaremos o método variacional como segue na préxima se¢ao

6.8 Método variacional dependente do tempo aplicado a dindmica de um

plasma de antiprétons em uma armadilha dependente do tempo

O desenvolvimento realizado na se¢ao anterior é restrito aos casos limite. Como visto no
caso de atomos frios, o método variacional dependente do tempo nos permite desenvolver um
modelo para a dindmica de um sistema hidrodinamico, no qual é possivel manter ambos os efeitos:
térmico e repulsao coletiva. Além disso, o Ansatz Gaussiano reflete a forma do confinamento,
torna possivel um tratamento analitico e tem sido aplicado no contexto de um gés de elétrons

[18, 19, 113, 138]. Dessa maneira, vamos aplicar o mesmo Ansatz nessa segao.
O problema de resolver as equagoes (6.51)-(6.53), pode ser reinterpretado com um problema

correspondente & minimizacdo do funcional da acio S = [ dt d®r £, descrita pela seguinte densidade

Lagrangiana

1(00\* 00 e (09 dp

em que os campos independentes sao o potencial velocidade 6 = 0(z,t), de tal forma que v = 90/0z,
a densidade n = n(z,t), e o potencial autoconsistente ¢ = ¢(z,t). Ja V}, = Vi (2,t) é o potencial
confinador, em que V;,(2,t) = mw?(t)2?/2, sendo w,(t) dada pela Eq. (6.54).

Adotaremos o Ansatz Gaussiano normalizado

n(r,t) = ﬁexp <_p22> : (6.86)

em que A = N/(v2mnA 0, ) é uma constante que esté relacionada com o nimero de particulas,
(o]

N:ALO'L/ n(z,0)dz, e

—00

(6.87)
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As coordenadas dependentes do tempo d(t) e a(t), fornecem, respectivamente, a posi¢ao
do centro de massa e o comprimento do plasma de antiprétons. Além disso, aqui definimos que o

valor de referéncia da densidade é dado por ng = N/ag, em que oy = «(0).

A substituicao direta do Ansatz na equacao da continuidade leva na seguinte solucao exata

para o campo de velocidade, '
v=""(z—d)+d. (6.88)

Q@
Uma vez que u = 06/0z, temos que o campo escalar # na densidade Lagrangiana pode ser escrito

por

o

o— (;‘(2 _d) 4+ d( — d)) | (6.89)

aqui desprezamos a contribuicao puramente dependente do tempo.

Além disso, a equacao de Poisson, por integracao direta, tem como solucao o potencial

Ne 2 2 p
o= gty Yo e ()] o

Consequentemente, o campo elétrico é dado por

___ Ne P
E= 2ALUL€0Erf<\/§>. (6.91)

Para derivar o comportamento dinamico das novas coordenadas, computamos a Lagrangiana.
Apoés a substituigao das Eqs. (6.86), (6.89) e (6.90) na Eq. (6.85), temos

Lld,d, o, ) = —AT;X; LdV = ;(oﬂ +d?) — U(e) = U(d) (6.92)
em que
Ug = “’ZZ(t)dQ (6.93)
e vo= =W el (6.94)
¢ 2 2 a2 ' '

que sao, respectivamente, o pseudo-potencial correspondente ao modo de dipolo e de oscilacao
do comprimento, além de introduzirmos as constantes a = kgTN?/(2v/3mmn2A%02) e b =
Ne?/(2y/megmAL). Além disso, pela Eq. (6.92), temos que os termos ~ w, estdo relacionados com
o confinamento harmoénico, o termo ~ b corresponde ao potencial autoconsistente e aquele ~ a é

devido a pressao adiabatica.

Uma vez obtida a Lagrangiana, podemos aplicar as equagoes de Euler-Lagrange para cada
parametro variacional e derivar as equagoes de movimento. A dinamica do centro de massa é dada
por

d+w?(t)d=0, (6.95)

a qual, como podemos ver, é desacoplada da equagdo do comprimento, mostrando oscilagoes
dependentes do tempo em torno do ponto de origem. Vemos, também, que o movimento ¢ linear e

independente do niimero de dtomos.
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A equagao de movimento para o comprimento do plasma, em coordenadas adimensionais

a=alayeT=uwt, é

N 1 [w? w2
ST VR T
o dU
o= ——— 6.97
em que &(7) = (1 +Q/wy 7)™ e U(a) é o pseudo-potencial definido por
03(7) 1 (w21 W
U, 7)= —a’+ | L= - Za 6.98
(Oé,T) 92 a” + w(Q) 2 o2 \/ia/ ) ( )

sendo wr = \/ kpT/(V3mad) e w, = \/ngoLe?/(egm) é a frequéncia de plasma. O comprimento
oscilante é descrito por uma equagao de Pinney forgada. Expressao similar foi obtida na Ref. [138].
A nao-linearidade advém das interagoes repulsivas (pressao e intera¢ao Coulombiana). Da forma
do pseudo-potencial, Fig. 6.8, temos que o sempre ird executar oscilagoes dependentes do tempo
ao redor do minimo, o qual cresce, & medida que a frequéncia decresce com o tempo. Caso w,(t)

deixe de atuar em algum momento do tempo, é facil ver que a solu¢ao nao é limitada.

150 -

100
U

50

10

alag

Figura 30 — Pseudo-potencial da Eq. (5.19). Pardmetros indicados no texto.

A Eq. (6.97) pode ser solucionada numericamente para pardmetros acessiveis aos plasmas
de antiprétons [77, 74], a saber: kT = 30eV e ag = 5cm. Ao supor N = 10° antiprétons com
secao reta de 2mm, derivamos a densidade ngo; = 6.3 x 10" m ™, logo, wy/2m = 1.5 x 10°Hz e
wy/2m = 1.2 x 10° Hz. Além disso, consideramos a frequéncia da armadilha, Eq. (5.59), com 3 = 1,

Q = 0.02wpy e wp/2m = 100 KHz. A oscilagdes nao-lineares estao plotadas na Fig. 6.8.

Nessa discussao, desenvolvemos um modelo para o plasma de antiprétons em uma armadilha
de Penning-Malmberg dependente do tempo. Aqui, foi possivel discutir a dinamica do sistema para

o caso em que os efeitos térmico e Coulombiano sdo ambos relevantes.
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Figura 31 — Solu¢ao numérica da Eq. (6.96)

a=1eqy=0.

20 30 40

. Parametros indicados no texto. Condigoes iniciais:
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7 Consideracoes finais

Nesta tese, estudamos trés diferentes tipos de sistemas: atomos frios confinados por uma
armadilha magneto-6ptica, um plasma de elétrons colisional preso por uma armadilha de Penning-
Malmberg e um plasma de antiprotons nao colisional sujeito a uma armadilha de Penning-
Malmberg dependente do tempo. Nosso objetivo principal foi desenvolver modelos matematicos
(analiticos/semi-analiticos sempre que possivel) para descrever a dindmica da densidade e outras
grandezas fisicas relevantes em funcao do tempo. Dessa forma, estruturas nao-lineares de grande
amplitude dependentes do tempo foram derivadas para os trés sistemas. Para isso, utilizamos
o modelo de fluidos acrescido das variaveis Lagrangianas. Os trés sistemas sao analogos, pois
o primeiro, nos devidos limites de validade, pode ser descrito formalmente como um sistema
de particulas com uma carga elétrica efetiva. Para todos, foram obtidas solugoes no regime
dominado por efeitos térmicos e outro dominado por interagdes autoconsistentes (repulsdo coletiva).
Entretanto, no primeiro sistema, também foi possivel acessar numericamente a dindmica na situagao
em que os dois efeitos sao relevantes para uma determinada dependéncia para a equacao de estado
(p ~ nt/ %), uma vez que foi adotada uma equacio de estado politrépica. No limite térmico, para
uma equacao de estado do tipo adiabatica, os sistemas reduzem-se a equagao de Pinney dissipativa
(uma equacao diferencial ordinaria bastante frequente em dindmica nao-linear). O termo dissipativo
é proveniente do resfriamento Doppler, para o primeiro caso, enquanto que, no segundo caso,
o termo de amortecimento é originado pelas colisbes bindrias com atomos. Ja para o sistema
nao colisional, recaimos numa equacao de Pinney para uma frequéncia dependente do tempo.
Essa equagao admite solugoes aproximadas pelo método WKB e que pode ser mapeada em uma
equacao de Bessel para determinada forma de dependéncia temporal. Além disso, para confrontar
os resultados que obtivemos, foram utilizados parametros reais e vimos que estao de acordo com as

situagoes observadas em experimentos.

O método das variaveis Lagrangianas tem suas limitacoes. Por meio dele, nao é possivel
manter os efeitos térmicos e autoconsistentes para uma equacao de estado adiabatica e uma
velocidade, como hipotese, linear. Entao, para os atomos frios, o método s6 torna viavel o seu
tratamento ao considerar uma simetria esférica - o que ja foi adotado por outros trabalhos - uma
vez que torna o sistema mais facil de ser tratado. Porém, é fisicamente questionavel, ja que o
campo confinador possui anisotropia na dire¢ao axial. Para contornar esses problemas, utilizamos
o método variacional dependente do tempo, juntamente com um Ansatz Gaussiano, o que nos
permitiu manter ambos os efeitos (térmico e repulsao coletiva) e estudar a estabilidade linear do
sistema numa geometria cilindrica. Nesse processo, construimos uma densidade Lagrangiana com
um fator dissipativo, o que nao é comum no estudo de sistemas continuos. Também, aplicamos o

mesmo método ao plasma de antiprotons para estudar a estabilidade do sistema.

Para finalizar, é necessario falar das limitagoes dos resultados e dos métodos utilizados,
bem como propor futuras aplicagoes. Primeiramente, consideremos o limite de baixas velocidades

para escrever a forca devido a armadilha em termos de um forca harmoénica e outra dissipativa
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proporcional a velocidade. Esse limite, quando tomamos valores experimentais, nos diz que é
somente valido em temperaturas ja proximos do limite Doppler (menor temperatura obtida pelo
aprisionamento), ou seja, seu limite de validade é limitado a temperaturas muito baixas. Também,
utilizamos o modelo de dois niveis para descrever os possiveis estados acessiveis com a presenca
do Efeito Zeeman, o que pode ser contestado, uma vez que a depender dos atomos confinados,
outros estados também sao possiveis. J4 em relacao aos métodos, é preciso salientar que os perfis
de densidade que obtivemos para os casos tridimensionais sao restritos aos fluxos laminares, isto
é, as solugoes aqui obtidas nao admitem estruturas do tipo vortice. Este tipo de estrutura é
tanto observada observadas em MOTs quanto em plasmas de uma componente. Outra limitagao
importante de ser dita é sobre a validade dos resultados semi-analitico obtidos. Caso as condicoes
de baixo amortecimento nao forem satisfeitas, as solugoes obtidas perderao sua validade. Como
perspectiva de continuacao dos estudos aqui realizados, investigar estruturas do tipo vortice seria o
proximo passo. Também, é possivel somar a técnica do resfriamento adiabatico ao aprisionamento
de um MOT ao diminuir lentamente a corrente das bobinas anti-Helmholtz, criando assim uma

dependéncia temporal na forga harmonica, dadas as mesmas consideragoes feitas nesta tese.
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A O Método de Kuzmak-Luke

As demonstragoes e discussoes aqui feitas sao baseadas nas Refs.[86, 89].

O método aqui apresentado ¢é valido estritamente para equagoes diferenciais de segunda
ordem nao-lineares. Além disso, é necessario que possuam solugoes periddicas e que estas sejam
moduladas lentamente com o tempo. Essas equacgoes podem ser dadas pela seguinte equacao

diferencial,

dT 2

As fungoes g, h sdo dadas e 0 < € << 1. Também, como dito, é necessario que, para ¢ — 0, a Eq.

d2¢+g(¢ 7) + h<<z>, d¢, >_0. (A1)

(A.1) tenha solugoes periddicas, e isso é satisfeito sempre que o potencial V (¢, 0) = / g(s,0)ds
0

for concavo em um intervalo ¢ < ¢ < 5.

O processo consiste em encontrar solu¢oes para a equacgao anterior em termos de uma série
de perturbagoes. Para isso, o tempo 7 ¢é descrito por meio de duas escalas de tempo, 7, e 7, isto ¢,
T =7(74,7). O tempo T varia lentamente 7 = e7. Ja a escala 7, descreve o sistema como inalterado
passado um certo nimero de oscilagdes completas. As quantidades inalteradas no tempo 7, podem
variar lentamente com a escala de tempo 7. O tempo 7, pode ser descrito da seguinte maneira:

d T+

ﬁ = Co(%) —+ 601(7:) + 0(62) . (AZ)

As funcoes ¢, ¢; sao funcgoes a serem determinadas e O(e”) representa expressdes proporcionais a
)
poténcia n de €. As ordens segundas e superiores serao desconsideradas. Consequentemente, temos

que a derivada total em ralacao ao tempo é dada por

(i:”“763+6G“>69*Qi>“ (A.3)

8 T+ 8 T+

Agora iremos buscar uma solucao geral para a Eq. (A.1). Para isto, é assumido que a

solugao pode ser expressa pela seguinte série de pertubagoes
O(11€) = Oy, Tr€) = do(T4, 7) + €1 (14, 7) + O(2).. (A.4)

Apés aplicar o operador dado pela Eq. (A.3) na solugdo anterior, temos que

a5 _ 9% 91 0o 9o
i~ “or, € ( o, " “ar, T a&) (A.5)
(§]
@6 _ 0% (00 0y Py, Deo Do
arr g7 T\ gz TG T g a0 T v o, ) (4.6)

Além das expressoes anteriores, é necessario desenvolver as fungoes g e h como se segue,

9(, 7) = g(do, 7) + e¢1 2o (A7)

dg'*
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e
O0dy .
<¢7 ¢7 ) = h<¢0700 8¢~07 ) + O(E) : (Ag)
Ao substituir as Eqgs. (A.5-A.8) na Eq. (A.1) temos as seguintes equagoes diferenciais: para
ordem €,
220 g6 ) =0 (A9)
87_3_ ) Y
e para ordem €',
52&1 dg, - 82550 82550 dcg 5¢A>0
2 21 by = —2¢0C —— — 2 =r. Al
092 T g = 200G T2y e T G or, T (4-10)

Vamos primeiro tratar a Eq. (A.9). Essa equagdo pode ser resolvida por quadratura. Para
isso, multiplicamos a Eq.(A.9) por a¢30 /0T, e integramos em relagao ao tempo 7. Feito isto, temos
que

& aéo ’ 2
Eo(7) = 2 == ) 4+ V(go,7), A1l
(7 =550 ) +VG0A) (A1)
aqui a energia Fy(7) é tomada constante em relagdo ao tempo 74, porém pode variar lentamente

com a escala 7. O potencial é dado por
. o
Vo, 7) = / g(s, 7)ds. (A.12)
0

Ao integrar por quadratura a solucdo de ordem € e invertendo o resultado, é possivel

escrever a solugdo como

Go(T4, 7) = F (14 + 00(7), Eo(7), co(7), 7) , (A.13)
aqui 0y(7) é uma constante de integragao que representa a fase inicial.

Visto que a solucao de ngSO, por hipétese, é periddica em relacdo a escala de tempo 7. Dessa
forma, a curva no espago de fase para 7 fixo (consequentemente Ey(7) e ¢o(7) também fixos) é
simetricamente oval em relacao a @0. Além disso, tomar as quantidades Ejy e ¢y como constantes é
razoavel, uma vez que esperamos que as mesmas s6 variem com a primeira ordem de perturbagao
depois de completo um periodo de oscilagao. Ainda, dado um valor inicial para ngﬁo e 8&0 /0T em

7 =0, é possivel escrevermos ¢y = ¢o(Fo(7), 7).

Sem perda de generalidade, escolhemos que para 7, = 0, ou seja, na posicao de fase 6y(7),
corresponda a $0 = QASOmax e, consequentemente, 8@50 /Ot =0, em que ggoqmm é o valor maximo da
solucdo. Dessa maneira, a funcio ¢o ¢ par. Além disso, a funcao F(ry + 0y(7), Eo(7), co(7),7) pode

ser obtida pela inversao da expressao

bo(T4,7) ds
omaz (Eo(7),7) \/2 (Eo(T 7)) .

e + 00(7) = %eo(7) /¢ (A.14)

O sinal £+ advém do termo quadratico da derivada temporal, e iremos nos ater somente a solugao

positiva.
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Podemos obter o periodo por meio da expressao anterior . Dessa maneira, o periodo de

oscilagao, t, ¢ o dobro do tempo de ir de Gpmin Para Gomaz, €M que Gomin ¢ 0 valor de minimo.

J)Omaw(EO (%)7%) d 5
¢0'm7,n(E0 (T T \/2 EO ¢07 ))

Entao,

¢

define o periodo.

Com o resultado anterior, vemos que a Eq. (A.15) deve ser constante para garantir unifor-
midade para um tempo longo, esse periodo denotaremos por ty. O valor de t; pode ser tomado

conforme a conveniéncia. Entao, para um dado tg, temos que

-1

t[) /'J)Omaac(EO(%)’%) dgg() (A ].6)
Co = = ' ‘
2 ¢Omzn EO 7). T \/2 EO ¢07 ))

Agora, iremos tratar a solucdo para a equacao de ordem €'. Esse passo é necessario, pois
precisamos encontrar uma expressao para Fy(7) e isso é possivel partindo de uma condic¢ao de
periodicidade que obteremos por meio da solucao particular de qgl. A solugao geral de él pode
ser construida por meio da solugao de ggo. Pelo resultado da Eq. (A.16), podemos escrever que
bo = F(T(74,7), Eo(7),7), em que T(7y,7) = 74 + 6o(7). Ao tomarmos a derivada parcial de F

em relagdo a T', com Fjy e T fixos e de maneira semelhante para Fy com T e T fixos na Eq. (A.9),

temos que
O*Fr dg
2
C + FT =0
0 or? OF
‘ O 9
E g
0 a 20 FEOaTZO (Al?)

Usamos a seguinte notacao 0F/JT = Fr e OF /0Ey = Fg,. Podemos ver que ambos Fr e Fg, sao
solugdes da equagao homogénea dada pela Eq. (A.10). Para provar que as solugdes sao independentes,

é necessario provar que o Wronskiano de Fg, e [ é diferente de zero. O Wronskiano de Fr e Fp,

é dado por
W(FT,FEO) = FTFEOT — FEOFTT' <A18)
e ao derivar em relagdo a T’
ow
87T = FTFEOTT — FEOFTTT . (Alg)

J& que T' = 7, + 0y(7), temos que 0/01, = 0/IT. Entao, podemos reescrever Fr e Fp, da

seguinte maneira,

2
Co Frrr
99
oF

Fr=-—

& Fporr

Fgy = =5 (A.20)
OF

Escrito dessa forma, podemos concluir que OW/9T = 0. Sendo assim, podemos buscar solugoes do

tipo

&1 = &FT + BFEO y <A21)
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em que « = a(T) e = B(T). Além disso, iremos impor que
&2 Fro = 0. (A.22)

Ao substituir (A.21)-(A.22) em (A.10), obtemos
do dp
Cg (CZTFTT + dTFEOT> =T1. (A.23)

Apos resolver o sistema (A.22-A.23) e ao integrar em relacao a 7', temos que a solucgao geral
para (ﬁl é
Er [T Fg, [T
- Fg,dT’ 0
W Jo T i W Jo

Os primeiros dois termos representam a solu¢ao homogénea, com 6;(7) e F1(7) sendo fungoes

&1 = 0,(7)Fp + By (7)Fig, — r FrdT" . (A.24)

desconhecidas. Ja os termos com integral definem a solugdo particular.

A solucao anterior deve ser também peridédica e, para isso ser verdade, as suas partes devem
ser periodicas. Uma vez que F' e, consequentemente, Fr sao fungoes com periodicidade ty, segue
pela defini¢do de 71, Eq. (A.10), que r; é também periddica com periodo . Sendo assim, o produto

r1Fp tem que ter periodicidade ¢y, uma vez que Fg, nao é periédica em 7'. Portanto,
to
/ riFpdT = 0. (A.25)
0

Para o outro termo com integral, a periodicidade é garantida por Fr.

Ao utilizar (A.10) na condicao (A.25), temos que

to d
/ <2€061FTFTT + 2COFT7-FT + %szw + hFT> dT/ =0. <A26)
0 T
A expressao anterior nos permite escrever
fo d 2 / d o 2 / o /
— F2dT" + — FrdT hErdT" = 0. A.27
0001/0 T +d7~_<co/0 T )—i—/o T ( )
A primeira integral se anula ja que os extremos se cancelam. Entao, a expressao anterior se reduz a
d to to
~<c0 / F%dT’) + / hFrdT' =0. (A.28)
dr 0 0

A Eq. (A.28) é uma equagao nao-linear de primeira ordem para Ej, e a sua solucdo define
Ey(7) dado seu valor inicial.
Para o caso em que h = h(7)dp/d1 = h(7)coFr, a Eq. (A.28) tem a forma
dA
dr
to to 2 to ~
em que /\(Eo,%) = C(]/ F%dT/ = Co/ (@¢0/8T+)2dT/ = / [E()(%) - V(ég,%)]dT/ Nesse
0 0 €o Jo

caso, a solucao é dada por

+h(F)A=0, (A.29)

A = \(Ep, 0)eJo h(s)ds (A.30)

A Eq. (A.30) é a expressdo que queriamos para poder determinar a forma de Ey(7), entdo,

juntamente com ela, é possivel determinar totalmente a solugao ngSO.
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A.1 Equacao de Pinney Dissipativa

A equagao de Pinney dissipativa, Egs. (5.23) e (6.16), admite solugao analitica por meio
do método de Kuzmak-Luke. Para o aplicarmos, é necessario obedecer a condi¢ao de baixo
amortecimento, tomaremos v = 2¢, a qual terd a o papel de modular lentamente a solucao
oscilatoria. Para o presente problema, podemos escrever a equacao de Pinney amortecida como se

segue, ,
d ¢ + 26f¢ +g(d) =0, (A.31)

d
(’5, f =2y

€1m queg(¢7 )_w (b_i h((b’d dr

3
Ap6s expandir a funcio ¢ como nas Eqs. (A.4) e (A.7), e aplicar o operador da Eq. (A.3)
na Eq. (A.31), temos que a equacio de ordem €” é dada por

A

foaton A C
+wldy— = =0. (A.32)
Vo TN g
J4 a equacdo de ordem €' é dada por
8%31 ~ 3C 0 8@230 dCo a¢0
2 2 = =-2c0—————|—+2 =r. A.
“ g2 T4 (w ¢g> “oror, \ar T, TN (A.33)

Tomamos 07, /0T = ¢o(7), ndo ha necessidade do termo que advém da uma contribuigao ec;(7),

pois, como vimos, em nada contribui para a determinacao da solugao de ngﬁo.
A Eq. (A.32) fornece uma energia

~\ 0(2) 8&0 ? 2¢0

Para By = w(w?A* + C’)%, em que A = A(7) é uma amplitude que varia lentamente no
tempo (para C' = 0 reproduzimos Ey ~ A?), e, apés integrar por quadratura, temos que a solugio
para a Eq. (A.32) é dada por

By = Kf; + A4> ’ + A% cos <2w7_+ + Qo(%)ﬂ ’ : (A.35)

Co

Dada a solugao anterior, podemos ver que, para que a solugao tenha periodo ty = 2w, é
preciso que ¢y = 2w. Também, sem perda de generalidade, iremos tomar a fase como nula. Agora,
é necessario achar uma expressao para A(7), o que significa obter uma expressao para Ey(7). Para

isso, vamos utilizar a Eq. (A.30), para h(s) = 2. Temos, entdo, que

A= AEp, 0)e . (A.36)

Da definicdao de \ e pelo resultado da Eq. (A.36), podemos determinar A% como se segue,

- o 272
eXP(?T)/ (W(sz4 Lo 2;) a7, = \(Ep, ), (A.37)
0

w 2 2
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com ¢y dado pela Eq. (A.35), e obtermos

42— Ay expl(—%) (C’é N wA2 exp(—27”-)> 2 | (A.38)
wa

em que Ay é um valor de referéncia.

Ao substituir (A.38) em (A.35), finalmente temos que a solugao de bo &

1
2

1
) cos[2w(7'—70)]1 :
(A.39)
aqui utilizamos 7, = / co(7)d7 = 2w / d7'. Ao identificar que ¢peq = (C/w)i e fazer as

wAZ exp(—2er)
4

1 lcé N wAZ exp(—2er)

5 + w24, exp(—er) (C’é +

70 70
transformagoes, Ag/2 — 2Ag e 2¢ — €, podemos escrever da forma que utilizamos

[

(% = &geq + 245 exp(—eT) + 2A4p exp ( - ;T> <<£(2)eq + A2 eXp(—GT)) cos[2w(T — 19)] . (A.40)
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A solugao geral da equagao de Pinney, Eq. (6.70), depende da solugao do oscilador harmonico

dependente do tempo (6.71). Para uma frequéncia na forma (6.54) e v # 1, a equagao do oscilador

harmonico dependente do tempo pode ser mapeada em uma equacao de Bessel. Para isso, utilizamos

as transformacdes,
pi=J(L+Qty(s), s=(1+0r) "

Segue as seguintes relagoes de derivacao,

d .~ d
5—9(1—7)3 o

d2 -1 d 2y d2
— =Pyl —y)sT7 — + (1 —9)*s T — .
T3 V(1 =) -+ (L =) T o

Ao substituir as expressoes anteriores na equagao original, obtemos

5 0 0 (452 — 1)

Y ~ -0
° 852y+$33y+ 4(1 —~)? Y ’

em que 2y = wp /€. A equagao anterior corresponde a equagao de Bessel,

SQQ 1

dy
:77 /"L:
11—

o A%y 2 2
/ / / /
ds’? N ds’ (s Wy =0, s

Dessa forma, podemos aplicar

pr=(1+Q0)"2J.(s), p2=(14Q8)"2Y,(s)

211 =]

(B.1)

(B.4)

(B.6)

na Eq. (6.70), com Wronskiano W = 2(1 — )Q/m, em que J,,Y), s@o as funcoes de Bessel do

primeiro e do segundo tipo. Os valores das constantes a, b, ¢ sdo encontradas dadas as condigoes

iniciais.
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