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RESUMO

O Calculo Diferencial e Integral, disciplina integrante do curriculo de alguns cursos de
graduacdo, leva em sua ementa temas da matematica avancada, mas apoia-se nos conceitos
da matemaética elementar. Na experiéncia como docente desta disciplina na graduacéo,
percebeu-se que os estudantes apresentam muitas dificuldades em relacdo aos temas
desenvolvidos, verificando-se, principalmente, problemas conceituais. Os conceitos de
limite, derivada e integral estdo relacionados entre si e dificuldades apresentadas em relacéo
a um conceito podem interferir na construcdo dos que virdo na sequéncia. Muito tem sido
discutido e estudado sobre o assunto objetivando melhorar o ensino e a aprendizagem de
Célculo. Nos ultimos anos, outro recurso adentrou na sociedade e da mesma forma no
ensino: a tecnologia digital. Com ela, varios pesquisadores tém elaborado propostas que
auxiliem no ensino e aprendizagem dos contetidos matematicos, em especial da matematica
avancada, na qual inclui-se limite, derivada e integral. Dessa forma, com o intuito de
promover a construcao de conceitos matematicos com a utilizacdo das tecnologias digitais,
essa tese tem como objetivo investigar, baseado na teoria da abstracao reflexionante, como
ocorre a compreensao do conceito de integral dupla com auxilio de um applet do software
Geogebra. A investigacdo em torno do assunto se deu a partir de entrevistas realizadas com
estudantes do Ensino Superior, que no momento da entrevista, estavam cursando a disciplina
de Calculo I. Para embasar as discussdes, além da abstracdo reflexionante de Piaget, utilizou-
se a teoria desenvolvida por David Tall sobre a matematica elementar e a matematica
avancada, como suporte para entender as possiveis dificuldades enfrentadas pelos estudantes
no Ensino Superior. A andlise dos resultados obtidos nessa investigacéo, classificada como
qualitativa, baseou-se nas teorias citadas e constituiu-se como uma resposta a questdo de
pesquisa, levando a concluir que a tecnologia digital, através do software Geogebra,
contribui na promocao e compreensao do conceito de integral dupla, analisada como um

processo de abstracdo reflexionante.

Palavras-chave: Calculo Diferencial e Integral; Tecnologias Digitais; Abstracao

Reflexionante.



ABSTRACT

The Differential and Integral Calculus, a discipline that is part of the curriculum of some
undergraduate courses, takes in its summary advanced mathematics, but it is relies on the
concepts of elementary mathematics. In the experience as a teacher of this discipline at
undergraduate level, it was noticed that students have many difficulties in relation to the
themes developed, with mainly conceptual problems. The concepts of limit, derivative and
integral are related to each other and difficulties presented in relation to a concept can
interfere in the construction of those that will follow. Much has been discussed and studied
on the subject in order to improve the teaching and learning of Calculus. In recent years,
another resource has entered society and in the same way in education: digital technology.
With she, several researchers have developed proposals that assist in the teaching and
learning of mathematical content, especially in advanced mathematics, which includes limit,
derivative and integral. Thus, in order to promote the construction of mathematical concepts
with the use of digital technologies, this thesis aims to investigate, based on the theory of
reflective abstraction, how the understanding of the concept of double integral occurs with
the aid of a software applet Geogebra. The investigation around the subject was based on
interviews with Higher Education students, who at the time of the interview, were taking the
discipline of Calculus I. To support the discussions, in addition to Piaget's reflective
abstraction, the theory developed by David Tall on elementary mathematics and advanced
mathematics was used as a support to understand the possible difficulties faced by students
in Higher Education. The analysis of the results obtained in this investigation, classified as
qualitative, was based on the aforementioned theories and constituted as an answer to the
research question, leading to the conclusion that digital technology, through the Geogebra
software, contributes to the promotion and understanding of the concept double integral,

analyzed as a reflective abstraction process.

Keywords: Differential and Integral Calculus; Digital Technologies; Reflective

Abstraction.
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1. INTRODUCAO

Na atualidade, as tecnologias digitais estdo inseridas em todas as areas, inclusive na
educagdo. Com isso, para acompanhar as mudangas no mundo do trabalho, os professores,
de forma geral, participam de formacdes continuadas e atualizacbes no que tange a utilizacdo
das tecnologias digitais em sala de aula. Além disso, 0s cursos superiores que formam
professores de matematica tém introduzido o uso de tecnologias digitais no desenvolvimento
de determinados temas. Nesse contexto, esta incluida também a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral®, cujos contelidos podem ser abordados com a utilizacdo das
tecnologias digitais. No entanto, isto ndo tem influenciado significativamente na reducéao das
taxas de reprovacdo e evasdo, na disciplina. Identificados esses problemas, pergunta-se:
seriam eles de natureza cognitiva ou metodoldgica, ou ainda, de ambas?

E do conhecimento dos professores de Matematica de todos os niveis educacionais,
que este ndo é um problema verificado numa Unica Instituicdo ou regido, mas segundo
Bersch, Nascimento e Backendorf (2015) é objeto de estudo em todo territério nacional,

como apontam também Cury e Bisognin (2006, p. 2):

A preocupagdo com o ensino de Calculo vem se mostrando constante; em quase
todos os eventos relacionados com ensino de Matematica ou Engenharia temos
encontrado trabalhos relacionados com as dificuldades demonstradas pelos alunos
dessa disciplina, as vezes com sugestdes de atividades para tentar modificar a
situacdo.

Essa problematica que se verifica com mais intensidade no Célculo é percebida em

outras disciplinas que contemplam conceitos de matematica, tanto na Educacdo Basica como

na Superior, como apontam Behar e Notare (2009):

N&o é de hoje que se discute sobre os problemas da aprendizagem da matemaética.
Muitos sdo os motivos apontados para justificar o fato de que um ndmero
considerdvel de alunos ndo consegue compreender verdadeiramente matematica.
Acredita-se que um dos grandes problemas da aprendizagem de matematica pode
estar relacionado & forma como ela é apresentada aos alunos (BEHAR; NOTARE,
2009, p. 187).

As pesquisas e discussdes acerca desse assunto vém impulsionando a utilizacdo da
tecnologia digital no desenvolvimento de determinados conteddos matematicos. Assim,
aposta-se que 0 uso dessa, possa contribuir na construcdo de conceitos de Célculo, a partir

da interacdo entre estudante e computador com a mediagdo do professor, que deve estar

1 Neste texto utilizaremos o termo Céalculo para fazer referéncia ao Calculo Diferencial e Integral
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preparado para o planejamento de atividades, cuja realizagdo pode ser beneficiada com a
utilizacdo das tecnologias.

Uma das principais contribuicBes das tecnologias digitais para a educagdo
matematica foi tornar possivel a “concretiza¢do” dos objetos matematicos na tela do
computador, dando a sensacdo de realismo e de existéncia material pela
possibilidade de manipulacéo e alteracdo de suas propriedades. Com a possibilidade
de manipular os objetos matematicos, surge uma nova forma de pensar e fazer
matematica, configurando-se uma extensdo do pensamento do individuo
(NOTARE; BASSO, 2016, p. 2).

Como profissionais da area da educacdo, em particular, da matematica, sabe-se que
para compreender e operar com os conceitos do Calculo faz-se necessario buscar varios
conceitos construidos anteriormente quando do estudo da matematica bésica.

Considerando os aspectos elencados, esta pesquisa tem como propdésito desenvolver
um dos contetdos abordados na disciplina de Célculo: ‘o conceito de Integral Dupla’. A
Integral é fundamental na matematica avancada e tem sua origem na época de Arquimedes.
No entanto, € consolidada apenas no século XIX. Sua aplicacdo na engenharia ocorre em
diversas situacdes, em especial, no calculo de areas e volumes como integral definida,
qguando ha um intervalo definido. Pretende-se, portanto, alcancar o principal objetivo que €
compreender o conceito de Integral Dupla com o uso da tecnologia digital, através do
software Geogebra.?, bem como, valorizar o pensamento do individuo. O applet do software
Geogebra serd empregado na verificacdo do volume de um solido, o qual € interpretado
como a integral dupla da funcgéo no intervalo dado.

Além dessa interpretacdo, outro aspecto a ser considerado € a aplicagdo do conceito
de integral dupla na resolucdo de problemas ou situacdes do fazer de um engenheiro.
Entende-se que o estudante que pretende formar-se engenheiro precisa saber interpretar um
problema e conseguir utilizar o calculo na sua resolucdo. Os professores, portanto, tém um
papel importante na formacdo destes estudantes, logo, sdo as acfes em sala de aula que vao
direcionar os futuros profissionais. Como afirma Sauer (2004):

Propostas metodoldgicas, baseadas na transmissdo de informagdes
descontextualizadas, certamente ndo serdo suficientes para que o aluno seja capaz
de utiliza-las adequadamente em outras situagdes; de analisar novos problemas,
integrando conhecimentos multidisciplinares ou de elaborar novos projetos,
propondo solucdes técnica e economicamente competitivas, ou mesmo pesquisar,
extrair resultados, analisar e elaborar concluses, propondo solucées para problemas
de seu interesse (SAUER, 2004, p. 16).

2 O software Geogebra é um software de matematica dinamica gratuito, criado como tese por Markus
Hohenwarter em 2001, na University of Salzburg.
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A intencdo é propor ambientes de aprendizagem que melhorem o desempenho dos
estudantes e que estes possam utilizar em diferentes situagdes o que é abordado na disciplina

de Calculo.

Buscando maneiras criativas de melhorar o desempenho dos estudantes na
compreensdo das ideias do mesmo, movimentos de reforma do Célculo, j& desde a
década de 80, apontavam para a necessidade de enfatizar, em seus programas, o0 que
é realmente essencial selecionando, dentre as habilidades e competéncias sugeridas
para os egressos dos diferentes cursos, aquelas que propiciem a passagem do
conhecimento mecanico de efetuar operagdes ou manipular algoritmos para sua
efetiva utilizacdo em situacdes do cotidiano (SAUER, 2004, p. 16).

Com essa pesquisa espera-se levar os estudantes a compreensdo e ao uso de
componentes matematicos sem necessariamente utilizar-se de um conhecimento mecanico?,
mas, realizar isso com o uso de um software que propicie construcées na tela. E, por ocasiao
da interacdo aluno-software poder verificar diferentes abstracOes reflexionantes, que
substituam manipulagdes mecénicas desprovidas de significado.

Acredita-se, pois, que o emprego de uma metodologia que faz uso da tecnologia
digital poderéa contribuir na construcdo de uma noc¢éo do conceito de integral dupla e auxiliar
no seu entendimento. Ademais, poderé auxiliar na formacéo de cidaddos capazes de fazer
conexdes utilizando na pratica o que aprenderam em disciplinas de Célculo.

De acordo com o exposto até aqui, planejou-se esta pesquisa, aqui apresentada em
diferentes capitulos.

Apos essa Introducdo, traz-se o Problema de Pesquisa, guia durante toda a pesquisa,
visando sempre a compreensdo do conceito de Integral Dupla. Com apoio na pergunta,
apresenta-se 0 objetivo geral e os objetivos especificos elencados. Na sequéncia, €
justificado o motivo pelo qual pretende-se desenvolver esse estudo e de que forma ele
contribuiré para a construcdo e compreensdo de conceitos na area de Ciéncias Exatas.

No Capitulo seguinte, é apresentado, de forma breve, o Célculo Diferencial e
Integral, desenvolvendo, em especial, o conceito de integral, que pode ser interpretado como
a area de uma regido no trabalho com fun¢des de uma variavel, ou como o volume quando
trata-se da integral dupla. Além dessas definicdes basicas, é apresentado o software
Geogebra e sua insercdo nas estratégias de trabalho.

No Capitulo 3, é apresentada a fundamentacdo tedrica desta pesquisa, na qual

diferencia-se a matematica elementar da matematica avancada e expde-se a contribuigdo do

3 Conhecimento mecanico aqui mencionado denomina-se como a incorporagéao de conceitos isolados; uma
memorizacdo sem compreensao.
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uso do computador nas aulas de matematica, segundo David Tall (1986, 1989, 1993,1995,
1996, 2000, 2001, 2002, 2012, 2016) e Ed Dubinsky (1991, 2014). Neste mesmo capitulo, é
apresentada a Abstracdo Reflexionante de Piaget, que se constitui como base para analisar
os dados obtidos nas entrevistas, a qual auxilia na compreensdo do processo de construcéo
dos conhecimentos matematicos envolvidos neste trabalho. Ao mesmo tempo, é apresentado
um levantamento sobre o que vem sendo estudado e pesquisado em relagdo ao Calculo
integral, em especial, a integral dupla. Busca-se também, verificar de que forma a tecnologia
digital estd inserida, quais suas contribuicbes e qual o tratamento dado a Abstracédo
Reflexionante na anélise das construgdes que ocorrem durante a construcdo de uma nogao
do conceito de integral dupla.

No Capitulo 4 sdo expostos os procedimentos metodologicos da pesquisa, a qual é
de carater qualitativo conforme Bogdan e Biklen (1994). Neste capitulo é discutida a
producdo dos dados e as etapas do desenvolvimento da pesquisa. Acdes e interacdes dos
estudantes durante as entrevistas sdo devidamente registradas para a obtencéo de dados que
posteriormente sdo analisados. Esses dados, obtidos mediante aplicacdo do Método Clinico
de Piaget, tornam-se fundamentais quando pretende-se compreender como 0s estudantes
constroem o conhecimento matematico.

A apresentacdo de alguns recortes das entrevistas é feita no Capitulo 5, em que
apoiados na teoria exposta, analisa-se as estratégias, conceitos e defini¢des utilizadas pelos
estudantes entrevistados para responder aos questionamentos realizados e séo apresentadas
as conclusdes, cujos resultados possibilitaram responder a questdo de pesquisa. E, no altimo

Capitulo sdo apresentadas as consideragdes finais.

1.1. Problema de Pesquisa

A partir das consideracGes anteriores, projetou-se, com o intuito de verificar a
aprendizagem dos estudantes de Calculo, essa pesquisa objetivando contribuir para a
construcdo de conhecimento matematico atraves da utilizacao de tecnologias digitais, nesse
caso, do software Geogebra. A partir do pressuposto de que os estudantes da disciplina de

Calculo apresentam dificuldades de compreensdo do conceito de integral dupla e enfrentam
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dificuldades na resolucédo de situagdes-problemas que envolvem esse conceito, formulou-se

a seguinte questdo de pesquisa:

Como a tecnologia digital pode contribuir, através do software Geogebra,
para a compreensdo do conceito de integral dupla, promovendo construgdes

cognitivas acompanhadas pelo processo de abstracéo reflexionante?

Para responder a essa questao, realizou-se uma pesquisa com estudantes que estavam
cursando a disciplina de Calculo 1, na UNIVATES*, em Lajeado/RS. Essa disciplina, nos
cursos de Engenharia da Instituicdo, aborda em sua ementa, além da derivada, a integral de
funcBes de uma varidvel. A proposta inicial foi a intervencdo numa disciplina de Calculo 11,
cuja ementa trata da integral dupla. No entanto, para evitar que os estudantes entrevistados
tivessem estudado ou construido o conceito de integral dupla em algum momento, optou-se
por entrevistar estudantes que estivessem cursando a disciplina de Célculo I, e assim,
supostamente teriam estudado apenas a integral definida.

Esses estudantes foram entrevistados enquanto manuseavam um applet do software
Geogebra, que permite inserir a funcdo que representa um solido qualquer e encontrar seu
volume como a soma dos volumes dos prismas retangulares construidos a partir da base do
solido, cujo volume se pretende calcular. A partir da interagdo com o applet os estudantes

foram questionados sobre os resultados e mudancas percebidas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo Geral

Investigar, com base na Abstracdo Reflexionante, como e em que condic¢des pode
ocorrer a compreensdo do conceito de integral dupla com a utilizacéo de tecnologia digital,
atraves do software Geogebra.

4 Universidade do Vale do Taquari
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1.2.2. Objetivos Especificos

* Investigar, de acordo com a Abstracdo Reflexionante como ocorre o processo de
construcdo de uma noc¢édo do conceito de integral dupla.
* Analisar como a utilizagdo do software Geogebra impacta a compreensdo do

conceito de integral dupla.

1.3. Justificativa

Com experiéncia na area de ensino, em especial de matematica, entende-se que 0s
problemas e situacdes propostas em sala de aula podem ser resolvidos utilizando diferentes
estratégias, algoritmos e operacfes. Nesse sentido, aposta-se no professor como mediador,
desafiando os estudantes a utilizar estratégias proprias com o objetivo de promover a
aprendizagem. Sua metodologia e a utilizacdo de variados recursos € fator importante a ser
considerado. Tecnologias digitais, nas aulas de matemética, podem contribuir para a
construcdo de conhecimento necessario para compreender o conceito de integral dupla e,
assim, promover a aprendizagem de Calculo.

Coll; Mauri e Onrubia (2010) apontam que as TIC (tecnologias da informacdo e
comunicac¢do) podem modificar as praticas educacionais em que estdo inseridas. E

apresentam, através dos resultados de trabalhos que:

[...] os usos mais frequentes das TIC pelo professorado estdo situados no ambito
do trabalho pessoal (busca de informacdo na internet, utilizacdo do editor de
textos, gerenciamento do trabalho pessoal, preparacéo de aulas). Os usos menos
frequentes sdo os de apoio ao trabalho docente nas salas de aula (apresentacdes,
simulagfes, utilizagdo de software educacional, etc.) e os relacionados com a
comunicacdo e o trabalho colaborativo entre os alunos (COLL; MAURI,
ONRUBIA, 2010, p. 73).

Sabe-se que o professor tem a sua disposicdo recursos tecnoldgicos, no entanto, a

obteng&o de resultados positivos depende de como esses recursos sao aproveitados:

[...] é tentar incorporar as TIC na educagéo escolar com a finalidade de tornar mais
eficientes e produtivos os processos de ensino e aprendizagem, aproveitando os
recursos e possibilidades que tais tecnologias oferecem. (COLL; MAURI;
ONRUBIA, 2010, p. 87).

Como é grande o rol de estudantes que enfrentam dificuldades no Calculo, ha de se

verificar se os recursos tecnoldgicos podem contribuir na melhoria dos processos de ensino
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e de aprendizagem. E importante que se diferenciem esses processos, pois essa distingao
contribuird na qualidade das aulas. Segundo Masetto (2012, p. 44):

Ao se pensar em ensinar, as ideias associativas levam a instruir, comunicar
conhecimentos ou habilidades, fazer saber, mostrar, guiar, orientar, dirigir. Sdo
acBes prdprias de um professor, que aparece como agente principal e responsavel
pelo ensino. As atividades centralizam-se nele, na sua pessoa, nas suas qualidades
e habilidades. [...] Quando, porém, se fala em aprender, entende-se buscar
informacdes, rever a propria experiéncia, adquirir habilidades, adaptar-se as
mudancas, descobrir significado nos seres, nos fatos, nos fenémenos e nos
acontecimentos, modificar atitudes e comportamentos.

Dessa forma, é possivel pensar numa metodologia que favoreca a construcdo do
conhecimento, e, como auxiliar nesse processo, conta-se com recursos tecnoldgicos que vém
contribuindo para melhorar o desempenho dos estudantes. Contudo, de nada adianta ter a
disposicao a tecnologia e seus recursos se 0s mesmos nao sao aproveitados de forma que
contribuam nessa construcao.

Com base em outras pesquisas como de (VILLARREAL, 1999; NICOLEIT, 2007,
SILVA e FERREIRA, 2009; AMARAL e MULLER, 2012; BASSO e NOTARE, 2012;
OLIVEIRA, 2013; FARIAS, 2015), as quais sdo comentadas mais adiante, pode-se destacar
que os recursos tecnoldgicos podem influenciar de forma direta o processo de ensino e, por
consequéncia, o processo de aprendizagem. No entanto, é recomendavel que 0s mesmos
sejam empregados de forma que os estudantes participem ativamente do respectivo processo
de aprendizagem. Sua utilizacdo deve valorizar o pensar sobre as ag¢oes e resultados, e, assim,
podendo contribuir na interpretacdo e compreensdo de fatos matematicos além de facilitar a
construcdo grafica e a resolucdo algébrica de determinadas situacdes. Verifica-se essa
contribuicdo tanto no ensino presencial como semipresencial e a distancia. Uma das
maneiras € através da exploracdo de Objetos de Aprendizagem. Segundo Vieira e Nicoleit
(2007, p. 2): “[...] € um recurso digital que pode ser utilizado como auxilio ao processo de
ensino-aprendizagem, e que tem a capacidade de ser reutilizado em varios contextos de
maneira a facilitar a apropriacdo do conhecimento.”

Como o foco deste trabalho é a utilizacdo da tecnologia no ensino e na aprendizagem
da matematica, especialmente na disciplina de Calculo, cita-se formas de obter resultados
relevantes com a utilizacdo de softwares matematicos para explorar tanto a interpretacéo
grafica quanto a algébrica. Acredita-se, pois, que seja possivel pensar em construgdo do
conhecimento a partir da utilizacdo da tecnologia. Analisando estes fatos, deve-se dar

importancia ao computador no que tange a aprendizagem de Matematica.

[...] o computador pode ser tanto um reorganizador quanto um suplemento nas
atividades dos estudantes ao aprender Matematica, dependendo da abordagem que
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eles desenvolvam nesse ambiente computacional, do tipo de atividades propostas,
da relagdo que for estabelecida com o computador, da frequéncia no uso e da
familiaridade que se tenha com ele (VILLARREAL, 1999, p. 362).

Segundo Basso e Notare (2012, p. 5) os recursos tecnoldgicos existentes atualmente
podem influenciar positivamente no desempenho dos estudantes e ajudar na construcédo de
conhecimentos matematicos. Com a diversidade dos recursos existentes é possivel explorar
os diferentes conteldos de forma que o estudante construa os conceitos matematicos
pertinentes. A utilizacdo de recursos tecnoldgicos influenciara no desenvolvimento do
raciocinio do estudante, que podera fazer uso de diferentes esquemas para resolver uma
determinada situacdo. Isso &, impactara seu processo de desenvolvimento cognitivo.

Nesse sentido, muito vem se discutindo para desenvolver maneiras de inserir as

tecnologias na sala de aula. Conforme Silva e Ferreira (2009, p. 1):

A utilizacdo da tecnologia, especialmente a do computador, pode ser encarada
como uma colaboradora na sala de aula, pois permite tratar de problemas diversos
que envolvem diferentes niveis de complexidade algébrica e grande quantidade de
dados. Ela é facilitadora, j& que, ao possibilitar uma ampla visualizagdo de
imagens, contribui tanto para a melhor aprendizagem de conceitos e de algoritmos
quanto para aplica¢des da Matematica.

Segundo os pesquisadores citados, a visualizacdo é compreendida como uma
imagem, objeto e atividade. A tecnologia, por sua vez, possibilita a visualizacdo grafica que
€ um recurso cuja animacdo e imagens dindmicas podem auxiliar na producdo de
conhecimento. Por isso, aposta-se no uso da tecnologia digital nas aulas de matematica. No
entanto, faz-se necessario planejar e desenvolver atividades que de fato contribuam no

processo de aprendizagem, como aponta Farias (2015), em sua tese:

Olhando em termos gerais para a perspectiva do professor que ensina matematica,
cremos que esse, assim como qualquer outro professor que atue em Aareas
diferenciadas, ndo devem usar os recursos tecnolégicos digitais apenas por uma
questdo de atualidade, como propde Flichy (1995). O que significa dizer que o uso
das TIC ndo garante aprendizagem, se o professor ndo fizer uso de metodologias
adequadas, pois sendo assim, o que poderia trazer beneficio pode se transformar
em um agente de distracdo, devido a grande facilidade de acesso a diferentes
conteddos. Portanto, a funcdo do professor como orientador é fundamental no
processo de organizacdo e relevancia da informacdo. (FARIAS, 2015, p. 267).

Considerando o uso da tecnologia uma das tendéncias para o ensino da Matematica,
especialmente do Calculo, Oliveira (2013) defende a constituicdo de ambientes de
aprendizagem que permitam a exploracdo de varios conceitos matematicos, principalmente
aqueles ligados a interpretacdo de fungdes via aspectos gréficos. Da mesma forma, Behar e
Notare (2009, p. 202) afirmam que:

Sabe-se que a aprendizagem da matematica ndo se reduz a comunicacao algébrica.
Ambientes que possibilitem transitar entre as maltiplas representacdes de um
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mesmo objeto matematico, como tabelas, diagramas e graficos, sdo necessarios,
assim como a construcao destes objetos de forma dindmica.

O uso da tecnologia pode servir de apoio ao aluno no seu aprendizado. Nesse sentido,
Amaral e Miller (2012, p. 4) defendem que: “Sendo assim, pretende-se contribuir para que
esta prética seja difundida cada vez mais e que a tecnologia disponivel seja usada em favor
da aprendizagem da Matematica também em nivel superior.”

Atraveés desta pesquisa, pretende-se investigar se é possivel promover a compreensao
do conceito de integral dupla, interpretada como o volume de um solido, com a utilizacao de
tecnologias digitais, através do software Geogebra, e interpretar essa compreensao como um

processo de abstracéo reflexionante, em especial de abstragdo pseudoempirica.



22

2. 0 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

2.1 Calculo Diferencial e Integral

O Célculo é uma disciplina cujos estudantes tém apresentado dificuldades na
compreensdo dos conceitos, principalmente, no inicio dos cursos de Ensino Superior, 0s

quais sdo de grande aplicabilidade.

Inicialmente, foi proposto principalmente para a resolugdo de problemas
envolvendo movimento e taxas de variagdo, mas também é amplamente utilizado
em muitas outras areas. Sua origem é atribuida a dois matemaéticos do século
XVIII, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz (ZANARDINI, 2017, p. 99).

Os dois matematicos chegaram a mesma conclusdo em diferentes épocas.

Leibniz por volta de 1676 tinha chegado @a mesma conclusdo a que Newton chegara
Varios anos antes — que ele possuia um método que era altamente importante por
causa de sua generalidade. Quer uma funcéo fosse racional ou irracional, algébrica
ou transcendentes (palavra que Leibniz inventou), suas operacGes de achar somas
e diferencas podiam sempre ser aplicadas. Cabia, pois, a ele desenvolver
linguagem e notagdo adequadas para 0 novo assunto. Leibniz sempre teve uma
percepcdo aguda da importancia de boas notagdes como ajuda ao pensamento, e
sua escolha no caso do calculo foi particularmente feliz. Depois de algumas
tentativas ele se fixou em dx e dy para as diferencas menores possiveis
(diferenciais) em x e y, embora inicialmente usasse x/d e y/d para indicar o
abaixamento de grau. A principio ele escrevia simplesmente omn. y (ou “todos os
y”) para a soma das ordenadas sob uma curva, mas mais tarde ele usou o simbolo
ly e ainda mais tarde [ydx, o sinal de integral sendo uma letra s (para soma)
aumentada (BOYER, 1996, p. 277).

No entanto, a origem atribuida aos dois ndo dispensa o fato de que varios outros
matematicos deram importantes contribuicdes ao desenvolvimento do Célculo nos Gltimos
séculos.

Acredita-se que sua aprendizagem se efetiva quando cada um dos conceitos
necessarios € compreendido, o que s6 ocorre a partir da construcdo e nao de atividades
mecanizadas. Além disto, tanto o conceito de derivada como o conceito de integral envolvem
0 conceito de limite, portanto, é fundamental que este seja construido, inicialmente como
um processo seguido pelo respectivo conceito.

Segundo Stewart, 2013, pode-se definir o limite de uma funcéo:

Suponha que f(x) seja definido quando esta proximo ao ndmero a. (Isso significa
que f € definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente
no préprio a.) Entéo escrevemos

lim f(x) =L

x—a

e dizemos: “o limite de f(x), quando x tende aa é igual a L”
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se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo préximos
de L quanto quisermos), tornando x suficientemente préximo de a (por ambos 0s
lados de a), mas ndo igual a a (STEWART, 2013, p. 81).

Ainda, conforme Stewart, 2013, encontrar a reta tangente a uma curva e a velocidade
de um objeto envolvem determinar um limite. Utilizado nas ciéncias e engenharia, este limite
é chamado derivada e pode ser interpretado como uma taxa de variacao.

Define-se a derivada de uma funcéo f(x) em relacéo a variavel x como sendo a funcéo

f’(x), cujo valor em x é:

f'(x) = % = lim w desde que o limite exista, isto €&, f(x) seja continua.

O processo para obter uma funcdo a partir de sua derivada é denominado
antiderivacdo ou integracdo, pois a integracdo é a operacdo inversa da diferenciacdo. Uma
funcdo F(x) é uma antiderivada de f(x). Define-se assim, a integral indefinida como o
conjunto de todas as primitivas de f. A integral indefinida de f em relacdo a x é denotada por
[ f(x)dx = F(x) + C, sendo | o simbolo da integral, um ‘s’ alongado, como era utilizado
antigamente, que indica uma soma infinita, e C uma constante aleatéria, denotada a familia
de todas as antiderivadas de f(x).

A integral definida como a operacdo inversa da derivada, tem sua aplicabilidade na
determinacéo de areas de regides com fronteiras lineares e ndo lineares, volume de solidos
quaisquer, ou comprimento de uma curva. Ela, diferente da derivada, remonta as ideias de
Arquimedes (287-212 a.C.) em seus calculos de &reas e volumes. No entanto, somente no
século XVII essas ideias sdo retomadas. E, somente no século XVIII a disciplina avanca e
desenvolve-se no sentido pratico e aplicado. Mas, a integral atinge maturidade num trabalho
de Riemann® (1826-1866), conforme Swokowski (1994) e Anton (2000).

Conforme Tall (2012), no Teorema Fundamental do Calculo, a integral definida é,
interpretada como a area de uma regido sob um grafico y=f(x), limitada pelos pontos a e b
no eixo X, em que faz-se uma particao cada vez menor de forma que a area abaixo do gréafico
se estabilize, sendo considerada como a soma das &areas das tiras de altura y e largura dx

construidas nessa regido. Assim, a Soma de Riemann de a até b é:

® Georg Friedrich Bernhard Riemann foi um matematico alemé&o, que esclareceu a ideia de Integral Definida
como area de uma regido, através da teoria dos limites de aproximagcdes finitas. A Soma de Riemann, tornou-
se a base para a teoria da Integral Definida.
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Z::f(x)dx =D flwdn,

Onde a rea A(a,b) abaixo do gréafico, conforme a Figura 1, pode ser escrita como:

b
A(a,b) =f f(x)dx

Figura 1 - Area de uma regido sob a curva

DN

4

A \
.“.lI by
ax
a b "?

Fonte: Adaptacédo de Tall (2012, p. 22)

Assim:

b
| £eodx = Jim [FC)ax + FG)x + o+ o

[ = [ s s
: Z,

Esse limite corresponde & Soma de Riemann, que é um limite da soma das areas dos
A b— ~ . .
retangulos de base Ax = Ta e altura f(x;) que compdem a regido num intervalo de x=a

até x=b sob uma curva dada pela funcao f(x), como representado a Figura 2.
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Figura 2 - Area de uma regi&o sob a curva — area dos retangulos.

S

Fonte: Elaborada pela autora

Essa &rea abaixo do grafico pode tornar-se dificil, ou entdo, trabalhosa de calcular,
no entanto, com o auxilio de softwares dindmicos e a partir do conhecimento do Teorema
Fundamental do Célculo é possivel fazer uma conexdo entre a area de uma regido e o

conceito de Integral:
Teorema Fundamental do Célculo — Seja f(x) uma funcdo continua no intervalo

fechado a < x < b e F(x) uma antiderivada de f(x). Entdo:

b
[ Feax = Fo) - Fe@

Segundo Thomas, Weir e Hass (2012), assim, define-se a integral definida de uma
funcdo continua f(x) sobre um intervalo [a, b] como um limite das Somas de Riemann. Pode-
se ampliar esse conceito e definir a integral dupla de uma funcédo continua de duas variaveis

f(x,y) sobre uma regido no plano.

Figura 3 - Volume do s6lido-integral dupla de f(x,y) na regido de base R

f :/=!<\.\‘)
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Fonte: Thomas, Weir e Hass (2012, p. 298)
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Conforme a Figura 3, particionando o sélido em prismas retangulares, pode-se chegar
ao volume desse sélido sobre o plano xy limitado inferiormente por R e superiormente pela
superficie z = f(x,y). Toma-se o prisma retangular de base AAj e altura f(xy, yx), cujo
volume éigualaV = AAy. f (xx, vi). Considera-se, entdo, n prismas, cuja soma dos volumes
se aproxima do volume do s6lido, pois a medida que n aumenta, as aproximagoes das Somas
de Riemann tendem ao volume total do s6lido, entdo S,, = Y. AAy. f (xx, yi). Pode-se partir
de prismas retangulares inscritos no sélido ou circunscritos, de forma que a soma dos
volumes dos n prismas convirja para um unico valor: o volume do sélido limitado pela
funcao f(x,y).

Assim, define-se o volume de um soélido:

Volume = lim §,, = ﬂ f(x,y)dA
n—-oo
R

Essa soma Sn que se aproxima do que se quer chamar de volume total do sélido,
verifica-se no Teorema de Fubini, de acordo com Thomas, Weir e Hass (2012):
Se f(x,y) for continua na regido retangular R: a < x < b, c <y < d, entdo, pode-

se calcular a integral dupla, integrando em qualquer ordem:

|| raa= | d | " fy)dxdy = | b | f e y)dydx

O conceito de integral dupla, como volume de um sélido, remonta a ideia das Somas
de Riemann, fundamental na construcdo dos conceitos de integral como area de uma regiao.
Para auxiliar na compreensdo do conceito de integral dupla como volume de um
solido, utiliza-se o software Geogebra como um instrumento alternativo para desenvolver
esta pesquisa. O software podera contribuir na representacdo e visualizacdo, conferindo
maior precisao e rapidez nas agoes, permitindo a compreensdo das construgdes e verificagdo

do volume do s6lido e dos prismas retangulares construidos em seu interior.
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2.2 Software Geogebra

O software Geogebra é um software de matematica dindmica gratuito, criado como
tese por Markus Hohenwarter em 2001, na University of Salzburg. O software combina
geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculos em um unico recurso tecnolégico.
E possivel, com este software, construir graficos em duas e trés dimensdes e manipulé-los.
Ele conta com muitos recursos de facil utilizagdo, que possibilitam uma resolugdo de
problemas, propiciando a construcdo de conceitos. O software esta disponivel na rede® para
download e escrito em linguagem Java.

E possivel, com o software, fazer construgbes como pontos, segmentos, retas,
conicas, poligonos, entre outras, as quais podem ser alteradas dinamicamente. Admite
diferentes expressdes e comandos, entre eles a derivada e integral. Uma caracteristica é
permitir a visualizagio da expressio na Janela de Algebra e sua representacio geométrica na

Janela de Visualizacdo. Na Figura 4, tem-se uma visao geral do software.

Figura 4 — Interface do Geogebra — configuracéo padrao.
@ GeoGebra Classic 5 EI@

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Ll dblolollN]=) ) =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo X

Entrada

Fonte: Elaborada pela autora

® www.geogebra.org
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Na Figura 5, apresenta-se a Janela de Algebra, Janela de Visualizagdo, Campo de

Entrada e Ferramentas onde aparecem todas as expressdes, pontos, fungdes que construimos.

Figura 5 - Campo de Entrada, Janela de Algebra e Janela de Visualizagio
7 GeoGebra Classic 5 - S [

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

:l“'

Janela de Algebra™y &

Cénica
L@ cry=x-3x+1
Ponto
.. A=(1,2]
=0 B=(2,0)
C=[0,4]
Reta
@ f2x+y=4 .

___E_ntrada: )} v

Fonte: Elaborada pela autora

Na Figura 6, mostra-se as Janelas de Visualizacdo em 2D e 3D com algumas construces.

Figura 6 - Geogebra em duas e trés dimensdes.

DEERECF NG g =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagédo B> Janela de Visualizagdo 3D X
Cdnica
@ cy=x
Funcéo de Vérias Varidveis
-0 T(xy) =% +y’

Entrada:

Fonte: Elaborada pela autora

Além das representacfes mostradas anteriormente, o software GeoGebra possibilita
a criacdo de apresentacdes dindmicas que podem ser utilizadas como alternativa para o

ensino de varios contelidos matematicos.
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3. FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 O pensamento matematico

Muitas sdo as teorias que abordam o desenvolvimento do pensamento matematico,
do nivel elementar ao avancado. Nesta pesquisa, utiliza-se as ideias de David Tall, as quais
tratam da matematica elementar e da matematica avancada, bem como da relacao existente
entre ambas.

Segundo Tall (2002), os matematicos buscam entender o processo de pensamento
matematico objetivando, melhorar a qualidade de ensino. Neste texto, define-se o que é a
matematica elementar e o0 que é a matematica avancada, além de apontar o que diferencia
uma da outra, conforme Tall (1995).

A matematica elementar é definida por Tall (1995, p. 1), como aquela que inicia com
as percepcoes e acdes em objetos no mundo externo. Esses objetos sdo descritos e analisados
conduzindo a classificacdo, contagem e diversas operacdes que correspondem a diferentes
desenvolvimentos do processo matematico. O autor considera dois desenvolvimentos
diferentes em relacdo a construcdo de estruturas de conhecimento no que tange ao
crescimento cognitivo do pensamento matematico elementar para o avangado, partindo da
percepcdo para a agdo. Um € o pensamento visual-espacial’ que vai se tornando verbal-
dedutivo, enquanto o outro usa simbolos e processos para contar e operar, e conceitos como
0 nimero, por exemplo, para pensar.

A matematica avancada, por sua vez, envolve a utilizacdo de estruturas cognitivas, e

segundo Tall (1995):

O pensamento matematico avancado envolve o uso de estruturas cognitivas
produzidas por uma ampla gama de atividades matematicas para construir novas
ideias que conduzem ao desenvolvimento e ampliagdo de um sistema crescente de
teoremas estabelecidos (TALL, 1995, p.3). 8

Considerando essas definigdes, Tall (1995, p.7) julga essencial distinguir a

matematica elementar da avancada. Enquanto na primeira as propriedades sdo determinadas

"Costa (2002, p. 263) define o pensamento visual-espacial “como o conjunto de processos cognitivos para os
quais as representagbes mentais para objectos espaciais ou visuais, relaces e transformacbes podem ser
construidas, manipuladas e codificadas em termos verbais ou mistas.”

8 CitagBes de Tall - traducéo nossa
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atuando sobre os objetos e descreve-se para definir, na segunda, descreve-se 0s objetos a
partir das defini¢ces. Nos dois casos, € utilizada a linguagem para formular as propriedades
dos objetos, no entanto, na matematica elementar que corresponde a matematica basica e
envolve a aritmética, a geometria e a algebra, a descricdo é construida a partir da experiéncia
do objeto, enquanto na matematica avangada, que diz respeito a matematica desenvolvida
em nivel superior, que preocupa-se com defini¢des formais e nessa pesquisa diz respeito ao
estudo de Calculo, as propriedades dos objetos sdo construidas a partir de definicbes. A
transicdo do pensamento matematico elementar para o pensamento matematico avancado,
requer, portanto, construcdes e reconstrucdes cognitivas, conforme Tall (1995).

Na figura 7, é apresentada uma organizagdo de acdes e objetos na construcéo de

varias estruturas de conhecimento matematico, da matematica elementar a avancada.

Figura 7 - Agdes e objetos na construgdo de varias estruturas de conhecimento matematico

TRANSICAO PARA Prova euclideana " Calculo o Algebra Avancada
A MATEMATICA (verbal) (limite de aceitacdo) (proceptos de
AVANCADA (baseado em iconico) (icénico/proceptual) modelo)

A - + . +
Geometria Algébrica Algebra
(icénico/proceptual) [proce;)tlos de
A Geometria / modelo)
(iconico) +
\ ( Medicao h Aritmética
A Trigonometria - (proceptos
MATEMATICA \[icénico/proceptual) D operacionais)
ELEMENTAR +
Percepcoes Acgoes
de em
objetos objetos
1 Interagdo r
com o meio
(enativa)

Fonte: Tall (1995, p. 9)

Considerando o processo cognitivo de construgdo e reconstrugdo de conceitos e
dificuldades de compreensao e aplicacdo de conceitos observadas na disciplina de Célculo,
verificou-se em algumas pesquisas como as de Barufi (1999), Muller (2015) e Silva (2017),
que essa problematica ndo é caracteristica de uma Unica instituicdo ou regido, mas global.
Dessa forma é razoavel supor que o estudante que optar por um curso de Engenharia ou

qualquer curso superior que contenha em sua grade curricular a disciplina de Calculo
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Diferencial e Integral, tera grandes chances de apresentar dificuldades ao cursar essa
disciplina, podendo assim, desmotivar-se e até desistir do curso. Ainda, em relagdo a essas
dificuldades observadas e a fragil construcdo de conceitos, sdo apontados diversos fatores

que podem influenciar no insucesso tanto na Educacao Basica como no Ensino Superior:

Compreender matematica ndo se resume a manipular técnicas operatorias, de
forma mecénica, nem memorizar formulas, regras e propriedades. Compreender
matematica é compreender o que se Ié e escreve, buscando significado para isso.
(BEHAR; NOTARE, 2009, p. 189).

Com base nas definicdes de Tall (1995), sobre a matematica elementar e avancada,
aponta-se que a construcdo de conhecimento matemaético avancado diante do elementar
causa dificuldades, tornando o aprendizado mais dificil quando acontece a insercdo da
matematica avancada. Sao perceptiveis as dificuldades apresentadas pelos estudantes quando
um conceito novo deve ser construido. Assim, entende-se 0 motivo pelo qual aprendizes de
Célculo, tdo logo se deparam com diferentes conceitos, apresentam dificuldades de
compreensdo. A compreensdo dos conceitos de derivada e integral, por exemplo, depende
de conceitos anteriormente construidos como o conceito de limite. Conforme Tall (2016), o
calculo infinitesimal tem sido o carro-chefe da matematica classica, que permite calcular a
variacdo (derivagdo), acumulacéo (integral) e a relacdo entre as duas. No entanto, tem sido
objeto de continuas discussdes. Para Tall (2001), o limite, definido a partir do calculo
infinitesimal, € frequentemente visto como um valor néo fixo, mas como quantidade variavel
arbitrariamente pequena, grande ou um namero qualquer.

Em relacéo ao conceito de limite Tall (1996) afirma:

Na porta de entrada para o calculo esta o conceito de limite que deve ser tratado de
forma explicita ou implicita. Explicitamente, geralmente é tratado em termos de

2_..2
considerar expressdes como }lirr(l) M. (TALL, 1996, p. 305).

Em relacdo a essa expressdo aparecem diferentes situacfes como: tende ou ha um
limite; considerar um h diferente de zero ainda que se obtenha um limite h =0; concentrar-
se na ideia de uma quantidade minuscula ao invés de se concentrar no valor do limite a ser
encontrado. “Os estudantes apresentam dificuldades em relagdo ao conceito de limite, pois
parece que continuam tratando-o como um processo que se aproxima (a medida que h
diminui) ¢ ndo como um conceito (o proprio limite)” (TALL, 1995, p. 8). Quando esse
conceito ndo é construido, o estudante opta por estratégias ou algoritmos mais simples para

resolver uma determinada situacdo. No entanto, corre o risco de ndo compreender o que esta
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fazendo. Enquanto alguns estudantes conseguem fazer conexdes, outros enfrentam sérias
dificuldades de compreensdo, principalmente em se tratando de matematica avangada. Tall
(2002, p. 296) destaca esse como um problema da heterogeneidade entre os estudantes; uns
conseguem fazer conexdes entre conceitos e outros ndo. Cabe entdo, ao professor utilizar

instrumentos que favorecam a compreensao e a aprendizagem.

3.2 As tecnologias digitais e a matematica

A educacdo, assim como toda a sociedade, vem percebendo o impacto da insercdo das
tecnologias nas tarefas, relacionamentos e na organizacao do tempo e espaco. Pensando na
metodologia e recursos tecnolégicos empregados pelo professor de matematica, Tall (1993)
assinala que € preciso tomar cuidado ao desenvolver materiais que requerem o uso do

computador e que sejam utilizados no ensino.

Um software de computador para a aprendizagem da matemaética, que difere do
software para fazer matematica, precisa ser projetado de forma que leve em conta
0 crescimento cognitivo do aluno, que pode diferir significativamente da estrutura
I6gica do conceito formal. Portanto, é de valor comecar por considerar aspectos
cognitivos relevantes para o uso da tecnologia do computador antes da principal
tarefa de se concentrar em ambientes computacionais e seu papel na aprendizagem
da matematica. (TALL, 1993, p.189).

Como destaca o0 pesquisador em varios momentos, ndo se pode pensar simplesmente
na utilizacdo do computador como um recurso ou uma maquina, que substitui outras formas
de registro das atividades, das resoluc@es e estratégias de resolucdo. Tall (2001) chama a
atencdo para a situagcdo em que softwares e computador séo utilizados apenas como uma
simples troca do lapis e papel por um teclado. Isso ndo acrescenta nada a construcdo do
conhecimento, simplesmente ocorre uma substituicdo dos recursos. No contexto desta tese,
por exemplo, o uso do computador busca favorece as abstracdes reflexionantes que entende-
se ser promotor da construgdo do conhecimento. O estudante, por sua vez, precisa ser
estimulado e o computador deve fazer parte do processo de maneira que o estudante foque
num determinado item, analise e tire suas conclusdes a partir da interacdo com o ambiente

computacional.
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Em seu estudo, Thomas, Hong e Oates (2017) discutem as formas como a tecnologia
é abordada nas escolas, considerando a transi¢do do ensino secundario para o universitario:
se acontece simplesmente uma demonstracdo por parte do professor; se o estudante atua
limitado a tutorais e tarefas no laboratorio; ou, se o estudante tem a liberdade de interagir,
fazendo suas proprias construgdes. Apontam também, varias pesquisas recentes que
envolvem aspectos inovadores do uso da tecnologia digital no ambiente matematico
universitario. Citam o potencial do software Geogebra em capacitar os estudantes por meio
de sua dindmica permitindo assim, refletir sobre o processo. Seguindo uma mesma linha de
estudo, Fitzsimons (2017) aposta na formacg&o e no apoio técnico aos professores para que a
utilizacdo dos recursos tecnolégicos tenha como foco o potencial educativo das tarefas, pois
ha de se reconhecer que as tecnologias digitais utilizadas nas aulas de matematica sdo parte
importante na construcdo do conhecimento matematico.

Da mesma forma, Tall (2001) destaca o quanto € valiosa a utilizacdo do computador
como recurso para o desenvolvimento de atividades de experimentagdo, sendo que a partir
dessas atividades o estudante pode observar certos fenémenos aos quais ira atribuir sentido.
A utilizacdo de softwares especificos, bem como o computador em si, requer planejamento
e, segundo Tall (1989), sua inclusdo no ensino exige mudancas nos curriculos de matematica,
mas € essencial a organizacdo e conducdo por parte do professor para que aconteca a
construcao de conceitos.

O computador oferece novas possibilidades. [...] Esta forma de aprendizagem
envolve uma negociacgao do significado dos conceitos matematicos modelados
pelo computador em que a organizagdo do curriculo e o papel do professor séo
essenciais. (TALL, 1989, p. 37).

Entende-se que 0 objetivo dessa tese esta relacionado a utilizacdo do computador
como componente de interacdo e facilitador da producdo de conhecimento. Reconhece-se,
portanto, que o ambiente computacional ou softwares matematicos podem ser (teis,
auxiliando na construcéo de conceitos. No entanto, as atividades propostas devem ter ampla
abrangéncia, o que possibilita a conexdo entre diferentes conceitos favorecendo a construcao
do novo.

O computador é bastante diferente do cérebro biolégico e, portanto, pode ser
valioso ao fornecer um ambiente que complementa a atividade humana. Engquanto
0 cérebro realiza muitas atividades simultaneamente e propensc a erros, 0
computador realiza algoritmos individuais com precisdo e com grande velocidade.
Caélculos de computador com nimeros e manipulacdo de simbolos tém algumas
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semelhancas com a nocéo de proceito®. O simbolismo interno do computador é
usado tanto para representar dados como a execuc¢do de rotinas para manipular
esses dados. No entanto, existem diferengas significativas. O computador é
simplesmente um dispositivo que manipula informagGes de uma maneira
especificada por um programa. (TALL, 2000, p. 5).

A utilizacdo do computador no desenvolvimento de atividades matematicas, pode
auxiliar na construcdo de conceitos, além de otimizar o tempo e possibilitar a realizacdo de
conexdes entre as diversas propriedades envolvidas no contexto em questdo. As tecnologias
digitais, portanto, podem ser utilizadas na promocéo da aprendizagem. Robotti e Frank
(2017) apontam em seu estudo que as tecnologias digitais servem como um apoio na
aprendizagem de estudantes com diferentes caracteristicas de aprendizagem. Afirmam que
alguns softwares promovem o aprendizado matematico de estudantes com dificuldades na
aprendizagem.

Diferentes conteddos matematicos podem ser abordados com uso das tecnologias
digitais. A geometria dindmica € um exemplo de recurso que pode potencializar a
aprendizagem da Geometria. Segundo Gravina (1996):

Nestes ambientes, conceitos geométricos sdo construidos com equilibrio
conceitual e figural; a habilidade em perceber representac@es diferentes de uma
mesma configuracdo se desenvolve; controle sobre configuragcbes geométricas
levam a descoberta de propriedades novas e interessantes. Quanto as atitudes dos
alunos frente ao processo de aprender: experimentam; criam estratégias; fazem
conjeturas; argumentam e deduzem propriedades matematicas. A partir de
manipulagdo concreta, “o desenho em movimento”, passam para manipulagdo
abstrata atingindo niveis mentais superiores da deducdo e rigor, e desta forma
entendem a natureza do raciocinio matematico (GRAVINA, 1996, p.13).

Appelbaum (2017) aponta que a utilizacdo de Objetos de Aprendizagem e softwares
matematicos, além de auxiliar no desenvolvimento de diferentes tarefas, contribui nos

processos de ensino e de aprendizagem da matematica.

3.2.1 As tecnologias digitais e o Calculo Diferencial e Integral

Abordou-se até aqui, a utilizacdo das tecnologias digitais de uma forma mais ampla, no
ambito da matematica. De acordo com o foco dessa pesquisa, abordar-se-a sua utilizacdo no

ensino universitario, em especial, no ensino do Calculo. Com base nas pesquisas de Melo

® Segundo Tall (2000) a nocgdo de proceito é uma forma de descrever como a nossa mente lida com os simbolos
que representam processos e conceitos matematicos.
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(2002); Lira (2008); Paranhos (2009); Godarzi et al. (2009); Guimarais (2010); Escher
(2011); Alves (2014); Pires (2016); Fontoura (2016) e Almeida (2017), verificou-se como
as tecnologias digitais vém melhorando a compreensdo dos conceitos de Calculo, entre os
quais, pode-se citar os conceitos de taxa de variacdo e crescimento cumulativo, que sao
fundamentais ao estudo do Célculo e estéo intrinsecamente relacionados.

Tall (1986) sugere que os conceitos de Calculo, como a derivada e a integral,
poderiam ser abordados com a utilizacdo do computador por meio da construcéo grafica,
quando é gerada uma imagem que pode ser visualizada na tela e manipulada fisicamente
através das teclas do computador e do mouse, facilitando a interpretagdo e consequente
compreensdo desses conceitos. A area de uma regido sob uma curva é um exemplo de
construcdo grafica que pode possibilitar a producdo de conceitos matematicos. Para este
exemplo, a representacdo manual requerer muitas operac6es matematicas. Com a utilizacao
de um software dindmico, ao invés de supervalorizar as operacgdes, é possivel proporcionar
uma concentracdo maior sobre as ideias envolvidas nessa situa¢do, como a decomposicao da
regido em regibes menores, cuja soma das areas € igual a area de toda a regido.

Envolvendo diferentes temas do Calculo Diferencial e Integral, abordados com a
utilizacdo de variados recursos tecnoldgicos, foi possivel identificar diversos trabalhos. Em
sua dissertacdo de mestrado, Pires (2016) aborda o ensino de calculo e as tecnologias,
apresentando a seguinte questdo norteadora: “Quais sdo as possiveis Influéncias das
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo nas Estratégias de Ensino e Aprendizagem de
Célculo Diferencial e Integral?” E, em suas consideragdes afirma que ndo propde acabar com
a utilizacdo de lapis e papel, mas que os meios tecnoldgicos favorecem a otimizacdo do
tempo, pois se acaba gastando menos tempo com rituais de ‘algebrizacdo’?. Ressalta, que
os estudantes devem ter a oportunidade de experimentar atividades investigativas e
exploratdrias de forma que a énfase seja a aprendizagem.

Em sua tese de doutorado, Lira (2008) pesquisa a natureza do conceito de limite e
faz uma reflexdo sobre o que é um conceito. Com base na Epistemologia Genética de Piaget,
analisa 0s mecanismos cognitivos relativos a limite. Assim, aponta como uma de suas
hipoteses iniciais: “Objetos digitais podem ser utilizados para evidenciar e investigar os
mecanismos cognitivos envolvendo o conceito matematico de limite”. Para efetivar sua

pesquisa, realizou experimentos envolvendo Objetos de Aprendizagem com alunos da sétima

10 Termo utilizado por Pires (2016)
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série do ensino fundamental ao terceiro ano do ensino médio. A escolha desses sujeitos se
deu pela faixa etéria na qual os mesmos se encontravam, semelhante aquela em que se
situavam os sujeitos da pesquisa de Piaget. Através da pesquisa, 0 autor identificou os
mecanismos cognitivos envolvidos com o conceito de limite em objetos digitais interativos.
Sugere, a partir de sua pesquisa, que sejam desenvolvidos trabalhos que busquem a
compreensdo dos mecanismos cognitivos relacionados aos conceitos de derivada e integral,
uma vez que os mesmos dependem do conceito de limite.

Alves (2014) apresenta em sua proposta uma metodologia que utiliza o software
Geogebra visando auxiliar nos processos de ensino e de aprendizagem!! em Célculo
Diferencial e Integral. Desenvolveu atividades com grafico de fungdes, limite de funcGes,
derivada e integral. Concluiu que com a intervencdo do software, tido como recurso
facilitador para o entendimento dos temas abordados, 0s processos de ensino e aprendizagem
em Célculo Diferencial e Integral s&o favorecidos.

Com o objetivo de explorar a ideia de convergéncia percebida no limite de uma
sequéncia, Guimarais (2010) desenvolveu um material didatico para auxiliar no processo de
ensino e de aprendizagem desses conteudos com a utilizacdo dos softwares Geogebra e
VCN, conforme Guimarais (2010, p. 31): “VCN (Virtual Calculo Numérico, que esta
disponivel no endereco www.matematica.pucminas.br) — Sistema de Calculo Numérico,
produzido no ambiente DELPHI [...] € um software que foi desenvolvido por um grupo de
professores da PUC Minas, sendo que o inicio dos trabalhos se deu em 1990.” Em sua
pesquisa, pretendia investigar e analisar o quanto o ambiente informatizado pode contribuir
para o aprendizado de conceitos essenciais do Célculo como: limites, taxas de variacao,
integrais numéricas e equacOes algébricas e transcendentes. No que tange a integral,
definindo-a como area de uma determinada regido como as Somas de Riemann, utilizou o
software Geogebra para construir esse conceito. Os estudantes de ensino superior,
participantes dessa pesquisa, contribuiram para que a insercdo da tecnologia no
desenvolvimento dos conteudos elencados pudesse ser avaliada positivamente no processo
de ensino e de aprendizagem.

As tecnologias digitais podem interferir positivamente na construcdo dos conceitos

de Calculo, como se verifica em Almeida (2017), que em sua tese apresenta como objetivo:

110 ensino e a aprendizagem séo processos distintos. Enquanto a aprendizagem acontece a medida que o
sujeito se desenvolve, o ensino é uma forma de transmissdo de conhecimento.
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“elaborar material para o ensino de conceitos do Calculo como um dos meios de promover
integracdo entre teoria e pratica.” Para alcancar este objetivo, utiliza o software Geogebra e
incorpora os construtos tedricos de Tall, citando: - o organizador genérico, que pode ser
definido como um ambiente em que o estudante pode manipular e verificar exemplos,
correspondendo em nossa pesquisa, ao applet do software Geogebra,; - a raiz cognitiva, cuja
fungéo é compor um organizador genérico, identificado em nossa pesquisa como a nogao de
volume de um sélido, que vai fazer a relacdo entre volume de um sélido e integral dupla; -
os Trés Mundos da Matematica que correspondem aos trés modos de operacdes mentais, 0s

quais, segundo Tall (2016) sé&o:

Um mundo de incorporacao (conceitual) baseado nas percepcdes e a¢cdes humanas
que desenvolvem imagens mentais verbalizadas de maneiras cada vez mais
sofisticadas para se tornar entidades mentais perfeitas em nossa imaginacao.

Um mundo de simbolismo (operacional) que se desenvolve a partir das agdes
humanas incorporadas nos procedimentos de calculo e manipulagdo simbdlicos
que podem ser comprimidos em proceitos para permitir um pensamento
operacional flexivel.

Um mundo de formalismo (axiomatico) que constréi conhecimento formal em
sistemas axiomaticos especificados por defini¢fes de conjunto, cujas propriedades
sdo deduzidas por meio da prova matematica.

Em cada mundo da matematica, o reconhecimento, a repeticdo e a linguagem
desempenham seu papel. (TALL, 2016, p. 135).

Estes construtos se fazem presentes no desenvolvimento de materiais de ensino para
conceitos do Célculo no trabalho de Almeida (2017). Em suas conclusdes, entende que a
utilizacdo do Geogebra no desenvolvimento das atividades esta em conformidade com Tall,
pois este software contribui para a aprendizagem matematica, segundo Tall, confirmando a

importancia do uso das tecnologias digitais, ou neste caso, do Geogebra nas aulas de Célculo.

3.2.2. As tecnologias digitais e 0 estudo da integral

Entre os diversos trabalhos encontrados e analisados sobre a utilizacdo das tecnologias
digitais no desenvolvimento de contetdos que abordam a matematica avancada, selecionou-
se aqueles que tratam da integral, pois o foco desta pesquisa é a integral dupla. Assim,
destaca-se alguns trabalhos.

Em sua pesquisa, Melo (2002) teve como objetivo verificar a capacidade dos

estudantes em construir o conceito de integral usando um software matematico, confirmando
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essa construcdo a partir das atividades realizadas, pois os estudantes utilizaram
procedimentos e raciocinios proprios.

Também envolvendo a integral, a pesquisa de Paranhos (2009) aborda a construcéo
dos conceitos de derivada e integral com o uso de softwares matematicos, cujo objetivo foi,
a partir da pratica, fazer uma comparacédo entre o calculo da integral por meio do algoritmo
e o valor da integral como area ou volume através dos softwares. Afirma que muitos aspectos
conceituais podem ser melhor explorados, tornando-se mais evidentes com a utilizacdo de
softwares e seus recursos.

Em sua pesquisa, Godarzi et. al. (2009) tratam a integral dupla como um dos principais
e mais importantes conceitos do Célculo envolvendo funcBes de duas ou mais variveis.
Investigaram a eficacia do software MAPLE 12 no desenvolvimento do conhecimento
processual e conceitual na integral dupla. Na investigacdo, verificaram que estudantes
simpatizaram com o software, pois puderam visualizar cada passo do célculo da integral
simples e dupla, ou seja, os procedimentos necessarios para obter o resultado de uma integral.
Acreditam que o desenvolvimento do CAS (sistema de algebra computacional) levou a
avancos na aprendizagem de matematica, pois na interacdo com o software compreenderam
as conexdes entre a representacdo grafica e o conceito de integral dupla.

Fontoura (2016), questiona em sua dissertacdo de Mestrado: “que contribui¢des a
utilizacdo da metodologia da Engenharia Didatica, com o apoio computacional do software
Maple, pode oferecer para o ensino e aprendizagem dos conceitos e propriedades da integral
dupla?”. Em seus objetivos, cita a utilizagdo do software Maple para o ensino e aprendizagem
do contetdo de integrais duplas e se a construgdo do conceito de integral dupla é facilitada.
Com base no trabalho realizado, conclui que os objetivos propostos foram alcancados e
sugere a utilizacdo do aplicativo desenvolvido no software Maple como recurso
computacional para o ensino de integrais duplas.

Em Calculo, verifica-se muitas possibilidades de utilizacdo de diferentes ferramentas
tecnoldgicas, sendo os softwares matematicos (Maple, Geogebra, Winplot, VCN - Virtual
Célculo Numérico) os mais utilizados em funcdo de seus variados recursos que contribuem

na construcdo dos conceitos.
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3.3. A construcéo do conhecimento

Como se conhece? O conhecimento estd na pessoa quando nasce? E possivel
conhecer sem interagir? Quando ha interacdo? Ha interacdo se eu mudo minha acéo quando
atuo sobre um objeto.

A partir desses questionamentos, buscando definir e entender o que é o
‘conhecimento’ procurou-se definicdes desde o dicionario até a definicdo dada por Piaget.

Segundo Houaiss (2015), a definicdo de conhecimento:

¢ 0 ato ou capacidade de conhecer, por meio da razdo e da experiéncia; cognicéo;
fato, estado ou condicdo de compreender; entendimento; informacéo sobre um
fato, uma noticia; ciéncia; dominio (de um tema arte, etc.); competéncia;
experiéncia.

Conceituando a partir da teoria de Piaget, se diria que o conhecimento é construido a
partir de um processo que se chama abstragdo. E um processo que se da por acdes e
operacoes.

Conforme Becker (2014, p.110):

[...] o conhecimento como capacidade ndo surge do nada; surge, sempre, da
reorganizacdo do que ja havia sido construido previamente (o verdadeiro a priori)
no plano da acéo. Piaget diz que o desenvolvimento do conhecimento como
capacidade da-se por continuidade funcional (assimilacfes e acomodagfes) e
rupturas estruturais [...]. Infere-se, entdo, que sem continuidade funcional nao se
chega a rupturas estruturais.

Dessa forma, sobre o conhecimento Becker (1994, p.88) afirma:

[...] Isto é, o sujeito humano é um projeto a ser construido; o objeto é, também,
um projeto a ser construido. Sujeito e objeto ndo tém existéncia prévia, a priori:
eles se constituem mutuamente, na interacdo. Eles se constroem. Como? O sujeito
age sobre o objeto, assimilando-o: essa a¢do assimiladora transforma o objeto. O
objeto, ao ser assimilado, resiste aos instrumentos de assimilagdo de que o sujeito
dispde no momento. Por isso, 0 sujeito reage refazendo esses instrumentos ou
construindo novos instrumentos, mais poderosos, com 0s quais se torna capaz de
assimilar, isto é, de transformar objetos cada vez mais complexos. Essas
transformagdes dos instrumentos de assimila¢do constituem a agcdo acomodadora.
[...] 0 sujeito constréi seu conhecimento na interagdo com o meio tanto fisico como
social.

Segundo Piaget (1982), a organizagdo e a adaptago sdo inseparaveis. “E adaptando-
Sse as coisas que 0 pensamento se organiza e é organizando-se que estrutura as coisas.” A
adaptacdo, vista como equilibrio entre a assimilagdo e acomodacdo, ocorre quando o
organismo se transforma em funcgédo do meio.

Dessa forma, conceituou-se segundo Piaget (1982) a assimilagdo como a estruturagéo

por incorporacao da realidade exterior as formas devidas a atividade do sujeito, implicando
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em transformacéo do objeto. O funcionamento do organismo n&o destroi, mas conserva o
ciclo de organizacéo e coordena os dados do meio, de modo a incorporé-los no ciclo. “A
inteligéncia é assimilacdo na medida em que incorpora nos seus quadros todo e qualquer
dado da experiéncia.” (PIAGET, 1982, p. 17).

O homem produz inteligéncia para conseguir se adaptar a0 meio em que vive, essa é
a funcdo da inteligéncia, a sobrevivéncia. A producdo da inteligéncia, ou da capacidade
cognitiva, faz parte do processo de adaptacdo do organismo. Para Piaget (1967), a
inteligéncia é a forma mais especializada de adaptacéo que se conhece.

A acomodacéo, por sua vez, é definida por Piaget como o resultado das pressdes
exercidas pelo meio, que implica transformacéo do sujeito, realizada pelo préprio sujeito.
Assim, a assimilacdo e a acomodacao sdo acdes transformadoras do proprio sujeito. E, de
acordo com Piaget (1982) “a adaptagdo intelectual, como qualquer outra, consiste numa
equilibracdo progressiva entre um mecanismo assimilador e uma acomodacéo
complementar. O espirito s6 se pode considerar adaptado a uma realidade quando ha uma
acomodacdo perfeita, isto é, quando nada nesta realidade vem modificar os esquemas do
sujeito”.

Diante disso, definiu-se esquema segundo Flavell (1996, p. 52):

Esquema é uma estrutura cognitiva que se refere a uma classe de sequéncias de
acdo semelhantes, sequéncias que constituem totalidades potentes e bem
delimitadas nas quais os elementos comportamentais que as constituem estéo
estreitamente inter-relacionados.

Portanto, o sujeito para assimilar um novo conceito, busca as operac6es que ja sabe
realizar, as quais sdo 0s conceitos que ele ja tem assimilado, que de forma organizada
correspondem as suas estruturas mentais. Seu organismo, por sua vez, manifesta um
processo, sempre tentando relacionar essas estruturas mentais com os elementos novos que
quer assimilar. No caso de um conhecimento novo, algo nunca visto, o sujeito entra num
processo de equilibracdo, é realizada uma reorganizacdo das estruturas para que ele consiga
entdo assimilar esse conhecimento novo, assim, entrando em um estado de equilibrio
novamente, acomodando-se em um novo patamar cognitivo, construindo, assim, o
conhecimento. Esse ciclo completo configura o que Piaget compreende como construcao de
conhecimento ou capacidade cognitiva.

Para explicar a construgéo e o desenvolvimento do conhecimento, utilizou-se 0 modelo

construido por Piaget que demonstra a passagem de um patamar cognitivo mais simples para
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outro patamar mais elevado, mais complexo. Denominou esse modelo, ou melhor, esse

processo de Abstracdo Reflexionante.

3.4. A Abstracao Reflexionante

Em se tratando de construgdo de conceitos matematicos, buscou-se uma teoria que
permitisse entender e compreender o processo de construcao conceitual. Buscou-se para isso,
fundamentar-se na abstracéo reflexionante de Piaget, a qual mostra que € através das acoes
que o sujeito conhece 0 mundo, pois Piaget trata do conhecimento como uma construcao que
ocorre a partir na interacdo entre sujeito e objeto. O sujeito torna-se cada vez mais capaz de
compreender determinadas situacdes através do processo de construcao e reconstrucao das
estruturas cognitivas.

Entdo, como se conhece? Abstraindo? Mas o que significa abstrair? Significa
arrastar, retirar, extrair, aspirar, separar, apartar. Separar mentalmente uma parte de um todo
e a considerar de forma separada das outras partes. Conhecimento, entdo, é o ato ou o efeito
de abstrair caracteristicas dos objetos ou das acdes. Piaget acrescenta uma nova instancia:
abstrair caracteristicas das coordenacdes das acoes.

Para compreender o processo de construgdo do conhecimento ou capacidade
cognitiva buscou-se em Piaget (1995), explicitado por Becker (2014), a definicdo da
abstracdo reflexionante. Piaget distingue abstracao reflexionante de abstracdo empirica.

Segundo Becker (2014, p. 105) a abstragdo empirica “consiste em retirar qualidades
dos objetos ou das acGes em suas caracteristicas materiais, isto é, daquilo que pode ser
observado.” Exemplificando: ao ver uma flor, consideramos a flor um objeto, e ao plantar
uma flor, a acéo é plantar. Essa possibilidade de retirar caracteristicas dos objetos ou agdes

é que caracteriza as abstra¢des empiricas. Eis a definicdo de Piaget (1995, p. 5):

[...] "abstragdo empirica” (empirique) a que se apoia sobre o0s objetos fisicos ou
sobre os aspectos materiais da propria acdo, mesmo sob suas formas mais
elementares, esse tipo de abstracdo ndo poderia consistir em puras “leituras”, pois
para abstrair a partir de um objeto qualquer propriedade, como seu peso ou sua
cor, é necessario utilizar de saida instrumentos de assimilagdo [...] oriundos de
“esquemas” (schémes) sensério-motores ou conceptuais ndo fornecidos por este
objeto, porém, construidos anteriormente pelo sujeito.
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Mas a teoria de Piaget versa sobre abstragdo reflexionante que consiste em retirar ou
extrair caracteristicas das coordenagdes das agdes!2. Como tais coordenacdes sdo enddgenas,
ndo sdo passiveis de observacdo. Piaget (1995), apoia-se sobre as formas e as atividades
cognitivas do sujeito; a abstracdo reflexionante retira delas certas caracteristicas que seréo
utilizadas para outros fins.

Piaget considera a abstracdo reflexionante cada vez mais autbnoma enquanto a
abstracdo empirica consegue avancar porque se apoia nela. Dessa forma, diz-se que o
conhecimento deriva da experiéncia, mas nao so da experiéncia empirica. O sujeito ndo so
retira caracteristicas do mundo objetivo sobre o qual age fisicamente, ele retira também, e
principalmente, caracteristicas das coordenacfes de suas a¢Oes; sdo as constru¢fes com o0
que retira dessas coordenagdes que, aos poucos, passam a comandar as abstracdes empiricas.
E, segundo Piaget (1995), as coordenacBes das acGes do sujeito podem permanecer

inconscientes, bem como dar lugar a tomadas de consciéncia e variadas conceituagoes.
A passagem de uma coordenagdo, ou de muitas coordenacdes sintetizadas numa
operacdo, a uma coordenacdo ou opera¢do mais complexa faz-se por abstracdo
reflexionante — que implica equilibracdo, por assimilacfes e acomodagdes,
retirando qualidades dessas coordenacBes ou operagdes, constituindo, assim,
novidades. Uma nova operacdo, composta de muitas coordenacdes de acbes, mais
capaz que a anterior e de maior abrangéncia. (BECKER, 2014, p. 107).

Neste contexto, cita-se a abstracdo pseudoempirica como um caso particular de
abstracdo reflexionante: aquilo que o sujeito tira dos objetos sdo propriedades que foi capaz
de introduzir neles, de acordo com o nivel de suas coordenagdes de a¢des (PIAGET 1995, p.
147). Assim, a abstracdo pseudoempirica é aquela que, como abstracdo reflexionante, se
apoia nas coordenacdes do sujeito; mas, ele as retira de objetos observaveis. Entretanto, as
propriedades que retira dos objetos ndo pertencem aos objetos; foi o sujeito que as introduziu
previamente nos objetos. Ainda, em relacdo a abstracdo pseudoempirica, Becker (2014) a
situa como a meio caminho entre as abstracGes empiricas e reflexionantes.

Essa pesquisa visa verificar a presenca de abstracGes pseudoempiricas no estudante
ao utilizar o applet, do software Geogebra para calcular o volume de um sélido. Ou seja,
perceber que o estudante esta realizando construcées e apoiando-se de forma dedutiva nesses
resultados. Espera-se que com a utilizacdo do applet, as atividades proporcionem a

compreensdo das propriedades inseridas no objeto pelo sujeito como se estivesse tratando de

12 Atividades cognitivas do sujeito; processo que transforma as agdes em operagdes.
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objetos materiais. Dessa forma, qualquer constatagdo do estudante sobre as propriedades
daquele solido e seu volume pode ser consequéncia de uma abstragdo pseudoempirica.
Objetivando fazer conexdes entre a base tedrica e a pesquisa realizada, traz-se o
exemplo do solido, cujo volume pretende-se conhecer. Se esse solido € manipulado,
modificado pelo estudante e algumas propriedades conhecidas séo aproveitadas para

encontrar o volume, pode-se verificar a abstracdo pseudoempirica, pois:

Quando o objeto é modificado pelas acGes do sujeito e enriquecido por
propriedades tiradas de suas coordenacgdes (p. ex., ao ordenar elementos de um
conjunto), a abstragdo apoiada sobre tais propriedades é chamada “pseudo-
empirica” (pseudo-empirique), porque, ao agir sobre o objeto e sobre seus
observaveis atuais, como na abstracdo empirica, as constatacfes atingem, de fato,
os produtos da coordenacdo das acdes do sujeito: trata-se, pois, de um caso
particular de abstragdo reflexionante e, de nenhum modo, de uma decorréncia da
abstracdo empirica. (PIAGET, 1995, p. 274)

Quando o sujeito toma consciéncia da abstracdo reflexionante, ele a transforma em
abstracdo refletida, que implica na apropriacdo dos mecanismos gerais da acdo. Chega-se
entdo, ao processo de abstracdo reflexionante que se realiza em dois momentos: por
reflexionamentos que, segundo Becker (2014), é a retirada de qualidades das coordenagdes
das acOes que, de um patamar qualquer, sdo transferidas a um patamar superior; e, por
reflexdes que sdo as reorganizacdes daquilo que foi transferido a outro patamar juntamente
com o que j& existia no presente patamar. De acordo com Piaget (1995, p. 277), nos
diferentes patamares de reflexionamento, nos quais ha uma possibilidade de novas reflexdes,
estdo as abstracOes refletidas, cuja evolucdo difere da evolugdo das abstracOes
pseudoempiricas. Estas, sdo de fundamental importancia durante o estadio das operagdes
concretas em funcdo da necessidade que o sujeito tem de realizar uma composi¢do operatoria
e julgar os resultados necessitando a inser¢do em objetos. Nesse sentido, com 0 progresso
das abstracGes reflexionantes, o sujeito chega a distanciar seu pensamento dos apoios
concretos fazendo com que a abstracdo refletida desempenhe um papel cada vez mais
importante, chegando ao nivel das operacdes formais. As abstracBes pseudoempiricas e
refletidas, coexistentes, caracterizam-se pela sua evolugdo inversamente proporcional,
enquanto a pseudoempirica perde seu valor relativo (mas ndo desaparece) a refletida vai
aumentando o seu, estando presente em todos os niveis (PIAGET, 1995, p. 277).

Trata-se esse processo, de reflexionamentos e reflexdes, apresentado no Quadro 1,
como um processo continuo constituindo-se de novas construgdes, que sdo observadas em
todos os estadios, pois conforme Piaget (1995), novos patamares de reflexionamento surgem

a partir dos quais realizam-se novas reflexdes fazendo surgir novas construcoes. E, Piaget
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(1995, p. 18) trata “[...] de uma forma superior de abstracdo: uma abstracédo refletida, ou

seja, um processo de abstracdo reflexionante, procedendo por reflexdo sobre as reflexdes

particulares.”

Quadro 1 - Processo de Abstracéo Reflexionante.
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Fonte: Becker (2017, p. 377)

O processo de abstracdo reflexionante realiza-se como todo processo de construcao

de conhecimento, por interacdo. Interacdo entre sujeito e objeto, disparada pela acdo do

sujeito.

O principio teérico subjacente a abstracdo reflexionante é o da (inter)acéo.
Interacdo significa que os dois polos da relacdo epistemolégica, a0 mesmo tempo
opostos e complementares, sdo ativos. Como tudo comeca com a assimilagéo, a
acdo assimiladora do sujeito inicia um ciclo de a¢fes sobre o objeto (uma coisa,
uma pessoa, uma nog¢do ou conceito, um fato cientifico, uma teoria, etc.), seguido
de acdes de retorno, do objeto sobre o sujeito — o objeto responde a essa a¢éo, com
uma acéo de retorno. O sujeito, frente a essa agdo de resisténcia do objeto a ser
assimilado, modifica seus esquemas assimiladores (acomodacao) para dar conta
da nova acdo que percebeu ser insuficiente. Um novo ciclo de ac¢fes pode ser
inaugurado se o sujeito resolver continuar e voltar a agir sobre 0 objeto, agora com
capacidade de assimilagdo melhorada devido & acomodagdo, completando um
ciclo de equilibracdo majorante ou de abstracdo reflexionante. (BECKER, 2017,
p. 377)

E na agdo assimiladora e acomodadora, ou por reflexionamento e reflexdo, do

estudante sobre conceitos ja conhecidos, que ele constrdi outros. Como ele constroi outros

conceitos? De acordo com a teoria, sabe-se que essa construcdo ocorre por abstracao
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reflexionante, pseudoempirica e refletida. Essa construcdo pode ser possibilitada atraves de
atividades realizadas com o uso de recursos tecnolégicos. O ser humano nasce capacitado
para agir e com condic¢des para construir. A inteligéncia humana evolui, portanto, por um
ativo desenvolvimento (construcéo) e ndo por uma heranca (apriorismo) ou pela pressao do
meio (empirismo). Logo, todas as acdes que o individuo realiza sdo fundamentais para o
desenvolvimento de sua capacidade, especialmente aquelas que realiza sobre o contetido em
pauta.

Notadamente, € possivel partir de uma incompreensao para se chegar a uma completa
compreensdo. Isso, apds processos de reflexionamento e de reflexdo, pelos quais tanto o
sujeito quanto o objeto se transformam e se constituem como novo ponto de partida para
novas construcdes. O ponto de chegada de um processo de abstracdo reflexionante, segundo
Piaget, é uma generalizacéo:

[...] o resultado de uma abstracéo reflexionante é sempre uma generalizagdo [...] 0
resultado de uma abstracdo empirica conduz a precisar o grau de generalidade dos
caracteres extraidos do objeto. [...] toda generalizacao supGe uma abstracdo prévia,
ou, pelo menos, a delimitagdo das propriedades generalizadas. (PIAGET, 1995
p.59).

O objetivo que se busca atingir através do desenvolvimento dos contetdos, numa
disciplina de Calculo, é a construcao de conhecimento novo, o que se da através do processo
de abstracédo reflexionante. N&o se pretende aqui falar em ‘passar’ contetdo, ou fazer com
que o estudante memorize técnicas. E fundamental que se possibilite a interacdo sujeito-
objeto. Com propostas de utilizacdo das tecnologias ha como provocar essa interacéo, ou,
melhor, desafiar os educandos e, assim, promover o seu desenvolvimento cognitivo. O
software utilizado no desenvolvimento das aulas oferece recursos que desafiam os alunos a
utilizar os conhecimentos existentes e, em seguida, transferir as coordenagdes utilizadas a
um patamar superior; a reflexdo ou reconstrucao, nesse patamar superior, pode fazer surgir

um conceito novo alcancando, entdo, um grau de generalizagao superior.

3.5. A abstracdo reflexionante e a aprendizagem matematica

Em relacdo a abstracdo reflexionante, verificou-se que varios pesquisadores a

utilizam em sua analise, no entanto, muito mais para entender o processo de aprendizagem

da matematica elementar do que da matematica avancada.
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Bona (2012) que em sua tese trata do processo de aprendizagem cooperativa e da
Abstracdo Reflexionante, destaca que o processo de abstracdes reflexionantes desencadeadas
nas trocas cooperativas € que favoreceram o aprender a aprender dos estudantes. Entende
que a relacdo entre cooperacao e abstracdo reflexionante resulta na construcéo de conceitos
por parte dos estudantes, cujo estudo podera ser ampliado em pesquisas futuras.

Em sua tese, Notare (2009) apresenta o seguinte problema de pesquisa: “Como uma
ferramenta, incorporada em um ambiente virtual de aprendizagem pode auxiliar na
comunicacdo cientifica on-line e no processo de construcdo de conhecimento de conceitos
matematicos?” Para responder a essa pergunta, a pesquisadora utiliza como base a teoria
cognitiva de Piaget para entender o processo de aprendizagem da matemaética dando énfase
aos processos de abstracdo reflexionante e tomada de consciéncia — esta transforma uma
abstracdo reflexionante em abstracdo refletida, responsavel pela construcdo de conceitos.

Buscou respostas atraves de experimento em que desenvolveu atividades
relacionadas a temas do Calculo como: limites, taxas de variagdo, derivada e suas aplicagdes.
Com esse experimento mostrou as possibilidades de uso dos recursos tecnolégicos em
matematica. Focou na utilizacdo do ROODA Exata, plataforma de Educacdo a Distancia
utilizada na UFRGS, em suas funcionalidades, dificuldades de utilizacdo e de expresséo
matematica. Ao mesmo tempo analisou a aprendizagem dos conceitos matematicos, a
tomada de consciéncia e os niveis de abstracdo. A partir da participacdo dos estudantes da
disciplina de Célculo em um férum de discussdo do ambiente ROODA, analisou resoluc6es
apresentadas posicionando-as quanto ao nivel de abstracdo, bem como compreensdo de um
determinado tema. Esse experimento possibilitou também uma andlise dos diferentes
percursos que cada estudante pode percorrer até chegar a solucdao de um problema.

Em sua pesquisa, Notare (2009) verificou a relagcdo entre conceitos e compreensdo
das préprias acdes. Segundo a pesquisadora, 0 espaco de construcdo coletiva favorece a
busca por explicacBes e justificativas, levando a solucdo de um problema. Com isso,
completou que a utilizagdo do ambiente virtual de aprendizagem possibilitou aos estudantes
assumirem uma postura mais ativa. Aqueles que assumiram uma postura mais ativa,
comprometendo-se com o trabalho, puderam avancar no conhecimento matematico.
Concluiu que esses estudantes construiram novas estruturas cognitivas que permitiram a
tomada de consciéncia, mesmo que parcial dos conceitos estudados.

Outros pesquisadores averiguaram como ocorre a construgdo de conceitos

matematicos, em especial, de Calculo. Pode-se citar Silva (2017) que teve como um dos
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objetivos especificos de sua tese, investigar processos de abstracdo reflexionante pelos
estudantes ao tentar conceituar ‘limites de fungdes’, concluindo que:

A abstracdo pseudoempirica mostrou-se como um importante recurso para a
educacdo. Por ela é possivel valorizar o processo empirico realizado pelos alunos
em sua vida escolar. Permite conhecer a qualidade das interacdes entre sujeito e
objeto que levam a construgdo da novidade por processos da abstracdo refletida
(SILVA, 2017, p. 206).

Todas essas pesquisas contribuem para o delineamento dessa pesquisa cujo foco € a
integral dupla. No entanto, outros temas como limites de funcdes, sdo de total interesse, pois
conforme Tall (2002), o limite é a porta de entrada do Célculo.

Na sequéncia, apresenta-se algumas pesquisas mais direcionadas ao estudo da
integral e posteriormente da integral dupla. Dessa forma, cita-se Silva et. al. (2014) que
desenvolveram uma pesquisa, publicada na revista Espacios, na qual pretendiam verificar a
contribuicdo do software Geogebra no ensino do célculo de &rea sob uma curva por integrais.
Discutiram as possibilidades e limites de uso do computador. Destacam que ficou evidente
nos registros dos estudantes a compreensdo de que a integral definida de uma funcéo f(x),
num dado intervalo de x=a a x=b, corresponde a soma das &areas dos n retangulos inscritos
ou circunscritos na regido delimitada por f(x) e o eixo x , no intervalo [a,b], quando a
quantidade n de retangulos tende ao infinito. Os autores citaram a abstracdo reflexionante;
no entanto, ndo a utilizaram para fazer a analise. Afirmam que a intervencdo favoreceu o
processo de construcdo de conhecimento.

Outra pesquisa, que ndo envolve a integral dupla, mas a integral definida, foi
desenvolvida por Sealey (2006), que buscou verificar a compreensdo das Somas de Riemann
e a integral definida. N&o utilizou a tecnologia, mas analisou os dados obtidos de acordo com
a abstracéo reflexionante, quando discute como o estudante compreende a integral definida.
Supde que eles ndo entendem integrais definidas simplesmente olhando muitas delas, mas
precisam atuar sobre as integrais para perceber a estrutura que estd por trds da integral
definida como as Somas de Riemann.

Um trabalho que n&o aborda o tema tecnologia, mas outros do interesse como a teoria
de Piaget e a matematica avancada é o artigo de Paschos e Farmaki (2006), que apresentam
a abstracdo reflexionante e o conceito de integral definida. Na pesquisa, 0s autores
desenvolvem atividades que possibilitam ao estudante construir o conceito de integral
definida de forma que sua principal aplicabilidade esteja concentrada no desenvolvimento

do pensamento matematico avangado, cuja analise é feita a luz da abstracdo reflexionante
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como forma de interpretagdo das operagOes mentais. Observaram, no estudo de caso
apresentado, que um esquema especifico pode levar a um esquema geral. As a¢fes sobre 0s
objetos levam a generalizacdo e consequente construcao do conceito.

Para o desenvolvimento desta tese, buscou-se de forma minuciosa pesquisar
trabalhos envolvendo os trés temas presentes na pesquisa: tecnologias digitais, construcao
do conceito de integral dupla e abstracdo reflexionante. Localizou-se grande nimero de
trabalhos, cujos pesquisadores procuram respostas para as diferentes perguntas sobre 0s
temas. No entanto, juntando os trés temas numa Unica pesquisa, diminuiu consideravelmente
a quantidade de trabalhos que versavam sobre os temas ao mesmo tempo. Assim, focou-se
no que mais se aproximava do problema em questéo. Esta busca auxiliou no delineamento
da pesquisa, pois verificou-se que varios pesquisadores buscaram compreender como ocorre
a construcdo de conceitos de matematica avancada e a0 mesmo tempo, procuraram saber

como as tecnologias digitais contribuem para essa construcao.

3.6. Teoria APOS

A teoria APOS, desenvolvida por um grupo de pesquisadores em educagdo
matematica, em especial, Ed Dubinsky, que iniciou as pesquisas nesse sentido, baseia-se na
reconstrucdo das ideias de Piaget sobre a abstracdo reflexionante em relacdo aos conceitos
matematicos em criancas, sendo adaptada para a analise da aprendizagem dos conceitos da
matematica avangada. Dessa forma, tem sido aproveitada para investigar como os estudantes
aprendem diferentes topicos da matematica avancgada, em especial, do Calculo.

Segundo Dubinsky et. al. (2014) a teoria APOS significa (Action, Process, Object e
Schema), logo, compreende uma colecdo de acgdes, processos, objetos e esquemas que
compdem o quadro mental de quem esta aprendendo conceitos matematicos. Assim, com a
criacdo de modelos através de pesquisas € possibilitado seu aproveitamento para avaliar o
sucesso ou insucesso de estudantes ao se deparar com uma situacdo-problema e tentar
resolvé-la.

Conforme Dubinsky (1991, p. 98), mesmo tendo Piaget estudado o desenvolvimento
cognitivo de criangas, cujo foco é a matemaética elementar, é possivel explicar varios

conceitos matematicos e constru¢bes que resultam do processo psicologico e que
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correspondem ao pensamento matematico avangado. O desenvolvimento cognitivo
constitui-se como um processo continuo de construcfes; dessa forma, a elaboracdo dos
conceitos da matematica elementar é essencial na construcdo do pensamento matematico
avancado. Assim, Dubinsky (1991, p. 99), supde gque se encontra no pensamento das criangas
processos de construcdo especificos, os quais sdo utilizados para construir estruturas
matematicas sofisticadas. Pode-se destacar assim como Piaget, que a abstracédo reflexionante
é tdo importante para o pensamento logico das criancgas, quanto para a matematica avancgada.

Em termos de matemética avancada, a abstracdo reflexionante € definida por
Dubinsky (1991) como a construcdo de objetos mentais e de a¢Ges mentais sobre esses
objetos. O mesmo autor utiliza-se da nocdo de esquema para fazer a relagédo entre os
conceitos especificos da matematica e a abstracdo reflexionante como atuante na matematica
avancada.

A abstracdo reflexionante ndo se restringe a uma Unica forma de construcdo do
pensamento matematico, seja ele elementar ou avancado. Dubinsky (1991) elenca cinco tipos
diferentes de construcdo que poderdo ser importantes no desenvolvimento do pensamento
matematico: interiorizacdo, coordenacdo, encapsulamento, generalizacéo e reversao.

A interiorizagdo consiste na construcdo de processos internos para fazer sentido na
compreensdo de fendmenos; ela permite tomar consciéncia das coordenagdes das acdes ou
de abstracBes reflexionantes, possibilitando abstracGes refletidas — responsaveis pela
construcdo de novos conceitos. Dubinsky (1991) exemplifica citando a compreensao de uma
funcdo e de como o sujeito responde, pois pode estar construindo um processo mental
relacionado a funcdo. Ocorre que muitos estudantes constroem um processo mental com
facilidade quando existe uma representacao fisica e um intermédio entre a acdo externa e sua
interiorizacdo, 0 que é comum na matematica elementar. Na matematica avancada enfrenta-
se a dificuldade de representar fisicamente as operacdes e 0s contetidos, como citam Basso
e Notare (2015):

Alguns problemas, por exemplo, exigem dos alunos a realizacdo de experiéncias
com objetos matematicos, para possibilitar a observacdo de seus comportamentos
diante da manipulacdo de seus elementos. Nas séries iniciais, objetos fisicos
manipulativos podem fornecer este suporte visual e experimental para as criangas.
Eles servem como modelos fisicos temporarios para desencadear ideias
matematicas [...]. Em niveis mais elevados, muitas ideias matematicas ndo tém
suporte nesses modelos fisicos. Nestes casos, 0s computadores podem fornecer a
possibilidade de manipulacdo virtual, em situagcdes nas quais dispositivos fisicos
ndo existem ou ndo sdo acessiveis (BASSO, NOTARE, 2015, p.4).
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Entende-se, pois, que as tecnologias digitais podem ser importantes aliadas nos
processos de ensino e de aprendizagem por favorecerem a construcao e a representacao de
objetos na tela do computador levando ao desenvolvimento do pensamento matematico.

A coordenacdo, conforme Dubinsky (1991), corresponde a dois processos que podem
ser coordenados para formar um novo processo, exemplificando com a composicao de duas
funcoes.

O encapsulamento corresponde ao ato de converter um processo num objeto. Entre
diversos exemplos de matematica avancada, podemos citar a integral, tema de nossa
pesquisa:

Um estudante de célculo pode ter interiorizado a acdo de tomar a derivada de uma
funcdo e pode ser capaz de fazer isso com sucesso com uma grande quantidade de
exemplos, usando vérias técnicas que muitas vezes séo ensinadas e ocasionalmente
aprendidas em cursos de calculo. Se o processo for interiorizado, o aluno podera
reverter para resolver problemas em que uma funcéo é dada e é desejavel encontrar
uma funcdo cuja derivada é a funcdo original. Isso é antidiferenciacdo ou
integracdo, e também é uma acdo e, em seguida, deve ser interiorizado para se
tornar um processo. Encapsular os processos de diferenciacdo e integracéo - pelo
menos até o ponto de 0s ter como objetos de reflexdo - parece ser um pré-requisito
essencial para a compreensdo do teorema fundamental do célculo. (DUBINSKY,
1991, p. 106).

Segundo Dubinsky (1991), a forma mais simples e familiar da abstracdo
reflexionante é a generalizacdo. Quando por exemplo, um sujeito consegue aplicar um
esquema a uma colecdo de fendmenos, podemos considerar que o esquema foi generalizado.
Por fim, ha uma inversao de um processo. Uma vez que ele existe internamente, o sujeito
pode pensar de forma contraria para elaborar e construir um novo processo. Nesse caso, uma
série de atividades envolve a reversdo de um processo, como por exemplo, a resolucéo de
uma equacao.

Com base nas cinco formas de construcdo em abstracdo reflexionante, diz-se que a
construcdo de varios conceitos da matematica avancada pode ser descrita nestes termos. Este

sistema faz parte de um esquema, cuja construcdo pode ser verificada na Figura 8.
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Figura 8 - Esquemas e sua construcdo
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Fonte: Dubinsky et. al. (2014, p. 10)

Dentro deste contexto, em relacdo as funcdes de duas ou mais variaveis, analisou-se
o trabalho de Burigo et. al. (2013), que apresenta em seu estudo as compreensdes de curvas
de nivel referenciadas na teoria APOS. Em sua pesquisa apresentam reflexdes sobre a dificil
passagem do estudo das fun¢des de uma para duas ou mais varidveis, bem como suas
inferéncias na transi¢do da concepcao acao para a concepgao processo.

Uma agdo, segundo a teoria Apos, é uma transformacéo de objetos percebida pelo
sujeito como essencialmente externa e como algo que é efetuado mediante a
aplicacdo de uma sequéncia de instru¢des. Quando uma acéo € repetida e o sujeito
reflete sobre ela, pode-se entdo, produzir uma constru¢do chamada processo, que
ndo necessita mais de estimulos externos, e que pode ser mentalmente revertida
ou combinada com outros processos. (BURIGO et.al. 2013, p. 119).

Observam que a representacdo grafica, sua leitura e producdo de funcbes de uma
variavel por parte dos estudantes ndo é tdo trivial quanto parece e como os préprios docentes
a consideram. Nas funcdes de duas variaveis segundo os autores, aparecem outras
dificuldades na compreenséo e construcdo desses graficos. A incompreensdo, segundo eles,
deriva de varios aspectos como o dominio, imagem, superficie, plano xy e o eixo z.

Os autores citados concordam, a partir do trabalho desenvolvido, que uma condicao
para a aprendizagem das funcdes de duas ou mais variaveis € a superacdo da concep¢ao acao
em favor de uma concepcgdo processo de funcdo. Dessa forma, retorna-se a teoria da
abstracdo reflexionante quando verifica-se que quando a abstracdo ndo é mais empirica, mas
reflexionante, com tomada de consciéncia, tornando-se refletida, ocorre a construcdo do
conceito. O conceito é uma totalidade operatoria que integra estruturas; essas estruturas que
sdo esquemas interiorizados aparecem como possibilidades novas de aprendizagem —
aprendizagem ndo é outra coisa que a assimilacdo possibilitada por tais novidades

estruturais. Assim como 0s esquemas sensOrio-motores, assim que construidos, abriam
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possibilidades a novas assimilac@es, isto €, a novas aprendizagens, assim também novos
conceitos, assim que construidos por abstracdes refletidas, abrem possibilidades para
assimilacGes tedricas novas — para novas aprendizagens tedricas — aprendizagens

matematicas avancadas.
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A pesquisa em questdo, baseia-se numa investigacdo qualitativa, cujo levantamento

de dados se deu a partir de entrevistas, as quais proporcionaram 0 acompanhamento,

observacdes e a utilizagdo de diferentes estratégias durante a realizacdo de uma atividade

com uso de um applet do software matematico Geogebra, cujo objetivo foi levar a

compreensdo do conceito de integral dupla.

4.1 Pesquisa Qualitativa

O termo ‘pesquisa qualitativa’, conforme Flick (2009), ndo foi utilizado sempre da

mesma forma. Por muito tempo foi empregado de forma diferenciada para descrever uma

alternativa a pesquisa ‘quantitativa’. No entanto, com o passar do tempo, o significado foi

ficando mais claro e a pesquisa qualitativa foi dispondo de caracteristicas proprias.

Sendo assim, a pesquisa qualitativa usa o texto como material empirico (em vez
de nimeros), parte da nogdo da construcédo social das realidades em estudo, esta
interessada nas perspectivas dos participantes, em suas praticas do dia a dia e em
seu conhecimento do cotidiano relativo a questdo em estudo. (FLICK, 2009, p.16).

Segundo Bogdan e Biklen (1994) a pesquisa qualitativa configura-se de acordo com

as seguintes caracteristicas:

1. Quanto ao ambiente, valoriza-se 0 ambiente natural que € a fonte direta de dados

e 0 pesquisador configura-se como o principal instrumento. Neste tipo de pesquisa, 0 contato

direto e prolongado com o ambiente e situacdo é fundamental, pois existe a influéncia do

espaco sobre o comportamento humano.

Os investigadores qualitativos frequentam os locais de estudo porque se
preocupam com o0 contexto. Entendem que as acBes podem ser melhor
compreendidas quando sdo observadas no seu ambiente habitual de ocorréncia. Os
locais tém de ser entendidos no contexto da histéria das instituicdes a que
pertencem. Quando os dados em causa sdo produzidos por sujeitos, como no caso
de registros oficiais, os investigadores querem saber como e em que circunstancias
€ que eles foram elaborados (BOGDAN e BIKLEN,1994, p.48).

2. As descrigdes sdo caracteristica fundamental da pesquisa qualitativa. Todo

material obtido a partir da pesquisa € em forma de documentos escritos, fotografias, videos,

registros das observacdes, entrevistas, entre outros.
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Na sua busca de conhecimento, os investigadores qualitativos ndo reduzem as
muitas paginas contendo narrativas e outros dados a simbolos numéricos. Tentam
analisar os dados em toda a sua riqueza, respeitando, tanto quanto o possivel, a
forma em que estes foram registrados ou transcritos (BOGDAN e BIKLEN,1994,
p.48).

Nessa abordagem a palavra escrita tem fundamental importancia do inicio ao fim,
desde o registro dos dados até sua andlise. E qualquer situacao pode servir de informacéo ou
pista a ser registrada, questionada, analisada e estudada.

3. O resultado interessa menos do que o processo. A manifestacdo de determinado
problema nas atividades diarias é o que interessa ao investigador. Buscar a resposta de certas
perguntas: Como? Por que? Qual? é analisar de que forma certos fatores influenciam no
problema em questé&o.

Nesse sentido, esta pesquisa visa analisar cada resposta buscando perceber qual o
conhecimento empregado e como cada um dos estudantes de forma individualizada constroi
ou compreende um determinado conceito e organiza seu raciocinio para chegar a solucédo de
um problema.

4. Os dados tendem a ser analisados de forma indutiva. Os dados coletados ndo sao
colhidos para que se comprove ou anule uma determinada hipétese, mas para poder analisar
as construgdes que ocorreram.

Os dados, segundo Bogdan e Biklen (1994), sdo as informacdes apresentadas de
diversas maneiras para compor o material da pesquisa. S&o os materiais brutos recolhidos
pelo pesquisador para compor a base de sua analise. Ao mesmo tempo, formam os elementos
necessarios para refletir sobre os aspectos a serem explorados. Segundo Bogdan e Biklen
(1994, p. 149):

O termo dados refere-se aos materiais em bruto que os investigadores recolhem
do mundo que se encontram a estudar; sdo os elementos que formam a base da
anélise. Os dados incluem materiais que os investigadores registram ativamente,
tais como transcri¢des de entrevistas e notas de campo referentes a observagdes
participantes. Os dados também incluem aquilo que outros criaram e que o
investigador encontra tal como diérios, fotografias, documentos oficiais e artigos
de jornais. Os dados sdo simultaneamente as provas e as pistas. Coligidos
cuidadosamente, servem como factos inegaveis que protegem a escrita que possa
ser feita de uma especulacdo ndo fundamentada. Os dados ligam-nos ao mundo
empirico e, quando sistematica e rigorosamente recolhidos, ligam a investigacao
qualitativa a outras formas de ciéncia.

5. Na abordagem qualitativa, o “significado” dado as coisas é de fundamental
importancia. Nesse tipo de estudo, torna-se importante levar em consideragdo como 0s

participantes encaram o que esta sendo focalizado.
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(...) os dados ndo sdo apenas aquilo que se recolhe no decurso de um estudo, mas
a maneira como as coisas aparecem quando abordadas com um espirito de
“investigagdo”. (...) A investigagdo qualitativa envolve pegar nos objetos e
acontecimentos e leva-los ao instrumento sensivel da sua mente de modo a
discernir o seu valor como dados. (BOGDAN ¢ BIKLEN, 1994, p. 200)

Na pesquisa qualitativa, conforme Bogdan e Biklen (1994), sdo obtidos dados
descritivos no contato direto entre investigador, participante e situagdo a ser estudada, cujo
processo estd acima do produto, levando-se em consideracdo a perspectiva dos participantes.
Dessa forma, essa pesquisa configura-se como qualitativa, cujo objetivo é valorizar cada

detalhe observado nas acdes dos participantes.

4.2 Método Clinico

O método clinico, segundo Delval (2002), foi utilizado na Psicologia como um
método de prevencao e tratamento de anomalias mentais e deficiéncias, incluindo criancas
que apresentavam dificuldades escolares.

Piaget, por sua vez, foi quem introduziu o metodo clinico na psicologia normal e
quem estudou o pensamento das criangas. O significado dado por ele a essa pratica foi muito
diferente do original. Desde o inicio, seu interesse ndo foram os dados estatisticos, tanto que,
ndo se sentiu muito confortavel em quantificar sujeitos que respondiam corretamente ou nao
aos problemas que lhes eram propostos. Seu maior interesse foi tentar entender as respostas
desses sujeitos, bem como, 0 que o0s levava aos erros.

Nesta pesquisa, 0 objetivo é entender como os estudantes de graduacdo constroem
um conhecimento matematico e como organizam suas ideias para elaborar um conceito ou
até mesmo resolver um problema proposto. Em funcéo disso, verificou-se que a metodologia

proposta, baseada no método clinico, poderia trazer respostas mais eficazes.

A esséncia do método consiste na intervengdo constante do experimentador em
resposta a agdo do sujeito, com a finalidade de descobrir os caminhos que segue
seu pensamento, dos quais o sujeito ndo tem consciéncia e que, portanto, ndo pode
tornar explicitos de maneira voluntaria (DELVAL, 2002, p.53).

Com base no método clinico investigou-se como 0s estudantes pensam, percebem e
atuam sobre as situa¢Ges as quais sdo expostos (DELVAL, 2002). Procurou-se descobrir o

que esta nas entrelinhas das conversas e a¢fes dos participantes da pesquisa. Interferiu-se
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sistematicamente diante da atuacdo dos estudantes, os quais foram observados e suas agoes
analisadas individualmente, quando diante de uma situacdo-problema deviam encontrar uma
solucéo ou explicacdo. A partir das palavras, acfes e gestos de cada estudante procurou-se
analisar e justificar cada acgéo.

Verificou-se, pois, que Piaget ndo aplicava sempre 0s mesmos problemas, ja que
aperfeicoava e adaptava os mesmos ao tema abordado. Além disso, 0 método clinico de
Piaget pode ser caracterizado de acordo com as etapas pelas quais passou desde sua

introducdo como apresenta Delval (2002) no Quadro 2, abaixo:

Quadro 2 - Etapas do Método Clinico de Piaget

Etapa Obras principais Caracteristicas
Os primeiros | A linguagem e o pensamento na crianca (1923) | Trabalhos baseados na observagéo
esbocos O juizo e o raciocinio na crianga (1924) e em pequenas experiéncias. O
Até 1926 método € esbogado, mas ainda ndo

aparece com clareza. Método

puramente verbal.

A constituicdo do
método
1926-1932

A representacdo do mundo na crianga (1926a)
A causalidade fisica na crianca (1927)
O juizo moral na crianga (1932)

Formulacéo explicita do método,
suas  caracteristicas e  suas
dificuldades.

Método verbal para estudar os
contetidos do pensamento.

O método ndo-
verbal
1932-1940

O nascimento da inteligéncia na crianga (1936)
A construcdo do real na crianga (1937)
A formac&o do simbolo na crianga (1945)

Aplicacdo do método a sujeitos
que ainda néo falam.

Manipulagéo e | A génese das quantidades fisicas (1941) O sujeito tem de resolver tarefas

formalizacdo
1940-1955

A génese do nimero (1941)

Da logica da crianca a légica do adolescente
(1955)

Inimeros estudos sobre a I6gica e as operagdes
fisicas e matemaéticas

mediante sua acdo e pedem-se a
eles explicacbes do que faz. A
explicacdo € um complemento da
acao.

Desenvolvimentos
posteriores
A partir de 1955

A génese das estruturas légicas elementares
(1959)

A imagem mental na crianga (1966b)

Memoéria e inteligéncia (1968)
Monografias do Centre
d’Epistémologie Génétique

International

Algumas tentativas de voltar a usar
dados estatisticos. Poucas
variaces de fundo.

Fonte: Delval (2002, p. 67)

O método clinico, segundo Delval (2002), € visto como um procedimento que da
condicGes de averiguar de que forma o sujeito pensa, age, sente e percebe. Através dele o

pesquisador tenta descobrir o que ndo € 6bvio nas acdes e falas dos sujeitos observados ou
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questionados. Assim, sua principal caracteristica é a atividade proposta pelo pesquisador,

bem como sua interagdo com o sujeito.

[...] a caracteristica do método clinico é a intervencdo sisteméatica do
experimentador diante da conduta do sujeito, isso pode ocorrer, seja qual for essa
conduta. A conduta pode ser verbal, de manipulacdo de um objeto com explicacéo
ou por si mesma. Em que se diferencia, entdo, de outros métodos?

Creio que a esséncia do método, e aquilo que tem de mais especifico, que o
diferencia de outros métodos, consiste precisamente nessa intervencao sistematica
do experimentador diante da atuagdo do sujeito e como resposta as suas acles ou
explicagdes. O experimentador esta na presenca de um sujeito a quem se estuda
individualmente e com quem se estabelece uma interagdo. Coloca-se esse sujeito
em uma situagdo problematica que ele tem de resolver ou explicar, e observa-se o
que acontece. Enquanto se produz a conduta do sujeito [...] o experimentador
procura analisar o que esta acontecendo e esclarecer seu significado. (DELVAL,
2002, p. 68)

De acordo com a esséncia do método, o pesquisador, enquanto entrevistador tem
papel significativo, pois suas intervengdes devem contribuir positivamente na qualidade das
respostas para auxiliar na comprovacao das hipoteses formuladas. Além disso, é dada maior
importancia ao processo do que ao produto do problema.

A utilizagdo do método clinico baseia-se no pressuposto de que os sujeitos tém
uma estrutura de pensamento coerente, constroem representaces da realidade a
sua volta e revelam isso ao longo das entrevistas ou de suas ag¢fes. (DELVAL,
2002, p. 70)

Delval (2002) aponta os principais passos que devemos seguir para realizar uma
pesquisa baseada no método clinico, mas aponta este método como bastante flexivel, de
forma que se possa fazer ajustes, intervir, bem como reformular o ponto de partida.

Segundo Delval (2002, p. 80), os principais passos sdo:
1°- A escolha do problema e a definicdo do mesmo com precisdo. O exame dos antecedentes
do trabalho que se quer realizar e o planejamento de como fazer a coleta de dados. Antes de
iniciar a pesquisa € preciso saber 0 que se quer pesquisar e o que ja foi pesquisado sobre o
tema;
2° - Coleta de dados através da entrevista clinica;
3° - Analise de dados para extrair o maximo de informaces deles;
4° - Apresentacdo de resultados num informe sobre o trabalho.

Inicialmente, é preciso pensar numa hipotese de pesquisa, nas expectativas da mesma
e das respostas obtidas. Assim, para desenvolver uma das etapas mais importantes da
pesquisa, elaborou-se a hipotese de que a utilizacdo do applet do software Geogebra pode
contribuir na compreensao de conceitos matematicos relacionados a integral dupla, através

da interacdo, que possibilita a visualizacdo e manipulacao do sélido na tela do computador.
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As entrevistas que caracterizam esta pesquisa sdo do tipo semi-estruturada, que
segundo Delval (2002, p. 147) apresenta as seguintes caracteristicas:

Perguntas basicas comuns para todos os sujeitos, que vao sendo ampliadas e
complementadas de acordo com as respostas dos sujeitos para poder interpretar o
melhor possivel o que vdo dizendo. As respostas orientam ocurso do
interrogatdrio, mas se retorna aos temas essenciais estabelecidos inicialmente. E o
tipo de entrevista mais empregado na pesquisa.

A partir da realizacdo de algumas entrevistas do tipo aberta, cujo objetivo foi delinear
as entrevistas posteriores, que de fato deveriam ser analisadas, partiu-se para a elaboragédo
de algumas perguntas essencias em diferentes blocos a ser analisados.

As entrevistas foram realizadas com sete (07) estudantes que responderam as
questdes elaboradas pela pesquisadora antes da aplicacao das entrevistas e aquelas que foram
surgindo a medida que o estudante respondia as questdes e interagia com o applet.

Conforme Delval (2002), Piaget classificou as respostas dos seus entrevistados e
julgou importante fazer essa disting@o para suas pesquisas. Apresentamos no Quadro 3, essa
classificacdo e situamos as respostas obtidas nessa pesquisa de acordo com Piaget a fim de

contemplar as respostas aproveitaveis na analise.

Quadro 3 - Os tipos de respostas segundo Piaget

Tipo Caracteristicas Valor

As que a crianga da espontaneamente sem | As que mais interessa conhecer.
Esponténeas intervencdo do entrevistador ou dos adultos.

Surgidas na entrevista diante das perguntas do | Igualmente interessantes, ainda
Desencadeadas | experimentador, mas elaboradas pelo sujeito e | que o problema seja colocado ao

relacionadas com o conjunto de seu pensamento. | sujeito pela primeira vez.

Produto da entrevista e influenciadas pela | Pouco interessantes; deve-se
Sugeridas intervencgdo do experimentador. procurar evitar.

Historias criadas pela crianca ao longo da | De valor desigual e ndo muito
Fabuladas entrevista pouco relacionadas com o tema e de | grande para o estudo do problema.

carater pessoal.

Qualquer coisa que a crianga diz para livrar-se do | Carentes de interesse.
N&o-importistas | experimentador.

De acordo com os tipos de respostas tabuladas por Piaget, classificou-se as respostas

dos estudantes entrevistados, em sua maioria, como desencadeadas, pois, questionados pela

Fonte: Delval (2002, p. 137)
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pesquisadora, eles elaboraram suas respostas a partir das interacbes com o applet, e

utilizavam conhecimentos prévios sobre o0 que estava sendo perguntado.

4.3 Participantes da Pesquisa e o0 contexto no qual estéo inseridos

Os participantes dessa pesquisa eram estudantes de graduacao dos diferentes cursos
de Engenharia da UNIVATES de Lajeado, Rio Grande do Sul. A Instituicdo recebe
estudantes de toda a regido do Vale do Taquari e de outras regides do Estado. Possui um
espirito comunitario, exercendo grande influéncia nas a¢des e rumos da regido. Os cursos de
graduacdo, em sua maioria noturnos, recebem estudantes que trabalham durante o dia e assim
conseguem cursar uma graduacao a noite.

Os estudantes, no momento da entrevista, estavam matriculados nos seguintes cursos
de graduacdo: Engenharia Civil, Engenharia de Controle e Automacéo, Engenharia Quimica,
Engenharia Mecénica e Engenharia de Software. A escolha desses estudantes se deu, porque
somente nesses cursos a grade curricular compreende as disciplinas de Calculo Diferencial
e Integral e contém em sua ementa o que se pretendia pesquisar.

Os estudantes, participantes da pesquisa, estavam cursando a disciplina de Calculo I,
durante o segundo semestre de 2018, quando foram realizadas as atividades individualizadas
e as entrevistas, e todos eles cursavam a disciplina pela primeira vez. Quando entrevistados,
eles ja haviam estudado a Derivada e a Integral de fun¢des de uma variavel e ndo conheciam
as funcbes de duas ou mais varidveis. Consequentemente, ndo tinham estudado ou tratado
do conceito, defini¢do ou calculo de integral dupla.

Essa etapa da pesquisa foi realizada em dias e horarios marcados com antecedéncia,
ndo sendo considerada como atividade programada da disciplina de Calculo 1. Foram
convidados todos os estudantes da disciplina, no entanto, sete estudantes mostraram interesse
e se dispuseram a realizar uma atividade, cujo objetivo era encontrar o volume de um solido
e relacionar esse volume a integral dupla da funcdo, atraves de um applet do software
Geogebra. Enquanto realizavam a atividade, os estudantes foram entrevistados com base no
Método Clinico de Piaget. O acompanhamento individualizado durante a resolucdo da
atividade e do processo de construcdo dos conceitos, aconteceu com esse numero reduzido

de estudantes, pois uma analise do processo de abstragdo reflexionante na compreenséo do
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conceito de integral dupla requer apontamentos valorizando os detalhes. Decidiu-se por essa
forma de trabalho, pois, num momento anterior as entrevistas havia sido realizada uma
intervencdo durante as aulas de Calculo 11'% n3o se alcancou os resultados pretendidos, no
que tange, principalmente, a confiabilidade e originalidade dos dados, em funcao da grande

quantidade de estudantes.

4.4 Etapas e Instrumentos da Pesquisa

Para alcancar o objetivo proposto nesta tese, atraves da realizacdo das entrevistas,
elaborou-se um roteiro com algumas perguntas-chave que foram feitas aos participantes
durante a realizacdo da atividade, com a utilizagcdo de um applet do software Geogebra. A
hipotese, da qual partiu-se, era que de forma dindmica, os estudantes chegariam ao volume
do sélido, desafiados, atraves de interrogacOes, a verificar que este volume poderia ser
interpretado como a integral dupla da funcéo, cujo célculo forneceria o0 volume exato desse
solido. Os estudantes por sua vez, fizeram uso dos recursos oferecidos pelo software
apoiando-se nos mesmos.

O empenho pela compreensdo do conceito de integral dupla com utilizagdo dos
recursos disponiveis, foi acompanhado e analisado através de observacdes e
guestionamentos feitos durante as entrevistas, de forma que se pudesse responder o problema
de pesquisa proposto.

Para poder analisar de forma mais pontual cada resposta ou estratégia utilizada pelos
estudantes, dividiu-se a entrevista em cinco momentos, de acordo com a execucdo da
atividade por parte do estudante. Esses momentos e a acdo de cada estudante, serviram de
base para a conducdo da entrevista e principalmente para valorizar cada um dos temas
envolvidos e considerados importantes, no processo como um todo, pois a intencdo néo era
apenas o produto final e sim, qualquer fala, gesto e resposta ao longo da atividade.

Na sequéncia, sdo apresentados 0s momentos considerados mais importantes e que

planejou-se analisar de forma particular nas entrevistas.

13 Disciplina que contempla o estudo da Integral Dupla na Instituicdo em que aplicamos as atividades.
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Momento 1: Construcdo de um sélido a partir de uma funcéo com uso do software
Geogebra.

Momento 2: Funcéo de duas variaveis

Momento 3: Calculo do volume de um solido.

Momento 4: O volume do solido e o applet

Momento 5: Relacdo entre o volume do solido e a integral dupla.

Cada uma das entrevistas foi filmada e posteriormente transcrita para que fossem
registrados todos os acontecimentos como gestos, interacbes com o applet, falas, ideias,
sugestdes e estratégias utilizadas. De acordo com Bogdan e Biklen (1994, p.150): “Isto s&o
as notas de campo: o relato escrito daquilo que o investigador ouve, vé, experiencia e pensa
no decurso da recolha e refletindo sobre os dados de um estudo qualitativo”.

Segundo Bogdan e Biklen (1994) faz-se necessario gravar as entrevistas, pois pode-
se ndo captar de forma completa o que fora dito pelos sujeitos da pesquisa, 0s estudantes.
Além disso, apontam para o fato de se estabelecer regras que encurtem a entrevista sem
afetar sua qualidade pela imposicdo de um limite.

A entrevista, realizada enquanto o estudante interagia com o applet, se deu atraves
de uma conversa inicial sobre a utilizacdo do software Geogebra e em especial do applet do
Geogebra,

Todos os estudantes, participantes dessa etapa da pesquisa, ja tiveram contato e
utilizaram o software Geogebra em algum momento da graduacéo, nas aulas de Calculo. No
entanto, nenhum deles conhecia o applet — Integral Dupla, utilizado para a realizacdo da

atividade e entrevista clinica.

4.5. A atividade com o applet

O applet — Integral Dupla, segundo seu criador, tem como objetivo a “Interpretacao
geométrica da Integral Dupla, como volume de um solido limitado acima pelo gréfico de

uma funcdo de 2 variaveis.”

14 Applet criado por Waldecir Bianchini em setembro de 2014, como Atividade envolvendo Integral Dupla e
Volume - Disponibilizado em: www.geogebra.org/u/waldecir#materials/created-integral dupla -
https://www.geogebra.org/m/fqJ2PKAS



Segundo Bianchini (2014):
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A JGI mostra a interpretacdo geométrica da integral dupla, vista como o volume
do solido de base retangular e limitado acima pelo grafico de z=f(x,y) . Observe
que a medida que aumentamos os valores de m e n, 0s prismas tendem ao sélido
desejado e portando a soma dos volumes dos prismas tendem ao volume do sélido.
O volume de cada prisma é obtido pela area da base ((b-a)/m*(d-c)/n) vezes a sua
altura que é dada pelo valor da fungdo f em algum ponto de cada sub-retangulo. Ao
marcar a caixa "Pontos"”, vocé vera os pontos centrados em cada sub-retangulo. Ao
marcar a caixa "Pontos aleatorios", vocé vera os pontos distribuidos aleatoriamente
em cada sub-retadngulo. Entre com outra fun¢do no campo Entrada: f(X,y)=4-x"2-

y~2 , por exemplo.

Abaixo segue a pagina inicial do applet, na versdo do estudante. Na parte superior,

como mostra a Figura 9, sdo dadas informagcdes iniciais sobre o applet.

Figura 9 — Pagina Inicial do Applet — informacgdes iniciais

Integral Dupla

Autor: Waldecir Bianchini
Tépico: Volume

A JGI mostra a interpretagdo geométrica da integral dupla, vista como o volume do sélido de base retangular e limitado acima
pelo gréfico de z=f(x,y).

Observe que a medida que aumentamos os valores de m e n, os prismas tendem ao sélido desejado e portando a soma dos
volumes dos prismas tendem ao volume do sélido.

O volume de cada prisma é obtido pela 4rea da base ((b-a)/m*(d-c)/n) vezes a sua altura que é dada pelo valor da fungdo f em
algum ponto de cada sub-retangulo.

Ao marcar a caixa "Pontos", vocé vera os pontos centrados em cada sub-retangulo.

Ao marcar a caixa "Pontos aleatdrios", vocé vera os pontos distribuidos aleatoriamente em cada sub-retangulo.

Entre com outra fungdo no campo Entrada: f(x,y)=4-x"2-y"2 , por exemplo.

Fonte: www.geogebra.org/m/fqJ2PKAS

Na parte inferior, como mostra a Figura 10, é apresentado o campo de trabalho em

gue o estudante interage, modifica os pontos e a fun¢éo, visualizando o que acontece.

Figura 10 — Pagina Inicial do Applet — campo de trabalho
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Fonte: www.geogebra.org/m/fqJ2PKAS
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Inicialmente apresentava-se o applet ao estudante que estava sendo entrevistado sem
citar a Integral, pois a intencéo era aproveitar a0 maximo seus recursos sem que o estudante
fosse induzido (através de uma sugestao de resposta) a pensar na integral por essa ser citada
na pagina inicial. Por esse motivo, antes de apresentar o applet, inseriu-se a funcéo f(x,y) =
4 — x? —y? e se exibiu o applet como mostra a Figura 11. Falou-se de alguns sélidos

geométricos como cubo, prismas, cilindros, cones e do sélido construido no applet, o

paraboloide.
Figura 11 — Applet no formato apresentado aos estudantes
1e2 g{ m=1 :-‘/
. .
v
dei
.

V=3 % f(P)AzAy= 4844

Fonte: Elaborada pela autora

A partir desse momento, o estudante p6de manusear o applet. Cada um dos
entrevistados apresentava suas proprias estratégias e formas de pensar, duvidas e conclusdes
a partir da interacdo com o applet, bem como, as respostas aos questionamentos feitos pela
pesquisadora.

No lado esquerdo do applet, como é apresentado na Figura 12, aparece a Janela de
Algebra, onde sdo exibidos os controles deslizantes, que permitem através de botdes rolantes
(@, b, c e d) modificar (aumentar ou diminuir) a base do(s) prisma(s) retangular(es)
construido(s) a partir da base do paraboloide. Ja os botdes rolantes (m, n) séo responsaveis

pela parti¢do do prisma em prismas com base retangular.



Figura 12 — Janela de Algebra — controles deslizantes
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Fonte: Elaborada pela autora

A medida que se aumenta os valores de m e n, aumenta o nimero de prismas

retangulares (verdes), pois o prisma inicial é dividido em prismas de base cada vez menor.

Na Figura 13, o prisma corresponde a um cubo com m=1 e n=1.

Figura 13 — Um Unico prisma retangular com m=1 e n=1
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Fonte: Elaborada pela autora

Na Figura 14 o cubo inicial foi dividido em 9 prismas retangulares com base de

mesma area em que m=3 e n=3.




Figura 14 — Prismas retangulares com m=3 e n=3
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Fonte: Elaborada pela autora

Aumentando os valores de m e n e consequentemente as particdes da base do prisma

inicial, o volume de cada um dos prismas diminui, logo, a soma dos volumes desses prismas

também diminui. Ainda, como é possivel verificar na Figura 15, os prismas retangulares vao

se encaixando no paraboloide e a soma dos volumes desses prismas vai se aproximando do

volume do paraboloide.

Figura 15 — Prismas retangulares encaixando cada vez mais no paraboloide - m=9 e n=9
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A partir da interagdo com o applet, chega-se ao volume do paraboloide partindo de
um prisma retangular com volume superior ao volume do paraboloide. Com a particdo do
prisma inicial, obtém-se prismas retangulares com volumes cada vez menores, pois a base
de cada um deles vai diminuindo. A soma desses volumes, consequentemente, também vai
diminuindo em rela¢do ao volume inicial. Os prismas, a medida que vdo aumentando em
quantidade e diminuindo a &rea de sua base vao se encaixando no paraboloide, ficando
abaixo da curva. Assim, quanto mais prismas retangulares e quanto menor a area da base de
cada um, mais a soma de seus volumes se aproximara do volume do paraboloide. Entretanto,
poder-se-ia, mas ndo € o caso desse applet, ter um solido inicial dentro do paraboloide com
volume menor que o volume do paraboloide, mas com as parti¢des, 0 nimero de prismas
iria aumentando e as diferentes alturas dos prismas permitiriam gque esses se encaixassem no

paraboloide para chegar ao volume do mesmo.
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5. ENTREVISTAS E ANALISE DAS RESPOSTAS

Nessa secdo, sdo apresentados os resultados das entrevistas realizadas com os sete
(07) estudantes, os quais identificou-se como mostra 0 Quadro 4. Para identificar cada um
dos estudantes, utilizou-se as trés primeiras letras do nome de cada um, seguido do numero

que corresponde a ordem das entrevistas.

Quadro 4 - Identificacdo dos estudantes entrevistados

Ordem das Entrevistas | Identificador Sexo Curso

1 Hen 1 Masculino Engenharia Civil

2 Lar 2 Feminino Engenharia Civil

3 Ren 3 Masculino Engenr::{jita; ﬂfaggommle €
4 Bru_4 Feminino Engenharia Quimica

5 Rap 5 Masculino Engenharia Mecénica
6 Djo_6 Masculino Engenharia Civil

7 Luc 7 Masculino Engenharia de Software

Fonte: Elaborado pela autora

A partir do contato com o applet, solicitou-se que o estudante manuseasse livremente
0 mesmo para reconhecer suas fungdes e recursos, bem como, observar o plano e o sélido
construido na Janela 3D. Depois desse reconhecimento inicial, passou-se a fazer perguntas
enquanto o entrevistado interagia com o applet.

De acordo com as respostas e a direcdo na qual seguia a entrevista, elencou-se seus
diferentes momentos. Na sequéncia, seguem trechos das entrevistas e a analise que se fez a

partir da hipotese geral.



68

5.1. Momento 1 - Construcdo de um solido a partir de uma fungdo com uso do software

Geogebra.

Pergunta: Como podemos inserir um solido como o paraboloide?

As respostas dos estudantes foram as seguintes:®

Hen_1: “Preciso inserir através de fungoes”.

O estudante Hen_1 através de sua resposta demonstrou conhecer como ocorre a
construcdo no Geogebra. O fato de ter utilizado o Geogebra em outros momentos pode ter
influenciado na sua afirmacdo de que a construgdo do solido ocorreria a partir da inser¢ao

de funcoes.

Lar_2: “[...] Imagino que seja através de uma curva num gréfico (abre e

fecha a méo). A curva viria de uma funcéo.”

Na sua fala, Lar_2 demonstrou ndo ter subsidios suficientes para dizer como seria a
fungdo que representa esse solido, mas sabia que havia uma curva envolvida. Mesmo que
fosse uma ideia vaga, tinha nocéo de que o grafico, por exemplo, resulta de uma funcéo.
Com isso acredita-se que conceitos anteriormente construidos foram aproveitados para

pensar sobre o paraboloide.

Bru_4: “Com os pontos [...] No espaco que a gente tem? O espago que a
gente vai ter pra inserir aquele (mostra um sélido com as maos) o
paraboloide (faz o0 gesto da parabola com o dedo). Mas eu ndo preciso
colocar ponto por ponto, insiro...X® A... funcéo... E os diferentes pontos
que uso vao dar o... 0 paraboloide...”

O fato de trazer na sua fala os pontos, faz com que se reconheca que Bru_4
possivelmente construiu 0 conceito de funcdo a partir da ideia de unir diferentes pontos.

Nota-se que no seu entendimento a unido dos pontos pode levar a uma funcédo. A partir dessa

15 Em muitas falas retirou-se palavras ou frases que se tornavam repetitivas.
16 O uso das reticéncias nas falas corresponde a uma pausa; estudante pensando.
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resposta, percebeu-se sua convic¢do de que ndo ha necessidade de inserir ponto por ponto
para construir o paraboloide. Logo, acredita-se que houve abstracao reflexionante em relagdo
a funcdo e sua representacdo grafica, pois segundo Piaget (1995) “o resultado de uma

abstracao reflexionante € sempre uma generalizagao”.

Rap_5: “Ah, se tu ja tens dados 0s pontos que tu queres ter, tu podes fazer
aquela funcéo do préprio Geogebra que € bijetora e ele te traca como
seria... 0 grafico. Ou tu podes ir fazendo gréaficos genéricos, podes fazer
varias pardbolas genéricas. E dai tentar fazer ela assim... (mostra o
paraboloide) [...] Parainserir, tu vais ter aqui a entrada (campo de entrada
do applet como no Geogebra), dai por exemplo tu botarias y igual, ai tu
pdes a pardbola em questao, tu botas x ao quadrado mais, ou aqui no caso
(mostra o paraboloide) seria menos x ao quadrado... [...] Ai tu inseres a

pardabola em questdo que seria a fun¢do”.

Em sua resposta, Rap_5 estava convicto de que é possivel construir um gréafico, e que
este poderia ser descrito por uma funcdo, utilizando pontos. Percebe-se, assim, a presenca
de abstracdo refletida. Além disso, Rap_5 propds uma funcdo ja conhecida, mesmo que essa
fosse no plano xy e ndo em trés dimens@es. Utilizou, portanto, conhecimentos prévios
relacionados as fungdes fazendo uma relacdo entre a parabola e o paraboloide. Dessa forma,
a hipotese é de que essas conexdes podem contribuir na construcdo da funcdo de duas

variaveis e do conceito de volume.

Luc_7: “No programa na verdade seria escrever a funcéo. E dizer quais

sdo os valores das variaveis... no casoxey’.

Em poucas palavras, Luc_7 deixou transparecer que ha duas varidveis envolvidas,
mesmo nao tendo trabalhado com fun¢des de duas variaveis. Entende-se que, 0 uso do applet
podera auxiliar na construcéo de conceitos basicos como o comportamento e a representacao

geométrica desse tipo de funcéo.
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5.1.1 Conclusdo - Momento 1:

As ocorréncias identificadas nas falas dos estudantes caracterizam a abstracdo
reflexionante e sdo indicativos da presenca de conceitos relacionados as funcbes e suas
representacdes graficas, pois citaram a marcagdo de pontos para tragar a curva e o solido,
mas optaram pela funcéo, pois a construcao seria imediata.

Quanto a construcdo do paraboloide no applet, cinco estudantes citaram a funcao
como necessaria para construir o solido. As falas desses estudantes retratam um
conhecimento suficiente para construir um sélido no applet. Todos tém elaborado o conceito
de que um gréfico, uma curva, um sélido, pode ser construido através da insercdo de uma
funcdo num software ou applet matematico. Percebe-se assim, uma apropriacdo dos
mecanismos da acdo, que de acordo com Piaget (1995) é a abstracdo refletida, pois todos
mostram-se conscientes de que é possivel marcar pontos e a partir deles tracar uma curva ou
até mesmo um s6lido, no entanto, inserir uma func&o facilita e sintetiza a ac&o.

Verificou-se, também, através das observacOes e respostas obtidas, que 0 uso do
software, através da interacdo que € possibilitada, auxilia na constru¢do do conhecimento

matematico, como defende Tall (2001).

5.2 Momento 2 — Funcéo de duas variaveis

Pergunta: Como é a funcdo que representa o paraboloide?

Na primeira pergunta ja pretendia-se obter uma resposta mais direcionada ao
paraboloide, mas os estudantes limitaram-se a falar da funcdo de forma geral. Com essa
pergunta, objetivou-se verificar o que eles tinham presente sobre a fungéo que representa um
solido, sabendo que até 0 momento da entrevista haviam trabalhado apenas com funcdes de

uma variavel. As respostas dos estudantes foram as seguintes:

Hen_1: “Entdo, uma funcédo para x e uma funcé@o para y. Onde eu teria
uma altura, uma largura e nesse caso eu preciso ter uma profundidade

também, no eixo z, no caso”.
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Mesmo que na realidade ndo sejam duas fungdes, na sua fala verifica-se que ha a
necessidade de tratar x e y de forma separada. Além disso, deixou transparecer com a
resposta, que a funcdo com uma unica variavel nao vai gerar um solido. O fato de citar z
mostra saber que hd uma terceira variavel envolvida. Esse conhecimento presente em sua
fala, possivelmente tem sua contribuicdo na elaboracgdo da funcdo e construcao do conceito
de funcdo de duas variaveis. Ao citar a utilizacdo das duas variaveis x e y, demonstrou buscar
operacdes que ja sabia realizar, conceitos que ja tinha construido, ocorrendo, assim, um

processo em gue relacionou o antigo com o novo e construiu conhecimento.

Lar_2: “Bom, pra mim ta parecendo que isso ¢ uma curva de grdfico em
3D. [...] Ta em trés dimensdes, ele esta, no caso, no Geogebra. Pelo que
eu vi até agora, a gente viria so essa parte aqui da frente (mostra com o
dedo o sdlido) e teria que calcular a area daqui (faz um movimento
circular com o dedo no paraboloide) e isso daqui pra mim t& parecendo

uma curva grafica em trés dimensoes”.

Mostrou clareza em relacdo as trés dimensdes, no entanto, ndo sugeriu a utilizagdo
de duas variaveis. Diferente de Hen_1, Lar_2 ndo associou o tipo de fungdo ao nimero de
variaveis, somente citou as trés dimensdes. Em sua resposta percebe-se que o conhecimento
que possui, resulta de processos de abstracdo empirica, pois traduziu o que visualizou no
applet.

Ren_3: “Eu ndo sei como, parece uma parabola e girou, parece... (mostra
no paraboloide fazendo o contorno do mesmo com o indicador e ao final
gira os dedos). [...] Como assim? [...] Parece assim uma funcdo de
segundo grau. Com expoente, quer dizer “a”, “xao quadrado” mais “b”,
sabe,... com menos “a”. Ndo sei como é que Se faz para girar... (mostra o
paraboloide). E, eu digo, é uma parabola que foi rodada, ndo sei como
explicar...

[...] Mas é uma parabola. E o que parece. [...] Trés pontos, talvez? Quer
dizer, eixos... z para cima... [...] Parabola,... ndo... fungdo. Porque se tu
tirares o eixo vermelho ou o verde, vai dar uma parabola. Se néo tivesse
um, uma dimensao, se sé tivesse duas, mas o z tem que ficar, ndo pode ser

SO 0 xy. (Mostra 0s eixos). Sendo vai dar um circulo”.
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Em sua fala, Ren_3 deixou transparecer que possuia conhecimentos sobre o assunto,
0s quais utilizou para formular sua resposta. Buscou responder ao questionamento com
informacdes que tinha sobre fungdes de segundo grau. Comparou o paraboloide a uma
parabola que gira, visualizou cortes transversais no solido, e, a0 mesmo tempo, trouxe 0s
solidos de revolucdo. Essas informacgdes trazidas sdo provenientes de um processo de
abstracdo pseudoempirica, pois Ren_3 extraiu qualidades do solido no applet, que ele
préprio colocou 14, tratando o paraboloide como uma parabola e sua rotacdo. Destacou a
importancia do eixo z para a construcdo do sélido, mas ndo comentou sobre uma funcéo de
duas variaveis. O applet através de suas funcionalidades traz vérias contribuicBes na
construcdo da definicdo de um paraboloide, através da rotacdo da parébola em torno do eixo
z. Mesmo que ndo tenha citado a funcdo, traduziu na sua fala que um x ao quadrado
envolvido traz na construcdo uma parabola e que se o coeficiente deste x ao quadrado for
negativo, tera sua concavidade voltada para baixo. Através de abstracdes pseudoempiricas,
varias propriedades foram retiradas tanto do paraboloide construido no applet como de suas

acOes sobre este applet, contribuindo na construcdo do solido a partir de uma funcéo.

Rap_5: “Ah, mas é que em 3D ela vai ter um volume [...] Dai ndo posso
pensar s6 no plano, tu vais ter a terceira componente, ndo vai ser sd x e y.
Por isso entra 0 z no caso. Dai tu precisas das trés dimensbes para dar
essa profundidade aqui (mostra a altura do paraboloide na tela). E, pois
é,... E... que na verdade (se ajeita melhor na cadeira) tipo o trajeto que faz
aqui (mostra com o dedo o contorno do paraboloide) é uma funcdo de
segundo grau... entdo tu ndo podes pensar que é de 3° grau s6 porque é
3D. Porque continua fazendo s6 a parabola de 2° grau. E a coisa é que
ela contorna também, faz o giro 360 graus (faz 0 movimento com as méaos)
com essa parébola, entdo ndo sei. Como eu faria pra fazer isso? (Mostra
davida). [..] E... que como tem o z, eu... pode ser que tenha mais

’

variaveis... nunca parei pra olhar, mas provavelmente sim...”.

Em sua fala Rap_5 reconheceu que ha trés dimensdes envolvidas e que, sendo assim,
somente as variaveis x e y nao sdo suficientes para construir a funcdo que representa um
paraboloide. Demonstrou ter algum conhecimento sobre o solido utilizando diferentes

propriedades para justificar a constru¢do do paraboloide. Assim, constata-se a presenca de
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abstracdo pseudoempirica, pois retirou propriedades do sélido, que ele colocou no sélido, e
visualizou tentando chegar a fungdo que representa o paraboloide. Acredita-se, pois, que
esse conhecimento prévio sobre funcdes seja fundamental na construcéo de novos conceitos,

como o de funcdo de duas variaveis, por exemplo.

Djo_6: “Bah, isso pode ser uma curva (mostra o contorno do paraboloide)
de uma funcéo de 2° grau. Agora, dai aqui ele representa que ele é conico,
na verdade, se olha aqui assim (mostra o paraboloide). Ai eu ja ndo sei
como foi feito. [...] Acredito que ndo seja uma funcéo de 2° grau, eu vejo
s6 0 comportamento dela. (mostra com o dedo o comportamento da curva).
[...] Pois é, que aqui além da curva ela tem profundidade. Ela, ele parece
um cone (mostra com as maos um cone) na verdade se tu olhares aqui
assim ele faz uma demarcagéo. Ele tem uma circunferéncia aqui e vem
reduzindo essa circunferéncia de acordo com a variagdo da fungéo.
(mostra com a mao, a partir da base um sélido que vai diminuindo sua
circunferéncia a medida gue vai aumentando a altura). Se for uma funcao,

esse arco (mostra um arco com os dedos) ”.

Nessa fala percebe-se que o estudante conhecia algumas fungbes e suas
representacdes geométricas, no entanto, ndo tinha conviccao disso e vacilou negando uma
afirmacdo anterior sobre funcao de segundo grau. O fato de ser um sélido deixou Djo_6 em
duvida, pois demonstrou saber que ha algo a mais envolvido. Trouxe varios elementos e
conhecimentos sobre figuras planas e solidos, mas ndo o suficiente para levar a funcao que
representa um paraboloide. Nossa hipotese era que por abstracdo pseudoempirica utilizaria
a representacdo gréafica, atraves da visualizacdo do solido e as propriedades da funcédo de
segundo grau para sugerir uma funcéo para o gréfico do paraboloide. No entanto, desistiu e
afirmou que a funcdo de segundo grau ndo teria relacdo nenhuma com a funcéo

representativa do paraboloide.

Luc_7: “Asvaridaveis “x” e “y”... O x.... (pensa, mexe...). Tem uma funcéo
de segundo grau com duas variaveis.... no caso[...] E dizer quais sdo 0s

valores das variaveis... no casox ey”.
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Luc_7 falou de fungdo de duas variaveis com x e y, no entanto, nao tinha certeza
sobre o tipo de fungdo, mas apostou em funcdo de segundo grau. A hipdtese é de que isso
seja consequéncia da forma do paraboloide, cuja caracteristica extrai por abstracdo
pseudoempirica. O tipo de grafico que resulta da funcao de segundo grau, foi determinante
para que fizesse essa relagdo tentando chegar a funcdo que representa o paraboloide. Por
abstracdo pseudoempirica, utilizou propriedades de um solido para citar a funcdo de duas
varidveis. Contudo, ndo se conseguiu identificar, na entrevista, a utilizacdo de outros

conhecimentos por ter respondido de maneira sucinta a pergunta.

5.2.1 Conclusdo - Momento 2:

As respostas a pergunta realizada sobre a funcdo que representa um paraboloide e
suas caracteristicas ndo foram tdo homogéneas quanto as respostas a pergunta anterior que
tratava de como inserir o sélido para poder interagir com ele no software. Dos estudantes
que responderam a pergunta, quatro citaram a pardbola ou a fungdo de 2° grau para se
referirem & fungdo que representa um paraboloide. Essa correspondéncia sugere uma
abstracdo pseudoempirica, pois propriedades da funcdo de segundo grau com uma variavel
foram aproveitadas para tentar descrever a funcdo representativa do paraboloide, assim
como, diferentes propriedades e qualidades implicitas foram extraidas do paraboloide e
utilizadas para justificar seu comportamento, chegar a funcao e construir o sélido.

Em todas as falas verificou-se uma variedade de informacbes e conhecimentos
prévios, como por exemplo, uma funcédo para x, paray e funcéo de segundo grau, utilizados
para tentar compor a funcéo que representa o paraboloide. Nenhum dos entrevistados chegou

a funcdo, no entanto, pode-se afirmar que todos estavam construindo este conceito.
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5.3 Momento 3 - Calculo do volume de um sélido.

Pergunta: Como vocé calcularia o volume do paraboloide?

Depois de falar sobre os soélidos em geral e seu volume, falou-se do paraboloide,
entdo foi perguntado como calculariam esse volume. Enquanto pensavam, querendo dar uma

resposta, giravam o sélido.

Hen_1: “Definiria a fun¢do que representa a curvatura do paraboloide e

utilizaria a integral com base nos pontos laterais, ou seja, as raizes da

funcgdo”.

A utilizacdo da integral para calcular o volume, acredita-se, que seja consequéncia
de atividades realizadas com o Geogebra para calcular a &rea de uma regido abaixo da curva,
conforme relatou Hen_1 durante a entrevista. Mesmo que nunca tenha trabalhado com
funcBes de duas variaveis, apresentou uma ideia clara sobre a integral e sua contribui¢do na
resolucdo de problemas. Com essa afirmacgéo verifica-se uma abstragdo refletida, pois o
estudante tem consciéncia daquilo que fala ao relacionar a rea de uma regido com a integral.
Entdo, esse conhecimento serd um auxiliar na construcdo do conceito de integral dupla, o

qual poderé ser utilizado para calcular o volume de um sélido.

Bru_4: “Colocando no Geogebra? [...] Pegaria a fungéo e calcularia em
cima daquilo ali. (Sorri, pensa, fica na davida.) [...] Sim... Vai ter a funcéo
e 0 espaco que tu ta usando... e com isso da pra calcular o volume... com
uma féormula. [...] Uma férmula para o volume. E simples. [...] Tem a
formula geral [...] do volume é..... ah, agora me esqueci... (pensa).... Como

é a férmula do volume?...... Mas tem uma férmula, né?

Diferente de Hen_1, que esta se dirigindo na direcdo do conceito, cuja construgdo
busca-se verificar, Bru_4 falou de uma formula geral. Além disso, ndo apresentou nenhuma
ideia de como poderia ser essa formula. Pode-se supor que existe uma memorizagdo de

formulas por parte de Bru_4 e ndo hé evidéncia de abstracdo reflexionante. Apresentou uma
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ideia muito vaga sobre formulas para calcular volumes, porém, sem sucesso, neste caso,

mesmo manuseando o applet e podendo visualizar as diferentes vistas do paraboloide.

Rap_5: “Ah, por exemplo se é um cubo tu vais pegar as trés arestas e
fazer vezes, tipo aresta ao quadrado, na terceira....

Pesquisadora: E de um paraboloide?

Rap_5: Pois é... Acho que ndo, eu teria s6 algumas ideias assim, mas
sozinho elas ndo fazem,... por exemplo quando a gente estava, a gente
estudava sempre com cones dai tu tinhas que ter a base,... com o raio... s6
que por exemplo aqui (mostra o paraboloide) ndo faz exatamente como um
cone ... vai sair arredondado... Entdo acho que dependeria da funcéo
mesmo.

Pesquisadora: Poderias usar a ideia de cone?

Rap_5: E seria... acho que s6 a parte da base seria parecida com o que
faz no cone.

Pesquisadora: E essa funcdo auxiliaria de alguma forma no célculo do
volume?

Rap_5: Bom, ndo sei, a gente viu no Calculo | por exemplo, que tem um
grafico 2D, se tu fazes a integral da funcéo tu ganha a area dela, néo sei
se aqui se aplica a mesma coisa pra volume. Se tu fazes a integral de uma
[...] Ah, deve ter algum jeito de fazer com a fun¢éo, dai o que eu imagino
talvez seja esse... porque normalmente ndo.... se faz de um jeito... unindo
com a funcéo, porque por exemplo, no Ensino Médio, a gente via s6 como

sendo um salido, ndo como estando num plano cartesiano... e tal...”.

Rap_5 demonstrou em sua fala um amplo conhecimento sobre diferentes situagdes
envolvendo area e volume. Trouxe a integral para calcular volume, pelo fato de a mesma ter
sido utilizada para calcular a area de uma regido. Com base nessa convicg¢do e consciéncia
sobre o tema area e integral, identificou-se a presenca de uma abstracéo reflexionante do tipo
abstracdo refletida. A hipotese é de que a utilizacdo de conceitos construidos anteriormente,
como o célculo da area interpretado como a integral da funcdo, pode auxiliar na construgédo
de um novo conceito como o calculo do volume de um soélido interpretado como a integral

dupla, por meio de reflexionamentos e reflexdes.
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Djo_6: “Ah, o volume se fosse de um cilindro, aqui na verdade ele é
conico. Deixa eu ver... deixa eu pensar... é... daria pra fazer (leva a mao
ao queixo...). E que aqui tu tens duas variaveis. A gente vé em Célculo
como calcular a area de uma curva, s6 que ai ela ndo seria tipo... 3D. E
s6 uma curva, por exemplo. Essa volta aqui (mostra o contorno da
parabola). A gente pegaria a funcdo dela e .... como se chama... ja faz uns
dias (sorri). E, se ndo me engano deriva a funcdo e... ndo, pera ai (olha
para cima, pensa..mexe). T4, deixa eu pensar um pouquinho. T4, eu
pegaria, se fosse com uma variavel so, eu pegaria a fungdo, aplicaria
baskara pra ver os dois pontos da raiz, as duas intercessdes dela em
relacdo a x no caso. E ai acho que com a funcéo derivada dela eu jogo
esses valores dos pontos, eu consigo calcular a area dela. S6 que dai ndo
tem como calcular esse volume (mostra com as duas maos um solido). E
pra calcular s6 a area. (Leva a mdo ao queixo) Ai o volume... é uma boa
pergunta... (sorri)”.

Pesquisadora: E a ideia do cilindro, aproveitarias?

Djo_6: Inicialmente eu pensei que sim, mas como ela vai reduzindo a
altura aqui (mostra o contorno do paraboloide). Ai eu ja ndo sei... JA ndo
daria certo... a do cilindro seria a area da base vezes a altura... mas como
aqui, a area da base é uma e a superior € outra, dai ndo daria certo esse
célculo... a area da base vezes a altura porque ele vai reduzindo... vai
reduzindo a circunferéncia até aqui em cima (mostra com as maos a

reducdo da circunferéncia). Ai ndo sei como eu calcularia....

Djo_6 apresentou um emaranhado de informagdes, em grande quantidade, mas nao

percebeu-se uma reflexdo sobre as mesmas, ndo construindo assim, novo conhecimento.
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5.3.1 Conclusao Momento 3:

Em relagdo a essa questao ‘como calcular o volume do paraboloide’, surgiram muitas
ideias e uma variedade de conhecimentos que podem levar ao volume de um solido e sua
relagdo com a integral dupla, cujo conceito pode ser compreendido com a interacdo estudante
— applet. No entanto, verifica-se um desconhecimento em rela¢éo ao célculo do volume, e,
supde-se que o0 uso da integral para calcular o volume do sélido foi citada porque a mesma
foi utilizada para calcular a area de uma regido abaixo de uma curva qualquer. Percebe-se
uma conexao entre area e volume, identificando-se processos de abstracdo pseudoempirica,
como cita Piaget (1995), que essa abstracdo esta apoiada sobre as propriedades que o
estudante, no caso, retira de suas coordenacOes de acdes. Os estudantes, por sua vez,
recorreram as caracteristicas e propriedades envolvidas na area de uma regido com o objetivo
de utiliz&-las no célculo do volume.

Segundo Tall (2001), a utilizacdo da tecnologia digital, nessa situacdo-problema,
possibilitou o desenvolvimento de atividades de experimentacdo, a partir das quais foram
observados certos fendmenos dando sentido a atividade e contribuindo na construcdo de

conhecimento.

5.4 Momento 4 - O volume do solido e o applet - Como chegar ao volume do solido

através do applet

Pergunta: O que acontece com a quantidade de prismas verdes?

Nas perguntas anteriores o0s estudantes tiveram que utilizar conhecimentos
construidos em outros momentos. A interacdo com o applet proporcionou a visualizagdo do
solido de diferentes maneiras, bem como, pontos e curvas que sugerem a formacéo do solido.

No momento 4, a interacdo com o applet foi fundamental para responder a pergunta.
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Figura 16 — Prismas retangulares — prismas verdes e o paraboloide

Fonte: Elaborada pela autora

Hen_1: A quantidade vai aumentando...

Pesquisadora: E o volume total?

Hen_1: Vai diminuindo, diminuindo...

Pesquisadora: Diminuindo? Entéo existe uma relagéo inversa?

Hen_1: Sim...entre a quantidade de retangulos.... e eu diria assim... a
precisdo do volume que estou calculando. Ele vai diminuindo porque 0s
retangulos vao ficando cada vez mais dentro da funcéo, do paraboloide
no caso. E essas areas em verde que estdo sobrando aqui... (mostra para
0s espacgos dos prismas que estdo fora do paraboloide — Figura 17). Elas
vao comecando a caber dentro do paraboloide e sendo consideradas no
calculo da area. Entdo quanto tu mais aumentar a quantidade de
retangulos, ou de cubos, mais correta vai ser a area que se pretende
calcular com base nessa funcdo (fala em area, mas esta se referindo ao
volume).

Pesquisadora: Quem define essas alturas, dos prismas?

Hen_1: Aham,... as alturas dos prismas.... (Olha, pensa, gira o
paraboloide....) Tem que ter uma relacdo com a funcéo, porque ele ta

tentando encaixar os prismas dentro do paraboloide e no calculo,... a
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gente entende que a gente vai calcular o volume, entéo eles véo ter que
estar na parte de dentro, entre aspas, do paraboloide. Entdo como ¢ a
funcdo que define qual é a lateral dessa curva, qual é a curvatura, 0s

prismas vao ter relacdo com a funcéo. ”

Figura 17 — As sobras dos prismas
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Fonte: Elaborada pela autora

A percepcéo de que a quantidade de prismas vai aumentando enquanto o volume total
vai diminuindo ¢é facilitada pelo applet, que possibilita visualizar esse comportamento dos
prismas, a variacdo das alturas, seu volume e do paraboloide. Numa constru¢do manual nao
seria tdo simples chegar a essa conclusdo. De acordo com a resposta, que evidencia o quanto
se torna simples verificar o volume de um sélido ndo t&o usual, concorda-se com Tall (2001)
que afirma que o computador ndo pode ser apenas um instrumento que substitui l1apis e papel,
mas um instrumento que contribui na construgdo do conhecimento e na aprendizagem,
fazendo parte do processo.

A afirmacdo de que os prismas vao cabendo cada vez mais dentro do paraboloide,
mostra que Hen_1 esta estabelecendo uma relacdo entre a funcdo que representa o sélido e
seu volume. Embora, em varios momentos trate 0 volume como area, percebe-se que a
intencdo é falar de volume. O fato de fazer uma conex&o entre o volume do paraboloide e a
funcéo que representa o paraboloide, considerando as alturas dos prismas que estdo sendo

incluidos, € uma constatacdo de que houve a utilizacdo de instrumentos de assimilacédo
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(transformac&o do objeto - volume dos prismas), construidos por Hen_1 mesmo antes da
realizaco dessa atividade.

Além de se observar através da interacdo estudante-applet um caminho para a
construcdo de um conceito, identifica-se nas afirmac6es de Hen_1, a presenca de abstracédo
pseudoempirica, pois falou da funcéo que define essa curva, mas que ndo € visivel, portanto,
algo colocado 14, introduzindo no objeto, uma qualidade que nédo esta nele, mas que ficou
registrada como um conhecimento. Por experiéncias anteriores sabia que inserindo a funcao
obtém-se o0 solido, portanto, aproveitou essas informacfes na resolucdo do problema
proposto. Com isso, Hen_1 fez uma conex&o entre a funcéo que representa o paraboloide e
0 volume do mesmo.

Questionada sobre o comportamento e o volume dos prismas, e sobre a relacdo entre
0s prismas e o paraboloide, Lar_2 foi modificando os botGes com os valoresde a, b, cede

observando o que ia acontecendo.

Pesquisadora: Se tu fores modificando a, b, ¢ e d 0 que acontece?
Lar_2: TA.... Acho que a ideia é tentar encaixar ali dentro (mostra o
paraboloide).

Pesquisadora: Ah,... Os prismas verdes, encaixar no paraboloide, no
solido vermelho?

Lar_2: E, a gente fez uma atividade assim, a respeito das integrais para
encontrar a area. De um, de uma curva assim. (mostra com o dedo o
contorno do paraboloide, uma paréabola). E foi mais ou menos essa ideia.
Ah, entdo é isso ai mesmo. Se der pra colocar todos eles perfeitamente ali,
eu vou ter o volume. (Vai mexendo e observando atentamente o que ocorre
na tela, no paraboloide e com 0s prismas).

Pesquisadora: Esse perfeitamente pra ti seria o que?

Lar_2: Ah, o mais dentro possivel sem que sobrasse muito do lado de fora
(pensa). Talvez ndo fique exatamente dentro, mas sobrando o minimo

possivel...

Em sua fala, Lar_2 demonstrou conhecer as Somas de Riemann, que foram abordadas
em aula, anterior a essa entrevista. Através da utilizacdo dessa ideia para tentar resolver o

problema proposto (volume do paraboloide) identificou-se a presenca de abstracdo
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reflexionante, pois um conceito ja construido (area e sua relacdo com a integral definida)
contribuiu na construgdo de outro conceito: volume e sua relagdo com a integral dupla.
Ainda, essa abstracdo decorre de uma abstracdo refletida, pois Lar_2 tinha consciéncia de
que a area de uma regido pode ser calculada por integral. Ao mesmo tempo, parecia tratar
do limite quando falava em colocar os prismas todos dentro do paraboloide. Verifica-se,
assim, a importancia desses conceitos, e as conexdes que podem ser feitas entre limite e
integral.

Durante a entrevista, interagindo com o applet, Ren_3 construiu um cubo, o qual foi

dividido em prismas retangulares de base cada vez menor.

Pesquisadora: Tu tens um cubo, esse prisma verde. Qual é o seu volume?
Ren_3: Quatro, ndo... 4x2x2, dezesseis... Ah, aqui do lado... N&o, néo, é
4x4x4. (se aproxima da tela) E que é de -2 até 2. Ah..... quatro ao cubo,

que eu ndo sei quanto da...

Figura 1 8- Cubo em torno do paraboloide

Fonte: Elaborada pela autora

Pesquisadora: Sessenta e quatro. E se tu fores dividindo esse prisma, tu

achas que o volume vai aumentar ou diminuir?
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Ren_3: Diminuir... (altera m e n aumentando a quantidade de prismas) ...
Que vai pegar mais pontos, d& pra ver claramente ta sobrando um montao
de espaco dai vai ficando, vai pegando mais pontos da propria funcéo...
Aqui s6 pegou o topo e quando dividir vai pegando os lados ateé... quase
tudo. E cada espacinho que sobrar aqui dos lados vai ficar menor (mostra
ao redor do paraboloide).

Pesquisadora: O que estd acontecendo com esses prismas verdes? No
inicio tu tinhas um cubo e agora?

Ren_3: Ele pega aqui 6, por exemplo, desse lado sei 14, mais ou menos na
metade (Mostra as alturas dos prismas) o de cima continua, s6 que ali ta....
eu nao sei qual € o lado (analisa os prismas e o paraboloide). Deve ser um
ou dois o lado dele, mas a altura é quatro...

Pesquisadora: Aham, e as alturas de todos 0s prismas sdo as mesmas?
Ren_3: N&o, aqui que tem trés, tem trés alturas diferentes... (analisa...)
uma altura quase zero, esse aqui deve ser dois... (mostra outro prisma).
N&o sei, deixa eu ver... Ah, da pra ver aqui, entdo... (gira os sélidos da
Janela 3D) é dois. N&o sei se tem um dois ali (se aproxima da tela). O
maximo sempre vai ser o0 quatro, 0 maximo dessa aqui (mostra a funcéo)

mas as outras alturas séo pontos entre o quatro e o zero.

Figura 19 — Comparacéo entre o volume dos prismas e do paraboloide

Pesquisadora: Essas alturas tem uma relagcdo com o paraboloide?
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Ren_3: Sim, todos sdo... 0 meio do prisma é sempre um ponto do
paraboloide. (mostra no paraboloide) Se bem que aqui ndo t4& muito no
quatro... (mostra o prisma do centro). Nao sei se esse sempre vai ser
quatro... Ih, agora néo sei se vai ser sempre quatro, 0 maximo... Eu achei
que ia dar ai no centro, talvez s6 para nimeros impares... Se eu botar em
cinco (modifica ‘m’ para 5 ¢ ‘n’ também). Cinco e cinco, acho que vai
pegar aqui no meio.... E s6 em impares que vai ficar... S6 em impares,
porque dai o impar tem o central.... Dai pega bem no maximo....
Pesquisadora: Bem, tu disseste que o volume desses prismas verdes vai
diminuindo...

Ren_3: Sim

Pesquisadora: E o0 que acontece com a quantidade de prismas?

Ren_3: Vai aumentar, e bastante...

Pesquisadora: E o volume de todos esses prismas, ele aumenta ou
diminui?

Ren_3: Diminui até certo ponto, vai diminuir cada vez menos... Sabe o
quadrado... Até comecar a travar... ou vai diminuindo... ndo sei se é uma
funcdo logaritmo... ou ao quadrado. Sei que o volume ndo € linear, dos
prismas.

Pesquisadora: E esse volume esta se aproximando de quem?

Ren_3: Do paraboloide... Ta cada vez ficando s6 dentro e menos fora.

Tem menos sobra de volume...

Ren_3 usou diferentes conceitos e defini¢des para justificar o que estava acontecendo
com os prismas. Verificou o que acontecia e através das propriedades extraidas, concluiu
que a soma dos volumes dos prismas tende ao volume do paraboloide. A partir das
observacdes e das acOes sobre 0 applet, Ren_3 construiu um novo conceito: que a soma dos
volumes dos prismas tende ao volume do paraboloide, pois a medida que diminui-se a area
da base de cada prisma, diminui o volume de cada um deles e consequentemente o volume
de todos, cuja soma chega a um limite que corresponde ao volume do paraboloide. Com a
construcdo desse conceito pode-se identificar uma abstracdo refletida, que segundo Piaget
(1995) é uma forma superior de abstracdo, resultante de um processo de reflexionamentos e

reflexdes em que o estudante toma consciéncia de uma abstracdo reflexionante.
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A interagdo com o applet fez com que ocorressem conexdes, transformagéo de suas
ideias, gerando um conhecimento novo. Na anélise feita em relacdo ao que estava
acontecendo com os prismas, utilizou conhecimentos anteriores sobre 0s numeros, solidos
geométricos, maximo de uma funcéo, entre outras propriedades e os aplicou na situacédo
proposta. Com isso, identifica-se a presenca de abstragcdo reflexionante, especialmente
pseudoempirica, pois utilizou uma variedade de propriedades que ndo estavam visiveis no
paraboloide nem no applet, mas foram Uteis para construir novos conhecimentos, que
levaram a um novo conceito.

Enquanto manuseava e examinava as diferentes funcionalidades do applet, sugeriu-
se que Bru_4 colocasse os botbes m=1 e n=1 (responsaveis pelas particdes dos prismas)
formando, assim, um cubo em torno do paraboloide, cujas medidas da face coincidem com

a base e altura do paraboloide.

Pesquisadora: Que sélido tu formaste?

Bru_4: Um cubo

Pesquisadora: O volume do cubo formado é o mesmo do paraboloide?
Bru_4: N&o, porque o paraboloide vai diminuindo, na parte inferior...
superior.

Pesquisadora: Entdo como é o volume do cubo em relagdo ao
paraboloide?

Bru_4: Maior

Pesquisadora: Por que?

Bru_4: Porque ele tem as mesmas medidas... e o paraboloide vai
diminuindo... Por exemplo, ali (mostra no solido) ele tem a parte a mais
(o cubo).

Pesquisadora: Alterando os valores de m e n, 0 que acontece com o cubo?
Bru_4: O cubo esta se dividindo...

Pesquisadora: E o seu volume?

Bru_4: Vai diminuindo.

Pesquisadora: E a quantidade de prismas esta diminuindo ou
aumentando?

Bru_4: Aumentando.
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Pesquisadora: Por que tu achas que o volume de cada prisma esta
diminuindo?

Bru_4: Porque eles vao tendo pedacinhos menores. As medidas deles vao
sendo menores. E, vai ficar proximo de um certo valor, mas ndo para....
Acho que néo.

Pesquisadora: O volume vai ficar proximo de quem?

Bru_4: Do paraboloide.

Pesquisadora: E tu achas que tem outra forma de calcular o volume do
paraboloide?

Bru_4: Acho que néo...

Bru_4 faz a relacdo entre o volume dos prismas e o volume do paraboloide. Por
abstracdo empirica verificou e concluiu que os prismas cada vez menores iam se encaixando
de forma que o volume total dos mesmaos, tendia ao volume do paraboloide. No entanto, isso
ndo é o suficiente para pensar em abstracao reflexionante, pois essa conclusdo ocorre de
forma muito vaga. Em suas respostas percebe-se muita inseguranca, no entanto, por hipotese,
a interacdo com o applet auxilia na construgdo de um conceito.

Rap_5 construiu um sélido observando a base do paraboloide, o qual chamou de

solido retangular.

Pesquisadora: Que sélido tu tens? Tu poderias chamar de cubo?
Rap_5: N&o,.... acho que é um sélido retangular.

Pesquisadora: Falando do volume, tu achas que ele corresponde ao
volume do paraboloide?

Rap_5: Nao, ndo... conforme eu vou mexendo aqui na sequéncia ele vai
se aproximando...

Pesquisadora: Dai o que tu vais fazendo com o prisma verde?

Rap_5: Ele vai se dividindo. Agora ele esta s6 em um retangulo...
Pesquisadora: E o que vai acontecendo com o volume dos prismas
verdes?

Rap_5: Ele diminuiu bastante...

Pesquisadora: Entdo o que vai acontecendo com o volume de cada um

dos prismas?



87

Rap_5: O prisma vai se adequando ao paraboloide que tem no meio.
Quando tiver o maximo aqui pra direita, ome o n.

Pesquisadora: E tu achas que tem um maximo?

Rap_5: Ah, ndo, eu quis dizer o maximo aqui no computador... E na
verdade estaria tendendo cada um desses quadradinhos aqui a zero

(mostra os quadrados da base que séo a base dos prismas).

Figura 20 — O tamanho da base de um prisma

Fonte: Video durante a entrevista

Pesquisadora: Hum, e dai o volume total também tende a zero?

Rap_5: N&o, o volume total por exemplo, ele deve estar pegando o ponto
aqui desse paraboloide e tendendo s6 o retangulozinho debaixo a zero.
Tipo no caso o volume seria a area vezes a altura que € um ponto da
funcdo e dai ele vai tendendo a essa area zero, mas a altura vai ser sempre
igual naquele ponto... no outro ponto vai ser diferente...

Pesquisadora: E o que vai acontecendo com a quantidade de prismas?
Rap_5:Vai ficando cada vez maior, s6 que cada vez com uma area menor
a base de cada prisma. Por exemplo, tu vais pegando prisma total que
tinha e vai tendo cada vez mais reparticdes.

Pesquisadora: Tu falaste alguma coisa em Somas de Riemann. Tu achas
que poderias aplicar isso?

Rap_5: E, acho que é isso que esta acontecendo, s6 que em 3D.
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Concluiu que o volume de um s6lido ndo regular pode ser calculado utilizando a
mesma ideia do calculo da &rea de uma regido irregular. Recordou das Somas de Riemann e
aproveitou a ideia para tratar dos cortes feitos nos prismas e que fazem com que 0s mesmos
preencham o espaco do paraboloide. E notavel a presenca de abstracéo reflexionante, do tipo
refletida, pois, Rap_5 conseguiu utilizar e aprimorar um conceito para construir outro,
através do applet, chegando ao objetivo proposto. A tecnologia, nesse caso, favorece a
construcdo de conceitos, pois é possivel ir e voltar para verificar o que esta acontecendo com
0s prismas e sua relacdo com o paraboloide.

Em sua fala, Djo_6 demonstrou um conhecimento em relacdo ao plano, ignorando
muitas vezes o espaco. Agindo sobre o applet, concluiu que a divisdo em prismas com base

cada vez menor, leva ao volume do paraboloide.

Pesquisadora: Que tipo de sélido tu construiste?

Djo_6: Um quadrado. Um cubo na verdade. E, tem uma pequena
variacgao.

Pesquisadora: Tu podes dizer que o cubo tem volume proximo do volume
do paraboloide? Da para dizer que é 0 mesmo volume?

Djo_6: N&o.

Pesquisadora: Por que tu achas que nao?

Djo_6: Justamente por essa area aqui que fica fora (mostra a sobra no
cubo e paraboloide) Eu até acredito que a area do cubo tenha o dobro do
volume do paraboloide.

Pesquisadora: Ah.

Djo_6: Pensando que se essa divisdo do cubo fosse aqui e isso fosse
exatamente uma linha reta quase préxima, visualmente falando. Entao,
acredito que a area do cubo ta dando o dobro da area do paraboloide.
Pesquisadora: Entdo, tu acreditas que o volume do cubo seja maior ou
menor que do paraboloide?

Djo_6: E menor, a metade.

Pesquisadora: Entdo vai modificando m e n, o que tu percebes que esta
acontecendo?

Djo_6: Ele ta reduzindo a altura de z. E ele ta na verdade encaixando,

tipo ele esté dividindo a area em mais cubos. E respeita a funcao dessa
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curva aqui (mostra o paraboloide), cada vez encaixando mais dentro para
ter menos perda. Entdo fica mais préximo do valor.

Pesquisadora: Entédo o que tu achas que esta acontecendo com o volume
desses solidos verdes?

Djo_6: Ele esta reduzindo. Cada vez que aumenta m e n aqui, ele aumenta
0 numero de cubos, ele divide mais os cubos em tamanhos menores que
figuem mais préximos a curva da funcéo, que da esse arco aqui.
Pesquisadora: E quem define essas alturas dos prismas verdes? Essas
diferentes alturas?

Djo_6: A altura limite acho que é dada pelo quatro.... (pensa, mexe,
fala,...) € a altura limite acredito que é dada pelo quatro. Ela vai cada vez
diminuindo e criando mais um. De acordo com a curva.

Pesquisadora: E essas outras alturas também tem alguma relacdo com a
funcéo?

Djo_6: Sim, porque cada vez que eu aumento o valor de m e n, elas vao se
aproximando mais da curva que a funcdo representa. Entdo
provavelmente se eu botar elas no maximo aqui, ela vai dar exatamente
respeitando a curva e o volume exato do paraboloide.

Pesquisadora: Entdo tu achas que o volume desses prismas verdes vai se
aproximando do volume do paraboloide?

Djo_6: Isto...

Pesquisadora: Nao tenderia a zero? Ou tu achas que o volume dos
prismas verdes poderia tender a zero?

Djo_6: Acredito que néo.

Pesquisadora: E quem seria o limite?

Djo_6: Pois é o limite seria o volume do paraboloide.

Analisando a fala de Djo_6, verificou-se sua visdo voltada ao plano, o que sugere que
0 estudante ndo tenha claros alguns conceitos de geometria plana e espacial. Sua percepgéo
ainda esteve voltada fortemente para o plano, pois apesar de a pesquisadora repetir por varias
vezes a pergunta sobre volume, Djo_6 insistia em falar de area.

No ultimo momento da fala, sim, referiu-se ao volume dos sélidos e afirmou que o

volume dos prismas tendia ao volume do paraboloide, 0 que percebeu empiricamente. J& 0
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fato de mencionar a altura dos prismas, que ia se adequando a curva do paraboloide de acordo
com a funcdo que ele representa é uma evidéncia de abstracdo pseudoempirica, pois retirou
do paraboloide uma funcao, que ali colocou através de conhecimento previo.

Afirmou que o limite das somas dos volumes dos prismas seria 0 volume do
paraboloide. No entanto, essa afirmacdo pode ser considerada uma resposta induzida pela
pesquisadora.

Diferente dos demais, Luc 7 girava o sélido tentando visualizar a base do

paraboloide. A partir da base que construiu 0s prismas.

Pesquisadora: Qual é a base do teu paraboloide?

Luc_7: No caso a forma? Um circulo, um cilindro?

Pesquisadora: Qual a outra forma que mais se aproxima dessa?

Luc_7: O circulo seria.... um quadrado??

Pesquisadora: Um quadrado, tu terias como ajeitar um quadrado ali?
Luc_7: Sim... (Mexe e tenta enquadrar a base do paraboloide, no plano xy,
num quadrado. Modifica os valores com os bot@es a, b, ¢ e d para fazer o
quadrado como base do prisma verde. Assim, forma o cubo, depois vai

modificando m e n e 0 mesmo € dividido em prismas retangulares).

Figura 21 — A base do paraboloide e um prisma

Essa conexdo bastante rapida que fez em relacdo a circunferéncia e ao quadrado,
sugere uma abstracdo pseudoempirica, pois se baseou nas propriedades do quadrado e da
circunferéncia para encontrar o retdngulo que mais se aproxima da base do paraboloide. A
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hipGtese € de que fez uma relacdo entre o raio da circunferéncia e o lado do quadrado,
optando pelo quadrado que formaria, entéo, a base do cubo.

Pesquisadora: O que esta acontecendo? Tu tinhas um prisma la no inicio!
Luc_7: Sim, agora estou fazendo mais prismas. Agora a forma dele j& esta
muito mais parecida do prisma acima do eixo x, pelo menos, plano xy.
Pesquisadora: E, como sdo as alturas desses prismas? Sao todas iguais?
Luc_7: As altuuuras.... os bem periféricos parecem que ndo... e 0S mais
do meio parecem que tem a mesma altura. Até porque era um quadrado,
um quadrado n&o, um cubo... e ele foi dividido em partes... verticalmente
a principio... Acredito que quanto mmm.... é eles... Quanto mais tu dividir,
mais tu vais ter alturas diferentes. Se eu for aumentando cada vez mais o
namero de prismas, menores eles iam acabar ficando, até poderiam ter a
mesma altura. SO eles... estariam tdo pequenos que ficariam, do jeito que
fossem estruturados, ficariam préximos da forma do paraboloide.
Pesquisadora: Entdo quem define essas alturas?

Luc_7: O 4 naférmula... Ah, ndo seria o0 quatro porque quanto mais eles
diminuem a altura deles diminui também.

Pesquisadora: Entdo, o que acontece a medida que tu vais aumentando o
nlmero de prismas...

Luc_7: Quanto mais aumenta o nimero de prismas, a principio mais
exato deveria ser, vai... Eu chego mais perto ainda do volume real do
paraboloide. Tanto que aqui é somatorio dos... (mostra 0 somatorio)
prismas...

Pesquisadora: Tu achas que esse volume agora ja esta mais proximo que
0 primeiro que tu tinhas?

Luc_7: J&. Ja estd mais proximo porque tem varios outros sélidos, um
maior nimero de sélidos com menor volume, juntando eles o volume deles

fica mais perto que o anterior, um Unico sélido.
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Figura 22 — O comportamento dos prismas em relagao ao paraboloide

Fonte: Video durante a entrevista

Pesquisadora: Entéo se tu fores dividindo, aumentando o valor de me n,
vai aumentar o nimero de prismas?

Luc_7: Sim, vai aumentar, tendendo ao infinito chegando a um resultado
bem préximo ao real volume do paraboloide.

Pesquisadora: E quem estaria tendendo ao infinito?

Luc_7: O namero de prismas.

Pesquisadora: E o volume?

Luc_7: O volume do paraboloide ou dos prismas?

Pesquisadora: Dos prismas, a soma.

Luc_7: O volume dos prismas tenderia ao volume do paraboloide.

Por abstracdo pseudoempirica, Luc_7 concluiu que a quantidade de prismas vai
aumentando enquanto o volume de cada um deles e sua soma diminui, tendendo a um
determinado valor. Esse valor, segundo ele, corresponde ao volume do paraboloide, a partir
das particdes realizadas.

Através de suas coordenacOes das acdes realizou abstracdes reflexionantes, pois
verificou diferentes alturas dos prismas, as quais relacionou com a ‘férmula’ (a hipdtese é
que seja a funcdo) que representa o paraboloide, que ndo € visivel, mas ¢é a partir dela que
foi possivel construir o paraboloide no applet.
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Est4 presente o conceito de limite no de volume do paraboloide, ao qual chegou
através de infinitas particdes. Constata-se a presenca de abstracdo reflexionante na forma
refletida nessa fala, pois concluiu que o volume dos prismas juntos tende ao volume do

paraboloide.

5.4.1 Conclusao - Momento 4:

Analisando as respostas dos entrevistados percebe-se uma seguranga em suas
afirmacdes de que o numero de prismas aumenta para que consigam preencher melhor o
paraboloide que é delimitado por uma funcdo. Logo, os prismas adequam-se a essa funcao
para que suas alturas estejam sempre mais de acordo com o paraboloide. Assim, a soma dos
volumes dos prismas tende ao volume do paraboloide. Essa relacdo entre a quantidade de
prismas e a soma de seus volumes tendendo ao volume do paraboloide pode ser bem
visualizada no applet, favorecendo a abstracdo empirica. Constata-se de acordo com a fala
dos estudantes que a tecnologia contribui para que esse entendimento ocorra de forma mais
efetiva e consciente. Dessa forma, o uso da tecnologia favorece a abstracdo e consequente
construcdo e compreensao de conceitos matematicos.

Verifica-se esse processo de construcdo de conhecimento a partir da constatacdo de
abstracdo pseudoempirica, quando os estudantes aumentavam o ndmero de prismas e
consequentemente diminuia o volume deles. A coordenacéo das agdes responsaveis por esse
fato é que leva a construcao do conceito de volume de um s6lido como o paraboloide. Essas
mesmas coordenacdes das acdes levaram os estudantes entrevistados a um processo de
abstracdo refletida por concluirem que a soma dos volumes desses prismas tendia ao volume
do paraboloide.

Por hipétese, esse reconhecimento de que a soma dos volumes dos prismas, enquanto
aumentava sua quantidade e diminuia a area da base de cada um deles, tendia ao volume do
paraboloide, auxiliou na compreensdo do conceito de integral dupla, pois por abstracdo
reflexionante ocorreram reflexionamentos e reflexdes que na interacdo com o applet,

possibilitaram a constru¢do da nog¢éo de um conceito novo.
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5.5 Momento 5: Relacéo entre o volume do sélido e a integral dupla.

Pergunta: Vocé teria outra forma de calcular o volume de um so6lido?

Depois de terem concluido que a soma dos volumes dos prismas tende ao volume do
paraboloide, foi possivel fazer uma conexao do volume do paraboloide com a integral dupla

da funcéo.

Hen_1: Usando integral, ahh... a integral da funcdo com o0s pontos
laterais como os, os... limites, ou achando as raizes da funcéo, que dao
uma ideia de quais sdo os pontos onde cruzam, onde a parabola ou
paraboloide cruza o eixo x e y.

Pesquisadora: Tu tens uma ideia de como poderiamos aplicar a integral,
entdo?

Hen_1: Eh,.. como eu aplicaria a integral na funcé@o?... Sim, ... eu sei que
preciso, enfim, fazer o célculo da integral, ... o célculo da integral com
base na fungdo. Onde... nesse caso para x eu vou ter ae b. E, pray vou ter
c e d. Entéo eu calcularia a integral, chegaria numa nova funcéo e essa
fungéo eu aplicaria a e b, ¢ e d nas novas fungdes que eu teria.
Pesquisadora: T4, tu achas que tem alguma relacdo com os calculos de
integral que tu ja viste?

Hen_1: Tem, os calculos de integral que eu fiz até agora, eles sdo, nao
sao pra volume, sdo pra area, mas praticamente a mesma metodologia.
Calculo a integral da funcdo com base nos pontos laterais, pois nessa
funcdo ja calculando a integral, eu aplico o ponto a, o nimero que eu
tiver, no caso, -2 e 2 aqui, nessa funcéo ja integrada e a maior menos a
menor vai dar o valor da minha area. Entdo, como aqui a gente tem x, y e
z.... ahh eu imagino que... a gente, eu nunca fiz, mas eu faria uma
multiplicacéo, entdo pela altura para calcular o volume em perspectiva
de z no caso.

Pesquisadora: E, por ter x e y... E no caso do volume tu terias uma unica

variavel?
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Hen_1: Duas variaveis porque o volume tem que ter trés dimensfes. A
altura sei que é constante. Nessa fun¢éo no caso a altura é a constante, o
numero 4 e numa funcdo com uma variavel essa constante também seria
uma altura, mas no eixo y. E nesse caso a gente tem uma fungdo, uma
variavel que é x [mostra a fungdo f(x,y)= 4 - x?- y?]. Entéo teria uma
parabola em x e outra emyy. E, z seria igual a 4, entdo.

Pesquisadora: E, entdo tu poderias usar uma integral da forma que tu
usavas para calcular a area?

Hen_1: N&o, teria que ter alguma coisa a mais, pois estou lidando com
volume. Assim como eu calculo uma area plana, eu calculo lado vezes
altura, quando eu calculo o volume de um cubo que tem o mesmo
comprimento e largura da area plana, eu tenho que multiplicar aquela
area por uma outra... pela altura, que nesse exemplo seria o eixo z, que
da ideia de profundidade.

Pesquisadora: Também, numa integral daquelas tu calculavas a integral
em relacdo a variavel x, por exemplo. E como tu poderias fazer se tu tens
duas variaveis?

Hen_1: (Pensa) com duas variaveis?... Eu poderia .... tentar definir... o
valor de x primeiro... de y primeiro... depois substituiria... Ou,... se ....
talvez eu calculasse a integral de um e depois a integral de outra... porque
as duas tém a mesma altura... e as duas tém a mesma, nesse caso, tem a
mesma largura e comprimento. Bem, eu n&o sei, eu nunca calculei pra o
volume, mas pensando no célculo do uso da integral pra area, daqui a
pouco, quando chego no resultado da integral da area, nesse caso eu teria
f(2) e f(-2) pra aplicar na funcdo. Nesse caso, eu teria ah, f(2) e f(-2) para
aplicar na funcdo em relacdo a x e em relagdo a y. E ai com esses
resultados,.. eu teria... eu poderia calcular um menos o outro e multiplicar

pela constante 4. Seguindo do jeito que calculo a area de um cubo no caso.

Em sua fala Hen_1 tinha muito presente o emprego da integral para calcular o volume
de um sdlido, utilizando a funcao que o define. Trouxe a ideia da integral definida, resultado
de um processo de abstracéo reflexionante que ocorreu com a area de uma regido. Destacou

que faria 0 mesmo com um so6lido, como o paraboloide, por exemplo. Nesse sentido, pode-
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se citar a abstracdo pseudoempirica, pois as propriedades que Hen_1 colocou no objeto é o
que foi retirando dele para encontrar a solugdo do problema. O uso do applet, além de
facilitar a visualizacdo, auxiliou na aplicacdo das propriedades conhecidas, as quais fizeram
parte da construcdo de um novo conceito: o volume de um sélido.

O fato de acreditar na utilizacdo da integral para calcular o volume, assim como
utilizou a mesma para calcular a area, sugere uma abstracdo reflexionante num processo de
reflexionamentos e reflexdes, sendo que informagdes e conhecimentos anteriores auxiliaram
na compreensao de um novo conceito.

Ao citar que aplicaria a e b na funcdo em x, e ¢ e d na funcdo em y depois de ter
aplicado a integral, supde-se que esteve muito préximo de chegar a uma integral dupla. Na
verdade, ndo definiu como integral dupla, pois ndo conhecia esta expressao, mas
acompanhando suas falas e raciocinio ao longo da entrevista, pode-se supor que tinha
condigdes de chegar a integral dupla.

A ideia de tender a um valor também leva a um limite e esse limite, segundo os

entrevistados corresponde a integral, como percebe-se na fala de Lar_2.

Pesquisadora: E tu achas que a soma entdo dos volumes desses prismas
tende a um determinado valor? Que valor seria esse?

Lar_2: Ela tende a integral.

Pesquisadora: A integral? Seria a integral de que?

Lar_2: A integral determina a area.... Ah, como é que posso dizer... A
integral det... no caso vamos supor que tem uma linha aqui em cima, que
cobre isso daqui (mostra por cima do paraboloide com a seta). A integral
determinaria a area abaixo dessa linha (mostra novamente o contorno do
paraboloide).

Pesquisadora: Hum, seria.... mas como esse sélido é um solido em trés
dimensdes, seria &rea ou seria o que?

Lar_2: Pois é... E seria a area (mostra positivamente com a cabeca). A
integral que eu saiba ela determina a area, ndo o volume. Pelo meu

entender...

Nessa fala Lar_2 demonstrou sua convicgdo em relagéo ao conceito de integral como

meio de calcular a &rea. Percebe-se a presenca de abstracdo refletida, pois tinha consciéncia
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disso, tanto que sua resposta imediata sobre o calculo do volume foi utilizando a integral.

No entanto, ficou na duvida, pois acreditava que a integral fosse utilizada somente para

calcular a area.

Pesquisadora: E tu acha que talvez ndo daria p/ estender p/ volume?
Lar_2: Sim, sim, daria pra estender pro volume... (Fica pensativa...)
Pesquisadora: E pra calcular a integral, tu precisas ter o qué?

Lar_2: (Pensa...) Tu precisas... seria bom ter o valor inicial de x, mas tem
funcBGes em que ndo é necessario, é que depende... tem fungdes que eles te
dao a funcéo, mas ndo dao o valor inicial de x nem o final. E, tem outras
que te ddo o valor inicial e final, mas ndo déo a funcéo. Entdo depende do
tipo de funcéo que é.

Pesquisadora: Humm, da funcdo. E a funcdo que nés usamos para
construir esse paraboloide? (mostro com o dedo o paraboloide). O que ela
tem de diferente? (Pausa) Daquela funcdo da area?

Lar_2: (Pensa) Provavelmente ela teria algum elemento elevado ao cubo
... N&@o, ndo, ndo é isso. Ndo tem nada a ver com cubo. (Sorri e mexe no
solido, gira ,...)

Pesquisadora: Ah, um solido e o que muda?

Lar_2: O solido ele tem trés dimens@es, entdo ndo é apenas uma fachada,
que a area de um 2D ¢é uma fachada, mas o sélido ele é inteiro. (Mostra
com os dedos um solido)

Pesquisadora: Entdo ele tem 0 que além de x e y (mostro no plano xy com
0 dedo)?

Lar_2: Oz também.... Ela vai ter um elemento a mais...

Pesquisadora: Um elemento a mais... Mas mesmo assim tu achas que
daria pra usar a integral pra fazer isso?

Lar_2: Sim, sim... acho que daria...

Pesquisadora: Se tu pensares... area pra volume... teria alguma relagdo?
Lar_2: Sim, sim... teria alguma relacdo... Pensando em formas
geometricas, por exemplo, calcular a area de um quadrado seria lado ao
quadrado. E pro volume de um quadrado é lado ao cubo, entdo tem

relacdo... (mostra com o polegar e indicador a forma do quadrado) uma
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coisa meio que leva a outra. Basicamente tu das uma pequena aprimorada
no calculo de &rea pra conseguir o volume.

Pesquisadora: Dessa forma? Tu terias alguma ideia de como daria para
aplicar essa integral entao?

Lar_2: (Pensa) Como daria pra aplicar... De repente s6 incluindo um
valor de z ali, daria o volume.

Pesquisadora: E... pensando numa curva do tipo y=x2, por exemplo, ou
menos y= - x2, para calcular a area.... como tu disseste antes: tem que ter
alguns valores... valor inicial e um final... para x ... E nesse caso (mostro
o paraboloide), basta sé definir um valor inicial para x e um final para x?
Lar_2: N&o, teria que definir um valor pra z também ... Eu acho que seria
SO pro ... Ah, ndo, ndo. Tem que pensar que isso aqui tem trés dimensoes...
Entdo teria que determinar um valor pro y também.

Pesquisadora: Para oy também? Entdo...

Lar_2: Que se a gente for olhar assim,... no caso, isso dessa vermelha
seria 0 X, eu acho (mostra o eixo vermelho) e isso aqui seria0Yy,... é... t&
bem no meio, teria que determinar um valor inicial... pra y e final também
e ... 0 mesmo pra x. E pra z um valor pra cima (gira o sélido) ... digamos
assim...

Pesquisadora: Quem é que determina o z? Poderiamos dizer que é o que
desse paraboloide?

Lar_2: Ele seria a altura?

Pesquisadora: E como eu tenho diferentes prismas, por exemplo, aqui,
(mostro com o dedo suas alturas) essas alturas séo todas iguais?

Lar_2: (Presta atencdo nos prismas, analisa....) Olha, ... parece que elas
estdo.... tem alturas diferentes....

Pesquisadora: Quem determina essas alturas?

Lar_2: (Pensa) O que determina ndo seria a aproximacao que eu coloco
nelas? No caso todos eles tém tamanhos diferentes, mas eles vao
diminuindo na mesma propor¢gdo (mostra com as méos um gesto de

diminuir, aumentar, esticar...) conforme eu for apertando e esticando.
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Figura 23 — Prismas diminuem, aumentam, esticam

Fonte: Video durante a entrevista

Lar_2: Entdo é uma coisa proporcional, ndo vai ficar um maior que o
outro de repente.... vdo se mantendo a mesma altura, uma altura
proporcional...

Pesquisadora: E quem tu achas que é responsavel pela determinacgéo
dessa altura?

Lar_2: O z? Talvez...

Pesquisadora: O z, e 0 z é definido por quem?

Lar_2: E definido pelo x e pelo y. Porque eu acho que ele vai se alongar
p/ cima conforme isso daqui for alargado p/ os lados. (mostra para cima
emz) [...] da pra ver que ele tem um decaimento proporcional assim, aqui
fica bem fininho e conforme tu desces ele vai aumentando (mostra 0s
prismas dentro do paraboloide). Entdo eu acho que a altura do z é
determinada pelo x e pelo y.

Pesquisadora: Como é que daria pra escrever uma integral, entdo?
Lar_2: A integral teria que ter quatro elementos. No caso, a integral que
a gente esta usando agora, que é pra area ela possui a funcéo, x inicial e
x final. Ou melhor, teria que ter mais uns trés elementos. Nao, mais dois
elementos, seria a funcéo, x final, x inicial e a mesma coisa pro y, y inicial

e y final. 1sso nos daria o valor de z.
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Pesquisadora: Entdo, tu achas que teria que ser determinado de forma
separada?
Lar_2: N&o necessariamente separada. Acho que daria p/ inserir esses

dados numa mesma funcao.

Analisando as respostas de Lar_2, pode-se afirmar que existe um conhecimento
matematico bem estruturado que pode levar a construcdo de outros conceitos inclusive da
interpretacdo do volume como a integral dupla da funcdo. Citou que bastava dar uma
aprimorada na area para chegar ao volume, o que pode-se interpretar como o célculo da
integral definida levando a integral dupla como uma forma de chegar ao volume. Essa sua
organizacdo do pensamento e das estratégias para encontrar o volume do paraboloide usando
a integral, mostra um processo de reflexionamentos faltando a ocorréncia das reflexdes. Ja
em relacdo a area e ao calculo da integral definida, verifica-se abstracdo reflexionante na
forma de abstracdo refletida. Da mesma forma, segue o avango de integral definida para
integral dupla, quando sugere separar os intervalos em x e y.

O fato de citar que colocaria as informagdes na mesma funcdo, demonstra uma
proximidade na representacdo de uma funcdo de duas variaveis e a aplicacdo da integral
dupla.

Pesquisadora: Existe outro calculo para encontrar esse volume?

Ren_3: Somar os prismas... Aprendi com o Célculo | que € a integral...
Pesquisadora: A integral?

Ren_3: A integral entre dois pontos... a fungao integral, ndo sei como se
fala mas é a integral com base em dois pontos...

Pesquisadora: A integral da funcéo considerando...

Ren_3: S6 que ndo sei como seria uma funcéo de trés eixos dai... De -2
até 2.

Pesquisadora: Em qual das variaveis?

Ren 3:Emyez x.

Pesquisadora: Emy e x, tu terias entdo, tanto pra'y como x uma variagao,
de-2a?2.

Ren_3: Seria dominio, acho que é...

Pesquisadora: Pensando entdo naquela integral que tu podes calcular, o

gue mesmo?
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Ren_3: O volume no intervalo... se fosse s6 z e x 0 volume seria isso aqui
(mostra o paraboloide) ... o calculo 3D eu acho que... (gira o
paraboloide...) ndo sei, daria pra dividir em varias ... se eu cortasse em
varias parabolas... e dai somar... Isso (mostra o contorno do paraboloide)
parece uma elipse, dai daria pra calcular o volume de uma elipse e dividir
por dois (girando o paraboloide).

Pesquisadora: Entdo, tu achas que a integral daria pra usar pra calcular
esse volume? Daria para usar a integral tendo a variavel x e a variavel y?
Ren_3: Acho,... Bom, ndo sei... seria uma integral dai multiplicando por
dx e dy. Eu acho... Ou, d& pra usar o y igual a uma quantidade de x ou x
igual a uma quantidade de y. Talvez o dy seja equivalente a algum dx e
dai calcular a integral. Isso, substitui umy por um x. Daria...
Pesquisadora: Ah, tu achas que daria para usar as duas, dx e dy numa
mesma integral?

Ren_3: Sim, porque [y?=4-x?][...] dai eu substituo isso no calculo da
integral. ..... Eu acho que o dx e o dy devem ter alguma relacdo... S6 que
teria que pensar de cabeca quanto daria..., mas eu acho que da.
Pesquisadora: Com a integral que vocés usaram, calcularam o volume ou
area?

Ren_3: Area.

Pesquisadora: Entdo, de area para volume, muda, o0 qué?

Ren_3: Muda uma incégnita.

Pesquisadora: Como tu disseste antes, vai somando, somando o volume
desses prismas ai e isso se aproxima de um valor que é...

Ren_3: O volume do paraboloide... Partimos do principio que ndo daria
pra colocar prismas suficientes, entdo a gente tem que usar a integral pra
chegar no valor exato, quer dizer, exato ndo existe, mas o mais préximo

possivel.

Ren_3 sabia que o volume podia ser calculado através da integral da fun¢éo, mas nao
citou como seria a integral, mas por usar dx e dy, a hipotese é de que chegaria a integral
dupla, pois sugeriu integrar em relagdo a uma variavel e em relagdo a outra. Fez uma relacéo

com a area e integral definida, mas ndo conseguiu explicar como faria com as variaveis x e
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y. Falou em exato e mais proximo possivel o que pode estar relacionado como conhecimento
prévio sobre limite.

Rap_5 trouxe a ideia das somas de Riemann para calcular o volume do paraboloide.

Pesquisadora: A partir daquelas somas, tu podes utilizar um célculo
diferente para chegar ao volume?

Rap_5: E, se tu usas as somas de Riemann, tu podes aplicar a integral
definida, aqui no caso. Para ter, por exemplo o volume na parte positiva.
Na parte negativa ndo pega.

Pesquisadora: Entédo tu poderias aplicar a integral. E no caso desse
solido, ha duas variaveis independentes, tu tens ideia de como poderias
aplicar essa integral?

Rap_5: E, ai eu acho que entra, por exemplo, a gente ainda n&o viu, mas
acho que entra aquela parte dx no final da integral para especificar com
qual variavel tu estas trabalhando por vez. Ai imagino que vocé vai
trabalhar uma variavel por vez. Aqui tem duas entdo tu vais usar elas
separadas ou uma por vez.

Pesquisadora: E qual seria o intervalo? Porque na integral definida tu
tens um intervalo.

Rap_5: E, provavelmente teria que dar um intervalo para x e um para y.
Eu ndo sei se estdo em intervalos iguais, mas por exemplo, dependendo ai
do sélido, por exemplo, se ele comecasse mais por aqui dai teria que dar
0 X por exemplo onde ele comega e onde termina, 0 y onde comega e onde
termina. E a partir dai tu verias o z. Que dai daria a funcéo e tu poderias
usar a integral.

Pesquisadora: Entdo, se tu tens um intervalo para x e um intervalo para
y, tu poderias aplicar a integral.

Rap_5: Isso, a integral definida e descobrir o volume equivalente.
Pesquisadora: Entdo o volume desses solidos (prismas verdes) se
aproxima de um valor. Que valor € esse?

Rap_5: O volume desse sdlido aqui... (aponta para o paraboloide).

Positivo. Do paraboloide e da integral definida do intervalo dado.
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O estudante mostrou conhecer o0 assunto, trouxe o calculo de &rea como intermediario
para chegar ao volume. A ideia das Somas de Riemann, resultante da interagcdo com o applet,
evidencia processos de abstracao pseudoempirica. O fato de ter citado dx e dy e consequente
indicacdo da varidvel a ser integrada, demonstra uma abstracdo refletida e consciéncia
daquilo a que estava se referindo. Logo, percebe-se claramente a presenca de abstracdes
reflexionantes, pois esteve muito préximo de aplicar a integral dupla, e acredita-se que s6
ndo o fez, por ndo ter tido contato com a integral dupla e seu célculo. Talvez uma fala ou a
escrita da integral dupla por parte da pesquisadora, levaria ao calculo do volume através da
integral dupla da funcao.

A maioria dos estudantes mencionou a integral, empregada para calcular a area de

uma determinada regido, como um possivel caminho para calcular o volume.

Pesquisadora: Tu terias alguma outra forma, tu achas que existe algum
calculo para calcular esse volume ao inveés de usar um applet, por
exemplo?

Djo_6: Ah, eu acredito que da porque da mesma forma que a gente fez da
area em questdo da funcdo, deve ter um jeito de calcular usando essa
funcdo com duas varidveis que vai me dar esse afastamento também.
Entdo ai eu acredito que ele daria o volume sim, através de um célculo.
Pesquisadora: Lembras que calculo?

Djo_6: E, pois é.... E, na verdade, como nés fizemos, tiramos uma foto de
uma &rea que tivesse uma curva e ai a gente marcou 0s pontos no
Geogebra que delimitava essa curva e ai fez o0 comando de funcéo ai.
(explicacdo da atividade e calculo da integral)

Pesquisadora: Entdo daria para utilizar a integral aqui também?
Djo_6: S6 ndo sei pela questdo de ter duas variaveis diferentes. Nunca
trabalhei com duas variéveis. E como é volume também nesse caso, ndo
sei se daria certo.

Pesquisadora: Tu terias alguma ideia?

Djo_6: Sim, a ideia € bem proxima, acredito que talvez daria integrando
essa funcéo aqui.

Pesquisadora: Mas tu achas que daria para ir da area para o volume?
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Djo_6: E acredito que sim. E assim em 3D, 0 x vai me dar essa area aqui...
e 0 y me daria essa relacdo de afastamento. Entdo um daria o plano e o
outro a visdo assim. Dai juntando os dois encaixando um no outro me

daria esse volume... Sé ndo sei a forma de calcular.

Figura 24 — Encaixe

Pesquisadora: Mas tu achas que de forma separada em relagdo a x em
relacdo a y poderias calcular?
Djo_6: E acredito que chegaria em duas areas fazendo separado, mas

teria que fazer essa relacdo. Mas ndo tenho ideia como calcular esse ali.

Djo_6 apresentou uma ideia muito vaga de célculo da integral usado para calcular a
area e chegar ao volume. Até falou de duas variaveis, mas mostrou muitas duvidas e ndo
apresentou sugestdo de como aplicar a integral.

J& Luc_7 citou o calculo da integral, mesmo que ndo tenha conseguido chegar na

integral dupla.

Pesquisadora: Ao invés de fazer essa divisdo ai, em inUmeros prismas,
teria algum calculo que daria para aplicar e chegar ao volume do

paraboloide?
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Luc_7: Sim, mas isso € com duas variaveis... A gente tem a f, seria a
integral ent&o....

Pesquisadora: Tu achas entdo que seria a integral dessa funcédo de duas
variaveis? E tu terias alguma ideia de como poderias aplicar?

Luc_7: O que me vem na cabeca seria substituicdo... E isolar toda essa
funcéo, fazer 0 y>= 4 —x2 ... ndo cortaria, pois acabaria cortando todas as
variaveis. Nao, ndo daria para substituir... Essa formula n&o vai dar....
Pesquisadora: Mas tu achas que a integral tu conseguirias aproveitar?
Luc_7: Sim

Pesquisadora: Por exemplo, com as fungdes de uma variavel tu usas a
integral para que?

Luc_7:[...] entdo, seria a area....

Pesquisadora: A area tu achas que teria alguma relagdo com a integral?
Luc_7: Sim porque ela, se fago a integral de um volume... eu chego na
area...

Pesquisadora: Tu aplicas a integral de uma funcdo e tu chegas na area.
Isso com a funcdo de uma variavel. E aplicando a integral numa funcéo

de duas variaveis tu chegas ao volume?

Luc_7: Acho que sim, mas ndo saberia como. Acho que precisaria das
duas variaveis, mas... meio que faria duas integrais, uma em x outraemy,

mas acho que ndo....

Luc_7 mostrou ter no¢do do uso da integral pensando no calculo da area, mas ndo
conseguiu aplicar esse conhecimento para calcular o volume. Citou duas integrais, uma em
X e uma emy, mas ficou na duvida. Percebe-se a presenca de abstracdo pseudoempirica, pois
utilizou propriedades e caracteristicas da integral e das funcdes para responder aos

questionamentos, até mesmo trouxe o conhecimento da derivada como inversa da integral.



106

5.5.1 Conclusdo - Momento 5:

Considerando as respostas de todos os entrevistados, obteve-se diferentes conclusdes
acerca do volume do paraboloide.

Hen_1 esteve muito proximo de chegar ao volume do paraboloide atraves da integral
dupla, pois sugeriu aplicar a integral da fungdo depois substituir a e b e para a fungéo y
aplicaria ¢ e d. Essa compreensdo sugere uma abstracdo reflexionante, e utilizacdo de
estratégias, partindo do calculo de area atraves da integral definida progredindo para o
calculo de volume atraveés da integral dupla da funcdo. Por meio de sucessivos
reflexionamentos e reflexdes ocorreu o entendimento de que a integral de uma funcéo pode
ser interpretada como o volume de um solido, o que pode levar a construcdo de uma nogéo
do conceito de integral dupla.

Na mesma linha de pensamento, Lar_2, através de suas respostas deixou transparecer
que hé a necessidade de se separar x e y, pensando num valor de x inicial e final e da mesma
forma comy. A interacdo com o applet, facilitou a compreenséo do conceito em questao.

Ren_3 também tratou a integral de forma separada para x e para y, referiu-se a dx e
dy na integral e uma substituicdo dos valores de x e de y. Utilizou essa ideia baseado no
calculo de area por integral. As coordenacdes de suas a¢des aprimoradas, segundo a hipotese,
levaram & construcéo de novos conhecimentos, auxiliando na compreenséo do conceito de
integral dupla.

Assim como os outros, Rap_5 estava ciente de que o calculo da area de uma regiao
podia ser obtido através do célculo de integral definida. Assim, observou-se a presenca de
abstracdo refletida. J& o célculo da integral de forma separada em relacdo as variaveis, sugere
a ideia de integral dupla.

Com relacéo as falas de Djo_6 néo verificou-se a presenca de abstracao reflexionante,
pois além de ndo ter apresentado seguranca em relacdo ao calculo da area, tratou de forma
muito confusa a possibilidade de calcular o volume utilizando a integral.

Luc_7 apresentou davida em relacdo ao célculo da integral e até sugeriu a integral
separada para x e paray, mas ndo se mostrou convicto disso. Calcularia as integrais de forma
separada, mas ndo saberia como. Sugeriu calcular a area no plano e depois multiplicar pela
altura, o que pode sinalizar uma abstracdo reflexionante em relagéo aos calculos de area e

volume de sélidos.
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5.6 Conclusdes Gerais

A partir das entrevistas realizadas com os estudantes e das observacdes feitas durante
a sua realizacdo, identificam-se muitas abstracdes, tanto reflexionantes propriamente ditas
quanto pseudoempiricas e refletidas.

Em todos os momentos, como identificados nessa pesquisa, percebe-se a presenga da
abstracdo empirica, que entende-se, favorecida pela possibilidade de visualizacao do sélido,
na tela do computador, que proporcionou aos estudantes a extracao de caracteristicas fisicas
do objeto, o solido. No entanto, essas abstra¢cBes nada informam sobre o problema da
pesquisa. O que interessa a esta pesquisa sdo as abstracoes reflexionantes, seja na forma de
reflexionantes propriamente ditas, seja como abstracdo pseudoempirica, na medida em que
0s estudantes retiraram caracteristicas ou propriedades que eles mesmos colocaram no
solido, seja na forma de abstracdo refletida, quando de forma convicta, conscientes,
utilizaram conceitos e conhecimentos prévios para organizar as ideias e tentar criar
estratégias de resolucdo da situacdo proposta. Muitas dessas ideias foram aprimoradas e
utilizadas para encontrar a funcdo que define um paraboloide, calcular o volume e
consequentemente compreender o conceito de integral dupla.

Enquanto os estudantes realizavam a atividade com o applet e interagiam com ele,
acontecia um processo continuo de reflexionamentos e reflexdes, sendo assim construidos
conceitos decorrentes de abstracGes reflexionantes do tipo refletidas, de acordo com Piaget
(1995). A presenca dessas abstracdes, contribuiu no processo como um todo. As respostas e
estratégias utilizadas para responderem foram, portanto, tdo ou mais valiosas que o produto
final esperado nessa etapa da pesquisa.

Os resultados obtidos também tornam possivel concluir que as tecnologias digitais
podem contribuir na construcdo de conceitos matematicos, em especial na compreensédo da
integral dupla. A interacdo dos estudantes com o applet, com a mediacdo planejada e
realizada pela pesquisadora, proporcionou compreensdes que ndo seriam possiveis somente
manuseando um sélido como o paraboloide, manualmente. Afirma-se isso e a0 mesmo
tempo, tem-se condigdes de responder a questdo de pesquisa, confirmando que o applet
auxiliou na resolugdo de um problema envolvendo o volume de um sdélido, levando ao
calculo da integral dupla como uma alternativa. Com a interacéo, dada uma regido do espaco
delimitada por uma superficie, p6de-se obter através dos volumes dos prismas circunscritos,

aproximacdes do volume do paraboloide como um limite da soma desses volumes. Assim,
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0 conceito das Somas de Riemann pdde ser alargado para a ideia de volume, possibilitando
retomar o conceito de limite, que segundo Tall (1996, 2002) est4 na porta de entrada do
Célculo. Sua utilizacdo, portanto, favoreceu a compreensdo do conceito de integral dupla
através de reflexionamentos e reflexdes.

Diante dos resultados obtidos, reafirma-se estar em concordancia com Tall (1993,
2001) quando defende que um software precisa ser projetado para proporcionar o
crescimento cognitivo do aluno.

Conclui-se que o applet, na forma como foi utilizado pela pesquisadora e estudantes,
mostrou-se colaborador no desenvolvimento deste conteudo, observando-se niveis cada vez

mais elevados e favorecendo os processos de abstracdo reflexionante,
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6. CONSIDERACOES FINAIS

A matematica, em todos os niveis de ensino, continua sendo uma disciplina que
apresenta resultados insatisfatorios nas avaliagdes internas e externas das instituicdes de
ensino. Além disso, os estudantes apresentam muitas dificuldades durante a escolarizagéo,
mostrando-se incapazes de utilizar os conceitos trabalhados na resolucdo de situacdes-
problemas do seu dia-a-dia, por ndo terem a devida compreensao de tais conceitos. Essas
dificuldades vao aumentando & medida que os estudantes vdo prosseguindo nos estudos,
principalmente quando passam da educacéo basica para a superior. Assim, com a passagem
da matematica elementar para a matematica avancada vém a tona alguns problemas, que séo
consequéncia da falta de construcdo dos conceitos, pois em muitos casos € valorizada a
memorizagdo de técnicas e regras, que tem prazo de validade determinado até as avalia¢des
de aferi¢cdo do conteudo.

Essa tese teve por objetivo investigar o quanto o software Geogebra pode contribuir
na compreensao do conceito de integral dupla. Durante a realizacao dessa pesquisa muito se
pensou, repensou, testou, recomegou, mudando muitas vezes a direcdo da investigacdo para
ter condicBes de responder ao problema de pesquisa e a questdo proposta. Aplicou-se,
inicialmente um método, cujos resultados ndo seriam 0s mais precisos nem 0s mais
adequados para atingir o objetivo proposto, mas foram importantes para (re)pensar sobre a
aprendizagem e o ensino de Célculo. Como pré-proposta realizou-se uma investigacdo
durante as aulas de Célculo 11 com uma turma de 49 estudantes. No entanto, os resultados,
mesmo sendo satisfatorios, e respondendo a questao de pesquisa, ndo traziam na sua esséncia
a compreensdo de um conceito nem explicitavam um processo de construcdo. Os dados
foram obtidos através de atividades e questionamentos que levavam a solucdo do problema,
conforme esperado. Como essa intervencdo aconteceu durante as aulas da disciplina de
Célculo 11, o contetido que estava sendo desenvolvido era exatamente a integral dupla. Com
iSS0, as interpretacdes desses dados, tiveram que levar esse fator em consideragéo, pois, por
constar no cronograma da disciplina que naquelas aulas seria desenvolvido o contetdo

integral dupla, mesmo que inconscientemente, interferia na construgéo daquele saber.

A pesquisadora adotara, naquela investigacdo, uma postura mais de professora que

pretendia ensinar o conteudo, do que de pesquisadora que buscava observar nas interacdes
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dos estudantes com o software Geogebra uma evolucdo e as construcOes realizadas para
chegar a compreensdo do conceito de integral dupla. Com isso, ao invés de esperar que 0
estudante através de sua acdo chegasse as conclusdes, a pesquisadora os levava as mesmas,
considerando as falas de alguns estudantes somente, pois ndo havia tempo para ouvir cada
um deles e analisar suas estratégias e 0 processo de construgdo como um todo. Além desse
fator que influenciava significativamente os resultados, foi necessario reduzir o nimero de
estudantes envolvidos, a fim de analisar adequadamente a evolucéo do pensamento de cada
um. Como Delval (2002) alerta, a intervencdo constante do pesquisador é importante no
sentido de buscar nas agOes do estudante uma resposta, bem como, a partir das respostas
fazer interferéncias. 1sso ndo seria possivel com esse grande nimero de estudantes, cuja
intervencdo individualizada ndo aconteceria, pois ndo se conseguiria observar e valorizar o

processo, somente o resultado final.

Em funcéo disso, mudou-se o rumo da pesquisa e se decidiu seguir como propunha
Piaget no método clinico. Assim, partiu-se para as entrevistas individualizadas com um
namero reduzido de estudantes que ndo tinham naquele momento estudado o conteldo
integral dupla. Portanto, convidou-se estudantes que estavam cursando a disciplina de
Célculo I e naquele momento ja haviam estudado a integral definida. Nas entrevistas
individualizadas o estudante era questionado enquanto manuseava o applet do software
Geogebra e interagia com ele. A partir de suas respostas surgiam novas perguntas que eram
respondidas de forma que a pesquisadora pudesse analisar e perceber como estava sendo
elaborado e compreendido o conceito de integral dupla e outros conceitos relacionados a ele.
Foi possivel entender as conexdes realizadas e o0s tipos de abstragdes que estavam
acontecendo, como também as que ja haviam acontecido. Aplicando essa metodologia
alcancou-se resultados bastante significativos e visualizou-se um processo de construgéo de

conhecimento através da interacdo com o software.

Com a atuacao da pesquisadora, ndo mais como professora, os resultados tornaram-
se mais confidveis. Assim, os estudantes ndo foram influenciados e levados a dar uma
determinada resposta. Os resultados foram Unicos, considerando as estratégias e conexdes
realizadas individualmente, cujas respostas as perguntas foram consequéncia de sucessivos
reflexionamentos e reflexdes. Ao mesmo tempo, o0 entrevistado ¢ quem dava a direcdo da
entrevista, sem desviar-se do eixo central da pesquisa, refletindo sobre sua interagdo com o

applet e sobre as perguntas realizadas, considerando uma resposta anterior.
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Analisando detalhadamente cada uma das entrevistas, verificou-se que o uso da
tecnologia pode favorecer o desenvolvimento de varios temas matematicos e a consequente
construcdo do conhecimento matematico. Percebeu-se a ocorréncia de um processo com
varias construcoes e reconstrucdes, o que levaria, finalmente, ao calculo do volume de um
solido qualquer interpretado como a integral dupla da funcdo que representa esse solido.
Identificou-se a ocorréncia de sucessivos reflexionamentos e reflexdes gerando as abstragdes
reflexionantes colaborando na construcdo e compreensdo de conceitos da matematica
avancada, em concordancia com Piaget (1995). O resultado da pesquisa foi extraido dessa
conversa dirigida (entrevista), a partir da qual foi possivel observar diferentes ideias e
esquemas dos estudantes durante sua interagdo com o applet, gerando as interpretacoes. Essa
interacdo entre estudante e applet ocasionou a elaboracdo da ideia de volume do solido
obtido através das somas dos prismas construidos sob a funcdo representativa do solido,

interpretado como a integral da funcao nos intervalos dados.

A pesquisa proporcionou uma outra visdo em relacdo as aulas de Calculo e a
metodologia empregada pelos professores depois da investigacdo. Os resultados obtidos
influenciaram na promocédo de mudancas no desenvolvimento do contetdo integral dupla.
Antes da aplicacdo da investigacdo com uma turma de estudantes de Calculo e das entrevistas
individualizadas, as aulas se resumiam as representacdes graficas no plano e ao calculo do
volume de sélidos representados por figuras, que se dava através da aplicacdo direta do
calculo da integral dupla da funcdo representativa do sélido. Depois da investigacéo, as
tecnologias digitais, em especial o software Geogebra e o applet empregado na pesquisa,
passaram a ser utilizados com mais frequéncia nas aulas de Calculo Il, passando a ser uma
peca chave na promocéo da construgdo do conceito de integral dupla, auxiliando no estudo
deste conteudo. Além de promover abstracoes reflexionantes (pseudoempiricas e refletidas),
0 uso da tecnologia atravées do software Geogebra passou a tornar as aulas mais dinamicas
favorecendo a construcdo de conhecimento matematico, por essa interacdo estudante-
software, que possibilita reflexdo sobre reflexdes anteriores, permitindo retornar, refazer e

compreender a partir das sucessivas agdes sobre o objeto virtual (applet).

A pesquisa, por sua vez, ndo teve influéncia positiva somente no desenvolvimento
do conteudo integral dupla. Sua relevancia foi percebida tanto na matematica avangada como
elementar e foi fundamental para que como pesquisadora, se repensasse a atuacdo em sala

de aula. O fato de o método utilizado na pesquisa exigir que nao se induzisse respostas, mas
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que se questionasse 0 estudante, desafiando-o para que ele chegasse a respostas pensadas
por ele, teve influéncia no sentido de mudar a pratica de sala de aula. Tanto nas aulas de
matematica avancada como aquelas da educacdo basica, que representam a matematica
elementar, repensou-se e refletiu-se sobre a metodologia, empregando mais 0s
questionamentos, de forma que os estudantes, antes de seguir receitas, construissem passo a
passo o conceito pretendido. As respostas que, inconscientemente, sdo dadas quando se atua
como professora, passaram a ser respostas dos estudantes; respostas originadas do seu
esforco de fazer conexdes através da sua acdo sobre 0 meio; no caso, um meio virtual. Com
isso, desafia-se 0 estudante para que construa seu trajeto evolutivo de construcdo de
conhecimento. A utilizacdo de conhecimentos prévios, construidos anteriormente, favorece
enormemente a constru¢do de novos conceitos, pois ao longo de sua caminhada acontecem
muitas abstracdes reflexionantes, pseudoempiricas ou refletidas. Quanto mais o estudante
for desafiado a fazer ele mesmo conexdes, mais abstracOes reflexionantes acontecerao,
abstracdes a enésima poténcia. De fato, como pesquisadora, foi possivel olhar por outro
angulo para a préatica docente que deve desafiar mais a autonomia pela construcdo de

conceitos ao invés de facilitar e encurtar o processo do aluno.

Toda a pesquisa, desde a busca por estudos existentes sobre o assunto, a escolha do
referencial tedrico, a organizacdo das entrevistas e a aplicacdo das mesmas, a escolha do
publico adequado para que se obtivessem resultados confidveis, o registro dos dados obtidos,
bem como, as analises realizadas, tudo isso, foi decisivo na composicdo do resultado final.
Todo o processo contribuiu para que se pudesse responder a questdo de pesquisa. Cada etapa
contribuiu para que se concluisse que as tecnologias digitais tém importante papel na
construcdo e compreensdo de um conceito matematico, em especial do nosso tema de estudo,

a integral dupla.

Esta pesquisa pode e deve ter continuidade no sentido de promover a construcao do
conceito de integral dupla, sendo utilizado em situacBes-problema, especialmente na
Engenharia. A partir dos conhecimentos construidos, poder-se-ia propor um problema para
analisar como o estudante faria a conexao volume-integral dupla depois da interagdo com o
applet. Mas, desde que o professor que atue como mediador compreenda o verdadeiro

sentido do ‘aprender’.
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APENDICE A: ROTEIRO DE ENTREVISTA

. Observe, analise o0 applet. Veja o que € possivel modificar....
. Chamaremos o s6lido vermelho de paraboloide.
. Como podemos inserir um solido como o paraboloide?

. Como é a funcdo do paraboloide?

1

2

3

4

5. Quantas sdo as variaveis?
6. Que variaveis vocé identifica?

7. Como vocé calcularia o volume do paraboloide?

8. O que acontece se vocé modifica os pontos a, b, ¢, d?

9. E modificando os pontos m e n, 0 que acontece?

10. Entéo iniciando por m=1 e n=1, que volume tu terias para o sélido verde?

11. Como podemos chamar esses solidos verdes?

12. A medida que vais modificando os valores de m e n, o que vai acontecendo com a
quantidade de prismas verdes?

13. E as alturas dos prismas, séo iguais?

14. Quem define as alturas dos prismas?

15. Tem relacdo com a fun¢édo do paraboloide?

16. O que acontece com o volume de cada prisma?

17. O que acontece com a soma do volume dos prismas?

18. De quem a soma do volume dos prismas se aproxima?

19. Somando o volume dos prismas, tem relacdo com o volume do paraboloide?
20. Que relagédo?

21. Tu achas que teria alguma outra forma de calcular o volume desse paraboloide?
22. Como poderiamos aplicar a integral?

23. Tu achas que tem alguma relagcdo com os calculos de integral que tu j& viste?
24. Tu poderias usar uma integral do jeito que tu usavas para calcular a area?

25. O que muda na integral para calcular o volume?
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Resumo: () presente artigo consiste numa pesquisa sobre a construcdo do conceito de
integral dupla como volume de um solido, segundo a teorna da abstragdo reflexionante e
0 uso do software Geo(iebra. A investigacio em torno do assunto se dew a partir de
atividades realizadas com estudantes do Ensino Superior, numa disciplina de Caleulo 11.
Para embasar as discussdes, além da teoria da abstracdo reflexionante de Piapet,
utilizamos a teoria desenvolvida por David Tall sobre a matematica elementar e a
matematica avancada, como suporte para entender as possivels dificuldades enfrentadas
pelos estudantes no Ensine Superior. Ao analisar os resultados obtidos na pesquisa,
concluimos que o uso do seffware Geogebra, favorece a construgio de conceitos
matematicos, em especial da integral dupla como volume de um solido,
Palavras-chave: Tecnologias Digitais, Abstracio Reflexionante, Integral Dupla

GeoGebra in the learning of concepts from advanced math

Abstract: The present article consists of a research on the construction of the concept of
double integral as volume of a solid, according to the theory of reflective abstraction and
the use of Geo(iebra software. The investigation around the subject occurred from
activities carried out with students of Higher Education, in a discipline of Caleulus 1. To
support the discussions, in addition to Piaget's theory of reflective abstraction, we use the
theory developed by David Tall on elementary mathematics and advanced mathematics
as a support to understand the possible difficulties faced by students in higher education.
In analyzing the results obtained in the research, we conclude that the use of Geogebra
software, favors the construction of mathematical concepts, especially the double integral
as the volume of a solid.

Keywords: Digital Technologies, Reflective Abstraction, Double Integral
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RESUMO

Este artigo apresenta uma proposta para a utilizag®o de sistemas recomendadores' de conteido como estratégia
para apoiar alunos das disciplinas de cilculo no Ensino Superior. A proposi¢do resulta da andlise das dificuldades
de aprendizagem apresentadas nestas disciplinas ¢ bem como da andlise do programa de apoio pedagdgico
discente desenvolvido por uma instituicio de Ensino Superior como alternativa para qualificar o Ensino
Superior. Objetivando promover maior aprendizagem e, consequentemente, diminuir os Indices de reprovagio
nas disciplinas de cdlculo, propde-se a organizagio de ambientes de autoestudo sustentados por sistemas
recomendadores de conteddo de forma integrada ao atual servigo de monitorias,

Palavras-chave: ensino superior; dificuldades de aprendizagem; ensino de matemdtica; sistemas
recomendadores de contetdo.

1 INTRODUCAO

Seguir a carreira de Engenheiro € o sonho de muitos jovens. Ingressando no Ensino
Superior, especialmente em cursos de Engenharia, o aluno precisa ter gosto pela drea das

exatas ou desenvolvé-lo a tempo de n3o desistir de seus sonhos. No entanto, muitos
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e O presnle anmsgn consise men oshsds prolenims S wea posdquine de Desionelo, gl aie S construcio
da coneciln de inlsgral, scgundo & lawis de abstrecio sollcimenie ¢ o wes das lconaloges digitais. A el gl
em e b s e deu & parts S alivalsles reslieade coun culslenies do Ersins Seperior, mure Seeselive de
Cileuls Pars cmbesar a8 discosdcs, além da oo da shasghs sefleaomnis & Pisgsl, ulilieu-ee & o
descmeadvida poor Daval Tall aokbes & noforsdinta clameniar & & malorsdiics snangads, comes fuporie pass cnlomles ai
preeemi v diliculdsdes enlienlsles pelos ssbulanies no Ensiess Soperasr & o leem delendida pee Fil Dubissky solwe a2
lenris o elwiraghs reflesssmmnte S analives o resuliados chialim o irvestipacio, comchuimes gue o uso das
leraalogiss digiteis Srvorecs o commirugln de com=ies melemdlicos soens g inlegeal S=linads Loge, verillossnend que
0 caalante siravis S s aglo sobes o aljoln, corsirem o comccts & integral defmids com a wlilioe e & aoTeanr
Crbdgpaleng, quet Propicion & proccess de albslrmdio sc ey iomnile

Falin ras-chave: Temokagias Dhjtas, Alssachs Rellexionanic, Ciloalo Dhlesscial & Tnicgral

Infroducio

Falar da imporidncia oo oo de e diecipline depends da relacdc eoire 0 @tioo @ a disciplina Sem
dircida, o professor de Mxeeahca jolge 2 pesrs fondymends] pae o ceedmenio melecml die
mdiiides. Mo enizmio, a respostz dos alnos ezo relagdc a disciplina de MMateemdtica poata goe o
chjettres propostos desde o Ensine Fundameaml nis ertio sando alcancados. A dmacio aprase-se oo
Encine Separior guando eaks moomes emdamec; deciders comar Engenhans pomque  senspre
mrusemram bom deterpento m Mamootics. Loge, mmionlesdor mems discipline de Calolo
Difrerrial o Inegrel, ohrigaroria nos prireino: samestmes, pmios evmisnigs arabam por decmoticar-se
dizmie das dificoldades apresentadas o aprendisgem & assim, esadindns oo repronande.

E do combecimento dios profsicnads dy Edncaciin, qoe evte ndo & nm problans verificadn moms inics
Institeicdo on regido, mas & objein de esrmdoe em odo errbeeie nacomal

Do modo wupecizl, s mlagdo ac Caloulo, weoficoz-se em mmitcs momesios que as dSculdades
owseoads: nio e direarwnte relaciomadac 3 construgio dos comceiios do demiiada o inteemal, mas
a0 pouco depemis detses cvmdamegs cobre oo comeades da pymenatica barica. Cremme acpecio a wer
comsiderado @ quands te o DeCEssATo Srar mo conexio aniTe A Loy @ 2 pratca. Verfira-uwe oma
deficidncia com relacio a uthzacio dos cophecirantos partinestes ma resclocio de problezms aplicades
& simmag Bes. Teais, o qoe vemn germdn foree do discossio dos profssworoes da area da oot Coadiorme
Behar o Nodmrs (208 p. 16T):

Lalesas que hi wm sscccs spancale dos aluned as realeda S

prohlemsas Tiss ooore ponjue, gerslmente cles sprendenem, e s
ackc: de malcrdlics ceonler, spenas flusis © roociles, com &
Borvesss e noksine e e el e g s seguids e pesndagds de um
probloma o] Ease proccess coh ooge do vendssleine “Tassr
maemilica”, gue cxipe habilifaled ooms oompeburarn, leslarn, inles,
dedueir, gensralicsr; oo glemos sdguiren apemss o capcslsle &
elduar el ulion

As pasmizas o discmeies acarca do assmmie wem impolsiorande & wtiliracio da moologis digital pars
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A construcio do conceito de Integral Dupla com utilizacio da recnologia

Viviane Raquel Backendorf

GDm™6 — Educacio Matematica, Tecnologias e Educacfo a Distancia

Fesumo do trabalho. Este artigo apresents o projefo de pesquiza de doutorado Informatica na Educagio,
que tem por objetivo verificar & analisar a influéncia da tecnelogia na consmagioe do conceito de integral
dupla, no Ensino Superior. Para realizar o esmdo sera ntlizado um Objeto de Aprendizzgem contendo wm
desafio a ser resolvido, onde o estudante tera como apoio uma parte tedrica confendo definigoes, o software
Zeogebra para consmair & analisar srafcaments & wn aplicagdvo para desemvolver a integral alzebricamente.
A pesquisa, confgurada como qualitativa e de carater exploratorio sera anslisada com base ma Abstragdo
Beflaxionante de Piaget.

Palavras-chave: integral dupls; caloalo; objeto de aprendizagem; geogebra; abstragio reflexionante.

Introducio

Falar da importancia ou nio de uma disciplina depende da relacio entre o critico e a
disciplina. Sem duvida, o professor de Matematica julga a mesma findamental para o
crescimento intelectual do individuo. Mo entanto, a resposta dos alunos em relacdo a
disciplina de Matematica mostra que os objetivos propostos desde o Ensine Fundamental
nio estic sendo alcangados. A situacfo agrava-se no Ensino Superior guando estes
mesmos estndantes decidem cursar uma Engenharia porque sempre apresentaram bom
desempenho na Matematica. Logo, matriculades numa disciplina de Caleulo, cbrigatoria
nos promeiros semestres, mmitos estudantes acabam por desmofivar-se diante das
dificuldades apresentadas e assim,_ evadindo ou reprovando.

E do conhecimento dos profissionais da Educacio. que este nio é um problema
verificade numa tnica Institunicio ou regifio, mas segundo Bersch, Nascimento e
Backendorf (2015} & ohjeto de estudo em todo termtérnio nacicnal, como apontam também
Cury e Bisognin (2006, p.2):

A preccupacio com o ensine de Calculo vem se mostrando constants; quase

todos o5 eventos relacionados com ensine de Matematica ouw Engenharia temos
enconirade rabalhos relacionsdos com as dificuldades demonsiradas pelos alunos

| Doutoranda em Informatica na Educacio — Universidads Faderal do Rio Grande do Sul — UFRGS —
wrhackendorfidnivates. br — Orientador: Dr. Marcus Vindcius de Azevedo Basso
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Emotional Design e Objetos de Aprendizagem: a percepcio de

estudantes do ensino fundamental

Viviane Raquel Backendorf, Vinicius Hartmann Ferreira, Magda Bercht
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Abstract. The focus of Emaotional Design is understand how positive emotions can be
evoked in the use of a computational resource. This article presents the results of an
experiment conducted with two groups of elementary school that aimed to identify the
emotions aroused by the use of two learning objects (LO) for Mathematics and which
aspects of each LO accounted for arouse such emotions. For this the students

answered a questionnaire built on the Wheel of Affective States afier the use of each
of the LO.

Resumo. Compreender como afetos positivos podem ser evocadas no uso de um
recurso computacional é um dos focos da drea intitulada Design Emocional. Este
artigo apresenta os resultados de um experimento realizado com duas turmas do
Ensino Fundamental que teve por objetivo identificar os afetos despertados pelo uso
de dois Objetos de Aprendizagem para Matemdtica e gquais aspectos de cada um
Jforam responsdveis por despertar tais afetos. Para isso os estudantes responderam a
um guestiondrio construido com base na Roda dos Estados Afetivos apos o uso de
cada um dos objetos de aprendizagem.
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APENDICE G: TERMO
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (TCLE)

Estamos realizando uma pesquisa com o objetivo de construir o conceito de Integral
Dupla com a utilizacdo das tecnologias digitais (software Geogebra) com estudantes da
disciplina de Célculo 1. Vocé esta sendo convidado(a) para realizar as atividades desse
processo. A sua colaboracéo podera contribuir para a construcdo do conhecimento cientifico
e beneficiar perspectivas de intervencGes educacionais futuras. A participacdo na pesquisa €
voluntéria. Esta pesquisa € coordenada pelo Professor Dr. Marcus Vinicius de Azevedo
Basso e pela Doutoranda Viviane Raquel Backendorf, do Programa de Pds-Graduagdo em
Informatica na Educacdo da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) com
guem podem ser obtidas maiores informacdes (Av. Paulo Gama, 110 — prédio 12105 — 3°
andar, sala 332, CEP 90040-060 — Porto Alegre — RS).

Se vocé tiver duvidas em relacdo a pesquisa pode contatar os Pesquisadores
responsaveis. A participacdo na pesquisa € voluntaria. Portanto, caso nao queira participar,
vocé ndo precisa assinar este Termo. O fato de ndo querer participar ndo lhe trard nenhum
prejuizo.

Ap0s o encerramento do processo, vocé pode solicitar uma devolutiva individual de
seus dados. Os resultados globais da pesquisa serdo publicados posteriormente em algum
periddico ou evento cientifico da area da matemética e/ou informatica na educagdo, sem
identificacdo da identidade dos participantes. Na apresentacao dos dados desse trabalho, sua
identidade serd mantida no mais rigoroso sigilo. Serdo omitidas todas as informacdes que
permitam identifica-lo(a).

declaro que sou maior de 18 anos e que fui informado dos objetivos e da justificativa da
presente pesquisa, e estou de acordo em participar da mesma. Fui igualmente informado: a)
da liberdade de participar ou ndo da pesquisa, bem como do meu direito de retirar meu
consentimento, a qualquer momento, e deixar de participar do estudo, sem que isso me traga
qualquer prejuizo; b) da garantia de receber resposta a qualquer ddvida acerca dos
procedimentos e outros assuntos relacionados com a pesquisa; ¢) da seguranca de que nao
serei identificado e de que se mantera o carater confidencial das informacdes registradas; d)
que as informac6es obtidas serdo arquivadas sem identificacdo pessoal junto ao banco de
dados do pesquisador responsavel; e) que os dados da pesquisa serdo arquivados sob a
guarda do pesquisador responsavel por cinco anos e depois destruidos.



