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Resumo

Este trabalho pretende introduzir os campos de estudo das algebras de Hopf,
moédulos de Yetter-Drinfeld e dlgebras de Hopf trancadas de forma que um sélido e
concreto conhecimento possa ser desenvolvido. Sao apresentados os conceitos funda-
mentais relacionados a algebras, coalgebras, algebras de Hopf, mdédulos, comédulos,

moédulos de Yetter-Drinfeld, espacos vetoriais trancados e algebras de Hopf trangadas.

Abstract

This work is intended to be an introduction to the subjects of Hopf algebras,
Yetter-Drinfeld modules and braided Hopf algebras in such a manner that a solid
and concrete grasping of it shall be attained. It presents the fundamental concepts
related to algebras, coalgebras, Hopf algebras, modules, comodules, Yetter-Drinfeld

modules, braided vector spaces and braided Hopf algebras.
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Prefacio

Da dualizacao do conhecido conceito de uma dlgebra com unidade sobre um
espaco vetorial concebe-se o conceito de uma codlgebra sobre um espaco vetorial. De
natureza contraria a multiplicacao de uma algebra, que opera um par de elementos
para resultar em um outro, a comultiplica¢ao de uma coalgebra opera um elemento e
resulta em uma soma finita de pares de elementos da coalgebra; especificamente, em
uma soma de produtos tensoriais destes tultimos. Da existéncia da unidade segue
a existéncia de uma transformacao linear entre a coalgebra e o espaco vetorial,
chamada counidade. Ainda estao relacionadas as algebras e codlgebras de maneira
que o espaco dual de uma codlgebra é uma algebra e o espago dual de uma algebra
de dimensao finita é uma coalgebra. Resulta que o dual do dual de uma &lgebra
de dimensao finita é isomorfo a esta ultima e que o dual do dual de uma coalgebra
de dimensao finita é isomorfo a segunda. A teoria de codlgebras é semelhante a
teoria de algebras; sao apresentados os conceitos de coideal, elemento group-like
e elemento primitivo. No entanto, uma certa propriedade de finitude estranha as
algebras apresentam as codlgebras. Tal propriedade é enunciada e demonstrada no
teorema fundamental das codlgebras.

Estudando relagoes de compatibilidade entre objetos que sao simultaneamente
uma algebra e uma coalgebra formula-se o conceito de uma bidlgebra: uma algebra
e coalgebra tal que sua comultiplicagao e sua counidade sao homomorfismos de

algebras. Uma classe particular de bidlgebras é a das dlgebras de Hopf, que possuem



uma transformagao linear de si e em si que é a inversa da identidade no espago
das transformagoes lineares de si sobre si mesma, sob o produto convolugao. O
primeiro exemplo de algebra de Hopf foi o anel de cohomologia de uma variedade
orientavel de dimensao finita possuindo um produto continuo, por Heinz Hopf, em
seu artigo de 1941 Uber die Topologie der Gruppen—Mannifaltigkeiten und ihrer
Verallgemeinerungen [7]. Concebido de forma pouco diferente da atual e chamadas
de hiper dlgebras, o segundo exemplo de algebras de Hopf foi a algebra envolvente
universal de uma algebra de Lie, por Jean Dieudonné em seu artigo de 1954 Groupes
de Lie et hyperalgébres de Lie sur un corps de caractéristique p > 0 [5]. Este ultimo
é neste trabalho apresentado no exemplo 2.1.5. A élgebra de Hopf do anel de
cohomologia nao é apresentada, pois a apreensao deste exemplo repousa sobre o
conhecimento de fundamentos de topologia algébrica, um campo fora do escopo
deste texto. Algebras de Hopf tornaram-se um campo de pesquisa importante da
algebra moderna e possuem vastas aplicacoes em areas da matematica e fisica, tais
como topologia algébrica, geometria algébrica, algebras de Lie, teoria de Galois,
fisica quantica, fisica de particulas e teoria das cordas.

De maneira analoga a construgao do conceito de coalgebra, dualiza-se o conceito
de maodulo sobre uma &algebra para conceber-se o conceito de comddulo sobre uma
coalgebra; este tltimo possui uma coagao que opera um elemento do comoédulo em
uma soma finita de produtos tensoriais de elementos da codlgebra com elementos do
comodulo. Sao apresentadas propriedades fundamentais de comddulos e algumas
relagoes entre moédulos e comodulos. Um modulo de Yetter-Drinfeld sao espagos
vetoriais que sao simultaneamente modulos e comddulos sobre uma algebra de Hopf
que possuem uma propriedade de compatibilidade entre sua estrutura de modulo,
de comoddulos e a antipoda da algebra de Hopf base.

Um espaco vetorial trancado é um espaco vetorial que possui uma transformagao

linear chamada tran¢a de natureza semelhante a da aplicacao twist; todo mdédulo



de Yetter-Drinfeld é naturalmente um espaco vetorial trancado. Tal tranca induz
no produto tensorial de dlgebras que sao médulos de Yetter-Drinfeld um produto
trangado. Uma dlgebra de Hopf trancada serd, neste trabalho, um moédulo de Yetter-
Drinfeld que é uma algebra de Hopf, com suas relagoes de compatibilidade tomadas
para o produto trancado do produto tensorial, e as aplicacoes que definem sua
estrutura sao homomorfismos de médulos de Yetter-Drinfeld. Tal definicao nao é a
usual, porém esta abordagem mais restrita serve melhor ao escopo pedagogico deste
trabalho. As dlgebras de Hopf trancadas sao importantes para grupos quanticos e
algebras de Nichols.

A inspiracao deste trabalho foi o desenvolvimento de um texto que introduza
as nocoes fundamentais destes tépicos de maneira intuitiva e concreta, devido a
insatisfacao do autor com a maneira em que sao escritos maioria dos livros sobre
estes campos. Abundam, portanto, exemplos; esses sao apresentados de forma
tangivel, para que seja revelada ao leitor a substancia sensivel dessas entidades
matematicas, e reserva-se o texto da linguagem categorica.

Sao imprencindiveis para a compreensao dos conceitos neste texto apresentados o
conhecimento de algebra linear de dimensao finita, produto tensorial e familiaridade

com grupos, anéis, médulos e sobretudo com o modus operandi da dlgebra abstrata.



Capitulo 1

Algebras e coalgebras

1.1 O conceito dual ao de uma algebra

Pode o conceito natural de algebras sobre um corpo K ser concebido na forma

de diagramas.

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra é um espaco vetorial A munido de duas trans-
formacgoes lineares m : AQ A — A eu: K — A, chamadas correspondentemente

de multiplicacao e unidade, tais que sao comutativos os sequintes diagramas:

ARAQA—"% . A®A A A
uRI IRu
Igm m K® A m AR K
X %
AR A A
& po A

em que ¢1 e ¢o, definidos, para a € A, por ¢1(a) = lg ® a, ¢z(a) = a ® 1k,
sao os isomorfismos canonicos. Sao os diagramas acima equivalentes as segquintes

identidades:

m((a®b)®c)) =m(a® (bR c)), (associatividade)



u(lg) = 1a. (unidade)

O leitor podera facilmente perceber que acima esta descrita a nocao usual de
algebra. Observe que, dado um espaco vetorial A, para definir uma &algebra, basta
definir uma multiplicacao associativa com unidade. Usaremos a tradicional notacao

m(a ® b) = ab.
Concebe-se dualizando os diagramas a nocao dual a de algebra: a de codlgebra.
Definicao 1.1.2. Uma codlgebra é um espago vetorial C munido de duas trans-

formacgoes lineares A : C — C ® C ec : C — K, chamadas comultiplicacao e

counidade, correspondentemente, tais que sao comutativos os sequintes diagramas:

C = CxC C
b1 b2
a ARl K®C A CRK
e®1 I®e
C@C—>Calal oo

em que ¢1 e ¢o, definidos, para k € K, ¢ € C, por ¢1(k @ c) = ¢2(c ® k) = ke,

sao 0s isomorfismos canonicos. Sao os diagramas acima equivalentes as sequintes

identidades:
(ARI)ocA=(I®A)oA, (coassoatividade)
$ro(e®Ic)oA=¢yo(lc®@e)oA=Iq. (counidade)

Introduziremos a seguinte notacao para a comultiplicacao de C'. Para um ele-



mento ¢ € C, temos

n

A(C) = Z Cci1 X Co.

i=1

Observe que esta soma ¢ finita. Passemos a escrever simplesmente

Ac) = ch ® ca.

Ficam desta forma as identidades escritas

Z 1 ®cy ®cCoy = Z c1, ®c1, R ey (coassociatividade)
Z e(cr)ey = Z c1e(er) = c. (counidade)

Podemos devido a primeira identidade escrever indistinguivelmente Y ¢; ®co®c3
e, em geral, > ;R ®...®¢,. Tal notagao é conhecida como notac¢ao de Sweedler.

Devido a coassociatividade da comultiplicacao, em uma férmula linear contendo
c1,...,c, podemos considerar quaisquer dois indices adjacentes 4, ¢ — 1 como o re-
sultado da comultiplicagao de ¢;_1; os indices maiores que ¢ sao subtraidos em 1.
Por exemplo, Y e(cy)e(ca)ese(cs) = D e(cr)e(ca, )eae(es) = D eer)cae(cs). Analo-
gamente, Y e(cy)cae(es) = Y e(cr)ea,e(ce,) = > e(er)er = c.

Uma férmula linear contendo ¢y, ..., ¢;—1, A(¢), ¢y, - - -, ¢, POde ser escrita adi-
cionando 1 aos indices maiores que i e substituindo A(¢;) por Y ¢ ® ¢;1. Por
exemplo, Y ¢ ® A(ez)e(es) @ Alcy) = D 01 ® o ® cze(cy) @ Alcs) =D 01 R ey ®

035(64) X c5 X cg.

Pode-se naturalmente escrever o conceito de uma algebra comutativa através de

diagramas; dualizando-o, concebe-se seu conceito dual.



Definigao 1.1.3. Uma dlgebra A é comutativa se € satisfeito o sequinte diagrama:

A®A - A®A

A
em queT: ARA — A® A definida, para a, b € A, por T(a®b) = b®a € a aplicacao

twist. Fquivalentemente, A é comutativa se ab = ba, para todos a, b € A.

Definicao 1.1.4. Uma codlgebra C' é cocomutativa se € satisfeito o sequinte dia-

grama:

C A .C0xC

CeC
em que T : C®C — C ® C definida, para ¢, d € C, por T(c®d) = d®c € a

aplicagdo twist. Equivalentemente, C' € cocomutativa se Y c1 & co = Y ca® ¢y, para

todo c € C.

Apresentaremos alguns exemplos de algebras e coalgebras.

Exemplo 1.1.1. O corpo K é uma codlgebra cocomutativa definindo, para k € K,

Exemplo 1.1.2. Sejam A e B dlgebras. Entao A ® B é uma dlgebra, de unidade
14 ® 1, com a multiplica¢ao definida por magp = (ma @ mp) o (I4 @ 7 ® Ip),
em que 7: A® B — B® A, definida, para a € A, b € B por (a®@b) =b®Ra € a

aplicacao twist. Tem-se, para a, a’, b, b' € A,

(a®b)(a @) =ad Q0.



Exemplo 1.1.3. Seja C uma codlgebra. Entao CRD é uma codlgebra com Acgp =
(Ic®@T17®1Ip)o(Ac ®Ap) eccgp = ¢po(ec ®ep), em que ¢ : K QK — K ¢
definida por ¢(k @ 1) = kl, para k, | € K. Tem-se, para c € C, d € D

Acop(c®@d) =) (1 ®d) @ (2 ®@dy),  ecap(c®d) =ec(c)ec(d).

Exemplo 1.1.4. Seja V' o espaco vetorial de base B. Tem-se que V' € uma codlgebra

cocomutativa definindo, para v € B,
Av) =v®w, e(v) = 1k.

Observe que € suficiente definir as transformacgoes lineares na base e estendé-las

linearmente.

Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo e KG o espaco vetorial com base G. O espaco
vetorial KG € uma dlgebra com multiplicacao definida, para o, f € K, g, h € G,

por

(ag)(Bh) = (aB)(gh).

Tem-se que ¢ KG uma codlgebra cocomutativa com

Alg) =9®y, e(g) = 1k.

Exemplo 1.1.6. A dlgebra de polinomios K[X]| € uma codlgebra cocomutativa com

n

A(X™) = Z:: (:‘) Xi® X", A(lg) = 1

€(Xn):(), 6(1[{):1[(.



De fato, tem-se

(I®A)oA(X") = Z (7;) X @ A(X™)

=0
i—0 j=0 \' J

2R ()( Jrexex
i=0 k=i

_ n i n! (n—1)! Xi @ X g X+
B il(n—i)! (k I

— —i)l(n—k)
n k nl
— : X’L Xk—i Xn—k
;;i!(k—i)!(n—k)! wATE

XS e

= ii (Z) (lf) X'@XigXxnF
= Z (Z)A(X‘ﬂ ®X"F
®1)o A(X™)

e, ainda,

n

S (X)X =Y <7Z)5(Xi)xn—i

=0

Exemplo 1.1.7. Seja M, o espaco vetorial das matrizes n xn sobre K. Entao M,

10



¢ uma codlgebra definindo, para a base {E;;}7;_,, por

A(Ei;) =Y Eix @ By, e(Big) = diy,

k=1

em que 0;; € o delta de Kronecker. De fato, tem-se

(A X I) o} A(EZJ) = zn: A(E%k) ® Ek,j

k=1

=> Y Eu®E @ Ey
k=1 [=1

= Ei,l® () B ® Ey,)
=1 k=1

=Y Ey®A)Ey)
=1

= (I ®A) o A(E;;).

Escreveremos MY para distingui-la de sua estrutura de dlgebra.

Exemplo 1.1.8 (Codlgebra corta-palavras). Sejam X um conjunto de simbolos e
C' o conjunto de palavras (listas-ordenadas) compostas por simbolos de X. Nota-
mos [z1,...,x,] a palavra xy ...z, e [] a palavra vazia. Entao C' € uma codlgebra

cocomutativa com

A([zy, ..., z]) = Z[xl, ] @ [Tigs e T,

De fato, tem-se

(A®I)oA)[x1,...,z,)) = ZA([ml, e &) @ [Tig1y -, T

e )

1
5
S
=,
X
=
El
+
B

X
5
+

11



I
)
-
3
X
>
5
+
]
S

[
T
oy
8
oy
&
+
oy
&
z
S~—

Exemplo 1.1.9 (Coélgebra trigonométrica). Seja C' o espaco vetorial de base

{s,c}. Definimos em C uma estrutura de codlgebra por

A(s)=s®c+c® s, Alc)=c®c—s® s,

e(s) =0, g(c) = 1.
De fato, tem-se

(AR oA(s)=(A)(s®@c+c®s)
=A(s)®c+Alc)® s
=(s®c+cRs)Vc+(cRc—sVS)® s
=sRCcRVC+cRSsVCc+cRcR®Ss—5Qs®s
=50cRWC—5¥s¥s+cRWCRSsS—cRWsQC
=5®(c®c—5®s)+c®(s®c+c®s)

=s®A(c) + c® A(s)

12



=I®A)(s®@c+c®s)

= (I®A)oA(s).

A identidade (A®1)oA)(c) = ({®A)oA)(c) € analogamente demonstrada. Para

a counidade, tem-se

25(31)52 =ce(s)c+e(c)s = s = se(c) + ce(s) = Z s18(82)

e, ainda,

25(01)02 =c(c)c—e(s)s = c = ce(c) — se(s) = Z c1e(c2).

Observe a relagao entre a comultiplicacao e a counidade de C' e as sequintes

formulas de somas de senos e cossenos, para 0, ¢ € R:

sen(0 + p) = sen(0)cos(p) + cos(f)sen(yp),
cos(f + ) = cos(0)cos(p) — sen(f)sen(yp),
sen(0) = 0,
cos(0) = 1.
A comultiplicacao A expressa relacoes entre as funcgoes seno e cosseno. Por
exemplo, de (A®I)oA(s) = sRcR®c—5sQVsVs+cRcRs+cR®sDc

decorre que, para 6, ¢, ¢ € R, tem-se sen(6 + ¢ + ¢) = seno(0)cos(p)cos(¢p) —

sen(0)sen(p)sen(¢) + cos(f)cos(p)sen(o) + cos(0)sen(p)cos(p).

Exemplo 1.1.10. O exemplo acima pertence a uma interessante classe de exem-
plos. Seja G um grupo e seja V. um espago vetorial. Uma representacao de G € um

homomorfismo de grupos p : G — GL(V'), isto €, que, para g, h € G,

p(gh) = p(g) o p(h),

13



em que GL(V) € o grupo de transformacoes lineares bijetivas de V- em V. E uma
pratica comum dizer que V' € uma representacao de G.

Se V' € de dimensao finita, seja {v;}!, uma base de V. Consideremos a matriz
(pij(9))i =1, em que p(g)(v;) = Z pii(g)vi, da transformacao p(g). As aplicagoes
pij G — K definem um espago vetomal de fungoes C, = (p; ;).

Seja {ci}it, wma base de C, resultante da redugdo do conjunto {pi;}i;—; a um

conjunto linearmente independente, e sejac € C,. Como (p; j(9))}.—; € uma matriz,

/[:7j:

para quaisquer g, h € G, satisfazem p; j a relagdo

Pi.j gh Zpkl pZ,]

portanto existem unicos escalares k; j € K tais que
m
= Z kijci(g)ei(h)
ij=1

De fato, se a;; € K sao tais que c(gh) = Z a; ;ci(g)cj(h), para todos g, h € G.
1,j=1

Entao

||M3

(Z( —a;j)ci(g))cj(h) =0, donde seque, da independéncia linear, que

Z(k’” —a;;)ci(g) =0, para todo j. Da independéncia linear, seque que a; j =k j,
i=1
para todos v, j. Escrevamos kf’j

E C, uma codlgebra com

= Z ki e @ ¢y, e(c) = cleq).

ij=1

De fato, seja §:C,® C,®C, = Hom(KG ® KG ® KG, K), definida, para c, d,

e €C,, g1, 92, g3 € G, por
dc®d®e)(g1 ® g ® g3) = c(g1)d(g2)e(gs),
E0 mjetiva. Tem-se

0((A®TI)oAlc)) (g1 ® g2 ®gs) = Q(Z ki jA(ci) @ ¢;) (g1 @ g2 @ g3)

i,j=1

14



Zk: Zk Cr @ C5) ®¢j)(g1 @ g2 ® g3)

7,]1 r,s=1

Z ki jkriser @ € @ ¢i)(h ® g2 ® g3)

%,5,7,6=1

Z kS ke (91)cs(92)ci(g3)

%,3,r,5=1

= Yk jei(g190)c5(9s)
ij=1

= 0(919293)

= Z ki jci(g1)ci(9293)

27-]21

= Z ki jci(g1)ker(92)cs(93)

%,5,r,6=1

Z ki jci @ ke, @ cs)(g1 @ ga @ g3)

%,J,r,5=1

= 9(2 ki ® (Z ke, @ cs))(91 ® g2 @ g3)

ijl r,s=1

ch i @A) (91 ® g2 @ g3)

1,j=1

=0((I®A) o A(e)) (g1 ® go ® g3).

Seque da injetividade de 0 que (A®I)o A = (I ®A)oA. Ainda,

(Z e(cr)er)( Z kS e(ci)e;)(

3,j=1

= (D kcile)e)(9)

ij=1

=k jcilea)e(g)

ij=1
= c(eqy)

= c(9),

15



donde seque que Y e(cy)ca = c. A identidade ) c1e(ca) = ¢ é analogamente de-

monstrada.

s

A codlgebra trigonométrica é desta forma; G é o circulo unitdrio e V = R? ¢
uma representacio de G definida, para ¥ € G, § € R, por
cos(f)  sen(0)
—sen(0) cos(0)

p(e”) =

As aplicagoes p11(e?) = cos(0), p1a(e?) = sen(0), pai(e?) = —sen(f) e pa(e?) =
cos(0) definem um espago vetorial C, de func¢oes, gerado pela base {s,c}, em que
s = pia ec= pii. Sequem das relacoes de seno e cosseno que, para €, e € G,
0,0 € R, tem-se

s(ewei‘p) = s(ei(“‘p)) = s(ew)c(ei‘p) + c(eie)s(ei‘p),

c(ee?) = c(ei(”@)) = c(e”)c(e?) — s(e)s(e™?),
donde seque que

A(s) =s®@c+c® s, Alc)=c®c—s®s.

A comultiplicagao A da codlgebras C, expressa formulas de funcoes relacionadas

a representacao p do grupo G.

Seja V' um espaco vetorial. O seu espaco dual V* é definido como o espaco
das transformagoes lineares f : V — K. Mostraremos que pode-se induzir sobre o
dual de uma codlgebra uma estrutura de algebra e sobre o dual de uma algebra de
dimensao finita uma estrutura de coalgebra. Para tanto, precisaremos de algumas

construgoes.

Sejam V' e W espacos vetoriais. Dada uma transformacao linear f : V — W,

definimos f*: W* — V* para g: W — K, por

[ (g)=gof.

16



Seja p: V* @ W* — (V@ W)* definida, para f € V*, ge W* v eV ew e W,

por

p(f ®g)(v@w) = f(v)g(w).

Tem-se que p é injetiva e, quando V' é de dimensao finita, bijetiva.

Agora podemos definir a dlgebra dual de uma codlgebra. Seja C' uma codlgebra.
Definimos m : C* @ C* — C* por m = A* o p, chamada produto convolugao e
denotada por m(f ® g) = fxg,eu: K — C* poru=¢€*0¢, em que ¢ : K — K*
é o isomorfismo dado por (¢(k))(v) = kv. Dados c € C e f,g € C*, tem-se:

(fx9)(c) = (A" o p)(f ®g))(c)
= (p(f ® 9))(A(c))
= flen)glea).

Proposicao 1.1.1. Seja C uma codlgebra. Entao é C* um dlgebra com o produto

convolucao acima definido. Tem-se ainda que € ¢ o elemento neutro da convolug¢ao.
Demonstracao: De fato, dados c € C' e f,g, h € C*, tem-se
((f % g) % h)(e) =D (f *g)(c1)h(ca)
= Z f(er)g(e2)h(cs)

= fle)(g*h)(e)
= (f*(g=h))(o).

Para verificar a segunda propriedade, basta mostrar que u(1x) = ¢ é o elemento

neutro da convolucao. De fato,
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=D fleler)e)
= f(Q_eler)er)
= f(e).

A identidade (f *u(1))(c) = f(c) é analogamente demonstrada. O

Exemplo 1.1.11. Sejam A uma dlgebra e C' uma codlgebra. Pode-se generalizar
a construgao acima para o espago Hom(C, A). E Hom(C, A) uma dlgebra com o

produto convolugao definido, para c € C, f, g € Hom(C, A), por

(f*9)(c) =D fler)glea).

O elemento neutro do produto convolucdo € us o ec.

Exemplo 1.1.12. Seja K[X] a codlgebra de polinémios. Entio K[X]* € uma
dlgebra com multiplicagio definida, para f, g € K[X]*, P(X) = . ;X" € K[X],

=0
por

n n ' B
() PCo) = S (1) FOX g
=0

Exemplo 1.1.13. Seja M9 q codlgebra de matrizes n x n. Entdo sua dlgebra

dual (M¥9)* ¢ isomorfa a dlgebra de matrizes M,,.

De fato, seja ¢ - M* — M®9 definida, para f € MY, por

Cb(f) = (f<E74])):L]:1

Claramente ¢ é um isomorfismo de espacos vetoriais. Mostremos que ¢ é um ho-

momorfismo de dlgebras. Sejam f, g € M. Tem-se

3

(f#9)(Eij) =D F(Ei))g((Eij)2) = Y f(Eik)g(Ery),
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donde seque que ¢(f * g) = &(f)P(g). Tem-se ainda que

P(e) = (5<E’i,j))2j:1 = (57;,3');1,3‘:1 = Id.

Construamos a coalgebra dual de uma &algebra A. Devido a inexisténcia, em
geral, de uma transformacao linear canénica de (A ® A)* a A* ® A* é necessério
que A seja de dimensao finita. Assim, p : A* ® A* —» (A ® A)* definida, para f,
g€ A* a, be A, por

p(f ®g)(a®b) = f(a)g(b)

é bijetiva e p~! nos basta.

Sejam A : A* — A* @ A* definida por A = p~! om*. Seja f € A*. Tem-se que
A(f) =>. f1 ® fa é a inica soma em A* ® A* satisfazendo a propriedade de que,

para todos a, b € A,

> fila = f(ab).

Chama-la-emos de propriedade de A(f). Satisfaz A(f) tal propriedade, pois

Y fila) f2(b) = (p(A(N)))(a @ b)
= (m*(f))(a®b)
= (fom)(a®b)
= f(ab).

Para demonstrar a unicidade, seja Y gx®@hy, € A*Q@A* tal que > gr(a)hy(b) = f(ab).

Tem-se

ng®hk ng Yhi (b

= f(ab)
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=Y fila) fa(b)
= P(Z f1® f2))(a®D).

Da injetividade de p segue que > gr ® hy = > f1 ® fo.

Seja € : A* — K definida por € = ¢ ou*, em que ¢ : K* — K é o isomorfismo

dado por ¥(k*) = k*(1k), para k* € K*. Tem-se, para f € A*,

e(f) = oW (f)) = (fou) = fu(lk)) = f(La).

Proposicao 1.1.2. Seja A uma dlgebra de dimensdao finita. Entao é A* uma

codlgebra com A e e acima definidas.

Demonstracao: De fato, seja f € A*. Provemos que > f1 ® fo, @ fo, = > f1, ®
fi, ® fo. Sejaf: A* @ A* @ A* — (A® A® A)* definida, para a*,b*, c* € A*, a, b,

c € A, por
f(a" @b @c")(a®@b®c)=a"(a)b*(b)c(c).
A transformagao linear 6 ¢é bijetiva. Tem-se

0> h1® fo, @ fo,))a@b@c) =Y fila)fa, (b) fa, ()
—Zfl ) fa(be)

= [(abc)
= Zf1(ab)f2(0)
= fula)fi,(b) fa(c)

=0 fu® f,® f)a®boc).

e ainda

O _e(f)f)la) =) e(fi)fala) (e(f1) € K)
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=" fi(14) fola)
= f(laa)
= f(a).

A identidade > fie(f2) = f é analogamente demonstrada. O

Proposicao 1.1.3. Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Entao A € comutativa

se, e somente se, € A* cocomutativa.

Demonstracao: Seja f € A*. Se A é comutativa, entdo tem-se f(ab) = f(ba) =
>0 fala) = fala) f1(b), logo > fo ® fi satisfaz a propriedade de A(f), donde
segue que Y f1® fo=> fo® fi.

Reciprocamente, se A* é cocomutativa, > fo® f; satisfaz a propriedade de A(f),
donde segue que f(ab) = > fa(a)fi(b) = > f1(b) f2(a) = f(ba). Como a identidade
é vélida para todo f € A*, segue que ab = ba (de fato, basta considerar uma base
B = {b;}ic1, que existe pelo lema de Zorn, e considerar as aplicagoes definidas, para

r =Y . opb; € A por fp,(z) = ayp,). O

Pode-se escrever a comultiplicacao da codlgebra dual de maneira simples. Sejam
{e;}1-, uma base de A, {e;}, sua base dual, isto é, e}(e;) = 6;; e f € A*. Segue

n
que existem ay; € K tais que A(f) = > axge; ® ef. Decorre da observagao feita
k=1

n
acima que f(e;ej) = Y apier(ei)ef(ej) = a;j. Assim, tem-se
k=1

A(f) =) flaer)e; @ e

Exemplo 1.1.14. Seja G um grupo finito. Entao KG é uma dlgebra de dimensao

finita e portanto (KG)* € uma codlgebra. Consideremos a base dual p, definida por
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pg(h) =6y, onde oy, € o delta de Kronecker. Tem-se que

Alpg) =D py(hW)pr @pw = > prn®@pw = > pn @ pr1y,
hh'=g h

logo, para z, y € G, A(py)(x®y) = > pn(®) @ pr-14(y) = py(ry)ec ®@eq, em que eg
h
¢ a unidade de G. Por linearidade, seque que A(f)(x®@y) = f(xy)ec ® eg. Assim,

a comultiplicacdao e counidade de KG* sao definidas, para f € KG*, g, h € G, por

A(f)(g@h) = f(gh)ec ® eq, e(f) = flea).

Podemos naturalmente definir homomorfismos de algebras e de codlgebras e

fazemo-lo da seguinte forma:

Defini¢ao 1.1.5. i) Sejam A e B dlgebras. Uma transformacao linear f : A —

B € um homorfismo de dlgebras se sao comutativos os sequintes diagramas:

AoA—1% BB K— " A
ma mp wp f
A - B B

Equivalentemente, é f um homomorfismo de dlgebras se, para a, b € A, tem-se
f(ab) = f(a)f(b) € f(la) = 1p.

ii) Sejam C e D codlgebras. Uma transformacao linear f : C'— D é um homo-

morfismo de codlgebras se sao comutativos os sequintes diagramas:

C ! D c—71 .p
Ao Ap o ED
CoC—e>D®D K
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FEquivalentemente, é f um homomorfismo se, para ¢ € C', tem-se

Zf(c)l ® flc)2 = Zf(01)®f(c2) e ep(f(c)) =eclo).

Exemplo 1.1.15. Seja M,, a dlgebra de matrizes n x n. Entao sua codlgebra dual
(M,)* € isomorfa a codlgebra de matrizes M°9. De fato, seja ¢ = (M,)* — M9

definida por
P(E;;) = Eij.
E ¢ um isomorfismo de espacos vetoriais. Tem-se que

A(‘Ez*]) = Z EZj(EkJEple)EZ,l ® E;,q

klpq 1

= Z Equkl@)El*

k,l,q=1
!
e, ainda,
ey (B7;) = Ef (1) = 6.

Assim, tem-se

> o((Erh) @ Zd) )@ ¢((Ery)")

= Z Ei ® L ;
=1
= Z (B ;)1 @ o(E7 ;)2

e, ainda,

ey (O((Eij)") = € ppeoats (Eij),

donde seque que ¢ é um homomorfismo de codlgebras.
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Sao escassos os homomorfismos de codlgebras entre codlgebras cujas comulti-

plicagoes tém distintas naturezas, como ilustram os préximos exemplos.

Exemplo 1.1.16. Seja f : KG — R[X] definida por f(g") = X", em que G é um

grupo ciclico gerado por g. Entao tem-se

D @ fgh=) Xi®X
—X®lx+1x@X
#X®X
= f(9) ® f(9)
= fl9) ® f(g0),

logo nao € f um homomorfismo de codlgebras.

Exemplo 1.1.17. Seja f : My — R[X] definida por f(A) = pa(X), em que

pa(X) = det(XI — A) € o polindmio caracteristico de A. Tem-se

(fRONAEL) =B @FEi+ Eiy® Eay)
=(X?-X)®(X*-X)+X*® X?
=2X?29 X’ - XX -X’9X+X®X

Z1X 42X QX+ X*®1-10X -X®1

= A(X?) - A(X)
= A(X? - X)
= A(f(El,l))a

logo nao € f um homomorfismo de codlgebras.
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Proposicao 1.1.4. i) Sejam f : A — B e g : B — C homomorfismos de

algebras. Entdo go f € um homomorfismo de dlgebras.

ii) Sejam f: A — C eg: B — D homomorfismos de dlgebras. Entio f ® g :
A® B — C®D é um homomorfismo de dlgebras.

iii) Sejam f:C — D e g: D — E homomorfismos de codlgebras. Entao go f €

um homomorfismo de codlgebras.

iw) Sejam f : C — E e g : D — F homomorfismos de codlgebras. Entdo

f®g:C®D— E®F éum homomorfismo de codlgebras.

Demonstragao: Omitiremos a demonstracao de 7) e i1). Para iii), seja ¢ € C.

Tem-se

D 9(F (@)1 ®@g(F(e))s =D (g(f()) ® g(f(c)2) = D 9(f(e1)) @ g(f(c2))

e também

eu(g(f(c))) = en(f(c)) = ec(c).
Para iv), sejam ¢ € C, d € D. Tem-se
Y ((fegcedhe (fog)(cad)= Z(f(c) ® g(d)1 ® (f(c) ® g(d))2
=> flo) 1 ® f(e)2 @ g(d)s
=Y fler) @ g(di) @ f(es) @ g(dy)
=D (f@9(ed)®(f®g)(ned)
=Y (fog(c@d) e (feg)(c®d))

e, ainda,

eppr((f @ 9)(c®d)) = epar(f(c) @ g(d))
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=ep(f(c))er(g(d))

=ec(c)ep(d) = ecgp(c @ d).

As construcoes de algebras e codlgebras duais tém importantes propriedades

acerca de homomorfismos de algebras e de codlgebras.

Proposicao 1.1.5. @) Se f: C — D € um homomorfismo de codlgebras, entdo

f*: D" — C* € um homorfismo de dlgebras.
it) Se f: A — B é um homorfismo de dlgebras de dimensao finita, entio f* :
B* — A* € um homomorfismo de codlgebras.
Demonstragao: i) De fato, sejam d*, e* € D* e ¢ € C. Tem-se
(f*(d™ x e"))(c) = (d" * ") (f(c))
= d(f(n)e"(f(e)s)
=Y d'(f(er)e"(f(e))
=D (@) en)(f(e))(e)
= (f*(d") = f*(e"))(c)
e, ainda,
f*(ep) =epo f =ec,
o que conclui a primeira parte.

i1) Para a segunda parte, seja b* € B*. Provemos que Ay« o f* = (f*® f*) o Ap-.
Escrevendo (A« o f*)(b*) = Aa«(b*o f) = > ¢; @ hy, com g;, h; € A*, tem-se,

paraa,be A

P((Ba- o [ (a@b) = p(Y_ g ® hi)(a®Db)
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e, ainda,

p((f*® ) 0 Ap ) () (a @ b) = p((f* @ ) _b; @ b3))(a®D)
= p(D_(f b)) @ (f*obs))(a@b)
=p()_(bio f)® (b50 f))(a®b)

Segue da injetividade de p que Ay« o f* = (f*® f*) o Ap«. Tem-se ainda que
(Ear 0 [1)(b") = ea=(b"0 f) = (b% 0 [)(1a) = b"(1B) = £p-(b7),

o que conclui a demonstragao.

Sabemos da &algebra linear que se V' é um espaco de dimensao finita, tem-se
que by : V. — V** definido, para v € V, v* € V*, por 8y (v)(v*) = v*(v) é um

isomorfismo. Sao ainda verdadeiras as seguintes propriedades:

Proposicao 1.1.6. i) Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo 64 : A —

A* € isomorfismo de dlgebras.

i1) Seja C' uma codlgebra de dimensao finita. Entdo 0c : C — C** € um isomor-

fismo de codlgebras.
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Demonstragao: i) Resta mostrar que 84 é um homomorfismo de algebras. Sejam

ab e Aea* € Acom A(a*) =) fi ® g;. Tem-se

(04(a) < 04(0)(a") = 3 04(a) (1:)04(6) (91)
=3 fi@)gi(d)
= a*(ab)
0.4(ab)(a”)

Tem-se ainda que (04(1))(a*) = a*(1) = ea+(a”).

i1) Provemos que A+ 0 0o = (0 ® 0¢) o A. Para tanto, consideremos
p: C*C*™ — (C*®C*)* o isomorfismo candnico. Sejam ¢ € C, ¢*,d* € C*.

Tem-se que

(p(Ac=Bc(e))(E @ d) =Y (p(e(c) ® fo(e)2) (¢ © d")

e, ainda,

(p((0c @ 60) 0 A(e) (" *d*) =Y (p(fc @ Oc)(c1 @ ¢5))(c" % d")
= Z(P(9C(Cl) ® 0c(c2)))(c" + d")
=D (Bclen)(€)(Bo(ea)(d)

= Zc*(cl)d c
= (" xd")(c).

Da injetividade da p segue a identidade. Tem-se, ainda,

(ecsx 0 0c)(c) = ec(Bc(c))
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= 0c(c)(ec) (defini¢ao de ecw € de 1o = €¢)

= Ec(C).

1.2 Um estudo de coalgebras

Sao bem conhecidas as nogoes de subdlgebras e ideais de uma algebra. Introdu-
ziremos brevemente um estudo de suas andlogas nocoes no campo das coalgebras.
Para tanto, serao necessarios os seguintes resultados de dlgebra linear, que podem
ser facilmente demonstrados tomando bases dos subespacos vetoriais evocados e

completando-as para uma base de seus respectivos espacos vetoriais.

Proposigao 1.2.1. i) Sejam V, W espacos vetoriais, X C V, Y C W su-
bespacos vetoriais. Entio (VRY)N(X@W)=X®Y.

ii) Sejam f : Vi — Vs, g : Wi — Wy transformagées lineares. Entao Ker(f ®
9) = Ker(f) @ Wi + V1 ® Ker(g).

Definicao 1.2.1. Seja C' uma codlgebra. Uma subcodlgebra de C' é um subespaco

vetorial D C C tal que A(D) C D® D.

E D uma codlgebra com as restricoes Ap = Al eecp=¢

D D
As nocgoes de ideal de uma &dlgebra podem ser escritas na forma de contencoes.

Definicao 1.2.2. Seja A uma dlgebra.

i) Um ideal a esquerda de A € um subespago vetorial I C A tal que m(R®I) C 1.
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it) Um ideal a direita de A € um subespago vetorial I C A tal que m(I @ R) C I.
iii) Um ideal de A é um subespaco vetorial I C A tal que m(R®I)+m(I®R) C I.
Dualizando as contencoes, tem-se a nocao de coideal.
Definicao 1.2.3. Seja C' uma codlgebra.

i) Um coideal d esquerda de C' é um subespago vetorial I C C tal que A(I) C
C®l.

it) Um coideal a direita de C' € um subespago vetorial I C C' tal que A(1) C I®C.

i) Um coideal de C é um subespago vetorial I C C tal que A(I) C (I@C)+(CRI)
el C Ker(e).

A condic¢do I C Ker(e), omitida na defini¢ao de ideal, é necessaria para que o

espago quociente C'/I seja uma coélgebra.

Se I é um coideal a esquerda e a direita, entao I é uma subcoalgebra, pois
A(l) C(CeI)Nn(I®C) =1®I. No entanto, se I é um coideal, entdo [
nao necessariamente ¢ uma subcoalgebra, tampouco um coideal a esquerda ou um

coideal a direita. O seguinte exemplo mostra esse fato.

Exemplo 1.2.1. Seja K[X] a codlgebra de polinomios. Entao I = (X), o ideal
gerado por X, € um coideal, mas nao é uma subcodlgebra, nem um coideal a esquerda
e nem um coideal a direita. De fato, A(X) =X ®@ 1x + 1x @ X € tal que A(X) €
IRC)+(CRI), mas AX)€IRI, A(X)E€CRI e A(X)¢I®C.

Naturalmente, a imagem e o nicleo de um homomorfismo de codlgebras sao

subestruturas de suas respectivas coalgebras. Além disso, o quociente de uma

coalgebra por um coideal é uma coalgebra.
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Proposicao 1.2.2. Seja f : C' — D um homomorfismo de codlgebras. Entao Im(f)

¢ uma subcodlgebra de D e Ker(f) € um coideal de C.

Demonstragdo: Seja c € C. Tem-se Ap(f(c)) = (f@f)(Ac(c)) € (fRCRC) =
F(C)® f(C) = Im(f) @ Im(f), logo Im(f) é uma subcodlgebra de D.

Seja ¢ € Ker(f). Entao 0 = Ap(f(c)) = (f @ [)(Ac(c)), logo Ac(Ker(f)) S
Ker(fof) = Ker(f)@C+C®Ker(f). Ainda, tem-se ec(c) = ep(f(c)) = ep(0) =
0, logo Ker(f) C Ker(ec), portanto Ker(f) é um coideal de C.

Proposigao 1.2.3. Sejam C' uma codlgebra e I C C' um coideal. Entao existe uma
tnica estrutura de codlgebras em C /I tal que a projecao canonica p: C — C/I é

um homomorfismo de codlgebras.

C L C/I
A =
@
C®C——p>C/IoC/I

Tem-se, para c € C,
Ale) =) @ea.

Demonstragao: Seja ¢ € I. Como I é um coideal, A(c) = > d; ® ¢; + ¢, @ d;, d;,
di € I, ¢, ¢ € C, logo (p®p) o Ale) = > p(di) ® ¢; + ¢; ® p(d;) = 0. Assim,
I C Ker((p®p)oA). Segue do teorema dos homomorfismos que existe uma tnica
transformacdo linear A : C/I — C/I @ C/I tal que Aop = (p® p) o A, isto &,
AQ =Y aen.

Analogamente, como I C Ker(e), existe tnica € : C/I — K tal que Zop = ¢,

isto é, 2(¢) = ¢(c). Tem-se
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=) Wm0

e, ainda,

S z(@er = 3 cleple) = oY eler)en) = ple) ==

A igualdade ) ¢ 2(¢z) = ¢ é analogamente demonstrada. O

Proposigao 1.2.4 (Teorema dos homomorfismos para codlgebras). Sejam f: C' —
D um homomorfismo de codlgebras e p : C — C/Ker(f) a projecao candnica.

Entdo existe um tnico homomorfismo de codlgebras f : C/Ker(f) — D tal que

f = fop. Além disso, [ é um isomorfismo entre C/Ker(f) e Im(f).

Demonstragdo: A existéncia e unicidade de uma transformacao linear f : C'/Ker(f) —
D, definida por f(¢) = f(c), e o fato de que f é um isomorfismo entre C'/Ker(f) e
Im(f), decorrem do teorema dos homomorfismos para espagos vetoriais. Mostremos

que f é um homomorfismo de coalgebras. Tem-se

e, ainda,
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O leitor deve haver observado que comultiplicagoes de numerosas coalgebras

apresentadas sao de uma das formas
Alc)=c®c ou Alc)=c®1g + 1 ®c.
Esta observacao leva a nogao de dois objetos importantes no estudo de coalgebras.

Definicao 1.2.4. Seja C' uma codlgebra. Um elemento group-like é um elemento
nao-nulo ¢ € C tal que A(c) = c®@ c. O conjunto dos elementos group-like de C' €

denotado por G(C).

Da propriedade da counidade de C, segue que, para ¢ € G(C), tem-se ¢ = £(c)c,
logo £(¢) = 1k. Os elementos de G(C) s@o linearmente independentes. De fato,

suponha que exista n minimal tal que existam ¢, g1, ..., g, € G(C) linearmente

kigi ® gi, logo ¢ ® Z kigi =

n
dependentes, com ¢ = > k;g;. Entdo c® ¢ =
=1 1 =1

n

)

> kigi®g;. Assim, > ki(c—g;)®g; = 0. Pela minimalidade de n, {g;} é linearmente
=1

=1 i
independente, donde segue que, para todo i, k;(c — g;) = 0 e k; = 0, um absurdo.

A seguinte proposicao mostra uma relacao importante entre a coalgebra dual de

uma algebra de dimensao finita e seus elementos group-like.

Proposicao 1.2.5. Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Entao G(A*) € o

conjunto dos homomorfismos de dlgebra entre A e K.

Demonstragao: Seja f € A*. Se A(f) = f ® f, segue da propriedade de A(f)
que f(ab) = f(a)f(b). Ainda, de e(f) = 1k segue que f(1l4) = 1x. Logo f é
um homomorfismo de dlgebras. Reciprocamente, se f(ab) = f(a)f(b), entdo f ® f

satisfaz a propriedade de A(f), donde segue que A(f) = f ® f. Além disso, como
f(1a) = 1k, f é ndo-nula. Logo f € G(A*). O
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Exemplo 1.2.2. Seja KG a codlgebra de grupos. Entao G(KG) = G.

Exemplo 1.2.3. Seja M©% q codlgebra de matrizes n X n. Entdo, se n > 1,
G(Meo9) = (). De fato, suponha que erista A = i a; ;B j group-like, entao de
A(A)=A® A, tem-se Ve

Z a; ;B @ Epj = Z a;jar B j @ Epy.

irj k=1 0,4,k l=1
Sejam iy, jo com iy # i; e f € (M,)* definida por f(E;;) = 8;i,0;j,, €m que 0 €
o delta de Kronecker. Aplicando f ® f na identidade acima, seque que a?OdO =0,
logo a;, ;, = 0. Seja g € (M,)* definida por g(E; ;) = 0;,0;4,- Aplicando f ® g na
identidade acima, seque que a;y ;o = Qi joQjo.iy = 0. Logo tem-se a; ; = 0, para todos
1, 7, donde seque que A =0, um absurdo.

Pode-se alternativamente provar que G(ME°™) = () através da Proposicio 1.2.5

e o Exemplo 1.1.15.

Exemplo 1.2.4. Seja C a codlgebra trigonométrica. Entao, sobre R, G(C) =0 e,
sobre C, G(C) = {is+ ¢, —is + c¢}. De fato, se g = as+ bc é group-like, calculando

A(g) e g ® g resulta na identidade
asQc+ac®@s—bsRs+bcRc=abs@c+bac® s+ a’s® s+ bcRec.

Da independéncia linear de {s ® ¢,c® $,5s ® s,c ® ¢} seque que a = ab, ba = a,

a*>=—beb>=0b. Dee(g) =1, resulta que b =1. Tem-se

a2 = —1, b - ].7
que nao tem solugao em R e tem solugoes a =i e a = —i em C, donde seque que
g1 =18+ c e go = —is + ¢ sao elementos group-like.
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Definigao 1.2.5. Seja C' uma codlgebra e seja u € C tal que e(u) = 1g. Um
elemento u-primitivo de C' € um elemento ¢ € C tal que Alc) = c®@u+u®c. Se
C € também uma dlgebra, um elemento primitivo de C' é um elemento ¢ € C tal
que A(c) = c®1g + 1 ®c. O conjunto dos elementos u-primitivos € denotado por

P,(C) e o conjunto dos elementos primitivos de C' € denotado por P(C).

Observe que 0 € P(C'). Além disso, se ¢ € P(C), ¢ = > e(c1)e2 = €(c) + ¢, logo
g(e) =0.

Exemplo 1.2.5. Seja K[X] a dlgebra e codlgebra de polinémios. Entio P(K[X]) =
{0, X}.

Exemplo 1.2.6. Seja K wm corpo de caracteristica 0 e seja C' uma dlgebra e
codlgebra de dimensao finita tal que A € um homomorfismo de dlgebras. Entdo
P(C) = {0}. De fato, suponha por absurdo que ¢ € P(C) € tal que ¢ # 0. Mos-
tremos, por inducdo, que {c'}"_, € linearmente independente, para todo n € N,
contradizendo a finitude da dimensao de C.

Paran =1, se alg + be = 0, aplicando ¢, seque de e(c) = 0 que a = 0, logo
b=0 e{lg,c} € linearmente independente. Suponha a hipdtese de indugdo vdlida

paran —1. Se > kit =0, aplicando A, seque de A(c') = A(e)" que
i=0

SN k() me =0

i—0 =0

Sejam i, jo com 0 < jo < 1,1 <n, e fj, gij, € C* definidas, para todo p < n —1
Fio(@P) = 0p o, Gijo(@P) = Gijop, que existem pela hipdtese de indugdo. Aplicando
sucessivamente fj, @ g;j, na identidade acima, tem-se que ky, (;‘) = 0, pois, exceto
por este, cada termo da soma possui uma poténcia de ¢ que é anulada ou por fj,
ou por g j,. Como a caracteristica de K € 0, seque que k, = 0. Da hipdtese de

inducao seque que 0 =kqg= ... =k,_1.
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Exemplo 1.2.7. O exemplo acima € falso para K com caracteristica prima. De
fato, considere K =7y e C = Zy[X]. Entio I = (X?) é um coideal, pois A(X?) =
TX?+2X X +X?®1=X?®1+1® X2 Seque que Zy[X|/I é uma dlgebra

e uma codlgebra de dimensao 2, e X € um elemento nao-nulo primitivo.

Encerramos este capitulo demonstrando uma certa propriedade de finitude que

coalgebras apresentam a qual nas dlgebras nao héd uma equivalente.

Proposicao 1.2.6. (Teorema fundamental das codlgebras) Seja C' uma codlgebra.

Entao todo o elemento de C' pertence a uma subcodlgebra de dimensao finita.

Demonstracao. Seja ¢ € C. Tem-se Ac) = > ¢;®d; e (I @ A)(Ae)) = > a®
i i
dij ® ¢, ;. Seja D = (dy;), .. De > e(c;)d;je(ci;) = > e(e)d; = ¢, decorre que

7:,] ’ T Z7] .
,] 7
c € D. Mostremos que D é uma subcodlgebra.

De fato, podemos supor que {c;}, {c;}i; sdo conjuntos linearmente indepen-

dentes. Da coassociatividade de A, segue que ZA(CZ) ®dij; ®c;; = Zc, ®
A(d; j)@c; ;. Como {c;;};; € linearmente independlgnte, segue que > A(c;) Qg]dm =
> ®A(di;) € C®C®D. Como {¢}; é linearmente independzéjnte, segue que
X(di,j) € C® D, e D éum coideal a esquerda. Analogamente é demonstrado que

D é um coideal a direita, portanto D é uma subcoalgebra. n

Considere a dlgebra K[X]. Suponha que o elemento X pertence a uma subélgebra
de dimensao finita A. Entao A contém todos os elementos da forma > k; X", k; € K,
i=0
e segue que A = K[X], um absurdo, pois K[X]| possui dimensao infinita. Portanto

a proposicao acerca de algebras andloga a Proposicao 1.2.6 nao é verdadeira.

36



Capitulo 2

Algebras de Hopft

2.1 Relacoes de compatibilidade

Diante de estruturas duais é natural a investigacao de suas relacoes de compati-
bilidade. Estudemo-las.
Seja A uma algebra. Como visto no Exemplo 1.1.2, tem naturalmente A ® A
uma estrutura de algebra definida, para a, a’, b, b € A, por
(a®b)(ad @) =ad Q0.

B 14 ®14 aunidade de A ® A.

Definigao 2.1.1. Uma bidlgebra é uma dlgebra e codlgebra B tal que A : B — B®B
ec: B — K sao homomorfismos de dlgebras. Equivalentemente, B é uma bidlgebra

se tem-se, para b, c € B,

2(50)1 ® (bc)g = Z bici ® baca, 2(13)1 ® (1) =1p® 15,
e(be) = e(b)e(c), e(1p) = 1k.

Resulta um fato importante o dual de uma bidlgebra de dimensao finita ser

também uma bidlgebra.
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Proposicao 2.1.1. Seja B uma bidlgebra de dimensao finita. Entao B* é uma
bidalgebra com a estrutura de dlgebra dual da estrutura de codlgebra de B e estrutura

de codlgebra dual da estrutura de dlgebra de B.

Demonstragao: Sejam b*, ¢* € B*. Tem-se, para b, ¢ € B,

(b ¢*)(be) =Y _b*(brea)c* (baca)
= " bi(ba)b3(c1)c; (ba)cs(ca)
= bi(b1)c; (bo)b3(c1)c3(c2)
=) (b7 ) (B) (b5 * ¢5)(0),

logo Aps(b* * ¢*) = > b x ¢f @ by x b = Ap«(b*) * Ap«(c*). Ainda, da propriedade
de Ap«, tem-se que Ap«(e) = € ® ¢, pois €(bc) = e(b)e(c). Conclui-se que Ap- é
um homomorfismo de algebras. Ainda, tem-se
E(b* xc*) = (b" xc")(1p)
= b"(1p)c" (1)
= E(b")e(¢")
e, também, £(¢) = (1p) = 1k, donde segue que é também &g+« um homomorfismo

de algebras. n

Definicao 2.1.2. Um homomorfismo de bidlgebras é um homomorfismo de dlgebras

e de codlgebras.

As seguintes proposicoes decorrem imediatamente das similares proposigoes acerca

de homomorfismos de algebras e de codlgebras.

Proposicao 2.1.2. i) Sejam f : B — C e g : C — D homomorfismos de

bidalgebras. Entao € g o f um homomorfismo de bidlgebras.
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ii) Sejam f: B — D e g:C — E homomorfismos de bidlgebras. Entao € f ® g

um homomorfismo de bidlgebras.

iii) Seja f : B — C um homomorfismo de bidlgebras. Entao € f* um homomor-

fismo de bidlgebras.

Seja H uma bidlgebra. Tem Hom(H, H) uma estrutura de algebra, considerando
H como coalgebra na primeira entrada e como algebra na segunda entrada, com a
multiplicagao convolucao (f * g)(h) = >_ f(h1)g(hs), conforme o Exemplo 1.1.11.
A unidade da convolugao é uwoe. Nem sempre possui a identidade Iy uma inversa;
quando tal inica inversa existir, chamé-la-emos de antipoda e diremos que H é uma

algebra de Hopf.

Definicao 2.1.3. Uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra H possuindo uma in-
versa da identidade no produto convolugcao. Chamamos tal inversa S : H — H

de antipoda.

Escreve-se da propriedade da antipoda S« I = [ * S = uo ¢ a identidade

> S(ha)hy =Y hiS(hg) = e(h)1y.

O dual de uma algebra de Hopf é uma algebra de Hopf e também o é o quociente
de uma algebra de Hopf por um subespago vetorial que é um ideal e coideal tal que

S(I)C 1.

Proposicao 2.1.3. Seja H uma dalgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda

S. Entao H* € uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.
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Demonstracao: Seja h* € H*. Tem-se

() S5 (hy) * h)(h) = (S*(h3))(ha)hs(ho)
)h3(he)

donde conclui-se que > S*(h})*hj = ey« 1y-. A identidade Y hi*S*(hi) = eg«1py-

¢ analogamente demonstrada. O

Proposicao 2.1.4. Sejam H uma dlgebra de Hopf e I um ideal e coideal de H tal
que S(I) C I. Entio H/I é uma dlgebra de Hopf com a antipoda S : H/I — H/I

definida, para h € H, por S(h) = S(h).

Demonstragao: Sabemos que H/I é uma algebra e uma codlgebra. Tem-se, para x,

yeH,

e, ainda, A(Tg) = 1y ® 1, que é a identidade de H/I @ H/I. Ainda,

~—

£(ry) = e(my) = e(vy) = e(x)e(y) = E(T)=(y),
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e, ainda, £(1y) = e(1y) = 1. Para a antipoda, S(I) C I C Ker(p), donde
segue, pelo teorema dos homomorfismos para espagos vetoriais, que existe tinica
S:H/I - H/I tal que S = Sop, em que p: H — H/I é a projecdo canonica.

Assim, tem-se

S S(@)@:2 =Y. S@EmT =Y 5T = Y S(r)r2 = 2(0)1g = ()1

A igualdade Y (7)15((Z)2) é analogamente demonstrada. O
Apresentaremos exemplos de algebras de Hopf.

Exemplo 2.1.1. E KG uma algebra de Hopf cocomutativa definida, para o, f € K

eg, he G, por

(ag)(Bh) = (aB)(gh), Alg) =g®y,

e(g) =1, S(g) =g "

Além disso, se G é um grupo finito, (KG)* é uma dlgebra de Hopf definida, para
f, g€ (KG)*, =,y € G, por

(f xg)(x) = f(x)g(z), A(f)(z®y) = f(zy)ee @ eq,
e(f) = flea), S(f)(x) = flz™).

Exemplo 2.1.2. Sejam K um corpo com caracteristica diferente de 2 e H a dlgebra

gerada pelos elementos ¢ e x sujeitos as relagoes
=1, z? =0, TC = —CI.

H tem dimensdo 4 como espago vetorial com a base {1,c,x,cx} e é uma dlgebra

de Hopf com

Alc) =c®ec, Alr)=c@zr+r®1,
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Esta dlgebra € conhecida como dlgebra de Sweedler e foi o primeiro exemplo de

uma dlgebra de Hopf ndao-comutativa e nao-cocomutativa.

Exemplo 2.1.3. A dlgebra de polinomios K[X| € uma dlgebra de Hopf comutativa

e cocomutativa com

A(X™) = Y (ZL) Xi@ X, Allg) =1 ® 1
e(X™) =0, e(lx) = 1k,
S(X™) = (—1)" X", S(L) = 1y

Provemos, por indug¢io em n, que A(X") = A(X)", donde sequird que A é um
homomorfismo de dlgebras. Para n = 1, a identidade € claramente verdadeira.

Suponhamos que a identidade vale para n. Entdo

A(X)™ = A(X)"A(X)

b

X™MAX)

Il
—~

n n . .
(i)X% X" NX®1g+ g @ X)

n\ A .
XHoxm 4+ ()X ex )
X'@X 4 X' @ Xm0

1=0

n i n n . .
XO Xn+1 X an(zfl)
pJrert () (e

n

~
I
o

Il
3 -
HM:
oo

<.
I
—

+ I
g_\/\

)Xn—l-l ® XO

Il
VR

n+1 " /n+1 . ,
XO Xn+1—0 Xz Xn—i—l—z
0 ) ® + Zl Z, ® (%)
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n
n+1-1

n=1
(n + 1) Xz ® Xn+1—i

- 7
=0

+

)Xn+1 ® Xn+1—(n+1)

A(xn+l),

onde em (x) foi utilizada a relagao de Stifel. Provemos que K[X] é uma dlgebra de

Hopf. Por um lado, tem-se

3 S((X"))(X), = zn: (7;) S(XT) X

Il
/\3
~
|
N
€
<

7

= E(Xn)lK,

onde em (x) foi utilizado o fato de que Y- (7)(—1)" = 0. Por outro lado,

y 7
=0

3 (S ”) (X7 1))

=0

= €(Xn>1K,

em que p(n) =1, sen € par, e p(n) =0, sen € impar.

Exemplo 2.1.4. Seja V' um espago vetorial. Sua dlgebra tensorial € o espaco

vetorial T(V) = @V, em que V' = K e V" =V ®...0V, n > 1, com a

n vezes
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multiplica¢ao definida, para v =11 @ ... Qv, € V", w =w; ® ... d w,, € V",

por
VW =V1Q...00, QW ... & Wy,

vw € VO A unidade desta dlgebra é 1.

Sejam x € VO y € VO™ Escrevamos x @y = 2@y € T(V)QT (V). Com esta
notagao, elementos em T'(V)®T(V') de semelhante escrita sao distinguiveis, como,
por exemplo, v1 ® V2@V3 = (V] ® V2) ® v3 de V1RV ® V3 = V1 ® (V2 ® v3).

Possui T(V') a seguinte propriedade universal: seja f : V. — A uma trans-
formacao linear, em que A € uma dlgebra. Entdao existe um unico homomorfismo
de dlgebras f : T(V) — A tal que f = foi, em quei:V — T(V) € a inclusio. A
estrutura de dlgebra de Hopf em T'(V') € definida aplicando a propriedade universal
as transformacoes lineares A :V - T(V)@T(V),e: V> K eS:V = T(V)®

definidas, para v € V, por
A(v) = v®1k + 1Qu, e(v) =0, S(v) = —v,

em que T (V)P € a dlgebra oposta de T(V'), com multiplica¢io definida, para v,
weTV) porv-w=uwv.
Sejav =1v+ > 0\ -0 € T(V), comvy € K, v €V, para 1 < i < n.

n=1
Note que a soma € finita. Tem-se

A(U) = Vo + Z(ﬂin)glK —+ 1K®U£n)) s (1)7(1”)®1K —+ 1}(@1)7(1”))

n=1
e(v) = vy,
50 =w (-1 of?
n=1

ET(V) com A cocomutativa. Observe que em T(V) o produto tensorial é a multi-

plicacao e portanto € distributivo. Por exemplo, para v, w € V,

Alv®@w) = Av) @ A(w)
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= (V®1g + 1xk®) @ (WR1x + 1xRW)

= (v®1k) ® (WR1k) + (V®1k) @ (1x®w)

+ (1xk®v) @ (WR1k) + (1xkQV) @ (1x@w)
=(vew)(lx®1lg)+ (W lg)R(ly @ w)
+ (g QW)@ 1)+ (1g @ 1)R(v @ w)
= (VR W)k + 1w + wRV + 1B (v @ w).

Pela propriedade universal de T(V'), A, € e S sao homomorfismos de dlgebra, e

basta verificar as propriedades da coassociatividade, counidade e antipoda.
(A®RIT)oA(v) =(A®I)(v®lk + 1xkRv)
=A()®1x + A(lg)®v
= V@1l + 1gRURL  + 1xRL xRV
= vRA(lg) + 1xkRA(v)
= (I ®A)(v®1x + 1xRv)
= (I ®A)oA(v).
Como as aplicagoes (A®@I)o A e (I @ A)o A sao homomorfismos de dlgebras, e V

gera T(V') como dlgebra, seque a identidade para todo elemento de T (V). Tem-se

ainda
(e@I)oAlv) =Y e(v)v = e(v)lx +e(lx)v = 1xv = I(v).

Como as aplicagoes (e @ I) o A e I sGao homomorfismos de dlgebras, seque a iden-
tidade para todo elemento de T(V'). A identidade (I @ €) o A = I é analogamente

demonstrada. Tem-se ainda
ZS(vl)vg =Sk +S(Ag)v=—v+v=0=¢(v)lk.
A igualdade Y v1S(ve) = e(v)1k € analogamente demonstrada. Para provarmos

que a igualdade vale para todo elemento de T(V'), basta provarmos que vale para
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elementos da forma vw, em que v, w € V. De fato,

> S((vw))(vw)e =D S(viw Jvawy
= S(wi)S(vr)vaw,
=Y S(wi)e(v) 1w,
=D e(v)S(wi)ws

Tem-se P(T(V)) =V.

Exemplo 2.1.5. Uma dlgebra de Lie é um espacgo vetorial g com um produto bili-

near [,]:g® g — g, nomeado colchete de Lie, tal que, para x, y, z € g,

[z, 2] =0

[, [y, 2]] + [2, [x, y]] + [y, [z, 2] = 0.

Observe que da bilinearidade e de [xz,x] = 0, decorre que g é anti-comutativa, isto
é [r,y] = —ly,x].

A dlgebra envolvente universal A(g) de g € a dlgebra tensorial T'(g) sujeita a
relagdo [x,y] = xy — yx. Podé-mo-la induzir em T(g) construindo o ideal I =

([#,y] = (2 @Yy —y @), eq | € um coideal de T(g), pois

Alz,yl = (z @y —y @ x)) = A([z,y]) — (A(z)Ay) — Aly)A(z))
= A([z,y]) — ((2R1x + 1x02) (yR1x + 1xBy)
—(y®1k + 1xk®y)(2@1k + 1x®7))
= [z, y|®1k + 1Rz, y]

— (2@ YRk + 120y + yRr + 1xRT R y
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— YRRl — YRz — QY — 1x By @ 1))
= [2,y|®1lx — (2 R YRk —y @ 2R1k)
+ 1@z, y] — (1g®r @y — 1xkQy ® 1)
=([z,y] - (z®y—y®2)lk
+1k®([z,y] -z @y —y @ 1))
e, ainda,
e(lr,y] —(z@y—y®x)) =0,

donde seque que A(I) C (I @T(V))+ (T(V)®1I) el C Ker(e). Tem-se, ainda,
que S([z,y] — (z@y—y®x)) = —([r,y] — (r®y—y®=x), logo S(I) C I. Portanto
A(g) =T(g)/I € uma dlgebra de Hopf.

Observe que para que I fosse um coideal, foi necessdrio que A fosse multiplicativa
em relagdo ao produto tensorial em T'(g). Como T'(g) é cocomutativa, A(g) também

0 €.

Exemplo 2.1.6. Seja M, o conjunto de matrizes n X n. Entao para n > 1, sua
estrutura de dlgebra e nem sua estrutura de codlgebra podem ser estendidas para
uma estrutura de dlgebra de Hopf.

De fato, suponha por absurdo que a dlgebra M, possui uma estrutura de dlgebra
de Hopf. Entdio como M, ¢é uma dlgebra simples, o homomorfismo de dlgebra € :
M, — K € tal que Ker(e) = (0) ou Ker(e) = M,,. Comoe(l) =1k, Ker(e) = (0),
logo € € injetiva. Segue que dim(M,,) <dim(K) =1, um absurdo.

Suponha por absurdo que a codlgebra M9 pode ser estedida para uma dlgebra
de Hopf. Entdo seu espago dual (M¥9)* é uma dlgebra de Hopf. Do Exemplo
1.1.13, seque que é (M©Y9)* isomorfo & dlgebra de matrizes M, isomorfa como

algebra, um absurdo, pois M, nao admite estrutura de dlgebra de Hopf.
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2.2 Propriedades da antipoda

A seguinte proposi¢cao mostra que é a antipoda aquilo que é nomeado como anti-

homomorfismo de algebras e anti-homomorfismo de codlgebras.
Proposigao 2.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao,
i) S(hg) = S(g9)S(h), para h, g € H.
i) S(1y) = 1y.
iii) A(S(h)) =>_S(hy) ® S(hy).
w) e(S(h)) =e(h).

Demonstragao: i) Consideremos a dlgebra Hom(H ® H, H) com a convolugao. O
elemento neutro da convolugao é uy ocgey, conforme Exemplo 1.1.11. Sejam

F,G: H®H — H dadas para h, g € H por:
F(h®g) = S5(g)S(h), G(h® g) = S(hg).

Provemos que m * F' = ug o eggyg = G * m, donde seguirda que F' = G, o que

conclui a demonstragao. Tem-se

(mxF)(h®g) =Y m((h®g))F((h® g)2)

h1 @ g1)F(hy ® g2)

I
g
El
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e, ainda,

(Gxm)(h®g) = ZGh1®91 (ha ® go)
= Z S(h1g1)h292

= 5((hg)1)(hg)
=e(hg)ln
=e(h)e(9)ln

= enen(h ®g)ly

=up ocpen(h® g).

ii) Temos, da propriedade de S, que
S(y) = S1m)ly =Y S((m)1) ()2 = e(lp)ly = 1xly = 1y

iii) Consideremos a dlgebra Hom(H, H® H) com a convolugao. O elemento neutro
da convolucao é uggy o €, conforme Exemplo 1.1.11. Consideremos F,G :

H — H ® H dadas para h € H por:
F(h) = A(S(h)), G(h) =) S(hy) ® S(hy).

Provemos que A x F' = uggy 0o ¢ = G x A, donde seguird que F' = G, o que

conclui a demonstracao. Tem-se

(A % F)( ZAhl

= ZA(h1)A(S(h2))
= A(D_ mS(hy))

= A((h)1)
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= upgn(e(h))

e, ainda,

(G * A)( ZG (h)A
= [S((h1)2) @ S((h1)1)][(h2)1 @ (ha)2)]
- Zs((hl)z)hQI ® S((h1)1)ha,
=3 S(hs)ha @ S(hn)hs (%)
=" e(ha) 1y @ S(hi)hy
= Z 1y ® S(hy)e(hs)hs
= 1y ® S(h)e((ha)1)(ha)s
= 1y ® S(h1)hs
=15 ® Y S(h1)hs

=1g® €<h)1
=¢e(h)(1xg ® 1x)

= uneu(e(h)).

O leitor que realiza sua primeira visita as nocoes de coalgebra pode encontrar-
se confuso com a expressao (x), cuja elucida¢do reside na introducao da

notagao de Sweedler, na pagina 7.

iv) Tem-se da definigao de S, >~ hy1S(ha) = e(h)1. Aplicando ¢, tem-se as seguin-

tes identidades:

e()_hiS(ha)) = e(e(h)1y)
> e(h)e(S(hs)) = e(h)e(1n)
e(SOO_e(hi)ha)) = e(h)1k
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Decorre que é também S~!, quando existe, um anti-homomorfismo de algebras

e de coalgebras.

Proposicio 2.2.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora S. Entdo,
i) S~'(hg) = S7'(g9)S~'(h), para h, g € H.
i) S71(1) = 1.
i) A(STHh)) =D 5" he) @ S7H(hy).
w) e(STHh)) =e(h).
Demonstracio:

i) Sejam h, g € H. Entao, escrevendo h = S(S7'(h)), g = S(S7!(g)), tem-se que

S (hg) = STHS(STH()S(S7(g))) = STHS(S™H(9)S T (R)) = ST (9) S~ (h).

i1) Tem-se que S~ '(1y) = S~1(S(1y)) = 1u.

i11) Tem-se > hi®@hy = A(S(S71(h))) = S((S71(h))2)@S((S7(h))1). Aplicando
na identidade acima 7o (S7! ® S71), em que 7 é a aplicagao twist, tem-se que
2257 (he) @ S7H(h) = 32(STHR))1 @ (STH(R))2 = A(STH(A)).

iv) Tem-se que e(h) = (S(S7(h))) = e(S7(h)). O

Proposicao 2.2.3. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. As sequintes

propriedades sao equivalentes:
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i) > S(hg)hy =e(h)1.
ii) > haS(hy) =e(h)1.
iii) S™1= 5.
Demonstragao. Mostraremos que sdo equivalentes i) e iii). A equivaléncia das
propriedades ii) e iii) é analogamente demonstrada.

i) = i11) Basta provar que S? é uma inversa a direita de S no produto convolugao, de

onde seguird que S? = I, pela unicidade da inversa.

(S*S%)(h) = S(h)S
= Z S(S(ha)hy) (por i) de Prop. 2.2.1)

= S(e(h)1) (hipétese)

=¢e(h)l (por #i) de Prop. 2.2.1)

i1i) = 1) Da definigao de S, tem-se Y S(hq)hy = £(h)1. Aplicando S, tem-se as seguin-
tes identidades.
S() " S(h)ha) = S(e(h)1)
=Y S(S(h1)ha) = £(h)S(1)
= S(hy)S*(h1) = £(h)1 (de i ¢ ii) de Prop. 2.2.1)

= Z S(ha)hy = e(h)1 (hipétese)

]

Note que se ¢ H uma algebra de Hopf comutativa ou cocomutativa, sua antipoda

possui uma, e portanto todas, das propriedades acima descritas.
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Definicao 2.2.1. Um homomorfismo de dlgebras de Hopf é um homomorfismo de

bidlgebras.
Um homomorfismo de algebras de Hopf preserva antipodas da seguinte forma:

Proposicao 2.2.4. Sejam H e G dlgebras de Hopf com antipodas Sy e Sg e seja
f+H — G um homomorfismo de dlgebras de Hopf. Entao fo Sy = Sgo f.

Demonstracao: Consideremos a dlgebra Hom(H, G) com o produto convolugao, cujo
elemento neutro é ug o ey. Provemos que f * (f o Sy) =ugoey = (Sgo f) * f,

donde seguira a tese. De fato, para h € H, tem-se

(f = (foSu)(h) = f(l)f(Su(h))
= fQ_ mSu(hs))
= f(em(h)ln)
=en(h)le

= ug(eu(h))

e, ainda,

Proposicao 2.2.5. O dual H* de uma dlgebra de Hopf de dimensao finita H é uma

algebra de Hopf com antipoda S*.
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Demonstracao. De fato, seja h* € H*. Tem-se, para h € H,

(D5 (hi) = h3) Z(S*(h;»(m)h;(ha
= > " hi(S(h))h3(ho)
=1*(>_ S(h1)hs)
= h*(e(h)1y)
=e(h)h*(1p)

= en-(h")e(h),

donde segue que Y S*(h}) x hi = ey« (h*)e. A identidade Y h} * S*(h%) = ey« (h*)e

é analogamente demonstrada. O
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Capitulo 3

Modulos de Yetter-Drinfeld

3.1 Mobdulos e comodulos

De maneira semelhante aquela realizada anteriormente no capitulo de algebras
e coalgebras, o leitor podera facilmente conceber em forma de diagramas a nogao

natural de A-moédulos sobre uma algebra A.

Definicao 3.1.1. Um A-mddulo a esquerda é um espago vetorial M com uma trans-

formacgao linear p: A Q@ M — M tal que sao comutativos os sequintes diagramas:

AQAQM -2 Ao M KoM—" _ Ag M
m&I M ) "
A M . M

nos quais ¢ € definida, para k € K, m € M, por ¢(k @ m) = km. Usaremos a
tradicional notagao p(a @ m) = a - m. Os diagramas acima sao equivalentes as

sequintes identidades, para a, b€ A em € M:

a-(b-m)=(ab)-m, la-m=m.
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Por facilidade de escrita, omitiremos o ponto quando nao implicar em falta de
clareza. Podemos analogamente realizar através de diagramas a nocao de um A-

modulo a direita.

Definigao 3.1.2. Um A-mddulo a direita € um espago vetorial M com uma trans-

formacgao linear p: M ® A — M tal que sao comutativos os sequintes diagramas:

MoAR A" oA MoK —"™M oA
Iy @m iz ) iz
M A m M M

nos quais ¢ € definida, para k € K, m € M, por ¢(m ® k) = km. Usando a
tradicional notacao u(m @ a) = m-a, para a € A e m € M, os diagramas acima

sao equivalentes as sequintes identidades, para a, b€ A em € M:

(m-a)-b=m-(ab), m-14=m.

Se dualizados os diagramas que definem as nogoes de A-moddulos a esquerda e
de A-modulos a direita, tem-se as nogoes de um C-comddulo a direita e de um

C-comodulo a esquerda, respectivamente, em que C' é uma codalgebra.

Definicao 3.1.3. Um C-comddulo a esquerda € um espaco vetorial M com uma

transformacao linear p: M — C' ® M tal que sdo comutativos os sequintes diagra-

mas.
M P CoM M P ~CoM
p ARI 8 eRIn
COIM—mCRQCQM KoM
Ic®p
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nos quais ¢ € definida, para m € M, por ¢(m) = 1x @ m. Os diagramas acima $ao

equivalentes as identidades:

(A®T)op=(I®p)op, (e®I)op=0.

Definicao 3.1.4. Um C-comaddulo a direita é um espaco vetorial M com uma trans-

formacgao linear p: M — M ® C' tal que sdo comutativos os sequintes diagramas:

M 7 M®C M F ~M®C

P Iy ®A 8 In®e

MRIC———MxxCxC M® K
pRIc

nos quais ¢ € definida, para m € M, por p(m) = m® lg. Os diagramas acima $ao

equivalentes as identidades:

({®A)op=(p®I)op, (f®e)op=29.

Usaremos a seguinte notagao: seja M um C-comédulo a esquerda. Notamos
p(m) = > m1) @ m(g), em que os elementos m(_1) estdo em C e os elementos
myoy estao em M. Observe que ¢ no parénteses no indice onde se faz a distincao da
notacao de p da notagao da comultiplicacao.

Com esta notagao, a definicao de um C-comddulo a esquerda escreve-se

Z My(—1) @ M) 4y @ M) = Z m(-1); @ M(-1), @ M(0)

Z E(m(,l))m(o) =1m,

e podemos escrever indistinguivelmente

Z M(—2) & M(—1) & M) = Z My(—1) @ M)y & TM(0)p
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= Z m(—1), @ M(—1), @ M)

e, de forma geral,

D M) @MY1) © .. @)

= M) @ - ® p(m (o)
= M) @ - @ M- (i) ® Alm(—iy) @ (-1 @ ... © M),

emquei€e{l,....,n—1}.

Analogamente, seja M um C-comédulo a direita. Notamos p(m) = > m ®

m(1), em que os elementos m ) estao em M e os elementos m) estao em C.

Com esta notagao, a definicao de um C-comédulo a direita escreve-se

Z M(0)) ® M(0)y ® M1 Z mo) @ m(1); @ M(1),,
Z €(m(1))m(0) =m,

e podemos escrever indistinguivelmente

> my @may @me) = Y _(m)) o) ® (M) ) © ma)

=D M) @ (may) @ (ma))s

e, de forma geral,

> mey ®mapy ©. =" p(me) @ may ® ... @ m-y

=D Mo ® ... ©mi-1) ® Almp) M) @ ... ® M),

emquei€{l,....,n—1}.

Porquanto equivalentes sao as suas analogas propriedades de C-comédulos a es-

querda as propriedades de C-comddulos a direita, sao os estudos de C'-comddulos
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a direita e a esquerda congruentes. De fato, demonstra a Proposi¢ao 2.1.10 de
[4] que a categoria dos C-comédulos a esquerda é isomorfa a categoria oposta dos
C-comodulos a direita, isto é, a categoria obtida invertendo-se os dominios e con-
tradominios dos morfismos na categoria dos C-comédulos a direita.

Trabalha-se tradicionalmente com C-comddulos a direita. Este texto, no en-
tanto, pretende introduzir a nocao de médulos de Yetter-Drinfeld, campo de estudo
onde maneja-se tradicionalmente C-comddulos a esquerda. Trabalharemos com es-

ses ultimos.

Exemplo 3.1.1. Seja B uma bidlgebra. Entao K é um B-mddulo e B-comddulo

com ag¢ao e coacao definida, para k € K, por

bk = e(bk, p(k) = klp ® 1.

Exemplo 3.1.2. (A¢ao reqular a esquerda) Seja A uma dlgebra. Entao A € um

A-mddulo com acdo definida, para a, x € A, por

Exemplo 3.1.3. Seja C' uma codlgebra. Entao C é um C-comodulo com coa¢do

definida, para c € C, por

p(c) = ch ® c3.

Exemplo 3.1.4. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um espago vetorial V é um H -

modulo e H-comddulo com agdo e coagao definidas, para h € H, v € V', por

h-v=e(h)v p(v) =1 ®v.
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Exemplo 3.1.5. Sejam M e N H-mddulos. Entao M @ N é um H-mddulo com
acao definida, para h € H, m € M, n € N, por

(m®n) Zhl m®e hy-n

De fato, sejam h, g€ H, m € M, n € N. Tem-se

h-(g-(m®n)) Zgl m® g - n)
—Z}h (g1-m)®hy-(g2-n)
:Z(hlgl)'m®(h292)'n

—Z -m ® (hg)s -

= (hg) - (m®n)

e, ainda,

ly-(m®n)=1g - m® 1y -n=men.

Exemplo 3.1.6. Sejam M, N H-comaodulos. Entao M @ N é um H-comddulo com

coacao definida, para m € M, n € N, por

p(m®n) Z m—1)n-1 @ (M) ® n))-

De fato, tem-se

D (m@n)1) @ (men)g,_, ®(men)m,

=Y meyneny ® (me) © ng) 1) © (M) @ 1))
=Y meynen @ mey_yno @ (M), © 1))
= My, @ men,ne, © (me) @ n)

=Y (meynen)i ® (mennn)z @ (m) @ ng))

= (m®n) 1, ® (Mm@ n) 1), ® (mSn)g,
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e, ainda,

Y elmen) ) (m@n)e =Y e(mnnci)me @ no)
= e(m1)e(ne1y)me) @ ng)

=Y e(m1)m) @ e(n )

=mEn.

Exemplo 3.1.7. Seja C uma codlgebra. Entao é C' um C*-mdédulo a esquerda com

acao definida, para c € C, f € C*, por

fre=>" fle)er

De fato, sejam f, g € C*, c € C. Tem-se

flg-o=FO gle)a)
= gle)f -
= glea) flen)en,
= flea)gles)en
=Y frg(e)a
(f*g)-c

e, ainda,

g-c= 26(62)61 =c.

Exemplo 3.1.8. (Ac¢ao adjunta a esquerda) Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao

H ¢ um H-mdédulo e H-comddulo com agao e coagao definidas, para h, x € H, por

hex=> huzS(hy), p(h) =Y i @ hy.
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De fato, tem-se, para h, g, v € H,

he(g-z)=h-(D_ gwS(g2))
= hgizS(g2)S(ho)
- Z h1g12S(hago)
= Y (S (ko))
= (hg) - x
e, ainda,

A propriedade da coacdo decorre do Exemplo 3.1.3.

Exemplo 3.1.9. (Coagdo adjunta a esquerda) Seja H uma dlgebra de Hopf. Entdo

H ¢ um H-mddulo e H-comodulo com ac¢ao e coacao definidas, para h, x € H, por
h-xz = hz, p(h) =Y h1S(hs) @ hy
A propriedade da acao decorre do Exemplo 3.1.2. Para a coagdo, tem-se

D e @ o)y @ by, = 3 S (hs) ® hayS(hay) @ ha,
_ Z h1S(hs) ® hyS(hy) @ hs
— Z h1,S(hs,) @ h1,S(hs,) @ hy
= h1,8(hs)1 ® h1,S(hs)a @ ho
= (S(hs))1 ® (h1S(h3))2 @ ho

= 1y, ® b1y, ® h)

e, ainda,

> elhcnho =Y e(lnS(hs))hs
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ho

> e(h)e(S(hs))
> e(h)e(hs)hs
> elh)hs

h.

Exemplo 3.1.10. Seja G um grupo e V. um espaco vetorial. EntaoV é um KG-

comddulo se, e somente se, V.= @ V,, em que V, = {v € V | p(v) = g®v}. Neste
geG
caso, a coagao € definida, para v, € V,, por

p(vg) = g @ vy.

Se V=@V, temos, para v, € Vg,
geG

Z Vg @ Y90y ® Y90y = 9 ® g &g
= A(g) & vy
- Z Vg(_1y, ® Vg(_1), ® Vg,

e, ainda,

ZE(U!](—Q)UQ(O) = e(g9)vy = 1xvy = vy.

Seque da linearidade de p a tese.

Se V. é um H-comddulo, podemos sem perda de generalidade escrever, para
veV,pw)=> 9g®v,. ComoV éum KG-comddulo, temosv =) e(g)vg = > v,.
Seja g € G. Pﬁovemos que v, € V. Escrevamos p(v,) = Zh:h ®g1])g(h). Comogv é

um KG-comddulo, temos

Zg®g®vg:ZA(Q)@)Ug:Zg@p(Ug):Zg®h®vg(h)

Seja h € G e sejam g*, h* € (KG)* tal que, para x € G, g*(z) = 0y4, h*(x) = 6p 4,

em que d € o delta de Kronecker. Aplicando g* @ h* ® Iy, a identidade acima, tem-se
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que vy, = V4001, donde seque que p(v,) = g ® v,. Resta mostrar que a soma €
direta. Tem-se que 0 € V,, para todo g € G, pois 0 = p(0) = g ® 0. Ainda, se

V=0, = %&: v, tomando g* € (KG)* como acima definido, tem-se
9

vy = (9" @ Iv)(g®vy) = (¢ ® Iv)(p(v)) = (¢ ® Iy)(D_h®@wy) =0,
h#g

donde seque que V() > Vi, = 0.
h#g

Seja H uma algebra de Hopf. Pode-se induzir sobre o dual de um H-mddulo
uma estrutura de H-modulo e, se H tem antipoda bijetora, sobre o dual de um

H-comddulo de dimensao finita sobre H, uma estrutura de H-comddulo.

Proposicao 3.1.1. Seja H uma dlgebra de Hopf e seja M um H-mddulo. Entao

M* é um H-maodulo com acao definida, para h € H, m € M e f € M*, por

(h- f)(m) = f(S(h)-m).

Demonstracao: De fato, tem-se que

(h-(g-f))m) = (g- f)(S(h)-m)

e, ainda,
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Seja H uma algebra de Hopf de antipoda bijetora e seja M um H-comodulo de
dimensao finita sobre H. Seja {m;};c; uma base de M sobre H. Consideremos em
M* = Hom(M, K) sua base dual {f;} definida por f;(m;) = 6, ;, em que § é o delta

de Kronecker. Definimos a coacao, para f € M*, por

p(f) = Z S~Hmi_,) @ f(mi)) fi-

E p assim definida a tinica soma em H ® M* satisfazendo a propriedade

O fenfo)m) =Y S (mn) f(me)),

para todo m € M. Nomea-la-emos de propriedade de p(f). De fato, p satisfaz tal

propriedade, pois, escrevendo m = ;ajm;, tem-se

(Z fenfo)m) = Z S_l(mi(,l))f(mi(o)>fi(m)
= Z S_l(mi(,l))f(mi(o))fi(z a;m;)

J

= Z Z ST mi_y) £ (mig,))ag fi(my)

= 87 m) f(my),

em cuja ltima identidade segue de > a;m; _, @ mi, = > aip(m;) = p(d_ aim;) =
p(m) = Y mr1y @ me). Seja Y hy @ g € H® M* tal que ) hygr(m) =
> S (m—1)) f(m(o)), para todo m € M. Tem-se

S fen® foy =Y 87 mi ) @ f(mig)fi
- Z Sil(mi(—n)f(mi(o)) ® fi

= Z Z hrge(mi) @ fi
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= Zzhk ® gr(ms) fi
K
= Z hi, @ ng(mz)fz
!
=> h, @ g,
k

o que demonstra a unicidade de ) fi_1) ® fio).

Proposicao 3.1.2. Sejam H uma dlgebra de Hopf de antipoda bijetora e M um H -
comodulo de dimensao finita sobre H. Entdo M* ¢ um H-comddulo com a coac¢ao

acima definida.

Demonstracao. Sejam f € M* m € M. Tem-se

(A op(f) =A@} 5 (mi_,)® f(mig,)f)
=Y ASTHmi,)) @ fmig) fi
=Y 57 mi_,),) @87 (ma_, ) ® f(may)fi  (por dii) de Prop. 2.2.2)
= Z S™Hmi ) ) Fmig) @ S™Hma ) ) © fi
=D 5 miy, ) (mi, ) © 57 (mi,)) @ f;
= fenfomiy) ® S (mi_,) ® f;
=3 feny @5 (mi_y,) ® foy(mig,) fi
=Y fen©p(fo)
= ®p)op(f)
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= Z f(moy)e(m(—1)) (de iv) de Prop. 2.2.2)

Podemos naturalmente definir homomorfismos de A-mddulos e de C-comédulos

e fazemo-lo da seguinte forma:

Definicao 3.1.5. Seja A uma dlgebra e M, N dois A-mddulos a esquerda com
acoes iy € pn- Uma transformacao linear f : M — N € um homomorfismo de

A-mddulos a esquerda se € comutativo o sequinte diagrama:

Ao M—"" _AoN
par UN
M - N

FEquivalentemente, € f um homomorfismo de A-maodulos a esquerda se, param € M,

fla-m) =a- f(m).
Definicao 3.1.6. Seja C' uma coalgebra e sejam M ,N dois C'-comddulos a direita

com as coacoes py e py. Uma transformacao linear g : M — N é um homomor-

fismo de C-comddulos a esquerda se é comutativo o sequinte diagrama:

M g N
M PN
COM—Fp——>C®N

Equivalentemente, é g um homomorfismo de C-comddulos a esquerda se tem-se,

para m € M,

D g(m)n ®@g(m)o) =Y m1) @ g(m):
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Proposicao 3.1.3. i) Sejam f: M — N e g : N — L homomorfismos de

H-mddulos. Entao go f € um homomorfismo de H-mddulos.

ii) Sejam f : M — L e g : N — O homomorfismos de H-mddulos. Entao
fRg: M®N — L®O éum homomorfismo de H-mddulos.

iii) Seg: M — N, h: N — L sio homomorfismos de H-comddulos, entdo ho g

¢ um homomorfismo de H-comddulos

iv) Sejam g : M — L e h : N — O homomorfismos de H-comddulos. Entao
fRg: M®®N — L®O éum homomorfismo de H-comodulos.

v) Seja f: M — N um homomorfismo de H-mddulos. Entao f*: N* — M* é

um homomorfismo de H-mddulos.

vi) Seja f: M — N um homomorfismo de H-comédulos. Se H tem antipoda

bijetora, entao f*: N* — M* € um homomorfismo de H-comddulos.

Demonstra¢ao: Omitiremos a demonstracao de i) e ii). Para iii), seja m € M.

Tem-se

> h(g(m)) -1y @ h(g(m)) @) = Y g(m) (1) © h(g(m(o)))
= Zm(*l) ® h(g(m))).

Para iv), sejam m € M, n € N. Tem-se

Y ((g@n)(men)cy @ ((g@h)(men)e = Z(g(m) ® h(n))-1 @ (9(m) © h(n)) )
= g(m)nh(n) 1) @ (g(m)) @ h(n) )
= Z m-nyn(-1) ® (9(m(0)) ® h(n()))

= Z(m ®n)-1) ® (g @ h)((m @ n)q))-

Para v), sejam h € H, n* € N*, m € M. Tem-se

(f*(h-n7))(m) = (h-n")(f(m))

68



=n*(f(S(h)-m)) (f é homomorfismo de médulos)

= (h- f(n"))(m).
Para vi), sejam h € H, n* € N*. Tem-se

(T f)op)(n) =T ) ni_y@njy)
= Zn?fl) ® f*(nzko)»

Mostremos que satisfaz » ni_H®f* (n’(’}))) a propriedade de p(f*(n*)), donde seguira
que é f um homomorfismo de H-comoddulos. Seja m € M. Tem-se
O ni_nf (i) (m) = > ni_yniy(f(m))
= 37 S (f(m)n*(f(m))  (propriedade e p(n*))
= 87 mey)n* (f(m))
= 87 me) (1 (n) (mge)-
L]

Pode-se induzir em um H-médulo a esquerda uma estrutura de H-moédulo a

direita e em um H-comddulo a esquerda uma estrutura de H-comddulo a direita

da seguinte forma:

Proposicao 3.1.4. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao

i) Seja M um H-mddulo a esquerda Entdo podemos definir em M uma estrutura

de H-mddulo a direita definida, para h € H, m € M, por m - h = S(h) - m.
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ii) Seja M um H-comddulo a esquerda. Entdo podemos definir uma estrutura de

H-comédulo a direita definida, para m € M, por p'(m) =) mq) @ S(m1)).

Demonstragao: i) Sejam g, h € H, m € M. Tem-se

(m-h)-g==5(g)-(m-h)

e, ainda,

it) Sejam € M. Tem-se

(P ®@I)op(m)= (0 @)D _me @ S(m1)))
=Y (m) @ S(m(1))
=D M, @ S(me,_,,) ® S(m 1)
=Y m) @ S(m1),) @ S(m1),)
=Y M) @ S(m1)1 @ S(m(-1))a
= (T®A)(D_me @ S(m(-1))

= (I ®A)op(m)
e, ainda,

(I®e)op(m)=(I®e)(D> me®S(my))

— Z e(S(m-1)))mo)
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Definicao 3.1.7. Seja M um C-comodulo a esquerda. Um subespaco vetorial N C

M ¢é um subcomddulo se p(N) C C ® N.

Observe que N é um C-comdédulo com a restri¢ao py = pM‘ N

Os comddulos comportam-se de forma semelhante a médulos em relagao a ho-
momorfismos. O leitor podera facilmente demonstrar as seguintes proposigoes, uti-

lizando o analogo resultado para espacos vetoriais.

Proposicao 3.1.5. Sejam M um C-comodulo a esquerda e N C M um sub-
comddulo. O espago vetorial quociente M /N possui uma unica estrutura de C'-
comddulo a esquerda p : M/N — C ® M/N tal que a projecio candnica p :

M — M/N é um homomorfismo de C-comddulos, definida, para m € M, por

p(m) = > m1) ® M.

M L M/N
v
CeM o C® M/N

]

Proposicao 3.1.6 (Teorema dos homomorfismos para comdédulos). Sejam f : M —
N um homomorfismo de C-comddulos a esquerda e p: M — M /Ker(f) a proje¢ao
canénica. Entdo existe um 1inico homomorfismo f : M /Ker(f) — N tal que

f = fop. Além disso, f é um isomorfismo entre M /Ker(f) e Im(f).
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3.2 Modbdulos de Yetter-Drinfeld

Apresentaremos uma importante relacao de compatibilidade entre a estrutura de

H-médulo e de H-comddulo de um mesmo espago vetorial.

Definicao 3.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um modulo de Yetter-Drinfeld a
esquerda sobre H ¢ um espaco vetorial M que € um H-mdodulo a esquerda e um

H-comodulo a esquerda possuindo a sequinte propriedade de compatibilidade, para

he Heme M:

p(h-m) = Z(h “m)(—1) ® Z him—1)S(hs) @ hy - m

Os médulos de Yetter-Drinfeld possuem grande importancia para algebras de

Nichols e grupos quanticos.

Exemplo 3.2.1. Seja V' um espago vetorial. Entao V' é um H-mddulo de Yetter-
Drinfeld com acdo e coacao definidas, conforme o Exemplo 3.1.4, para h € H,
velV,

h-v=c¢e(h)v, p(v) =1y ®wv.

De fato,

> by S(hs) @ hy v =Y hilpS(hs) @ e(ha)v
= hS(hse(hs)) @ v
=> mS(hy) ®v
=1pe(h)®wv
=1y ®e(h)v
=1lg®h-v

=p(h-v).
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Exemplo 3.2.2. Sejam M, N dois H-mdédulos de Yetter-Drinfeld. Entao M @ N é
um modulo de Yetter-Drinfeld com acdo e coacao definidas, conforme os Exemplos

3.1.5€3.1.6, parahe H,me M en € N, por
(m®n) Zhl m®hy-n, pmn)= Zm (—1) ® (M(o) @ n(g))-

De fato, sejam m € M, n € N, h € H. Tem-se

p(h - (m & n)) :Zp(hl m® hy - n)
= Z (h1 - m)1y(hg - n) -1y @ (h1 - m) ) ® (ha - 1))
= haymyS(hay)ha,n-1)S(hay) @ ha, - myg) @ ha, 1
= him_1)S(hg)han(—1)S(hg) @ ha - M) ® hs - n
= ham_pe(hs)nyS(hs) @ hy - mg) @ hy - ngg
= hamnyn-nS(hs) @ (hag(hs)) - m) ® hy - ng
= Z ham_1yn-1)S(ha) @ ha - m@) @ hs - n)
= Z ham—1yn—1yS(hs) @ ha, - m@g) @ ha, - 1
= Z hi(m-1yn(-1))S(hs) @ ha - (m(0) @ n(g))

= Z h1<m X n)(_1)5<h3) ® hy - (m ® n)(o)-

Exemplo 3.2.3. (A¢ao adjunta a esquerda de H) Seja H uma dlgebra de Hopf. H é
um H-modulo de Yetter-Drinfeld com ac¢ao e coacao definidas, conforme o Exemplo

3.1.8, para h, x € H por

h-x:Zhle(hg), p(x) :Zx1®x2.

De fato,

p(h-z)= p(z h1zS(hs))
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= (mxS(ha))1 @ (h1zS(ha))s
= h1,215(h2)1 @ h1,25 (ha)s
= " hy,21S(ha,) ® h1, 725 (ha,)
= " 215 (hs) ® howaS(hs)

— Z hix1S(h3) ® hy - x5

= Z hliﬁ(,l)S(hy,) ® hg - Z(0)

Exemplo 3.2.4. (Coa¢ao adjunta a esquerda de H) Seja H uma dlgebra de Hopf.
Entao H ¢ um H-mddulo de Yetter-Drinfeld com acdo e coa¢ao definidas, conforme

o Exemplo 3.1.9, para h, x € H por

h-x = hx, p(z) = leS(xg) ® Tg.

De fato,

p(h- ) = p(hz)
= (ha) ) ® (h)s
— Z hi21S(hszs) @ hots
— Z hiw1S(23)S (hs) ® hoxy
=" hi(x18(x3))S(hs) @ hy - 3

_Zhlx S(h3) @ hy -

Exemplo 3.2.5. Seja G um grupo. Sabemos do Exemplo 3.1.10 que um espaco
vetorial V' é um KG-comddulo se, e somente se, V. = @ V,, em que V, = {v €

geG
V| p(v) = g®v}. Tem-se que V, com agdo definida, para h € H, v € V, por
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h-v =c¢e(h)v e coagao definida, para v, € V,, por p(vy) = g ® v, € um mddulo de
Yetter-Drinfeld sobre KG se, e somente se, g - v, € Vgpg-1, para todos g, h € G.

De fato, se V€ um H-mddulo de Yetter-Drinfeld, tem-se

p(g-vn) = g1on_, S(g3) @ ga - v,
=ghg ' ®g -
= ghg™ ®@(g)un

= ghg™ ®@ vy,
logo g - vy, € Vgpg—1. Reciprocamente, se g - v, € Vgpg—1, tem-se
plg-vn) = ghg™  ©g- oy
= Zglvh(,l)S(QS) ®@ g2 * Uhg)

donde seque que V' é um H-mddulo de Yetter-Drinfeld.

Exemplo 3.2.6. Seja V' o espaco vetorial gerado pela base {x(ij)}i<ij<n, €m que
(ij) € a transposicio que leva i em j e j em i. V é um mddulo de Yetter-Drinfeld

sobre KS, com ac¢do e coagao definidas para g € S,, por

g Taj) = Sgn(9)T(g(i)e(5)) p(zag) = (i7) @ zay),

em que sgn(g) € o sinal da permutagao g. De fato,

p(g - zaj)) = p(sgn(9)T y()e())
= sgn(9)(9(1)9(5)) ® Z(4(i)g())
= sgn(9)9(i7)g ™" @ T(g(i)e()
= 9(i5)9™" @ sgn(9)2(4)9(5))
=9(i5)9™" ® g- 2

= 91(ij) 1,5 (93) ® g2 - T(ij) ) -
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Seja H uma 4algebra de Hopf com antipoda bijetora e seja M um H-moédulo de
Yetter-Drinfeld de dimensao finita. Entao tem M* uma estrutura de H-médulo e de
H-comédulo definida, conforme as Proposicoes 3.1.1 e 3.1.2, para h € H, f € M*,

m € M, por

(h- f)(m) = f(S(h)-m), p(f) =S mi,) ® flmig)fe.

em que {m;};c; é uma base de M e {f;};cs é sua base dual.

Proposicao 3.2.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora e M um
H-mddulo de Yetter-Drinfeld de dimensao finita. Entao M* é um H-mddulo de

Yetter-Drinfeld com a agao e a coagao acima definidas.

Demonstracao: Sejam h € H, f € M* e m € M. Mostremos que satisfaz
> hific1)S(hs) @ (ha - fo)) a propriedade de p(h - f). De fato,

Zhlf( 1S (hs)(he - fio))(m)

= hufen foy(S(ha) - m)S(ha)

=>. hls_l((s(hz) -m) 1)) f((S(h2) - m)0))S(hs) (prop. de p(f))
= > ST (S (h2)1m-1)S(S(h2)3)) f(S(ha)2 - m0))S(hs) (M éYD)
= ST (S (hay)m-1)S(S(ha,)) f(S(ha,) - m(0))S(hs)

=) S m-1)S(S(h2))) £ (S(hs) - me)) S (hs)

=D hS(hs) S (m-1))haS(hs) f(S(hs) - mo))

= 1ue(hn) S~ (m1)1ue(hs) f(S(ha) - myo))

=" 57 (m-0) f(S(e(ha)hae(hs)) - mo))
=57 (m) f(S(h) - m))
=Y " S mey) (b f)(m)
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Encerramos esta sessao apresentando a nocao de homomorfismos de médulos de
Yetter-Drinfeld e algumas de suas propriedades, que decorrem imediatamente das

andalogas propriedades de homomorfismos de médulos e de comédulos.

Definicao 3.2.2. Um homomorfismo de H-mddulos de Yetter-Drinfeld ¢ um ho-

momorfismo de H-mddulos e de H-comaodulos.

Proposigao 3.2.2. i) Sejam f : M — N e g : N — O homomorfismos de
H-mddulos de Yetter-Drinfeld. Entao € go f : M — O um homomorfismo de
H-maodulos de Yetter-Drinfeld.

ii) Sejam f: M — L e g: N — O homomorfismos de H-mddulos de Yetter-
Drinfeld. Entao € f@g: M @ N — L® O um homomorfismo de H-maodulos
de Yetter-Drinfeld.

iii) Seja f : M — N um homomorfismo de H-mddulos de Yetter-Drinfeld. Se
H tem antipoda bijetora, entao € f* : N* — M* um homomorfismo de H-

modulos de Yetter-Drinfeld.
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Capitulo 4

Algebras de Hopf trancadas

4.1 Espacos vetoriais trancados

Apresentaremos neste capitulo o conceito de trancas e espacos vetoriais e algebras
de Hopf trangadas. Tais conceitos sao de grande importancia no estudo de algebras

de Nichols, teoria das representacgoes e grupos quanticos.

Definicao 4.1.1. Seja V um espaco vetorial. Uma tranca de V' € um isomorfismo

linear c: V@V — V ®V satisfazendo a equacdo de trancas
(c@lo(I®c)o(crl)=I®c)o(c®I)o(I®ec).

Um espago vetorial possuindo uma tranca € chamado de espaco vetorial trancado.

Exemplo 4.1.1 (Tranga diagonal). Seja V' um espago vetorial. Entao é V um

espaco vetorial trancado com ¢ definida, para u, v € V', por

c(u®v) = qupv R u,
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em que ¢, € K € nao-nulo. Claramente c € uma transformacao linear. Sejam wu,

v, w e V. Tem-se

(c@Do(I®c)o(c@I))(urvw)=((c®I)o(I®c))(qu.,v®u®w)
= (c® I)(GuawGur? @ w @ u)
= Qv,wQu,wTupW @V QU
= QuvGuwGow®W @V QU
= (I ® ¢)(quuwoww @ u®v)
= (I ®c)o(c®I))(qouu®w )

=((I®c)o(c@)o(I®c))(u®v®w).

Uma vasta e importante classe de exemplos de trancas sao da forma acima.

Exemplo 4.1.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora e seja M
um H-modulo de Yetter-Drinfeld. Entao M é um espaco vetorial trangado com c

definida, para m, n € M, por
c(m®mn) =m 1y - n®my).

Claramente ¢ € uma transformacao linear. Ainda, € um isomorfismo, cuja inversa

€ definida por ¢~ (n @ m) = mgy ® S~ (m_1)) - n. De fato, tem-se

cloc(m®n)= c’l(z m(_1) - N ® m)



=m®lg-n

=men
e, ainda,

(coc™(n@m)=c(Y mg© 5’1(m<—1>) )
= Z 0y - (STHmy)) - n) @ mg),,
_ Z(m(_l)QS‘l(m(_l)l)) N ® m)
= e(mn)ly - n@mp)
=n® (Y elm-y)m)

=n®m.

Provemos que c satisfaz a equacdo da tranca. De fato, sejam m, n, | € M.

Tem-se

(c@I)o(I®c)o(cxI))(mn®Il)
=((c®1)o Zm ‘N ®m) 1)
=(c® f)(z me-1) - n @ me)_,, - L& m),)
— Z((m(,l) -n) (1) - (Meoy_y, - 1) @ (M-1) - n)(0) @ M0y,
= (meanenSme,) - (m),, - 1) @ may, - ng) @ me),,
=Y (menenSmen)mae) ) - 1@ m, - ne) © me),
= (maneySmen)m,) - 1@ m 1, - 1) © my)
=Y () Smng )m,) - 1@ my, - ne) © m)
= (mynene(men,)la) - 1@ m 1, - n) © me)
= (ma,nen) L@ (E(m,)my,) - no) © m)
Z D (=1)) - L @ m(_1), - n(e) @ M)

- Z m-nn 1® M(0)_1y " T(0) ® 1(0) o)
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=(I® C)(Z(W—l)”(—n) L@ m) ® 1))
= ® c)( Zm(l l)®m()®n(0))
:((I X C) o (C X I))(m X n(-1) [ ®Q TL(O))
=(I®c)o(c@o(I®c)(mnl).
O exemplo acima pode ser generalizado no seguinte sentido: sejam M e N H-

modulos de Yetter-Drinfeld. Definimos cpyyy : M @ N — N ® M, para m € M,

n € N, por
ean(m @n) =my) -1 meq).

A classe de aplicagoes ¢ satisfaz a seguinte equacgao generalizada da tranca: para

quaisquer H-médulos de Yetter-Drinfeld M, N e L, tem-se

(enz ®@Inr)o (IN®cyrr) o (cun @ 1) = (I @ cpn) o (earr @ In) o (I @ enp).

A tranga cyy y possui inversa C]T/[{N :N®M — M ® N definida por CX/[I,N(n ®m) =
mey ® S~ (m_y)) - n. Além disso, para cada M, N, cp,n ¢ um isomorfismo de

H-modulos de Yetter-Drinfeld. De fato, sejam h € H, m € M, n € N. Tem-se

c(h-(m@n)) =c(d hy-m®hy n)
_ Z<h1 “m)(—1) - (ha - n) @ (hy - m)(0)
— Z hiym-1yS(hiy)) - (he - n) ® hy, - m
— Z hiym1)S(hag)ho) - 1 ® hy, - M)
— Z (him1)S(hs)ha) - n @ ha - myg)
= Z(hlm(_l)e(hg)lH) “n® hy-m
= (himyy) - n @ ((hs)ha) - m(g

—Zhl m( 1) ®h2 m(o)
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=h-c(m®n)
e, ainda,

Y em@n)y®@c(m@n)o =Y (M1 n)nme)_,, ® (M) - 1)) © M)y,

= Z M= 1), 1Y(=1)S (M= 1)) M (0) ;) @ My(—1); * (o) © My(0)

= Z m—ayn(-1)S(Mm(—2))m1) ® m(_3) - n) @ M)

= Z M(=3)N(~1)S (M=1), )M (1), @ M(—2) * o) @ M(0)
= meanne(mn) @ mz) - ng) ® m)
= Zm (—1) @ (m—2)e(m(-1))) - n() ® m(g)

= Z M(—2)N(—1) & M(-1) * N(0) & M(0)
= Z M(—1)N(—1) @ M(0)_y, * 1(0) & TT2(0)
= Z(m ®n)-1 ® c((m @ n)))-

Em linguagem de categorias, tal fato significa que a categoria dos H-modulos
de Yetter-Drinfeld é uma categoria trangada, o que justifica o nome das nogoes

apresentadas nesta secao.

4.2 As algebras trancadas

Introduziremos neste capitulo o conceito de algebras de Hopf trancadas. Nao
obstante estas sao usualmente definidas como uma algebra de Hopf em uma catego-
ria trangada, restringiremos esta nocao a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld

sobre uma algebra de Hopf com antipoda bijetora.

Definicao 4.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. Uma dlgebra
trancada sobre H é uma dlgebra R que é um H-mddulo de Yetter-Drinfeld e as
transformacoes lineares que definem sua estrutura, m e wu, sao homorfismos de

modulos de Yetter-Drinfeld.
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Seja R uma algebra trancada. Sua multiplicacao m é um homorfismo de H-

modulos e de H-comodulos, donde segue, para h € H, r, s € R, que
h-(m(r®s)=m(h-(r®s))),
Z m(r ® s)—1y @m(r ® s)o) = Z(T ® 5)(—1) @m((r ® s)o)),
u(h . 1K) = h . u(lK),

Zu(lK)(—l) ® u(lr)o) = Z Lk ® ullig,)-

Satisfaz, portanto, R as propriedades

h-(rs)= Z(hl 1) (hy - 8),

D (rs)cny @ (rs)o) = > r1)S(=1) ® T(0)5(0);
h- 1R = €<h)1R,

Definicao 4.2.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. Uma codlgebra

trancada sobre H é uma codlgebra R que é um H-mddulo de Yetter-Drinfeld e

as transformacoes lineares que definem sua estrutura, A e €, sao homorfismos de

modulos de Yetter-Drinfeld.

Seja R uma coalgebra trangada. Sua comultiplicacao A e sua counidade £ sao
homomorfismos de H-moédulos e de H-comoddulos, donde segue, para h € H, r € R,

que
A(h-r)=h-A(r),

D AN @A) =Y @ Alrg),
e(h-r)=nh-e(r),

ZE(T’)(_l) X 6(7“)(0) = ZT(_l) ® 8(7’(@).

Satisfaz, portanto, R as propriedades

Z(h'T)l‘X’(h'T)Z:Z}h'7”1®h2'7“2,
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Z 20 @ T O T2 = Z T(-1) @ T0) ®T(0)2)
e(h-r) =e(h)e(r),
ZT(_l) X 6(7”(0)) = E(T)lH ® 1g.

Sejam R e S élgebras trancadas. Entao tem R ® S através da tranga cgp,
definida, para r € R, s € S, por, cgr(s ® 1) = 5(_1) - 7 ® 5(0), uma estrutura de

algebra trancada definida por

Mpes = (Mr®@mg) o (I ®csr® I), Upgs = (ur ® ug) o @,

em que ¢ : K — K ® K definida, para k € K, por ¢(k) = k ® 1, é o isomorfismo
canonico. Chamaremos essa multiplicagao de multiplicagao trancada e escreveremos
R®S para R ® S com a estrutura de algebra descrita acima.

Sejam r, " € R, s, s’ € S. Tem-se

(res)(res)=(mpe@mg)o(I®csprI))(roser s')
= (mr® mS)(ZT & S(-1) ' ® S(0) ® s')

_Zr (1) r ®S(0)S/.

De fato, tal multiplicacao é associativa. Sejam r, v/, r” € R, s, §', s € S. Tem-se

(r@s)(r @ )" © ") = (s ) © s0)s) (" @ ")

1

= (s ) ((50)8) -1 ") @ (5005 (0)5

/

=7(s1) - T)((50) 0 5-1) *T) @ S(0)0) 505"

"

=r(s1), - r’)((s(,l)ls’(_l)) M ® s(o)s'(o)s

2~
=
ﬂ\
—
S~—
®
»
2
>
2
»

= T(S(—1)2 -T’,)(S(_1)1 (s
= (s - (7’/<5l(71) ")) @ 5(0)<5l(0)3”)
= (r®@s)(r'(s(_yy ") @ 5(0)8")

= (res)((res)r" s").
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E 1gr ® 15 a unidade de mpggg, pois

(Ip®1g5)(res) = Z lr(ls_,, 1) ®lgys =1r(lg 1)@ 1lss =r@s

e, ainda,

(ros)(1r®1s) =Y r(scy - 1r) @s@ls
— ZT&(S(_l))lR & S(())
=r® Y e(s-1)s0)

=rs.

Definicao 4.2.3. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. Uma bidlgebra
trancada sobre H € uma dlgebra trancada e codlgebra trancada R sobre H tal que sao
as transformacoes lineares que definem sua estrutura de codlgebra, A : R - RQR

ee: R— K sao homorfismos de dlgebras.

Seja R uma bidlgebra trancada. Sua comultiplicacao A e sua counidade € sao

homorfismos de algebras, donde segue, para r, s € R, que

Z(TS)1 ® (rs)y = Zrl(rQH) - 81) ® Ty Sa,
A(lg) =1r ® 1,
e(rs) = e(r)e(s),

5(1R) = 1[{

Definicao 4.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. Uma dlgebra
de Hopf trancada R sobre H € uma bidlgebra sobre H que possui uma antipoda

S : H — H que é um homomorfismo de H-mddulos e de H-comddulos.

Em resumo, uma algebra de Hopf trangada R sobre uma algebra de Hopf H, com

antipoda bijetora, é uma &algebra de Hopf que é um H-médulo de Yetter-Drinfeld
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satisfazendo, para r, s € R, h € H, as propriedades

(4lgebra trangada)
h-(rs)= Z(hl 1) (hg - 5),

Z(T’S)( 1) ® (r5)(0) —Z’f’( 1)S(-1) ® T(0)5(0)
h'lR:€(h)1R,

p(1r) = 1y @ 1g,
(codlgebra trancada)
Z(h‘Th@(h'T)z:Zhrh@hz'?“%
DT 2 BT @ T2 = D T() ® 70y @ Ty,
e(h-r) =e(h)e(r),
Z r-1) ®@e(re) =e(r)ly @ 1g,
(bidlgebra trancada)
2(7”3 (rs)s = Zh T2y ) ® 720y 52
A(lg) = 1r ® 1g,
e(rs) = e(r)e(s),
e(1g) = 1k,
(4lgebra de Hopf trangada)
Z S(ri)rg =¢e(r)lg = ZrlS(TQ),
S(h-r)="h-S(r),
D S @ S(rey) =D -1y ® S(r))-
A seguinte proposicao mostra que a existéncia de uma antipoda numa bialgebra

trancada garante que esta é uma dlgebra de Hopf trancada.

Proposicao 4.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora e seja R

uma bialgebra trancada sobre H. Se R possui wma antipoda S, entao é S um
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homomorfismo de H-mddulos de Yetter-Drinfeld e, portanto, é R uma dlgebra de

Hopf trancada.

Demonstracao: Mostremos que S é homorfismo de H-moédulos. Para tanto, consi-
deremos a élgebra Hom(H ® R, R) com o produto convolugao, que possui unidade

UR O EgwR, € sejam F, G, P: H® R — R definidas, para h € H, r € R, por
F(hor)=S8h-r), Gh®r)="h-S(r), Ph®r)=h-r.

Provaremos que G * P = ug o egor = P * F, donde concluiremos que F' = G e

seguird a tese. Tem-se

(G*P)(h@r) =Y G((h ®@r)P(hy @)
= (h1-S(r))(ha - 12)
=h- (> S(ri)ra) (m € hom. de H-mddulos)
= h - (er(r)1r)
=¢er(r)en(h)1r
=cner(h®@1)lp

=uroeggr(h®@r)
e, também,

(PxF)(h@r) =Y P(hi®@r1)F(hy®rs)
= Z(hl . Tl)S(hQ . 7'2)

= Z(h -1)1S((h - 7)2) (A é hom. de H-mddulos)
=cr(h-7)lg

=h-er(r)lg (er € hom. de H-mddulos)
=¢er(r)en(h)1g

= UR OEH®R(h®T).
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Mostremos que S é morfismo de H-comoddulos. Para tanto, consideremos a
algebra Hom (R, H ® R) com o produto convolugao, que possui unidade uygg 0 €g,

e sejam F', G: R — H ® R definidas, para r € R, por

— ZS(T)(—l) ® S(7)(0), G(r) = ZT(*l ® S(r)

Provemos que G * p = uggr oer = p* F', donde concluiremos que F' = G e seguira

a tese. Tem-se

G * p Z G 7“1
— Z(Tl(_n ® S(TI(O)))(T2(_1) ® T2(0))
= Z T T2 ) @ S(T1(0)>T2<0>

= Z -1y ® S(r0),)70), (A é hom. de H-comédulos)
= ZT( 1) ®€R )13
=cr(r)lyg ® 1g (eg € hom. de H-comddulos)

= UH®QR © é?R(T‘)
e, também,
(px F)( Z p(r)F
= Z(ﬁ(,l) ® T15,) (S(12) (-1) ® S(r2)(0))
- Z T1<—1>S(T2)(—1) ® 7"1(0)5(7”2)(0)

= (r8(r2))<1) @ (r15(r2)) o) (m é hom. de H-comédulos)
= (er(r)1r)-1) ® (er(r)1r)()

= p(er(r)1r)

= er(r)p(1r)

= ep(r)ly ® 1 (u é hom. de H-comédulos)
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A seguinte proposicao decorre imediatamente do fato de que a projecao sobre o

espaco quociente é um homomorfismo de modulos de Yetter-Drinfeld.

Proposicao 4.2.2. Sejam R uma dlgebra de Hopf trancada e I um ideal, coideal,
submdédulo e subcomddulo de R tal que S(I) C I. Entdo é R/I uma dlgebra de Hopf

trancada.

Exemplo 4.2.1. Seja M um H-mddulo de Yetter-Drinfeld. FEntdo sua dlgebra

tensorial T(M) = @ M®", em que M®* = K e M®" = M ®...Q M, n > 1,
= —

n=0
n vezes

com sua estrutura de dlgebra definida no Ezemplo 2.1.4, é uma dlgebra de Hopf
trancada. Sua estrutura de dlgebra de Hopf trancada é definida aplicando a propri-
edade universal as transformacoes lineares A : M — T(M)QT(M), e : M — K e
S: M — T (M) definidas, para m € V, por

A(m) = m®1 g + 1g®@m, e(m) =0, S(m) = —m,

em que T(M)QT (M) é uma dlgebra com a multiplicagdo trangada. Note como essa
estrutura € diferente da apresentada no FExemplo 2.1.4. Para ilustrarmos esse fato,

sejam m, n € M. Entao tem-se

A(mn) = A(m)A(n)
= (m®1k + 1g@m)(n®@1x + 1x®n)
= (m®1k)(n®1k) + (m@1k)(1x@n)
+ (1k@m)(n®@1k) + (1k@m)(1x&n)
= m((Li) (1) - )B(Lic) o) Lic +m((1x)(-1) - L) (1) o)
+ 1k (m) - n)@mo)Lic + Lic(m-) - L) @moyn

= mn@lg +m@n + m1y - n@mo) + e(m(—1)) Lk @myn
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= mn@li +m@n +m) - n@m) + 1x®e(m1))men

= mnlg +m&n +m_y) - n@mo) + 1x@mn.

ET(M) um modulo de Yetter-Drinfeld com a¢ao e coagao definidas, para h € H,
o0
m=mo+ > mgn)@). Comi e T(M), em que mg € K, mﬁ") € M, paral <i<n,

n=1
por

h-(m)zs(h)moJrZhl-mgn)®...®hn-m;"),

n=1

p(m) =moly @ 1 + > _(mi™) 1y ... (m{) )y ® (M) ) @ ... ® (M) o))

n=1

Note que as somas acima sao finitas. FEsta estrutura de H-mddulo de Yetter-
Drinfeld é obtida através das estruturas dos Exemplos 3.2.1 e 3.2.2 (estendida para
uma quantidade finita de tensoriais).

Analogamente ao Exemplo 2.1.4, T(M) é uma dlgebra de Hopf com as aplicacoes
acima. Basta verificarmos as propriedades de dlgebra e de codlgebra trancada;
as propriedades de bidlgebra trancada decorre da propriedade universal da dlgebra
tensorial e a existéncia da antipoda implicard que T(M) é uma dlgebra de Hopf
trangada. De fato, sejam h € H, m = mpj...my € M®* n = npp...np € Met

mpi], mijl € M, i <k, j <l. Tem-se

h(mn) :h-(m®n) =h- (m[l]®...®m[k}®n[1]®...®n[l})
= Z(hl mp Q... hy, - m[k}) &® (hk+1 npy®...d P - nm)
= > (b (i @ - @ ) ) (B - (npy @ .. @ )

=Y (hi-m)(hs - n),

e, ainda,

Z(mn)(,l) &® (mn)(o) = Z(mm Q..M NV ...& n[l])(,l)

® (mp © ... @ mp @npy @ ... O ny )
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=D (mpy gy eeompg ) (g - )
® (M) @ -+ @ Mppy ) @ (1)) @ - - B 1y ))
= > (mpy o mpg) o (o - )y
® ((mpy @ ... @ mpg) o) (1 @ - - @ 1y o))
—Zm HN(—1) & M(0)N(0),
donde sequem as igualdades h - (rs) = Y (h1 - 7)(he - (5)) € D (15) (1) ® (r8) ) =
Yo T=1S(—1) @ TS0, para todos v, s € T(M). Mais ainda, h-1x = e(h)lk e,
finalmente, p(1x) = 1y ® 1g. Logo é T(M) uma dlgebra trancada.

Provemos que T(M) € uma codlgebra trangada. Sejam h € H, m € n. Tem-se

h-A(m)=h-(m®1lg + 1x®m)
:Zhl -m®hg - 1g + hy - 1xg®hg - m
— Z hi-m @ e(ho)lg +e(h)1xk@hy - m
= (me(hg)) - m@Bly + 1x®(e(h)h) - m
=h -m®1g + 1xg®@h -m
= A(h-m).

Para demonstrar a identidade para todo elemento de T(M), € suficiente mostrar

que vale para todo elemento da forma mn, em que m, n € M. De fato,

A(h - (mn)) = ACY (b1 - m)(hs - n))
= (hy-m)(hy - n)®1k + hy - mBhy - n
+ (b1 -m)1y - (he - n)®(hy - m) () + 1@ (hy - m)(h2 - 1)
= h- (mn)®lg + hy - mBhy - n
+ (hiym(1)S(h1y)) - (ha - n)@ha, - m) + Lg@h - (mn)
=> h- (mn)Blg + hy - mShy - n

+ (hlm(,l)S(hg)m) n®h2 +1K®h ( )
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= Zh- (mn)®1k + hy - m&hs - n
+ (ham—ye(hs)ly) - n®hs - Mgy + Lg®h - (mn)
= h- (mn)®lg + hy - mBhy - n
+ (him—1)e(hg)) - n®hg - mgy + 1k ®h - (mn)
= Zh- (mn)®1k + hy - m&hs - n
+ (ham—1)) - n®(hae(hs)) - meoy + 1x®h - (mn)
= h- (mn)®1g + hy - mBhy - n
+ hy - (m-q) - n)®@(hoe(hs)) - mo) + 1k ®h - (mn)
= Z (hie(hg)) - (mn)®1k + hy - mhy - n
+ hy - (m(21) - n)®(hoe(hs)) - meoy + 1x®(e(h)he) - (mn)
= hy - (mn)@e(ha)lx + hy - mBhy -
+ hi - (m-1) - n)@(hee(ha)) - mo) + €(h1)1x®hy - (mn)
= Zhl - (mn)®hy - 1 + hy - m&hsy - n
+ hy - (m(—1) - n)®(hoe(hs)) - Moy + ha - 1g®hg - (mn)
=h- (Z(mr@lK + m@n + (m—1H@mo) + 1xg®@mn)
= h-A(mn).
Tem-se, ainda,
p(A(m)) = p(m@1k + 1x®m)

= me (-1) ® mo)®(1x)(0) + m(-1) (1) (=1) ® (1x)(0)®myo)

—Zm g @ mey®@1x +m1)lyg @ 1Lg@mg

—Zm mey®@1x + 1x®@m))

= m1) @ A(my))

= (I ®A)op(m).

Similarmente, para demonstrar a identidade para todo elemento de T(M), € sufi-
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ciente mostrar que vale para todo elemento da forma mn, em que m, n € M. De

fato,

p(A(mn)) = p(mn®1k) + p(m&n) + p(m_1y - n@Me)) + p(1lxk®@mn)
=Y (mn) (1)1 © (mn) @ (Lx) ) + m-1n-1) © meSn()
+ (M) - 1))y @ (M) - 1) 0) DM (0)
+ (1) -y (mn) 1) © (1) )@ (mn) )
=Y (mn) -yl @ mone®lx + (mn)y @ me @)

1), 11 S (M(-1)3)M0) oy @ M(-1), - NEMo)

(-1) (0)

+ (mn)—1)lg ® 1xk@m@Eyn()

= (mn) -1y @ mene®Lx + (mn)y @ meEn)
+mayn-)S(m-2))mey @ ms) - n@m) + (mn) -1 & Lx@m)no)
= > _(mn)ny @ myn@1x + (mn)-1) ® me@n()

g nne(m-n)le @ m-z) - n®@m) + (mn) 1) @ 1k&m)n()
=Y (mn)-)) @ meyne®Lx + (mn)y @ meEn)

+megne @ e(m))m g - n®@m) + (mn) 1) © 1x@m)n()

= > _(mn)ny @ myn@1x + (mn)-1) ® me@n()

M) -1) @ M) - BM(0) + (Mn)(-1) ® @M (o)1)

= Z(mn)(_l) ® myn(o) @1k + (mn)—1y ® m)®n()

F M) @ M)y - M) gy F (M) (1) @ Lr@myo)n o)

= (mn) 1) ® (meyne @1k +me@ng)

+ M)y 1(0)EM(0) o) + LEEM(0)N(0))

(-n
= Z(mn)(_n ® A(mo)n(o))
— Z(mn)(_l) ® A((mn)(o))

= (I ® A) o p(mn).
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o0
Seja m = mg + Zmﬁ”) ®...omM ¢ T(M), em que mg € K, mﬁ") € M, para

n=1

1 <i<n. Tem-se

e(h-m)=c(h-(mo+Y» m” @...&mM))
n=1

=c(h-mo)+e(h- (Y m” ®...0mM))
n=1

— (h - mo)
= e(e(h)mo)
= &(h)e(mo)
= h-e(mo)

=h-e(m)
e, ainda,
> meny @ e(mg) = (mo) (1) ® £((mo) (o))
+ iw))(n m{) cy @e((miV)) - - () o)
n=1

= m01H® 1K

= e(m)lH (%9 1K'

Exemplo 4.2.2. Seja V' o K-espago vetorial gerado pela base {x¢j)}1<ij<n, €m que
(ij) € a transposicio que leva i em j e j em i. Como no Exemplo 3.2.6, V' é um

KS,,-modulo de Yetter-Drinfeld com ac¢ao e coacao definidas para g € S,, por

g Taj) = Sgn(9)T(g(i)e(5)): p(zag) = (i7) @ zay),

em que sgn(g) € o sinal da permutagdo g. A dlgebra de Fomin-Kirillov é a dlgebra

tensorial T (V') sugeita as relagoes

2 _
T = 0,
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T(if)T(kt) = T(k1)T(ij),
T Gk) + TR Twi) + TP =00 T Tas) + Tr)Tir) + T Tk = 0,

para i, j, k, I < n distintos. Podemo-las induzir em T(V') tomando o quociente

T(V)/I, em que I € o ideal gerado pelos elementos

SO

L(aj)E k) = L (kD E(ij)s

L)L (k) T LG (ki) T Lki) T ig),
com i, j, k, | distintos. Claramente I é um submddulo e subcomddulo de T(V).
Além disso, S(x@prwy) = S(xun)S(xuj) = TanTus, para i, j, k, 1 quaisquer,
donde seque evidentemente que S(I) C I. Provemos que I é também um coideal.

Para tanto, calculemos A(xqjyxwy), para i, j, k, | quaisquer.

Alzapnrmy) = (26)@1k + 1k®z ) (@) @lk + 1k @z (k)
= () ®1x) (2 @1k) + (1) @1 k) (1k@% (1))
+ (1®2aj) (2 ®1k) + (1x®2(ij) ) (L @2 (1))
= 23T D1k + 2305 (1, - 1) @1k o, T (k)
+ L (2(ig) )~ 20 ) B (ig) ) L + LB a5 T (a0
= 2(ij) T DL i + 25)(e(Ld) Lk )@ LK T (a2
+ Lk (59n(23)2 (i) (0.5 1)) @ i) + L DT (35 T (k1)
= (i) k) DLk + (i) DT (k)

— T((i5) (k). (i) (1) DT (i) T LK ®T (i) T (1)

Tem-se, portanto, para i, j, k, | distintos,

A(xfyy) = 25y Bli + 23j) DT (ij) — Ty @ (ij) + 1k D)
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= 2(i Ok + 2B — T DT (iy) + Lk ®a(y)

e, ainda,

AxipTmny — TanZag) = (TapnTm) — Ten @)Lk + ) @Txy) — Tw)OT(ij)
+ L) O%(ij) — T(ij) DT (k) + L@ (T (65T k) — Te T 7))

= (TapT@w) — TanTg) @l + L@ (@) Ty — T Tij))
e, mais ainda,

A2 ey + TmTeE) + TeT) = (C6)Ter + TarLe) + TE) T Ol
+ (i) OT (jr) — T(ik) O (35)
+ T DT (ki) — T() D k)
+ (ki) DL (i) = T(kj) — L(hi)
+ Le® (L) T (in) + LG0T (ki) T L) L(i5)
= (@jT(n) + TEnTk) + k)T Ok
+ (T — T(o) ) Ok
+ (T k) = Twp) ) OT (ki)
+ (i) — (i) )L 35)
+ L ® (T T(r) + To) T ki) T Tk (i)
= ()T () + TR T (ki) + T(ki) (7)) OLic
+ (Ta) — (1)) Ok
+ (T k) — (k) OT (ki)
+ (ki) — T (k) O (35)
+ L ® (2 @) T(r) + TR T ki) T Tk (i)

= (T T(r) + 0Tk T Twi)T (i) O LK
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+1r®(@anan + TEpT ) T TeTe))-
A pertinéncia A(x i ij) +Twi)T (k)T w) € (T(V)QI)+(IRT(V)) € andloga.

Segue que A(I) C(I@T(V))+ (T(V)®1I). Claramente, I C Ker(e). Decorre que

a dlgebra de Fommin-Kirillov é uma dlgebra de Hopf trancada.

Seja R uma algebra de Hopf trancada sobre H de dimensao finita. Construire-
mos sua algebra de Hopf trancada dual. Para tanto, faremos primeiramente algu-
mas construcoes. Sejam V', W H-mddulos de Yetter-Drinfeld de dimensao finita.

Definimos & : W* @ V* — (V@ W)* para f e W* ge V* v eV, we W, por

(@(f @ 9)(vew) = g(v)f(w).

E ® um isomorfismo. Provemos que ® é um homomorfismo de H-médulos de

Yetter-Drinfeld. Seja h € H. Tem-se

(@(h- (f@9)(v@w) = (®(h - fQhy-g))(v©w)
= (h2 - g)(v)(hy - f)(w)

= g(S(hg) - v)f(S(h1) - w)) (definigao de - no médulo dual)

(f @9))(S(h2) - v @ S(h) - w)

(
(

= (2(f @ 9)(S(h) - (v w))
(h- (®(f ®9))(v@w).

Seja {v;} uma base de V, {w;} uma base de W e {v}, {w}} as bases duais de
V* e W*. Entao {v; ® w;} é uma base de V@ W e {fi; = (v; ® w;)*} a base dual
de (V @ W)*. Tem-se
p((w” @ vY))

= SN0 @ w;)(—1) @ (2w @ v"))((v; @ wy)0)) fig
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= Z Sil(vi(,l)wjhl)) ® ((I)(w* ® U*))(Ui(()) ® wj(()))fiyj

= Z S_l(wﬂ,l))s_l(vi(,l)) & U*(,Uim))w*(w]'(o))fi,j (i) de Prop. 2.2.2)
= D5 i W (wig))S T (i) 0" (i) © fiy

= Z W(_1yW(p) (wj)vzlnvfo) (v;) ® fij (propriedade de p(w™)
- szll)vill) ® V(o) (Vi) w(oy (wy) fi; e de p(v*))
=D _wlyt{n ® (2w ® vjy)) (0: ©wj) fi

- Z W vy @ Cb(wzo) ® U?o)) (escrita de
= (I ®@P)op(w" @v"). P (w(p) ® v(p)) na base)

Seja ¢ : K — K* definido, para k, | € K, por

(C(R))(1) = K.

E ¢ um isomorfismo. Provemos que ¢ é um homomorfismo de H-mddulos de Yetter-

Drinfeld. Seja h € H. Tem-se

(h - C(R))(1) = (C(K))(S(R) - 1)

e, também,
(L ®¢)oplk) =T @)1y @ k) =1 @ ¢(k).

Provemos que 1y ® ((k) satisfaz a propriedade de p(¢(k)), donde seguird a identi-
dade. De fato,



Seja n : K* — K definido, para f € K*, por

n(f) = f(lx).

Afirmamos que n = (7!, donde seguird que 7 é um isomorfismo de H-mddulos de

Yetter-Drinfeld. De fato,

(Con(f))(k) = C(f(1x))(k) = f(lx)k = f(k),

logo ( on = Ig+. Tem-se, ainda,
no((k) =¢(k)(1k) = klx =k,

donde segue que no ( = Ik.

Seja R uma algebra de Hopf trancada sobre H de dimensao finita. Definimos
em R* a multiplicacdo mp- = A} 0 . Sejam f, g € R*. Notaremos mp- = fxg.

Tem-se, para r € R

. . S *
Definimos a unidade por up- = €} o . Tem-se

(uge(1)(r) = (C(1))(er(r)) = er(r),

que é claramente a unidade de x.

Definimos a comultiplicacio por Ag = ®~! o m}. Tem-se que Ag- é a tnica

soma em R* ® R* satisfazendo a propriedade, para todos r, s € R,

flrs) = fi(s)falr).

99



De fato, Ag- satisfaz tal propriedade, pois

Y fils)falr) = (@0 Ape(f)(r @ ) = (mp(f))(r @ ) = f(rs).

A unicidade é demonstrada de forma andloga a da prova feita no capitulo 1,

acerca da unicidade da comultiplicacao da algebra dual de uma codalgebra.

Definimos a counidade por eg+ = 1o uj. Tem-se

er-(f) = n(uk(f)) =n(four)) = four(lx) = f(1r).

Definimos a antipoda por Sp« = Sj. Tem-se

(Sr()(r) = [(S(r))-

Encerramos este trabalho com o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.3. O dual de uma dlgebra de Hopf trancada sobre H de dimensao

finita € uma dlgebra de Hopf trancada.

Demonstracdo: Sao mpgs, Up+, Ag+, €g+ € S+ homomorfismos de H-mddulos de
Yetter-Drinfeld, pois sao composicoes de transformagcoes lineares que o sao.

Mostremos que R* é uma algebra trancada. Sejam f, g, p € R*, r € R. Tem-se

((F29)2p)(r) = > (fg)(r2)p(r1)
= f(ra,)g(ra,)p(r1)
=Y f(ra)g(ri,)p(r,)
= f(ra)(gxp)(r)
= (fx(gxp))(r).

Como upr+(1g) = eg, ¢ R* uma algebra trancada.
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Mostremos que R* é uma coalgebra trancada. Para tanto, seja : R*QR*QR* —

(R® R ® R)* definida, para f, g, p € R*, r, s, t € R, por

O(f@gep)(reset)= f(r)g(s)p)

Claramente, é # injetiva. Tem-se

(O(Ap- @ 1) o Ape(f))(r@s@t) = (0((Ap ® I)(Z A®f)reset)

= () fu(s) fa(D)

— Zf1<sr>f2<t>

= f(tsr)

= h(r) falts)

=" () o () fou 8)

= (0 /@ fo, ® f2,))r@s® 1)
=(0(I @ Ap<) o Ap-(f))(r®@s®t),

donde segue da injetividade de 6 que (Ag+ ® I) o Ag« = (I ® Ag+) o Ag-. Tem-se

ainda

Z€R (f1) fa(r Zfl 1r) fa(r) = f(r1g) = f(r),

donde segue que Y eg«(f1)fo = f. A identidade ) fieg(f2) = f é analogamente

demonstrada. Segue que é R* uma coalgebra trancada.

Mostremos que R* é uma bidlgebra trancada. Provaremos que Ag« : R* —

R*®R* é um homomorfismo de algebras.

P(Ap-(f)Ar-(9))(r®s)
=0 (1 f2) (1 ©g2))(r @ 5)

= CD(Z fix(fo_yy - 91) @ faq,%92) (1 @ 5) (def. de mpgs)
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=Y (fir(fo sy - 90))(5) (fo202) ()

=Y fils2)(far_y - 91)(51) fayg (r2)ga(r1)

= fi(s2)((far_y for) (r2)) - 1) (51)92(r1)

= i(s2) (S (ra ) ) falrag)) - 91)(51)g2(r) (propr. de p(f2))
=D fils2) fa(ra ) (S (ra ) - 91)(51)g2(r1)

= fils2) falra))g1(S(S ™ (ra ) - 1)ga(r1)

= fils2) falrag))g1(ra_,, - 1)g2(r1)

= f(rays2)g(ri(ra_y, - s1)) (propr. de Ag-)
= f(rs)2)g((rs)h) (R é bidlg. trancada)
= (fx9)(rs)

= ((fxg) omp)(r ®s)

= (my(fx9))(r @ s)

= (2o @™ omp)(fxg))(r @ s)

= (P(Ar-(fx9)))(r @ s),

donde segue da injetividade de ® que Ag«(f*g) = Ag«(f)Ag-(g). Tem-se ainda

que

(®(Ar(er)))(r ®s) = (my(er))(r ® s)
= ep(mg(r ® s))

er(rs)

(
ER(T‘)ER(S)
(

= (P(er®er))(r ® s),

donde segue, da injetividade de ®, que Ag«(c¢g) = er ® eg. Logo é Ag. um

homomorfismo de algebras.
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Mostremos agora que £g+ ¢ um homomorfismo de algebras. Tem-se

ers(f29) = (fx9)(1r) = > f(lr)9(1r,) = f(1r)g(1r) = er-(f)er-(9)

e, ainda, eg«(eg) = €r(1g) = 1k. Logo é R* uma bidlgebra trangada.

Mostremos que R* é uma algebra de Hopf trancada. Tem-se

O Sre(f1)2fa)(r) =Y (Sr-(f1))(r2) fo(r1)
=" fi(S(r2) falr1)
= 1O mS(r2))
= f(er(r)1R)
=er(r)f(1r)
= e (f)en(r).

A identidade (> fixSg-(f2))(r) = er-(f)er(r) é analogamente demonstrada. Logo

R* é uma 4algebra de Hopf trancada.
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