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RESUMO

Tendoes e ligamentos apresentam uma porcentagem consideravel do seu peso constituida
por fluido, impactando diretamente seu comportamento mecanico, principalmente em re-
lacao a efeitos viscosos. Uma abordagem apropriada para a descricao deste material é a
teoria bifasica, na qual as propriedades mecéanicas intrinsecas de cada fase, assim como
suas interagoes, sao levadas em consideragao. Dessa forma, este trabalho tem como ob-
jetivo avaliar se modelos bifasicos encontrados na literatura sao capazes de representar
o comportamento mecéanico de tendoes e ligamentos sob grandes deformacoes. A teoria
bifasica foi usada para descrever o tecido como uma mistura continua de duas fases incom-
pressiveis: uma fase sélida hiperelastica, e um fluido inviscido. Formulagoes de elementos
finitos, baseadas em elementos mistos e em penalidade foram implementadas. O custo
computacional e acurdcia dos resultados foram avaliados para um tecido isotrépico no
caso de compressao confinada. Também se estudou uma relagao constitutiva anisotrépica
para a fase sélida, com inclusao de fibras alinhadas, sob os carregamentos de tracao mo-
notonica e ciclica e sob compressao nao confinada. Os resultados obtidos para o caso de
compressao confinada para ambas formulacoes mostraram boa concordancia em relagao
a valores da literatura, com a formulacao por elementos mistos possuindo vantagem no
custo computacional. Para o carregamento de tracdo, a resposta mecanica foi dominada
pela rigidez das fibras, apresentado pouca dissipacao viscosa quando comparada com o
caso compressivo. Utilizando leis e parametros de material retirados da literatura, o
modelo apresentou capacidade de representar respostas tipicas de forca e deslocamento,
porém o movimento de fluido apresentou tendencia contraria quando comparados com
dados experimentais de tendoes e ligamentos. Esses resultados demonstram que os mode-
los constitutivos usualmente utilizados na teoria bifasica, considerando as leis de material
e permeabilidade utilizadas aqui, sdo insuficientes para representar o comportamento da
fase solida e fluida de tecidos biologicos com anisotropia, tais como tendoes e ligamentos,

podendo ser necessario adaptar as leis de material e de permeabilidade para tais tecidos.

Palavras-chave: Tendao; Ligamento; Modelos Biféasicos; Elementos Finitos; Deformacoes

Finitas.
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ABSTRACT

Tendons and ligaments present a considerable percentage of their weight constituted by
fluid, which directly impacts on its mechanical behavior, mainly due to viscous effects.
An appropriate approach for the description of this material is the biphasic theory, in
which the intrinsic mechanical properties of each phase, as well as their interactions, are
taken into account. Therefore, this work has the objective of evaluating if biphasic models
found in the literature are capable of representing the mechanical behavior of tendons and
ligaments in large strains. The biphasic theory was used to describe the tissue as a con-
tinuous mixture of two incompressible phases: a hyperelastic solid phase, and an inviscid
fluid. Finite element formulations, based on mixed elements and penalty technique, were
implemented. The computational cost and accuracy of results were evaluated for an iso-
tropic tissue in the case of confined compression. An anisotropic constitutive relation for
the solid phase, with inclusion of aligned fibers, was also studied under monotonic and cy-
clic traction and under unconfined compression. The results for the confined compression
for both formulations showed good agreement with the literature, where mixed elements
formulation having advantages in the computational cost. For the tractive loading, the
mechanical response was dominated by the stiffness of the fibers, presenting little viscous
dissipation when compared to the compressive case. Using material laws and parameters
taken from the literature, the model was able to represent typical responses of force and
displacement, however the movement of the fluid showed an opposite trend when com-
pared with experimental data on tendons and ligaments. These results demonstrate that
the constitutive models usually used in the biphasic theory, considering the material and
permeability laws used here, are insufficient to represent the behavior of the solid and
fluid phases of biological tissues with anisotropy, such as tendons and ligaments, possibly

being necessary to adapt the material laws and permeability for such tissues.

Keywords: Tendon; Ligament; Biphasic Model; Finite Element; Finite Deformations.
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1 INTRODUCAO

A busca pelo aumento da qualidade e expectativa de vida, acentuada nos ultimos
anos, vem destacando a necessidade crescente de interacao entre medicina e engenharia.
Nesse sentido, o campo de pesquisa da biomecéanica busca estudar como a combinagao de
estimulos mecanicos externos e internos agem sobre os diferentes tecidos que compoem
os seres vivos. A compreensao e estudo do comportamento mecanico de tais tecidos sao
de grande importancia para aplicagoes tais como auxilio em procedimentos cirirgicos,
projeto de préteses de maior qualidade e tratamentos mais efetivos de lesdes. Dentro
deste contexto, se tem obtido avancos significativos no estudo de sistemas biomecanicos
complexos, buscando a modelagem mecanica cada vez mais fidedigna dos diversos tecidos
que compdem o corpo humano.

A modelagem do comportamento mecanico de tecidos biolégicos apresenta diver-
sos desafios devido a caracteristicas intrinsecas do material, que possui diversos processos
biol6gicos, mecanicos e quimicos. A maior parte destes tecidos apresentam comporta-
mento mecanico complexo, com presenca de anisotropia e grandes deformacoes dentro do
seu regime fisiolégico de funcionamento [Cowin e Doty, 2007]. Além disso, esses tecidos
sao, em geral, porosos e permeaveis, apresentando agua como principal componente em
termos de volume e peso [Ateshian, 2017]. A importancia da fase fluida presente em tais
tecidos ja era conhecida por alguns dos primeiros investigadores da area da biomecanica
[Maroudas e Bullough, 1968; McEwen, 1958]. Se sabe, por exemplo, que a presenca de
fluido produz efeitos mecanicos importantes, tais como a pressurizagao intersticial e com-
portamento mecanico viscoso devido ao movimento do fluido relativo ao material sélido
[Ehret et al., 2017]. Portanto, é importante o desenvolvimento de modelos constitutivos
que incorporem de forma explicita na sua formulagao a presenca do fluido intersticial.

De forma a incluir o efeito do fluido interno no comportamento mecéanico de tecidos
dentro de uma formulacao termodinamicamente consistente, Mow et al., 1980 incorpora-
ram, nos seus estudos, modelos de representacao baseadas em abordagens bifasicas (fluido
e s6lido), a qual é baseada na teoria de misturas de Truesdell e Toupin, 1960. Inicialmente
limitada a andlises lineares, a teoria bifasica foi estendida para incluir nao linearidades tais
como deformacoes finitas [Suh et al., 1991], permeabilidade dependente da deformagao

[Holmes e Mow, 1990], modelos hipereldsticos e de permeabilidade anisotrépicos [Federico



e Grillo, 2012] e viscoelasticidade intrinseca da fase solida [Suh e Bai, 1998|.

Dentre os tecidos nos quais a teoria bifasica foi aplicada com sucesso se destaca
a cartilagem, por ser o primeiro tecido analisado com esta teoria, e no qual ainda se
encontra a maior parte das aplicagoes desta formulacao. Além da cartilagem, a teoria
bifasica tem sido aplicada na modelagem dos mais diversos tipos de tecidos, tais como
pele [Oftadeh et al., 2018], cérnea [Bryant e McDonnell, 1998], menisco [LeRoux e Setton,
2002], tecido arterial [Huyghe et al., 1991] e tendao [Khayyeri et al., 2015]. Dentro destes
tecidos, tenddes e ligamentos se destacam por ainda existir uma caréncia de informagoes
a respeito do efeito e influéncia do fluido nas propriedades mecéanicas do mesmo [Lozano
et al., 2019].

Experimentos realizados mostram que alteragoes na concentracao do fluido inters-
ticial de tenddes e ligamentos ocasiona diversos efeitos nas suas caracteristicas mecanicas.
Entretanto, o mecanismo pelo qual tais efeitos ocorrem é desconhecido, e modelos capazes
de representar esses comportamentos ainda sdo pouco estudados. Devido a isso, faz-se
necessario o estudo de modelos bifasicos aplicados a tendoes e ligamentos de modo a se
obter uma compreensao mais completa do comportamento mecanico dos mesmos.

A aplicagdo da teoria bifdsica em problemas de interesse pratico ird4 usualmente
envolver a utilizacdo de modelos de materiais, condi¢oes de contorno e geometrias com-
plexas. Em tais casos, normalmente a solug¢ao analitica nao é possivel para condicoes
fisiologicamente significantes. Além disso, estudos experimentais possuem limitagdes que
tornam a aquisi¢ao de dados extremamente dificil em casos de interesse clinico. Para isso,
ferramentas numéricas sao necessarias. Dentre estas ferramentas, o método de elementos
finitos se destaca como o mais utilizado para tal aplicacao [Spilker et al., 1990]. Dentre as
possiveis formulagoes de elementos finitos que podem ser usadas para resolver o problema
bifasico, duas se destacam por serem as mais utilizadas: formulagao baseada em pena-
lidade [Chan et al., 2000; Pérez del Palomar e Doblaré, 2006] e formula¢ao baseada em
elementos mistos de velocidade (ou deslocamento) e pressao (v-p) [Ateshian et al., 2010;

Un e Spilker, 2006].

1.1  Objetivos e Estrutura do Trabalho

O presente trabalho tem como objetivo principal a avaliacao da capacidade de mo-

delos bifasicos classicos encontrados na literatura para a representacao do comportamento



mecanico tipico de tendoes e ligamentos.

Para isto, este estudo se subdivide em dois objetivos parciais. O primeiro sera
implementar um codigo de elementos finitos para grandes deformacoes seguindo a formu-
lagado de penalidade e v-p, onde serd usado um caso uniaxial simples como benchmark de
modo a avaliar as vantagens e desvantagens de ambas as formulagdes frente a acuracia e
tempo de processamento. A avaliacdo do caso de benchmark também sera utilizado para
mostrar as caracteristicas bésicas da resposta mecanica da teoria bifasica. O segundo ob-
jetivo secundario serd a investigagdo do comportamento mecanico do modelo para casos
de tracao e compressao, usualmente utilizados para a caracterizacao mecanica de tecidos
biolégicos. Nesse caso pretende-se incorporar anisotropia na descricao do comportamento
mecanico da fase sélida, e comparar os resultados obtidos de forma qualitativa com dados
experimentais para tendao e ligamento, disponiveis na literatura.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: O Capitulo 2 apresenta uma
descricao simplificada da morfologia de ligamentos e tenddes, assim como o seu com-
portamento mecanico e as principais técnicas descritas na literatura para modelar mate-
maticamente este comportamento. O Capitulo 3 mostra de forma breve a cinemaética e
equagoes governantes da teoria bifasica conforme desenvolvido em Mow et al., 1980. O
Capitulo 4 desenvolve as duas formulagoes de elementos finitos utilizadas neste trabalho:
formulacao por penalidade, na qual a equacao de conservacao da massa é penalizada, e
uma formulacdo por elementos mistos, conhecida como v-p. No Capitulo 5 sdo apresen-
tados e discutidos os resultados obtidos, e por fim o Capitulo 6 descreve as principais

conclusoes atingidas e recomendagoes para trabalhos futuros.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é apresentado uma breve descricao da morfologia e hierarquia da
estrutura de tendoes e ligamento, assim como os principais pontos de seu comportamento
mecanico. Também é feito uma revisao do estado da arte sobre os diversos paradigmas

utilizados para a modelagem matematica-numérica destes tecidos.

2.1 Morfologia de Tendoes e Ligamentos

Os tendoes e ligamentos sao tecidos moles, fibrosos e elasticos, sendo classifica-
dos na categoria de tecidos conectivos densos regulares [Mescher, 2018]. Em geral, as
diferencas entre tendoes e ligamentos nao sao consideradas, devido a grande similaridade
apresentada pelos mesmos [Cowin e Doty, 2007]. Ambos tecidos apresentam pouca vas-
cularizacao, com fibras de coldgeno dispostas em uma configuracao quase paralela, com
funcao de guiar o movimento articular transmitindo cargas entre musculos no caso do
ligamento, e entre musculo e ossos no caso do tendao, com a minima perda de energia. A
configuracao de fibras quase paralelas é formada em reposta a esforgos de tragao exercidas
em um sentido preferencial, a qual esses tecidos estao geralmente expostos, de forma a
oferecer maxima resisténcia a essas forgas [Nordin e Frankel, 2012]. Tenddes e ligamentos
possuem grande variabilidade em relacao a forma e tamanho, apresentando configuracoes
de fita, leque, achatados ou cilindricos. Sua forma e propriedades estao relacionadas com
a funcao do sistema musculo-esquelético no qual eles se localizam [Franchi et al., 2007].

Os constituintes dos tendoes e ligamentos podem ser divididos em trés categorias
fundamentais: 4gua, células e matriz extracelular. Considerando o peso total, a agua
¢ o principal constituinte com 65-70% do peso. A matriz extracelular representa cerca
de 80% em peso do tendao, sendo que a parcela solida desta é composta principalmente
de fibras proteicas de coldgeno tipo I (75-99%) e tipo III (1-14%) [Cowin e Doty, 2007].
Dentre os componentes nao coldgenos, fibras de elastina compoem até 2% do peso seco, e
proteoglicanos até 0.2% [Nordin e Frankel, 2012]. As células presentes sdo em sua maioria
fibroblastos especializados (90-95%) [Cowin e Doty, 2007], chamados de tenécitos.

A estrutura bésica de tenddes e ligamentos pode ser descrita em varios niveis
hierdrquicos [Kannus, 2000]. A Figura 2.1 ilustra os principais niveis com bases nas

estruturas de colageno. No primeiro nivel hierarquico se encontra a molécula de colageno,
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Figura 2.1 — Hierarquia de tendoes e ligamentos [adaptado de Wang, 2006].

sendo produzida pelos tendcitos. As microfibrilas sao uma estrutura helicoidal composta
pela juncao de 5 moléculas de coldgeno, rodeadas por uma camada de proteoglicanos.
A sua resisténcia e estabilidades sao adquiridas durante a maturagao através de ligagoes
cuzadas intermoleculares. As microfibrilas se juntam para formar uma fibrila, a qual
apresenta um formato de tripla hélice com periodicidade, possuindo um comprimento
muito maior que o didmetro [Cowin e Doty, 2007]. A resisténcia destas fibrilas ird depender
principalmente das ligagdes covalentes cruzadas que irdo se formar entre as moléculas de
coldgeno [Cowin e Doty, 2007]. Os proteoglicanos terdo um efeito importante nessas
ligagoes, determinando a espessura e o padrao de unido das fibrilas [Mescher, 2018]. Os
proteoglicanos também sao o principal constituinte da substancia base, a qual é uma
matriz de aspecto gelatino que promove a hidratagao do tecido devido a suas propriedades
hidrofilicas [Nordin e Frankel, 2012].

As fibrilas se juntam e formam a fibra de colageno, com os tendcitos se alinhando



entre o arranjo destas fibras. Uma camada de tecido conjuntivo frouxo contendo vasos
sanguineos e nervos, chamada de endotendao ird juntar as fibras de colageno, formando
um ramo primario chamado sub-fasciculo [Wang, 2006]. Varios sub-fasciculo serdo unidos
formando um ramo secundario chamado fasciculo, os quais se unem com outros fasci-
culos formando um ramo terciario, ambos rodeados pelo endotendao. Os fasciculos nao
apresentam acoplamento lateral, sendo livres para deslizarem de acordo com a solicita-
¢ao mecanica aplicada. Isso é facilitado por um gel de proteoglicanos que existe entre o
endotendao e a superficie dos fasciculos [Kannus, 2000].

Um grupo de ramos terciarios se unira para formar o tendao e ligamento, o qual
sera envolto pelo epitendao. O epitendao é uma rede fibrilar de colageno fina e densa,
contendo fibrilas na dire¢ao longitudinal, obliqua e transversal. Em alguns tenddes pode
existir uma camada extra de tecido chamada de paratendao, que atua como uma manga
elastica, permitindo o deslizamento dos tendoes contra tecidos circundantes com baixa
fricgao [Cowin e Doty, 2007].

As fibras que compode o tecido em seu estado indeformado formam um padrao
ondulado caracteristico conhecido como crimp [Kannus, 2000]. Essas ondulagbes tém um
papel importante no comportamento mecanico do tecido, permitindo a extensao deste
sem ser necessario estender as fibrilas. Em um trabalho de Starborg et al. [2013] se
verificou que essa caracteristica é devido a forma helicoidal das fibras em meio a uma
matriz predominantemente de células.

O fluido intersticial presente na matriz extracelular pode escoar livremente dentro
do interior do tecido [Butler et al., 1997], sendo particularmente importante em tecidos
pouco vascularizados como tendao e ligamento, promovendo o fornecimento de nutrientes
e remocgao de dejetos téxicos [Chen et al., 1998]. Segundo Reese e Weiss, 2013 este
escoamento também estd implicado no efeito de mecanotransducao, sendo de fundamental

importancia no comportamento normal de fasciculos.

2.2 Comportamento Mecanico de Tendoes e Ligamentos

As caracteristicas mecanicas de tenddes e ligamentos apresenta uma forte depen-
déncia das propriedades das fibras de colageno e da organizagdo e proporc¢ao dos seus
constituintes [Cowin e Doty, 2007]. Devido ao arranjo quase unidirecional apresentado

pelas fibras, tenddes e ligamentos sao geralmente considerados transversalmente isotré-



picos [Vassoler et al., 2012]. Os ensaios mecénicos realizados em tendoes e ligamentos
geralmente consistem em ensaios de tracao ao longo da direcao preferencial da fibra de
colageno, devido a esse ser o principal carregamento fisiolégico experimentado pelos teci-
dos [Cowin e Doty, 2007]. A curva tipica resultante deste ensaio é mostrada na Figura 2.2,

apresentando um comportamento nao-linear .
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Figura 2.2 — Resposta tipica de um ensaio de tracao em tendao com carregamento

alinhado as fibras de coldgeno [adaptado de Wang, 2006].

Uma curva tensao-deformagao tipica de tenddes e ligamentos apresenta uma re-
giao inicial de baixa rigidez, onde o tecido é deformado até cerca de 1,5-4%, embora
possa ocorrer uma consideravel variabilidade entre espécimens [Carlstedt, 1987]. Nessa
regiao ocorre a perda do padrao ondulado apresentado pelas fibras, com um aumento
de rigidez. Conforme o carregamento aumenta ocorre uma transicao gradual para uma
regiao quase-linear, na qual as fibras de colageno ja estao completamente solicitadas e
dominam o comportamento mecéanico do tecido. Essa regidao linear ocorre até cerca de
4-6% de deformacgao [Wang, 2006]. Ao fim da regido linear, pequenas e irregulares quedas
na tensao sao observadas devido a falha progressiva de fibras de colageno. Ao atingir
cerca de 8-10% de deformacgao ocorre falha macroscépica das fibras. Segundo Johnson
et al., 1994, a ruptura total para tendao patelar humano ocorre em cerca de 14-15% de
deformacao. Sob condigoes fisiolégicas normais, tendoes e ligamentos sao sujeitos a uma
tensao que é cerca de % da tensdo tltima de ruptura [Cowin e Doty, 2007], que em termos
de deformagao corresponde a cerca de 4% [Franchi et al., 2007].

Tendoes e ligamentos apresentam comportamento mecanico altamente anisotro-

pico, o qual ¢é creditado a estrutura unidirecional apresentada pelas fibras de colageno.



Quapp e Weiss, 1998 e Chuong et al., 1991 realizaram ensaios de tragdo em amostras com
a carga alinhada de forma paralela e perpendicular as fibras de colageno. Os resultados
mostraram que tendoes e ligamentos apresentam resisténcia mecénica e rigidez muito mai-
ores na direcao paralela, sendo as fibras de colageno os principais elementos que suportam
carga. Embora normalmente se considere que as fibras de colageno nao apresentem resis-
téncia a compressao, Bol et al., 2015 demonstrou em ensaios de compressao semi-confinada
que a direcao das fibras permanece sendo uma dire¢ao de isotropia transversal, e que me-
canismos distintos de resisténcia atuam para suportar esforcos compressivos paralelos e
perpendiculares as fibras.

Quando submetidos a ensaios ciclicos de tracao, tendoes e ligamentos apresentam
um comportamento dissipativo, como pode ser visto na Figura 2.3, onde se observa o feno-
meno de histerese. Este comportamento estd associado as caracteristicas viscoelasticas
apresentadas pelo tecido Cowin e Doty, 2007. Quando ligamentos e tenddes sao sujei-
tos a taxas crescentes de carregamento, a porgao linear da curva tensao-deformacao se
torna mais inclinada, indicando um aumento da rigidez do tecido [Nordin e Frankel, 2012].
Se considera que o comportamento viscoelastico apresentado advém da viscoelasticidade
inerente da matriz sélida de colageno e sua interacdo com o liquido intersticial presente
[Oftadeh et al., 2018; Cowin e Doty, 2007], sugerindo que mecanismos dependentes e in-
dependentes do escoamento do fluido podem contribuir em diferentes niveis estruturais
[Reese e Weiss, 2013]. Entretanto, o mecanismo que governa o comportamento viscoelds-
tico do tecido ainda nao é completamente compreendido [Reese e Weiss, 2013; Shen et al.,

2011; Lozano et al., 2019; Oftadeh et al., 2018].
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Figura 2.3 — Fendmeno de histerese apresentado em um ensaio ciclico de tracao em

tendao [adaptado de Wilchez, 2012].

2.3 Efeito do fluido no comportamento mecanico de tendoes e ligamentos

Embora a agua seja um dos principais componentes de tenddes e ligamentos, ainda
existe uma consideravel falta de informagoes sobre o seu efeito nas propriedades mecanicas
destes tecidos, e nos mecanismos pelos quais esses efeitos ocorrem [Lozano et al., 2019].

O primeiro trabalho a fazer mencao sobre o efeito da hidratacao se deve a Viidik
e Lewin, 1966, onde se declara que a mudanca na concentracao de fluido em ligamentos
influem fortemente na curva tensao-deformacao obtida em ensaios uniaxiais quando com-
parado com o tecido fresco. Neste trabalho também se afirma que ao imergir o ligamento
em solucao salina, ocorre uma dilatacao no tecido, assim como um aumento na deformacao
de ruptura. Estudos posteriores viriam a confirmar, e as vezes contradizer estes resulta-
dos. Em Lanir et al., 1988, os autores chegam a conclusao que a hidratacao nao possui
efeito significante na resposta mecéanica das fibras de colageno. J4 em Haut e Powlison,
1990, se encontrou que amostras de tendao apresentam maior rigidez e tensao de ruptura
quando imersas em fluido, comparado a condigcdo ao ar, conclusido esta também obtida
por Adeeb et al., 2004. Contradizendo estes resultados, Chimich et al., 1992 afirma que
ligamentos e tendoes testados ao ar apresentam maior rigidez. Em Lozano et al., 2019,

foi reportado que o médulo elastico e tensao de ruptura aumentam com o decréscimo



10

da concentragao de fluido no tecido. Haut e Haut, 1997 realizou ensaios de tragao com
tenddes submergidos em solugoes hipertonicas e hipotonicas, concluindo que para taxa

1 a hidratacao aumenta a rigidez, e para taxa de 0.5 %s™! a

de deformacao de 50 %s~
hidratacao diminui a rigidez do tecido. A influéncia do fluido se manifesta similarmente
no comportamento viscoelastico.

Uma possivel explicacao para estes fendomenos é dada por Lozano et al., 2019, que
teoriza que uma diminuicdo na concentracao de fluido interno causaria um aumento da
friccdo entre as fibras, e consequente perda de energia na forma de calor, embora nao
existam evidéncias experimentais que suportem esta teoria. Ao examinar amostras de
ligamento, Thornton et al., 2001 constatou que o aumento da concentracao de fluido
causa uma diminui¢do no comprimento funcional do tecido, com geracao de pré-tensoes
positivas. Ja Masic et al., 2015 afirma que a remog¢ao de agua causa um encurtamento
da molécula de colageno, ocasionando tensoes trativas de magnitude muito maior que as
transmitidas pelos musculos.

A influéncia do fluido também se manifesta no comportamento compressivel do
tecido. E amplamente mencionado na literatura a reducio de volume de tenddes e liga-
mentos em resposta a carregamentos de tragdo e compressao, com simultanea exsudacao
de liquido [Bol et al., 2015; Reese e Weiss, 2013; Adeeb et al., 2004]. Comportamento
similar foi exibido em ensaio de tracao feitos em conjunto com ressondncia magnética,
sendo encontrado que o carregamento causa um movimento radial do fluido intersticial,
do centro do tecido para as suas extremidades [Han et al., 2000; Helmer et al., 2004,
2006]. Dados obtidos em ensaios com carregamentos ciclicos indicam uma perda de fluido
durante o carregamento, com posterior reabsorvimento no descarregamento, assim como
uma diminuicao do didmetro da amostra em ciclos sucessivos. O fluido reabsorvido apods
o termino do ciclo de carga chega a superar a quantidade original, e de forma andloga o
didmetro da amostra pode também exceder o valor inicial [Lanir et al., 1988].

O valor do coeficiente de Poisson esta intimamente ligado com a redugao de volume
e exsudacao de fluido [Lavagnino et al., 2008]. Valores tipicos de Poisson aparente (valor
médio do tecido) encontrados para tendoes e ligamentos sob tragao sao geralmente maiores
que 1 [Lynch et al., 2003; Hewitt et al., 2001], embora valores negativos também tenham
sido reportados [Gatt et al., 2015]. J& para compressao, o coeficiente de Poisson é menor

que 0,5, caracterizando diminuigao de volume [Bél et al., 2015]. Varios trabalhos citam
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uma dependéncia do coeficiente de Poisson em fungao da deformagao [Reese e Weiss, 2013;
Swedberg et al., 2014], atingindo um valor méximo em pequenas deformagoes, seguido
por um decaimento nao linear [Ahmadzadeh et al., 2015]. Teorias micromecénicas procu-
ram explicar o mecanismo causando o alto valor do coeficiente de Poisson e conseguente
exsudagao de fluido usando como base a configuracao espacial apresentada pelas fibras de
colageno [Atkinson et al., 1997; Reese et al., 2010], ou ligacoes interfibrilares [Ahmadzadeh
et al., 2015], mas a questdao permanece em aberto. E interessante notar uma investigacao
recente de Carniel et al., 2019 na qual se questiona o procedimento experimental utilizado
na obtencao do coeficiente de Poisson, e a sua validade como uma medida da deformacao
transversal e mudanca de volume.

O comportamento viscoeldstico também sofre influéncia do fluido [Woo et al., 1981].
Tendoes e ligamentos submersos em solug¢oes hidratantes apresentam comportamento vis-
coso mais pronunciado e rapido que espécimens testados ao ar ou em solugoes desidratan-
tes [Haut e Powlison, 1990; Chimich et al., 1992; Haut e Haut, 1997; Atkinson et al., 1999].
No trabalho de Thornton et al., 2001, se observou que o efeito da concentracao de fluido
na viscosidade é mais significativo para ensaios de relaxacao do que fluéncia, indicando
um mecanismo de acao diferente de acordo com o modo de carregamento. Se acredita
que o comportamento viscoelastico apresentado seja uma mescla da viscosidade intrinseca
do tecido, juntamente com mecanismos devido ao escoamento do fluido [Oftadeh et al.,
2018; Reese e Weiss, 2013]. Entretanto, dificuldades experimentais em desacoplar os dois
efeitos impedem uma investigacao das situagoes em que cada mecanismo seja dominante.

Embora pouco explorado na literatura, existem evidéncias experimentais de que a
permeabilidade em tendoes e ligamentos seja transversalmente isotrépica, devido a distri-
bui¢ao unidirecional de fibras de coldgeno, que agiriam como obstaculos para o movimento
do fluido [Bol et al., 2015; Han et al., 2000]. Valores de permeabilidade disponiveis na
literatura se baseiam em estudos puramente numéricos [Chen et al., 1998], ou em ajuste de
parametros usando dados de ensaios de tracao [Khayyeri et al., 2015; Yin e Elliott, 2004].
Até o momento, segundo conhecimento do autor, ndao existem valores de permeabilidade
de tendoes e ligamentos obtidos em ensaios dedicados.

O fluido intersticial presente em tendoes e ligamentos também é considerado como
um dos principais agentes de mecanotransducao, efeito no qual sinais derivados de esforcos

mecanicos sao transmitidos a células do tecido provocando a sua adaptagdao. Em Slack
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et al., 1984 se verificou um aumento na atividade metabdélica em tenddes sujeitos a car-
regamentos trativos, o que os autores sugerem ser uma manifestagdo da nutrigdo celular
causada pelo movimento de fluido. Giori et al., 1993 reporta que as células do tendao sao
sensiveis a alteragoes na pressao hidrostatica, e que um aumento nesta leva a uma maior
producao de tecido cartilaginoso, fenémeno conhecido por ocorrer nas regides em que o
tendao estd em contato com o0sso, sofrendo esfor¢os compressivos. Segundo Adeeb et al.,
2004, a atracao entre o fluido intersticial e as moléculas proteoglicanas induzem gradientes
de pressao no tecido, o que é importante para os casos em que o tendao esta sujeito a
esforgos compressivos, ja que de acordo com Bol et al., 2015, essa forma de solicitagao
causa um aumento drastico na quantidade de proteoglicanos.

Uma diminuicao do contetido de dgua do tecido esta relacionado a um aumento na
producao de colagenase, que por sua vez causa um decréscimo na quantidade e densidade
de coldgeno, enfraquecendo as propriedades mecéanicas de ligamentos e tendoes devido a
desorganizacao induzida nas fibras de coldgeno [Lozano et al., 2019]. Esse efeito também
foi verificado por Lavagnino et al., 2008 através de um modelo multiescala bifasico em
conjunto com experimentos, sendo causado por tensoes cisalhantes induzidas pelo fluido
intersticial, ao nivel celular. Ja no trabalho de Butler et al., 1997, simula¢oes computa-
cionais forneceram valores de pressao e escoamento de fluido altas o suficiente para, de
acordo com os autores, servir como mecanismo de mecanotransdugao para autorregulagao
celular em situagoes fisiologicas.

Devido a importancia que a concentracao de fluido possui na resposta mecanica do
tecido, cuidados devem ser tomados em ensaios mecanicos de forma a replicar as condigoes
de hidratagao in-vivo. Por exemplo, correlagoes entre propriedades mecanicas e dados an-
tropomérficos (idade, sexo, etc ...) possuem maior probabilidade de serem encontrados
para concentragoes de dgua proximas da fisioldgica [Lozano et al., 2019]. Cuidados tam-
bém devem ser tomados na escolha do fluido no qual o tecido é preservado. Estudos de
Chimich et al., 1992; Safa et al., 2017 demonstraram que mudancas na composicao da
solugao usada para manter a hidratacao de ligamentos pode modificar a concentragao de
agua interna e a resposta mecanica do tecido. Nesse sentido, ainda se desconhece se o uso
de solucao salina é uma forma efetiva de manter a hidratacao fisiolégica de tecidos moles,
tais como tendoes e ligamentos [Lozano et al., 2019], embora esta ainda seja a abordagem

mais utilizada em ensaios mecéanicos [Wilchez, 2012]. Dentro desse contexto, também se
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destaca a importancia da pressao osmética na geracao de forcas em tendoes, efeito esse

salientado em um estudo experimental de Masic et al., 2015.

2.4 Modelagem matematica-numérica de ligamentos e tendoes

No estudo de tenddes e ligamentos, modelos puramente fenomenologicos sao os
mais utilizados, geralmente com uso de modelos viscoelasticos classicos para representar
o comportamento dependente do tempo, e com inclusao da hipotese de material incom-
pressivel [Pioletti et al., 1998; Vassoler et al., 2012, 2016; Hirokawa e Tsuruno, 2000; Song
et al., 2004; Woo et al., 1993; Pena et al., 2007; Tang et al., 2011; Pena et al., 2008].

Uma abordagem que vem ganhando predominancia dentro do estudo de tecidos
fibrosos sao os modelos multiescala. Como exemplo desta abordagem, pode-se citar os
trabalhos de Carniel et al., 2018; Carniel e Fancello, 2019, o qual utiliza uma formulagao
variacional de homogenizacao para investigar o comportamento viscoelastico de tendoes.

Os modelos bifasicos entram como uma evolu¢ao dos modelos puramente feno-
menologicos, mantendo as vantagens dos mesmos e incluindo dentro de sua formulagao
informagoes sobre o fluido intersticial e sua interacdo com a matriz sélida. Para a aplica-
¢ao em tendoes e ligamentos, poucos estudos utilizando modelos bifasicos sao encontrados
na literatura, ji que esses modelos sao aplicados geralmente para cartilagem [Ateshian,
2017; Pierce et al., 2013; Wu e Herzog, 2000]. Por exemplo, Yin e Elliott, 2004 utiliza um
modelo bifasico analitico para representar o comportamento unidimensional de tendoes
em tracao sob pequenas deformagoes. Ja usando elementos finitos em um regime de gran-
des deformagoes, Khayyeri et al., 2015 utiliza um modelo poroviscoelastico anisotrépico,
previamente desenvolvido para cartilagem, para tentar caracterizar o comportamento do
tendao em tracao. Embora a resposta de forca-deslocamento numérica tenha apresen-
tado concordancia com o resultado de um ensaio ciclico trativo, o modelo apresentou
influxo de fluido e aumento de volume durante tracao, contradizendo a observacio expe-
rimental. Procurando melhorar essa resposta, Swedberg et al., 2014 propds um potencial
hiperelastico no qual uma fungao descrevendo o coeficiente de Poisson ¢ incluida, obtendo
resultados qualitativamente coerentes para a deformacao volumétrica, evolucao do Pois-
son com deformagao, e exsudacao de fluido no caso de tracao. Entretanto, nao se verificou
a resposta para solicitagoes multiaxiais, ou se o0 modelo possui capacidade de representar

dados experimentais.
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Dentro os modelos micromecanicos e multiescala aplicados em tendoes e ligamento
que tenham utilizado a teoria bifasica em suas formulacoes, se salienta os trabalhos de
Atkinson et al., 1997; Ahmadzadeh et al., 2015. Dentre estes, todos conseguiram repre-
sentar o comportamento tensao-deformacgao caracteristico, assim como a exsudacgao de
fluido durante a tracao, embora o mecanismo micromecanico assumido pelo modelo para
obter tais resultados tenha sido distinto em cada trabalho.

Em vista do que foi exposto, existem varios modelos de materiais disponiveis para
a representacgao do comportamento mecanico de tendoes e ligamentos. Entretanto, le-
vando em consideracao a caréncia de estudos numéricos investigando o efeito do fluido no
comportamento mecanico de tendoes e ligamento, este trabalho ird estudar a utilizacao
de um modelo bifasico para a representagao destes tecidos. Neste sentido, o modelo im-
plementado ird seguir a formulacao e relagoes constitutivas classicas na teoria bifasica, as
quais foram desenvolvidas para caracterizacao de cartilagem, de modo a avaliar se esses

modelos sao adequados para tendoes e ligamentos.
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3 FORMULACAO DA TEORIA BIFASICA

Esta secao ird apresentar de forma simplificada a cinematica, equagoes governantes,
e hipdteses principais que compoem a teoria bifasica. Para uma deducao mais detalhada,

consultar Mow et al., 1980 e de Boer, 2000.

3.1 Hipoéteses e cinematica

Na teoria bifdsica, os materiais sao considerados como uma mistura continua bi-
naria composta de uma matriz sélida, preenchida por uma fase liquida. A teoria bifésica,
conforme formulada por Mow et al., 1980, foi desenvolvida a partir da teoria de misturas
[Truesdell e Toupin, 1960] com o objetivo de descrever o comportamento mecénico de te-
cidos moles hidratados, em especial cartilagem. Baseado no comportamento experimental
destes tecidos, diversas hipdteses e simplificagoes sao impostas para a obtencao das equa-
¢oOes governantes da teoria bifasica. Primeiramente, ambas as fases sao assumidas inertes,
e nao sofrem nenhuma mudanca ou interagdo quimica. Cada fase é considerada intrinse-
camente incompressivel. Embora essa seja uma hipdtese geralmente razoavel para a fase
liquida, a incompressibilidade da fase solida devera ser comprovada experimentalmente
para o tecido ao qual se deseja estudar. Se sabe que essa hipotese é razoavel para teci-
dos cuja composicao da fase sélida é dada principalmente por coldgeno [Bachrach et al.,
1998]. Também se assume que o material é submetido a deformagoes isotérmicas, e sem
producao de calor. Por fim, a mistura é suposta imiscivel, e se considera que o esqueleto
solido poroso esta saturada por liquido em todos os instantes de tempo. Nas defini¢oes
que seguem, quantidades com sobrescrito “s” e “f” designam quantidades relacionadas a
fase sélida e fluida respectivamente.

Em uma mistura bifasica, cada fase ocupa simultaneamente o mesmo volume es-
pacial. Isso significa que uma particula do esqueleto sélido e do fluido podem ocupar o
mesmo volume infinitesimal na configuragao atual. Cada fase possui uma configuracao

de referéncia, definida pelo dominio 2% e contorno I'¢

0

e uma configuracao atual, com-
partilhada por todos os constituintes, definida pelo dominio €2 e contorno I', conforme
ilustrado na Figura 3.1. Por questoes de conveniéncia, a configuracdo de referéncia da
fase liquida ¢é suposta como sendo a mesma do esqueleto sélido, ja que essa é geralmente

a Unica identificavel.
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Figura 3.1 — Cinematica de uma mistura bifédsica [adaptado de Ricken et al., 2010].

A posigao de uma particula da fase o na configuracao de referéncia (coordenadas
materiais ou Lagrangeanas) é dada por X*, onde oo = {s, f}. A posigao na configuragao
atual (coordenadas espaciais ou Eulerianas) de particulas de ambas as fases sao dadas
por . O movimento de cada particula é independente, sendo descrito pela funcao de

movimento (ou mapeamento) x®, invertivel e suave, definida pela relagao:

x=x"(X1) (3.1)

O deslocamento de uma particula é definido por:

U¥(X*t)=x(Xt) — X° (3.2)
A velocidade ¢é definida pela derivada no tempo, de acordo com:

V(X p) = W (3.3)

A versao espacial do deslocamento e velocidade sao obtidas usando a inversa da

funcao de movimento:
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O gradiente de deformacao F'*, Jacobiano J“ e deformacao de Cauchy-Green a

direita C* sao definidos pelas relagoes classicas da elasticidade [Holzapfel, 2002].

o« Oz
Fo = s (3.6)
J* = det(F*) (3.7)
C*=F* F°® (3.8)

Vale salientar que o Jacobiano da deformacao do esqueleto sélido J* ira fornecer
uma medida da deformacao volumétrica aparente da matriz sélida. A hipotese de in-
compressibilidade nao implica que J® = 1, ja que o volume aparente do esqueleto sélido
pode mudar através da entrada e saida do fluido, e conseguente fechamento e abertura
dos poros.

O gradiente da velocidade é definido como:

B ov®

Lo=""
ox

(3.9)

Sendo que L® pode ser separado na sua parte simétrica D e antissimétrica W

1
Da:§@a+Lﬂ) (3.10)

1 T
We = (L - L) (3.11)

onde D® é chamado tensor taxa de deformacao, e W é chamado de tensor de spin.

As misturas imisciveis sao definidas como aquelas onde localmente se pode dis-
tinguir o volume dos seus constituinte, e devido a isso admite a definicao de dois tipos
de densidade: a densidade real pf, e a densidade aparente p®. A densidade real de um
constituinte o é definida como a razao entre um elemento de massa infinitesimal dm® por
uma unidade infinitesimal de volume do mesmo constituinte:

dm®

Ja a densidade aparente de um constituinte o é definida como a razao entre um

elemento de massa infinitesimal dm® por uma unidade infinitesimal de volume da mistura:

dm®

av

Pz, t) = (3.13)
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A restricao de que ambas as fases sao intrinsecamente incompressiveis impoe que
a densidade verdadeira deve ser constante (p$ = cte). Usando a defini¢do da densidade

aparente conforme Equacao 3.13, pode-se definir a densidade da mistura como:

plx,t) = Zpa(w,t) (3.14)

E conveniente definir uma velocidade média que represente a mistura. Essa velo-
cidade é definida de forma que o fluxo de massa total da mistura seja igual a soma do

fluxo de massa de cada constituinte:

v(x,t) = ;Z pru® (3.15)

«

Pela mistura ser imiscivel, a fracdo de volume da fase « é definida por:

ave
av

Fisicamente ¢ representa o volume do constituinte o presente em um volume

¢ (x, 1) = (3.16)

infinitesimal da mistura, e a mesma deve estar contida no intervalo 0 < ¢¢ < 1 para
ter sentido fisico. Como o esqueleto sélido é suposto saturado por liquido durante todos
os instantes de tempos (inexisténcia de vazios), a fragdo de volume é sujeita a restrigao

adicional:

P+l =1 (3.17)

e em consequéncia a densidade real e aparente sao relacionadas de acordo com:
p* = pro® (3.18)
3.2 Balango de Massa

A forma diferencial da equacdo de conservacao de massa para o constituinte «
segue um formato similar ao apresentado para materiais monofasicos. Usando a hipotese
de inexisténcia de reagoes quimicas entre as fases, a equagao de conservacao de massa

pode ser expressa como:

«

Dt

(0}

+p*V -v* =0 (3.19)
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D) — % + V(.)-v* representa a derivada material no tempo seguindo

onde o operador
o movimento da fase . Um formato mais conveniente para a Equacao 3.19 é obtido
usando a fracdo de volume ¢® para eliminar a presenca da densidade aparente. Usando

Equagao 3.18 juntamente com a hipotese de incompressibilidade, se obtém:

D
ot

Fazendo a soma da Equacao 3.20 para a = {s, f}, e usando a condi¢ao de saturacao

+ V- (0% =0 (3.20)

dada pela Equacao 3.17, se chega no formato desejado para a equacao de conservagao de

massa:

V- (v'¢" +0f¢’) =0 (3.21)

A condicao de incompressibilidade aplicada a fase sélida permite relacionar a den-

sidade aparente e fracdo volumétrica na configuracao deformada e de referéncia:

PP
£ 10 3.22
P (3:22)

onde o subscrito “0” indica quantidades avaliadas na configuracao de referéncia. Para um

pr =

volume de controle infinitesimal seguindo a fase sélida, a densidade aparente na configu-

racao deformada e de referéncia sao relacionadas pelo Jacobiano da deformacao sélida.

s _ PO
== 3.23
Pr= (3.23)
Usando a Equacao 3.22 e a Equagao 3.17 na Equacao 3.23, pode-se determinar a
fracao volumétrica atual de ambas as fases a partir da deformagao volumétrica da matriz

solida:

s_ %
=

le_@
¢ 7

(3.24)

(3.25)

Se nota pelas Equacgoes 3.24 e 3.25, que de forma a cumprir a restricao de fracao

volumétrica menor que a unidade, J* devera ter como limite inferior ¢§, ou seja, J° > ¢§.



20

3.3 Balanco de Momentum Linear

Dentre a maioria dos tecidos moles, termos inerciais e forcas de corpo externas
(tais como gravidade) tem efeito desprezivel para as taxas de deformagao experimentadas
fisiologicamente, devido & baixa permeabilidade destes tecidos [Holmes, 1986a]. Incorpo-
rando estas hipdteses, a lei de conservacao de momentum para cada fase da mistura é

expressa comao:

V.oc°+7°=0 (3.26)
V.ol +7nf=0 (3.27)

onde o® é o tensor tensao de Cauchy para a fase o, e #* é uma forca de corpo difusiva
interna que representa troca de momentum devido a interacao entre as fases. A troca de
momentum representada por w* deve se equilibrar internamente, fornecendo uma relacao

de agao-reagao:
7w = -7t (3.28)

3.4 Segunda lei da termodinamica

Para uma mistura bifdasica cumprindo com as hipdteses expressas, a 2° lei da ter-

modindmica é definida pela expressao [Almeida, 1995]:

D DI/

— — *: D*? . D7 s (vl —0®) > 2
Tl v +o +o + 7w (v —v*) >0 (3.29)

onde U representa a funcao de energia livre da fase o por unidade de volume da mistura.
A equagao de conservacao de massa, descrita pela Equagao 3.21, representa uma restricao
a0 processo termodindmico, e como tal é introduzida na 2° lei através de um multiplicador
de Lagrange p, de acordo com Truesdell e Toupin, 1960. Apds algumas manipulagoes

algébricas, a Equacao 3.29 é reescrita como:

DsWws DI/
s f s s . s f f . f
— + (4 ¢°pl) : D° + (o’ + ¢'pI) : D'+
Dt P Dt ( *"pI) ( 'rl) (3.30)

(7° = pV¢*) - (vF —v®) >0

—p
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3.5 Relagoes constitutivas

As equagoes cinematicas e de balango apresentadas sao validas, independente da
estrutura e propriedades do material bifasico. Entretanto, elas ndo sdo em ntmero sufi-
ciente para possibilitar uma solucdo do problema. Para isso é necessario estabelecer as
relacdes constitutivas, as quais irdo caracterizar a resposta dos constituintes.

De forma a estabelecer os modelos constitutivos para tecidos biologicos, Mow et al.,
1980 introduziu hipéteses adicionais referentes ao comportamento mecanico da matriz
solida e do fluido. Se assume que a matriz sélida é hiperelastica, e que o efeito da
viscosidade do fluido é desprezivel (fluido inviscido). Adicionalmente, é assumido que
todo o efeito de dissipagao mecénica provém do arrasto friccional devido ao movimento
relativo do fluido na matriz sélida, a ser incorporado no termo de interagao .

A hipétese de que a matriz sélida seja hiperelastica implica que a sua energia
livre depende apenas do valor instantdneo da sua deformacao, dado pelo gradiente de
deformacgao F®. Devido ao requisito de objetividade, pode-se eliminar a dependéncia de

F? em favor do tensor de deformagao de Cauchy-Green a direita C*:
U = Us(C?) (3.31)

A hipétese de que o fluido é inviscido indica que a energia livre ¥/ independe da
taxa de deformacdo DY. Como o fluido também é considerado incompressivel, U/ nio ir4
depender de nenhuma varidvel do processo, e devido a isso se pode assumir que ¥/ = 0.
Usando destas hipoteses, com algumas manipulagoes algébricas, a 2° lei da termodinamica

para misturas bifasicas é reescrita como:

88\115( 8) sT s s i s f f . f
<—2F o F e +¢pI>.D + (of + ¢/pI) : DI+

(® —pV ¢*) - (vf - vs) >0

(3.32)

Como a desigualdade expressa pela Equacao 3.32 deve ser valida para qualquer

processo termodinamico, encontra-se a seguinte estrutura:
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o = af — ¢*pl (3.33)

ol = 2F58\I;égm)FsT (3.34)
of = —¢/pI (3.35)

(7* = pV o). (v — %) >0 (3.36)

As Equagoes 3.33 e 3.34 mostram que a tensao de Cauchy atuante no esqueleto
solido o® é decomposta em duas contribuigbes. A parcela elastica, representada por oy
¢ completamente determinada pelo campo de deformacoes, de forma andloga a soélidos
hiperelasticos monofasicos. A segunda contribuicdo advém da pressao hidrostatica p,
sendo ponderada pela fracdo de volume ¢°, a qual é determinada por equilibrio. Devido
a hipdtese de fluido inviscido, o campo de tensoes do fluido terd contribuicao apenas da
pressao hidrostatica , conforme mostra a Equacao 3.35. A parcela dissipativa é dada pela
Equagao 3.36, a qual devera ser positiva de forma a cumprir a 2° lei da termodinamica.

Ao se buscar solugoes numeéricas, sera mais conveniente expressar a tensao oy
usando uma quantidade expressa na configuracao de referéncia. Para isso se utiliza o
segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff S, sendo obtido pela operagao de push-back

de o§; [Holzapfel, 2002]:

S8 = J'F* oL F (3.37)
o
A e .
St =250 (3.38)

Assumindo que a troca de momentum entre as fases seja proporcional a veloci-
dade relativa entre as mesmas, e buscando um formato similar a classica lei de Darcy de

consolidagao de solos, a seguinte equacao constitutiva é assumida:

7w = pV ¢ + (vl — v®) (3.39)

onde ¢ é um tensor de 2° ordem positivo definido, chamado de tensor de arrasto difusivo,
o qual representa a resisténcia ao escoamento de fluido na matriz sélida. O uso da relagao
representada na Equacao 3.39 automaticamente satisfaz a 2° lei da termodinamica, dada

pela Equacao 3.36.
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Introduzindo as Equacoes 3.35 e 3.39 na equacao de conservacao de momentum da

fase fluida, Equagao 3.27, resulta na lei de Darcy:
kVp = —¢! (vf —v*) (3.40)

onde kK = ¢/ 2C 1 ¢ o tensor de permeabilidade, o qual relaciona o gradiente de pressiao
necessario para causar um certo fluxo de fluido.

A funcao de energia livre U® é, em geral expressa através dos invariantes do tensor
deformacgao C®. Neste trabalho, é usado a funcao de energia proposta por Holmes e Mow,

1990, e expressa abaixo:

exp(ay (1 — 3) + as(Iy — 3))
Iy

onde ag,; € ay sao parametros de material, e para que a configuracao indeformada

U = a, (3.41)

seja livre de tensoes, n = a1 + 2a,. Para os casos em que o material é modelado como
transversalmente isotrépico, a parcela adicional anisotropica da funcao de energia sera

dada por [Holzapfel et al., 2000]:

U= 2’212 lexp(ka(15 = 1)%) = 1 (3.42)

onde k; e ko sao parametros do material, e Ij é o pseudo invariante definido como:

Iz = Aay - CSCLO (343)

com ag sendo o vetor unitario que denota a direcao principal do material na configuracao
de referéncia. Sob o regime de grandes deformagdes, a permeabilidade se torna depen-
dente da deformacao. Assumindo que essa dependéncia seja devido apenas a deformagao
volumétrica aparente da matriz sélida, se utiliza o modelo isotropico de permeabilidade

criado por Holmes e Mow, 1990:

s A f L —
K = Ko (%) exp (WI) (3.44)

onde L e M sao propriedades do material, e kg é o valor de permeabilidade para o corpo
indeformado. Se nota que Equacao 3.44 tem um comportamento assintotico, o que indica
que a permeabilidade do material serd nula uma vez que todos os poros tenham sido

fechados:



24

lim k=0 (3.45)
J5—=¢;

O limite exposto pela Equacgao 3.45 representa o ponto de consolidagao, no qual

os poros do material estao totalmente fechados, e de acordo com Equacao 3.24, ¢° = 1.

3.5.1 Sumadrio

Os resultados obtidos nesta secao, assim como uma contagem do niimero de equa-
¢oOes e incognitas é apresentado nas Tabelas 3.1 e 3.2, onde se nota que o nimero de
equagoes ¢ igual ao nimero de incognitas, caracteristicas de um problema bem-posto.
Com a adigao das corretas condigbes de contorno e condigoes iniciais (a serem obtidas
na préxima se¢do), o problema estd pronto para ser tratado e resolvido numericamente

através do método de elementos finitos.

Tabela 3.1 — Sumaério das equagdes governantes do problema bifasico.

Descri¢ao Equacao Ne©

Conservacao momentum fase solida V. oy —¢’Vp— ok (v —v)=0 3
Conservacao momentum fase fluida kVp+ ¢/ (vf —v%) =0 3
Conservacao de massa A (qﬁ%s + ¢fvf ) =0 1

Relacao constitutiva tensao sélida elastica o =2F Swasiégs)F st 6
Soma numero de equagoes 13

Tabela 3.2 — Incognitas primarias do problema bifasico

Descrigao Incognitas Ne
Velocidade sélida v®(u®) 3
Velocidade fluido vl 3

Tensao solida elastica % 6
Pressao hidrostatica P 1

Soma numero de incognitas 13
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4 FORMULACOES POR ELEMENTOS FINITOS

Nesta secao serao apresentadas duas formulagoes de elementos finitos capazes de
resolver as equacgoes da teoria bifasica discutidas na se¢ao anterior. Primeiramente serd
apresentado uma formulag¢ao baseada em penalidade, na qual a equacao de conservacao
de massa é resolvida de forma aproximada, com a introducao de um fator de penalizacao
£. Também sera apresentada uma formulacao baseada em elementos mistos, na qual a
velocidade sélida e pressao sao as variaveis primarias do problema, com a eliminacao da
velocidade do fluido, e devido a isso essa formulagao recebe o nome de formulacao v-p.

A forma fraca é obtida para ambas as formula¢oes usando o método dos residuos
ponderados. Um processo de discretizagdo espacial usando elementos finitos é efetuado,
seguido por uma discretizacao temporal através de um método trapezoidal de diferencas
finitas [Hughes, 2000]. Isso resulta em um sistema de equagoes nao linear, o qual serd
resolvido iterativamente por Newton-Raphson, através de uma linearizagao parcial, no
qual apenas o termo nao linear devido a deformagao do esqueleto sélido é linearizado.
Para ambas as formulagoes as integrais sdo realizadas sobre a configuracao de referéncia,
caracterizando uma abordagem Lagrangeana total [Bathe, 2007]. Mais informagoes sobre

as formulacoes de penalidade e v-p podem ser encontradas em Almeida e Spilker, 1997.

4.1 Formulacao por Penalidade
4.1.1 Forma Fraca

Nesta formulacao a equacao de conservacao de massa é substituida por uma forma

penalizada da mesma [Suh et al., 1991]:

V- (0'0° + ool ) + g =0 (4.1)

onde 8 é um fator de penalizacao, o qual deve ser grande o suficiente de forma a cumprir
a equagao de conservagdo de massa de forma aproximada. Usando o método de residuos
ponderados, multiplicam-se as equagodes de conservacao de momentum da fase sélida e
fluida, Equacoes 3.26 e 3.27, pelas funcdes peso w® e w', respectivamente, e a Equacao 4.1
por uma funcdo peso ¢, e integra-se as mesmas no dominio 2. As funcées peso w* e w’

devem ser C° continuas em € e cumprir a forma homogénea das condi¢oes de contorno
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essenciais. O tnico requisito imposto na funcdo peso g é que a mesma seja quadrado

integrdvel em Q (¢ € L*(2)).

/Q {'ws . (V . UJSE _ ¢8Vp . Qblei_l('us B rvf))}dQ_f_

/Q [wf . (_¢pr+¢f2,<,—1(vs _ vf)) +q(V- (¢Svs +¢fvf) N g)]dQ 0 (4.2)

Para passar Equacao 4.2 para a forma fraca, é usado integracao por partes e o

teorema da divergéncia, de forma a obter:

/Q {tr(vaTJSE) V. (¢sws + ¢f,wf> + ¢f2K,_1(’US . Uf) (w® — wf)}dQ—i-

(4.3)
/Q [—q(V - (¢*w® + ¢fw?)) + g] a0 = /f w® - Pdl — /F{ w’p¢’ - ndl

onde n é o vetor normal a I, % é o valor prescrito de tracdo agindo na matriz sélida e p
é o valor prescrito de pressao, e ambas correspondem as condig¢oes de contorno naturais

do problema. A forca de superficie £* é obtida pela seguinte expressao:

t°=(op—¢°pI) - n (4.4)

As condigoes de contorno essenciais sao dadas por:

u’(x,t) =u®, € I, (4.5)

vli(x,t)=v, x € T/ (4.6)

onde u* é o valor prescrito de deslocamento sélido na porcio do contorno I' e o/ é a
velocidade liquida prescrita na por¢do do contorno T'Y. E importante salientar que cada
ponto de I' deve possuir uma condi¢do de contorno associada a fase soélida e liquida,

conforme pode ser observado na Figura 4.1 e Equacgao 4.7.

rsurs =T/ur! =r (4.7)

A condicao inicial corresponde a prescricao do campo de deslocamento no instante

t =0, o qual devera ser compativel com as condi¢oes de contorno esséncias do problema:
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Figura 4.1 — Condigoes de contorno atuantes na formulagao de penalidade.

u*(X,0) = uo(X), X € Qo (4.8)

Neste trabalho sempre serd considerado uma condic¢ao inicial homogénea (ug =
0). A Equagdo 4.3 envolve integrais avaliadas sobre a configuracao atual desconhecida.
Seguindo a abordagem Lagrangeana total, a forma fraca é reescrita na configuragao de

referéncia utilizando relagoes classicas da mecénica do meio continuo [Holzapfel, 2002]:

/s {tr (VIwSTFSSE) + Jsﬁf)fQKl_l(’Us — o) (w® — w)

0

— V- (¢Tw! + g wt)ps* — (V- (¢T0 + ) + g)ﬁ} dQy = (4.9)

w® - 5 J2dT, — / Cw! I PNFT dry
rf

rs)
onde IN ¢ o vetor normal a I'y, e JP ¢ uma razao de elementos de area infinitesimais

definida por:

dr / 1
0

A Equacao 4.9 corresponde a forma fraca Lagrangeana do problema bifasico para
a formulacao por penalidade, na qual sera utilizado o método de elementos finitos para

solucao.
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4.1.2 Discretizagao por Elementos Finitos

De forma a obter um sistema de equacgoes algébricas que possibilite a solucao
do problema, discretiza-se o dominio ) em n. elementos, e interpolam-se as fungdes
peso e variaveis primarias presentes na Equacao 4.9 em funcao de seus valores nodais.
Neste trabalho se usa o método de elementos finitos de Galerkin, no qual as fungoes peso
sdo interpoladas com as mesmas fungoes que as variaveis do problema. As quantidades

associadas a um elemento sdo denotadas com o subscrito ().
u; = N*u**, a=1:n,
vy = N*v%* a=1:n,
I _ pnifag,fa — 1.
vy, = N a=1:n,

wh
wi = Nw/*, a=1:n,

pn=Nyp°, c=1:m,

(4.11)
(4.12)
(4.13)
= N*“w*, a=1:n, (4.14)
(4.15)
(4.16)
(4.17)

an = Nyq®, c=1:n,

onde n, é o nimero de nds cinematicos (velocidade e deslocamento) do elemento, e n,
é¢ o numero de noés de pressdo. Vale salientar que embora u® e v*® estejam ambos sendo
discretizados, eles nao variaveis independentes, ja que eles estao relacionados por meio da
derivada temporal v® = us. Por questdao de conveniéncia serd usada as mesmas funcoes
de interpolagdo para a fase solida e fluida (N/ = N* = N). As fun¢des de interpolacio
cinemdticas devem ser C?, enquanto a interpolacio da pressdo N, pode ser apenas C!, ji
que a mesma nao apresenta derivadas ou condi¢es de contorno essenciais na forma fraca.
A interpolacao da pressao nao pode ser escolhida de forma arbitraria devido a problemas
de locking pela condicao de incompressibilidade. Tipicamente é necessario o uso de um
polinomio de ordem menor que o usado para a interpolagao dos campos de velocidade
[Almeida e Spilker, 1997]. A geometria utiliza as mesmas funcoes de interpolagao usadas
nas velocidades e no deslocamento.

Usando as Equagoes 4.11 a 4.17 dentro da forma fraca, se obtém:
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> / [tr (Vow™ F*Sy) — w N° N J* ¢/ k7 (0™ — vf?)—
e=1 O¢
wfaNaNbJS¢f2R—1(USb . ’U‘fb) o N;pcjsv . (wsa¢sNa)_
Nepe (4.18)
N;pCJSV . (,wfa¢sNa) _ qu;jJSV ] <¢5Na,vsa + ¢fNa,vfa + 2p>‘|dQO -

Z[wsa / N J2dT, — w'e / f Na(N-FS‘l)pqstSdro]
e=1 I Ty

onde a repeticao de indices indica somatoéria, e a,b =1:n, e ¢c,d =1 : n,. Coletando os

termos a Equacao 4.18 pode ser reescrita em um formato matricial:

Ne Ye _Aqif ,ve gse Ne fte
> [’weT qu] ’ e + =) [weT qu} (4.19)
e=1 _Afnp — glp pe 0 e=1 0

As submatrizes apresentadas na Equacao 4.19 sdo abertas nas expressoes abaixo:

T
[v] = {fuse fufe] (4.20)
T

[w] = {w“ wle (4.21)
(A7) = [Ase Af(f] (4.22)
Y5 = [ Nep/ kNCJ2dQ, (4.23)

Qge
[H, | = . NSNS T*dQy (4.24)
[A%]? [0 = NV (6" NPo™*).J*dy (4.25)

se .. Nots J2dT

(] = ™ Iri ree (4.26)

ffe - fp{; Na(”o : F_l)ﬁﬁbfjsdro
T /Q (tr V" F*S3,)d (4.27)

Oe

Como a interpolacdo da pressao nao necessita ser continua, um processo de con-
densagao estatica pode ser aplicado ao nivel de elemento de forma a remover a pressao

como incognita. Isolando p® na Equagao 4.19:
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p° = —p(H;,A;,0°) (4.28)

mp mp

Substituindo a expressao para p® dentro da Equacao 4.19, obtém-se:

Z w® [(BY +Y5) Z w° fte (4.29)
onde:
Y© = A5, HS A (4.30)
T
g° = [gse 0 (4.31)

Apo6s o processo de superposicao, assumindo valores arbitrarios para os coeficientes
das fungbdes peso, chega-se no sistema de equacdes nao linear, a ser resolvido a cada

instante de tempo:

Yv+g(u’)

I (4.32)

onde:

Y =Y, +8Y; (4.33)

Convém destacar que para esta formulagao, a pressao hidrostatica sera encontrada
no poés-processamento, de acordo com Equagao 4.28. Mesmo que a pressao nao apareca
como uma varidvel do sistema de equacoes final, as fungoes de interpolagao N, escolhidas

irdo entrar no cdlculo das submatrizes A7, e Hy, .

4.2 Formulacao v-p
4.2.1 Forma Fraca

Nesta formulagdo, as equagdes governantes devem ser manipuladas de forma a
eliminar a velocidade do fluido v/ como varidvel primaria. Com o uso da condicio de
saturacao, Equagao 3.17, pode-se reescrever a equacao de conservagao de massa, Equa-

cao 3.21, obtendo:
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V. ('vs + o' (v — 'vs)) =0 (4.34)

Utilizando Equagodes 3.40 e 4.34 junto da Equacao 3.26, se obtém o novo conjunto

de equacdes governantes, efetivamente eliminando v7.

V(0% —pl)=0 (4.35)
V.(v*—kVp)=0 (4.36)

A Equacao 4.35 representa a conservacao de momentum linear total da mistura, e a
Equacao 4.36 corresponde a equacgao de conservacao de massa sob a hipotese implicita de
que o fluxo de fluido obedece a lei de Darcy, Equacao 3.40. Procedendo de forma similar a
Secao 4.1.1, se multiplica as equacoes governantes do problema, nesse caso Equacoes 4.35
e 4.36, pelas funcoes peso w?® e q respectivamente, e integra-se o resultado no dominio 2.
Para esta formulacdo, ambas as funcoes peso w* e g deverao ser C° continuas em €, e

cumprir a forma homogénea das condigbes de contorno essenciais.

w®- (V- (o —pI))+q(V-(v°—kVp))|d2=0 (4.37)
Q

Usando integragao por partes e o teorema da divergéncia, a equacao Equagao 4.37

é passada para a forma fraca.

/ﬂ[tr(vaTo.sE) —qV'vs—pV-ws—an-Vq}dQ:

) _ (4.38)
w® - PdT + / - qQar
Ft

i
Sendo que a expressdo para as condicoes de contorno naturais t° e ) mostradas

na Figura 4.2 e dadas por:

t’=(oy —pl)n (4.39)
Q=—-kVpn (4.40)

Fisicamente, t° representa o valor prescrito de tracdo agindo na mistura, e Q

representa o fluxo de fluido prescrito. E importante salientar que a definicio de £* para
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Figura 4.2 — Condigoes de contorno atuantes na formulagao v-p.

a formulacdo por penalidade apresenta diferencas em relagdo a da formulacao v-p. Na
formulacao por penalidade, conforme Equacao 4.4, ¥ fornece o valor de tracao prescrita
agindo apenas na matriz sélida, enquanto a Equacgao 4.39 corresponde a tracao prescrita
agindo na mistura, na sua totalidade (e ndo apenas na matriz sélida).

As condigoes de contorno essenciais para esta formulacao sao dadas por:

p(x,t)=p, = € F£ (4.42)

Passando a Equagao 4.38 para configuragao de referéncia, se obtém:

J

FS
to

tr (Vow* F*Sg) = (¢V - v* + pV - w® + kVp - Vq)J*|d

s
0

) ) (4.43)
w® - EJ5dTo + / | QJdT
rl

A Equacgao 4.43 corresponde a forma fraca Lagrangeana do problema bifasico para

a formulagdo v-p, na qual sera utilizado o método de elementos finitos para solugao.
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4.2.2 Discretizagao por Elementos Finitos

De maneira similar ao realizado para a formulacdo de penalidade na Secao 4.1.2,
o dominio €} é discretizando em n. elementos, e as fungdes peso e variaveis primaria da

Equagao 4.43 sao interpoladas.

up = N*u**, a=1:n, (4.44)
vp = N*0** a=1:n, (4.45)

wy, = N*w®, a=1:n, (4.46)
pn = Nyp°, c=1:mn, (4.47)

qn = Nyq°, c=1:n, (4.48)

Nesta formulacao, a forma fraca envolve derivadas e condi¢oes de contorno essenci-
ais na variavel p. Devido a isso, as fungoes de interpolagio de pressiao N, deverdo ser C°,
assim como as de interpolacao das variaveis cinematicas. As consideragoes feitas sobre
locking continuam a ser validas, e a interpolacao da pressao, em geral, devera ser de ordem
menor que a da velocidade e deslocamento. Assim como na formulacao por penalidade,
a geometria é interpolada usando com as mesmas fungoes utilizadas para a velocidade e

deslocamento. Usando as Equacoes 4.44 a 4.48 dentro da forma fraca, Equagao 4.43:

) / S [tr (Vow™ F*Sy) — V- (N"w**) Nyip?J —
e=1 Oe

¢“(VN: - KV NIpy+ NV - (NbUSb))JS] dQy = (4.49)

S lure [

e=1

N J2dTo + ¢ /F B N;QJ;dFO]
to

se
t0
onde a repeticao de indices indica somatoéria, e a,b=1:n, e ¢c,d =1 : n,. Coletando os

termos a Equacgao 4.18 pode ser reescrita em um formato matricial:

Net 0 _AzT ,Use gse Net fte
Z [wseT qu] p + = Z |:w€T qu] (450)
e=1 —-A;, —Hip| |p° 0 e=1 Qc

onde g®¢ corresponde a contribuicao elastica nao linear da fase sélida, conforme Equa-

¢ao 4.27. As submatrizes restantes apresentadas na Equacao 4.50 s@o mostradas nas



expressoes abaixo:

A 0] = [ NV - (N*).J%dS

s
Qoe

[H ) = . VNSKV NI dSY
Oe

ftea o fr*fg, NaEJfS‘O dFO

Q" Jrie NeQJg, dlg

Agrupando as submatrizes, chega-se na seguinte forma compacta:

Sw [V +g] =Y w [
e=1 e=1

onde:

v5e wse
v¢ = w’ =
_pe_ i qe
. gse . fte
9" = Jo=
0 Q°
0 —A°
e __ vp
O NP
T Atop T A p
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(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Ap0s o processo de superposicao, assumindo valores arbitrarios para os coeficientes

das fungbes peso, chega-se em um sistema de equacoes nao linear andlogo a Equacao 4.32,

que deve ser resolvido a cada instantes de tempo:

Yv+g(uw)=f

(4.58)

Deve-se lembrar que nesta formulacao, o vetor de incognitas v contém os valores

T
de pressao nodais, v = [US p] . O valor de velocidade nodal do fluido sera encontrado

por poés-processamento, de acordo com:

f__mVp s
v = 7@( +v

(4.59)
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4.3 Linearizagao Parcial

Na resolucao do problema bifasico, a forma fraca correspondente as formulagoes
de penalidade e v-p apresentam varias nao linearidades. Para ambas as formulacoes, a
discretizacao por elementos finitos resulta em um sistema de equacgoes diferenciais nao

lineares de 1° ordem no tempo:

Yv+g(u®)=f (4.60)

De forma a obter uma solucao para a Equacao 4.60 através de um processo ite-
rativo de Newton-Raphson, uma operacao de linearizacao da equacao deve ser efetuada.
Seguindo trabalhos anteriores na area [Almeida e Spilker, 1997; Suh et al., 1991; Suh e
Spilker, 1994; Almeida e Spilker, 1998], se escolhe utilizar uma linearizacao parcial, em
que apenas a parcela elastica da fase sélida g(u®), é linearizada. Embora uma linea-
rizagdo completa do problema seja possivel, isso raramente é feito devido ao excessivo
custo computacional implicado, sendo usual em aplica¢oes bifasicas a linearizacdo apenas
da parcela elastica [Un e Spilker, 2006; Almeida, 1995]. No sistema de equagoes 4.60, a

parcela elastica da fase sélida advém da seguinte integral:

G () = /Q tr (Vow F*Sp)d (4.61)

O processo de linearizagdo da Equacao 4.61 ¢ baseado no conceito de derivada

s
0

direcional na direcao de um incremento de deslocamento Aw®. Aplicando a linearizacao

conforme descrito em Bathe, 2007 resulta na seguinte expressao:

L{G* (u)}Au’] = G* + 6G° (4.62)
(Vow™ F*)5m: C o (FV,Au)™ + tr (V™ V,AuSy)|dQ  (4.63)

505:/9

onde (+)*™ indica a parcela simétrica da quantidade, e C ¢é o tensor de 4° ordem, corres-

s
0

pondente ao médulo tangente elastico, sendo obtido por:

0S5, 02
oc: ~ Yacracs (4.64)

Usando as funcoes de interpolacao do deslocamento, definidas nas Equacoes 4.11

C=2

e 4.44, obtenho a forma discretizada da Equacao 4.62:
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LG (u)}Au®] = w* [g°(u®) + K**Au’] (4.65)

onde K*¢ é a matriz de rigidez elastica do elemento, a qual é usualmente decomposta em

duas parcelas:

K* = Ki* + K (4.66)
K3 = /Q BLCBLd, (4.67)
Oe
K = /Q  BY,S5BY A% (4.68)
Oe

Na literatura de elementos finitos, a matriz K é conhecida por matriz de rigidez
linear, e a matriz Kg como matriz de rigidez geométrica. O vetor g*¢ corresponde ao

residuo das forcas internas elasticas, sendo obtido por:

g% = /Q BTS3d0, (4.69)
Oe

Usando o resultado da linearizacao, o sistema de equacoes a ser resolvido se torna:

Yv+gu’)+ KAu=f (4.70)
onde:

Kr+Kg O
K= t"7°¢ (4.71)

0 0

Au’®
Au = (4.72)
0

4.4 Discretizagcao Temporal

O sistema de equagoes apresentado pela Equacao 4.60 é valido para todos os ins-
tantes de tempo. Para possibilitar a sua solugao é necessario relacionar o deslocamento
solido w®, com a sua derivada temporal v®. Para isso sera utilizado um esquema tra-
pezoidal de discretizagdo temporal, conforme Hughes, 2000. Particionando a dimensao

temporal em valores discretos:
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At - tn+1 - tnu (tn+17 tn7 te 7t0> (473)

Portanto, no instante de tempo atual ¢,,;, se procura os valores de incognitas

nodais que satisfacam:

Yn+1vn+1 +gni1 = fn+1 (474)

onde o subindice n indica o instante de tempo em que a quantidade é avaliada. Usando

a linearizacao do termo elastico, conforme Secao 4.3:

(gvsH-l)i = (gqi-s-l)i_l + (Ki-s-l)i_lAus (4-75)

onde o super escrito ¢ indica a iteragdo do processo de Newton-Raphson. Dessa forma

s )i—l'

)71 serd calculada usando o campo de deslocamento (uf

a matriz tangente (K,
Um esquema de solucao temporal trapezoidal genérico admite a seguinte interpolagao

para o deslocamento entre os instantes ¢,,1 e t,:

u, ., = u, + Atv}, (4.76)

onde v’ sdo os componentes da velocidade no instante w, contido no intervalo (t,y1,t,).

. s 4 g . <o s .
A velocidade v, ¢é obtida por uma interpolacao linear entre v;, ; e v;:

v, =(1—-wv, +wv,,;, we]l0,1] (4.77)

w

Inserindo Equagao 4.77 em Equacao 4.76 e considerando o processo iterativo de

solugao para a obtenc¢ao da solugao:

(ui )" = ud + (1 — w)Atv] + wAt(v,,)" (4.78)

Usando Equacao 4.78 no sistema de equacdes a ser resolvido, e supondo que o vetor

de carregamentos seja independente do campo de deslocamento, obtenho apds algumas
manipulacoes algébricas o seguinte sistema de equacoes:

Vi +wAtK S (A) = forn — Y0 — gl (4.79)

n

E importante salientar, que para a formulacao por penalidade, e para a formulacio
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v-p, o vetor de incognitas nodais Awv é dado respectivamente por:

Av®
Av = (4.80)
Av/
_A'us_
Av = (4.81)
Ap

Segundo Suh e Spilker, 1994, o método trapezoidal utilizado é incondicionalmente
estavel para w > 0.5. No trabalho aqui realizado, se utiliza w = 0.5 em todas as analises.
A Equacao 4.79 é resolvida iterativamente para cada incremento de tempo At até atingir

a convergéncia. O processo de solucao pode ser resumido de acordo com as seguintes

etapas:

e Se i=1: v;;ll =v, (4.82)

o Estimativa inicial: v =vh (4.83)
'u,nJrl =u, + AtvnH (4.84)

* Solugao: Yo+ wAtK(Av) = fop = Yo — g (4.85)

« Corregao: vl =v, +Av  (4.86)
n: = unJrl +wAtAv®  (4.87)

 Préxima iteracao: i=i+1 (4.88)

O processo iterativo continua até os critérios de convergéncia serem satisfeitos.
Nesse trabalho, a convergéncia é atingida quando duas condigoes sdo cumpridas [Almeida

e Spilker, 1998]:

|Av|
Ao < TOL: (4.89)
|res| < TOLy (4.90)

onde |-| corresponde a norma Lo, Av! é a solucdo da primeira iteragio, res é o residuo da
Equacao 4.79 (lado direito da equagao), e TOL; e TOL; sdo a tolerdncia para o primeiro e
segundo critério de convergéncia, respectivamente. Neste trabalho, os valores de tolerancia

utilizados sao:



TOLl =le—4
TOL2 =1le—06
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5 METODOLOGIA E RESULTADOS

As duas formulacoes descritas foram implementadas em um codigo de Matlab, de-
senvolvido in-house. Apds a implementacao das formulagoes, primeiramente se investigou
um teste de benchmark, de forma a verificar acuracia e custo computacional de ambas
as formulagoes, e selecionar aquela julgada mais apropriada. Também se aproveitou o
teste de benchmark para se conhecer algumas caracteristicas da resposta fornecida por
um modelo bifasico

Ap06s o teste de benchmark, se realizou a investigagao do modelo bifasico para casos
tipicos de tragao e compressao, ja que esses carregamentos sao os usualmente utilizados na
caracterizagao de tecidos biolégicos. Para esta etapa se realizou a adi¢ao de anisotropia na
descri¢cao do comportamento mecanica do esqueleto solido, adi¢do esta normalmente feita
em modelos fenomenolégicos de tendoes e ligamentos, e se utilizou apenas a formulagao

selecionada superior no benchmark.

5.1 Benchmark

Para o estudo de benchmark das formulagoes, foi escolhido o caso de compressao
confinada, ja que por se tratar de um problema unidimensional o mesmo pode ser resol-
vido por diferengas finitas (ver Almeida e Spilker, 1997 para detalhes), fornecendo um
resultado de referéncia para comparacgao. Um diagrama representando um tipico ensaio

de compressao confinada é mostrado em Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Diagrama esquematico de um ensaio de compressao confinada. Adaptado

de Holmes, 1986b

A geometria simulada corresponde a uma coluna de 2,5 x 107! mm de didme-
tro e 1mm de altura. Foram analisados um caso de relaxacdo, com uma deforma-
¢ao imposta ¢, = —0.1 em ¢, = 5,0 x 10's, e um caso de fluéncia com carregamento
0, = 2,664 x 107 MPa. Para o caso de relaxacao e fluéncia o carregamento foi discreti-
zado usando 721 intervalos de tempo para um tempo final de 1,20 x 10?s.

A funcao de energia livre de Helmholtz ¥® e a funcao de permeabilidade seguem a

Equacao 3.41 e Equacao 3.44, respectivamente, e sao mostradas novamente:

exp(ar(ly — 3) + as(Io — 3))

Ue = 2
@0 IgL — Oy (5 )

Os parametros de material utilizados foram retirados de Almeida e Spilker, 1997 e

sao apresentados na Tabela 5.1:

Foi testado uma malha de 11 elementos retangulares axissimétricos espagados de
forma regular. Para elementos de ambas as formulagoes se utilizou uma interpolacao qua-
dratica nas varidveis cinemadticas (deslocamento e velocidade) e uma interpolagao linear

para a pressao.
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Tabela 5.1 — Parametros de material

Parametro Valor
Q, 0.1084 MPa,
oy 0.592
Qo 0.0846
Ko 2.519-15
L 0.0848
M 4.638
(o) 0.2
n 0.7612

Nas Figuras 5.2 a 5.7 sao mostrados os resultados obtidos por elementos finitos
para o carregamento de relaxacao e fluéncia, comparados com os resultados de referéncia,
obtido por diferencas finitas em Almeida e Spilker, 1997. Os resultados sao normalizados
utilizando o médulo agregado H, = 3,3 x 107! MPa e tempo de difusdo t; = 1,200 x 103,
quantidades que caracterizam a equagao unidimensional que governa o problema (Holmes,
1986b). Na Tabela 5.2 é mostrado a norma Euclidiana de erro entre os resultados obtidos
pelas formulac¢oes em elementos finitos e os resultados obtidos por diferengas finitas.

Pode-se notar que a formulagao de penalidade apresentou uma norma de erro menor
que a de elementos mistos, porém, como observado nas Figuras 5.2 a 5.7, os resultados
apresentados sdo muito similares, com ambas apresentando bons resultados.

Nas Figuras 5.2 a 5.7 ja é possivel notar algumas caracteristicas do comportamento
mecanico do modelo bifasico. Por exemplo, durante toda a duracao da aplicacao do
carregamento o mesmo ¢é suportado principalmente pela pressao hidrostatica, o que indica
que a fase fluida é a principal responsavel pela resisténcia a carga para esse caso. Isso é
salientado ao separar a parcela da forga de reacao devido a fase sélida e fluida, conforme
mostra a Figura 5.8, onde foi usado os resultados obtidos pela formulacao de penalidade.

Analisando Figura 5.5 e Figura 5.7, se nota que apds o fim da rampa de deslo-
camento, ocorre uma diminuicao progressiva do alongamento da amostra, causado pela
exsudacao de fluido, a qual também leva a uma diminui¢do da pressao hidrostatica in-
terna, em direcao ao equilibrio. Isso condiz fisicamente com o que se espera que ocorra
para um soélido permeével saturado de fluido.

O tempo médio de execugao para cada formulagao é mostrado na Tabela 5.3. O

processador usado foi um Intel Core i7 4,00 GHz.
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Figura 5.2 — Pressao normalizada ao longo do tempo para alturas de 0,5 mm, 0,75 mm
e 0,944 mm para o carregamento de fluéncia. Marcadores indicam resultados por
diferencas finitas e linhas continuas indicam resultados obtidos por elementos finitos

mistos e por penalidade, onde estas estao visualmente sobrepostas.

Se nota uma clara vantagem da formulacdo de elementos mistos em relacao ao
tempo de execucao. Vale salientar que foi usado o mesmo critério de convergéncia para
ambas as formulagoes, assim como a mesma malha de elementos finitos e quantidade de
passos na discretizacao do carregamento. Devido a isso, nas analises posteriores serao

usados apenas os elementos mistos v-p.
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oZ =‘ 0,500 m‘m
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Figura 5.3 — Pressdo normalizada ao longo do tempo para alturas de 0,5 mm, 0,75 mm
e 0,944 mm para o carregamento de relaxagao. Marcadores indicam resultados por
diferencas finitas e linhas continuas indicam resultados obtidos por elementos finitos

mistos e por penalidade, onde estas estao visualmente sobrepostas.

1.1 oZ:‘0,500n1‘m7
’ x Z =0,750 mm
Z = 0,944 mm
1+ al
0,9} :
/<
0,8 1 i
0,7 :
0,6 | i
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
S
T = i

Figura 5.4 — Alongamento axial ao longo do tempo para alturas de 0,5 mm, 0,75 mm e
0,944 mm para o caso de fluéncia. Marcadores indicam resultados por diferencas finitas
e linhas continuas indicam resultados obtidos por elementos finitos mistos e por

penalidade, onde estas estao visualmente sobrepostas.
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1110 0Z =0,500 mm ||

’ x Z = 0,750 mm
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Figura 5.5 — Alongamento axial ao longo do tempo para alturas de 0,5 mm, 0,75 mm e
0,944 mm para o caso de relaxagdo. Marcadores indicam resultados por diferencas
finitas e linhas continuas indicam resultados obtidos por elementos finitos mistos e por

penalidade, onde estas estao visualmente sobrepostas.

T T T T T
—0,2 - |
—-04| |
N
—0,6 | |
or = 0,001
x 7=0,01 \
—0,8 0 7=0,1 A
| | |

0 02 04 06 08 1
Z (mm)

Figura 5.6 — Tensao axial normalizada ao longo da altura para 7 =0,1, 7 =0,01 e
7 =0,001. Marcadores indicam resultados por diferencas finitas e linhas continuas
indicam resultados obtidos por elementos finitos mistos e por penalidade, onde estas

estao visualmente sobrepostas.
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Figura 5.7 — Pressao normalizada ao longo da altura para 7 = 0,01, 7 = 0,05, 7 = 0,06
e 7 =0, 1. Marcadores indicam resultados por diferencas finitas e linhas continuas

indicam resultados obtidos por elementos finitos mistos e por penalidade, onde estas

estao visualmente sobrepostas.

T T T I T
—6— Fase solida
—w— Fase fluida

—B—  Total
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20 40 60 80 100 120
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Figura 5.8 — Forca de reagdo vertical ao longo do tempo por fase (Relaxagao).
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Tabela 5.2 — Normas de erro entre formulacoes em elementos finitos e diferengas finitas
para pressao normalizada e alongamento nas alturas

Z = 5,00 x 107 mm, 7,50 x 107! mm, 9,44 x 10~! mm

Formulacao mista Formulacao penalidade

Pressdo normalizada - (Relaxacdo) 0.438 0.198
Pressdo normalizada - (Fluéncia) 0.099 0.090
Alongamento A\ (Relaxagao) 0.083 0.042
Alongamento A (Fluéncia) 0.072 0.069

Tabela 5.3 — Tempo médio de simulagao para formulacao de penalidade e elementos

mistos.

Carregamento(Formulagao)  Tempo de execugao

Relaxagao (elementos mistos) 93,4s
Relaxagao (penalidade) 214 s
Fluéncia (elementos mistos) 89,4 s

Fluéncia (penalidade) 281,7 s
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5.2 Casos de Estudo para Tecidos Bioldgicos
5.2.1 Tracao e compressao nao confinadas em placas adesivas

Com o objetivo de verificar a capacidade de representacao do comportamento meca-
nico de tecidos biolégicos frente a diferentes modos de deformagao, estes modelos bifasicos
foram estudados frente a um teste de relaxacdo em tragdo e compressao nao confinada.
Estes sao casos geralmente utilizados em ensaios experimentais para caracterizar o com-
portamento de tecidos bioldgicos [Bol et al., 2015; Carniel et al., 2019]. Para se aproximar
a uma situacdo mais realista frente a ensaios de tenddes e ligamentos, neste estudo foi
incorporado um modelo de material anisotrépico com fibras para a fase sélida [Holzapfel

et al., 2000] dado pela Equagao 3.42, e mostrado novamente abaixo:

s _ kl 2
i = o exp(krg(l4 —-1)°— 1) (5.3)

No caso em que a fibra estd em compressao (I, < 1), a contribuigao anisotropica é suposta
nula. A parcela isotropica de 1®, assim como a func¢do de permeabilidade k e parametros
usados sao iguais aos da se¢do anterior. Para o caso de tragdo e compressao as fibras sao
orientadas na direcdo do carregamento. Para ter semelhanca com o tecido estudado, se
utilizou uma rigidez da fibra 5 vezes maior que a rigidez da matriz. Embora a contribuicao
devido ao potencial anisotrépico seja nula quando as fibras estao em compressao, como
os casos de estudo utilizam uma condicao de contorno de placas adesivas, se espera a
ocorréncia de um campo de deformagoes complexo. Com isso a rigidez adicional das
fibras deve influenciar a resposta mesmo para o carregamento compressivo.

Os parametros de material usados para 12 . sao mostrados na Tabela 5.4.

S
ant

Tabela 5.4 — Parametros de ¢

ani

Parametro Valor
kq 5x 10~ MPa
ko 2

A geometria utilizada consiste em uma coluna de didmetro 2 mm e altura de 1 mm.

O deslocamento aplicado para o caso de traciao e compressao foi de 2 x 10~! mm, aplicados
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em forma de rampa até o tempo ty = 5,0 x 10's, ap6s o qual é mantido constante. Um

diagrama esquematico representando este ensaio ¢ mostrado na Figura 5.9:

u(t)

Simetria radial

Placa
0 r impermedével
] adesiva

(T [l]t)

Placa
impermeavel
adesiva

Figura 5.9 — Diagrama esquematico de compressao e tra¢do nao confinadas em placa

impermeével adesiva (adaptado de Wu e Herzog, 2000)

O contato da amostra com a placa superior e inferior é modelado como comple-
tamente adesivo (u, = 0), e a placa é suposta completamente impermeével. No caso
da tracao, a placa impermeéavel adesiva representa o mordente que estaria restringindo o
movimento de deslocamento e escoamento de fluido. A pressao é assumida nula na lateral
da amostra cilindrica, permitindo com que o fluido escoe livremente. A malha utilizada
para esta analise é mostrada na Figura 5.10, sendo composta de elementos axissimétricos
retangulares quadraticos na interpolacao da velocidade e das coordenadas, e lineares na
interpolacao da pressao.

Os resultados obtidos na anélise sao apresentados nas Figuras 5.11 a 5.20:

Analisando as Figuras 5.11 e 5.12 percebe-se que o comportamento viscoso da forca
de reagao é mais pronunciado para o caso de compressao do que para o de tragdo. No
modelo bifasico a viscosidade mecéanica é controlada pelo movimento relativo de fluido,
que foi de maior magnitude para o caso de tragao (ver Figuras 5.13 e 5.14). Como a rigidez
extra, fornecida pela anisotropia da fase sélida s6 é ativada quando a fibra esta em tracao,
esta poderia agir como uma possivel causa para a menor magnitude do efeito viscoso na
forca de reacdo. Em tecidos bioldgicos moles, essa anisotropia geralmente decorre devido a

presenca de fibras de coldgeno (tendao e ligamentos, por exemplo), as quais possuem uma,
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Figura 5.10 — Malha de elementos finitos utilizada para o caso de tragao e compressao

nao confinada com placas adesivas.
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Figura 5.11 — Valor da forca de reacao vertical ao longo do tempo para o carregamento

de tragao.

rigidez muito maior que a matriz na qual elas se encontram [B6l et al., 2015], e também

apresentam uma viscosidade inerente [Sanjeevi et al., 1982] independente do escoamento

do fluido, a qual nao foi incluida neste modelo.
Na Figuras 5.13 e 5.14 valores positivos de fluxo denotam saida de fluido, e valores

negativos, entrada. Logo se nota que ocorre a saida de liquido da amostra em compressao,
e entrada de liquido na tragao, o que ¢é devido ao gradiente de pressao gerado pelo carre-

gamento (Figuras 5.15 e 5.16), e é coerente com o esperado pela lei de Darcy. Entretanto,
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Figura 5.12 — Valor da forca de reacao vertical ao longo do tempo para o carregamento

de compressao.
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Figura 5.13 — Fluxo fluido no contorno da coluna ao longo do tempo para o

carregamento de tragao .

se sabe que varios tecidos cartilaginosos apresentam uma exsudacao de fluido durante

carregamento de tracao [Ehret et al., 2017], o que contrasta com o esperado pela teoria
bifasica com as hipdteses usadas neste trabalho. Isso indica que o modelo constitutivo

aqui estudado, com os respectivos potenciais e parametros de material escolhidos, levam a
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Figura 5.14 — Fluxo fluido no contorno da coluna ao longo do tempo para o

carregamento de compressao.
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Figura 5.15 — Deslocamento radial maximo (r = lmm, Z = Omm) ao longo do tempo

para o carregamento de tracao.

respostas inconsistentes do comportamento do fluido com as esperadas, apesar das respos-
tas mecanicas de forca e deslocamento estarem coerentes. A Figuras 5.15 e 5.16 mostra

que apés o termino da aplicacdo da rampa de deslocamento em ¢t = 5,0 x 10's, a troca
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Figura 5.16 — Deslocamento radial méximo (r = lmm, Z = Omm) ao longo do tempo

para o carregamento de compressao.
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Figura 5.17 — Pressao ao longo do raio em Z = Omm no tempo de 50s, 100s e 500s para

o carregamento de tracao

de fluido com o ambiente produz uma relaxagao no deslocamento radial, fazendo com
que a geometria se aproxime a sua configuragao original em relacao ao seu formato. Ja a
Figuras 5.17 e 5.18 mostra que para o caso de tragao o estado de equilibrio é alcancado

para t = 5,00 x 10%s, pois, a pressao hidrostatica é nula nesse instante. Isso ndo ocorre



o4

Figura 5.18 — Pressao ao longo do raio em Z = Omm no tempo de 50s, 100s e 500s para

o carregamento de compressao.
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Figura 5.19 — Distribuicao de pressao em t = 50 s para o carregamento de tracao.

para o caso de compressao, indicando que o equilibrio ainda nao foi alcangado para esse

carregamento.

5.2.2 Carregamento ciclico

Com o objetivo de estudar a representacdo do comportamento mecénico de ten-
does e ligamentos, o modelo bifasico utilizado foi estudado frente a um carregamento

ciclico em tracao. A geometria utilizada consiste em uma amostra cilindrica de didmetro
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Figura 5.20 — Distribuicao de pressao em t = 50 s para o carregamento de compressao.

2,5 x 107! mm e 1 mm de altura. O contato da amostra com a placa superior e inferior
¢ modelado como completamente adesivo (u, = 0), e a placa é suposta completamente
impermeavel. A pressao é considerada nula na lateral da amostra cilindrica, permitindo
com que o fluido escoe livremente. Os modelos de materiais, propriedades e malha de

elementos finitos utilizadas sao as mesmas da Se¢ao 5.2.1. O carregamento utilizado para

este caso é mostrado na Figura 5.21.
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Figura 5.21 — Carregamento aplicado para o caso ciclico.

Os resultados obtidos na anélise sdo apresentados nas Figuras 5.22 a 5.24. Ana-

lisando a Figura 5.22 percebe-se que o comportamento mecéanico viscoso apresentado é
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pouco pronunciado, comportamento este condizente com o obtido para o caso monoto-
nico, Figura 5.11. Analisando a Figura 5.23, se percebe que para o caso ciclico, ocorre
ganho e perda de fluido, sendo que nos ltimos ciclos de carga, a quantidade de fluido
saindo supera a quantidade entrando. Isso apresenta similaridades com o exposto por
Lanir, 1980, o qual reporta perda e reabsorvimento de fluido no tendao ao longo de ciclos
de carregamentos sucessivos. Ja a Figura 5.24 mostra que durante o descarregamento, o
diametro da amostra chega a superar o seu valor original, o que também concorda com

resultados experimentais obtidos por Lanir, 1980.

0,16 | ) ) . |
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Figura 5.22 — Deslocamento axial ao longo do tempo para o carregamento ciclico.
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Figura 5.23 — Fluxo fluido no contorno da coluna ao longo do tempo para o

carregamento ciclico.
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para o carregamento ciclico.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudado e implementado duas formula¢oes de elementos finitos
para a solucao do problema bifasico em grandes deformagoes, sendo uma formulagao ba-
seada em penalidade, e outra baseada em elementos mistos de pressao e velocidade solida.
Como esperado, ambas formulac¢oes apresentaram resultados com boa concordancia em
relacdo a uma solugao de referéncia obtida por diferengas finitas para o caso de com-
pressao confinada, entretanto, a formulacao baseada em elementos mistos obteve grande
vantagem no quesito custo computacional, e por isso foi preferida nos testes subsequentes.

Para testar as capacidades e limitagoes da resposta mecénica da teoria bifasica
aplicada em tecidos biolégicos, foram realizados testes numéricos de tragao e compressao
nao confinada. Foi incorporado uma lei anisotropica para a matriz sélida, que represen-
taria a presenca de fibras alinhadas, sendo que a rigidez destas fibras foi assumida muito
maior que a rigidez da matriz. A forga de reacao obtida para o caso de tracao foi dominado
pela rigidez das fibras, apresentando pouco comportamento dissipativo quando compa-
rado com o resultado obtido para a carga compressiva, o que pode indicar a necessidade
de inclusao de leis viscoelasticas independentes do movimento de fluido para governar a
dissipacao mecanica das fibras. Para o carregamento de tracao, apesar da resposta de
forca estar condizente, o modelo apresentou entrada de liquido na amostra, apresentando
discrepancia com resultados experimentais de tecidos colagenosos, que preveem a exsu-
dacao de fluido. J& o resultado encontrado na evolucao do fluxo e deslocamento radial
para o carregamento ciclico apresenta algumas das caracteristicas encontradas na resposta
experimental.

Tais resultados evidenciam a necessidade de adequagao das leis constitutivas do mo-
delo bifasico para tecidos biolégicos com anisotropia, tanto da fase solida como da fluida.
Entretanto, se salienta a caréncia em relacao a dados experimentais quantificando o efeito
que o fluido intersticial exerce no comportamento mecanico de tenddes e ligamentos. Tais
informagoes ajudariam o desenvolvimento e validagao de potenciais elasticos descrevendo
o comportamento da matriz sélida, e funcoes de permeabilidade que melhor caracterizem
o movimento do fluido dentro do regime fisiologico do tecido. Outro fator a se destacar
é em relacao a separacao entre os efeitos dissipativos devido ao movimento de fluido e a

viscosidade intrinseca apresentada pelo coldgeno [Huang et al., 2003]. No momento, ainda
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nao existem procedimentos experimentais reportados capazes de separar a contribuicao
dos dois efeitos, o que dificulta uma correta validagdo de modelos poroviscoelasticos.
Desta forma, sugere-se que trabalhos futuros tenham foco em objetivos experimen-
tais e de modelagem constitutiva. Na parte experimental sugere-se estudar e executar
experimentos que permitam retirar informagoes quantitativas quanto ao movimento do
fluido no interior do tecido e na magnitude de exsudacao do mesmo durante carregamentos
tipicos. A literatura indica que a avaliacao de tal movimento é possivel de ser realizada
através de técnicas de ressonancia magnética, embora tal experimento necessariamente
ser multidisciplinar, e necessitar apoio de especialistas na area médica ou veterinéria.
Também sugere-se estudar uma forma de separar o efeito viscoso intrinseco e o decorrente
do arrasto do fluido durante os experimentos. Com isso se espera ser possivel desenvolver
e avaliar modelos de material capazes de descrever um comportamento mais fidedigno em

relacao a tecidos moles hidratados, tais como tendao e ligamentos.
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