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Resumo

O objetivo desse trabalho envolve uma aplicagdo do formalismo da teoria de turbu-
Iéncia fraca para o estudo da evolucdo conjunta de ondas e particulas, associada a
plasmas em situagdes envolvendo a presenca de feixes de particulas. Como obje-
tivo posterior, o estudo se estende e leva em conta caracteristicas nao térmicas na
distribui¢do dos elétrons do plasma de fundo. A justificativa para tal tipo de inves-
tigacdo reside no fato de que plasmas em condi¢des espaciais frequentemente sao
observados exibindo caudas nio térmicas e anisotropias, que ndo sao bem descritas
por distribui¢des Maxwellianas, mas sim por distribui¢des com caudas do tipo lei de
poténcia, conhecidas de maneira genérica como distribui¢des "Kappa". No contexto
da teoria de turbuléncia fraca, solucdes assintdticas aproximadas, bem como solu-
¢Oes numéricas obtidas usando uma aproximacao unidimensional, j4 mostraram que
distribui¢des Kappa podem ser geradas por processos nao lineares, o que contribui
para motivar a investigacao proposta. A presenca de distribuicdes ndo térmicas,
como as distribui¢des Kappa, vem sendo observada nao s6 em ambientes naturais,
mas também em laboratério, e um estudo mais completo se faz necessario. Para
tanto, serd apresentada primeiramente uma revisao completa da teoria, que formara
as bases para o estudo apresentado. Serd mostrada a teoria cinética de plasmas, desde
seus aspectos fundamentais. A seguir serd discutido o sistema de equacgdes Vlasov-
Maxwell na abordagem quase-linear, enfatizando quais as principais caracteristicas
da teoria. Depois, serd feita uma revisao de uma formulagao relativamente recente,
apresentando as bases para a teoria de turbuléncia fraca, mencionando termo a termo
as principais caracteristicas. A seguir serd apresentada a distribuicao de velocidades
Kappa, sua origem e principais caracteristicas, encerrando a revisdo da literatura. A
seguir serdo apresentados resultados obtidos no problema da interacdo feixe-plasma
considerando tanto os elétrons do plasma de fundo quanto do feixe incidente como
distribui¢des maxwellianas. Para tanto, serdo utilizados dois cendrios para o feixe
de particulas: o primeiro considerando um feixe unico, alinhado na dire¢cdo do
campo, e o segundo utilizando feixes contrapropagantes. Por fim serd abordado o
efeito da presenca de uma distribuicdo de velocidades do tipo nicleo-halo, tanto
nos espectros iniciais das ondas L, S quanto no espectro assintético das ondas 7T’
do plasma. E, como encerramento, serdo apresentados efeitos da presenca inicial
de uma distribuicao do tipo nucleo-halo sobre a evolucdo temporal dos espectros
das ondas e das funcdes de distribui¢cdo de velocidades, bem como a evolugdo dos
espectros de emissdo do plasma.



Abstract

The objective of this work involves an application of the formalism of the weak
turbulence theory to the study of time evolution of waves and particles, associated
with plasmas in situations involving the presence of particle beams. As a later
objective, the study extends and takes into account non-thermal characteristics in
the distribution of electrons in the background plasma. The justification for this
type of investigation lies in the fact that plasmas in spatial conditions are often
observed exhibiting non-thermal tails and anisotropies, which are not well described
by Maxwellian distributions, but by distributions with power law type tails, known
in a different way, like Kappa distributions. In the context of weak turbulence theory,
approximate asymptotic solutions, as well as numerical solutions obtained using a
one-dimensional approximation, have already shown that Kappa distributions can
be generated by non-linear processes, which contributes to motivate the proposed
investigation. The presence of non-thermal distributions, such as Kappa distributions,
has been observed not only in natural environments, but also in the laboratory, and a
more complete study is necessary. To this end, a complete review of the theory will
be presented first, which will form the basis for the study presented. Plasma kinetic
theory will be shown, from its fundamental aspects. Next, the Vlasov-Maxwell
system of equations will be discussed in the quasilinear approach, emphasizing the
main characteristics of the theory. Then, a review of a relatively recent formulation
will be made, presenting the bases for the theory of weak turbulence, mentioning
the main characteristics term by term. Next, the Kappa distribution, its origin and
main characteristics will be presented, ending the literature review. Next, results
obtained in the beam-plasma interaction problem will be presented considering
both background electrons and incident beam as Maxwellian distributions. For this
purpose, two scenarios will be used for the particle beam: the first considering a
single beam, aligned in the direction of the field, and the second using counter-
propagating beams. Finally, the effect of the presence of a function distribution of
the nucleo-halo type will be addressed, both in the initial spectra of the waves L, S
and in the asymptotic spectrum of the waves 7' of the plasma. And as a closure, the
effects of the initial presence of a core-halo distribution on the time evolution of the
wave spectra and distribution functions will be presented, as well as the evolution of
the plasma emission spectra.
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Capitulo 1

Introducao

Fisica de plasmas € essencialmente o estudo dos gases ionizados de baixa densidade. O
termo “plasma” foi utilizado pela primeira vez por Lewi Tonks e Irving Langmuir em 1929 no
artigo Oscillations in Ionized Gases para descrever "uma colegdo de particulas carregadas"no
estudo de oscilagdes em descargas elétricas. No entanto, a maior caracteristica do estado de
plasma, a saber o longo alcance da for¢ca de Coulomb e consequentemente o comportamento
coletivo exibido por particulas carregadas, ja tinha sido anteriormente conhecida e descrita por
Lord Rayleigh em 1906, em sua analise sobre oscilagdes eletronicas no modelo de Thomson
para o atomo [18, 2, 5].

A denominacao de “quarto estado da matéria” foi inventada por William Crookes, em
1879, e provém da seguinte ideia: quando um material sélido é aquecido esse sofre uma transi¢ao
de fase, geralmente para a fase liquida. Se a esse liquido for adicionado mais calor, em algum
momento, passard para o estado gasoso. Caso for acrescido a esse gds mais energia, alguns
atomos serdo ionizados e em temperaturas acima de 100,000 K a maior parte dessa matéria
estd em um estado ionizado e esse € denominado como o quarto estado. O estado de plasma
pode existir abaixo dessa temperatura, desde que haja um mecanismo de ioniza¢do do gés e se a
densidade for baixa o suficiente para que a recombinagdo nao seja tao rapida [2, 5].

Naturalmente, todo gas ionizado ndo pode ser considerado um plasma, pois sempre ha
um certo grau de ionizacdo em qualquer gis. A definicdo mais comum € a seguinte: um plasma
€ um gds quase-neutro dotado de particulas positivas e negativas, que exibe um comportamento
coletivo. Uma defini¢do mais profunda dos termos “quase-neutro” e “‘comportamento coletivo”
se faz necessaria.

O gés em questdo deve ser quase-neutro, ou seja, a densidade de particulas carregadas
deve ser suficientemente grande para que em um elemento de volume do sistema a diferenca
entre as densidades de particulas positivas e negativas seja considerada apenas uma flutuagio. E
importante notar que, embora ndo tenham limites, essas particulas nao sao "livres".

As cargas elétricas produzem campos elétricos, mesmo quando em repouso, € quando
se movem representam correntes elétricas, que geram campos magnéticos associados. Como
resultado, cada uma € afetada pelos campos das outras. Isto determina o comportamento coletivo
com muitos graus de liberdade. O gés ionizado deve também apresentar o que se chama de
“blindagem”, em outras palavras, qualquer carga de um determinado sinal vai atrair cargas do
sinal oposto e repelir cargas do mesmo sinal, de modo que a efetividade da forca elétrica dessa
carga acaba limitada a uma determinada distincia, conhecida como comprimento de Debye.
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Mesmo assim, a interac@o entre as particulas ocorre a distancia, ndo dependendo apenas de
colisdes diretas, como acontece em gases neutros. Para um plasma que contenha elétrons e ions
o comprimento de Debye € definido, no sistema CGS gaussiano, da seguinte forma [2, 6, 5]

. 7o\
P\ 8rng? ’

onde n € a densidade ou dos fons ou dos elétrons, T’ € a temperatura, a qual foi incorporada a
constante de Boltzman e estd em unidades de energia, e q. € a carga de um elétron.

Outro pardmetro importante é o chamado parametro do plasma g, que € proporcional ao
inverso do ndmero de particulas contidas em uma esfera de Debye (esfera cujo raio é A\p) e é
definido como .

9= =3
ni3

Com o propodsito da blindagem eletronica ocorrer e a descri¢ao estatistica ter validade o
numero de particulas nessa esfera deve ser enorme, ou seja, g < 1 e essa suposi¢cdo chama-se
de aproximacdo do plasma. O parametro do plasma € sem didvida o mais importante parametro
adimensional associado com o plasma e pode ser interpretado como a medida do grau em que o

plasma ou os efeitos coletivos influenciam no comportamento das particulas individualmente
[18].

No que se refere a abordagem tedrica, temos quatro principais: a teoria orbital, a teoria
de varios fluidos, a teoria magnetohidrodindmica e a teoria cinética, e cada uma delas considera
diferentes aproximacdes. A teoria orbital consiste em rastrear o movimento individual de cada
particula com a presenca de campos elétricos e magnéticos externos. Ela € usada no estudo
de plasmas de pouca densidade e € uma teoria importante para verificar os efeitos fisicos dos
processos dindmicos que ocorrem no plasma [4, 5].

Na teoria de vérios fluidos, como existem colisdes entre as particulas do plasma, cada
espécie mantém uma funcao de distribuicao local de equilibrio, logo, cada espécie pode ser
tratada como um fluido diferente. As equagdes da eletrodinamica sao utilizadas assim como as
equacgOes da hidrodinamica e descrevem as conservacoes de energia, massa € momentum para
cada espécie. A teoria magnetohidrodinamica (MHD), trata o plasma como um tnico fluido,
somando as equagdes sobre todas espécies e € til para estudar fendmenos de baixa frequéncia
que ocorrem em plasmas condutores imersos em campos magnéticos externos [5].

Na teoria cinética, € preciso conhecer a funcao de distribuicdo do conjunto de particulas
as quais contém todas informagdes do sistema. As equagdes cinéticas descrevem a evolucao
temporal da fungdo distribui¢do, a partir da qual quantidades fisicas de interesse podem ser
calculadas. E no 4mbito da teoria cinética que nosso estudo se encontra. Desprezando-se efeitos
colisionais, os plasmas podem ser descritos pelas equacdes de Maxwell e por equacdes de Vlasov
para as fung¢des distribui¢des dos diferentes tipos de particulas do plasma. O sistema de equagdes
formado é complexo e frequentemente € tratado com uso de aproximagdes, como a aproximagao
linear e a aproximagdo quase-linear [6, 18].

A chamada teoria de turbuléncia fraca ¢ uma abordagem que vai além da teoria quase-
linear, incorporando efeitos ndo lineares de baixa ordem e constituindo-se em um conjunto de
equagdes acopladas para a evolugao das funcdes distribuicdo de velocidades das particulas e para
a evolucdo das intensidades dos diferentes tipos de ondas levadas em consideracao, equagdes
essas que fazem uso de relagdes de dispersdo lineares para essas ondas.
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A formulacao da teoria de turbuléncia fraca foi em grande parte desenvolvida entre o
final dos anos 1950 e o inicio dos anos 1970, na sua grande maioria por cientistas da antiga
Uniao Soviética [58, 59, 62, 61]. A maioria dos estudos encontrados na literatura dizem res-
peito a problemas envolvendo oscila¢des eletrostaticas em plasmas ndo magnetizados e efeitos
eletromagnéticos sao usualmente incorporados a teoria apenas no sentido formal. Em periodo
relativamente recente, a teoria de turbuléncia fraca foi abordada a partir de primeiros principios,
de forma sistematica, inicialmente apenas incorporando efeitos eletrostaticos [63], depois incor-
porando ao formalismo efeitos de emissdo espontanea e depois estendendo o formalismo para
incluir efeitos de interagcdes eletromagnéticas [64, 65, 71, 70].

No ambito do grupo de Fisica de Plasmas do IF-UFRGS, temos utilizado o formalismo
desenvolvido nesses trabalhos recentes para estudo da interacdo entre um feixe de elétrons e um
plasma [63, 64, 65]. Nos primeiros estudos foram apenas incorporados efeitos eletrostaticos,
primeiro em uma dimensao e depois em duas dimensdes [72]. Foram incluidos inicialmente
no formalismo apenas os efeitos de natureza quase-linear e de decaimento de ondas, além do
efeito das flutuagdes espontaneas. Posteriormente foram inseridos os efeitos de espalhamento de
ondas, inicialmente considerando apenas o efeito de espalhamento por interagdo com os ions e
mais recentemente, incluido o efeito de espalhamento de ondas devido a interacdo com elétrons
[73, 74, 70].

Mais recentemente a abrangéncia dos estudos foi estendida, com a inclusdo de ondas
eletromagnéticas no tratamento numérico do problema. Esse desenvolvimento pode ser motivado
considerando que a interacdo feixe-plasma € caracterizada ndo s6 por turbuléncia de Langmuir
como também por emissdo de radiacdo. Como bons exemplos desses tipos de interagdo na
natureza podem ser mencionados os fendmenos de emissao de radiacao solar dos tipos Il e 111
(type II and III radio bursts).

E nesse Ambito que se desenvolve esse trabalho. O objetivo desse trabalho envolve uma
aplicacdo do formalismo da teoria de turbuléncia fraca para o estudo da evoluc¢ao conjunta de
ondas e particulas, associada a plasmas em situacdes ndo-térmicas, como € o caso das situacoes
envolvendo a presenca de feixes em plasmas. A abordagem ¢ motivada por resultados prelimina-
res que mostram que na presenca de um feixe de particulas com caracteristicas adequadas pode
ocorrer a emissao de ondas eletromagnéticas com picos de intensidade bem pronunciados em
frequéncias que correspondem a frequéncia de plasma e a seu harmonico.

Outro objetivo € investigar outras formas de caracteristicas ndo-térmicas. A justificativa
para tal tipo de investigacdo reside no fato de que plasmas em condi¢des espaciais frequentemente
sdo observados exibindo caudas ndo térmicas e anisotropias, que nao sao bem descritas por
distribuicdes Maxwellianas, mas sim por distribui¢des com caudas do tipo lei de poténcia,
conhecidas de maneira genérica como distribui¢des "Kappa". No contexto da teoria de turbuléncia
fraca, solugdes assintoticas aproximadas, bem como solucdes numéricas obtidas usando uma
aproximagdo unidimensional, j& mostraram que distribui¢des Kappa podem ser geradas por
processos ndo lineares, o que contribui para motivar a investigacao proposta.

Esta tese estd dividida em oito capitulos: os cinco primeiros capitulos abrangem toda
revisdo da teoria que serd utilizada. Essa revisdo estd dividida da seguinte forma: o capitulo 2
abordara uma revisdo da teoria cinética, apresentando o sistema de equagdes Vlasov-Maxwell
e evidenciando seu cardter auto-consistente. No mesmo capitulo, serdo apresentados, para
uma situagdo relativamente simples, os procedimentos que levam a relacdo de dispersao na
aproximacao linear. Como aplicacdo, serd obtida a relacdo de dispersao para ondas de Langmuir,
em um plasma Maxwelliano, e a caracterizagao do amortecimento de Landau para os elétrons.
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No capitulo 3 serd apresentada a aplicacdo do formalismo quase-linear ao sistema de
equacoes Vlasov-Maxwell, sendo deduzida a equagdo de difusdao quase-linear, o coeficiente de
difusdo que aparece nessa equagdo, a expressao para a variacao temporal da amplitude espectral
e as principais propriedades dessa formulacdo. A deducdo serd acompanhada por uma discussao
sobre as diferencas entre a teoria quase-linear e a abordagem linear apresentada no capitulo
anterior, bem como os seus limites de validade. Como aplicacdo, serdo obtidas as principais
caracteristicas da instabilidade do tipo bump-in-tail, que formardo as bases para a teoria de
turbuléncia fraca, a qual serd abordada posteriormente.

O capitulo 4 versard sobre a teoria de turbuléncia fraca, apresentando o sistema de
equacdes que descrevem a evolugdo temporal das intensidades espectrais das ondas e da fungdo
distribuicdo de velocidades. Serdo apresentados também as expressdes para os espectros iniciais
das ondas estudadas. Por fim, no tltimo capitulo de revisdo, a saber 5, € apresentada a distribui¢ao
de particulas Kappa, sua origem, suas principais caracteristicas e sua aplicacdo em plasmas
espaciais.

Aqui se encerram as contribui¢cdes da revisao bibliografica e damos inicio a pesquisa rea-
lizada. Nos dois capitulos seguintes serdao apresentados os resultados da interagdo feixe-plasma,
utilizando uma descricdo Maxwelliana para o plasma de fundo, no qual serdo apresentados
dois quadros para o feixe incidente: (i) emissdo de plasma com feixe unico, detalhando os
diferentes mecanismos de emissao e analisando a evolugdo temporal dos espectros a partir da
interacdo de um plasma de fundo e um feixe de particulas; (ii) emissdo de plasma com feixes
contrapropagantes, que caracteriza também os diferentes mecanismos de emissao de radiacdao
eletromagnética, mas agora em um cendrio que contém um plasma de fundo interagindo com
feixes contrapropagantes de densidade e velocidade distintos.

Em segundo, temos o capitulo 7 que trata do problema da caracterizacdo de um plasma
de fundo descrito por de distribui¢do de velocidades do tipo nicleo-halo: consiste em um nicleo
Maxweliano e um halo ndo-Maxwelliano (fun¢do distribuicao Kappa). Vamos apresentar as
modificagdes nos espectros iniciais na presenca desta distribui¢cdo, bem como, no ambito da
interacdo feixe-plasma, os resultados das emissdes de plasma nos mesmos moldes da primeira
parte do capitulo anterior.

Por fim, o 8 € dedicado as consideracdes finais, ao resumo dos resultados e ao fechamento
da tese.



Capitulo 2

Revisao da Literatura - Teoria Cinética

Um plasma € um sistema que contém um niimero muito grande de particulas carregadas
que interagem, de modo que, para essa andlise, € apropriado usar uma abordagem estatistica.
Determinar como a posi¢do e a velocidade variam ao longo do tempo € fundamental para que se
possa obter informagdes completas sobre um sistema fisico. No ambito da teoria cinética, todas
as informacgdes fisicamente relevantes sobre o sistema estdo contidas na func¢ao distribui¢do de
particulas.

Entretanto, a tamanha quantidade e variedade de componentes impossibilita a deter-
minac¢do desses pardmetros particula a particula. Outra dificuldade € determinar a correlagdo
que existe entre seus componentes. Por serem particulas carregadas € em movimento, campos
elétricos e magnéticos sdo gerados e, assim, uma particula € capaz de afetar outras a distancia
[5]. O objetivo aqui € estudar um plasma quente e de baixa densidade. Sendo assim, podemos
desconsiderar efeitos colisionais entre as particulas.

Essas caracteristicas definem um sistema com comportamento coletivo, autoconsistente e
com interacdes de médio alcance, no qual, além de ndo haver efeitos colisionais, o0 campo gerado
por uma particula induz ou alimenta o campo gerado por outras, sem a necessidade de qualquer
intervengao externa.

O conteudo a ser apresentado tem um cardter de revisdo, baseado em abordagem da
literatura [18, 2, 5, 6, 7] e foi amplamente revisado em [41].

2.1 Descricao Estatistica de um Plasma

Uma descricao completa de um plasma seria conhecer, para cada particula, sua posi¢cdo e
velocidade em fungdo do tempo. Desta forma, a fungdo N, (r, v,t):

Na(r, v, 1) = ; 5t — r3(6)]6]v — vi(t)], @1

descreve inteiramente o sistema microscopico das particulas da espécie a. Temos também que a
quantidade

NT = / Na(r, v, t)dPzd®,

12
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¢ definida como o niimero total de particulas da espécie a.

E conveniente definir a varidvel X hexadimensional no espago de fases de maneira que
X = (r,v). Assim temos que NI = [ N, (X, )d*X e d°X = d3zd>v.

Para descrever os campos elétricos e magnéticos temos as equacdes de Maxwell no
sistema CGS de unidades:

vV.EM— 47qua/Na(X,t)d6X,

vV -BM =0,
10BM (2.2)
EM = -7
VX c Ot
1 0EM 47
BM — 10 a/NaXtd6X
V x - +mac;q (X, t)d°X,

onde m,, € q, s@o0, respectivamente, a massa e a carga da particula da espécie a. O indice M
indica que os campos elétrico e magnético contidos nas equagdes de Maxwell sao microscépicos.
Os campos macroscopicos sao obtidos através de uma média dos campos microscopicos [41].

Supondo que hé conservagdo do nimero de particulas no espago de fase, podemos
escrever:
dN(X,t)  ON(X,t) n ONL(X 1) qa

4> (M
dt ot VT ox +ma< *

, M
vix B ) ONXt) 5 5

ov

C

a qual é chamada de equagdo de Klimontovich-Dupree [18].

Uma abordagem estatistica trabalha com funcdes que dao a probabilidade da particula
ser encontrada em um volume infinitesimal do espago de fase. Podemos definir uma fungao
distribuicdo F'y que contenha toda informacao estatistica do sistema:

Fn(Xats ooy Xant, Xat, ..oy XoNTioons t) [T d"Xq1..d°X e (2.4)
i

Dessa forma, a expressado (2.4) € a probabilidade de que, no tempo ¢, as particulas das
espécies a, 3, ...y estejam em torno dos pontos X1, ... Xon7; X1, ..oy XﬂNBT... no espaco de

fase. Temos que Fy deve ser normalizada, entao:

/FN(XM, Xang X Xy ) [T X0 dX gy = 1, 2.5)
Y

sendo 7y todas as espécies de particulas do sistema. A probabilidade de se encontrar uma certa
particula da espécie o em torno do ponto X, no espaco de fases sofre influéncia de todas as
outras particulas do sistema, e uma descricao estatistica completa exigiria o total conhecimento
das correlacoes entre as particulas, o que torna invidvel uma formulacgdo a partir da distribui¢cao
de todas as particulas. No entanto, podemos obter distribui¢des reduzidas. Por exemplo, a
distribui¢do de uma particula qualquer da espécie « € obtida integrando a fung¢ao distribuicdo
completa sobre todas as outras coordenadas, exceto as da particula em questdo. A saber:

Faltor, Vai,t) = V / Frd*X . d XKy [ d°X1..dX (2.6)
Y
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onde V' é o volume total do sistema. Entdo temos que a quantidade (%) fa(Tar, Var, t)d*X oy
é a probabilidade de encontrar uma particula do tipo o em um elemento de volume d°X,; do
espaco de fases, em torno de (r,1, Va1), no instante ¢. Entretanto, a probabilidade de se encontrar
esta mesma particula é afetada pela presenca de outra particula nas suas proximidades, e essa
informagao ndo esta contida em f,,, pois essa distribui¢do é a mais reduzida possivel. A fim de
incluir esta influéncia, podemos definir a distribuicdo para duas particulas (de espécies a e [3),
analogamente a distribui¢do de particula dnica:

fop(Xat, Xp1,t) = V2 / FNdﬁxag...dﬁxaNngm...dﬁxﬂNﬁT HdGX@...dﬁxwg, (2.7)
13

a quantidade (%) fop(Xat, X1, t)dGXaldGXgl € a probabilidade de encontrarmos simulta-
neamente as particulas o1 e 31 nos elementos de volume d*X,; e dGXﬁl em torno dos pontos
Xa1 € Xp1 no espago de fases, respectivamente. Caso as particulas « e J sejam independentes,
teremos fo,3 = fofs. A fungdo (2.7) carrega mais informagdes que a (2.6), no entanto, continua
incompleta. Podemos obter a fun¢do distribui¢do m particulas de maneira similar, essa ird conter
mais informacdes que a funcdo distribui¢do para m — 1 particulas, porém permanece sendo
reduzida [41].

Agora, uma vez que cada termo de N, = Y, (X — X;) descreve a localizagdo da
particula em termos das condi¢des iniciais e que Fy nos dd a probabilidade de termos um
determinado conjunto de C.I’s, entdo podemos descrever as distribui¢des reduzidas em termos
das médias dos produtos de N, sobre todas as possibilidades de condi¢des iniciais.

Assim, o valor médio de N, (X, ) é, em termos da funcdo distribui¢ao reduzida para
particula tnica:

(No(X, 1)) = / FrNo(X, 0)d XK a1 dX g d Xt dX g r dXon..d™X r 08

= n&foé(ra Va t)a

T . s 9 , .
onde n, = N7a ¢ a densidade média de particulas do tipo a.

Cabe notar que em meios nao homogéneos, a densidade em cada ponto pode ser obtida
integrando sobre as velocidades, e denotada como n,(x, t),

Na(x,t) = /nafa(x,v,t) dv,

de modo que ¢ frequente o uso de um simbolo diferente para indicar a densidade média, como
T, por exemplo. Entretanto, como trataremos apenas de meios homogéneos neste trabalho, sem
uso do conceito de densidade como fun¢do da posicao, usaremos por simplicidade o simbolo 7,
para a densidade média, sem risco de confusao.

Para a média envolvendo duas particulas, pode-se mostrar [18]:

<NQ<X, t)Nﬂ(X,, t)> = nanﬂfag(X, X/, t) + 5a55(X - X/)fa(X, t). (29)

Além disso, se a interac@o entre as particulas é nula, teremos (N, Ng) — (N,) (Ng) =
nangfafs. Os campos E e B macroscépicos sdo determinados através das médias das equagdes
de Maxwell microscépicas (2.2). Assim, quando feitas, teremos os campos em funcdo da
distribui¢do de uma particula f,:
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E = (EV) = / FNEM X 1. dX g d®X 1. d"X g d® X dX v,
B=(B")= / FNBY dX g1 d"X o p d*X g1 dX g dX oy dX

O sistema fisico € totalmente descrito pela evolucao temporal da fungdo de distribui¢do
completa, F'y, e essa equacdo é chamada de equacdo de Liouville. A determinagdo de todas as
condicdes de contorno iniciais para a fungdo distribuicao completa € muito dificil de ser obtida.
Por isso, faremos uso de distribui¢des reduzidas, com as quais a0 mesmo tempo é vidvel obter
informacdes relevantes do sistema e € possivel a determinacao das condi¢des iniciais.

Para obter uma equagao para a distribui¢ao reduzida de uma particula comegamos por
tomar a média espacial de (2.3) e juntamente com a definicdo obtida em (2.8) teremos

M
Ofa .0k | o <<EM+”B >-8Na>=o. (2.10)

ot 0X  NgMy c ov

Embora ndo seja explicita a correlacdo entre as particulas na equacdo acima, ela existe, e
para melhor visualizarmos, utilizamos a aproximac¢do de Coulomb. Nesta supomos que efeitos
retardados e contribui¢des do campo magnético, BM = 0, sdo negligenciados.

Admitindo que B = 0, podemos escrever o campo elétrico em func¢do de um potencial
escalar ™, e juntamente com a equacdo de Poisson obtemos:

N,(x', v, t)

oM (x.1) =an/|(r 7 Jax'ap @11
o r—r

Agora podemos reescrever a equagdo (2.10) como

Ofa . Ofa o (y VXBY 0fa
oY et (B ) e

M
_ Yo EM+ﬂ g& _(E_,_VXB).afO"
Me c OV Ny, c ov

Para particulas ndo interagentes, pode-se mostrar que o lado direito dessa equacdo € nulo.

(2.12)

Usando-se a equagdo (2.11), pode-se mostrar que a equagdo (2.12) ndo é fechada para
fa» pois envolve a média do produto (N, Nz) e, portanto, depende da distribui¢dao de duas
particulas. Deve-se determinar entdo uma equagdo para a evolugio temporal de f,3, e ao fazer
i$s0, mostra-se que essa equacao também nao € independente, porque nela aparece a distribui¢io
de trés particulas f,g,. Genericamente, pode-se mostrar que na equagdo de evolugdo temporal
para a distribuicdo de n — 1 particulas (n < /N) aparecera a distribui¢cdo para n particulas,
formando uma hierarquia de equacdes, denominada de hierarquia BBGKY (Bogolyubov-Born-
Green-Kirkwood-Yvon).

Uma maneira conveniente de expressar as distribui¢des de mais de uma particula é em
termos de produtos de func¢des distribuicdo de particula tinica. Por exemplo, as distribui¢des de
duas e trés particulas podem ser escritas como:

faﬂ(X7 X/’ t) = fOé(X'7 t)fB(X/7 t) + gaﬁ(X7 Xl? t)? (2'13)
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foz/o”y (Xv Xl? XH? t) = fOc(Xa t)fﬁ(le t)f’Y<X”7 t
+fa(X,8)gp, (X, X7
+f5(X' 1) gy (X, X", ¢
+f5 (X//a t)gap (X, X',

+goé57 (X7 X/’ XH) t),
onde g, € gapy SA0, respectivamente, as correlagoes de ordem dois e trés [18, 2, 5, 6]. Em um
sistema no qual as particulas sdo independentes, as correlagdes de qualquer ordem serdo nulas.

)
)
) (2.14)
)

Assim como uma descri¢do estatistica com a funcao de distribuicio completa Fiy é
invidvel, determinar todas as correlagdes de um sistema com muitas particulas também o é.
Entretanto, aproximacdes podem ser feitas para as correlacdes, gerando assim, um conjunto
fechado de equacdes para as distribuicdes reduzidas. Considerando um gas neutro e rarefeito, por
exemplo, 0 comprimento 7y, pardmetro associado as interagdes entre particulas, € muito menor
que a distancia média entre elas, dada por n~/3, no qual n ¢ a densidade de particulas. Sendo
assim, é razodvel supor que as correlagdes nesse caso sdo da ordem de (nr3)*~!, onde k é a
ordem da correlago (para particulas completamente independentes, nrg = 0 ou g, = 0). Dessa
maneira, terfamos g,s ~ nri € gag, ~ (nr3)?, 0 que nos mostra que (considerando nrj < 1) a
correlacgdo de terceira ordem g,z serd muito menor que a de segunda ordem g3, que por sua
vez serd muito menor que o produto das distribuicdes independentes f,, f3.

O pardmetro em que estamos interessados nesse caso € ¢ = 1/n)\3, < 1 e pode-se
mostrar que as correlagdes do tipo g,s sdo pequenas quando comparadas com f, f3 no caso de
g < 1[18]. E arazio disso € que a distribui¢do conjunta f,s em um volume pequeno V', bem
maior do que o volume ocupado por uma particula (~ n~!) mas bem menor do que o volume de
uma esfera de Debye, é determinada por muitas particulas no exterior de V', e ndo pela separacdo
entre as particulas, de modo que a distribui¢do f,s para uma boa aproximagao é aquela que
independe da interacdo entre duas particulas f,3 ~ f.fs . Essa aproximagdo torna-se exata para
g — 0. Entdo, podemos fechar a cadeia de equagdes desprezando as correlacdes de mais alta
ordem. Na proxima sessdo sera apresentada a Equagdo de Viasov, que € a equagao cinética de
ordem zero, na qual todas as correlagdes sao desprezadas.

2.2 Equacao de Vlasov

Uma aproximagao muito ttil consiste em descrever a dindmica de um plasma consi-
derando que os movimentos das particulas do plasma sdo governados pela soma dos campos
externos aplicados e os campos internos médios macroscopicos, suavizados no espago € no
tempo, devido a presenca e a0 movimento de todas particulas do plasma. A determinagdo desses
campos ainda € um problema complexo, e exige que seja obtida uma solugdo auto-consistente.

[S].

A denominada Equagdo de Vlasov € uma equacao diferencial parcial que descreve a
evolucdo temporal da fun¢do distribuicao das particulas e leva em conta os campos internos
médios macroscopicos.

Como mencionado anteriormente, a descricdo mais simples da cadeia de equagdes
estatisticas € aquela que despreza todas as correlagdes. Dessa forma, a Equacao de Vlasov é:

v x B

d o
+V-V—|—q<E—I-

ot Mg > ' v"] fa(X,V,t) =0, (2.15)
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ondeV——er_av

Podemos ainda adicionar um termo a equacdo acima referente as colisdes entre as
particulas.

Ao perturbarmos o estado de equilibrio de um plasma (injetando um feixe de particulas,
por exemplo), este leva um tempo caracteristico até que volte novamente ao equilibrio (mediante
colisdes), esse parametro é chamado de fempo de relaxacdo. Se o plasma for suficientemente
"quente"e rarefeito, o tempo de relaxagdo serd maior do que o tempo caracteristico de muitos
fendmenos ondulatérios que podem ocorrer no plasma, e sé € interessante levd-lo em conta no
caso de estudo de fendmenos de longa duracao.

Como estamos interessados em fendmenos ondulatérios cujos periodos sdo bem menores
do que o intervalo de tempo tipico entre colisdes, podemos desconsiderar o termo colisional. A
equacao de Vlasov apresenta algumas propriedades interessantes, as quais serdao discutidas a
seguir.

2.2.1 Conservacao do Numero de Particulas
Caracteristica também das equagdes exatas, a equagdo de Vlasov conserva o nimero total
de particulas. Isto €, a variacdo temporal do nimero total de particulas € nula. A fim de mostrar

tal propriedade vamos comegar multiplicando a equacdo (2.15) por n,, e integrando sobre todo o
intervalo no espaco de fases:

at/naf&dxalv—/na[ V- V—ma(E—l—

Sabendo que a fung¢do distribui¢do deve se anular nos limites de integragdo, temos do
primeiro termo

VX B> . vv} Fadxdv. (2.16)

/V Vfadxdv—Z/vz dxldxjdxkdv—o

Do segundo, uma vez que o campo elétrico E € fun¢do apenas de x e ¢, mas ndao de v, e
usando novamente a propriedade da f,, nos limites

/E vaadxdv—Z/E [ O0fa - dv; dv; dvk] dx = 0.

De maneira similar, no terceiro termo temos

/(V X B) - Vyfodxdv = Z eijk/ afa dv;dvjdvgdx = 0.

ijk
Assim, temos que a equacdo (2.16) resulta em

gt/nafadxdv = 0.

E, portanto, conclui-se que o nimero de particulas € constante.
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2.2.2 Admite Multiplas Solu¢oes

Em contraste com as equacdes exatas nas quais admitem solucao unica de equilibrio, a
equacao de Vlasov admite inimeras solucoes.

Os denominados estados de metaequilibrio sdo aqueles estados possiveis apenas para
escalas de tempo muito menores do que o tempo entre colisdes. Uma solugdo possivel deve
satisfazer a condicao:

afa(]
=0
ot ’
entdo de (2.15) temos:
0 o B
+v-v+q(E+VX )-Vvlfag(x,v,t)zo. 2.17)
ot Me

Tendo os campos elétrico E e magnético B podemos escrever as seguintes equacoes de
movimento para uma dada particula:

dx’ , v’ qa v x B

cujas solugdes sao x’'(t) e v/(t). Dentre a familia de solugdes escolhemos aquela que satisfaz
a condi¢@o (x’,v') = (x,Vv) no instante ¢’ = ¢. Se as quantidades a'(x’,v') e V/(x’, v') forem
constantes de movimento dessa particula, elas devem satisfazer

da’ , dd oV 0d

aw =V ok T aw Y 219
dy v o |
dar ox' ot ov/

Supondo uma fungio arbitraria f = f(a’,’) e levando em conta as equagdes (2.18) e as
condi¢des (2.19), vemos que esta deverd satisfazer a equagdo de Vlasov no equilibrio

v X B

[V-V—%SZ(E—F )'Vv] f(d' V)

) |Of O’ OF OV} dv' Of O’ OF OV}
Vi lowox " ovox | dr |oaov T ovov| (2.20)
of l , 0d | dv’ .aafl L of lv, o dv ab'] Ly

a0 |V o T ov| Tav Y ox T @ av

Como (x/,v') = (x,v) para todo instante ¢’ = ¢, temos que a fungéo f(a’, ') satisfaz a
condigdo de ser solugdo estaciondria da equacdo de Vlasov. Em outras palavras, solu¢des que
sao fungdes de constantes de movimento assumem valores constantes ao longo de trajetdrias
reais no espago de fase e, assim, satisfazem a equagao de Vlasov.
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2.2.3 Conservacao da Entropia

Seja a defini¢do usual de entropia

=S / Faln(fo)dxdv. 2.21)

Calculando a variag@o temporal da equacdo acima e utilizando as equagdes (2.15) e (2.16)
obtemos

:_Z/[V v+(E+VXB) vv} fdxdv,
C
dS 1
Z-—%= / No fadxdv, (2.22)
ds
=0

Ou seja, na aproximacao que usa a equagdo de Vlasov, a entropia permanece constante.

Vamos agora supor sistemas em que a funcao distribui¢do pode ser decomposta em uma
soma de uma funcdo distribuicdo de ordem zero e de uma perturbacao,

fa = faO(t) + fal(t)u

sendo que f,o é constante ou varia lentamente no tempo em relacdo a f,; [18, 7]. Para tais
sistemas, € conveniente definir a entropia da seguinte maneira

— [ fao(t) W (1) dxdv.

Com essa nova defini¢do, levando-se em conta a evolugdo da f,o sob efeito das pertur-
bacdes, pode-se mostrar que a entropia ndo mais € constante e pode ser usada para mensurar o
crescimento da desordem do sistema [18].

2.3 Sistema de Equacoes Vlasov-Maxwell

Juntamente com as equagdes de Maxwell formamos o seguinte sistema:

of. N B
o vVt B (B2 VB s =0 (2.23)
ot Mg,
V.E-= 47rz Taa / £ dv, (2.24)
190E 4n
VxB=—-"C+ ?Znaqa/vfa dv, (2.25)
10B
E-_-2° 22
VX ¢ ot (2.26)

V- -B=0. (2.27)
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que € denominado sistema de Vlasov-Maxwell.

A densidade de carga do plasma p e a densidade da corrente J sdo dadas pelas seguintes
expressoes:

p= ZQana = ZQQ/JC&(I‘?V;t)dV

J= an/vfa(r,v,t)dv,

nas quais a soma em « leva em conta as diferentes espécies de particulas carregadas, com o = 1,
para ions e o = e, para elétrons.

Os fendmenos descritos por esse sistema (plasmas estaciondrios, ou seja, aqueles em que
nao ha deslocamento efetivo de carga, ondas em plasmas, instabilidades,...) ocorrem em escalas
de tempos muito menores que o tempo tipico entre colisdes (Teoletivo K Teolisional) [18, 6].

As expressoes (2.23) a (2.27) formam um conjunto completo e auto-consistente de
equacdes, no qual fica explicito que, embora ndo haja colisdes entre as particulas, elas interagem
entre si através de campos eletromagnéticos gerados e modificados internamente ndo s6 pelo seu
proprio deslocamento e pelo deslocamento de outras particulas carregadas através do plasma,
mas também apenas pela presenca de carga [5].

2.4 Linearizacao do Sistema Vlasov-Maxwell

O conjunto de equacdes Vlasov-Maxwell € ndo-linear, devido aos produtos dos campos
e das distribui¢des e, consequentemente, dificil de solucionar. No entanto, muitos fendmenos
podem ser caracterizados como pequenas perturbagdes da solu¢do de equilibrio de Vlasov e
podem ser tratados pelo método da linearizacdo. As equagdes geradas sao muito mais simples
de resolver e formam as bases de muitas teorias modernas que tratam de fendmenos nao lineares,
plasmas empoeirados, interagdo feixe plasma, entre outros [18, 2, 6].

Escrevemos os campos elétrico E e magnético B e a funcdo distribui¢do f, como uma
soma de seus valores no equilibrio mais uma perturbagao,

fa(x,v, 1) = fao(x,V,t) + €fa1(x,V, 1),
E(x,t) = Eo(x,t) + eEq(x, 1), (2.28)
B(x,t) = Bo(x,t) + B (x,1),

onde € < 1 é um parametro utilizado para indicar que a perturbac@o tem médulo bem menor
do que a parte ndo perturbada, caso em que a teoria linear pode ser utilizada como uma boa
aproximacdo. O indice ”0” indica o valor da grandeza no equilibrio e o "1", da perturbagao.
Inserindo as quantidades (2.28) no sistema Vlasov-Maxwell (2.23)-(2.27), desprezando termos
de ordem ¢? e separando o sistema de equacdes de acordo com os termos de ordem €’ e ¢!
obtemos respectivamente,
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0f, o B
fO+V'foao+7q (E0+VX O>'vaa0:0,
ot Mo, c

VB =473 daria [ fuodv,

18E0 47
V x BO = EW + C;qana/Vfang,
1 0By
Ey= -0
v x Eo c Ot
V-By =0,
61:
a 6% fe% XB
fl+v'vfal+q(El+v 1>'vvfa17
ot Mg,
o x B
:_qi (E1+V 1) 'vvfa07
V‘E1:47TZHQQQ/fa1dV7
10E AT
V x Bl = Catl“‘cza:naqa/vfaldva
10B,
E =_-21t
Vo By c Ot
V-B; =0.

21

(2.29)

(2.30)

Um ponto importante a salientar é que o conjunto de equagdes obtido serve para descrever
perturbacdes de pequena amplitude que ocorrem no plasma, com tempos caracteristicos bem
menores do que tempo médio entre colisdes. Na préxima subsecdo serd explorada como exemplo
a soluc¢do mais simples do conjunto de equagdes para as perturbagdes: o caso eletrostatico.

24.1 Solucao da Equacao de Vlasov Linearizada para o Caso Eletrosta-

tico

Seja um plasma espacialmente homogéneo. Se, no instante ¢ = 0, uma pequena quanti-

dade de carga for deslocada, a perturbacdo inicial pode ser descrita como

Jt=10) = fao(va, vy, vs) + €far(x, v, £ =0).

E, considerando que o campo elétrico no equilibrio € nulo e o caso ndo magnetizado, teremos

E:E0+€E1:€E1,
B:B0+EB1:O.

Naturalmente as condi¢des acima nos levam a

Po = ZQQna/foaodV =0,
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Jo = ZQana /VfaodV = 0.

Sabemos que no caso puramente eletrostatico, B; = 0, o campo elétrico estd diretamente
relacionado a variacao espacial do potencial elétrico, com seu vetor sendo oposto a dire¢ao de
crescimento do potencial. Ou seja, o campo elétrico € o negativo do gradiente do potencial:

El - _vq)h

e também temos que
V X E1 =0.

A funcdo de distribui¢do de equilibrio f,o é admitida como constante no tempo, entio
o termo que leva sua derivada temporal € nulo. E, como € pressuposto o plasma homogéneo,
o termo referente a sua derivada espacial, dado por V f,o, também o €. Feita a aproximacao
eletrostética, o sistema de equacdes lineares € reduzido a

O +v-Vfu— quQI -V fao =0, (2.31)
ot Me
V20; = —4n S naga / Fordy. (2.32)

Para resolver o sistema de equacdes Vlasov-Maxwell linearizado, vamos escrever as
quantidades f,; e ®; em termos de suas transformadas de Fourier no espaco e de Laplace no
tempo

r 1 —ik-x too t
fak(xvvap) = (27_[_)3 /6 dX/O e’ faldt>
(2.33)

F 1 —ik-x oo —pt
Oy (x,p) = 2r)? /e dx/o e P'ddt.

E importante notar que a transformada de Laplace s6 estara definida para Re(p) > po,
no qual p, € suficientemente grande e garante a convergéncia da integral. A vantagem dessa
representacdo € que a propriedade de derivadas da transformada de Fourier nos permite substituir
as derivadas espaciais, V, e temporais, %, por ik e —iw respectivamente, uma vez que w = ip.
Uma vez conhecida fak, podemos inverter as integrais (2.33) e assim determinar f,;(x,v,t) e
4 (x,t). As transformadas inversas sdo definidas como

1 tk-x potico t [
fal(xvvat> = 27 /6 dk e fakdp7

r s @34
Dix,0) = 5 / erkxdi [ My dp.
e Po—100

Aplicando as transformadas de Fourier e de Laplace nas equacdes (2.31) e (2.32) e lembrando
que foo = fao(v) temos o seguinte sistema de equacoes:

(p+ ik - V) far = farc(k, Vit = 0) + 2 (ik - Vy foo) D, (2.35)

Mq

K23y, = 41 Y noga / Fodv. (2.36)
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Substituindo (2.35) em (2.36) e, eliminando fak obtemos uma expressao para Py

AT S Ny [ LoDy

k2 ®y = p*"” , (2.37)
L I

onde temos ainda que Re(p) > po. A fim de simplificar a apresentacdo desta equagio para Py,
seja u a componente da velocidade paralela a k

Sendo assim, temos

Definimos também a frequéncia angular do plasma para particulas do tipo o como

2
e 4mnaq; .

pa M
De modo que podemos definir a fun¢do dielétrica D = D(k, ip) de um plasma para

ondas eletrostéticas de frequéncia w = p:
D(k,ip) = 1 +Z /

8Fa0/8u

— _du. (2.38)
o u—ip/ k]

Utilizando as defini¢oes recém feitas, substituindo (2.38) em (2.37), temos as seguintes
expressodes para f,x € para Py respectivamente:

N 1 o . N
fax(V,p) = b rik-v [fak(vvt =0) + E(Zk -V fao)Pk| (2.39)
~ —1 Fak(u,t = 0)
oy = — 4mn,, a/_—d . 2.40
< B D) = | i T ™ (240

Para resolver este sistema, precisamos determinar as transformadas inversas, € com isso,
comecamos pela expressdo de @4, pois a dependéncia temporal da transformada de Fourier do
potencial que aparece em f,; € consequéncia do mesmo. Entdo, seja a transformada inversa de
Laplace definida em (2.34) para o potencial,

Dy (t) = 1 /p°+i°° erdt nera/ Fo(u,t =
T 9m0 Jpg—ios D(k,zp p+ilk]|u)

du (2.41)

Tomamos um valor de py com p > py de modo a garantir a convergéncia das integrais
que definem as transformacdes de Laplace, de tal forma que todas as singularidades de @y (p)
devem estar a esquerda do contorno de integracdo. De maneira geral, ndo € possivel calcular
analiticamente estas integrais, no entanto, é possivel determinar solucdes para tempos muito
distantes da perturbacao inicial. Assim, o comportamento assintético do sistema € determinado
pelos modos normais de oscilacdo do plasma, e ndo pelo resultado obtido apds o estado de
transi¢do ocasionado pela perturbagdo inicial.
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2.4.2 Consequéncias do Tratamento Linear: Landau Damping

O contorno de integracdo na equacao (2.41) € muito importante, pois existem valores 0s
quais anulam o denominador, gerando singularidades. A fim de evitar tais pontos e obter a solu¢ao
assintdtica, devemos deformar o contorno de integracdo no espaco de p e como consequéncia,
deformar também o contorno no espaco de velocidades, assegurando que o contorno passe
sempre por baixo dos polos de @y, conforme mostrado na Figura 2.1. Esse contorno é chamado
de contorno de Landau, apés Landau, em 1946, solucionar a equagdo de Vlasov como um
problema de valor inicial, desenvolvendo tal técnica [19].

Supondo que todos os zeros da funcdo D(k,ip) estejam a esquerda de py, Figura 2.2,
deformando o contorno de integrag@o transpondo para o lado de Re(p) < 0 por um pardmetro o
afim de que fique a direita dos p6los, mas contornando todas as singularidades, p;, e sendo ?;
o residuo, com R; = lim,,,,,(p — p;)®i(p), e fazendo a integragio de todo caminho, ficamos
com as seguintes integrais:

1 —i00—0
Dp(t) = > Ryer ™ + —/ Oy (p)etdp
J

271 —1004+po

. , (2.42)
1 —o+ico . 1 +100+po . "
5 / Du(p)e”dp + o— / Dy (p)e™dp,
27TZ —0—100 271'2 +ico—o
onde DIk, ip;(k)] = 0. Na equagdo (2.42), o segundo e o quarto termos sd3o pequenos, se a

®y (p) for a zero rapidamente com | p |— oo [18].

Im(w) ->

Re(u) ->|

iplk

Figura 2.1: Contorno de Landau[41]

Ja o terceiro, torna-se exponencialmente menor que os termos referentes as contribuicdes
dos pélos para ¢ — oco. No caso de termos Re(p;) < 0, ou seja, no caso dos pdlos estarem
todos a esquerda do eixo, entdo todas as contribuicdes para ¢, sdo amortecidas. No entanto,
se tivermos polos localizados a direita do eixo, Re(pj) > (), entdo teremos o surgimento de
instabilidades. Assim a solucdo assintdtica para a equagdo de Vlasov € dada por,

N
Dy (t — 00) = Y Ryer ™, (2.43)
j=1

onde p; sdo as singularidades de Ci>k, em numero de N [18].

Podemos escrever de uma maneira mais familiar, em termos de uma frequéncia dividida
em parte real e imagindria, definida por p; = —iw; = —iw,; + w;;. E a solugdo em termos da



CAPITULO 2. REVISAO DA LITERATURA - TEORIA CINETICA 25

Im(p) -=|

Figura 2.2: Contorno de Landau [41]

frequéncia

N
Oy (t — 00) = Z Rje(_iw"f+wif)t.

=1

Assim, as singularidades que t€ém w;; < 0, representam oscilagdes amortecidas, jd as que
tém w;; > 0, oscilagdes que sdo amplificadas. Em outras palavras, o comportamento assintotico
das perturbagdes fica determinado pelos pontos nos quais D(k,w) é zero.

A equagdo resultante

D(k,w) = / OFw/Ou (2.44)
ru—w/|k|

¢ chamada de relacdo de dispersdo do plasma, pois fornece uma expressao para a frequéncia de

oscilagio do plasma w em fungdo do nimero de onda k caracteristico. E importante notar que tal

relacdo de dispersdo s existe para tempos inferiores ao tempo médio entre colisdes. O indice

L no limite de integracdo representa o caminho de integragdo no plano complexo, contorno de

Landau, mencionado anteriormente.

O sistema mais simples que podemos considerar é ondas de alta frequéncia em um plasma
livre de campos elétrico e magnético e em equilibrio termodindmico. Como vamos considerar
oscilacdes de alta frequéncia e velocidade de fase muito maior que a velocidade térmica das
particulas do plasma, isto é, a velocidade associada a temperatura das particulas, w/k >> Vrmicas
podemos considerar os fons como estando em repouso. Para os elétrons, supomos uma fungao
distribui¢ao do tipo maxwelliana

Flo=mn, (;:T); e_(TQ) (2.45)

onde 7,, n. € m, sdo a temperatura, na qual foi incorporada a constante de Boltzmann e esta
em unidades de energia, a densidade de equilibrio e a massa dos elétrons. A fungdo F, esta
normalizada de modo que [ d*vF,y = n,, mas podemos também definir uma forma normalizada
a unidade, ou seja foo = F.o/n., tal que [ d*vf, = 1. Temos também que a velocidade estd
separada em componente paralela u e componente perpendicular v, ao vetor de onda k de tal
forma que v? = u? + v?.
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Substituindo a expressao para a fungdo distribui¢do inicial (2.45) na relacao de dispersao
(2.44) e introduzindo as varidveis z = w/v/2kue, y = u/v/2u, € u. = /T, /m, teremos

kue [1_~L

Podemos reescrever a equagao de dispersao (2.46) em termos da fun¢do de dispersao do
plasma,

D(k,w) =

1 =0. (2.46)

1 eV’
—= dy,
VrlLy—z

funcdo que foi bastante investigada e desenvolvida por Fried & Conte, em 1961, e que tem
propriedades bem conhecidas e tabeladas [10]. Assim teremos

Z(z) = (2.47)

2

kzu

e

1+

° 1+ 22(2)] = 0.

Essa relacdo de dispersdo pode ser resolvida de forma numérica. No entanto, para certos
casos, podemos fazer uso de algumas propriedades da fungdo Z(z) e assim obter um resultado
analitico. Como estamos considerando ondas de altas frequéncias, com w/k > u., temos
|z| > 1, e, uma vez que podemos escrever a varidvel z em parte real e imagindria z = = + iy, e
que [Im(z)| < 1, a fungdo Z(z) pode ser escrita de forma analitica [18]

—22

(&

1 1.3 15
Vrlry—z

1
d:—— 1 _ Z'
Y Z<+2Z2+4 toe T )—l—z\/_e

Considerando apenas os trés primeiros termos da expansao temos

w2 1
D(k,w)~1+ k:2u2 {—222 ~ +izy/me™? } =0. (2.48)

Separando a relagdo de dispersdo em parte real D, e parte imagindria [J;, € como temos
| wi |<] w, |, entdo podemos expandir a relagdo de dispersdo em torno da frequéncia w,

D(k,w) =~ D(k,w,) + iw; GDE()k,w)
(99
i (2.49)
= D, (k,w,) +iD;(k,w,) + w; l aDa(w w) aDi@(i,W)]

Da equagdo (2.49) temos que a parte real da relacdo de dispersao é

oD, (k, w)

DT<k7w)| aw

wW=wpr Wi

w=wy

e como | w; |<| w, | podemos aproximar a parte real da relagio de dispersdo na seguinte forma

D, (k,w)|,_. ~0.

Wy
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E assim, da equagdo (2.48) e, utilizando a defini¢do de z feita anteriormente, temos
4 2 2 2 12 2
W' = w,w” — 3w, kuz; =0,

equagdo que pode ser facilmente resolvida,

2

w,
W = 141+ 12k /w2 |
W2 o P [11 <1+6k “)] .
9 2

O iltimo passo € justificado porque k*u?/w?, < 1. Sio obtidas duas solucGes matemati-
cas para w,, no entanto, a raiz negativa de (2.50) fornece uma frequéncia imagindria, o que nao
nos interessa. A raiz positiva resulta em

/{32 2
wf:wﬁe <1+3 ue).

2
(A}pe

Essa raiz € consistente, uma vez que ja € sabido da teoria de fluidos que para tais
condig¢des a frequéncia real w, € bem préxima da frequéncia natural do plasma wy,, logo a
condigdo k%u?/ wf,e < 1 é condizente com a aproximagdo inicial (w/k) > u,.. Portanto, para as
ondas de alta frequéncia, ou também conhecidas como “ondas de Langmuir”

k242 1/2 3 k2,2
w:wpe<1+3 uB) ™~ wpe | 1+ Ye )

2 9 )2
Whe 2 wy,

Considerando a parte imagindria da equacdo (2.49), obtemos

- Dl(k,wr)
0D, (k,w)/0w|,,’

W; =

e com o uso da expressao (2.48) chegamos a seguinte expressiao para a parte imagindria da

frequéncia angular da onda,
4 2
N €
w; = — gk?’uge (% ) (2.51)

Em termos do comprimento de Debye \p., as frequéncias, real e imagindria, ficam
respectivamente

) +> (2.52)

onde em w; utilizamos o fato de que podemos substituir w, =~ w,. sem perda de precisdo, exceto
no argumento da exponencial, pois esse € mais sensivel a pequenas diferengas. As equagdes
obtidas (2.52) sdo vdlidas para oscilacdes de grandes comprimentos de onda A > Ap,. e, como
dito anteriormente, isso condiz com o fato de que assumimos que a velocidade de fase € bem
acima da velocidade térmica.
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O significado fisico do amortecimento de Landau

O avango tedrico do amortecimento de ondas sem dissipacdo de energia por colisdes
¢, talvez, o resultado mais surpreendente da pesquisa em fisica de plasmas até meados da
primeira metade do século 20. O amortecimento de Landau € uma caracteristica de plasmas
ndo colisionais, mas também pode ter aplicacdo em outras areas da fisica, como por exemplo na
abordagem cinética para a formacdo de galaxias [31]. Estrelas podem ser consideradas como
atomos que interagem gravitacionalmente em um plasma, em vez de interagirem via forcas
eletromagnéticas.

Instabilidades do gés das estrelas formam os bragos em forma de espiral das galaxias, e
esse processo € controlado pelo amortecimento de Landau [2].

A principal caracteristica das ondas de Langmuir € predita pela teoria de Vlasov, ao passo
que, sob as mesmas hipdteses, estd completamente fora de alcance da teoria de fluidos [18].

O amortecimento nao colisional das ondas, e por consequéncia do potencial eletrostatico
associado, € um fendmeno de ressonancia, proporcional a inclinacdo da funcao distribuigao,
entre os elétrons que se movem proximos a velocidade de fase do plasma. O amortecimento
€ caracterizado pela parte imagindria e negativa da frequéncia, cuja magnitude € pequena se
comparada a parte real da frequéncia normal de oscilacdo do plasma (2.52).

Em distribui¢des nas quais a amplitude decresce com o aumento do médulo da velocidade,
a exemplo das distribui¢des Maxwellianas, existem mais particulas com velocidades menores do
que com velocidades maiores que a velocidade de fase das ondas no plasma. Portanto, hd mais
particulas que podem ser aceleradas pela onda do que freadas, o que significa mais particulas
ganhando energia da onda do que perdendo, o que tem como consequéncia a diminui¢ao da
energia da onda.

De (2.52) observamos que o tempo do amortecimento de Landau 1/w; é muito maior do
que o tempo de uma oscilagdo 27 /w,. para modos de oscilagdo com comprimentos de ondas
bastante longos (kAp. — 0). A medida que consideremos ondas com comprimentos de onda
menores, tendendo a aproximar-se do comprimento de onda de Debye \p., 0 amortecimento é
acentuado, e a oscilacdo do plasma nao pode mais ser considerada como um modo normal.

Como foi visto anteriormente, devido a derivada negativa, plasmas com distribui¢des
Maxwellianas s6 podem dar origem a efeitos de amortecimento, o que elimina efeitos de instabili-
dades nesses sistemas. Entretanto, quando adicionamos um feixe de elétrons ao plasma, a fungao
distribuicdo pode apresentar um pico na regido de velocidades correspondente a velocidade do
feixe, grande o suficiente para que exista uma regido de derivada positiva, originando instabilida-
des. Pode-se dizer que nesse caso ocorre um efeito oposto ao amortecimento de Landau [6], pois
ha uma amplificacdo de ondas nessa regido. O acompanhamento da variagdo da amplitude das
ondas ao longo do tempo requer a inclusio de efeitos nio-lineares, nao pode ser tratado com o
uso da aproximagao linear do sistema VIlasov-Maxwell, e serd tratado no préximo capitulo.



Capitulo 3

Revisao da Literatura - Teoria
Quase-Linear

Teorias que sdo baseadas em modelos lineares tem grande vantagem, pois contam com
o principio da superposi¢do: uma poderosa ferramenta que, em conjunto com autovalores e
autovetores, fornecem as bases para que se forme um sistema autoconsistente de equacdes,
descrevendo inimeros fendmenos. Entretanto, existem muitos outros fendmenos, igualmente
importantes, nos quais esse principio € quebrado parcial ou totalmente. A quebra parcial ou
total desse principio significa que modos normais com diferentes valores proprios ja nao sao
mais independentes entre si € comec¢am, portanto, a interagir uns com os outros. Tais interacdes
resultam em termos nao lineares no sistema de equagdes que descrevem o sistema, ou em outras
palavras, em termos que envolvem o produto de varidveis dependentes [4].

A gama de efeitos ndo lineares € tdo grande que uma classificag@o se faz necessaria. Uma
maneira de categorizar € conforme se a nao linearidade € forte ou fraca. Em situacdes nas quais
os efeitos ndo lineares sdo suficientemente fracos, é razodvel supor a teoria linear como primeira
aproximacao e a partir dela construir um modelo nao linear para o sistema, como por exemplo,
adicionando alguma perturbagdo de baixa amplitude. Ja para os efeitos mais fortes, a teoria
linear falha completamente e o comportamento nao linear deve ser incorporado a formulagdo
diretamente.

Este capitulo tratard de como ondas em plasmas podem afetar a fun¢ao distribuicao de
velocidades das particulas na abordagem da teoria quase-linear. A formulacdo a ser apresentada
abordaréd exemplos relativamente simples, visando dar um caréter diddtico e auto-contido ao
presente texto, resumindo procedimentos que podem ser encontrados em livros-texto bem
conhecidos, como as Refs. [18], [3] e [7].

3.1 Sistemas de Equacoes Vlasov-Maxwell na Aproximacao
Quase-Linear

Na aproximagao linear supomos que tanto as fungdes distribui¢do quanto os campos
sdo compostos por uma contribui¢do de equilibrio e uma perturbacdo de pequena amplitude.
Consideramos também que as contribui¢cdes de ordem zero sdo independentes do tempo €, a
partir das equacdes para as perturbacdes, as quais sdo de ordem um, obtemos a relacdo de

29
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dispersao (2.44). Por exemplo, supondo oscilagdes eletrostaticas e considerando a distribuicao
de equilibrio do tipo Maxwelliana, obtivemos a parte real e imagindria da frequéncia das ondas
de Langmuir, conforme equagdes (2.52).

A teoria em plasma que leva em conta os efeitos das oscilagdes na parte ndo oscilante da
func¢do distribuicao, mas ainda assume a validade do principio da superposi¢cdo, € chamada de
teoria quase-linear e esse tipo de aproximacgao para estudar oscilacdoes em plasma é chamada
de aproximacdo quasi-linear. Quando obtivemos a aproximacdo linear da equacdo de Vlasov,
supusemos que a fun¢do de equilibrio, f,q, era independente do tempo. Agora na aproximagao
quase-linear, vamos admitir que a f,o possa variar com o tempo, embora de forma bem mais
lenta que a variagdo das perturbagdes, e também que | fo1 | fa0-

Seja um plasma ndo magnetizado. Supomos uma pequena perturbacdo na distribuicao e
no campo elétrico do plasma

fa = faO + fala
(3.1)
E=E;+ E;.
Partimos da equacdo de Vlasov para o caso eletrostatico para particulas do tipo «
8 [0 (0%
ot Me
O campo elétrico E pode ser obtido através da Lei de Gauss,
VE:MXMMmeNﬁm. 3.3)

Para obter as equacgdes para a evolugdo temporal das quantidades de ordem zero e de
ordem um, vamos introduzir médias espaciais das quantidades de interesse. A média espacial da
func¢do de distribui¢do de velocidades € expressa da seguinte forma:

<fa(I',V,t)> = <fa0(va t)> + <fa1(I',V,t)> ) (3.4)

onde a média de f, é dada por
1
<hmmwpﬁ;/hmmwm. (3.5)

As flutuagdes relacionadas a f,,; s@o aleatdrias, sendo assim, sua média € nula e, conse-
quentemente, a média da fun¢ao de distribui¢do serd a propria fungao de equilibrio:

<fa(I',V, t)> = fao(Vat)- (3.6)

O termo de primeira ordem na expressao do potencial elétrico tende a zero nas extremi-
dades, entdo a média espacial do campo elétrico de primeira ordem também sera nula:

1 poe(rt)
(E(r,t)) = v o dr = 0. 3.7)




CAPITULO 3. REVISAO DA LITERATURA - TEORIA QUASE-LINEAR 31

A média espacial da equagao de Vlasov € dada pela seguinte equacao

0 (fa) 0 Ofa\ _
5 TV (fa) + m—a <E-av> = 0. (3.8)

Estamos considerando E; = 0, assim o campo elétrico terd apenas a contribui¢do de
ordem um e serd denotado como E;. Substituindo (3.1) ficamos com:

Ofa 0 Ofa dfa
({);0 +v- <ar(fa0 + fa1>> o [<E1> afVO + <E1- gvl>] =0. (3.9)

Temos que o segundo termo € anulado, pois tanto a derivada espacial de f, quanto a
média da derivada de f,; sdo zeros. No terceiro, a exemplo de (f,1), a média espacial de E;
também vai a zero e obtemos, portanto, uma equacao para a evolucao temporal de f:

afon - _qi <E1'afal>.

(3.10)

ot my ov

A equacio (3.10) pode ser substituida no termo referente a derivada temporal de f,o na
equacao (3.2), resultando em

afod afal qo afocO afocl afod o
otV o T B +malEl S —<E1. e >] —0. (3.11)

termos de segunda ordem

Os termos de flutuagdes de segunda ordem, assinalados em (3.11), tornam o sistema de
equacdes Vlasov-Maxwell aberto. Dessa maneira, sempre precisaremos adicionar termos de
ordem n + 1 para obter equagdes que descrevem a evolugdo temporal do sistema, envolvendo
flutuagdes de ordem n. Entretanto, nessa aproximagao, esses termos sdo muito menores do que
as flutuagdes de primeira ordem e podem ser desprezados. Com essa aproximagao, obtemos uma
equacdo que ¢ formalmente igual a equacgdo obtida na aproximacao linear, com a diferenca de
que agora a f,o varia no tempo:

8f al af al o af a0

) e g
ot v or +ma U ov

= 0. (3.12)

Assim, temos um sistema acoplado constituido pelas equacdes (3.3), (3.10) e (3.12).
A aproximacdo quase linear é entdo baseada em duas escalas de tempo: ondas de f,q variam
lentamente em relagdo a f,; e essa evolucdo € descrita pela equacao (3.10).

Na préxima secao serd discutido quais as consequéncias dessa mudanca na distribui¢ao
de particulas do plasma.

3.2 Equacao de Difusdao Quase-Linear

O nosso objetivo com a aproximacgao quase-linear € obter resultados para instabilidades
geradas por efeitos ndo lineares, entdo trataremos somente 0 caso em que existe regido com

8fa0/aV > 0.
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Supondo que a solucio tanto para f,; quanto E; seja tipo ondas planas,

fal = fakei(k.X_Wt%

. (3.13
]5)1 _ Ekez(k-xfwt). )
E aplicando na equacdo (3.12), assim pode-se rescrevé-la em termos de k e w,
8fa0
do Ek " Tov
ok = —— ————H—. 3.14
Joi me ik - v —w) (314)
Da Lei de Gauss,
E . 6fa0
podemos escrever o campo elétrico em funcao do potencial E = —V ®, entdo
9 q . afaO
K2y = 4 ao‘/icbd 3.16
K = 47 Z Moy kv o) V. (3.16)

E, supondo o caso unidimensional, do mesmo modo que foi feito na aproximagao linear,
chegamos a equacdo de dispersao

Ofac)Ou ,
1—2 /Lu_w/‘mdu 0. 3.17)

A equagdo (3.17) tem a mesma estrutura que a encontrada na aproximacao linear (2.44),
a diferenca é que agora f,o representa a média espacial da funcio de distribuicio de velocidades
e varia lentamente com o tempo de acordo com (3.10). Por conta dessa lenta evolug¢do temporal,
o uso dessa relacdo € valido somente para o caso em que o nimero de particulas ressonantes €
muito menor do que o nimero total de particulas do sistema [3].

O objetivo agora é obter a equagdo para a evolucdo temporal de f,.o. De (3.10), temos

8faO . afozl - 9,
315 - _m7a V/El - _%V/d ( Elfocl) fal% El) (3 18)

———/dx— (Bufur) = =22 o [ dx By fadk,

onde levamos em conta que o campo elétrico independe da velocidade.

Podemos também reescrever E; e f,; em termos das transformadas

1 )
) /Ek (w)ez(kx—wkt)dk,

El(X, t) = (27

(3.19)
/fak i(kx— wkt)dk7

e, utilizando (3.19) em (3.18), obtemos

afao o 10 1

_ e - - E z(kx wict) i(k - x—wyst) k/

o  ma VoV /\/[(2#) @) ik / 3 Jare (@ d ]dx
(3.20)
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mas sabemos que, no limite IV — oo, da defini¢do da delta de Dirac,

1 , /
i(k+k’)-x — Sk + K
2n)? /e dx =6k + k'),
entao, o
ald Qo i(wgtw_xk)t
= ——— E_yx kTP k 21
ot maV27r3 a/ w)Jaxe (3-21)

3.2.1 Coeficiente de Difusao Quase-Linear

Na aproximacdo quase-linear as interacdes ndo-lineares ndo sio levadas em conta nas
equacgdes para as perturbagcdes, no entanto sdo mantidas na equagao para a evolucao temporal
da funcao de distribuicao de velocidades de ordem zero [58]. Esses efeitos sdo observados em
fao(v,t) como mudancas na sua forma e essas mudangas se devem a efeitos de difusdo no espago
de velocidades. Tanto a intensidade, quanto a forma dessa difusdo sdo dadas pelo coeficiente de
difusdo quase-linear.

A fim de expressar (3.21) em termos de f,q, € preciso verificar algumas propriedades de
FEx e w(k) no espago de Fourier [4]. Seja a transformada de Fourier unidimensional do campo
elétrico

Blo,t) = 5- / E(k)eitke==®0) g, (3.22)

note que o lado esquerdo da equagdo deve ser real pois representa uma quantidade fisica.
Tomando agora seu complexo conjugado temos

U
B'(a,t) = o / B ()it 00 g (3.23)

Determinamos as propriedades de paridade determinando uma nova varidvel de integracao
k' = —k e notando que [*2° dk corresponde a [*2° dk’, uma vez que dk’ = —dk e que os limites
da variavel k£ (—oo, +00) correspondem aos limites (400, —o0) varidvel k£’ [4]. Com isso, a
equacdo (3.23) pode ser escrita da seguinte forma:

E(I t /E* k?/) i(K z4w* (—K)t) dk?/
(3.24)
/E* k’z-‘,—w (— k)t)dk
T or ’
onde utilizamos o fato de que E(x,t) = E*(z,1).

As equacodes (3.22) e (3.24) sdo idénticas no lado esquerdo, entdo o lado direito das duas
também devem ser. Entdo, F(k) e w(k) devem satisfazer condi¢des de paridade, que em trés
dimensdes podem ser expressas, respectivamente, como:

E(k) = E'(~k),

w(=k) = —w'(k),

onde o superindice * denota o complexo conjugado, e onde passamos a usar E(k) ao invés de
E(k), por simplicidade. A exemplo do que foi feito na aproximagio linear, a frequéncia w(k)
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pode ser escrita como uma soma das partes real e imaginaria: w(k) = w, (k) + iw;(k). Dessa
forma, a condicdo de simetria fica

wr(=k) +iw; (k) = —[w, (k) + iw;(k)]*

= —w, (k) + iwi(K). (5-23)

Com isso, conclui-se que w,(—k) = —w, (k) e também que w;(—k) = w;(k), ou seja, a
parte real da frequéncia w(k) € uma fun¢do fmpar, enquanto que a parte imagindria é uma fungio
par em k [4]. Com base nessas conclusdes, podemos reescrever o argumento da exponencial
da equacdo (3.21), e em conjunto com a equacao (3.14), teremos uma equagao para a evolucdo
temporal de f,o em termos da amplitude do campo elétrico,

afon o qgé 1 1 0 / Efk'Ek afo¢0
{

ot mzV 23 v Ji(k-v—w) Ov dk. (3-26)

O campo elétrico pode ser relacionado com o potencial da seguinte maneira

Ey — —ik®,

E_x =tk®_y, (3.27)
E. - E_

O P_y = %7

de forma que a equacgdo (3.26) pode ser escrita como

Ofoo _aa 1 1 0 P_k Py O fuo
ot m2V (21)% Ov / i(k-v—w)k<k ov | (3.28)

E importante lembrar que, pelas propriedades de simetria no espaco de Fourier, temos
Oy (t) = P_k(t). Expressando os produtos escalares de (3.28) em forma de somatdrios e
utilizando as rela¢des de (3.27) obtemos uma equacao diferencial de segunda ordem, conhecida
como "equacdo de difusdo quase-linear":

afocO o a ”afocO
ot n % 8’02‘ [DU 8vj ‘| ’ (329)

onde D;; € o coeficiente de difusdo quase-linear, o qual tem a seguinte forma

21 1 E, E_
D, = o / T k2K gk;dk. (3.30)

- m2 V (2n)3 k-v—w)k?

Conclui-se, portanto, que a teoria quase-linear leva a difusao lenta de f,o devido as ondas do
plasma.

3.2.2 Densidade Espectral

Uma questdo importante a ser abordada diz respeito a conexao entre a evolugao das
ondas devida aos efeitos nao lineares e a evolugdo da fun¢do de distribui¢do de velocidades. Ja
vimos que a difusdo das particulas no espaco de velocidades depende do coeficiente D;;, que por
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sua vez depende da amplitude dos campos das ondas, mas ainda ndo conhecemos em detalhe a
dependéncia entre a evolu¢do das ondas e a da funcao distribuicao.

Tomando a média do quadrado do campo elétrico, dividida por 87, temos:

B2 11 1 1 L
ZEN = 2 (g /E kX gk - /E i x g 331
<87T> 81 V / * (2m)3 ke (2m)3 e (3-31)

Utilizando a representacdo integral da funcao delta de Dirac, temos

E2\ 11 1 .
<87r>‘ S vy ] B Fes [ & (-32)
em que )
11 |Ex(1)]

¢ conhecida como densidade espectral do campo elétrico associada com o vetor de onda k[7].

Sabemos que & (t) varia com o tempo, conforme as ondas vdo sendo amplificadas
ou absorvidas. Devemos lembrar que essa quantidade representa a intensidade espectral das
flutuacdes que ocorrem no plasma, ou seja, essas ondas oscilam com a parte real da frequéncia
determinada pela relacdo de dispersdo e tem uma amplitude lentamente varidvel, dependendo da
parte imagindria da frequéncia [59, 34]. As amplitudes dessas ondas sido proporcionais a e*i’, de
modo que podemos escrever

11 [Eg|?
Sk@)_**‘ k| o2wi(k

=V s = et (3.34)

Podemos também escrever na forma de uma equagdo diferencial,

D& (t)
at

= 2uw;(K)Ex(b). (3.35)

Substituindo (3.32) em (3.30), obtemos uma expressao que relaciona a amplitude do
espectro das ondas geradas por efeitos nao-lineares a difusdo da funcdo de distribuicdo de
velocidades:

2
q Ek
D;; =38 7&/—/{2/{ dk. 3.36

! Wmi ik -v—w)k? "’ (3.36)

A expressdo (3.36) € bastante simples; no entanto, temos um denominador o qual depende
da frequéncia w, que € uma quantidade complexa, e, portanto, ndo tem a forma mais interessante.
Para buscar uma expressdo mais conveniente, € preciso multiplicar e dividir o coeficiente D;; de
(3.36) pelo complexo conjugado de (k - v — w)

Dij =

2 . 1. . %
ﬂqi/ . Exkik; (k-v—w") Jk
i

m2 k-v—-w)k? (k-v—w")

(3.37)

dk.

_ 7rqi/gkkikij[k-V—wr(k)+z'cui(k)
ik? | k-v—wl?
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Agora, separando essa ultima em dois limites de integracdo, de —oo até 0 e de 0 até
+00, invertendo os limites de integracdo e, fazendo a troca de k — —k ficamos com a seguinte
expressao para o coeficiente de difusdo:

qa o gkk’ik'j [—k V. — wr(_k) + Zwl(_kﬂ
Dy =5 O e oo e

(3.38)

Exkik; kv —w(k) + iw;(k)]
+/ ik?2 (kv —w.(=k))?+w?(k)] dk}

Usando a simetria de w(k), € fécil verificar que D;; pode ser escrito da seguinte forma:

o Ga [F wi(k)&k(t)
Dy =3 [ B w0 T o -39

Considerando que, no contexto de validade da teoria quase-linear, a parte imagindria da
frequéncia deve ser pequena a fim de garantir evolucao temporal lenta, podemos usar a seguinte
propriedade matematica:

Wi

li
130 (k-v—w)?+ w?

=nik -v—w). (3.40)

Dessa forma, obtemos um conjunto completo de equagdes auto-consistentes da aproxi-
macao quase-linear:

8fa0 o a afoz(]
ot N Z a’l]i [Dl] an ] ’ (341)
onde ) Kok
4a
Dij = ﬂ—migé k2] Sk 7T5(k VvV — )dk, (342)
) o€
E;t(t) = 2uw; (k) E (). (3.43)

Cabe lembrar que a parte imagindria da frequéncia das ondas, w;, que aparece na equagao
para a evolugdo do espectro das ondas, é obtida através da solucdo da relagdo de dispersao,
que, como vimos, depende da distribuicdo f,o. O conjunto de equacdes obtidas (3.41)-(3.43)
através das suposicdes (3.6) e (3.7), além da hipétese que |w,.| > |w;|, obviamente contém menos
informacgao que o conjunto original de equacgdes (3.2) e (3.3), e, além disso, tem uma regiao
de validade mais limitada. No entanto, tais deficiéncias sdao compensadas pela simplicidade do
sistema final de equagdes da teoria quase-linear [62].

3.3 Leis de Conservacao na Teoria Quase-Linear

Um aspecto importante a ser destacado da aproximacao quase-linear é a presenca de leis
de conservacgdo. Tais relagdes sdo extremamente fortes na fisica e sdo consequéncias naturais
do conjunto original de equagdes. Nas proximas subse¢des os argumentos de f,(v,t), Ex(t) e
D,;(v,t) serdo suprimidos para uma notagio mais compacta.
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3.3.1 Conservacao do Numero de Particulas

Diretamente da variagdo temporal do nimero de particulas, temos

(9 - 8fon
- / Moy fop AV = / na e dv. (3.44)

E, substituindo 0 f,o/0t diretamente de (3.41)

/ afao / Z ( w%faO) dv
= [ dv; [ dvy — Dij% dv;
/ / /%: ov; ( o0v; )
_ /dvj /dvk 2; <Dij5’ajzzo> oo

ON,
= % =0.

(3.45)

Temos, assim, que o nimero total de particulas de uma mesma espécie € constante.
Consequentemente, a densidade de probabilidade para cada componente do plasma mantém sua
normaliza¢do a unidade em qualquer instante de tempo.

3.3.2 Conservacao de Energia

Nesta subsecdo vamos mostrar que a densidade de energia cinética das particulas somada
a energia das ondas € conservada. Para mostrar tal propriedade, fazemos a variagao temporal da
energia cinética das particulas e, ja substituindo 0f,o/0t de (3.41)

0 1 1 0 Ofu
g <Za: JMaMMa /V2fa() dv) =3 gnama ZZj/anvi (Dij (%jO) dv

1 ' 2 8 afaO 2 8 afon
2 ; Hala ;/ [UZ Bvi ( " 8Uj ) + kz;éz Yk 8vi ( “ 81)]- dv

Realizando a integragﬁo por partes e reorganizando os termos, ficamos com

=X e Z v Dy aaf 20 (3.47)

onde F, € a energia cinética associada as partlculas. Substituindo a expressdo (3.36) para o
coeficiente de difusdo quase-linear obtemos:

8E

(3.46)

vk afa[)
dv.

QZpraZ/kgkdk/k.v

Reescrevendo como um produto escalar e adicionando o termo (+w — w) no numerador da
integral em v temos o seguinte resultado [18]:

, (k-v— w—l—w)k O f a0
22/ dkzpa/ v o e

8fa0 wk - 8fa0/av
=2 /ﬁdkz po‘/[ ov k-v—w ] dv.

(3.48)

—w OV

(3.49)
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O primeiro termo dentro dos colchetes € nulo e, usando a relacao de dispersao (3.17) no segundo

teremos OF
=L =i / oy (k) + s (k)] dk. (3.50)
E, uma vez que w, (k) é uma fun¢do impar em k e w;(k) par, apenas o termo envolvendo w; serd
diferente de zero na integracdo em k. Entao temos
OF
52+ /Qwi(k)ﬁk dk = 0. (3.51)

Fazendo uso da relagdo (3.43)

9 [E,, + /Ekdk} — 0,

ot (3.52)

E, + E,, = constante.

Esse resultado nos mostra que a energia das particulas somada a energia das ondas,
E, + E,, é conservada. Em outras palavras, hé troca de energia entre ondas e particulas e, assim,
a energia ndo € conservada, individualmente [4].

3.4 Aplicacao da Teoria Quase-Linear: Instabilidade Bump-
in-tail

A incidéncia de um feixe de elétrons em um plasma pode dar inicio a processos turbulen-
tos que envolvem a geracdo e amplificacdo de ondas eletrostéticas de alta frequéncia através de
efeitos lineares e ndo lineares relacionados a interacdo onda-particula. A interacao das particulas
do feixe incidente com as ondas presentes no plasma ocorre via ressonancia, levando a alteracoes
na funcao de distribui¢ao de velocidades dos elétrons e no espectro das ondas, um processo
conhecido como “instabilidade bump-in-tail”. Esse nome esta relacionado a existéncia de um
segundo pico na distribui¢ao de velocidades, na regidao do feixe de particulas, criando uma regiao
onde a derivada da func¢do de distribui¢do € positiva, condi¢cdo propicia ao aparecimento de
instabilidades.

Quando a instabilidade € pequena e o crescimento das ondas € lento, emprega-se, como
uma primeira aproximacao, a teoria quase-linear para descrever como as ondas afetam a distribui-
cdo de velocidades de equilibrio do plasma. A transferéncia de energia entre particulas e ondas
continua até que o sistema atinja um estado estaciondrio [3, 34]. Efeitos ndo lineares relacionados
a interacdo onda-particula e a intera¢des onda-onda, de ordem mais alta, podem levar a geragdo
da chamada “turbuléncia de Langmuir”, e também a emissdo de ondas eletromagnéticas, através
de processos conhecidos como decaimento e espalhamento de ondas. Essas interacdes sao
observadas na natureza como, por exemplo, fendmenos de emissao de radiag¢ao solar dos tipos
II e III, além de ser uma ocorréncia comum em plasmas de laboratério, como foi demonstrado
experimentalmente em [16].

3.4.1 Troca de Energia entre Particulas Ressonantes e Nao Ressonantes

Na secdo 3.3 vimos que a soma da energia associada as particulas com a energia prove-
niente do campo elétrico das ondas € constante. No entanto, para uma melhor compreesao do
comportamento das particulas € preciso distingui-las entre ressonantes e nao ressonantes.
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Seja um plasma Maxwelliano unidimensional, considerando ondas de Langmuir. Temos
que a variacdo temporal da energia cinética das particulas pode ser dividida na soma da variacio
de energia associada as particulas ressonantes F,, € as ndo ressonantes [,

OE, _ OE,, n OE,nyr . (3.53)
ot ot ot
E, a partir da equacdo (3.47), analisando primeiramente a variagdo de energia cinética das
particulas ressonantes, temos

ok,

_ %: Nt / v D" aggo . (3.54)

O termo D" corresponde ao coeficiente de difusdo quase linear associado as particulas
ressonantes o qual, em uma dimensao, tem a seguinte forma [4]

872> 1
D= mfa /5k| ARCALILS (3.55)

Sabendo que para ondas de Langmuir as partes real e imagindria da frequéncia sao dadas
por

3
R (1 + 21&%&) X e, (3.56)
2
7T<")pe afon
=7 \ 3.57
Vit o 1 | ov oo I (3.57)

E usando a defini¢do da frequéncia w,., a equacdo (3.54) pode ser escrita como:

8Ep,,_ afon
27Tw /5kdk/v|k|5< |k‘|> B

Wy afa[)
= 27w e/Ek dk
! U NN
_ _2/2% &, dk (3.58)
0
-2 dk
ot U € }
OE, ) OE,,
ot ot

Um aspecto interessante a ser observado € que as particulas ressonantes do plasma ga-
nham duas vezes a energia perdida pelas ondas. Foi visto na se¢@o anterior que a energia cinética
de todas as particulas permanece constante, sendo assim, particulas ndo ressonantes deveriam
ceder energia as ressonantes. De acordo com (3.51), (3.53) e (3.58) temos:

O, _ 0B, 0By,
ot Ot ot
OF, OE, OE,
_ w - w nr 3.59
o - 2o o (3-59)
OE,,, OE,

ot ot
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Como resultado obtemos que, quando a energia das particulas que estdo fora da regidao de
ressonancia aumenta (e/ou diminui), a energia das ondas também aumenta (e/ou diminui) e isso
se dd as custas (em beneficio) das particulas ressonantes.

3.4.2 O comportamento da Funcao Distribuicao de Particulas

Particulas ressonantes

Podemos definir f.q, como a distribuicdo inicial dos elétrons ressonantes, isto é, elétrons
os quais estejam com velocidades préximas a regido de ressonancia v ~ w/k, e uma amplitude
espectral £(k, t) finita. Para essas particulas temos a seguinte equacdo de difusdo quase-linear
unidimensional:

afeOr o gDrafe()

ot v 81}
87T e? d feor
" oo V & *5 (=52) % dk] (3.60)
. 87(262& gk;:w,«/|v| afeﬂr
om2 v ICH I R

onde foi utilizado D", o coeficiente de difusao associado as particulas ressonantes ja mencionado
anteriormente em (3.55).

Na ressonéncia, podemos substituir 0 f.q,./0v de (3.57)

O feor B 872622 gk::wr/\v| ( 2k%w; )
ot me v | lvl Amwen ey, (3.61)
_ 2wpe 2 2wzgk
neme Ov \ | v |2

onde na ultima linha foi utilizada a seguinte aproximagao: w, = wp., de acordo com (3.56). Com
(3.51) a expressdo acima pode ser escrita da seguinte forma

0 pre 0 gk B
a [feOr - neme% <| y |3>1 = 0.

Realizando a integracdo com respeito ao tempo obtemos

feOr(U7t) - f80T<U70) = 73:}7];;6861} <| i‘k|3> : (362)
Por definigdo & (“=,t) € nula para qualquer valor de velocidade v que ndo esteja dentro dos
limites de ressonancia v]"*" < v < v;"**, pois fora desse alcance, ndo existem ondas para as quais
as particulas podem entrar em ressonancia. Admitindo que n.,.(t) corresponde ao nimero de
particulas ressonantes no instante ¢, integrando, agora, a equacgao (3.62) em relagdo a velocidade
e dentro dos limites da ressonancia podemos verificar que

max max

v,

/UT, feOr(Uat) d’U = / T_ feOr(U7 0) d’U

Ner(t — 00) = ner(t = 0).
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Dessa forma, o nimero de particulas ressonantes permanece inalterado com o passar
do tempo. A equacdo (3.58) revela que a energia associada as particulas ressonantes nao €
conservada e pode ser transformada em energia para as ondas; no entanto, acabamos de observar
que o numero de particulas € constante. Uma mudanca na energia dessas particulas sem alterar
seu nimero sé € possivel ajustando o ndmero das que estio um pouco mais lentas e rdpidas
do que w/k. Por exemplo, caso haja uma diminui¢do no ndmero de particulas com velocidade
v ~ (w/k)_, deve haver, obrigatoriamente, um correspondente aumento no nimero de particulas
ressonantes com velocidade v ~ (w/k), e esse processo promove uma transferéncia liquida
de energia da onda para as particulas, o que caracteriza o amortecimento de Landau e requer
Ofeor/O0v < 0. O produto do aumento do ntimero de particulas com v ~ (w/k), e o decréscimo
das particulas com v ~ (w/k)_ nivela f., e forma um plato [4].

Particulas nio ressonantes

Assim como para a parte ressonante, podemos atribuir uma funcao distribuicao de
velocidades associada as particulas nao ressonantes f.,,, €m outras palavras, aquelas que
satisfazem (kv — w,.) # 0. A equagdo de difusdo associada a essas particulas é dada por [4]

afeOnr o a Dnr afeOm‘

ot v ov
2w 9 w; Ofeo
_ pe 1 eOnr
/ ¢ d

" nem, Ov kv —w)? Ov

(3.63)
k.

A grande maioria das particulas ndo ressonantes possui velocidade muito menor que a
onda v < w,/k, de forma que podemos assumir w? ~ wﬁe. Assim temos

afeonr . 1 a afeOnr
= o / 26 00,5 dk. (3.64)

Substituindo (3.43) e integrando em relagdo ao tempo

2
afe()nr _ 1 la/g(k7t)dk‘| 8 feOnr
ot NeMe | Ot ov?
X 9t (3.65)
feOnr(Ua t) - feOnT(U’ t) = mon [/ (5(]{:7 t) - g<k7 0)) dk] 8527”“.

O lado direito da equagdo acima € nulo para velocidades fora da regido ndo ressonante.
Sendo assim, se integrarmos em dv dos dois lados, € f4cil verificar que o niimero de particulas
ndo ressonantes também permanece inalterado com o passar do tempo. Podemos assumir que,
para um tempo suficientemente longo, o espectro inicial de ondas € totalmente absorvido e,
assim, escrever

82 eunr
/ S(k,o)dk} (;;g | (3.66)

feOnr(Ua OO) = feOnr(Uao) - 777,171 {

2 . o~ . 2 .
E importante notar que na regido de velocidades onde % > () haverd uma queda no

., , ~ e~ 2 . . c o~
numero de particulas ndo ressonantes € na regiao % < 0, um aumento. Em distribui¢des do
tipo Maxwellianas desenvolver-se-ao dois platds, conforme mostrado na Figura 6.6: na regido de
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baixas velocidades e outro na regiao de altas velocidades com um gradiente acentuado entre eles.
A difusdo que ocorre no espago de velocidades leva a um “achatamento” da funcdo distribui¢ao
na regido entre o corpo € o feixe, com o desaparecimento da derivada na distribui¢do. Ocorre
também um ligeiro resfriamento da distribui¢do na regido nao ressonante em fun¢do da energia
que as particulas ndo ressonantes cedem as ressonantes, COmo veremos a seguir.

cy

Figura 3.1: Funcao distribui¢do para os elétrons levando em conta o tempo inicial t = 0 e o
tempo final ¢ = oo, tanto para as particulas ressonantes, como para as ndo ressonantes [4].

A fim de verificar tal fendmeno, podemos definir uma temperatura efetiva 7, ¢ e sua

variagdo no tempo como
ATy) _2d

dt N, dt
A expressao entdo pode ser integrada

/ £k, t)dk, (3.67)

T.(t) =Ty + 5 /E(k;, 1)dk, (3.68)

e assim obter uma expressdo para a temperatura em fungdo do tempo e da amplitude espectral.
Atente que 7 € a temperatura na qual o espectro de ondas € nulo. Utilizando as expressoes
(3.65) e (3.67) obtemos

afeOnr o d Tef aneOnr

ot dt (2m) ov?
E se a funcdo distribui¢do fc,, for considerada como fun¢do de 7¢; ao invés de ¢, a equacio
(3.69) pode ser rescrita da seguinte forma:

8.fe()n’/‘ - iazfeOnr
INT.;) 2m 02’

(3.69)

(3.70)

e tem a seguinte solucdo

_m_(#)
eOnr — Tle ¢ . 3.71
Jeo n 27TTef<t)e ( )

Ao substituir o termo T ¢(t) pela expressdo encontrada em (3.68) e obtemos uma relagdo direta
entre a func¢ao distribuicdo das particulas ndo ressonantes e a amplitude espectral [18, 4]

29
m/27T _<TO+2m}£(k t)dk)
cOnr = Te ne ’ . 3.72
Jeo n\lToJrnQefS(k,t)dke (3.72)
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Assim, o amortecimento da onda, isto é, a absor¢ao do espectro E(k, t) corresponde a
um resfriamento efetivo das particulas ndo ressonantes. Como mostrado em (3.51) e (3.59),
essa reducdo da energia cinética das particulas ndo ressonantes e da energia associada ao campo
elétrico corresponde a uma transferéncia para as particulas ressonantes [4]. Da mesma forma,
um aumento da energia das ondas, como ocorre na instabilidade bump-in-tail, corresponde a um
aquecimento efetivo das particulas ndo ressonantes [18].



Capitulo 4

Revisao da literatura - Teoria de
Turbuléncia Fraca

Processos e caracteristicas de excitacdo e saturacdo de ondas eletromagnéticas por um
feixe de particulas, como por exemplo a instabilidade bump-in-tail, podem ser bem descritos pela
teoria quase-linear [18]. No entanto, fendmenos nao-lineares sdo fundamentais no estudo da inte-
racdo feixe-plasma. Nesses processos ocorrem interacdes entre ondas de mesmo tipo e diferentes
comprimentos de onda e também interagdes de diferentes tipos de ondas. Podem ser geradas, por
exemplo, ondas eletrostaticas retroespalhadas, harmonicos da frequéncia fundamental e ondas
eletromagnéticas (ondas T transversais). Quando esses efeitos sdo de pequena magnitude, e sao
levados em conta apenas em baixa ordem, temos a chamada teoria de turbuléncia fraca.

Sua formulagdo teve inicio entre o fim dos anos 1950 e inicio dos anos 1970, na sua
grande maioria por cientistas da extinta Unido Soviética, como por exemplo A. A. Vedenov, E.
P. Velikhov, R. Z. Sagdeev, N. V. Tsytovich, entre outros. A maior parte da teoria encontrada
na literatura € concentrada no estudo do caso eletrostatico em plasmas ndo magnetizados e,
quando efeitos eletromagnéticos sdo incorporados as andlises, frequentemente aparecem apenas
no sentido formal. Recentemente, a teoria de turbuléncia fraca foi abordada a partir de primeiros
principios, de forma sistemadtica, inicialmente incluindo apenas oscilacdes eletrostéticas, depois
incorporando o efeito de intera¢des eletromagnéticas [63, 64]. Esse desenvolvimento pode ser
motivado considerando que a interacdo feixe-plasma € caracterizada ndo sé por turbuléncia de
Langmuir como também por emissao de radiagcdo eletromagnética (EM). Como bons exemplos
de efeitos desse tipo de interacdo na natureza podem ser mencionados os fendmenos de radiagdo
solar dos tipos 11 e II1.

A geracgdo e emissdo de radiacdo eletromagnética € um subproduto de processos nao-
lineares da interacdo feixe-plasma [63]. A emissao de radia¢do é o resultado da conversao
parcial da energia cinética do feixe de elétrons em radiacdo EM, e esse processo é dado da
seguinte forma: num primeiro momento ha a excitagdo de ondas de Langmuir (L), por meio da
instabilidade bump-in-tail. Ocorre entdo o acoplamento nao linear, envolvendo os fendmenos de
decaimento e espalhamento, que converte parte da energia das ondas turbulentas em radiacao
EM. O processo envolve uma fusao das ondas de Langmuir primadrias e retroespalhadas, gerando
radiacdo eletromagnética com frequéncia igual ao dobro da frequéncia de plasma (2w,,.), também
chamado de primeiro harmonico 2H, e/ou o decaimento de ondas L. em uma onda transversa
(7)) na frequéncia de plasma (emissdo fundamental F') e uma onda do tipo fon acustica (5).
Tal cenario é bem discutido na literatura, tendo sido delineado ha mais de meio século [13], e

44
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analises mais detalhadas se fazem necessarias [63, 64, 65, 72, 73].

4.1 Formulac¢ao Teérica

Recentemente, a teoria foi formulada a partir de primeiros principios, de forma sistema-
tica, primeiro numa abordagem eletrostatica, mais tarde introduzindo efeitos eletromagnéticos
[63, 64, 65], obtendo um conjunto completo e autosuficiente de equagdes que descrevem o
sistema. Nesta subsecdo serdo apresentadas as equagdes cinéticas para os modos normais de
ocilacdo do plasma e para as particulas, bem como a caracterizacdo de cada termo. Uma revisdo
detalhada de toda formulacdo que serd aqui apresentada pode ser encontrada na dissertacao
de mestrado Evolucdo ndo linear de ondas eletrostdticas e eletromagnéticas no contexto da
teoria de turbuléncia fraca em plasmas, publicada em 2014, e também em trabalhos como os ja
mencionados [63, 64, 65], bem como em trabalhos mais recentes, como [74, 75, 76, 77].

4.1.1 Equacoes Cinéticas das Ondas L, SeT

As intensidades dos modos normais de oscilacdo, as eletrostdticas Langmuir (L) e
fon acusticas (.5), e eletromagnéticas transversais (71'), podem ser definidas pelas intensidades
espectrais dos campos elétricos e magnéticos correspondentes. Para os modos longitudinais
eletrostaticos, as intensidades I para o = L, S sdo definidas por:

OB = 3 30w — owp).

o=+1 «

Para as ondas transversais (7°), as intensidades dos campos elétrico e magnéticos sao
dadas respectivamente por:

2

ck
(6B )y

<5Ei>k,w = Z IIZT(;(W - lejg), <5Bz>k7w =

o==+1

As formas das relagdes de dispersdo para as ondas L,S e T" sdo respectivamente:

wi = wpe(1+ 3K°AH)",
wy = kCs(1+3T;/T.) (1 + k*X3)~1/2, 4.1

wi = (Wh + K2,

onde a frequéncia de plasma, w,. € o comprimento de Debye A sdo definidos da seguinte forma:
Wpe = (4mnee?/m.)Y? e Ap = (T./47n.e*)V? = vy, /v/2wWpe. Temos que n..e, m,, T, sio,
respectivamente, densidade, carga elétrica, massa e temperatura dos elétrons e 7; € a temperatura
dos fons. Também definimos a velocidade térmica dos elétrons vy, = (27 / me)l/ 2 e a velocidade
fon actstica C, = (7,,/m;)"/?, na qual m; é a massa dos fons.

O conjunto de equacdes que descrevem o comportamento dinamico das intensidades das
ondas serd descrito a seguir. Primeiro, temos a equagao cinética para as ondas L:
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OIgF  Ame?
ot m.k?

/ dvi(owt —k - v) (n 2F,(v) 4 mowgk - oF. (k)10L>+ > / dK' Vil

o o=%1

/ " "

Lyjo Ljo S ' Lyo S joL

ka [k/ [k—k/ g wk’]k—kllk I LI S
Hk—x’ Hr—x/

+Z/dk’/dkak le(awkI",L o W IGHFe(v) + F(v)]

pe

L e 1o’ g OF;(v)
o 101 (k — K) - Iy ] X dlowt — o'wl — (k = K) - v],
4.2)
onde os coeficientes VkLk,, Ulfk, e ux—x sao dados pelas seguintes expressoes:
Vi, melowt e w(k —k')?
kok 272 k2k? |k — K |[¥
UL, = “‘”%622 (k _ lf/)Q, (4.3)
’ nemiws, kK2
me\ /2 37, 1/2
Mkk’_|k|3A3< ) <1+ > .
mZ Te

A primeira integral em velocidades do lado direito da equacgdo (4.2), o qual contém a
condicdo de ressonancia d(cwl — k - v), representa os processos de emissdo espontinea (pro-
porcional a F,(v)) e induzida (proporcional a OF,(v)/dv) das ondas de Langmuir. Tais termos
ditam a interagdo linear onda-particula e os processos fisicos descritos por eles sdo processos
descritos pela teoria quase-linear. A segunda integral, aquela que envolve dk’, denota a interagao
ndo linear entre trés ondas. E o termo que representa o processo de decaimento envolvendo
uma onda L em outra onda L e uma onda S e estd indicado pela condi¢do de ressondncia
S(owk —o'wl —o"wg ). Por tltimo, a integral que contém [ dk’ [ dv denota os fendmenos de
espalhamento espontineo (proporcional a [F,.(v) + F;(v)]) e induzido (proporcional a OF; /0v),
envolvendo duas ondas de Languir e as particulas. Esse é um processo ndo linear indicado pela

condicio de ressonancia d[owl — o wi — (k — K') - v] [77] .

A equacdo cinética das ondas S é dada pela seguinte expressao:

0 Iy 79 4 2 oF,
o ;'I:Z(; /dvé(awf —k-v) [neeQ[Fe(v) + Fi(v)] + mowxL <k~ a\(,V)
me 8E(v)> [US] s Lo g whIg L IgE awk,fﬁ L foL
+ ek + 3 [V ok I
m; ov e % Ik KO Tk i P
x 8(owy — o wh — o Wk ),
(4.4)
no qual o coeficiente Vksk, tem a seguinte expressao:
2 L K- (k — K 2
VkSk/ — Te oWy luk[ ( )] (45)

AT? K2 | k—K |2

|
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Os primeiros dois termos do lado direito da equacdo (4.4) caracterizam, respectivamente,
os processos de emissdo espontanea e induzida das ondas S. Esses fendmenos de interacao
onda-particula sdo descritos pelo fator de ressonincia §(owy, — k - v) e sdo descritos na teoria
quase-linear. O termo proporcional a [F,.(v) + F;(v)] refere-se a emissdo espontanea, enquando
que o outro, a induzida. A seguir, temos os termos nao lineares associados a integral em k' sdo
governados pela condicfio de ressondncia 6 (owy — o wi, — o wi ) que representa o decaimento
envolvendo trés ondas, a saber uma onda S em duas ondas L. Nao é levada em consideracdo a
interagdo onda-particula (efeitos de espalhamento induzido e espontaneo envolvendo duas ondas
S e as particulas) uma vez que a massa dos fons € muito grande deixando o processo ineficiente
e lento na escala de tempo de interesse [77].

A equacdo cinética para as ondas 7' € dada por:

T " Lo L 7ol "L o Lol
oIy Z dK'VTLL Tro Lol _ o wdg_whi™ o wil el TIg
—_—— = kK O'C(}k Kk’ k—k’
o 2 : 2 2
g o
Tro Lo S "L 1o S 70T
k K/ K-k’ K.k S
o o Hk—k’ 2Iuk7k’
"L o Lol Tr1oT7o L
0wy IS T / " owy, 17 I7 3
- k ka K| xd(owg —owh —o wg )+ > /dk’VkTE/L Sl S S k2 ek
0'/0'”
' T 716 L 70T "L o T roT
ka’jk—k’]k g Wk_K/.[k/ ]k 5 T ro "o,
— 5 — 1 X d(owy — 0w — 0 Wi_1)
=2 ol
+ [ [ g A (ol 1g - ol ) [Ev) + Ei(v)
V k,k/ 2 ka ] U wk/ 2 e V 7 V
K Wpe
m / IUT 3F v /
+ 7 ﬁ,LkT(k—k')- OZ< ) x dlowg —owh — (k—K)-v],
m; A%
4.6)
onde os coeficientes V," 5, Vlef,S VIEE e UL sdo respectivamente:
2
VTLL _ re?owl  (k x K')? K2 k=K
ke ke 32m2w2, kK2 [k =K 2 \o'wl  o'wi )]
2 T 2
PTLS _ T 0w Mok (k x k)
S —
k.k AT?  k2K?2 |k — K |2 @7
2 _,.T 12 N2 ’
YITL _ T |k — k| 1 (k- k)
k.k am2  (wl)2(wlh)? L2E2 )
2 T AV
gr 0 (k x k')
Kk

2nm2w?, k2K

E interessante observar que nio ha contribuicao de termos relacionados com os efeitos
de emissao espontanea e induzida, isto é, efeitos de natureza quase-linear. Isso deve-se ao fato
de que, tendo em vista a relacido de dispersdo das ondas 7" em (4.1), nenhuma particula pode
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assumir velocidade maior que a velocidade da luz no vacuo, nao sendo possivel entdo satisfazer
a condi¢do de ressonincia onda-particula [77].

Os primeiros termos do lado direito da equagao (4.6), aqueles que estdo dentro do parén-
teses e sdo multiplicados pela condicio de ressonancia 6 (owi — o' wl — o w ), representam
o processo de unido entre duas ondas do tipo L formando uma onda do tipo 7" e é simbolizado
geralmente na literatura como L + L <+ T'. Esse fendmeno é responsavel pela emissdao do
segundo harmonico com a frequéncia da onda 7" proxima a duas vezes a frequéncia do plasma
w ~ 2wye. Os termos associados com a segunda integral em | dk’, aqueles relacionados com a
condicio de ressonancia §(owi — o'wl — 0" ws ) descrevem o decaimento de uma onda L
em uma onda S e uma onda 7" na faixa da frequéncia natural de plasma w ~ w,. Esse € um dos
processos responsaveis pela emissao fundamental e € habitualmente simbolizado na literatura
como T +» L + S. A terceira integral em [ dk’, associada com a condi¢do de ressonincia
S(owl — o'wl, — 0" wk_\.), representa o processo de decaimento de uma onda 7’ e uma onda L
em outra onda 7', simbolizado por 17" <+ 1"+ L. Esse, € conhecido como o andlogo incoerente do
conhecido Efeito Raman e é responsavel pela geracdo de harmodnicos mais altos da frequéncia de
plasma, especialmente pela emissdo do terceiro harmonico w ~ 3wpe.

O termo com a integral [ dk’ [ dv... representa os fenomenos de espalhamento espon-
taneo e induzido envolvendo as ondas 7" e L com as particulas. O espalhamento induzido
¢ dominado basicamente pelos prétons, representado na literatura por (7' <+ p + L), e por
essa razdo que sO € levada em conta sua contribuicdo. No entanto, para o espalhamento es-
ponténeo, proporcional a [F, + F;], hd a contribui¢@o tanto dos prétons, quanto dos elétrons
(T < e —i— L) Esses processos estdo relacionados com a condi¢@o de ressonancia ndo linear
owl —o'wl — (k —X') - v = 0 e representam um mecanismo alternativo para a emissdo funda-
mental. A equacdo cinética completa para as ondas 7', envolvendo a interacdo com as ondas L e

S e as particulas, s6 foi obtida recentemente por [76].

4.1.2 Equacao Cinética das Particulas

A equagdo cinética para as particulas € dada por:

OF,(v Mo owE ok OF,(v)
Za\l Sy k— . — a_ ). el Tk 2
ot ng T1la= LS/d 5UWk V)x< w2k W)+ k v ’
(4.8)

onde a = i, e representa os fons e os elétrons, respectivamente, p = 1 e py = i que estd
definido em (4.3).

O primeiro termo do lado direito da equagdo (4.8) estd associado as flutuagdes espontaneas
e € proporcional a fungdo distribui¢do. O segundo termo refere-se ao efeito de difusido quase-
linear e é proporcional a OF, /Ov.

A sequéncia de equacdes (4.2)-(4.8) forma um conjunto completo e autoconsistente e sao
as bases para a teoria de turbuléncia fraca. Para fins de andlise numérica, vamos entao reescrever
essas equagdes de forma a ter um conjunto adimensional.
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Formas Adimensionais das Equac¢oes Cinéticas das Ondas e das Particulas

Primeiro, introduziremos as seguintes quantidades normalizadas:

w kg, v
z = ;T =wWpet, q= , u=—,

Wpe Wpe Uth

3 1/2
o T q Me 3T;
Hq = L, Hq = L Hq 22/3 ( T, ) ’ (4.9)
- 1

9= 22/3(4m)2n )%,

O parametro g € proporcional ao ja mencionado parametro do plasma (ver secio 1),
mas utilizaremos a mesma notagdo g, por simplicidade. Podemos também definir a fun¢do
distribui¢do de velocidade das particulas e o espectro das ondas:

. 2 2 Joo
Bu(u) = o (), g0 = 2 OLT (4.10)
MeVip, i
A equacdo para as ondas L toma a seguinte forma:
o0&t Tk I o 0P.(u) ., .
83 = {q;‘/dué(crzq —q-u) x (gd)e(u) + (024)q - B & )}qu
L, S 2
Iq Hg—qo (4 Q)
i QO_MLL /dq/q/qq
{ Z_ ?*q*lqa—q'
x osbeq ey — (o 2he s+ o w g Eq e
L L "_S 4.11
x0(024 — o Zg — O Zq—q’)}LdLs @.11)
—i—{UzL > /dq/d 'quq q )’
o' =+1
o / oL Me op' I ook 0P;(u)
X [g(azéé’q,L -0 zé,é’q )[@e(u) + ®;(u)] + Eé’q,Lé’q (a—d)- u
L 'L /
X [5(0201 —0zyg—(q—dq)- u}}LsLL.

Na equacdo (4.11), a qual descreve a evolugdo temporal do espectro das ondas L, o
primeiro termo do lado direito relaciona-se com os efeitos de emissdo espontanea e induzida, de
carater quase-linear, e é indicado por Lql. O segundo termo do lado direito denota o efeito de
decaimento envolvendo trés ondas, a saber duas ondas L e uma onda S, e é representado por
LdLS. O terceiro termo esta associado com o processo de espalhamento envolvendo duas ondas
L e as particulas e estd indicado por LsLL.

A equagdo que descreve a evolucdo temporal do espectro das ondas S, na forma adimen-
sional, € dada por:
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0ES Lyt 0P.(u) m. O0P;(u)
a _ q s , L, 9% e 09 oL
5 = { - /dué(azq q-u) [g [De(u) + @i(u)] + 024 <q T T miq B ) &g ]}Sql

S, L L / 12
Pighg fg—qo 1d' - (a-q)]
+< o2k /dq’ ada-9-d
ot $ Juatigldl,

! 1 1" !
Leoo Leoo L " L co L " _L o L\ ¢coS
oekE el — (0 AEL Y + o 2k e ME]

X a—q’ a’'~“q—q

S_ 'L _ "L
X 0(0zq —0 2 — 0 Zq*q'>}SdLL'

(4.12)

Os primeiros termos do lado direito da equacdo (4.12), aqueles que estdo dentro do
primeiro par de chaves, descrevem os processos de emissdo espontinea e induzida e estdo
indicados por Sql. O segundo par de chaves estd associado com o processo de decaimento
envolvendo trés ondas, duas ondas L e uma onda do tipo S, e estd designado por SdLL.

A equacdo para as ondas I' € dada por:
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o 2
0Eg" _ Jopgzq gty g@xd)? (¢?  |q—q
o Z dq 2.2 712 o 2L n_L
aT 32 rnn_ q-q | q—q | q/ g Zq_q/
ZUZ(::E(‘;,LS(‘;_ ,— (o zq,Eg g/ +o zé S L)S"T

T L "L
X 0(02g —0 2y —0 2 _q,)}TdLL

L, S 2
T.T Z /dq/ﬂq“uqq/(q X q/)

+oU,Z ;
Hq<q , 2¢% [q—dq

{20550 ng S (0 hE S ol e L)gﬂ

a'“a—q a-a'“q’
x 6oz O',Zé'/ - Unzg_q,)}TdLS
074 la—d' P (a-q) (4.13)

+7qZ/dq/T2 T2<1+ 2/2)

{ 8 P (Z ) (Zq/> q-q
x [20aeq eq k — (02 e ki + o 2k € ET
x 6(ozy — o,zg, - U”zé_q,)}TdTL

X
+{m /dq/d uquqq q')?
/ //_:l:l
, SO'T
X [g <a Ey Loy ,;> [@,(u) + @;(u)]
ol

% JLEL A 8@2(11)

et Gl C Rl D

Para as ondas transversais, o primeiro termo do lado direito da equacdo (4.13) descreve a
fusdo de duas ondas L em uma onda 7' de frequéncia aproximadamente duas vezes a frequéncia
do plasma (representando o primeiro harmoénico ou H emission). Pode-se dizer que esse processo
de fusdo de duas ondas € oposto ao de decaimento e estd indicado por T'dL L. O segundo termo,
indicado por T'dL.S, descreve a influéncia do processo de decaimento de uma onda L em uma
onda 7" (de frequéncia préxima a frequéncia fundamental) e uma onda S, que € um dos processos
que mais contribuem para a emissdo fundamental (/' emission). O terceiro termo, representado
por T'dT L, representa a fusdo de trés ondas de uma onda L e uma 7" na frequéncia fundamental
em outra onda 7" de frequéncia mais alta. O dltimo termo, 7'sT'L descreve o espalhamento ndo
linear envolvendo uma onda L em uma onda 7' (na frequéncia fundamental), mediado pelas
particulas. Este é o outro processo responsavel pela emissao fundamental do plasma [77].

A equacgdo para a evolugdo temporal da funcéo distribui¢ao das particulas ®,(u) na forma
adimensional tem a seguinte forma:
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(4.14)

onde a = e, representa e os elétrons e ¢ os fons. As relacdes de dispersdo para os modos
normais do plasma dadas por (4.1) na forma adimensional sdo dadas por:

3 1/2
2 = (1 + q2> ,

2

25 = —qA

q (1 4 q2/2)1/2’ (4.15)
2 1/2

onde a constante A ¢ dada por:

1 A\ 172 3T, 1/2
A= 7 (Z) (1 4 T) . (4.16)

A equacdo cinética das particulas, (4.14), é dada sob a forma da equacdo de Fokker-
Planck, na qual contém no lado direito os termos de arraste (primeiro termo), sendo proporcional
a funcdo distribuicao, e de difusdo quase-linear (segundo termo) sendo proporcional a 0®,/0u.

E interessante salientar que para os elétrons, tanto a turbuléncia de Langmuir quanto a
fon-acustica contribuem para a difusdo. No entanto, para os ions a turbuléncia de Langmuir pode
ser desprezada, uma vez que a frequéncia dessas ondas € muito alta e os fons ndo conseguem
responder.

Outro ponto interessante a se observar € que nas equagdes cinéticas dos espectros das
ondas os termos associados ao parametro de plasma g correspondem aos processos espontaneos
de emissdo e espalhamento. J4 na equacgdo para a evolucao temporal da fun¢do distribuicao
de particulas, o termo com o parametro g descreve o arrasto que surge devido aos efeitos das
flutuacdes espontaneas [77].

4.1.3 Forma da Funcao Distribuicao

Em muitos problemas fisicos envolvendo a teoria cinética, a fun¢do Maxwelliana é uma
das distribuicdes de velocidades mais utilizadas. Em um plasma em equilibrio térmico, tanto os
fons quanto os elétrons tem uma distribui¢do continua de velocidades que é dada pela distribui¢io
de Maxwell-Boltzmann em trés dimensoes,

m,, \3/2 m
F.(v) = n, a - 2) 4.17
(v) =n 0(27rTa) eXp( o) @.17)

onde m,, e T,, s30 a massa e a temperatura associada a particula do tipo « = e, 7. A fungédo F,(v)
¢ normalizada de maneira que

/Fa(v)d‘gv = /naofa(v)d?’v = N40- (4.18)
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Usando quantidades adimensionais dadas em (4.9), a fungdo f,(u) é dada por:

Me \3/2 ma Te 5
falu) = (%Ta) P <_meTau )

17, mg, 3/2 Me 1o
Ba() = vufulw) = (L) exp (gl

(4.19)

No ambito do trabalho apresentado nesta tese, as aplicacdes de interesse sdo em duas
dimensdes. Sendo assim, a fun¢do distribuicio de Maxwell-Boltzmann em duas dimendes €
dada pela seguinte expressao:

. me _ Mo o
Falv) = nao (%Ta)) P ( o Tn’ ) ’ (20

onde m, e T, novamente s3o a massa e a temperatura associada a particula do tipo o = e, 7. A
fungdo F,(v) estd também normalizada a unidade.

Uma propriedade importante - vélida tanto para duas, quanto para trés dimensoes - que

sera utilizada é
0%, 2ma T,

ou me T,

ud,,. 4.21)

Em duas dimensdes, os vetores normalizados que representam a velocidade e o vetor de
onda s@o dados por:

U = Ug€x + U.€y,

(4.22)
q = Gz€x + q.€5.
Para as andlises que seguem, adotamos a propagacao do feixe de particulas na dire¢do
paralela ao eixo z, sendo a direcdo perpendicular relativa ao eixo z.

4.1.4 Espectros Iniciais

Para analisar a evolucdo temporal de qualquer sistema dindmico é fundamental que sejam
determinadas as condig¢des iniciais, e para a fisica de plasmas isso nao seria diferente. Vamos
assumir um estado de equilibrio quase estaciondrio, assim as intensidades dos espectros das
ondas L e S podem ser obtidas equilibrando os termos de emissdo espontanea e induzida. Ja
para o tratamento numérico das ondas 7" hd dois cenarios. O primeiro € quando inicialmente
as ondas T ndo estdo presentes. E a abordagem padrio encontrada nos livros diditicos. Em
via de regra, plasmas térmicos supostamente ndo emitem radiac@o eletromagnética em plasmas
nao magnetizados devido ao processo de emissdo espontanea. Essa situacdo, jd mencionada
anteriormente, deve-se ao fato de que ondas transversais em plasmas nao magnetizados possuem
velocidades de fase que excedem a velocidade da luz no vécuo, justificando, portanto, a auséncia
dos termos relacionados aos processos quase-lineares nas equacdes (4.6) ou (4.13). O segundo
caso, recentemente discutido em [76, 75], consiste em que, quando efeitos ndo lineares sao
levados em conta, plasmas térmicos ndo s6 emitem espontaneamente os modos longitudinais L e
S, como também o modo transversal 7" através do espalhamento nio linear. Nesta subse¢do serdo
apresentadas as intensidades espectrais iniciais para os modos normais do plasma, utilizando
uma abordagem em duas dimensoes.
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Espectro Inicial das Ondas de Langmuir

Para as ondas de Langmuir, de acordo com a (4.11), os termos que contribuem para a
intensidade espectral inicial sdo apenas os de emissdo espontanea e induzida. Levando em conta
apenas os termos quase lineares do lado direito, usando Mé = 1 e assumindo um estado quase
estaciondario com 8EgL /0T ~ 0, temos:

0" _ pam | Tl
aj_ _ %/du 6(0—25 _qu) [g@e(U) + (O_Z(L{) q- 811 qu] ~ 0

O Y e I I 0P, 0P,
= — — — D, 7 — ~
q2 [oo Loo dux 5(0—2(1 qxum qZUZ) [g + O—Z 8 ( x auz + qz 8Uz O

+oo  ptoo
= 1/ / du, 5(02L — QzUy — qzuz) {gq) + oz gUL( 20Uy — QQZUZ)(I)J ~(

/+°° /+Oo dug 6(02g — ol — q:u:)De [9 2(0zg) 50% ~0
ggL(O) = Q(ngé)Q'

(4.23)

Espectro Inicial das Ondas fon-acusticas

Para as ondas .S fazemos o mesmo balanceamento. Da equagdo (4.12), com ,ug definido
em (4.9), levando em conta apenas os termos da primeira linha, temos:

agos IuS
q q S . ®_(u d.(u + o L q- —+ —q -

s +°° +oo

. 8@6 me 8<I>Z E)Cbe Me 8@1
X lg(@e+¢i)+0255qs (qur t g g )] ~0

Oug i Ouy

T +oo o5}
lu / / dux 5(025 — QxUy — q,zuz)

e 1l T

m; me 1;

X g(<I>e + ;) — QUZLE"S ((qxux + q.u,)P. +

s +°° +oo

T.
g(q)e + ®;) — 20725 2LETS ( + <1>i>} ~ (.

X
T;

(4.24)

De maneira geral, as temperaturas associadas tanto para os ions quanto para os elétrons

0P, (u) me 8®i(u)> ¢

| =0
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ndo sdo iguais 7, # T;, assim, a expressao para o espectro inicial das ondas S é dada pela
seguinte expressao:

505(0) . g fjoos du, fjooc? dux(s(azg — QaUg — q,zuz) ((be + (I)Z)
q

= e . (4.25)
2022825 [T du. [T dugd(oz5 — quus — quz) (<I>e + ?ECI)Z)

A solucdo para as integrais envolvendo as particulas do tipo (3, (8 = e, i) elétrons e {ons
respectivamente, ¢ dada por:

1/2 5\2
+oo +oo 1mg T, 1 mg T, (023)
P s . _ (2B te - _ B e 9 .
/_oo duz /_oo dum 55 [O'Zq qzUy q,zuz} (ﬂ' m, Tﬁ) q% _|_q§ eXp( Me TB q% _i_qg

(4.26)
Entdo, aplicando a solucdo (4.26) em (4.25), a expressao para o espectro inicial das ondas

fon-acusticas € dada por:
25)2 . 1/2 25)2
glew (<) + (k) oo (-F)]
25)2 . 1/2 25)2 ’
2285 [exp (~550) + % (%) exp (<127

onde usamos o fato de que ¢> = ¢> + ¢*> e que 02 = 1.

£75(0) = (4.27)

Espectro Inicial das Ondas Transversais

Em caso de ado¢do do segundo cendrio mencionado no inicio da presente sub-sec¢do,
o qual leva em conta a presenca de um espectro de ondas transversas geradas por processos
ndo lineares, precisamos discutir os mecanismos que atuam nesses processos. Os conhecidos
mecanismos de emissao de radiacao incluem bremmstrahlung, radiacao giro- e sincroton, a
instabilidade cyclotron maser e a emissao de plasma. Em plasmas ndo magnetizados, apenas os
efeitos de bremmstrahlung e de emissao de plasma sdo vidveis. Destes, na auséncia de colisoes,
bremmstrahlung torna-se inoperante, € a emissao de plasma requer a presenca de um feixe de
elétrons, seguido de vérios processos de espalhamento e conversdo de radiagdo. No entanto, em
um artigo recentemente publicado, Ziebell et al. (2014b) [76] discute um novo tipo de processo
de emissao para plasmas em um estado termodinamico de quase equilibrio entre as particulas e
ondas de Langmuir turbulentas. O mecanismo de emissao de radiacao proposto nao € previsto
pela teoria linear, mas depende de processos de ressonancia ndo-linear entre particulas e ondas.

No artigo Spontaneous emission of electromagnetic radiation in turbulent plasmas, é
discutida a relevancia dos espectros dos modos normais do plasma. Da equagao (1), obtém-se o
espectro das ondas L, bem conhecido da literatura. O espectro das ondas S também pode ser
obtido a partir da equacgdo (1) de [76], no entanto, no &mbito do presente trabalho, a contribui¢dao
das flutuacgdes eletrostaticas de baixa frequéncia, que possuem magnitude inferior, sdo portanto,
descartadas.

A equacdo restante de interesse € a equacao de evolucdo temporal para as ondas 7. Dentre
os termos da equacao cinética, os que se referem aos efeitos de emissdo espontanea e induzida,
ditados pela condi¢do de ressonancia linear, envolvendo onda e particula, (azé —q-u=0),
ndo sdo importantes, uma vez que tal condi¢do ndo pode ser satisfeita devido ao fato de que a
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velocidade de fase € maior que a velocidade da luz no vacuo, fato que justifica sua auséncia em
(4.6) e em (4.13).

Os termos ndo lineares de decaimento, associados a condi¢@o de ressonancia envolvendo
trés ondas, (02, — O'/Zé/ — a”zé_q, =0)e (o2l — (T/ZL — a”zg o = 0), acabam desempe-
nhando um papel secundario no processo de geracao de radlagao, uma vez que esses processos
envolvem trocas de momento e energia apenas entre as ondas, nao envolvendo as particulas.
Consequentemente, o unico termo relevante € aquele relacionado com o espalhamento induzido
(proporcional a derivada de ®;) e espontaneo (proporcional a [P, + ®;]) na equacdo (4.13) e

indicado por T'sT'L.

oET ! / a
274 5.7 Z /dq /d :Uq:uq Cl X (l) lg <U§EgIL — T Zé/;) [(I)e(u) + @i(u)]

or q,,,

Me a’Lﬁ _ /.8(1)1'(‘1) T -~
+mi<‘3q/ 2(q q) B Slozl — o2k —(a—dq) u~0

(4.28)

Deve ser observado que ainda que a condi¢a@o de ressonancia linear nao possa ser satisfeita,
a condi¢do de ressonancia nao linear pode. Isso pode acontecer se as frequéncias das ondas 7" e

L forem suficientemente proximas uma da outra, zg ~ zé.

Usando a propriedade da fun¢@o delta de Dirac, ficamos apenas com a integracdo em dq’:

4 pepd(ax q')? o &
a _ T Halq Teo L L %q
“or T Z / g2 Tqq ] |/ \Taba” ~ 0705 | [Peltires) + Dilures)]
Te (S’G'T
—Zf(azT—az ) ; E L<I> (Ures } 0,
(4.29)
O'ZT—O' ZL
onde a velocidade que satisfaz a condicao de ressonénciaédada POr Uypes = ( IZ T ) , Usamos

= 2 Teufb

me i

também que (q — q') - u =0z}

Devido ao fator exponencial associado as dlstrlbuu;oes das partl’culas a regiﬁo de integra-
¢a0 mais significativa é em torno de ¢’ = ¢,, onde z = z , 0 que implica ¢ =
que g, > q. O fator exponencial pode, portanto, ser representado aprox1madamente por uma
func¢do delta de Dirac centrada em torno de g,.. Ao utilizar tal aproximacao na integracdo sobre
q’ na equagdo (4.29) e empregando o resultado obtido em (4.23) para a intensidade espectral
inicial das ondas L, obtemos a expressdo para a radia¢do de equilibrio "turbulento"das ondas 7'
[76]

77 (0) = —2 _(2ey (4.30)
1+32 T \sw) 7 '

Portanto, de acordo com Ziebell et al. 2014a, chegamos a conclusio de que elétrons
energéticos devem gerar radiacao eletromagnética de frequéncia préxima a frequéncia de plasma,
mesmo na auséncia de qualquer fonte de energia livre, como um feixe de particulas [76].
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Assim, temos os trés espectros iniciais associados aos modos normais de oscilagao do
plasma. As relacdes encontradas em (4.23) e (4.27) sdo bem conhecidas na literatura. J& a
relacdo (4.30) trata-se de uma novidade, a qual pode ser encontrada em trabalhos recentes, como
[77, 78] por exemplo, e que deve ser utilizada caso seja adotado o cendrio que leva em conta a
atuacdo de efeitos ndo lineares anteriormente ao instante considerado como instante inicial da
andlise.

No capitulo 6 serdo apresentados dois trabalhos recentes envolvendo a interagao feixe-
plasma, fazendo uso da formulacao tedrica aqui apresentada.



Capitulo 5

Revisao da Literatura - Distribuicoes
Kappa

Funcdes distribuicdo de velocidade (VDF) ! que exibem uma dependéncia do tipo lei de

poténcia na cauda de alta energia t€m sido objeto de intensa investigacao pela comunidade de
fisica de plasma [40, 23, 27, 28, 33].

Tais funcdes, conhecidas como distribui¢des Kappa ou supertérmicas, foram encontradas
para proporcionar uma melhor adaptacao as VDFs medidas por espagonaves em diversas regides
de plasma espaciais. As particulas de alta velocidade que estdo nessa cauda ndo sé levam
a consequéncias importantes em relagdo a aceleracdo e a temperatura (quantidades fisicas
essenciais na abordagem cinética), como também possuem um papel importante nas interacdes
onda-particula [40, 30].

Outro aspecto importante € que essas funcoes se ajustam melhor as funcdes distribuicao
observadas usando apenas trés pardmetros (densidade, temperatura e indice x). E comum
encontrar modelos que propdem a superposi¢do de duas funcdes Maxwellianas, no entanto
tais modelos necessitam de quatro parametros (densidades ni, no € temperaturas 71, 75) € ndo
possuem um ajuste tdo preciso [23].

Existem muitas formulagdes matemadticas para as distribui¢des Kappa e, nos ultimos
anos, duas delas se destacam na literatura [30]:

1 —U(T., k)] ™
p(ﬁK)l -~ l1+ EK ( K y| ’

Ry k’BT*

1 ur) 1! G-
O FITR S )
p(EK) [ _'_Ii ]CBT ’

onde kp € a constante de Boltzmann, 7" € a temperatura, € € a energia cinética e U € a energia
interna (a qual se reduz a energia cinética média (cx) na auséncia de uma energia potencial)
[30].

Essas duas formulagdes tornam-se matematicamente equivalentes quando temos x, =
k+1leT, =T.k/(k+ 1). Suas diferencas principais residem tanto na definicdo de temperatura

! Por questio de notacio, a sigla para “funcdo distribuiciio de velocidade” deveria ser FDV, no entanto vamos
usar a sigla em inglés - VDF, de velocity distribution functions - por ser de uso consagrado na literatura da 4rea.

58
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quanto em sua conexao com a mecanica estatistica. A saber, embora ambas formulacdes estejam
fortemente baseadas no conceito da mecanica estatistica ndo-extensiva, a primeira (com expoente
K,) estd associada a versdo mais antiga e incompleta da teoria, enquanto que a segunda (com
expoente —x — 1) estd conectada a versdo mais moderna e corrigida da teoria[30].

Uma maneira de caracterizar o indice x é comparar a inclinagido da cauda energética
da VDF Kappa com uma fun¢do Maxwelliana. O valor do indice « determina a inclinacdo
do espectro de energia das particulas supratermais que formam a cauda da VDF, conforme
ilustrado na Figura (1) do artigo [40]. Nesta figura estdo representados diferentes valores de
(linhas pontilhadas) e comparados com uma funcio do tipo Mawxelliana (linha continua). E
possivel notar que a medida que os valores de x aumentam, a funcao supertérmica se aproxima
da Maxwelliana (no caso limite k — oo, elas sdo iguais) [40].

5.1 Presenca de VDFs Kappa em Plasmas Espaciais

Distribuicdes com caudas térmicas foram observadas em varios plasmas espaciais, e
fun¢des supertérmicas, com o coeficiente espectral kappa compreendido no intervalo 2 < xk < 6,
foram identificadas para melhor ajustar os dados obtidos por satélites na regido dos ventos solares
(Gloeckler et al. 1992; Maksimovic et al. 1997a), na regido da magnetosfera terrestre (Gloeckler
and Hamilton 1897), na regido plasmasheet terrestre (Bame et al. 1967, entre outros), na regiao
da magnetosheath (Formisano et al. 1973), também na regido da magnetosfera de outros planetas
como Merctrio, Jupiter, Saturno, Urano e Netuno, entre outros. Um estudo detalhado de muitos
trabalhos envolvendo essas regides pode ser encontrado em [40].

Na regido dos ventos solares as distribuicdes de velocidade de elétrons caracterizam-se
por um ntcleo térmico e uma populacao de cauda supertérmica [38]. Estas VDF sdo também
caracterizadas por uma componente strahl alinhada com o campo magnético interplanetario.
Na Figura (5.1) estd representada a fun¢do distribuicao de velocidade observada pelo satélite
WIND a uma distancia 1 UA (unidade astrondmica) para elétrons de alta velocidade na regiao
de vento solar [40]. No painel superior temos os dados experimentais para o corte transversal
paralelo e perpendicular (linhas cheia e pontilhada respectivamente) da VDF observada em
comparacdo com uma funcdo Maxwelliana (linha tracejada), que mostra um ajuste razoavel na
zona do nucleo térmico (—2 < y < 2), porém ndo se adapta bem na cauda (halo) supertérmica.
No painel inferior estdo representadas as curvas de nivel no plano de velocidades (normalizadas
a velocidade térmica) paralelo e perpendicular ao campo magnético interplanetario [40].

A funcdo distribuic@o de velocidades dos elétrons medida pela sonda espacial Ulysses foi
ajustada com funcdes Kappa no artigo de Maksimovic et al. (1997a) [40]. Nesse trabalho, eles
mostraram uma anticorrelacdo global entre a velocidade do vento solar e o valor do parametro x,
que sustenta o resultado tedrico, baseado na teoria cinética, de que os elétrons supertérmicos
influenciam a aceleracdo do vento solar [33]. No trabalho de Qureshi et al. de 2002 [43] foi
utilizada a funcao Kappa generalizada para se ajustar aos dados colhidos pelos satélites da
missdo CLUSTER. A evolucao radial de populacdes de elétrons nao térmicos no vento solar
de baixa latitude com as observagdes das sondas espaciais Helios, Cluster e Ulysses mostram
que o numero relativo de elétrons de strahl diminui com a distancia radial, enquanto que o
nimero relativo de elétrons no halo aumenta (Stverak et al., 2009). As observacdes de caudas
supratérmicas de elétrons no vento solar sugerem sua existéncia na coroa solar, ja que a trajetoria
livre média eletrdnica no vento solar € de cerca de 1AU. Verificou-se que as medi¢des de carga
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Figura 5.1: Fungdo distribui¢do de velocidade observada pelo satélite WIND a uma distancia
1UA para elétrons de alta velocidade na regido de vento solar. No painel superior temos o
corte transversal paralelo e perpendicular (linhas cheia e pontilhada respectivamente) da VDF
observada em comparacdo com VDF Maxwelliana (linha tracejada). No painel inferior estao
representadas as curvas de nivel no plano de velocidades (normalizadas a velocidade térmica)
paralelo e perpendicular ao campo magnético interplanetdrio. (Pierrard et al. 1999)

ionica indicadas por Ulysses foram consistentes com VDF Kappa de elétrons na regido da coroa
com indice kappa entre 5 < k < 10 (Ko et al., 1996) [40]. Um estudo mais completo da detec¢ao
de VDFs Kappa pode ser encontrado em trabalhos como [40, 33].

Virios mecanismos t€m sido propostos para explicar a origem das caudas supertérmicas
das VDFs e a ocorréncia de distribui¢des de Kappa nas regides do vento solar, da coroa e de
outros plasmas espaciais. A primeira foi sugerida no trabalho Plasma Distribution Function in a
Superthermal Radiation Field dos autores Akira Hasegawa, Kunioki Mima, and Minh Duong-van
de 1985, que mostraram que um plasma imerso em um campo de radiacdo supratermal sofre
difusdo no espaco de velocidades que é aumentada pelas flutuagdes do campo Coulombiano
induzidas por fétons. Esta difusdo produz uma distribui¢do do tipo lei de poténcia (E/E,) ™,
com uma energia £/ maior do que uma energia critica F, onde a energia de transi¢do Fj e a
poténcia A sdo inversamente proporcionais a intensidade do campo associado aos fétons [14].

No artigo publicado por Rudolf A. Treumann, em 2001, ele desenvolve uma teoria para
mostrar que VDFs Kappa correspondem a um estado de equilibrio termodinamico particular
[55, 56]. Foi proposta uma nova teoria cinética colisional, do tipo Boltzmann, incluindo o termo
de correlacdes. No estado de "equilibrio"(este que seria um estado turbulento porém estavel,
longe do estado de equilibrio térmico padrao) seria produzida uma VDF de particula tGnica na
forma de uma funcdo Lorentziana generalizada semelhante, mas nao idéntica, a uma distribui¢ao
Kappa [54], conforme cita Pierrard em seu trabalho [40].

No trabalho de Leubner (2002) [22] ele mostra que distribuicdes Kappa sdo consequéncia
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da generalizacdo da entropia na estatistica ndo extensiva proposta por Tsallis [57], fisicamente
relacionadas a natureza de longo alcance do potencial de Coulomb, turbuléncia e intermiténcia
[24, 57]. A distribuigdo tipo kappa € equivalente a func¢do distribui¢do de indice g obtida da
maximizacao da entropia de Tsallis. Sistemas sujeitos a interagdes e correlagdes de longo alcance
estdo fundamentalmente relacionadas com distribuicdes ndo-Maxwellianas [25]. Questdes
fundamentais sobre as distribuicdes Kappa em plasmas espaciais e distribui¢cdes de protons
interplanetdrias sao enfatizadas em [23]. Livadiotis e McComas (2009) também examinaram
como as distribui¢des Kappa surgem naturalmente da mecanica estatistica de Tsallis e fornecem
uma base tedrica solida para descrever sistemas complexos [26, 40].

Em suma, quaisquer que sejam os mecanismos de formacao das caudas supertérmicas, a
funcao distribuicao Kappa é uma ferramenta matematica ttil para generalizar as distribuicdes
de velocidade para as fungdes do tipo lei de poténcia observadas, e a fun¢do de distribui¢cdo de
velocidades Maxwelliana € entdo um caso particular correspondente ao valor assintético de < no
limite em que Kk — oo [40].

5.2 Dependéncia da Distribuicao com os Graus de Liberdade

Nesta se¢do serd abordada a dependéncia da distribui¢ao de velocidades com o ndmero
de graus de liberdade. O estudo completo € encontrado em [30] e em suas indmeras referéncias.

As distribuicdes de velocidades Kappa sdo formuladas essencialmente a fim de descrever
um hamiltoniano formado pela componente cinética e pela componente potencial. No entando, a
parcela da energia potencial em relacdo a energia total € muito pequena e pode ser desprezada.
Consequentemente a distribui¢ao de velocidades € isotrépica [30].

Em um sistema de particulas com d graus de liberdade, a distribuicao de velocidades
P(u;uy; k,T) é dada por [30]:

99 —Kk—1

d)}dm . I'k+1) I |u— (5.2

Pluuw: k. T) — 2 S
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onde 0 = /2kpT/m é a velocidade térmica e uy € a velocidade média das particulas. Na
literatura € possivel encontrar trabalhos que consideram a energia potencial diferente de zero.
Um bom exemplo € [29], no qual o autor desenvolve a teoria e as formulacdes das distribui¢des de
velocidades Kappa que descrevem sistemas de particulas que levam em conta a energia potencial.
Nestre trabalho o autor estuda trés diferentes casos: (i) potencial radial ¢(r) no qual ndo ha
dependéncia das varidveis angulares, (ii) potencial angular ¢(f, ¢) no qual hd a dependéncia
na varidvel polar e/ou azimutal e (ii1) potenciais com dependéncia tanto da posicdo, quanto na
velocidade ¢(r, u) [29].

Por fim, ainda podemos considerar distribuicdes anisotrépicas. A anisotropia entre 0s
graus de liberdade associados a translagdo ocorre quando a energia cinética das particulas ndao
¢ dividida em porg¢des iguais entre os trés graus de liberdade. Sendo assim, tanto nas andlises
estatisticas quanto nas derivacdes da formulagdo os graus de liberdade devem ser tratados todos
juntos e ndo separados. Por exemplo, o teorema de equiparticio de energia ndo podera ser
aplicado a cada um dos trés graus de liberdade, mas a todos eles juntos [30]. Nesses casos de
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anisotropia, no entanto, a temperatura 7' do sistema ainda € dada pela energia cinética média

total: ] 5
kT, + kT, = -kpT.

1 1
= —kgl, + =
<8K> B + 9 9

2 2

No capitulo 7 sera discutido o problema do vento solar como uma combinacao de func¢ao

de distribuicdo de velocidades dos elétrons e seu espectro de flutuacdes de Langmuir associado.

Para tanto, serd utilizado um nucleo Maxwelliano e uma cauda supraenergética Kappa isotrépica

e em duas dimensdes. Alguns exemplos de distribui¢des anisotropicas podem ser encontradas na
secdo 5 do artigo [30].

5.3 Funcao Kappa Como Solucao Assintética de Equilibrio

Em ambientes tanto de laboratério quanto natural, como nas regides de vento solar,
distribuicdes de elétrons supertérmicos ou nao-Maxwellianos sao frequentemente observados.
Como mencionado na secdo 5.1, as VDF’s que apresentam uma cauda enérgica sdo muitas
vezes modeladas pela chamada distribuicdo Kappa, mas sua origem fisica ndo é claramente
compreendida. Algumas propostas de explicacdo ja foram discutidas na se¢do 5.1, mas na
presente secao retomamos o assunto discutindo uma série de trés artigos que abordam o tema,
primeiro em uma dimensao [66], depois em trés dimensdes [67, 68].

A introducao do modelo Kappa para as distribui¢des de particulas facilita a andlise
dos dados obtidos, ndo sé por sondas espaciais, mas também em laboratérios. No entanto,
no que diz respeito a sua origem fisica ndo existe uma compreensao clara [66]. Em varias
abordagens ndo autoconsistentes, o espectro turbulento de um dado modo de onda é adotado
e a equacdo cinética das particulas € resolvida para obter solugdes do tipo lei de poténcia ou
Kappa [14, 32, 47]. No entanto, P. H. Yoon [66] propde uma formulacao autoconsistente para
a formacdo de distribuicdes ndo Maxwellianas que resultariam da interacdo de longa escala
de tempo entre elétrons e a turbuléncia de Langmuir. Esta interacdo, por sua vez, levaria a
um estado de quase equilibrio turbulento, e este tipo de soluc¢do de estado estacionario pode
representar um equilibrio meta-estavel cujas propriedades estatisticas podem ser modeladas
fenomenologicamente por teorias termodinamicas ndo-extensivas [66].

A partir da equacdo cinética apresentada em [66] para os elétrons, temos

afe_3<Aife+D afe>’

(915 n (91),- ”5’713
R /dkki S owli(owt —k - v)
" dwm, k? = 7Ol 7 -3

2 kik:
Dy = %/dk LY dlowk — kv,

o==+1

onde f. € a funcdo distribuicdo dos elétrons, e € m, sdo a carga e a massa dos elétrons respectiva-
mente, I7" e wi a intensidade espectral e a relagdo de dispersdo das ondas L respectivamente. E
interessante notar que, quando a equacgdo cinética € expressa na forma adimensional, o coeficiente
A; € proporcional ao parimetro de plasma, g = 1/(n)\3,), e isso mostra que no limite de Vlasov
(quando € descartado o efeito colisional), a equagado cinética se reduz a uma equagao de difusao
no espago de velocidades.
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Em uma dimensao, a equacao acima € reduzida a

af. o of.
ot _81)( f€+Dav>

> / dké(owf £ kv), (5.4)
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Desta forma, podemos ver que o estado assintético € dado por
fe = Cexp(—Av/D), (5.5)

onde C' € a constante de normalizacdo. Supondo um ansatz que a distribuicao assintética € do
tipo kappa,
C
(1 4+ mev?/26'T,)"’
mg? (%)
(27T )2 K121 (K — 1/2)

fe:

(5.6)
C =

Observe que (5.6) adota dois pardmetros diferentes, « e  , permitindo maior independén-
cia. E sabido que a temperatura para o0 modelo Kappa € diferente da temperatura Maxwelliana.
A relagdo entre a temperatura efetivae 1, € T, = T, Lk /(K —3/2) [66].

A relagdo entre temperaturas serd abordada na proxima subsecdo com maiores detalhes.

Apds definirmos a funcao distribuic@o, a pergunta pertinente a fazer é: qual € a intensidade
espectral I consistente com (5.6)? Para responder essa pergunta, [66], a partir de (5.5), apés
algumas consideragdes e fazendo uso da condigdo de ressondncia |v| = w,./k, chega a seguinte
expressao para a intensidade espectral:

kK T 1
Iky=—""-"<(14+—+—+——— 5.7

r(F) K 4m? < * m’(mve/wpe)2> ’ 5.7)
onde vz = 2T./m. é a velocidade térmica dos elétrons [66].

E interessante observar que a intensidade espectral é encontrada assumindo apenas que a
funcao distribuicao f. € Kappa. E a principio, ndo hd nenhuma evidéncia fisica para que essa
intensidade satisfaca a equagao cinética ndo linear no estado assintético. Assim, uma discussao
acerca das ondas se faz necessdria.

A partir da relacdo geral de dispersao,

Yo Ofa/0v

€ possivel determinar as expressoes para a relacdo de dispersao tanto das ondas L, quanto para
as ondas .S, agora no ambito da funcdo distribuicao Kappa [66],

o K 3k%0?
_ 14—
() = e ( M
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sy KT, &' /(k—1/2) +3T,/T.
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A partir da equagdo completa de evolucdo temporal das ondas, apés uma série de consi-
deracdes matematicas sobre cada termo, levando em conta a fungao distribuicao Kappa, P. H.
Yoon chega a um conjunto de equacdes, para as ondas L e .S,

oIzt oIzt oIzt oIz
ot ot emissao ot decaimento ot espalhamento’
(5.9
org°  oIg® o1g°
ot - ot emissao ot decaimento’

onde cada termo estd especificado em [66]. Considerando agora a situagdo estaciondria, 9/t —
0. De acordo com estudos anteriores, € sabido que a turbuléncia idnica participa a partir
do estagio intermedidrio da evolu¢cdo nao-linear do processo de geracdo da turbuléncia de
Langmuir. No entanto, é possivel mostrar que as ondas fon-acusticas se estabelecem ao nivel
das flutuacdes térmicas, ndo sendo interessantes quando o objetivo é chegar a um estagio
assintoticamente estavel. Podemos assim ignorar os efeitos de decaimento das ondas L que
envolvem as ondas S. O processo de espalhamento dos elétrons (por exemplo o amortecimento
de Landau pelos elétrons), quando comparado com outros (espalhamento de ions térmicos), é
também desprezivel [66]. A partir dessas e de outras consideracdes (acerca de simetria existente
em k, e da unidimensionalidade), obtém-se a seguinte equagao

_ k"U <fe + wi Ik afe>
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Ap6s algumas consideracdes quanto aos diferentes sinais de o', " = %1, e descartando
alguns termos que nao satisfazem a condi¢@o de ressonancia, chega-se a equacao (30) de [66].
Fazendo o balanceamento entre os termos de emissao espontanea e induzida, isto €, entre os dois
primeiros termos do lado direito da equacdo (30), temos

(5.10)
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a mesma expressao obtida em (5.7) [66]. Note que chegamos a essa expressao apenas partindo da
distribui¢do assintética (5.6). Agora, resta determinar se de fato, (5.6) e (5.12) sdo consistentes
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com termos nao lineares da equagao cinética das ondas L. Fazendo uma série de simplificacdes,
vide [66], obtemos uma equagao de balanceamento para os termos nao lineares (n.[),

25/273/2 3Tk —1/2 o\’
nd = 1+
3 T. W k—1/2

k—3/2 1 dIL(k)] 2 (m Te>1/2 K —3/2

k i
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X [6kADe[z(k) +

(5.13)

Os primeiros dois termos no lado direito, os quais correspondem a interagao ressonante
envolvendo tr€s ondas, podem ser ignorados por serem menores do que os termos de espalha-
mento, os quais sdo os trés dltimos por um fator de (1. /m;)'/?. Igualando essa tltima equagio a
zero (apenas os trés dltimos termos sdo considerados), isso nos leva a uma expressao alternativa
para a intensidade de turbuléncia de Langmuir assintoticamente estavel,

2
k) = 2 (1 | AR =3/2) e ) . (5.14)

A 3 K K202

Por outro lado, sabemos da equacgdo (5.7) ou, equivalentemente, a (5.12) que a distribuicao
Kappa estaciondria (5.6) tem um espectro de turbuléncia auto-consistente dado pela equacao
(5.12) [66]. Igualando as equacdes (5.14) a (5.12) ou (5.7), temos

K= i =2.25
T or (5.15)
A i
KR = T@K, 4Te.

Isto é, se x e k' sdo dados pela equagdo (5.15), entdo a solucdo assintética no tempo da
equacao cinética de onda produz uma solucao consistente se equilibramos as emissdes esponta-
neas e induzidas ou se equilibramos os processos de espalhamento espontaneo e induzido, e o
espectro de turbuléncia assintético resultante também € consistente com a fun¢ao de distribui¢do
de velocidade de elétrons Kappa [66].

No trabalho [67], o autor revisa 0 mesmo problema, agora em trés dimensdes. No entanto
o tratamento tridimensional tem inconsisténcias: leva a uma fun¢ao de distribuicao de velocidade
de elétrons isotropicos, mas a turbuléncia anisotropica de Langmuir no espaco de nimero de
onda. Os resultados para « e «’ sdo dados por

13

T (5.16)
K =(k—1)

T, ’

isso mostra que k3p = k1p + 1, no entanto o valor de v’ = 2.25(7;/T.) permanece 0 mesmo
tanto para uma dimensdao, quanto para trés [67].
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Em um terceiro trabalho, o autor revisita o problema da solucao isotrépica de estado
estaciondrio tridimensional para elétrons supratermais e turbuléncia de Langmuir [68]. Como ja
mencionado, na referéncia [66] obtém-se uma solu¢do unidimensional matematicamente rigorosa
e consistente. No entanto, a extensao tridimensional tentada em [67] leva a uma anisotropia
da turbuléncia de Langmuir no espago de nimero de onda. Tal resultado € inconsistente com
a suposi¢ao de que o plasma estd imerso em um campo magnético ambiente fraco, mas finito.
No entanto, para um plasma genuinamente livre de campo, onde nao ha direcdo preferencial,
as solucdes de estado estaciondrio devem ser isotrdpicas tanto para os elétrons quanto para a
turbuléncia. E nesse contexto que o problema foi reformulado e as solu¢des determinadas nas
equagdes (24), (32), (43) e (44) de [68].

O indice x rederivado em [68] € o mesmo determinado em [67], a saber k = 2.25, no
caso tridimensional, enquanto que em [66] foi obtido x1p = 1.15[68]. Isto mostra que a relagao
geral k3p = K1p + 1 € satisfeita independentemente do valor de 1. Outro aspecto interessante
¢ que o indice kappa k = 2.25 estd préximo do valor critico kappa de k = 2.5, que representa a
fronteira entre o chamado ” préximo do equilibrio” e ”” longe do equilibrio” de acordo com a
teoria baseada na mecénica termo-estatistica ndo-extensiva. Esse resultado € bastante interessante
na medida em que este trabalho ndo invoca o conceito de mecanica estatistica ndo-extensiva [68].

5.4 Funcao Distribuicao Nao Térmica

Conforme mencionado no inicio deste capitulo, existem diferentes formas de descrever
a funcao de distrbuicao de velocidades Kappa. Apesar das diversas descri¢des, a partir de
agora a formulagdo apresentada sera redefinida e unificada, a fim de ndo haver confusdo ou
maé interpretacao dos resultados. A funcao distribui¢do de velocidades utilizada neste trabalho
€ isotropica e estd definida em Summers & Thorne [51] e também em Pierrard & Lazar [40].
Vamos chama-la de fun¢ao Kappa tipo I (K1 distribution), e tem a seguinte forma:

2 —(k+1)
fB,H(V) =A (1 + UQ ) ) (517)

RUG

onde 3 € o tipo de particula, A é a constante de normalizacdo, vg . € a velocidade generalizada
térmica associada ao parimetro x € vz = (27j/m3)"/? é a velocidade térmica da particula de
massa mg. A constante de normalizacéo € obtida integrando sobre todo intervalo e igualando a
ngo. Em 3D temos,

00 02 —(k+1)
ngo = /fm(v)d?’v = 47rA/ v? <1+ - dv, (5.18)
0 KUG .
Fazendo a seguinte mudancga de varidveis,
v? K2
t= = 1126 205, dv = SRt
wg, T e =

temos:

ngo = A.2mk%20 / H(1 + 1), (5.19)
0
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e, utilizando a seguinte integral,

> 71 _TEI(w)
EL (1+t)wtz  T(z+w)’ (5.20)

com (Rz > 0, Rw > 0), e no presente caso, z = 3/2,2 + w =rk+ lew =k — 1/2, temos que
a constante de normalizacdo em trés dimensdes é dada pela expressao:

A 180 F(FL + 1)
= R T(k — 1/2)

(5.21)

e a VDF Kappa em trés dimensdes normalizada € dada por

—(k+1)
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A exemplo do caso Maxwelliano, a abordagem de interesse ¢ em duas dimensdes.
Sendo assim, para fins de andlise numérica € importante que tenhamos a fung¢ao distribui¢ao
de velocidade normalizada em 2D, que difere da forma tridimensional encontrada na literatura.
Assim, a normaliza¢do em duas dimensdes € dada por:

[e’e) /{1/21)55
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onde foi utilizda a mesma mudanga de varidveis da fun¢do tridimensional. Em suma, a fungao
distribuicdo de velocidades na forma bidimensional € dada pela seguinte expressao:

n 1}2 —(k+1)
fon(v) = m)o+ ) . (5.24)

T3 KU .

A velocidade generalizada vg . que aparece na expressao (5.24) da fun¢do distribuigdo
de velocidades pode ser determinada a partir do segundo momento da fun¢ao distribui¢ao, para
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dois graus de liberdade, da seguinte forma:
2 mpuv? 2
iT’B = /TFﬁﬁ(V) d v,

) 2 1 2 —(k+1)
Ts = / MY <1 + 112 ) 2mv dv,
0

2 m)?m KU .
0o 2\ —(k+1)
7= &(H v ) v,
,U,B,H JO K;Uﬁ#{
_ mgvs k2 T(2)T(k — 1) (5.25)
7 2 T(k+1)
2
mﬁ/UB K K
T, — )
g 2 (k—1)
QTﬁ 2 K
=0
mg (e —1)
2 (k—=1) 4
/Uﬁyﬂ — < U67

onde foi usada a mesma mudanga de varidveis feita para a normalizagdo de fz . (v), a velocidade
térmica v = 2T3/myp e a definicdo f3 (V) = ns0Fs,.(v). A forma da velocidade generalizada
em duas dimensdes difere da forma da velocidade em trés dimensdes. De maneira similar
pode-se obter uma expressao para vg , para trés graus de liberdade e o resultado - ja conhecido
na literatura - é:

3 2
§@R:/mﬂv Fgﬁ(V) dS’U,

2
—(k+1

§ - /OO mﬂvQ 1 L(x+1) 1+ v ( )47T1)2dv
27" "o 2 PR T(k—1/2) KU3 . ;
34 2ms  D(k+1) /°° vt p
-0, = v
5 VIES20% Tk —1/2) Jo (1 + v2/vg,)sH (5.26)
3o _ms_, T(xt1) T(5/2)0(x—3/2)
-0, = —=HKv5 . :
9 T PFT(k—1/2) I'(k+1)

20, K 2

= v
mg (kv —3/2)
—3/2
=82

K

5.4.1 Relacao de Dispersao das Ondas L e S

No capitulo 2 introduzimos o conceito de fun¢do dielétrica e a partir dele, calculamos
a relagdo de dispersdo para o caso eletrostitico. Aqui vamos proceder de maneira similar,
mas fazendo uso da funcdo Kappa definida em (5.24). De (2.38), para o caso eletrostatico
bidimensional (v? = v2 + v?), temos:

w? k-Vf,
1_ % /dz “VIE 5.27
zﬁ: ngok? JL 'kvew (527)
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onde o indice L na integracgdo significa que o contorno é de Landau. Em varidveis adimensionais
(a mesma mudanca de varidveis realizada nos capitulos anteriores) e assumindo que o vetor de
onda adimensional q seja ao longo do eixo z temos:

2
wps 1 o AVuPs
g s
pe

5 Mo’ w q-u—=z <2
2 2 2\ —(k+1) (5.28)
w 1 +oo +o0 1 0 +
e a I a0 <1+“1 2“2) .
5 Na0q° Whe /oo —o0 (u. — 2/q) Ou. |muj, KUZ .
Vamos primeiro realizar a integracao na varidvel perpendicular u,:
400 2 —(k+1)
=25y [ <1+ = ) du,
Tug —o0 RUG 1]
. SN\ —(et1) (5.29)
1_ 2 nBO 77 (ﬂ+1)/ <1+ U;B > dux,
Tu? B r 0 KUG .1
onden =1+ R;‘; . Fazemos agora uma mudancga de variaveis,
B,k
2 2upduy,
t=—r gy = —ee
KUG o 1] KUG .1

e substituindo na expressao (5.29), obtemos uma integral ja conhecida e podemos utilizar a
relacdo (5.20) para resolvé-la:

I _ 2npo ey B2 / R dt
Y 0 (1+t)(n+l) ’

UG 2 (5.30)
nﬁol‘ilﬂ I'(k+1/2) —(k+1/2)
7 Pug,. T(k+1)
Inserindo o resultado obtido acima na equagao (5.28) temos:
—(K+1/2)
e M ACEVE. QRS S —0
5 oﬂeq? ' 2ug, T(k+1) Jo “u,—2/q0u, KUG . ’
1/2 1 2 1 2 o 2 —(k+1/2)
1+Z I'(k+1/2)2(k+1/2) /d 1+L§ — 0,
w2 q 2rllPug . T(k+1) kKuj, — z/q Ju, KU3 .
(5.31)

lembrando que o incide L na integral representa o contorno de Landau. Fazemos entdo uma
mudancga de varidveis,

Uy 0 __ Z . w

ugw' 7 qups  kug

realizando a integracéo e fazendo uso da propriedade da fungdo Gama, I'(z + 1) = zI'(x),
obtemos uma expressao para a relagdo de dispersao

wl 1 k+1/2T(k+1/2) [ T(k+1) Ik —1/2) o @200\ _
1+2Z eq ug, K (k) (F(H+3/2) I'(k) CB Z (<6)> N

b5 0y (14 L= L/2) Dk +3/2) o 672) 001 _
1+2§ﬁ:w§(gﬂ) <1+ T T 28 (cﬁ)>_o

S =

(5.32)
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onde a fungdo Z (C 5) € a funcao relacdo de dispersdo de plasma para distribui¢des do tipo s
de ordem m,

1 ['(k) o0 ds
Zm(€) = / , 5.33
<) = A (6~ 172) o (5= )1 + 2 539
que se reduz a fungdo definida por Summers & Thorne [51], para m = 1, e pode ser escrita em
termos da Fun¢do Hipergeométrica de Gauss,

iT(k)T (K + m + 1/2)

ZM(E) = KV (5 — 1/2)T(k +m + 1)

R

(5.34)

Essa relacdo de dispersdo pode ser resolvida de forma numérica. No entanto, para certos
casos, podemos fazer uso de algumas propriedades da fun¢do relagdo de dispersdao de plasma
e assim obter um resultado analitico. De maneira similar feita para as ondas de Langmuir
utilizando uma funcao distribuicio Maxwelliana na subsecao 2.4.2, supondo grandes velocidades
de fase e expandindo o integrando da fung¢do Z(&) chega-se a uma equagdo simplificada para a
relacdo de dispersao.

Para as ondas de Langmuir, temos a seguinte relacdo de dispersao para as ondas L:

w2, 3 0k 1)
-y <1+2H—1(<g)2> 0. (5.35)

E, ignorando o efeito dos fons, temos:

w? 3 K 1
1— e (g2 fe =0
2 ( +2He—1(gg)2> )

W, 3 k202
<1+ K@ e;@) :O’
LU

2ke — 1 w?

2
& <1+3 . 6_1%3):0,

w? 26ke — 1 K. w2

3
w4—w W —§k2§;6:0.

(5.36)

Usando a formula de Baskara, temos

w? = 1{@;} j:(w + 6k%w? Wpe e) /2],

2
k202 1/2 2 E202 (5.37)
1i<1+6 ;’) ~ Lo lli<1+3 f)}
Whe 2 Whe

e, considerando apenas a raiz positiva, temos a relacdo de dispersao das ondas L para uma fungao
distribui¢ao kappa tipo I:

3]€2U2
2 2 e
= 1 —
pe( 2 I%E)

3 k22 1/2 1/9
wﬁ:wpe <1+2 w;}6> = Wpe (1+3k2)\2De> / ,
pe

2:

w

(5.38)
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que € a mesma expressao obtida no capitulo 2 na equacio (2.50). Note que utilizamos a defini¢do
de v, = *’”T_lvg em duas dimensodes, mas poderiamos realizar o mesmo procedimento para trés
dimensdes e obter 0 mesmo resultado.

Para as ondas ion-acusticas utilizamos diferentes aproximacdes: para a contribui¢do
dos fons supomos grandes velocidades de fase, enquanto que para a contribuicao dos elétrons,
supomos pequenas velocidades de fase. Assim, para as ondas 5,

K; 1

w2' 3 w2 K
1— p? 1 s 2 pe "ve /-0 2:0
w2 < + 2/‘%_1(@())2) - w2 K (Ce) )
w

e

W 3 e k22 2 9
1— <1+’<“ ”>+2 re Y _

w? 2k —1 w? w? k202,

w2 3 ki ks — 1 k202 w2 2
1— <1+ mi K ”’>+2pe fle “ ),

w? 2k; — 1 K;  w? w? ke — 1 k202

w2, 3 k2v? w?
1— m<1+ UZ)+2 e “pe ),

(5.39)

w? 2 w? Ke — 1 k202
w2, wi T, Ke 1
1--= A2 m—z =
2 T R S v
4 1
w4( -+ B ) —wf,ikQ)\ w —3k4)\De it =0
Re — e

Usando novamente a férmula de Baskara, admitindo que 7, > T; e k*\p. < 1, fazendo
algumas aproximacoes e considerando a raiz positiva, temos:

1 r T 1/2
2 _ 212)2 4 ( Y 12( A2 )k4)\ )
w 2 <ﬁ + k.Q)\QDe> -wpz De wpz De + /{e 1 + De pz Te 3
2 1.2 )2 [ T\ /2 622
w2 _ wpz De 14+ <1 + 12 z) 1+ D:T - :
2<ﬁ+k2)\%e)_ —1T 1412
2 [.232 r T 1/2
w2 = it ADe 11(1+12 fie ) ]
2 (5 +k23,) — 1T,
9 wQAkJQ)\2 r ke T
w” = 1+ <1 +6 )] ,
2(5_14—]{)2)\ )- K:e_lTe
.k2)\ .
wg _ wpz De (1 + 3 Re ﬂ) ’
(e + k203, ke — 1T,
WS = “pekAne (me)w (14+3 " Ti)“
7o .
(ﬂe - + k2)\ ) m; Re — 1 Te

(5.40)

Caso seja utilizada a expressdo em trés dimensoes da velocidade generalizada v, 3 =
K—=3/2 9
—“=v3, seguindo os mesmos passos, € possivel chegar na seguinte expressdo para a relagao de

dispersdo das ondas S:
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ek>\e e 1/2 e_lzﬂ 2
Wi = 1:10 D <m> (1 +3oe /2 3;2 T) . (5.41)
Ke— m; Re — e
(=5 + 12X )

5.4.2 Espectros Iniciais

Os espectros iniciais sdo obtidos, como ja mencionado em 4.1.4, fazendo o balanceamento
dos termos de emissdo espontdnea e induzida, quando falamos das ondas de Langmuir e das
fon-acusticas.

Ja para as ondas transversais, trabalhamos com o termo assintético associado ao espa-
lhamento envolvendo ondas 7" e L. Conforme mencionado anteriormente, quando falamos em
espectros iniciais de ondas transversais ha dois casos a serem considerados. O primeiro € bem
conhecido na literatura padriao e assume-se que as ondas transversais ndo existem no instante
inicial, por serem produto de interagdes lineares de outros tipos de ondas. O segundo caso, no
entanto, ¢ uma descoberta recente e foi detalhado na secdo 4.1.4. No trabalho Spontaneous
emission of electromagnetic radiation in turbulent plasmas, Ziebell et al. propdem a geracao de
um espectro assintético das ondas 7' produzido por mecanismos ndo lineares, logo no inicio da
interagdo, e que aqui serd tomado como sendo o espectro inicial das ondas transversais.

A seguir serdo apresentadas expressOes para os espectros iniciais das ondas (utilizando
um procedimento similar ao feito no fim do capitulo 4), mas agora admitindo um plasma de
fundo descrito por uma VDF Kappa tipo 1. Vale ressaltar que a funcao distribui¢do bem como
as equacgdes apresentadas a seguir estdo na forma adimensional. As varidveis adimensionais
utilizadas foram definidas em (4.9).

Ondas de Langmuir

A partir da equagdo cinética das ondas L, (4.11), usando u{; =1,

agoL
“%a L .
5 = pk = 7 /du ozl —q-u) (gCID (u) + (024) a Sy Ca

0ETL o0 00 o, P,
q:;/_ duz/_ duxé(azé—qmux—qzuz)lgCI) + 024 5°L< 0 —l—qa )],

o7 * Ouy “ou,
IET"
“or 7/ dUz/ duz O( — ey — q:uz) | g e
—1 2 —1
L col e +1 2u, u? 2u, u
+UZq gq Py (_ql‘ ug}[{ (1 + ’feug,n — 4 uz,n L+ Heug,ﬁ (I)e 7

DE" o e

8(7]‘ = ;/_OO duz /_OO duz 6<O-Zé — QzUy — QZUZ) [g (I)e

2 Ke+1 2\
0 fre ¥ <1+ ! ) @e]go.

2
Ke Kelg

Entdo, usando a condic¢ao de ressonancia obtemos e uma expressao para SgL a partir do
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equilibrio,
g L
gl = = 5.42
q 2(25)2 ]—27 ( )
onde,
I, = / dux/ du, . 0 {azg — Uy — qzuz} , (5.43)
K —|— 1 2\
I, = —¢ dux/ du, ®, ( 5 ) ) [azé — Uy — qzuz} ) (5.44)
KeUZ

As integrais (5.43) e (5.44) podem ser obtidas analiticamente. Utilizando a expressao
(A.17), obtida no Apéndice A, a razdo 1/12 é dada por

L (nauiﬁf + (022)2> Ko — 1

I KalUZ, .42 Ka+1/2°

(5.45)

Note que encontramos uma divergéncia na regido de ¢ — 0 e para sanar este problema,
foi imposto um limite superior para a varidvel velocidade no célculo das integrais, de forma que
u = us = ¢/v. Utilizando as expressdes (B.4) e (B.6), obtidas no Apéndice B, temos [53]:

SUL g HGUE,HQQ + (O-Z(Z;)Q Re — 1 2F1(1/27 Re + 1; 3/27 _tme) ( 2 > ( L/ )2)
— 22
4 2(25)? KeuZ . ke + 12F1(1/2, ke +2;3/2; —tme) 1 al ™
2 2
g Kelg + U’f Ke — 1 2 L 2
goL = ’ < . 5.46
o TENE ( hel, ) Pt (q < (20 /uy) ) (5.46)

Ondas fon-Acisticas

Para as ondas .S, procedemos de maneira similar. A partir dos termos de emissao induzida
e espontanea da equacgdo (4.12),

85"5
= 2uq /du 0z —q-u) [g[cpe(u) + ®;(u)]
L oP.(u) m, 0®;(1)\ ..q (5.47)
+(azq)<q- rEak L >5q1,

separando nas componentes paralela e perpendicular e substituindo as funcdes distribuicao de
velocidades para os fons e para os elétrons,

€% _ T
a _ "Hq
L [ o -

—1
1+ — ) (qttz + qous) Pe

eue,ﬁ
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Usando a condi¢ao de ressonancia e reorganizando os termos, ficamos com

o€
or

S
_ THq [ > s
- q2 /700 duz [oo dux 6(UZq — qzUy — QZUZ)

2 ke +1 2\ 7!
><[g(@e—l—@i)—(azé)(azg)gg‘g(K—i_ <1+ “ ) D,

uan Re K’eug,ﬁ,
me 2 k41 wr \ 7
mi Ui, Ki RiUg
8505 7T,UzS 0o 00
ke + 1 wr \ 7 Teri +1 w2 7
x|g (B, + ®;)—2:L=5 €25 [ 2o (1 Cot+ (1 i ]| =0
g (Pe + Pi)—2z424 €7 Ko — 1 + Fet2 - Tiki—1 i Rill;

No equilibrio, encontramos uma expressdo para a intensidade espectral inicial para as
ondas fon acusticas:

Ie+r I¢ 14 I¢/1¢
£95 _ g <1+1) 951( +1/1). (5.48)

q _22’52’5 I§+%Ig _2z§zq726 1+%]§/[2@

Aqui também encontramos uma divergéncia na regiao de ¢ — 0, entdo vamos utilizar os
resultados obtidos no Apéndice B, mas agora tanto para ions quanto elétrons. A expressao para
o espectro inicial das ondas S, para (02} /q)* < u}, é dada por [53]

gos _ 0 Ket? o @° 4 (025)2\ ke — LoF1(1/2, ke +133/2 —te) [ 1+ 11/I5
4 2zL28 Ket? g2 te + 1oF1(1/2, ke +2;3/2; —tme) \ 1+ Z13/I5 |7

]i/Ie _ ug,n /{iuzz,nq2 rt ’ieuz,nq2 + (025)2 et 2F1(1/27 Ri + 17 3/27 _tmz)
v l{iu?ﬁqQ + (025)2 Ke“?,n(f o1 (1/2, ke + 153/2; —tne)’

2
Ki+1ke— 1uz,,$ /fiu?ﬁf Sk "‘feuinqz + (02&9)2 et
ki — Lhe +1uf, \ ki, g2 + (025)? KeUZ .

2F1(1/27 Ke + 2; 3/23 _tme) .

L/I5 =

Para (02 /q)* > u} as expressdes sdo as mesmas, mas agora avaliadas em (02 /¢q)* =
u? Neste limite, temos que ¢,,, — 0, e as fun¢des hipergeométricas tendem a unidade.

Ondas Transversais

Para as ondas transversais, a forma assintética do espectro pode ser obtida de forma
aproximada, levando em consideracdo apenas o termo da equagdo (4.13) associado ao fendmeno
de espalhamento envolvendo ondas L e 7' [75, 76]. Sendo assim, temos
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goT , , 80’T
70‘ T Z /dq /d /J’q:uq q xq)’ [g <0£€g/L —0 zé 4 > [®(u) + D;(u)]

Me ng . .8@1(11) T
+mié’q/ 5 (a—4q') v ozt — o'zl —(a—dq) u]~0
(5.49)

Podemos utilizar coordenadas esféricas no espaco de velocidades, considerando o eixo z
ao longo de q — ¢/,

850T T , 2 2 ™ ) 00 9 T " /
87 Z /d qq'2 / d¢/0 d@sm@/o duu®dlozy — o0 25 — (q—d') - u
/ , goT gt , 8@1 u
X [g <UZ€g/L -0 zg, ; ) [Dc(u) + D;(u)] + —5" g ; (a—d)- 81<1 )] )

(5.50)

onde un = Mﬁ/ = 1. Lembrando que a func¢do distribui¢cdo depende apenas de u, e usando a
condi¢do de ressonancia, temos

q X q/ 2 EUT o’ e %
— (azg) Z/dq’ (q?q’2) X [g(a’zg, ; — azgé'q,L [T + 1]

&g v oy 2 (Rt o) =D
—I—Hgg ; (02q —0'2 )TTIS = 0.
Isolando EgT, obtemos
& =2o:) Y [ ddl (q;l €55 I@H@] (5.52)
-1
2 (kita),
{ /d / q><q [ ( )[Ie—l-p]—|—7€JL(UZT—0/ZL)u2 (li :a)[5‘|} )

Podemos substituir os resultados obtidos em (A.8) e (A.16), assim temos

"2
EUT UZ Z/ / q><q)

q"*q — Q|

e[ 1 1L Tk U
geqg 7r1/2f~£1/2u _ 1/2 KeuZ,,
Hz)
1 T'(s;) (02 —0'zp)*/la —d'?
+—7 1+
265 F(“i —1/2) Hluz,fﬁ

1 F . ZT— /Z 2 KE)
S ot 85 g (T ( )
|q q | 7Tl/2 Ue,k F("{ - 1/2) "ieue,n

1 ['(ki) (1 N (0z) —0'25)?/la—q |2> m)

7r1/2,‘£§/2u2-,,.i [(k; —1/2) iU

/ 2 1 [(k; T _ 2 (ki+1)
—i-%Sg,L(azT—a’zL)— (k3) <1+ (02, —0'zp)*/la — d| ) ]
my;

UZZ,H 7T1/2/€1/2U1 K F(HZ - 1/2) ’iluzz,l-c

-1
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Para a integracdo, vamos utilizar coordenadas esféricas no espaco de q’, considerando o
eixo z ao longo de q, temos

2 .12 12 0/
ol / / o2 q~q- s 4 o'L
Eq = > (2 / do 31119/ dq’ q (2 + q% — QQQICOSH’)l/Qggq/

1 (k) (0z, —a'zy) e
X = 1+
H;/Qum [(ke —1/2) keu? . (¢ + ¢ — 2qq’ cos ')

1 (k) (1 . (027 — o'2k)? ))‘W]

Iil/QUiﬁ F(/ﬂl - 1/2) K’iuzz,n(QQ + q/2 2(](] cos ¢

(2

2 72 ;2
/ / !’ 12 g g~ s 0 /L
{ > (2n) / db sm@/ dq' q T % = 27 cos 01 [g(az )

" 1 ['(Ke) L+ (028 —a'zh)? e
:‘ié/Que " [(ke —1/2) “eug,n(q2 +¢"? — 2qq' cos ')

n 1 ['(k;) " (02 —o'2))? i
ki Py DR = 1/2) kg (g2 4+ ¢ — 2qq cos )
-1
e / 2 1 I i O'ZT o ZL —(ki+1)
+ﬁgg'L(Uzg N UlZ@T 1/2 - (1 t ol (2 2 i ' >
i Uik Ry Ui g I'(ki —1/2) /fiui,ﬁ(q + q"? — 2qq’ cos @)

Simplificando a expressdo acima e assumindo que o espectro assint6tico das ondas L
permanece 0 mesmo que o espectro inicial, dependendo apenas do valor absoluto do nimero de
onda, temos

1—p?)
57 = 2027 / dq ¢° / 4y ( gEo" (5.53)
Z 41 W@+ g2 = 2qq ) 2!

1 [(ke) (028 —o'zh)? e
X 1+
ke Pt T (Ke = 1/2) ket (¢ + ¢ — 2qq' 1)

4L ['(#) (02, —0'zy)? -
ki Pu, DR — 1/2) ritg (2 + 4 — 2qq'11)

)

[ o G g

¢ — 2qq'1)

T LN2 —Ke
" 1 I'(ke) m (02, —0'zy)
ke Pt T (e = 1/2) ket o (q% + ¢ — 2q¢'')
N 1 ['(k;) 14 (0z) —o'zh)? "
kP T(ki — 1/2) riug (4% + g% — 2qq' 1)

1

-1
Me 1 2 1 I'(k; az ’zL ~(mitl)
- g;L( ZT O/ZL/) - (ki) (1 ( g ) ))

Vg kP, Tk = 1/2) m-U?,K(q? +q% = 299’1/
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Como podemos observar, esta ¢ uma expressao bem complexa, no entanto podemos
abordé-la de forma aproximada. Para a distribuicao Maxwelliana, na se¢do (4.1.4), demonstramos
que a expressdo correspondente tem a contribui¢do mais significativa para o integrando em
q¢ = g, de tal forma que z(i = qu Assumindo que este € o caso também para distribui¢oes

Kappa,
o 1 (1 . M/Q)
ol T oL /12 /
& = 2(0z, )9ET; /0 dq q /_1 dp (@ + 42 — 29 11) 2

X( 1 ro) 1 T'(k;) )

kP, Dke —1/2) 7 2, Tk — 1/2)

ood//2 1d/ (1-#’2) T
8 ;/0 74 /—1 H (q2+q/2_2qql,u/)1/2 g(gzq)

-1
" 1 I'(ke) N 1 I'(k;)
/{é/Qum I'(ke —1/2) m}/zum I'(k; —1/2) .

Assim, temos uma expressao para o espectro inicial das ondas transversais:

ETT ~ 280" (5.54)

Encerra-se aqui a revisao da literatura que forma uma base tedrica para o trabalho
realizado e que serd apresentado a seguir. No préximo capitulo serd abordado o problema da
interagdo feixe-plasma, bem como os mecanismos de emissdo devidos a interagdo nao linear
entre onda-onda e onda-particula [77, 78]; No capitulo subsequente serd apresentado uma andlise
do conjunto completo de equacdes da teoria de turbuléncia fraca na presenga de uma distribui¢ao
composta por uma combinagdo de um niicleo Maxwelliano e uma cauda energética do tipo lei de
poténcia [53].



Capitulo 6

Interacao Feixe-Plasma

A observacgao de emissdo de radiacao solar e sua subsequente classificacdo € realizada
desde os anos 1950. Baseada tanto na morfologia espectral quanto nas escalas de desenvolvi-
mento, as emissoes estdo classificadas em cinco tipos . Para as emissoes do tipo II e tipo III, a
morfologia mostra um espectro de emissao de duas bandas, consistindo na emissdao fundamental
(F) e de seu harmonico (2H), de frequéncia igual a duas vezes a frequéncia fundamental [11, 12].

A interpretacio padrdo desses fendmenos envolve o seguinte cendrio: elétrons energéticos
na regido da fonte dessas emissdes excitam turbuléncia de Langmuir, por meio da instabilidade
bump-in-tail. Ocorre entdo o acoplamento ndo linear, envolvendo decaimento e espalhamento,
que converte parte da energia das ondas turbulentas em radiacdo eletromagnética. O processo
envolve uma fusdo das ondas de Langmuir, primaria (L) e retroespalhada (L'), gerando radiagao
eletromagnética com frequéncia igual ao dobro da frequéncia de plasma, e/ou o decaimento de
ondas L em uma onda transversal (7') na frequéncia de plasma e uma onda do tipo fon-acustica
(S). Esse cendrio padrao é bastante discutido na literatura, mas andlises quantitativas detalhadas,
baseadas em solu¢des numéricas, ndo estavam disponiveis até recentemente [74, 75, 76, 77].

A geracdo de radiacdo eletromagnética (EM) € um subproduto de processos de interacdes
nao lineares e esses processos podem ser esquematizados da seguinte maneira [12]:

L—-L+8

L — S+ T (wpe)
L+ L — T(2w,).

No ambito do grupo de Fisica de Plasmas da UFRGS, o formalismo desenvolvido nos
trabalhos recentes vem sendo utilizado para o estudo da interacdo entre um feixe de elétrons e
um plasma. Foi desenvolvida uma rotina numérica capaz de solucionar as equagdes de diferencas
finitas obtidas a partir do conjunto completo de equagdes (4.11)-(4.15), aplicando o método
”splitting” para lidar com as derivadas parciais da equacio para as particulas e o método Runge-
Kutta de quarta ordem para as equagdes para as ondas, partindo de um estado inicial em que os
espectros iniciais das ondas sdo fornecidos.

Neste capitulo serdo apresentados dois trabalhos realizado pelo grupo (ambos utilizando
uma abordagem bidimensional), o primeiro considerando a interagdo entre um feixe de particulas
e o plasma, e o segundo com feixes contrapropagantes [77, 78].

78
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6.1 Emissao de Plasma com Feixe Unico

Nesta secao serd apresentado um estudo das emissdes em um plasma térmico a partir
de processos ndo lineares. Aqui pretende-se caracterizar os efeitos causados pela variacdo de
velocidade do feixe de particulas nos mecanismos de emissao.

6.1.1 Parametros Iniciais e Analise Numérica

A fim de estudar os diferentes fenomenos associados com a emissao de radiacao em
um plasma por um feixe de particulas, precisamos definir prineiro a forma da distribui¢cdo de

particulas i0nicas:
. )2
Fi(v) = mzem( ot ) , 6.1)

(6.2)

onde a fungdo é normalizada por [ ®;(u)du = 1.

E assumido que os fons ndo sofrem grandes alteracdes durante a simulagio computacional,
sendo, portanto, considerados estaciondrios. J4 para os elétrons, é admitida a presenca de uma
distribuicao de fundo e um feixe de particulas alinhado na dire¢cdo do campo. Feixes contra-
propagantes ou com outras formas de distribui¢do que ndo seja a maxwelliana ndo serdo levadas
em conta. Assim, os elétrons inicialmente sdo considerados como a soma de um plasma isotrépico
de fundo com uma distribui¢cdo Gaussiana deslocada [77].

A distribui¢do inicial em duas dimensdes € dada a seguir:

Fo(v,0) = 1_Lb/noexp (—Ui _ (U|_VO)2>

2 2 2
T4y, Uth Uth (6.3)
2 —W 2 :
ny/no vl (v b)
+ 5 CXpP|——35 — 2 :
T, VUt Utp

Aqui temos que v}, = 2T./m, é a velocidade térmica associada ao plasma de fundo,
vfb = 2Theam/me € a velocidade térmica associada ao feixe, e Vj e V}, sdo as velocidades de
deriva do plasma de fundo e do feixe respectivamente. Temos também que 1/, € definido de tal
forma que garante uma velocidade de deriva liquida nula para a distribuicao dos elétrons, isto €,

AL
Vo=—"+, (6.4)
o — 1
conservando assim a condicdo de corrente livre. A sua forma adimensional é dada pela seguinte
expressao:

1_ 2
®.(u,0) = :b/noexp [—ui - (u - VO) 1

Uth

4 Me/mo T exp{ L. [ui+ <U|| —Vbﬂ}
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As intensidades iniciais das ondas L e S sdo obtidas equilibrando os termos de emissio
espontanea e induzida, levando em consideragdo a populacido de fundo. Conforme visto em
(4.1.4), as expressoes para os espectros iniciais na forma adimensional sdo dadas por:

oL _ g
&0 = 50
z5)2 T 1/2 25)2 (66)
glewp (~50°) + (%) " exp (-7 |
£5°(0) =

25)2 e 1/2 25)2 )
it oo () +  (25) o ()

Para as ondas transversais, numericamente, vamos considerar dois casos, conforme men-
cionado na secdo (4.1.4). O primeiro € bem comum e nele assume-se que inicialmente as ondas
T’ sdo nulas. Nesse cendrio, leva-se em conta que ndo ha emissdo de radiacdo eletromagnética via
processos espontaneos, o que se deve ao fato de que tais processos estdo associados a condi¢ao
de ressonancia e nela a velocidade de fase excederia a velocidade da luz no vacuo. No entanto,
recentes estudos sugerem que quando efeitos ndo lineares sdo levados em conta, ondas 7' sdo
emitidas via processo de espalhamento [76]. De fato, dentre os vérios termos do lado direito
da equacdo (4.13), apenas o termo de espalhamento nao-linear, indicado por 1'sT'L, ja pode ser
responsavel pela emissdao de ondas em modo T mesmo em plasmas quiescentes. A abordagem
que leva em conta a presenca dessas ondas ja no instante inicial constitui o segundo caso discutido
na secdo (4.1.4). O espectro inicial para as ondas transversais € entdao dado por:

oT o g
10 =5 T (6.7)

onde ¢, é o mesmo definido em (4.30).

Observe que os espectros iniciais de propagagdo, tanto para frente (o = +1) quanto para
tras (o = —1), sdo assumidos iguais, isto é, os espectros sdo isotrépicos em g. O pardmetro
de entrada g esté relacionado com o pardmetro de plasma que é uma medida importante para
a discretizac@o das particulas. Ele deve ser suficientemente pequeno para que o sistema se
qualifique como plasma. Todavia, o pardmetro de plasma ndo é exatamente zero, mas finito.
No meio heliosférico real tal parAmetro é da ordem de 10~% a 107%, no entanto aqui tomamos
o valor 1/(n.)\3)) = 5 x 1073, muito maior, a fim de facilitar o procedimento numérico, uma
vez que valores mais realisticos fariam com que as intensidades espectrais iniciais fossem muito
pequenas, o que levaria a necessidade de um tempo maior de simulacdo computacional, até que
fossem obtidos resultados significativos na evolucdo do sistema de ondas e particulas.

O valor adotado da razdo entre a densidade do feixe e a densidade do plasma de fundo
é np/ng = 1073, sendo muito maior do que os valores detectados em emissdes solares tipicas
do tipo III. Esses podem chegar a 1075, especialmente perto de 1 UA. Entretanto, escolhemos
trabalhar com um feixe ndo tdo realistico, mais robusto, de modo que o trabalho computacional
possa ser facilitado. Tomamos a dire¢do de propagacdo do feixe para ser ao longo do eixo z.

Em relacdo as temperaturas, vamos considerar a temperatura associada ao plasma de
fundo igual a associada aos elétrons T, = Tjeqm. A razdo de temperaturas entre os ions e elétrons
é tomada como sendo 7;/T, = 1/7. Normalmente esse valor é menor que a unidade, mas pode
assumir valores da ordem da unidade ou até mesmo maiores. Em geral, espera-se que, a menos
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que 7;/T. seja pequeno, as ondas fon-actsticas sdo fortemente amortecidas, ndo possibilitando
a interacao de ressonancia envolvendo trés ondas. No entanto, tanto as solu¢des numéricas
da teoria de turbuléncia fraca eletrostatica, como as simulagdes PIC envolvendo a intabilidade
feixe-plasma mostram que a as intera¢des envolvendo as ondas S sdo significativas mesmo
quando 7; /T, tem ordem maior do que a unidade [69, 44]. O valor adotado aqui é baseado em
trabalhos anteriores, de modo que podemos comparar diretamente os resultados [77].

Para todas as situagdes a seguir, o passo temporal normalizado serd A7 = (.1. Para a
solucdo numérica utilizamos condi¢des que ja vem sendo usadas em outros trabalhos produzidos
no ambito do grupo: para as ondas L e S grade de 51 x 51 pontos para as componentes
perpendicular e paralela do vetor de onda (¢1,q) = (¢, ¢-),com 0 < ¢, < 0.6e0 < ¢, < 0.6.
Para as ondas 7', grade de 71 x 71 com as mesmas condi¢des para (¢, q.)-

Em relagdo as velocidades, utilizamos uma grade de 62 x 125 para as componentes
perpendicular e paralela (u,u)) = (g, u;), com0 < u, < 15e —15 < u, < 15.

6.1.2 Mecanismos de Emissao

A equacdo cinética para a evolugdo temporal das ondas 7' contém, no seu lado direito,
diversos termos que sdo responsdveis pela geracdo e emissao de radiacio na frequéncia de plasma
e seus harmonicos. Ao introduzir esses termos, afirmamos que o termo 7'd L L é responsavel
pela emissdo do segundo harmonico, L + L' — T'(2wy.), que os termos T'dLS e T'sTL sdo
responsaveis pela emissdo fundamental, L — S + T'(wy.) ¢ L + p — T'(w,.) respectivamente,
onde p = e, i pode ser elétrons e fons, e que 7'dT'L € o termo que leva a emissdes de harmdnicos
mais altos (com frequéncias acima de 2w,.). Ao examinar atentamente as vdrias condi¢des de
ressonancia, podemos entender o porqué dessas interpretacdes [77].

Analisamos entao o primeiro termo do lado direito da equagdo (4.13). Este termo € ditado
pela interacdo ndo linear, envolvendo duas ondas L, cada uma com frequéncia proxima a wp., €
uma onda transversal. Se as duas ondas de Langmuir sofrerem uma interferéncia construtiva,
entdo o modo 7' resultante deverd ter uma frequéncia proxima de 2w,.. Uma interpretacdao
similar pode ser feita para os termos 7'dLS e T'sT L. Entretanto, como os dois contribuem para
a emissao fundamental, € preciso identificar qual deles € mais relevante, e isso nao pode ser feito
apenas considerando a estrutura matematica de cada termo. Também fizemos a afirmagdo que a
radiacdo de fundo vem principalmente de 7's7'L. Novamente, uma andlise quantitativa se faz
necessdria.

Uma maneira de verificar todas essas afirmacoes € resolvendo o sistema de equacoes,
transformando cada termo da equacgdo cinética das ondas 7' em uma espécie de "botdo liga-
desliga", a fim de que seja estabelecida a importancia real de cada termo ao longo da simulagdo
numérica. Foram feitas anélises para trés velocidades do feixe de elétrons, com V}, /vy, = 6, 8, 10.
Dentre estes, 0 caso que mostrou uma emissdo mais eficaz do terceiro harmodnico foi o caso com
Vi, /v, = 10, e serd comentado a seguir [77].

O resultado representado na Figura (6.1) mostra o espectro total normalizado das ondas
T" em fung¢do do instante de tempo normalizado 7 = tw,. = 2000, para o caso no qual o feixe de
elétrons tem a velocidade Vj, /vy, = 10. O espectro total é encontrado integrando sobre todos os
nimeros de onda, e em coordenadas polares, temos:

5T:/q5§d9
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onde ¢ = (¢7 + ¢f)"/%, 0 = cos™'(g/q) e também foi utilizada a relagdo de dispersdo para as
ondas 7' mostrada em (4.15).
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Figura 6.1: Intensidade da radiacdo Eg emitida versus frequéncia normalizada, w/w,., para
Vi/v, = 10, no instante de tempo normalizado 7 = tw,. = 2000.As linhas em vermelho
representam o espectro completo, enquanto as linhas em azul representam o resultado obtido
levando em conta diferentes mecanismos fisicos. A curva em vermelho estd presente em todos
os painéis a fim de de comparagdo. No painel (a) a curva azul representa apenas o termo de
espalhamento 7'sT'L. No painel (b) a curva em azul representa a contribui¢do do termo de
decaimento de uma onda 7" em duas ondas L, T'dL L. No painel (c) a curva em azul representa a
contibuic¢ao do termo de decaimento de uma onda 7' em uma onda L e uma onda S, T'dLS, e o
painel (d) representa a contribui¢do doS termoS T'dLL + T'dT' L que representam o efeito do
decaimento de duas ondas L em uma onda 7', junto com o decaimento de uma onda 7" e uma
onda L, em uma onda 1" [77].

No painel (a) da Figura (6.1), a curva em vermelho representa a solucdo completa,
incluindo todos os termos da equagdo (4.6), e a curva em azul representa apenas o termo de
espalhamento 7's7T'L. Podemos observar que o termo de espalhamento contribui para a geragdao
de radiacdo com frequéncia proxima a w ~ wy., confirmando a hipétese que tal termo € mesmo
responsdvel pela emissdo fundamental (primeiro harménico). Outro ponto interessante a ser
observado € que o termo 7's7'L também gera a radiacio de fundo em toda banda de frequéncia e
€ governado pela expressao (4.30) [76, 75].

O painel (b) da Figura (6.1) compara a solucdo numérica completa (em vermelho) com o
calculo que inclui apenas o termo 7'd L L. Neste caso, podemos ver que o processo de fusdo entre
duas ondas de Langmuir (primdria e retroespalhada) gera radiacdo eletromagnética de frequéncia
w ~ 2wy, corroborando com a afirmacdo de que esse termo € responsavel pela emissdo do
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segundo harmonico.

Outra afirmacao € que o segundo termo do lado direito da equacdo (4.13) contribui para a
emissdo fundamental e o painel (c¢) mostra justamente isso. Comparando-se a solugdo completa
(em vermelho) e o célculo envolvendo apenas o termo de decaimento (em azul), pode-se verificar
que o processo L — S + T'(wy.) participa da geragdo da emissdo fundamental tanto quanto o
termo 7'sT L. Isso mostra que ao discutir a emissao F', deve-se incluir tanto os processos de
decaimento L — S 4 T'(wy.) quanto de espalhamento L + p — T'(wy.), € ignorar um ou outro
fendmeno pode ndo s6 levar a um erro qualitativo, mas também a um erro quantitativo [77].

A Figura 6.1 (¢) também mostra que o termo 7'd LS contribui para a radiacdo de fundo,
mas a intensidade gerada é de magnitude muito menor do que a gerada pelo termo 7T's7T'L,
conforme visto no painel (a). Consequentemente, nossa alegacdo inicial de que o termo de
espalhamento € quase que exclusivamente responsdvel pela geracao da radiacdo de fundo é
verificada.

Por fim, temos o painel (d), que compara os resultados da simulagdo completa com o
célculo numérico envolvendo apenas os termos T'dLL e T'dT' L. A finalidade aqui € compreender
melhor o papel do termo 7'dT'L na geracao de harmdnicos mais altos (terceiro em diante). A
inclusdo do termo 7T'dL L garante a existéncia prévia das ondas 7" necessdrias para 0 processo
L +T — T. Outros processos referidos anteriormente também envolvem a apresenca das ondas
transversais, mas apenas o processo L + 1" — T necessita da preexisténcia de um modo 7" para
existir, por essa razdo os termos 1'dLL e T'd1' L foram mantidos nos cédlculos numéricos.

O resultado apresentado no painel (d) mostra que o processo 7'd1"L ndo s6 leva a emissao
do terceiro harmonico (3H ), mas também contribui para a emissdo fundamental. Observando
a curva azul, pode-se discernir uma emissdo muito fraca do quarto harmoénico (4H), que é
totalmente ocultada sob a radiacdo de fundo de modo que se torna indetectdvel na solugdo
completa representada pela curva vermelha. No entanto, essa descoberta indica que, para uma
velocidade de feixe extremamente alta (caso para o qual o formalismo da teoria de turbuléncia
fraca ndo € mais aplicdvel), o processo ditado por T'd1T' L pode ser capaz de levar a emissdes de
harmoénicos de frequéncias mais altas (w > 3wpe).

Um dltimo ponto a ser analisado € a contribui¢do para a emissao do segundo harmdnico.
Nos painéis (b) e (d) pode-se verificar que os picos em torno de 2w, possuem magnitudes
praticamente idénticas, o que nos leva a concluir que o termo 7T'dLL é quase exclusivamente
responsdavel pela emissdo do segundo harmonico.

6.1.3 Efeitos da Radiacao de Fundo

Nesta parte do trabalho serd mostrado o efeito da inclusido do espectro de radiacio de
fundo na evoluc¢do temporal da intensidade espectral total. Como ja mencionado, recentemente
se chegou a conclusdo que a radiacdo de fundo estd presente mesmo na auséncia de um feixe
de particulas [76, 75] e, para mostrar isso vamos explorar os efeitos da inclusdo do espectro
inicial das ondas T’ no instante inicial versus o cdlculo sem essa intensidade inicial, ao longo da
evolucdo temporal.

O termo responsdvel por esse efeito esta descrito na equacdo (4.13), indicado por 7'sT'L, e
estd associado ao espalhamento envolvendo uma onda L e uma onda 7', mediado pelas particulas
do sistema. Levando a um regime quase estaciondrio, apenas esse termo contribuiria para a
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intensidade espectral inicial. Fazendo 885 /Ot ~ 0 na equag@o referida acima, chegamos a
uma expressao para o espectro inicial (4.30). Para o calculo numérico utilizamos um feixe de
particulas de densidade constante n,/ng = 1072 e de velocidade vy, /vy, = 10.

A Figura (6.2) mostra um painel comparativo, sendo a figura superior (a) o caso com
intensidade inicial nula e o inferior (b) incluindo o espectro inicial das ondas transversais.
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Figura 6.2: Efeitos da inclusdo do espectro inicial de radiacdo de fundo. Painel (a) mostra
a evolugdo temporal da intensidade normalizada do campo elétrico (§E?(k)) vs. frequéncia
normalizada w/w,,. para feixe de particulas com velocidade v, /vy, = 10, quando o espectro
inicial das ondas 7' € nulo. Painel (b) mostra o mesmo cenario, exceto pela inclusdo do espectro
inicial (4.30). [77]

Quando iniciamos a simulagdo numérica sem o nivel de radiacao inicial - figura (a) -,
o sistema gera rapidamente a radiacdo de fundo através do termo (4.28). De fato, o grifico
superior da Figura (6.2) mostra o rdpido aumento da intensidade de radiacdo de fundo a medida
que o sistema evolui. O painel inferior mostra a mesma simula¢ao computacional, exceto que
comegamos o cdlculo numérico com o estado assintético do espectro inicial de ondas 7'.

Como se pode ver, o espectro de fundo, que € dado por uma lei de poténcia inversa para
grandes valores de w, ndo parece sofrer qualquer alteracao aprecidvel a medida que a dinamica
progride. Em relac@o aos picos associados aos trés primeiros harmonicos, quando inserimos
o nivel inicial de radiacdo de fundo, a energia livre associada ao feixe leva a emissdes com
amplitudes mais elevadas.

Até o presente momento, discutimos vdrios aspectos da emissdo de plasma e antes
de seguir para o estudo de emissdes de plasma na presenca de feixes contrapropagantes, nas
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proximas duas subsecdes vamos analisar a evolugdo temporal das intensidades tanto dos modos
proprios do plasma quando das emissoes dos trés harmdnicos.

6.1.4 Evolucao Temporal da Energia Espectral Total para os Modos L, S
el

Na Figura (6.3) estdo exibidos quatro painéis: o painel (a) representa a intensidade total
das ondas de Langmuir [ dkI;(k), no painel (b) a intensidade total das ondas fon acusticas
[ dkIs(k), e por fim nos painéis (c) e (d) a intensidade total das ondas transversais [ dkIr (k)
na auséncia e na presenca da radiacao de fundo respectivamente, ao longo da evolugdo temporal.
Em cada painel temos representadas as curvas para trés velocidades de feixe distintas V}, /vy, =
6, 8, 10, curvas azul, vermelha e preta respectivamente.

(a) L wave energy I Ldk (b) S wave energy I1 Sdk
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Figura 6.3: Evolucdo temporal para a intensidade das ondas (a) de Langmuir, (b) {on-acusticas,
(c) e (d) transversais para trés velocidades de feixe, V, /vy, = 6, 8, 10, curvas azul, vermelha e
preta respectivamente [77].

A Figura (6.3) mostra que a geracao de turbuléncia de Langmuir através da instabilidade
bump-in-tail é o primeiro e mais rapido processo que se destaca envolvendo a emissdo de
plasma. Em estagios bastantes iniciais da evolugdo temporal € possivel observar o crescimento
exponencial das ondas de Langmuir e sua posterior saturagao.

Um fato curioso a ser observado é a comparacio dos painéis (b) e (c). E esperado, por
intui¢do, que a geracdo de energia das ondas S seja mais rdpida do que a emissdo de radiacdo
das ondas 7', uma vez que no inicio da evolu¢do temporal os processos quase-lineares e de
decaimento envolvendo as ondas L e S sejam predominantes, mas nao € isso que ocorre. Em
trabalhos anteriores, como por exemplo [17], sdo comparadas as taxas de geracdo de radiagcao
das ondas de Langmuir e da emissdo do segundo harmdnico. A Figura 3 desse artigo mostra
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comportamento semelhante com a Figura (6.3) pelo menos no sentido qualitativo. Outro trabalho
que faz uma comparagao similar € o trabalho de Rhee et. al [45]. Esse trabalho compara o
crescimento das ondas de Langmuir com o surgimento das emissdes dos harmonicos 2H, 3H
e 4H - ver Figura 5. Entretanto nenhum desses dois trabalhos insere as ondas fon-acusticas
na comparacao e como consequéncia nao foi possivel discernir se a geracao dos harmonicos
era mais rapida do que a geragao do modo S. A presente investigacdo mostra que a producao
de radiacdo segue de perto a geracao da turbuléncia de Langmuir e, surpreendentemente, a
turbuléncia i0nica ocorre apenas apds um intervalo de tempo significativo. Tal descoberta, que
ndo poderia ter sido prevista em principio, € nova [77].

Por fim, comparando os painéis (c) e (d) da Figura (6.3), observamos um comportamento
qualitativamente semelhante a longo prazo, porém seus comportamentos para tempos iniciais sao
bastantes distintos. No caso da auséncia da intensidade inicial, a energia de radiac@o é quase que
imediatamente gerada, de acordo com o termo 7's7'L. Em contraste, quando adicionamos uma
intensidade inicial finita, a geracdo de radiacdo eletromagnética acontece no momento esperado
de um processo de instabilidade nao linear tipico. Ou seja, somente depois que a intensidade das
ondas de Langmuir excede um determinado valor, a radiacdo entao é gerada [77].

6.1.5 Evolucao Temporal da Energia Espectral Total para as Emissoes F',
2H e3H

Na Figura (6.4) tracamos a evolu¢do temporal das emissdes dos trés primeiros harmonicos.
Os painéis da coluna esquerda, designados por (a) mostram a evolucdo temporal da energia
de radia¢do [ dkIr(k) para cada harmonico versus o tempo w,.t, para o caso de auséncia da
radiacdo inicial. As curvas azul, vermelha e preta representam o comportamento das emissoes
fundamental (F'), segundo (2H) e terceiro harmodnicos (3H) respectivamente. De cima pra
baixo, as linhas (1), (2) e (3) correspondem as diferentes velocidades do feixe V}, /vy, = 6,8, 10
respectivamente. Os painéis da coluna da direita, designados por (b), sdo aos mesmos que os do
lado esquerdo, exceto que os resultados correspondem aos cdlculos numéricos considerando um
espectro inicial finito para as ondas 7.

Em trabalhos como [17] e [45], sdo apresentados apenas a evolucio temporal do segundo
harmdnico em diante, e isto deve-se ao fato de que nas simulagdes numéricas utilizadas, a técnica
PIC ndo permite uma solug@o préxima a emissao fundamental. Em nosso estudo ndo temos essa
restricao, uma vez que operamos no espaco de Fourier. Se excluirmos o modo fundamental, o
comportamento geral do modo do segundo harmonico crescendo mais rapidamente do que o
terceiro € consistente com as simulagdes obtidas por [17] e [45]. A nova descoberta, de acordo
com o presente trabalho, é que a emissdo fundamental ocorre antes dos modos harmdnicos mais
elevados. E interessante observar que embora inicialmente o modo fundamental cresca mais
rapidamente, o segundo harmonico apresenta um crescimento mais tardio e que eventualmente
equipara e ultrapassa o modo fundamental (V},/v;, = 8 e 10 respectivamente). Mesmo para o
caso de menor velocidade, (V},/v;, = 6), podemos supor que eventualmente a energia do modo
2H vai ultrapassar a do modo F' se tivéssemos executado o codigo por mais tempo [77].

Saber se as emissdes do tipo III sdo feitas das emissdes F' ou H ainda é uma questdo nao
resolvida na literatura [9, 46]. Se nossas andlises feitas até agora servem de guia, acreditamos que
o componente harmonico acabard por dominar o fundamental a longo prazo. De fato, a Figura
9 do artigo [9] mostra que, de forma esquemadtica, o pico fundamental se manifesta primeiro,
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Figura 6.4: Evolugdo temporal para as intensidades dos harmonicos F', 2H e 3H curvas azul,
vermelha e preta respectivamente. Coluna da esquerda, painéis (a), na auséncia da radiacdo de
fundo e coluna da direita, painéis (b), na presenca da radiacdo de fundo finita. Para as seguintes
velocidades, de cima para baixo, primeira linha V}/v;, = 6, segunda linha V;, /vy, = 8 e terceira
linha V, /vy, = 10 [77].

porém mais tarde, € dominado pelo harmodnico, que € uma conclusdo baseada em observacoes
[77] e parece ser consistente com o observado na Figura (6.4).

6.2 Emissao de Plasma com Feixes Contra-Propagantes

Como citado anteriormente, a emissao de radia¢do na frequéncia de plasma, wy,, e/ou em
seus harmonicos (2wy, € 3w,.) € o resultado da conversdo parcial ndo linear da energia cinética
associada ao feixe de elétrons em energia de radiacdo EM e sdo exemplos desse processo as
emissoes solares do tipo II e tipo III (type-II and type-III radio bursts).

O cendrio mais aceito para a emissao do tipo II envolve a aceleragdo de elétrons na forma
de feixe gerada por uma ejecao de massa corondria (CME), uma emissdo de particulas solar.
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2.

Esses elétrons acelerados interagem com o plasma de fundo levando a interagdo feixe-plasma. E
esperado que as emissoes do tipo III sejam semelhantes [78].

O estudo que segue trata de um ponto importante levantado por Ganse et al. 2012a [11],
que observou que a frente de choque abrange uma grande drea espacial, que contempla variagdes
na frequéncia de plasma. Se a emissao de plasma gerada por um feixe deve ocorrer em cada
ponto associado a frente de choque CME, entdo as emissdes de tipo II devem ser observadas
numa ampla banda de frequéncia. No entanto, as emissdes de tipo Il sdo invariavelmente de
banda limitada.

Efficient shock-drift
acceleration (SDA)

Second acceleration
) 7 Region?
In_;erplanet,i}'\,»B'_Fieki__“ .

PO N

Deformed Shock?

Figura 6.5: Esquema do modelo proposto em grande escala da emissao de radiacao do tipo II.
Elétrons s@o acelerados em forma de feixe na regido de emissao, excitando ondas de Langmuir
que passam por processos nao lineares de interacdes de trés ondas. Novo modelo sugere uma
distribui¢cdo de dupla corcunda para a regidao de CME, injetando feixes contrapropagantes de
elétrons [11].

Esses autores teorizam que as emissoes de tipo II podem estar relacionadas com circuns-
tancias especiais na regido de interacao, onde a geometria da distribuicdo de choque € tal que
forma uma dupla corcunda (double hump), como ilustrado na Figura (6.5). Eles argumentam
que preferencialmente a emissao de radiacdo toma lugar numa regidao de depressado, prensada
entre duas frentes de onda, onde hé feixes de elétrons contrapropagantes. Para demonstrar
quantitativamente tal hip6tese, [11, 12] realizaram uma simulacio do tipo PIC (particle-in-cell)
e mostraram que a emissdo de plasma é mais eficaz para o caso de feixes contrapropagantes
quando comparados com um utnico feixe. Um resultado similar foi encontrado por [60] no que
se refere ao aumento da emissao do modo 2H no caso de feixes opostos.

A andlise apresentada a seguir trata do mesmo tema, mas com uma abordagem numérica
diferente. Aqui serd empregada uma solu¢do numérica da teoria eletromagnética de turbuléncia
fraca e é complementar aos estudos anteriores. A simulagdo numérica feita, ao contrario
do método PIC, baseia-se em equagdes tedricas que contém varios termos que podem ser
identificados com processos fisicos especificos, fornecendo uma riqueza maior de detalhes. Esse
estudo foi publicado recentemente [78].

6.2.1 Parametros Iniciais e Analise Numérica

Utilizaremos como base o mesmo conjunto de equagdes (4.11)-(4.14) referido anterior-
mente, bem como a fun¢do distribuicao para os ions (6.2). As configuragdes iniciais sdo tais
que os ions sdo considerados como estaciondrios e os elétrons, bem como as ondas, evoluem
no tempo. A fun¢do distribui¢do inicial para os elétrons é composta por uma Maxwelliana de



CAPITULO 6. INTERACAO FEIXE-PLASMA 89

fundo e um par de feixes, um para frente e outro para tras, associados as densidades ny e n,
respectivamente. A expressao para a distribui¢do inicial em 2D e em varidveis adimensionais é
dada por:

®.(u,0) = ! ( _ nb) exp [—ui - (u” — 2}())2]

™ o No Vte
2
1 ny Te Te 2 Uy
—_—— — - — 6.8
+ —— exp T, ul + |y o (6.8)

+ 1 (23 Te Te 2 + ( Uf>2
—— —€X — U uy — — .
e Tb P Tb + I Vtp

Aqui temos que vy, = (27, /m. )2, vy = (2T;/me)Y? e vy, = (2T3/m.)'/? sdo respec-
tivamente as velocidades térmicas associadas ao plasma de fundo, ao feixe dianteiro e traseiro,
€ v9,Vf € Uy, sdo as velocidades de deriva associados com o plasma, o feixe dianteiro e o feixe
traseiro. A velocidade vy € determinada de tal maneira a garantir que tenhamos velocidade liquida
de deriva zero para a distribui¢do total dos elétrons, isso é, vg = —(nfvs +nyvy)/(ng —ng —ny).

As intensidades espectrais iniciais para as ondas L e S sdo obtidas equacionando os termos
de emissdo induzida e espontinea, e suas expressoes normalizadas sdo dadas respectivamente por
(4.23) e (4.27) obtidas anteriormente. Para as ondas 7', assumimos que o espectro incial € zero.
Oberve que os espectros iniciais, para (o + 1), sdo isotrépicos em ¢. Para a evolug@o temporal
com passo fixo, vamos adotar o intervalo de tempo normalizado A7 = 0.1. A grade de pontos
para o vetor de onda € a mesma utilizada anteriormente: 51 x 51 pontos para as componentes
perpendicular e paralela do vetor (¢, ¢),com0 < ¢, < 0.6e0 < g < 0.6. E em relac@o as
velocidades, utilizamos uma grade de 63 x 125 para as componentes perpendicular e paralela
(UJ_,U”), com(<u; <lbe—-15< u < 15.

Os tamanhos das grades para as anélises numéricas sao escolhidos de forma que tenham
a maior resolu¢do com o menor custo computacional. Cada analise computacional em 2D leva
em torno de um dia para ser finalizada e um acréscimo, por exemplo, de duas vezes na grade
de resolucdo levaria a um custo computacional quatro vezes maior. Sendo assim, tal acréscimo
torna-se desnecessario para descrever a evolucao temporal do sistema uma vez que a grade
escolhida contempla todos os principais fendmenos.

Em nossa andlise numérica vamos considerar o caso de uma distribuicdo Maxwelliana
para o plasma de fundo e um par de feixes contra-propagantes. A densidade total dos feixes € tal
que

Nf + Nb = (Tlf —i—nb)/no =1x 1073.

Vamos analisar os efeitos obtidos em duas situagdes distintas. A primeira € quando
variamos a velocidade do feixe contrério a direcdo de propagacdo, mantendo a densidade dos
feixes constante. A segunda situagdo a ser analisada é quando, mantendo as velocidades dos
feixes contra-propagantes iguais em mddulo, variamos suas densidades. Nas duas situagdes,
mostraremos a intensidade espectral normalizada das ondas 7' como fun¢ao do nimero de onda
normalizado ¢, ao integrar

/ d0geT,
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onde § = cos™' q)/q, e ¢ = (¢7 + qﬁ)l/ 2, Por fim, vamos mostrar também a evolugio temporal
dos espectros de energia. Os resultados obtidos foram recentemente publicados [78], e também
apresentados em um encontro nacional dedicado a area de Fisica de Plasmas [42] e serdo
mostrados a seguir.

6.2.2 [Efeito da Variacao da Velocidade do Feixe Traseiro

Vamos investigar os efeitos da variacdo de velocidades no feixe de direcdao contréria
a de propagacdo. Em relacdo a densidade dos feixes contrapropagantes, vamos assumir suas
densidades constantes. As densidades dos feixe dianteiro e traseiro sio Ny = 6.0 x 107* e
N, =4.0 x 107 respectivamente. Para o feixe mais denso, fixamos a velocidade em Uy = 8.0,
e para o feixe menos denso temos as seguintes configuragdes: U, = —6.0, —8.0, —10.0. Os
resultados obtidos na evolug@o temporal para quatro tempos distintos estdo mostrados em um
quadro comparativo em (6.6).
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Figura 6.6: Intensidade espectral EqT das ondas 7" em funcdo da frequéncia z(:f. Densidades dos
feixes forward e backward N; = 6.0 x 107* e N, = 4.0 x 10~* respectivamente. Velocidade
do feixe forward U; = 8 e os trés casos do feixe backward: U, = —6.0 (azul),U, = —8.0
(vermelho) e U, = —10.0 (preto). Os quatro painéis para os diferentes tempos: (a)7 =
100; (b) 7 = 500; (c) 7 = 1000; e (d) ™ = 2000 [78].

Na porcao superior esquerda da Fig. (6.6) sdo mostrados os resultados do espectro
normalizado das ondas 7', Sg , obtidos no tempo 7 = 100, para os trés casos de velocidades do
feixe pra trds. Mesmo que a presente simulacao considere o espectro inicial das ondas 7" nulo,
um espectro de fundo é gerado, abrangendo toda gama de frequéncias. Esse € o resultado de um
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mecanismo de emissao recentemente descoberto, fruto da interagao nao linear associada ao termo
de espalhamento 7's7T’'L descrito em (4.29). Logo nos primeiros momentos hé o crescimento do
pico correspondente a emissao fundamental (). Nesse ponto da evolucdo temporal, a emissao
F' € muito fraca, e as intensidades associadas as velocidades tanto para U, = —6.0 quanto para
U, = —8.0 sdo quase as mesmas. Para o caso U, = —10.0, por outro lado, exibe um pico mais
elevado. Nesse estdgio da evolugdo, ndo hd a presenca ainda de nenhum harmonico [78].

Na Figura 6.6 (b) sao mostrados os resultados da evolucao temporal para o tempo 7 = 500.
O crescimento do pico associado a emissao fundamental desenvolve-se da mesma forma que

foi apresentado em 6.6 (a), no sentido de que os picos associados as velocidades U, = —6.0
e U, = —8.0 sdo similares tanto em altura quanto em largura, enquanto que o associado a
U, = —10.0 exibe quase uma ordem de grandeza maior. Nesse ponto da evolucdo ja é possivel

identificar a emissdao do primeiro harmonico (2H). Verifica-se que a emissdo 2H tem maior
amplitude quando temos a configuragdo de feixes contra-propagantes de mesmo mdédulo de
velocidade (curva vermelha) [78].

Observemos agora a Figura 6.6 (c), a qual corresponde ao tempo 7 = 1000. De maneira
geral a emissdo fundamental apresenta 0 mesmo comportamento, no sentido de que ele conitnua
crescendo, e o caso com U, = —10.0 ainda € mais alto do que os outros, no entanto sua
magnitude agora € 5 — 6 vezes maior, em vez de quase 10 vezes como no caso mostrado em 6.6
(b). A emissdo do seu harmonico também continua crescendo, mantendo a tendéncia observada
na figura anterior. Isto €, o caso de velocidades iguais, Uy = —U,, = 8.0, parece ter o pico mais
alto, mas os outros casos também mostram um aumento continuo do modo H, de modo que as
diferencas nio sdo tio significativas como na Figura 6.6 (b). Observa-se que o pico  gerado no
caso U, = —10.0 (curva preta) aproxima-se do gerado no caso U, = —6.0 [78].

Na porc¢do inferior direita da Figura (6.6), temos a imagem (d) que corresponde ao passo
temporal 7 = 2000. Observa-se que, quando comparado com a Figura 6.6 (¢), a emissao funda-
mental continua a crescer, mas a uma taxa mais lenta, e o caso com U, = —10.0 (preto), ainda
mantém a maior amplitude dentre os trés casos. Os picos do modo F' para os casos U, = —6.0
(azul) e U, = —8.0 (vermelha) sdo bastante compardveis, com uma ligeira dominancia do pico
obtido com U, = —8.0. Os picos associados com a emissdo do harmdnico possuem magnitudes
comparaveis com a do fundamental, com a magnitude do caso U, = —10.0 ultrapassando o caso
U, = —8.0. Isso mostra que, enquanto o feixe simétrico promoveu uma excitacdo mais rapida
da emissdo do harmonico, o caso assimétrico, com U, = —10.0, afinal alcanca e passa o caso
simétrico, uma vez que ele tem mais energia livre. Também € interessante notar que, neste ponto
da evolugdo temporal, o terceiro harmdnico comega a se desenvolver com uma magnitude que é
maior para o caso de maior velocidade para o feixe para tras [78].

6.2.3 Efeito da Variaciao das Densidades dos Feixes Contrapropagantes

Na Figura (6.7) investigamos o efeito da variacdo na densidade relativa associada aos
feixes contrapropagantes. Consideramos velocidades iguais de propagacao para os dois feixes
U; = 10.0 e U, = —10.0 e quatro combinagdes de densidades: (1) Ny =1 x 107* e N, = 0
(azul); (2) Ny = 0.8x107* e N, = 0.2x10~* (vermelho); (3) Ny = 0.6x10™* e N, = 0.4x10~*
(verde); (4) Ny = 0.5 x 10~*e N, = 0.5 x 10~* (preto). O primeiro caso corresponde a apenas
um feixe para frente, enquanto que o quarto, a dois feixes de iguais velocidades e densidades.
Lembrando que as densidades relativas Ny e N, sdo de tal maneira que a densidade total €
mantida constante Ny + N, = (ny + ny)/ng = 1 x 1072 [78].
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Figura 6.7: Intensidade espectral €qT das ondas 7" em func¢do da frequéncia zg. Feixes contra-
propagantes com modulos iguais em velocidades Uy = 10.0 e U, = —10.0, mas com quatro
combinagdes de densidades: Ny = 1x10"*e N, = 0 (azul); Ny = 0.8 x107*e N, = 0.2x 10~*
(vermelho); Ny = 0.6 x 107*e N, = 0.4 x 10™* (verde); Ny = 0.5 x 107*e N, = 0.5 x 10*
(preto). Os quatro painéis sdo para os diferentes tempos: (a) 7 = 100; (b) 7 = 500; (c) 7 = 1000;
e (d) 7 = 2000[78].

Na Figura 6.7(a) sdo mostrados os resultados obtidos para 7 = 100. De maneira
similar ao que foi visto em 6.6(a), vemos, ja nesse estagio inicial, que a radiacdo de fundo esta
bem estabelecida, mesmo na auséncia inicial das ondas 7". O pico correspondente a emissao
fundamental j4 € evidente, é mais alto para o caso de um unico feixe (curva azul) e diminui
progressivamente a medida que a densidade do feixe para trds aumenta e a densidade do feixe
dianteiro diminui [78].

Na porg¢do superior direita mostramos os resultados para 7 = 500. Nesse momento o
pico associado a emissdao do harmonico (2H) € bastante considerdvel. O caso (4), de densidades
iguais, exibe um crescimento mais rapido no modo 2H, comportamento oposto ao observado
para o modo F'. Os casos (3) e (4) apresentam resultados semelhantes de modo que as duas
curvas (preta e verde) quase se sobrepdem. A medida que a diferenca de densidades dos feixes
aumenta, o pico referente ao harmonico 2/ continua a diminuir, de modo que no caso de feixe
Unico (curva azul) a magnitude alcancada € uma ordem de grandeza menor que aquela obtida
nos demais casos [78].

A Figura 6.7(c) mostra a situacdo em 7 = 1000. Os picos associados com as emissdes
fundamental e harmonico, F' e 2H, continuam a se desenvolver, atingindo niveis comparaveis.
Podemos observar que a magnitude do modo 2H ainda é menor no caso de feixe unico, no
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entanto se aproxima dos outros casos, quando comparado com a Figura 6.7(b) para 7 = 500.
E possivel observar também o surgimento do terceiro harmoénico, mas de intensidade bastante
pequena. Na porcao inferior direita temos os resultados obtidos para o tempo 7 = 2000. Nesse
ponto é possivel observar que o terceiro harmonico € bastante visivel, e o caso dominante é
aquele com feixe dianteiro mais denso (azul). Note que, em 7 = 2000, a magnitude do pico do
modo 2H € maior no caso de feixe inico, em contraste com o que foi observado em tempos
anteriores. O que se observa € que a ocorréncia de feixes contrapropagantes de densidades
compardveis faz crescer mais rapidamente o pico 2, quando comparado com o caso (1), mas a
intensidade final alcangada pelo harmonico tende a ser maior para um feixe Gnico mais intenso
[78].

6.2.4 Evolucao Temporal da Energia Espectral Total para os Modos L, S
el

A densidade de energia espectral &, total para cada modo, «, como fung¢io do tempo 7,
pode ser obtida integrando sobre todo “’pitch angle” # e o nimero de onda ¢,

Ea(r) = / d6 / dq g€(r).

Na Figura 6.8 mostramos a evolucdo temporal das densidades de energia total para
cada modo. Apresenta-se nos painéis do lado esquerdo, de cima para baixo, a evolugdo tem-
poral das ondas L, S e T, para as quais fixamos a densidade de particulas do feixe dianteiro
Ny = 6.0 x 107 e traseiro N}, = 4.0 x 10~ e a velocidade do feixe dianteiro Uy = 8.0, e
variamos a velocidade do feixe traseiro U, = —6.0,—8,.0 ¢ —10.0, curvas azul, vermelha e preta
respectivamente, como mostrados na Figura 6.6. Do mesmo modo, no lado direito, de cima
para baixo, temos a energia em funcéo do tempo para os modos L,S e 1", mas agora fixando as
velocidades Uy = 10.0 e U, = —10.0 e variando as densidades relativas dos feixes em quatro
configuragdes: (1) (N;,Np) = (0.5 x 107%,0.5 x 107%), (2) (N4,N,) = (0.6 x 107%,0.4 x 107%), (3)
(Nf,Np) = (0.8 x 1074,0.2x 107 e (4) (Nf,Np) = (1.0 x 1074,0 x 10™%), curvas azul, vermelha,
verde e preta respectivamente. S30 0os mesmos casos como os apresentados na Figura 6.7.

Os dois painéis da primeira linha em 6.8 mostram a evolugdo temporal da densidade
de energia para as ondas L, que mostram um crescimento exponencial e uma quase-saturacao
em torno do instante 7 ~ 300. Observa-se que no caso de maior velocidade do feixe traseiro
U, = —10.0 produz uma energia de saturacao mais alta para as ondas L, o que é esperado, no
entanto a variacao das densidades dos feixes ndo apresenta significativas alteracdes na energia.
Em vez disso, na porcdo superior direita o painel mostra que o caso de um unico feixe leva
a um crescimento exponencial mais rdpido das ondas L e que o caso de feixes simétricos
contrapropagantes a um crescimento mais lento da instabilidade [78].

A linha central € referente a evolugdo para as ondas S e mostra que o crescimento
relativo é muito menor quando comparado com as ondas L. A imagem central a esquerda revela
que o aumento da energia das ondas fon-acusticas € mais nitido se as velocidades dos feixes
(dianteiro e traseiro) forem iguais, e também revela o menor crescimento ocorrendo para o caso
do feixe traseiro de menor velocidade. Na imagem central a direita temos que o crescimento
da energia das ondas S tende a ser mais rapido no caso (4), quando temos um tnico feixe
presente, em oposi¢ao ao caso (1), no qual a densidade total de particulas € dividida entre os
feixes contrapropagantes [78].
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Figura 6.8: Intensidade espectral £% para as ondas o« = L, ST versus tempo 7. Na coluna
esquerda estdo as variagdes em relacdo a velocidade do feixe traseiro U, = —6.0, —8.0, —10.0,
cusras azul, vermelha e preta respectivamente. Na coluna da direita a variacdo relativa as
densidades (N;,N,) = (0.5 x 1074,0.5 x 107%); (N, Np) = (0.6 x 1074,0.4 x 107%); (N;,N,) =
(0.8 x107%4,0.2 x 10~ %) e (N4,Np) = (1.0 x 107%,0 x 10™%), curvas azul, vermelha, verde e preta
respectivamente [78].

Na ultima linha da Figura 6.8 sdo mostrados os resultados obtidos para a evolucao das
ondas transversais. E possivel identificar que o modo T cresce da intensidade inicial zero para
um valor finito quase que imediatamente. Este € o inicio da emissdo espontanea devido ao
plasma de fundo previsto pelo termo nao linear 7'sT'L (4.28). A tendéncia geral na evolugao
temporal da densidade de energia das ondas 7T’ estd de acordo com o observado nos modos
longitudinais L e S. No caso do feixe traseiro de maior velocidade, U, = —10.0 (curva preta na
por¢do inferior esquerda), hd mais energia de particula livre disponivel e, portanto, a radiacio é
mais intensa. Quando as velocidades dos feixes sdo fixadas e as densidades variadas, novamente,
ndo se percebem mudangas significativas na energia de radiacao [78].
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6.2.5 Evolucao Temporal da Energia Espectral Total para as Emissoes F',
2H e3H

Até agora, vimos que a dindmica geral da interacdo feixe plasma ndo estd fortemente
ligada a presenca de um unico feixe ou se ha um feixe secunddrio, o que esté relacionado com
diferencas mais sutis na evolug¢do temporal do sistema, e tais efeitos podem ser vistos mais
claramente na evolu¢do temporal das intensidades espectrais de cada harmonico [78].

Assim, na Figura 6.9 é mostrado um quadro comparativo da evolu¢do temporal da energia
de radiacdo de cada harmodnico do espectro das ondas 7. Os painéis da coluna da esquerda
mostram a dependéncia na velocidade do feixe traseiro e os painéis da direita, mostram as
variagdes ocasionadas pelas modifica¢des nas densidades. Para cada linha, temos uma emissao
diferente: na parte superior a emissdao fundamental ', na parte do meio a emissao do (segundo)
harmoénico 2H e na parte de baixo a emissdo do terceiro harmonico 3/H. As frequéncias
caracteristicas da emissdo fundamental, segundo e terceiro harmonicos S0 Wy, 2wWpe € 3Wpe
respectivamente [78].

Analisando a primeira linha, referente a emissdo fundamental, para o caso de densidades
fixas, o feixe traseiro de maior velocidade conduz a um nivel mais alto de radiacdo (curva preta),
e para velocidades fixas o caso de feixe unico (curva preta) leva a uma geracdo mais rapida.
Em relacdo a emissdo do segundo harmonico, 2H, no painel centro esquerda, podemos ver
que o caso com U, = —8.0 (curva vermelha) possui o crescimento mais rdpido e uma vez que
o feixe dianteiro tem a velocidade Uy = 8.0, a curva vermelha representa o caso de feixes
contrapropagantes idénticos.

O painel centro direito, aquele que avalia a dependéncia em relacdo as densidades
relativas, mostra que o crescimento mais rapido ocorre quando os dois feixes opostos possuem
caracteristicas similares (curva azul mostra-se a mais rapida), mas que o estado assintético € tal
que a emissdao do harmodnico € mais intensa quando temos um unico feixe, mais denso e intenso.

Na parte inferior da Figura 6.9 temos a evolucdo temporal da emissdo do terceiro harmo-
nico 3H. Nele ndo € identificada quase nenhuma dependéncia na variacdo da velocidade do feixe
traseiro e apenas uma pequena dependéncia quanto a variagdo nas densidades: em um estado
assintotico parece que um feixe unico produz uma emissao mais intensa do que dois feixes de
densidades iguais [78].
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Figura 6.9: Intensidade espectral, & = [df [ dquqT , para cada harmdnico, como fungdo
do tempo 7. A primeira linha sdo para a emissao fundamental F'; A linha central representa
o segundo harmonico 2H; e a terceira linha corresponde a emissao do terceiro harmonico
3H. A coluna da esquerda mostra o caso para densidades e velocidade do feixe dianteiro
fixos, (N¢, Ny) = (6.0 x 1074,4.0 x 107%), U; = 8.0, enquanto o feixe traseiro € variado:
U, = —6.0 (azul), U, = —8.0 (vermelho), e U, = —10.0 (preto). Na coluna da direita
corresponde 2 variagdo com respeito as densidades: (N, N) = (0.5 x 107%,0.5 x 10~%) (azul),
(Ny, Ny) = (0.6 x 107,0.4 x 107*) (vermelho), (Ny, N) = (0.8 x 107*,0.2 x 10™*) (verde)
e (Ny, Ny) = (1.0 x 107*,0.0 x 10~*) (preto), para Uy = 10.0, U, = —10.0 [78].



Capitulo 7

Efeito da Presenca de uma Combinacao de
Funcoes Distribuicao

Observagoes feitas em plasmas espaciais mostram a existéncia de particulas descritas por
funcdes de distribuicao de velocidades nao térmicas, frequentemente apresentando anisotropias,
como mencionado anteriormente, no capitulo 5.

Elétrons do vento solar sdo tipicamente modelados por uma combinagdo de funcdes de
distribuicdo de velocidades: um niticleo Maxwelliano (com energia na faixa de dezenas de elétron-
volts) e uma cauda supratérmica (com energia entre 100 e 1000 elétron-volts). Denominamos esse
tipo de distribuicao de velocidades do tipo nicleo-halo. Existem ainda para uma faixa de energia
maior, ou seja de 20 a 200 keV, os elétrons na regido do superhalo e, assim como as distribui¢des
dos elétrons no halo, essas particulas sdo frequentemente modeladas pela distribuicao Kappa
[53].

Para a condi¢do de particulas rdpidas no vento solar, observa-se frequentemente que
um feixe de elétrons alinhado chamado strahl flui para longe do Sol. Os elétrons do strahl sdao
caracterizados pela faixa de energia semelhante a dos elétrons na regido de halo. Observagdes
mostram que a densidade numérica destes elétrons diminui a medida em que a distancia do
Sol aumenta, enquanto a densidade do halo aumenta, mas a densidade combinada permanece
constante, sendo de 4% a 5% da densidade total dos elétrons. Os elétrons mais energéticos,
na regido do superhalo, contribuem muito pouco para a densidade total dos elétrons, ja que a
densidade numérica nao chega a mais de 1076 da densidade total, mas devido a sua alta energia,
sua presenca € evidente tanto no espectro de velocidades, quanto de energia [53].

Sendo assim, estudar os espectros de ondas eletrostéticas e eletromagnéticas, incluindo
sua evolucdo temporal, na presenca de uma fungao distribuicao que leve em conta ndo sé elétrons
do nicleo, mas também uma porcentagem de elétrons energéticos descritos por uma distribui¢ao
ndo térmica, torna-se relevante para compreender o cendrio fisico por completo.

A seguir serd apresentado um estudo dos espectros das ondas, bem como a evolugdo
temporal das equacdes eletromagnéticas no ambito da teoria de turbuléncia fraca na presenca
de uma funcdo de distribui¢ao de velocidades do tipo nicleo-halo. Esse estudo foge um pouco
da proposta inicial da presente tese, mas mesmo assim consideramos que € pertinente ao
desenvolvimento do trabalho. A andlise completa pode ser encontrada em [53].

97



CAPITULO 7. EFEITO DA PRESENCA DE UMA COMBINACAO DE FUNCOES DISTRIBUICA098

7.1 Parametros Iniciais

A fim de estudar a evolucao temporal das equacdes cinéticas, precisamos definir primei-
ramente a funcdo de distribuicao de velocidades. Ela serd tridimensional e isotrdpica, tanto para
os fons, quanto para os elétrons, e serd a soma de um nicleo Maxwelliano f3 5/(v) e um halo

Kappa f5 . (v):

fa(v) = (1 - n;’5> fo(v) +

e

Ng.B
o fon(V), (7.1)

onde n, s/n. é a densidade relativa de particulas no halo das distribui¢des do tipo (3, vs . € 0
parametro, associado a particula (3, j4 mencionado anteriormente que possui a mesma dimensao

da velocidade térmica vg = \/273/mp e se reduz a ela quando k3 — 0o. As expressdes das
fungdes f5 (V) e f5.,(v) sdo dadas respectivamente por:

B 1 v? 79
fﬁ,M(V) - 7_(_3/21)2 exXp _@ ) ( . )
—(kg+1)
1 I'(kg+1) v?
(V) = 1 ) 7.3
To.s(V) 7T3/2f£3/21)2’3 (kg —1/2) ( + /151}%’% (7:3)

Por simplicidade, vamos definir expressdes adimensionais para a velocidade v e para
o nimero de onda k, para a frequéncia natural das ondas do tipo o = L, S, T, para o tempo ¢,
através da velocidade térmica dos elétrons v, e da frequéncia natural do plasma wp:

v kv,
u=—; q=
Ve Wpe
«
W
2§ = —L; T = Wpet.
Wpe

v UB,k (%
U= —j u/&,ﬂ = 3 Ug = —
ve U@ U@ (7 4)
M 5 N e 5 N )
/vL - I e I (2 I
my; e n;

e em termos destas, definir expressdes adimensionais para a relacio de dispersdo das ondas, para
a intensidade espectral /7“ e das func¢des de distribui¢cio de velocidades, tanto do nicleo, quanto

para o halo [53]
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2k = (14 3/2¢%)12,

/2
s q (me\V? T\* o\ —1/2
Zq_\/i<7’nz> 1+3i (1+1/2q> s

2\ 12
Z;I; = <1 + 2q2> )

Ue
2 2 Joo
goa — ( 7T> gL’ (75)
4 mev?
1 u?
¢57M(u) = 7T3/2U% eXp <_U%> )
o5 (0) 1 (kg + 1) (1 u? )“ﬂ“)
B,k\Q) = )
m3/2K3/2u3 ;T (kg — 1/2) KgUu3 .

Ps(u) = (1 —9p)Ppar(u) + 05Pp . (u).

7.2 Espectros Iniciais das Ondas L, S e T’

Vimos as expressdes dos espectros iniciais das ondas de Langmuir e fon-acusticas tanto
para uma distribuicdo Maxwelliana quanto para uma ndo térmica. No entanto, para a combinacao
destas duas funcdes as expressdes para os espectros iniciais apresentam algumas modificacdes. O
procedimento € o mesmo: a partir do conjunto de equacdes cinéticas mencionadas anteriormente
no capitulo 4, balancear os termos de emissao induzida e espontianea, mas agora utilizando a
composi¢do de fungdes como funcdo distribuicio de velocidades.

A partir da equagdo cinética para as ondas L para os elétrons, considerando apenas os
termos de emissao espontanea e induzida, temos:

0L

Za T [ jus(ozt —q - u)
or  ¢? 4

(7.6)

0P (u)
L e oL
X <g<be(u) + (025)d - aTEq ) .

Usando coordenadas esféricas no espago de velocidades e admitindo que a direcao do
vetor de onda q esteja ao longo do eixo z e fazendo (985 /Ot = 0, podemos chegar a seguinte
expressao :

gL _ g (1 - 66)]]?/% + 5e]fL

- : (1.7)
T 2(E) (1 — o) Ih + St

onde as expressoes para [ ][ff, I/ e I, sdo respectivamente:

v = /d3uq)g7M(u)5(azg —q-u),
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I = /d%@gﬁ(u)é(azg —q-u),

2 —1
R R By (W)3(020 — - ).
= (1 ) i —a-w

acima podem ser resolvidas analiticamente e, considerando
i 0 :

As integrais 15 I/ e I7®

3 = e obtemos a seguinte expressio para o espectro inicial das ondas de Langmuir ££(0) [53]
detl ['(ke) 1
EL(0) == | (1= 6.) exp(&. £ ‘
(0) = 2(zL) [( ) exp(&e) + Ré/zum I(ke —1/2) (1 +€e,n)“e]
—1
deud  T(ke+1) 1
1 — 9 . i c (7.8)
(2 /2°)? (2 /4°)"
Ce="" 5 Cen=—" 5
u? KeU? .

Para as ondas fon acusticas partimos da seguinte expressao de balanceamento energético

S
%q - =pul Z /du(5 oz ‘) [g(Pe(u) + D;(u))

o0, (u . OD;
+ (o2 (q : (91(1> + %q- aflu)ﬂ , (7.9)

3 . Sﬂ 1/2
o 4 fme |
a = 9372\, T,

Empregando passos semelhantes aos realizados no caso de ondas L, obtemos que o

espectro inicial de ondas .S obedece a seguinte expressao [53]

9 x doue L) :
€q(0) - 2(zh)(=5) [<1 ) expl=te) pie 11 o U(fe = 1/2) (14 Eep)™
0; iUe F(’il) 1
+ (1= di)exp(=&) + s T — 1/2) (11 gm)”i]
Seu  T(ke+1) 1 (7.10)

X {(1 — 6c) exp(&e) + /{2/2%27,{ [(ke —1/2) (14 & )ret?

-1
u? Sipud T(ki +1) 1
L R T - 2 T G|
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Para falar em ondas transversais devemos relembrar que na sub-secdo (4.1.4) para a dis-
tribuicao Maxwelliana, obtemos a seguinte expressdo para o chamado "equilibrio turbulento"das
ondas 7', demonstrando que a expressao correspondente tem a contribuicdo mais significativa

para o integrando em ¢’ = ., de tal forma que z}, = 2]

gsr ~ 287", (7.11)

E, demonstramos em (5.4.2), utilizando um plasma de fundo como uma fung¢do de
distribui¢do ndo térmica, que a expressao para o equilibrio assintético para distribuicdes Kappa é
igual a expressdo encontrada para o caso Maxwelliano.

Aqui o cendrio € um pouco distinto: temos como descri¢ao do plasma uma combinacao
de duas fungdes de distribui¢do de velocidades. Sendo assim, € importante que se discuta
novamente no ambito da equacao cinética das ondas transversais o termo de espalhamento das
ondas I e L, pois este torna-se dominante na evolu¢do temporal do sistema, a fim de verificar se
ha modificacdes em seu espectro assintético. Este desenvolvimento foi recentemente feito em
Ref. [53] e o resultado que se obtém € o seguinte:

2
£ ~ 26, g = |2, (7.12)

q 7
* 3 Ve

resultado idéntico ao ja encontrado em (5.4.2).

7.3 Analise Numérica

Para a anélise da evolugdo temporal das quantidades espectrais, utilizaremos como base
o mesmo conjunto de equacdes (4.11)-(4.14) referido nos capitulos anteriores. As configuracdes
iniciais sdo tais que os fons sdo considerados como estaciondrios (sendo descritos por uma
distribui¢do Maxwelliana e, portanto, 9; = 0) e os elétrons, bem como as ondas, evoluem no
tempo. A funcgdo distribui¢do inicial para os elétrons é composta pela soma de um nucleo
Maxwelliano ®. 5, com um halo na forma de uma distribui¢do do tipo kappa ®. . definido em
(7.5).

Para todas as situacdes a seguir, o passo temporal normalizado serd A7 = 0.1 e o
parametro de plasma serd (nA\%)~! = 5.0 x 1073, Para a solu¢do numérica utilizamos condigdes
que ja vem sendo usadas em outros trabalhos produzidos no ambito do grupo: para as ondas
L e S grade de 51 x 51 pontos para as componentes perpendicular e paralela do vetor de onda
(q1,q)) = (¢, qz), com 0 < g, < 0.6e0 < ¢, < 0.6. Para as ondas 7T, grade de 71 x 71 com as
mesmas condigdes para (¢, ¢, )-

Em relagdo as velocidades, utilizamos uma grade de 51 x 101 para as componentes
perpendicular e paralela (uy,u)) = (g, uz), com0 < u, < 12e —12 < u, < 12.

Em relag@o as temperaturas, utilizamos 7, /T; = 2, pois estd de acordo com os valores
observados nas regides dos ventos solares [53]. Para a temperatura do feixe de particulas 7,
utilizamos como sendo igual a dos elétrons do plasma 7;, = T..

A seguir serdo apresentados os efeitos da combinagdo de func¢des de distribuicdo de
velocidades (para diferentes valores do parametro .) nos espectros iniciais das ondas L e
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S, quando comparados com o caso Maxwelliano, bem como os efeitos desta distribuicao de
velocidades do tipo nicleo-halo no espectro assint6tico das ondas transversais.

E por fim serd apresentado uma revisdao do problema da interacdo feixe-plasma, mas
agora no ambito desta nova combinacdo de distribui¢do de velocidades.

7.4 Efeito nos Espectros Iniciais das Ondas L e S

A fim de demonstrar os efeitos da presenca de uma cauda energética nos espectros iniciais
das ondas L, obtido a partir da equacdo (7.8), e .S, obtido através da equacdo (7.10), vamos
considerar que a populagdo de elétrons no halo seja 10% da populag@o total dos elétrons, sendo
assim, em unidades adimensionais teremos o, = 0.1.

A Figura (7.1) mostra o espectro das ondas eletrostéticas dividido pelo parametro de
plasma ¢g em fun¢@o no vetor de onda normalizado gkv. /w,. para diversos valores do indice
kappa (k. = 2.5,5,10,20 e 40). O painel 7.1(a) a esquerda representa o espectro inicial das
ondas de Langmuir, enquanto que o espectro das ondas fon acusticas estd a direita em 7.1(b). Em
ambos os painéis, o caso de uma distribuicdo puramente Maxwelliana esta representado para fins
de comparagio (curva vermelha continua). E interessante lembrar que para grandes valores de £,
¢ esperado que o comportamento da fun¢do de distribuicdo de velocidades Kappa se assemelhe
ao comportamento de uma funcdo Maxwelliana.

(l)> e .....«............. -

1072 L e

107% p

2(0)/g

S
[
..\\
=
Il

w0t L S ke = 05

107! s ‘ ‘ ‘ = 10-5

Figura 7.1: Espectro inicial das ondas eletrostaticas dividido por g, como funcdo do nimero
de onda normalizado, para diversos valores de k.. (a) Espectro inicial das ondas L e em (b)
Espectro inicial das ondas S. Em ambos os casos € mostrado como referéncia o espectro levando
em conta uma distribui¢do de velocidades puramente Maxwelliana (curva em vermelho) [53].

A Figura 7.1(a) nos mostra que o valor de 55(0), no caso da presenca da populagdo
Kappa, € superior ao valor obtido no caso de uma distribui¢do puramente Maxwelliana, com
uma diferenca que ja € perceptivel na escala da figura, mesmo para o limite superior mostrado,
q = 0.6 e aumenta para valores menores de ¢, apresentando um pico divergente para ¢ — 0.
Portanto, podemos dizer que o maior valor do espectro inicial das ondas L acontece quando
temos k., = 2.5.

A explicagdo para a divergéncia apresentada em ¢ — 0 pode ser feita através da andlise da
expressao (7.8) do espectro das ondas de Langmuir. Na presenca de elétrons da cauda energética,
mesmo que essa seja uma fragdo muito pequena da populacgao total de elétrons, verifica-se que
para valores suficientemente pequenos de ¢ a contribui¢do associada aos elétrons do nicleo
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2
. . ZL . .~
tende a zero, devido ao fator exponencial exp (—ug (;’) ) E sendo assim, nestas regides,

a distribui¢do do halo torna-se dominante e o espectro inicial 55(0) pode ser aproximado da

seguinte forma [53]:
2 L/, 2\2
L ~ g ue,ﬁe (Z /q )
&g (0) ~ (1 N

2(,25)2 u?

e

J4 para grandes valores de k., ou seja k. — 00, esta expressdo se reduz a g/ 2(2&)2, a
qual € a expressdo para o espectro inicial das ondas de Langmuir quando estamos utilizando uma
funcao de distribui¢do de velocidades puramente Maxwelliana, como era o esperado.

A Figura 7.1(b) mostra os resultados dos espectros iniciais E(f (0), assumindo diversos
valores de k.. Podemos observar que o valor do espectro inicial das ondas fon acusticas independe
do indice k. na escala utilizada, pois as curvas se sobrepdem umas as outras, diferentemente do
espectro inicial das ondas de Langmuir.

Foi também estudado o espectro das ondas L e S para um mesmo valor de k., mas
variando a proporcdo da populagdo no nucleo (Maxwelliano) e no halo (Kappa). O resultado
foi que tanto o espectro das ondas de Langmuir quanto para o espectro das ondas fon acusticas,
o valor da densidade populacional com distribuicdo Kappa ndo interfere em seus respectivos
espectros iniciais, desde que esse valor ndo seja nulo [53].

7.5 Efeito no Espectro Assintético das Ondas 7T

Nesta secdo serd discutido o efeito de elétrons energéticos do halo no espectro assintdtico
das ondas transversais.

Na Figura (7.2) ¢ mostrado o espectro assintético das ondas 7', £, dividido pelo para-
metro de plasma g como fun¢do do vetor de onda normalizado para os mesmos valores de x,
estudados na se¢do anterior, utilizando a expressao (7.12) deduzida no inicio deste capitulo.

No painel 7.2(a) sdo exibidas as diversas curvas obtidas associados aos diferentes valores
de k. e o painel 7.2(b) mostra em detalhes a regido do espectro assintotico para valores de
q < 0.1. Com o objetivo de estabelecer uma comparagdo, em ambos os painéis o caso puramente
Maxwelliano esta representado na curva em vermelho.

Vamos examinar primeiramente o caso d. = 0 que estd representado pela linha continua
vermelha. Este resultado € explicado pela andlise da expressdo (7.12), que mostra que o espectro
das ondas 7' € proporcional ao espectro das ondas L, dado pela equacgdo (7.8), avaliado em
q = q.. Se a populagdo do halo (descrita através da func¢do de distribui¢do de velocidades Kappa)
se aproxima de zero, ou seja o, = 0, as contribuicdes associadas a distribui¢ao desaparecem em
(7.8), e as contribui¢cdes devidas a populacdo maxwelliana no numerador e no denominador sdao
canceladas, e o espectro acaba sendo dado por [53]:

g g

Na regiao de ¢ = 0 a amplitude do espectro das ondas 7' € duas vezes a magnitude do
espectro das ondas L no caso da distribuicdo eletronica de Maxwell, no entanto decai mais
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Figura 7.2: (a) Espectro assintotico das ondas 7" dividido por g, 55 , vs nimero de onda nor-
malizado ¢ para n, ./n. = 0.1 e diversos valores do pardmetro x.. O caso com n,./n. =0, a
saber o caso com distribuicdo puramente Maxwelliana, estd mostrado como referéncia (curva
em vermelho). O painel (b) mostra em detalhes a regido do espectro assintético para pequenos
valores de g [53].

rapidamente para valores maiores de ¢, uma vez que ¢, > ¢q. Com a presenca de uma populacio
no halo descrita por uma distribui¢do Kappa, a Figura 7.2(a) mostra que o espectro de ondas 7" é
modificado na regido de pequenos nimeros de ondas, em comparagao com o espectro obtido no
caso puramente Maxwelliano.

A Figura 7.2(b) mostra em detalhes a regido na qual ¢ < 0.1, para as mesmas condi¢oes
discutidas na Figura 7.2(a). A ampliacdo da escala mostra claramente o aumento na magnitude
do espectro das ondas 7' para valores pequenos do vetor de onda normalizado. Por exemplo,
pode-se verificar que para ¢ = 0.02, a intensidade do espectro das ondas no caso de k. = 2.5
€ cerca de uma ordem de magnitude acima da intensidade exibida no caso de k. = 40 (mais
préximo ao caso Maxwelliano) [53].

Por fim, foi realizado um estudo sobre a dependéncia do espectro assintético das ondas T
na densidade relativa d., para um valor fixo do indice k.. Os resultados obtidos mostraram que
o espectro das ondas na presenca de uma distribuicdo do tipo kappa é quase independente da
densidade numérica desta populacdo. A tnica caracteristica que vale ressaltar nos espectros € a
presenca de um pico em torno de ¢ = 0, que ocorre para qualquer valor finito de ¢., e desaparece
no caso puramente Maxwelliano 6, = 0 [53].

7.6 Efeito na Interacao Feixe-Plasma

Esta secdo tem por objetivo entender as consequéncias desta combinacgdo de distribuicdes
de velocidades no problema da instabilidade feixe-plasma. Para tanto consideramos um feixe de
elétrons isotrépico Maxwelliano de densidade relativa ny,/n, = 1.0 x 1073, temperatura igual 2
temperatura dos elétrons 7, = T, e velocidade normalizada u; igual a u;, = 6.0. O subindice
b na temperatura, na densidade e na velocidade associam estas quantidades ao feixe, do inglés
"beam’. Consideramos os fons como sendo estaciondrios e ndo evoluem no tempo. Os elétrons,
bem como as ondas, sim.

Na Figura (7.3) estao dispostos oito painéis divididos em duas colunas e quatro linhas.
Os painéis que estio dispostos na coluna a esquerda (a), (¢), (€) e (g) mostram respectivamente
a evolucdo temporal da func¢do distribui¢ao dos elétrons em fun¢do da componente paralela da
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velocidade, do espectro das ondas de Langmuir e do espectro das ondas transversais como func¢ao
do vetor de onda paralelo, e do espectro das ondas 7" em func¢do da frequéncia normalizada, na
presenca de uma distribuicio de velocidades puramente Maxwelliana. Ja na coluna a direita, os
painéis (b), (d), (f) e (h) representam as mesmas quantidades, mas agora levando em consideracio
uma distribui¢do de velocidades do tipo niicleo-halo com valor fixo do indice x. = 5 e densidade
relativa 0, = 0,05. Nos painéis estdo expostos os resultados para seis valores de tempo
7 = 100, 200, 500, 1000, 1500 e 2000.

7.6.1 Evolucao Temporal da Funcao Distribuicao

Vamos analisar a primeira linha da Figura 7.3. A func¢ao de distribui¢cao de elétrons para
cada caso € apresentada nos painéis 7.3(a) e 7.3(b), respectivamente, para varios valores de 7,
entre 7 = 100 e 7 = 2000. Nos dois painéis, pode-se notar o achatamento gradual do pico
da distribui¢do do feixe e a formacdo de um platd na regido de velocidades entre o feixe e a
distribuicdo do nucleo. Na 7.3(a), também notamos o aparecimento de uma pequena populagdo
de elétrons retroespalhados, que comegam a se distinguir em 7 =~ 1000. No painel 7.3(b), esses
elétrons retroespalhados ndo sdo perceptiveis na escala utilizada, pois a distribui¢ao do halo ja
possuia uma populacao considerdvel naquela regido do espaco de velocidade [53].

7.6.2 Evolucao Temporal do Espectro das Ondas L e T’

A segunda linha da Figura 7.3 exibe o resultados do espectro unidimensional das ondas
L, enquanto que na terceira linha temos os resultados do espectro unidimensional das ondas 7,
ambos para os tempos normalizados 7 = 100, 200, 500, 1000, 1500 e 2000. Como mencionado
anteriormente, o painel mais a esquerda representa o cendrio no qual 6. = 0, enquanto o mais a
direita, o 0, # 0.

Os painéis 7.3(c) e 7.3(d) mostram a projecao em 1D do espectro de ondas L. A figura em
2D pode ser encontrada em [53]. No painel (c), nota-se que em 7 = 100, a tnica caracteristica
distintiva no espectro das ondas L dos dois cendrios € o pico primdrio gerado em ¢, = 0.2, na
regido espectral em que as ondas estdo em ressonincia com os elétrons na regido de velocidades
positivas na distribui¢do de velocidades. No instante 7 = 200, ja existe um indicio de um
pico retroespalhado em ¢, ~ —0.2. E em 7 = 500 esse pico retroespalhado parece bem mais
desenvolvido. Note também que também ha um perfil no espectro de ondas, continuo entre
os dois picos. Esta € apenas uma proje¢do unidimensional do anel formado pelos efeitos de
espalhamento e decaimento, que € visto na representacdo em duas dimensoes.

Por outro lado, quando a fun¢ao de distribuicdo é composta também por uma distribuicao
Kappa, o espectro das ondas L em 7 = 100 apresenta o pico gerado pelo efeito quase-linear
em ¢, ~ 0.2, e também o pico em torno de ¢ = 0, caracteristica do espectro em equilibrio na
presenca de uma distribuicdo Kappa. Devido a aproximacao que adotamos, de uma velocidade
ressonante limitante, o espectro em ¢ = 0 € finito em vez de divergente. A projecdo em 10D no
painel 7.3(d) mostra em 7 = 200 o indicio de um pico retroespalhado. Em 7 = 500, o espectro
da figura 7.3(d) torna-se semelhante ao que aparece na figura 7.3(c), mas esse € apenas o efeito
da projecao unidimensional. O espectro real no caso da Fig. 7.3(d) € constituido pelos picos
primdrio e retroespalhado, pelo valor aproximado em g = 0 e pela estrutura do anel formada por
efeitos ndo lineares, como mostrado na Fig. 4(d) de [53].
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A projecdo 1D do espectro de ondas 7" aparece representada nas figuras 7.3(e) e 7.3(f),
para os mesmos valores de 7 utilizados. Nestes dois painéis, a sequéncia de linhas mostra
inicialmente a formacao de um espectro de fundo das ondas 7', somado ao crescimento de um
pico de onda em torno de ¢, = 0. Entre os instantes 7 = 500 e 7 = 1000, outras estruturas
pontiagudas aparecem nas representacoes, que sao as projecoes da estrutura de um anel estreito
mostrada nas Figs. 4(e) e 4(f) de [53]. As curvas na Figura 7.3, mostram que o espectro das
ondas 7" obtido no caso da distribuicdo eletronica puramente maxwelliana € muito semelhante ao
espectro da onda I’ obtido no caso da presen¢a de um "halo"descrito por uma distribuicdo Kappa.
A unica diferencga notdvel € que os picos que aparecem no espectro da onda 7’ sdo ligeiramente
mais altos no caso de d. # 0, painel 7.3(e), do que no caso de J. = 0, painel 7.3(f), para o
mesmo valor de 7 [53].

7.6.3 Evolucao Temporal do Espectro das Emissoes de Plasma

Por fim, na dltima linha da Figura 7.3 mostra-se o espectro das ondas 7' integrado ao
longo do pitch angle. Ou seja, este painel mostra a quantidade

2w

&= | dhggq

como funcdo da frequéncia de plasma normalizada. Ela exibe as intensidades das emissdes dos
harmonicos do plasma para os tempos 7 = 100, 200, 500, 1000, 1500 e 2000.

Em ambos os painéis € possivel identificar a formagdo completa do espectro de fundo
(associado ao termo de espalhamento 7's7'L) e da formacdo da emissdo fundamental (com
frequéncia igual a frequéncia fundamental do plasma), logo nos primeiros instantes da evolug¢ao
temporal. Posteriormente, identificamos também nos dois painéis a formacao do pico do primeiro
harmonico, de frequéncia igual a duas vezes a frequéncia fundamental, entre os instantes 7 = 500
e 7 = 1000.

A comparagdo entre as figuras 7.3(h) e 7.3(g) mostra que as curvas obtidas em ambos 0s
casos sdo qualitativamente iguais, com a Unica diferenga de que os picos sdo ligeiramente mais
altos no caso de 6. # 0, mostrado na Figura 7.3(h) [53].
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Figura 7.3: Evolu¢ao temporal da fun¢do distribuicao de velocidades dos elétrons ®. vs ve-
locidade paralela a propagal¢ao u. No painel (a) para n,./n. = 0 e no painel (b) para
Nye/Ne = 5 x 1072; Evolugdo temporal do espectro das ondas de Langmuir, £Z, vs vetor de
onda g, considerando (C) 1. /ne =0e(d) nge/n. =5 x 10~2; Evolugio temporal do espectro
das ondas transversais, Sg , V8 g, considerando (€) 7 ¢ /ne =0e () nge/ne =5 x 10~2; Evolu-
cdo temporal do espectro das ondas transversais, Sg , vs frequéncia normalizada zg, considerando
(€) Npe/ne = 0e () nye/n. =5 x 1072 [53].



Capitulo 8

Consideracoes Finais

As emissOes de plasma vem sendo objeto de estudo desde os anos 1950, e sua carac-
terizacao € importante no entendimento de emissdes solares do tipo II e III, por exemplo. A
parte inicial do trabalho foi realizada considerando o plasma de fundo com distribui¢des do tipo
Maxwelliano. Como etapa posterior, o estudo foi estendido levando em conta caracteristicas
ndo térmicas na distribuicao dos elétrons do plasma de fundo. A presenca de distribui¢des ndao
térmicas, como as distribui¢cdes Kappa, vem sendo observada ndo s6 em ambientes naturais, mas
também em laboratério, e um estudo mais completo se faz necessario. A introdugdo da nova
forma da distribuicao leva a modificacdes em todos os niveis de complexidade, tanto no aspecto
analitico, quanto numérico.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma: nos capitulos (2)-(5) foi realizada uma
revisdo completa da literatura, formando assim, as bases para o trabalho subsequente apresentado
nos capitulos (6) e (7).

No capitulo (2) foi apresentado uma revisao da teoria cinética, descrevendo o sistema
de equacgdes de Vlasov-Maxwell, sua linearizacdo e como consequéncia o fendmeno Landau
damping. O capitulo (3) dd seguimento a revisao da literatura com a abordagem quase-linear, do
sistema de equagdes acima mencionado. Neste capitulo sdo abordadas as principais caracteristicas
da teoria quase-linear como a conservagdo de energia e do nimero de particulas, e como aplicagdao
a instabilidade bump-in-tail, a qual € responsavel pela geracdo de processos turbulentos a partir
da incidéncia de um feixe de particulas no plasma. O capitulo (4) versou sobre as equagdes
cinéticas das ondas e das particulas no ambito da teoria de turbuléncia fraca. Caracterizou os
diferentes termos associados aos fendmenos de espalhamento e de decaimento envolvendo ondas
e particulas, bem como os espectros iniciais das ondas. Por fim, no capitulo (5) mostrou-se que
h4 uma dependéncia das distribuicdes Kappa com os graus de liberdade do sistema, bem como
que tais distribui¢cdes sdo solucdes assintéticas de equilibrio da equacgdo cinética das particulas.
Encerrou-se portanto as contribui¢des para a revisdo tedrica proposta.

O capitulo (6) abordou o problema da interagdo feixe-plasma considerando tanto os
elétrons do plasma de fundo quanto do feixe incidente como distribui¢des maxwellianas. Para
tanto, foram utilizados dois cendrios para o feixe de particulas: o primeiro considerando um
feixe dnico, alinhado na direcao do campo, e o segundo utilizando feixes contrapropagantes.

Na primeira parte analisamos as contribui¢des de cada um dos termos da equagao cinética
para as ondas transversais, associados aos diferentes fendmenos, nas emissdes do plasma com
frequéncias miultiplas a frequéncia fundamental. Foi explorado também a contribui¢do do
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termo de espalhamento envolvendo duas ondas 7' e uma onda L na formacao do espectro de
fundo. Por fim examinamos a evolugao temporal da energia total das ondas do plasma, bem
como das emissoes F', 2/ e 3H. Na segunda parte foi analisado o efeito da variacao do feixe
retropropagante, bem como a variacdo das densidades dos feixes contrapropagantes no ambito
das instabilidades feixe-plasma. O capitulo foi encerrado apds o exame da evolugdo temporal
da energia total das ondas do plasma, bem como das emissdes F', 2H e 3H utilizando feixes
contrapropagantes.

E por udltimo, o capitulo (7) abordou o efeito da presenca de uma distribui¢cdo de velo-
cidades do tipo nicleo-halo, tanto nos espectros iniciais das ondas L, S quanto no espectro
assintdtico das ondas 7' do plasma. E, para encerrar a andlise, foram apresentados efeitos da
presenca inicial de uma distribui¢ao do tipo nicleo-halo sobre a evolug¢ao temporal dos espectros
das ondas e das fun¢des de distribui¢cao de velocidades, bem como mostrada a evolugdo dos
espectros de emissao do plasma.



Apéndice A
Calculo das integrais /1 e I

Comecamos pelo calculo de I, para o caso geral que « refere-se ao tipo de particula e 3,

ao tipo de onda:
I, = / dum/ du, ®, 6 — Qully — qzuz} . (A.1)

Comecamos pela integracdo na varidvel u,, utilizando a propriedade da fun¢do Delta de

1 e’}
/ du, [@a] . (A2)
|Qz| —0o0 w B Y/ =

z:(UZq_(Iﬂcux

—(Ka+1)
() e
& Uy =aUz+b

Dirac:

[1:

A integral na varidvel u, serd da seguinte forma,

/ o:o du, [@a]

onde foram utilizadas as seguintes definicdes

uz:(ozfi—qmum)/q

B
oz

a = qw, b= —12.
q: q:

Substituindo o valor de u,

1 1 o0 ( (14 a*)u2 + 2abu, + b2>_(na+1)
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o0 (14 a?)? ab \7\
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Seja,
b
v:um—kﬁ, dv = du,,
entao,
11 % ~(RatD) o 14 g2)2 ~(ka+1)
I = 1+ / dv |1+ (1+a7) v? )
g | Tu2 KouZ (1 + a?) o0 Kot (1 +a?) + b2
(A.5)
Fazendo uma nova mudancga de varidveis,
(1+ a2)2 2
= v
Kol (14 a?) + b2
temos a 2)2
+a
dt = d
Kau? (14 a?) + bQU v
) (1+a)
21 +a 1/2
dt = Tt dv.

(Kot (14 a?) +1?)

Substituindo na expressao acima, temos

I

o 1/2
_ 11 5 Kol (1 +a®) 4+ b? (at1) (Iiaugﬁ(l + a?) + b2) /oo =12
|| Tu2, KoUZ (1 + a?) 2(1 + a?) 0 (1 + t)ratl

B 1 1 Iiauiﬁ(l + a2) rat1/2 liaugm 1/2 /oo " t—1/2
g Tu? o \ Kot (1 + a?) 4 b2 1+ a? 0 (1 4 t)ratt’

(A.6)

Utilizando a relagdo (5.20) para valores de z, w + z e w dados respectivamente por
z=1/2, w+z=w+1/2=kKs+1lew = Kk, + 1/2, temos

oL VA (R a?) N s N Dk +1/2) (A7)
e mu2 . |q:| \ Kaud (1 + a?) + b2 1+ a? [(ke+1) '
Utilizando as defini¢des de a e b, obtemos por fim
Ka+1/2
Lo 1t Fatig xd° ka2 \ "7 T(ka +1/2) (A8)
Pl VT Fati2 g2 + (024)?2 q? [(ko +1) '

Para I, procedemos de forma semelhante. De (5.44), mas para o caso geral em que «
refere-se ao tipo de particula e (3, ao tipo de onda,

o ]_ ) o0
= ot / dux/ du. d, <1+

Fda—l —00

2

-1
2 ) 0 |02 = ot — qeu| (A.9)
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realizando a integracao na variavel v,

11 g 2\
L=t (1) e - A0
Ko — 1 |qz‘ —00 Hoéugz,ﬁ uZ:(azg—qmum)/Qz

a integral em u, serd da seguinte forma

1
]__:‘ia"‘]. 1 /Oodu l<1+ u? ) q)]
2 = £ @
Ra — 1 ‘qZ’ —00 K‘Cltugt,n z:(O'Zq—Qxe)/Qz

Wbl 1 1 o 2\ Tt
_ kK e / du, KH o ) ,
Ko — 1 ‘q;;’ 71-uoz,f-c -0 Hc“uﬁ,l@ Uy =auz+b

onde utilizamos as seguintes defini¢des

(A.11)

8
0z

a:—q—x, b= —12.
4q: d:

Substituindo o valor de u,, procedendo da mesma forma feita anteriormente, chegamos a

L fetl 1l 1 b2 ~(rat2)
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> (1+ a*)? 2 “ret?) -
X 1 dv .
/. ( 2 At a1 ) v

Realizando uma nova mudanga de varidveis,

(1+ a2)2 2
v
ka2 (14 a?) 4 b2 ’
com . .
dt = (1+d7) vdv
i (1 + 0) 1 P
e

2(1 + a?)
dt = 72
(/{augm(l +a?) + b2)

2 dw,
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temos,

+—1/2

dt —————
1+a2> / 1+t*”~a+2
(A.14)

;_hatll1l 1 ( Kot (1+ a%) )”a+3/2<
2:

fo— Llg w2, \ ko2, (1+ a?) + 12

Utilizando novamente a relagcdo (5.20), mas agora para valores de z, w + z e w dados
respectivamente por z = 1/2, w + z = w+ 1/2 = ko + 2 € W = K, + 3/2, temos

I, = Ka + 1 1 \/7_1' I{Oéuzv,n(]' + (12) rats/? /{auiﬁ 1/2 F(/‘ia + 3/2)
T ka1 mu2 . 1q:| \ Kot (1 +a?) + b 1+ a? I(ka +2)

(A.15)

Utilizando as defini¢des de a e b, obtemos por fim

2 2 Kat3/2 2\ 1/2
oK oK F (% 2
12:/<;a—|—1 1 1 ( Kalg q )) (mu) (Ka +3/2) (A.16)

—1u2, \/_ Kot g% + (Uzg 2 q? [(ka+2)

O quociente I; /15 de (5.42), pode ser entdo calculado,

Ka+1/2
L 11 ( Fatl og* Fati? | Do + 1/2)
)

I w7\ o g + (024)° ¢ Flka+1)
—ka—3/2 _
el ol Fetect (et P D t2)
Fo+ 1 Y\ ka2 g2 + (028)? ¢ Tt +3/2)

Fazendo algumas simplificacdes, chegamos a seguinte expressdo para [/

I Kol q° + (025)?
I, Kol .G

Ko — 1
) 12 (A.17)

Assim encontramos uma divergéncia na regiao de ¢ — 0 e para sanar este problema, foi
imposto um limite superior para a varidvel velocidade no cdlculo das integrais, de forma que
'LL?' = u2 + u?. O cdlculo dessas integrais estd detalhado no apéndice seguinte.



Apéndice B

Calculo das expressoes /1 e /o com limite
superior na velocidade

Da expressao (5.43), temos
o o 8 2 2 2
I = / dux/ du, ®, 0 [Uzq — Uy — qzuz} © [uf —u, —u,| ,
—0o0 —0o0
onde o indice « se refere ao tipo de particula e 3, ao de onda. E adotado limite superior na

varidvel de velocidade de tal forma que u; = ¢/v,, onde ¢ € a velocidade da luz. Realizando
primeiro a integracao na varidvel u, e fazendo a seguinte mudancga de variaveis,

B
oz
a = —q—x, b= —12,
q: q-
temos
I T 2 .2 2
I = du, | P, © [uf uy — (au, + b) } :
|qz| - U,ZZ(O'Zg*QIUz)/QZ

1 1 oo w2\ ety
7/ duy l(l—i— ) ] @[ufc—ui(l—l—aQ)—Zabux—bz} :
- Ur=aUgz+b

N mﬂui,ﬁ KO&UZM,H

Utilizando o valor de u, = au, + b em u? e, rearranjando os termos, obtemos

114



APENDICE B. CALCULO DAS EXPRESSOES I, E I, COM LIMITE SUPERIOR NA VELOCIDADEI 1

1 1 oo 1+ a)u2 + 2abug + b2\ "
I — / du, 1+(+a)ux+au+
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Fazendo uma mudanca de varidveis,

X ©

ab
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f 2
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Agora, fazendo uso da simetria em torno da varidvel v, assumindo o limite superior na
velocidade v = ¢/v, e mais uma mudanca de varidveis,

(1+ a2)2 2

(1+ a?)?
B ka2 (1 +a?) + 2’

a1+ a?) + 52

dt = dv, (B.1)

obtemos

1 1 b2 —(katl) o 1 2\2 —(Kat1)
I = 2(1+ / aw (14— Fa .
|q.| Tu? KaUd, (1 + a?) 0 KaUZ (1 +a?) +b?

C) U — o — 02
1+a? (14a%)? ’
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I =

1/2
L <mau§,n(1 + a?) + b2>_(““+1) (Iiau L(1+a?) + b2) /

g muZ Ratig, (1 +a?) 2(1 +a?)

tmad t—1/2
X ! ——
/0 (1 +t)ratt’

11 Kaud . (1+ a?) Retlf2 Kalid 12
el a2, \Rat2 (1 + a?) + b2 1+ a?

tma t71/2
X dt ——
/0 (1 + t)fia—&-l ’

onde t,,, € dado por

(1+a?) ) b?
tma = uf — 71 o
KaUZ (1 +a?) +b? (1+a?)
A solugdo s6 tem validade para t,,, > 0, 0 que significa u} > b*/(1 4 a*). Usando

o programa de integracdo numérica Mathematica, chegamos a uma expressao em termos das
fungdes hipergeométricas de Gauss,

= / dux/ du, ®, 0 [azg — Uy — qzuz} (B.2)

Katl 1/2
1 2 Rallg n(l +a ) " 1 2 b2
= : -—— Fi(1/2, k0 +1;3/2; —tima).
TuZ . |42 (/faui,ﬁ(1+a2)+b2 JSirae\“"T112) ? 1(1/2, k6 +1;3/ )
Por fim, usando as defini¢des de a e b, temos uma expressdo para [;:

I, = /OO dug /OO du, ®, 0 [azg — Qplly — qzuz} (B.3)

Katl 1/2
1 2 Roll?, 4 ( 2 (025‘)2)
= : uy — Fi(1/2,ka +1;3/2; —tia).
( 02§)2> / q? ? 1( / / )

—=
TS, . q /ﬁauaﬁq2+(

Podemos calcular I, de maneira similar. De (5.44) e admitindo novamente um limite
superior na velocidade,

2 -1

o+ 1
]2:H+ / duz/ du, Oé<1+ 4 ) 5[az§—qrum—qzuz}@[u?—ui—uz,

Ka KaU2 ..

onde « se refere ao tipo de particula e 3, ao tipo de onda. Realizando a integracdo em u, e a
mesma mudanca de varidveis a = —q,/q, e b = azg /s

-1
411
I, = Fia + / duy | |1+ o, ) {u? —u%(1 + a?) — 2abu, — 62} :
1 ‘qzl O‘UJ2 ’le:(O'Zg (ITUT)/QZ

2

—(ka+2)
LH11
ZK - / duy Kl—f— “ ) 1 @{ufc—ui(1+a2)—2abux—b2}.
Uy=aUz+b

-1 |QZ| 7Tu2 /{auﬁ K
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Substituindo o valor de u, e rearranjando os termos,

Wkl 1 1 oo 1+ a®)u + 2abu, + b2\~ "t
[2:I<L+ /duz<1+(—|—a)ux+au+ )

Ko — 1|q.| mu? KolU2
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2
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temos,
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></ dv |1+ (1+a7) v? © Y — 2.
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Definindo ¢ da mesma forma que em (B.1),
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(n 1/2
[ _fa +11 1 (/ﬂauiﬁ(l +a?) + b2> a+2) (ﬁauiﬁ(l +a?) + b2>
2 p—

Ko — 11q:] TuZ /iauiﬁ(l + a?) 2(1+ a?)

tma t—1/2
X dt —————
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e+l 11 Kot (14 a2)  \" ) ez \?
—1g.| mu2 , \ kau2 (1 +a2) + b2 1+a?
= 1/2

tma
X dt —————.
/0 (14 t)rat2

Usando o programa de integracao numérica Mathematica e tazendo as simplificagdes
necessdrias, temos

[ fat 1 1 2 Kot (1 +a?) (e t2) ) 2\ "2
= —_— u S —
T ke —1 muZ . q \ Kot (14 a?) +b? I 1+4a2

X oF1(1/2, Ko, + 2;3/2; —tima)-

A razdo entre /5 e I5 €, entdo, dada por

L (Kot @® 4 (020)% ko — L12F1(1/2, Ko + 153/2; —tn,)
L Kal2, .2 Ko+ 12F1(1/2, ko +2;3/2; —tima)

(B.4)

E, no caso limite superior vy — 00, entdo ,,, — 0o. Considerando esse limite, as
fungdes hipergeométricas assumem a seguinte forma

D(ka +1/2) 11

—Kq

2Vt manF1(1/2, ko + 1;3/2; —ta) — —_— ,
2 1( / K _'_ / ) \/E F(/ﬁ}a—i—l) mo 1/22':1/2

D(ke +3/2) . 1 1
2Vt F1(1/2, ko + 2;3/2; —tina) — —_ Lt S ,
2F1(1/2, Ko +2; 3/ ) ﬁr(f{a+2) Ko + 3/2 52

entao,

o F1(1/2, K + 153/2; —tma) R [(ka +1/2) T(ka+2)  Ko+1
o F1(1/2, Ko + 2;3/2; —tma) D(kg+1) T(ka +3/2)  ka+1/2

e o quociente 1 /15 é

I Kot  q* + (025)? o—1
71 _ a,nq ( q) K , (BS)
I Kol .G Ko +1/2

expressao que corresponde a Eq. (A.17), obtida no Apéndice A.

Por outro lado, no limite inferior, o valor minimo de ¢ que pode ser considerado € tal que
(ng /q)* = ufc, pois para valores menores obteriamos ¢,,,, < 0. Considerando o limite inferior
para q, t,,, — 0, para as fun¢des hipergeométricas,

2\/tma2F1(1/2,lia+]_;3/2; moc) — 2Vtma ( )t3/2—|— .,
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2
IV Ema2F1(1/2, kg + 2:3/2; —tma) = 2v/tma — g(ma + 324

Assim, para t,,, — 0

o F1(1/2, ke + 1;3/2; —tina)
o F1(1/2, ke 4+ 2;3/2; —tima)

— 1,

e também,
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