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RESUMO

A solugdo dos mais diversos tipos de Problemas de Valor de Contorno (PVC) e Problemas de
Valor de Contorno Iniciais (PVCI) por meio da aplicagdo de métodos numéricos tem tido grande
destaque na engenharia, principalmente depois da popularizagdo dos computadores pessoais.
Em muitas das aplicacdes de engenharia em mecanica dos s6lidos o0 Método das Diferencas Fi-
nitas (MDF) foi sucedido pelos ji consolidado Método dos Elementos Finitos (MEF) devido a
sua flexibilidade e precisdo na resolu¢cdo de PVCs e PVCls com geometria e condi¢des de con-
torno e iniciais complexa. Entretanto, demandas ndo completamente atendidas pelo MEF estao
sendo requeridas atualmente no que tange aspectos como precisdo, convergéncia, robustez e
estabilidade em problemas especificos onde métodos ja consolidados apresentam dificuldades.
Em geral estes problemas envolvem descontinuidades, singularidades e altos gradientes, isto &,
possuem algum tipo de localizacdo. A fim de vencer essas dificuldades, o método dos elementos
finitos extendidos (XFEM) tem sido desenvolvido para facilitar a modelagem de descontinui-
dades arbitrarias tal como saltos, singularidades e outros recursos ndao suaves nos elementos.
A técnica promove uma ferramenta poderosa para enriquecimento de espacos de solucdo com
informacdo vinda das solucdes assintdticas e outros conhecimentos da fisica do problema. O
objetivo principal deste trabalho € apresentar a teoria e aplicacdo do XFEM para problemas
ligados a mecénica da fratura linear eldstica em problemas de elasticidade no plano. O critério
de comparagdo € o fator de intensidade de tensdo (FIT). Para geometrias simples os resultados
computacionais sao proximos dos valores obtidos com as solucdes disponiveis na literatura e

assim a qualidade do método € verificada.

Palavras-chave: Singularidades; XFEM; Enriquecimento; Fator de Intensidade de Tensao.



ABSTRACT

The solution of the most diverse types of Contour Value Problems (PVC) and Initial Contour
Value Problems (PVCI) through the application of numerical methods has been prominent in
engineering, especially after the popularization of personal computers. In many of the solid
mechanics engineering applications the Finite Difference Method (MDF) has been succeeded
by the already consolidated Finite Element Method (FEM) due to its flexibility and accuracy in
the resolution of PVCs and PVCls with geometry and complex boundary and initial conditions.
However, demands not fully met by FEM is currently being demanded regarding aspects such as
precision, convergence, robustness and stability in problems where already consolidated meth-
ods present difficulties. In general these problems involve discontinuities, singularities and high
gradients, that is, they have some kind of localization. In order to overcome these difficulties,
the extended finite element method (XFEM) has been developed to facilitate the modeling of
arbitrary discontinuities such as jumps, singularities, and other non-smooth features in the ele-
ments. The technique promotes a powerful tool for enriching solution spaces with information
from asymptotic solutions and other knowledge of problem physics. The main objective of this
work is to present the theory and application of XFEM for problems related to the mechanics of
elastic linear fracture in plane elasticity problems. The comparison criterion is the stress inten-
sity fator (SIF). For simple geometries the computational results are close to the values obtained

with the solutions available in the literature and thus the quality of the method is verified.

Keywords: Singularities; XFEM; Enriquecimento; Stress Intensity Factor.
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1 CARACTERIZACAO DO TRABALHO

1.1 Introducao

O método de elementos extendidos (XFEM), é uma técnica numérica baseada no método dos
elementos finitos (MEF) e no método da parti¢do unitaria (PUM). Ele estendendo a abordagem
do método dos elementos finitos cldssicos enriquecendo do espaco da solug@o por solucdes de
equagdes diferenciais com func¢des descontinuas. No método dos elementos finitos o salto de
deslocamento perto da ponta da trinca é basicamente capturado refinando a malha localmente.
O nimero de GDL pode aumentar drasticamente, especialmente em aplicacOes tridimensionais.
Além disso, o cdlculo incremental de um crescimento de trinca requer que a malha seja refeita a
cada incremento de propagacdo. A atualizacdo da malha além de ser uma operacao dispendiosa,
aumenta o custo computacional e causa algum impacto na qualidade dos resultados. Para evitar
essas dificuldades computacionais, uma nova abordagem ao problema consistiu em levar em
conta o conhecimento prévio da solugdo exata, veja em Khoei, 2014. Em XFEM, func¢des
especiais sdo adicionadas a aproximagdo de elementos finitos usando a estrutura da particdo
unitaria (PU).

Em um ambito mais geral, nas dltimas duas décadas e meia novos métodos tem sido usa-
dos para aproximar as formas fracas provenientes de problemas de valor de contorno, com
condicdes iniciais ou ndo, sobretudo para certos problemas de engenharia onde os métodos tra-
dicionais, tais como o método de elementos finitos, diferencas finitas e elementos de contorno,
apresentam dificuldades. Desde entdo, muita aten¢do tem sido dada pela comunidade cientifica,
e em especial a drea de matematica aplicada e mecinica computacional, aos chamados métodos
sem malha (meshless methods) e métodos livres de malha (mesh-free methods) bem como aos
métodos que sao baseados em uma malha de integra¢do, mas que generalizam (ou estendem)
os métodos tradicionais, tais como aqueles inerentes ao Método dos Elementos Finitos.

Pode-se perceber que uma primeira diferenciacao entre os métodos a serem estudados neste
trabalho € se sdo baseados em uma malha de integracdo fixa (associada ao suporte da fungdo
de interpolacdo/aproximacao) ou nio. Desta forma, a fim de simplificar o entendimento vai se
chamar aqui Métodos Livres de Malha e Métodos Sem Malha pelo acronimo MLSM e Métodos
Baseados em Malha por MBM.

Em revisdes sobre os MLSM, apresentadas por Li e Liu, 2002, Liu 2003 e Chen et al., 2006,
e sobre os MBM, em Fries e Belytschko, 2010 e Belytschko et al., 2009a, sdo comentadas vérias
areas onde sua aplicacao é promissora. Dentre elas podem-se citar as dreas/problemas de loca-
lizacdo, grandes deformacoes, propagacdo de trincas, mudanca de fase e descontinuidades.

Solucdes nao suaves contendo descontinuidades, singularidades e altos gradientes ocorrem
frequentemente em muitos problemas na fisica. Como exemplo de descontinuidades em fron-
teiras fechadas pode-se citar as solu¢cdes que ocorrem na interface de materiais e em frentes

de mudanca de fase. J4 em trincas as solucdes em termos de tensdes e deformacdes sio des-



continuas, em interfaces abertas, e sdo singulares na ponta da trinca. Bandas de cisalhamento
e discordancias também siao exemplos de problemas onde uma descontinuidade no campo de
deslocamentos estd presente. Problemas de camada limite sdo exemplos na area de mecanica
dos fluidos onde altos gradientes sdo encontrados.

Solugdes analiticas sdo escassas nesta drea, sendo encontradas apenas para casos ideias.
Por outro lado, tais problemas sdo de dificil tratamento numérico, isto €, solucdes numéricas
costumam fornecer resultados pobres em exatidao proximos a estas regides, o que pode levar
a avaliacOes erradas. A estratégia mais utilizada em andlises usando o Método dos Elementos
Finitos € a de usar estratégias de refino “hp” da malha de integracdo, procurando melhorar a
discretizacdo ou espaco de solucdo. Entretanto, existe a possibilidade de utilizar métodos mais
“modernos” desenvolvidos especialmente para enfrentar tais problemas sem tem que recorrer
a refinos e remalhamentos. Estas estratégias consistem na aplicacdo do MLSM ou mesmo do
MBM.

1.2  Objetivos
1.2.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em determinar os fatores de intensidade de tensdo (FIT)
para problemas da mecanica da fratura linear elastica (MFLE), utilizando o método dos elemen-
tos finitos extendidos (XFEM) com elementos quadrilaterais de quatro nds com regularidades
do tipo C?, construidos com base no Método da Particio de Unidade (MPU) e comparando com
as solugdes analiticas de FIT da MFLE.

1.2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

1. Implementar um c6digo do MEF para trabalhar com problemas bidimensionais da meca-

nica dos soélidos linear elastica;

2. Acrescentar uma implementacdo do método dos elementos finitos extendidos (XFEM)

para trabalhar com problemas da mecanica da fratura linear elastica (MFLE);

3. Avaliar o comportamento do c6digo de MEF implementado na solu¢do de alguns proble-

mas cléssicos de elasticidade plana infinitesimal;

4. Implementar o cdlculo da Integral J numérica para determinag@o dos fatores de intensi-
dade de tensao (FIT);

5. Verificar o comportamento do XFEM e da Integral J comparando os resultados com pro-
blemas cldssicos da MFLE.



1.3  Justificativa e limitacdes

Nesta dissertacdo ¢ implementada uma versao do método dos elementos extendidos (XFEM).
Este método permite uma melhoria significativa na modelagem e avaliacdo de fraturas, pos-
sibilitando, em tese, uma analise de elementos finitos sem haver a necessidade de alterar a
malha com a propagacdo da trinca, tornando assim a trinca geometricamente independente, ou
pelo menos, menos dependente da malha. A descontinuidade presente nos elementos, devido a
existéncia da trinca, é descrita através do enriquecimento das funcdes de aproximagdo conven-
cionais de elementos finitos. Este método viabiliza tanto o estudo de trincas estaciondrias como
andlise de propagacao de trincas.

Todas as andlises que se seguem foram efetuadas exclusivamente com trincas preconcebi-
das. Ainda, somente modelos com moddulos elastico lineares, assim, foi somente considerado
o estudo da Mecanica da fratura linear eldastica (MFLE), isto €, sem considerar plasticidade na

regido da ponta da trinca.

1.4 Organizacio do trabalho

Esta dissertac@o estd organizada em 3 capitulos distintos mais a secdo de conclusao e referén-
cias bibliograficas. No presente capitulo 1 estd exposta a introdugdo e sintetiza-se a constituicao
da dissertacdo desenvolvida. No capitulo 2 explica-se 0 método da Mecanica da Fratura Linear
Elastica (MFLE), o fator de intensidade de tensdes (FIT), a integral J e o método de elementos
finitos extendidos (XFEM). No capitulo 3 os resultados sdo mostrados e discutidos. Os con-
teudos referentes as varias andlises efetuadas aos modelos sao apresentados. Finalmente, estao
disponiveis as conclusdes desta dissertacao, sumarizando os objetivos e resultados alcangados,
fazendo ainda referéncia a sugestdes para trabalhos futuros. No final deste trabalho, estdo apre-

sentadas as referéncias bibliograficas utilizadas.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Atualidade e Relevancia do Tema
2.1.1 Os métodos do tipo MBMs

PUM (PuFEM), XFEM, GFEM e SGFEM Nesta secdo ¢ apresentada uma introduc¢ao aos
métodos baseados em malha de integracao que vem ganhando mais e mais destaque nos ultimos

anos, sdo eles

e Fartitition of Unity Method (PUM) ou Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM)
por Melenk e Babuska, 1996;

* eXtentded Finite Element Method (XFEM) por Moés et al., 1999;
* Generalized Finite Element Method (GFEM) por Strouboulis et al., 2000a;

e Stable Generalized Finite Element Method (SGFEM) por Babuska e Banerjee, 2012, den-

tre outras variagdes.

Os trés primeiros métodos apresentados na lista acima sdo, de fato, muito parecidos. De certa
forma os métodos GFEM e XFEM podem ser colocados como métodos que enriquecem um es-
paco de aproximacao construido com Parti¢des de Unidades (PUs) de forma extrinseca. Assim,
podem ser vistos como uma derivacdo do PUM (PuFEM) proposto por Babuska et al., 1994
e elaboradas em Melenk e Babuska, 1996 e Babuska e Melenk, 1997. Esses trabalhos trata-
ram de enriquecimentos globais, com polindmios harmdnicos, para as equacdes de Laplace e
Helmholtz, e fungdes holomorficas para elasticidade linear. Além disso, enriquecimentos de
particdo de unidade de baixa ordem com polindmios de ordem superior foram realizados. O
objetivo destes trabalhos foi o de melhorar as propriedades de aproximacio do espago original,
o qual € em geral um espaco cldssico MEF, usando uma estratégia global de refino (em todos
os nos da malha).

Fica subentendido que estes trabalhos originais do GFEM tinham o objetivo de enrique-
cer o espaco de aproximagdo para melhorar as propriedades gerais da aproximacao em todo o
dominio e ndo a captura de fendmenos localmente nao-suaves.

Nos trabalhos acima mencionados, a generalidade dos métodos € enfatizada. No entanto, a
construcdo das PUs e a integracdo numérica da forma fraca podem ser drasticamente diferentes.
PUs do tipo Meshfree baseadas no MMQM sao bem conhecidas por serem computacionalmente
“caras” e notoriamente dificeis de integrar, enquanto os PUs baseados em malha sdo facilmente
construidos pelos elementos finitos de Lagrange sendo a quadratura para integracdo da forma
fraca simples de implementar.

Para eficiéncia, € desejdvel reter o maximo possivel do MEF cldssico no PUM. Esta é a

motivagdo para o GFEM por Strouboulis et al., 2000a (uma combinagdo do cldssico MEF e do



PUM) e do XFEM de Moés et al., 1999. A PU nesses métodos é fornecida pelas funcoes de
forma MEF padrao. O GFEM foi aplicado pela primeira vez em Strouboulis et al., 2000a,b,
2001, 2003, 2006, 2008 a diferentes problemas elipticos (mais frequentemente a equacao de
Laplace) com vazios; Esses trabalhos também fornecem um histérico matematico do GFEM. Os
enriquecimentos analiticos sao usados de maneira similar a do PUM, em particular os métodos
com enriquecimentos polinomiais e polinomiais harmonicos sdo relatados.

Embora o nome GFEM tenha sido utilizado anteriormente por autores que contribuiram
para a estrutura do atual GFEM, veja em Babuska e Osborn 1983; Babuska et al. 1995, parece
que naquela época o termo foi colocado de forma bastante geral, sem relagdo a particdes da
unidade, e ndo leva as interpretacdes concretas dadas pelo método na sua forma de apresentagao
atual, isto é, sem relacdo especifica com as PUs. Aqui o nome GFEM ¢ usado no sentido de
Strouboulis et al., 2000a.

O XFEM também emprega PUs fornecidas pelas fun¢cdes MEF convencionais, veja Belyts-
chko e Black, 1999 e Nicolas et al., 1999. Um recurso que distingue o XFEM dos primeiros
trabalhos no GFEM é que apenas partes locais do dominio sdo enriquecidas e essa localizacdo
é obtida pelo enriquecimento de um subconjunto dos nés. Além disso, enriquecimentos que
capturam descontinuidades arbitrdrias e fun¢des ndo suaves foram desenvolvidos no contexto
do XFEM em Nicolas et al., 1999, que tratou da mecanica linear de fratura eldstica. Mais tarde,
o XFEM foi utilizado para fendmenos de interface geral, e no ambito de problemas multimate-
riais emSukumar et al., 2001, solidificacdo em Chessa et al., 2002, bandas de cisalhamento em
Areias e Belytschko, 2006, discordancias em Belytschko e Gracie, 2007, e problemas de multi-
campo em Zilian e Legay, 2008, s6 para citar alguns exemplos de aplicacdo. As caracteristicas

importantes que descrevem o XFEM sdo:
1. O enriquecimento € extrinseco e realizado pelo conceito de PU;
2. O enriquecimento € local porque apenas um subconjunto dos nés € enriquecido;

3. O enriquecimento é baseado em malha, ou seja, é construido por meio de fungdes de

forma MEF padrao e

4. enriquecimentos para descontinuidades arbitrdrias na fungdo e seus gradientes estio dis-

poniveis.

Esses atributos também estdo presentes em algumas realizagdes posteriores do GFEM e PUM,
ver por exemplo os trabalhos de Wells e Sluys, 2001 e Simone et al., 2006. Neste trabalho, onde
quer que for utilizado o termo XFEM, o mesmo se aplica ao GFEM e ao PUM, desde que eles
usem fun¢des de formas baseadas em malha e enriquecimentos locais. O nome GFEM tem sido
usado para métodos que variam do PUM (veja por exemplo Duarte et al., 2001 onde fungdes
Shepard livres de malha, bem como fun¢des MEF sdo empregadas) para métodos semelhantes

ao XFEM (como por exemplo em Simone et al., 2006, que nao € distinguivel do XFEM). Assim,



as distincdes entre PUM, GFEM e XFEM tornaram-se bastante confusas. De certo modo, como

os nomes sdo usados hoje, tais métodos sdo quase idénticos.

Enriquecimentos usados em MBM

* Enriquecimento global: Dado o conjunto de todos os nds da malha do dominio / a apro-

ximacgao € construida fazendo

ul (x) = Y Ni(x)ui+ ) N; (x) @ (x)a (2.1)
iel i P
FEMErox. Enriquzgimento

* Enriquecimento local: Dado I* C I um subconjunto particular de nés do dominio entdo

u (x) = Y Ni(x)ui+ Y NF(x) @ (x)a; (2.2)
iEI , iel* B
FEszrox. Enriquggimento

Tais procedimentos de melhorar o espago de aproximagao original, presentes originalmente nas
caracteristicas das fungdes N; (x), sdo conhecidos como enriquecimentos extrinsecos. O tipo
de funcdo N/ (x) e ¢ (x) utilizados nas discretiza¢des acima depende do tipo de problema a ser
abordado, isto é, se o procedimento € utilizado para modelar altos gradientes, singularidades ou
ainda para modelar descontinuidades fechadas ou abertas, fixas ou moéveis.

A Equacdo 2.1 é mais utilizada nos métodos baseados em enriquecimento extrinseco nodal
onde as funcdes das PU sdo globais. Este tipo de enriquecimento € visto no GFEM, SGFEM,
PUM, PuFEM, e XFEM. Por outro lado a Equacdo 2.2 € especificamente utilizada no XFEM
onde a metodologia do enriquecimento é baseado na PU porém em nivel de elemento Belyts-
chko et al., 2009a. O XFEM com enriquecimento local tem um custo computacional significati-
vamente inferior a mesma metodologia utilizando enriquecimento global. Visto que ndo se trata
mais de enriquecer a funcao da PU global e sim a parcela que esta definida em elementos especi-
ficos (reproducing elements, ver Figura 2.1) surgem problemas de compatibilidade de funcdes
de forma com elementos vizinhos aos elementos enriquecidos. Para contornar os efeitos de
descontinuidade do campo primal hd necessidade de utilizar elementos de transi¢io entre os
elementos com nds enriquecidos e o restante do dominio global onde sdo utilizados elementos
finitos tradicionais (ver Figura 3.11 (a)-(c)). Estes elementos sdo conhecidos na literatura como
blending elements ou em uma traducao livre elementos de mistura. Sobre os blending elements
estdo definidas algumas funcdes da parti¢do de unidade que pertencem ao dominio enriquecido
I*, contudo estas funcdes sobre o dominio I, (dominio dos suportes dos blending elements) ndo
sdo suficientes para construir uma PU. Apesar da notoria diminui¢do em tempo computacional,
da sistemdtica do refino local, a utilizacdo dos blending elements traz consigo o inconveniente

de ndo reproduzir a fun¢do de enriquecimento ja que ndo tem sobre os seus suportes uma PU



definida. Este inconveniente origina os coeficientes parasitas de produzem perda significativa
de precisdo Fries e Belytschko, 2010. Para contornar esta limitagcdo foram propostos alguns

procedimentos comentados a seguir:

* Supressdo dos blending elements forcando as condi¢des de contorno do campo primal

entre os elementos finitos cldssicos e os reproducing elements;

» Utilizagcdo dos blending elements hierarquicos como uma forma de compensar o efeito

desfavordvel dos coeficientes parasitas;

* Utilizagdo de func¢Oes rampas ou fungdes peso originando o Corrected XFEM Belytschko
et al., 2009b.

A funcdo rampa, mostrada na Figura 2.1 (b)-(d) tem como finalidade eliminar por sobreposi¢ao
os modos parasitas nos blending elements. Esta funcdo € obtida a partir das fungdes de forma de
elementos de baixa ordem utilizadas em FEM. Com a utilizacdo das fun¢des rampa a Equacao

2.2 ¢ agora descrita pela Equacgdo 2.3 conforme observado em Fries e Belytschko, 2010.

up(x) = Y Ni(x)ui+ Y N7 (x)R(x) [ (x) — ¢ (xi)] a (23)

IeQ I*eQ

Na Equacdo 2.3 o termo entre colchetes corresponde ao shift method que é utilizado para
garantir que as fungdes de enriquecimento vao a zeros nos nés enriquecidos. Este procedimento
permite que unicamente os valores da PU sejam nao nulos nos nds enriquecidos. Para o caso de
PU’s com propriedade delta de kronecker os valores nodais do campo primal correspondem ao
deslocamento fisico do n6. Note que isto ocorre por conta que as func¢des de particdo de unidade
sdo fungdes de interpolacdo. Este fato na ocorre com parti¢des de unidade PU’s obtidas com
funcdes MLS. Algumas propostas na abordagem dos problemas do condicionamento da matriz

de rigidez e melhora da convergéncia na utilizagdo do corrected XFEM.

Em Agathos et al., 2016 os autores utilizam o termo Stable para abordar o problema tridi-
mensional de simulacao de fratura ndo plana contornando o problema do mal condicionamento
e da perda de convergéncia caracteristicas do corrected XFEM original. Uma das caracteristi-
cas deste trabalho € a extensdo do corrected XFEM para uma abordagem global enriquecendo
os nds contidos numa regido definida por um raio especifico medido a partir da ponta da trinca.
Nesta abordagem, chamada de CGE-XFEM (Continuous Enrichment Global XFEM), também
sao enriquecidos os nds dos blending elements que fazem fronteira com os elementos finitos
tradicionais. Os resultados obtidos em norma de energia ||u||; e norma |ju||;» foram menores
para a sistemadtica proposta do que na versdo original do XFEM. Quanto ao nimero de condi-
cao escalonado os valores obtidos para CGE-XFEM ficaram préximos ao FEM classico e muito
inferiores aqueles obtidos pelo pelo XFEM original.

Ja em Agathos et al., 2019a os autores utilizam o procedimento de quase ortogonizagdo das

fungdes de enriquecimento local utilizadas para simular problemas de mecanica da fratura. A
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Figura 2.1 — a) Dominio em 1D dos elementos finitos cldssicos, dos
blending elements I, e dos reproducing elements I*; b) Somatério das
funcdes parti¢do de unidade no dominio 7* e descricdo das fungdes
rampa no dominio /,; ¢) dominio em 2D dos reproducing elements I*,
dos blending elementos I, e dos elementos finitos cldssicos; d)
Descri¢ao do somatdrio das fungdes de parti¢do de unidade no dominio
I e das func¢des rampa no dominio 7.

[Adaptado de Fries e Belytschko, 2010].

sistemadtica utilizada remove os modos linearmente dependentes caracteristicos do enriqueci-
mento das fungdes de Heaviside e das fungdes de enriquecimento para a ponta de trinca. O
resultados obtidos para a versdo extrudada 2D do problema de Westergaard mostraram con-
vergéncia 6tima em norma ||u||,> para a versdo geométrica de enriquecimento das fungdes de
ponta de trica. Com relacio ao nimero de condi¢do a diminuic¢ao obtida pelo processo de quase-
ortogonalizagdo, com relacdo aos resultados do XFEM tradicional, € significativa no processo
de enriquecimento geométrico porém nao produz alteracdes no enriquecimento topoldgico.

Resultados semelhantes de crescimento do ndmero de condicdo sdo observados para os
exemplos do tipo penny crack e para o exemplo de trinca de borda num paralelepipedo tracio-
nado em planos perpendiculares a abertura da trinca. O que se observou nos resultados obtidos
pelo processo de quase-ortogonalizacdo dos exemplos analisados € que ndo houveram dife-
rencas, a menos do enriquecimento geométrico, com relagio a convergéncia em norma ||u||;2
apesar da diminui¢do significativa do nimero de condi¢do da matriz de rigidez observado em
todos os exemplos.

Em Agathos et al., 2019b os autores propdem um procedimento misto baseado na quase-
ortogonalizagdo das funcdes de localizacdo citado em Agathos et al., 2019a para melhorar a
estabilidade do sistema linear e a utilizacdo do SGFEM (Stable Generalized Finite Element

Method, Babuska e Banerjee, 2012 na supressdo de modos linearmente dependentes que sur-



gem nos blending elements este procedimento foi denominado pelos autores pelo autores de
Polinomial Stable corrected quasi-orthogonal XFEM (Pi-SC-OE- XFEM). Os resultados nu-
méricos observados pela metodologia proposta mostraram: Convergéncia 6tima em norma de
energia em problemas tridimensionais suaves aproximados por enriquecimento polinomial de
quarta ordem da PU, contudo com taxas de crescimento elevado do nimero de condi¢cdo. Me-
lhora significativa das taxas de convergéncia em norma ||u|| 2 para o problema em 2D extrudado
de Westergaard utilizando o P1-SC-OE-XFEM com relagao ao XFEM tradicional. No que tange
ao numero de condicao a metodologia proposta € efetiva unicamente no refino geométrico ndao

produzindo alterag¢des no refino topolédgico.

2.1.2 Os métodos do tipo MLSM

Embora este trabalho foque no XFEM, vai ser apresentada aqui uma breve revisdo sobre os
métodos livres e sem malha. O trabalho de Nayroles et al., 1992 foi o pioneiro na utiliza-
cdo desta classe de métodos através do que os autores chamaram de “diffuse element method
(DEM)”. Neste trabalho os autores fizeram uso do método de aproximagdo por minimos qua-
drados méveis (MMQM)! proposto por Lancaster e Salkauskas, 1981 para construir fungdes
de aproximacdo/interpolacdo de alta ordem de regularidade. O nome “diffuse” vem do uso de
pseudo-derivadas destas funcdes ou gradientes difusos.

Entretanto, foi a partir do trabalho de Belytschko et al., 1994 que 0 MMQM foi completa-
mente “acomodado” e utilizado dentro de um procedimento de Galerkin para aproximacgao de
PVCs. Os autores chamaram este método de Element-Free Galerkin (EFG). A partir deste tra-
balho surgiram uma gama de novos métodos e com eles novas nomenclaturas foram surgindo.
A esta classe de métodos foi dado o nome de métodos sem malha meshless methods ou métodos
livres de malha meshfree methods para aqueles métodos onde nao existe uma malha de integra-
cdo associada diretamente ao suporte da funcdo de aproximagdo (ou de interpolacdo em alguns
casos) ou exite uma malha de integracdo, mas esta nao esta fortemente ligada com o suporte da

fun¢dao. Como exemplo de tais métodos pode-se citar:

* Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)? em Monaghan, 1988;

Diffuse Element Method (DEM) em Nayroles et al., 1992;

Element-Free Galerkin (EFG) em Belytschko et al., 1994;

* Reproducing Kernel Particle Methods (RPKM) em Liu et al., 1997,

h-p Clouds em 1996 em Duarte e Oden, 1996b,a;

Free Mesh Method (FMM) em Yagawa e Yamada, 1996;

!do inglés “Moving Least Square Approximations” (MLSA).
2SPH é um método bem mais antigo o qual foi inicialmente utilizado na astrofisica.
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e Meshless Petrov-Galerkin Method (MLPG) em Atluri e Zhu, 1998,

dentre vdrias outras variagdes.

A nomenclatura dos métodos meshless ou meshfree surgiu devido a propriedade que as
fungoes de forma obtidas por parte destes métodos ndo serem dependentes, ou serem pouco
dependentes, de uma da malha de integracdo. Muitos autores, Li e Liu, 2002, Liu, 2003 e Chen
et al., 2006, apontam ser esta a grande desvantagem do MEF quando comparados com esta
classe de métodos. De fato, em certos problemas a malha Lagrangeana construida para uma
andlise por MEF pode distorcer, movimentar, de tal forma a introduzir erros drésticos dentro da
andlise.

Contudo, juntamente com o aparecimento e desenvolvimento destes novos métodos surgi-
ram também problemas inerentes a formulagdo do método, como por exemplo: a necessidade
do uso de uma integracdo numérica apropriada, desenvolvimento de uma estrutura de dados
efetiva e também de procedimentos numéricos para a reducao do custo computacional; evitar
os problemas de condicionamento que acontecem quando se usam procedimentos de enrique-
cimento hierdrquico, p-adaptatividade; necessidade do uso de procedimentos especiais para a
imposi¢do das condi¢cdes de contorno essenciais e algoritmos que garantam ndo s6 a cobertura
do dominio de integracdo mas também satisfacam condi¢des de estabilidade e ndo degenera-
9503, dentre outros.

A necessidade de procedimentos especiais para a imposi¢do das condi¢des de contorno es-
senciais surge do fato que, geralmente, as fun¢des de forma finais oriundas dos métodos livres
de malha ndo representam uma interpola¢do do campo desejado, mas sim uma aproximagao.
Deste modo, as funcdes de forma resultantes nao satisfazem a propriedade de delta de kronec-

ker, propriedade esta vastamente explorada no caso do Método de Elementos Finitos (MEF).

Robustez, localizacao e dependéncia da malha Existem vdrios outros problemas intrinsecos
ligados com a malha, como por exemplo os cldssicos efeitos de sensibilidade a direcdo da
malha em localiza¢do de bandas de cisalhamento, tal como os apresentados por Needleman,
1988. A seguir sdo mostrados alguns resultados encontrados na literatura que demostram a
potencialidade dos MLSMs.

Em Li e Liu, 2002 sdo mostrados varias comparacdes entre os métodos livres de malha e o
método de elementos finitos. Dentre eles € mostrada uma andlise comparativa entre as defor-
madas de um bloco de material hipereldstico sob compressao para diferentes estagios usando
um método meshfree e o MEF.

Na Figura 2.2 é mostrada a comparacao entre as bandas de cisalhamento, regidoes mais claras
nas Figuras, preditas pelo método livre de malha RPKM versus aquelas preditas pelo MEF. Esta
andlise foi realizada em Li et al., 2000 e mostra que para malhas de integracio diferentes, mais

refinadas em uma dire¢do, existem mudancas drasticas na captura das bandas de cisalhamento

3maiores detalhes em Alves e Rossi, 2003
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quando ¢ utilizado o MEF. J4 quando € utilizado o RPKM banda de cisalhamento é sempre
capturada nao importando a direcdo do refinamento da malha de integracdo, ou introdu¢do de
novas particulas. No caso da Figura 2.2(f) € possivel notar que o RPKM além de manter a banda

originalmente predita inicia a predi¢do da banda secunddria.

(a) FEM 60x60 (b) FEM 60x90

{(d) RPKM 60x60 {(e) RPRM 60x80 (£) RPKM 60x90

Figura 2.2 — Comparagao entre as bandas de cisalhamento preditas
pelo método livre de malha RPKM e MEF.
[Adaptado de Li et al., 2000.]

Estratégias de construcao do espaco de aproximacio em MLSM Abaixo segue uma des-
cricdo de como os espagos de aproximacdo podem ser gerados dentro do contexto do MLSM.
Tal apresentacdo estd ligada ao método conhecido como EFG. Outros métodos MLSM podem

construir os espacos de forma diferente.

Aproximacao por Minimos Quadrados Mdveis O método EFG consiste basicamente
na constru¢do de um conjunto de fungdes de forma globais, que definem o espago de aproxi-
macao, que sao posteriormente empregadas em um procedimento de aproximacgado de Galerkin.
Tais fungdes de forma sdo construidas através da Aproximagdo por Minimos Quadrados Mo6-
veis (MMQM). Para uma visdo da forma fraca para o problema de elasticidade em pequenas e
grandes deformagdes consulte os apéndices deste trabalho.

O MMQM foi inicialmente utilizado em Lancaster e Salkauskas, 1981 na construcdo de
superficies suaves. Dado um conjunto de dados discretos € possivel construir uma fungdo de
aproximacdo u” que se ajusta, no sentido minimos quadrados, a este conjunto de dados discre-
tos. Isto € feito pelo uso de uma aproximacdo de minimos quadrados ponderada, onde cada uma
das fungdes peso associadas a cada uma das particulas/né, dado discreto, possui a propriedade
de ter um suporte varidvel ou movel.

Mais especificamente, dado um conjunto de dados discretos {u;,I = 1,2,..,n7}, onde nr

é o niimero total de particulas, em um dominio €, a funcio de aproximacio u” (x) é definida
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o (x) = ipj (¥)a;(x) = p(x) -4 (x) 24)

onde p (x) representa a base intrinseca empregada no MMQM e a (x) é o conjunto de coefici-
entes a determinar. O MMQM consiste no uso de uma base p (x) e de uma fungdo peso w (x),
a qual determina a influéncia de quantas particulas serdo consideradas para a determinagao de
a(x).

O critério utilizado para a determinacéo de a (x) é a minimizagio de seguinte norma ponde-

rada
J(a) = I—ZIW(X_xI) [p(x1) - a(x) = u)?

onde n é o nimero de particulas na vizinhanca de x para os quais a fungo peso w (x — x;) # 0,
ou seja é o numero de particulas pertencentes ao suporte da funcao peso, e u; € o dado discreto
em x = xj.

Como resultado da minimizagdo de J (a) é obtido

W@zf@@w (2.5)
I=1
onde
®;(x) = p(x)-A(x) " by (x) (2.6)
sendo .
AW =Y wx—x)[pn)@p@)] e br(x) =wx—x)p(x). 2.7
I=1

®; (x) é a chamada funcgdo de forma global e A (x) é comumente chamada de matriz de mo-
mento.

A ordem de consisténcia de uma aproximacao € definida como a ordem arbitraria polino-
mial que pode ser representada exatamente pelo processo de ajuste ou aproximacdo. Uma das
propriedades importantes do MMQM ¢€ a de que este método é capaz representar exatamente
combinagdes das fungdes de base p (x). Assim, é possivel alcangar uma consisténcia de ordem
k através do uso de

T (x) = [l,x,y,xz,xy,yz,...,xk,...xyk_],yk . (2.8)

Deste modo, para satisfazer a consisténcia linear é necessario apenas utilizar p” (x) = [1,x,y].
Ao se especificar um certo grau de consisténcia a aproximac¢do sdo impostas restri¢cdes as fun-

coes de forma globais as quais levam, no caso de consisténcia linear, as seguintes relacdes

Y @r(x) =1 (2.9)
=1
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nr nr
Y @) =xe Y ®r(x)yr=y. (2.10)
=1 =1

De acordo com a Equac@o 2.9 o conjunto {®; (x), I =1,2,...,n7} define uma particdo da uni-
dade.

Como comentado em Belytschko et al., 1994, as fun¢des de forma oriundas do EFG, &y (x),
ndo satisfazem, em geral, a condi¢do de delta de kronecker, isto é ®;(x;) # Oyy. Isto infeliz-
mente complica a imposicdo das condi¢des de contorno essenciais ja que estas condi¢des nao

podem ser impostas diretamente pela prescricao dos valores nodais.

Enriquecimento Intrinseco O chamado enriquecimento intrinseco esta associado a utili-
zagdo de bases p (x) que podem variar de particula para particula. Por exemplo, uma das mais
utilizados enriquecimentos intrinseco € introduzir termos conhecidos a priori que estao presen-
tes na solucao analitica de certos problemas. Por exemplo, para o caso de trincas pode se utilizar

em nds proximos da ponta da trinca uma base do tipo

0 0 0 0
L (x) = |1,x,y,\/rcos 5 \/?sinz, \/?sina sin @,+/rcos 5 sin @ (2.11)
como apresentado em Belytschko et al., 1996.

Requisitos sobre a distribuicio das particulas Como ja comentado anteriormente, a

atribuic@o do tipo de fun¢do peso a uma certa particula depende do algoritmo de cobertura a

ser adotado. Na literatura, é comum encontrar funcdes peso wtr¢

EFG

com suporte retangular ou
circular. Assim, a atribui¢do de uma funcao w em uma dada particula da malha, que nao
pertence ao contorno essencial, estd ligada a determinacdo de um suporte, parametrizado pelo
raio da funcdo peso, que ndo ultrapasse I'g, que assegure uma cobertura do dominio e que
satisfaca a condicdo de estabilidade.

De fato, de acordo com as referéncias Liu et al., 1997, Beissel e Belytschko, 1996 e Huerta
e Ferndndez-Méndez, 2000 a distribuicdo de particulas deve satisfazer uma condigdo de esta-
bilidade para que exista a inversa de A (x). Esta condic¢do de estabilidade pode ser enunciada
como

card { x;|®; (x;) # 0} > dim [A (x;)]. (2.12)

Além disso, a distribui¢do de particulas deve ser de tal forma que se x € R" entdo deve
existir pelo menos n + 1 particulas cuja os vetores posi¢cdo formam um elemento simplex ndo
nulo. Assim, para Q € R? e p” (x) = [1,x,y] a distribuicdo de particulas deve ser tal que para
todo x € Q deva existir o suporte de pelo menos trés particulas com uma densidade diferente de
zero. A Figura 2.3 mostra um exemplo de dominio coberto por func¢des de aproximacao do tipo
EFG.



14

Figura 2.3 — Corpo com cobertura por funcdes tipo EFG.
[Adaptado de Rossi et al., 2008].

2.2 O método dos elementos finitos eXtendidos
2.2.1 Interfaces

Considere um dominio d-dimensional, Q € R?. Uma ’interface’ é um tipo de contorno, I”
€ R4-1, dentro do dominio. Em um dominio bidimensional, as interfaces sdo linhas; em um
dominio tridimensional, as interfaces sdo superficies. Pode-se classificar as interfaces como
abertas e fechadas dependendo se ela termina dentro do dominio ou ndo, veja a Figura 2.4.
Além disso, distinguem-se interfaces que se movem das interfaces fixas. Interfaces fixas sdo,
por exemplo, interfaces materiais em um sélido quando tratadas por descricdes Lagrangianas
(Indeformadas). Apesar do solido deformado, a posi¢do relativa da interface ndo muda. A
situacdo difere por exemplo da interface material em um fluxo de duas fases em termos das
coordenadas Eulerianas. Neste caso a interface se move com respeito ao sistema de coordenadas
e a sucessiva atualizacdo da interface é necessaria durante a simulacao. Modelos adicionais sao

requeridos para a consideracdo do movimento de interfaces.

2.2.2 Descontinuidades

Solugdes de modelos com descontinuidades fortes tem saltos através de interfaces. As va-
ridveis em ambos os lados da interface sdo desacopladas, entdo seus gradientes também sdo
descontinuos através da interface. Um exemplo pode ser visto na Figura 2.5(a). Solu¢des com
descontinuidades fracas tem dobras através de interfaces, isto €, somente seus gradientes sao
descontinuos, enquanto a solug@o € continua, veja na Figura 2.5(b).

De forma breve, € apresentado como as descontinuidades sdo tratadas dentro dos Elementos
Finitos clédssicos. O Método dos Elementos Finitos cldssicos confia nas propriedades de aproxi-
macao dos polindmios (mapeados). Precisao ideal € alcancada para solugdes suaves. Entretanto,
elementos internos com saltos levam a um drastico decréscimo de precisdo. Portanto € crucial
em Elementos Finitos cldssicos alinhar a fronteira do elemento da malha com as interfaces onde
fortes e fracas descontinuidades aparecem.

Além disso, para descontinuidades fortes, um desacoplamento completo dos elementos pro-
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ximos a interface € importante. Em aplicacdes em que as interfaces estio em movimento, a
malha precisa ser atualizada para que os elementos sempre se alinhem com a interface (rastre-
amento da interface). Veja a Figura 2.5 para exemplos de malhas que podem ser usadas para

uma simulagdo cldssica de descontinuidades via o MEF.

(a) 2 j (b) E i

Figura 2.4 — Exemplo para (a) Descontinuidade aberta e (b) fechada.
[Adaptado de Fries e Belytschko, 2010]

HrRa+

NEs
E=EmEnen

EH =
4ITFUITY TR TSanEd) il 1
i Y TR ae
{a) R EAGALE) YUALCREE {bJ L RIN YR LR AL e m e

Figura 2.5 — Exemplo para uma (a) descontinuidade forte e
(b) fraca através de uma interface. Abaixo estdo as malhas
adequadas para uma simulag¢ao classica de MEF.
[Adaptado de Fries e Belytschko, 2010]

2.2.3 O campo de deslocamento enriquecido

O campo de deslocamento de um dominio enriquecido pode ser aproximado por

u(x) =Y N+ Y. Ni(x)w(x)a; (2.13)
le NV Je v enriq

onde:



N

:/V enriq
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Conjunto de todos os pontos nodais no dominio normal
Conjunto de todos pontos nodais enriquecidos no dominio
Graus de liberdade nodais normais

Graus de liberdade nodais enriquecidos

Funcdo de enriquecimento de Heaviside ou Ponta de Trinca

Funciao de forma normal

A func¢do de forma em XFEM pode ser dividida entre parte “normal” e parte “enriquecida”

como

Nethorada — [N (x),N(x)y(x)] (2.14)

Considerando um campo de deslocamento aproximado definido na Equagdo 2.13, o valor

de u(x) em um né enriquecido k dentro do conjunto 4™ pode ser escrito como

u(xk) = iy + l[/(xk)dk. (2.15)

Desde que y(x;) ndo seja necessariamente zero, estd expressdo ndo € igual ao real valor

nodal i, entretanto o campo de deslocamento enriquecido pode ser trocado para

u(x,t) = Z Ny (x)i + Z Ny(x)(y(x) —y(xy))ay (2.16)
Ie WV Je Ny enriq

@x)=0

Figura 2.6 — Funcao sinal distancia.
[Adaptado de Khoei, 2014]

Na nova defini¢do do dltimo termo da Equacgdo 2.16 resultou numa propriedade esperada,

que &, u(x;) = u. E nesta relagio w(x;) é o valor da fungio de enriquecimento no J** ponto

nodal enriquecido. Portanto a fun¢do de forma melhorada Equagdo 2.14 pode ser reescrita como

N™melhorada _ [N(x),N(X)(W(X) — W(xl))] (2.17)
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A escolha da fungdo de enriquecimento y(x) é dependente da posi¢do da descontinuidade no
dominio.

Geralmente existem dois tipos de fun¢des de enriquecimento:

Funcio de salto ou funcio de Heaviside

) Hl e)=0
H(x)_{ 1 et<0 (2.18)

Onde ¢(x) é a funcdo sinal distancia que é baseada no valor absoluto da fungdo “Level set”

como

@(x) = min [x —x*] sign [ (x — x*) - n| (2.19)

Quando ¢(x) > 0 a fun¢@o sinal de Heaviside H(x) = +1 é normalmente utilizada para nds
que estdo localizados acima da trinca e H(x) = —1 para nés localizados abaixo da trinca. Onde
x* € um ponto na descontinuidade que tem a distincia mais proxima do ponto x como Visto
na Figura 2.6. A funcdo Heaviside é uma fun¢do apropriada para simulagdo de um dominio
fraturado, ja que ela gera um salto no deslocamento nodal de elementos que estdo localizados
na extremidade da descontinuidade, logo o campo de deslocamento dos nds de cima da trinca é

independente dos nds que estdo localizados abaixo da trinca.

Funcio de Ponta de trinca Para modelar o campo de deslocamento na regido da ponta da
trinca sdo usadas as fungdes assintéticas de ponta de trinca conforme vista esquemadtica da

Figura 2.7, que sdo extraidas das solugdes analiticas de deslocamento e tensao no plano, que

sao

F(r,0) ={F,F,F;,F} (2.20)

sendo

Fi=yrsen($), F=\/rcos(%), F=/rsen(§)sen(0) e Fy=/rcos(%)sen(0) .
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F3 = \/Fsing sin @ \/Fms sm 12

/

<R
o A e

Figura 2.7 — Vista esquematica das fungdes
assintdticas de ponta de trinca.
[Adaptado de Khoei, 2014]

1‘71=\/r_"si112E F2 = Jrcos

Portanto, o campo de deslocamento enriquecido da Equacdo 2.16, para um elemento com

trinca pode ser escrito empregando as funcdes assintéticas de ponta de trinca, como

4

X)=Y N+ Y, Njx)HE) -H@)d+ Y, Ne(x) Y (Falx) = Fa(xg))bax  (2.21)

IeV Jeydis KeN'P a=l1
na qual .#"é o conjunto de todos os pontos nodais no dominio, .4 % é o conjunto de todos
pontos nodais suportados pela bissec¢@o da trinca e .4 é o conjunto de todos os pontos nodais
que contém a ponta da trinca e suporta as suas fung¢des de forma enriquecidas pelas suas funcdes
assintdticas de ponta de trinca.

Nesta relacdo, ii; s@o as incognitas dos GDL de elementos finitos cldssico no I"n6,d 'y
sdo as incognitas dos GDL enriquecidos no J-€simo nd que sdo associados com as fungdes de
enriquecimento de Heaviside e byx sdo as incégnitas dos GDL enriquecidos que sdo associadas
com as funcdes de ponta de trinca no K-ésimo n6. Finalmente, com as aproximagdes de XFEM,

pode-se reescrever o campo de deslocamento

u(x) = N (x)i+N" (x)d + NP (x)b = N*' (x)ii + N°"" (x)a (2.22)
onde
N*4(x) = N(x) sdo as funcdes de forma de elementos finitos cldssico
N (x) = [ N"(x), N'P(x) | sdo matrizes de fung¢des de enriquecimento

De acordo, com o campo de deslocamento aproximado pode-se escrever o correspondente vetor

de deformacdo em termos dos valores nodais “normais” e “enriquecidos” como

£ (x) =B"(x)ii + B (x)d + B (x)b = B (x)i + B (x)d (2.23)

onde
Bstd — LNStd(X), Bhev — LNheV(x), Btip — LNtip(x)
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2.2.4 Equacao governante de um corpo com trinca

Para derivar uma equag@o que governa a mecanica dos so6lidos de um dominio com fratura
utilizando XFEM € considerado um dominio 2D cortado por uma descontinuidade I ;. A forma

forte da equacdo de equilibrio de um corpo com trinca, pode ser expressa como

V.o+b=0 (2.24)

na qual V € o operador divergente, ¢ € o tensor de Cauchy das tensdes e b € a for¢ca de corpo

aplicada no sistema.

Figura 2.8 — Geometria do dominio fraturado
envolvendo a descontinuidade I ;.
[Adaptado de Khoei, 2014]

Assumindo que o material tem um comportamento eldstico linear isotropico, com relacao
constitutiva definida como o = D¢, onde D € o tensor constitutivo do material.
As condi¢des de contorno essencial e natural sdo aplicadas ao problema sdo:
Essenciais {u=i em I

. onr=t em I;
Naturais
on,=0 em I;

onde i - Deslocamento prescrito, nr- - Vetor normal apontado para fora do contorno I', nr;, -

Vetor normal a descontinuidade I; e ¢ - Vetor de tracdo prescrita.

2.2.5 Discretizacao das equacoes governantes

A forma fraca da Equag@o governante 2.24 pode ser derivada baseada na técnica de discre-

tizagcdo de Galerkin pela integracdo do produto da equacdo de equilibrio por uma fungdo teste
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admissivel em torno do dominio. Para o caso da mecanica dos sélidos com fratura a func¢ao teste
pode ser considerada o mesmo espaco de aproximacdo do campo de deslocamento definido na

Equacgdo 2.22 como

Su(x) = N (x) 8+ N (x) 8 + NP (x)8h (2.25)

Utilizando o procedimento de Galerkin na forma forte da Equagdo de equilibrio 2.24

[ 8u(x)- (v - +b) dQ =0 (2.26)
Q

Aplicando o teorema do divergente, impondo condicdes de contorno naturais e a superficie
da descontinuidade estando livre de condi¢Oes de contorno de tragdo, a integral da Equacdo 2.26

pode ser obtida como
[ Vou:caQ+ [ [8u]- onpdl = [ Su-rdl + [ Su-bdQ (2.27)
Q I; I Q

onde []] denota o salto através da descontinuidade da trinca, que é a diferenca entre o valor
correspondente nas duas faces da trinca, que sdo [E] = E" +E~. Deve ser notado que a segunda
integral da Equacdo 2.27 (lado esquerdo) a descontinuidade I;, essa integral no contorno I
podera ser eliminada impondo condi¢des de contorno livres de tracdo nas faces da trinca, que

fica onr, = 0, entdo

— [ 8u-(ong )ar— [ 6u-(ony. )dr = [ (8u*+6u”)-onrdr (2.28)
r I iy
f[[su]] .onp,dl =0 (2.29)
I

na qual n+ e np- sdo vetores normais direcionados para Qe Q¥e os sobrescritos “+” e
d d

(13 2

acima de I'y representam os dois lados da descontinuidade, em que nr,€ definido como

nr =np- = —Np: portanto a Equagdo 2.27 fica
[ Vou:0dQ@ = | du-dl + [ Su-bdQ. (2.30)
Q I Q

Aplicando o método de discretizagdo XFEM e usando a fung@o de teste ou(x,t) definida na

Equacio 2.25, a equagdo anterior resulta em

IBTon - jNTzdr+ fNdeQ 2.31)
Q It Q
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na qual B = [ B, Bhe BUP } eN= [ Nstd | Nhev  Nfip ] O sistema discreto de equa-

¢des pode ser obtido da Equacdo 2.31 como KU —F =0, onde UT = [ ul db bt ] ¢ um
vetor de incégnitas nos pontos nodais, K é a matriz de rigidez total e F' € o vetor de forcas

externas. O sistema final de equagdes pode ser finalmente obtido como

(B.)"
K=B'DB={ (B,)" 'D{B, B, B, | (2.32)
(By)"

onde K é
(B,)" DB,dQ [, (B,)" DBdQ |, (B,)" DB,dQ

Jo
K=| [,(B)"DB,dQ [, (Bs)" DBsdQ [, (By)" DB,dQ
Jo(B,)" DB,AQ [, (B,)" DB.AQ [, (By)" DB,dQ
e F fica dado por
Jro (Ng)T2dT + [, (Ny) Tbd Q2
F=1q [ (Na)"tdT + [, (Ng)"pd©2
Jr (Np)'2dT + [, (Ny) 'd©2

onde os subscritos sao u para os deslocamentos normais de elementos finitos cldssico, d para os
deslocamentos devido ao enriquecimento de Heaviside e b para os deslocamentos devido aos
enriquecimentos que descrevem o comportamento na regido da ponta da trinca.

Escrevendo na forma compacta, tem-se

Ku K Ky u Fy
Ko Kaa Kap d ¢=4 Fa (2.33)
Kp, Ky Ky b Fy

e 9

na qual T é uma matriz identidade 2 x 2 e “i ” € referente ao n6 corrente e os deslocamentos

u = std,d = heveb — tip
N#td = N1
NJer = Ny(H (x) — H(x))T

NP = N; (Fy(x) — Fo(x;)) L

ai

As matrizes B¢, B"*Ve B'"? podem ser definida para formula¢io de XFEM usando o campo

¢ * 9

de deslocamento enriquecido para o né “i” como

dy
dN;
dy  dx
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dN;(H(x)—H(x;))

0
dx
h i x)—H(x;
Bl 0 ) (2.35)
dANi(H(x)—H(x;))  dNi(H(x)—H(x;))
dy dx
B/ = 0 w (2.36)
dNi(Fa(x)fFa(xl-)) dNi(Fa(X)*FlX(xi))
dy dx (x=1,2,3,4)

Onde a derivada da fun¢do de enriquecimento de Heaviside da Equacao Bfwv na posi¢ao
(linha 1 e coluna 1) pode ser obtida

d . dNi dH(x)

o (Mt - ) ) = ¥ (10 - ) ) + B, 237

Ja a derivada da funcdo de ponta de trinca BZ‘? fica

d _dN;

E(Ni (Fa(X)—Fa(x,-))) -4 (Fa(x)_ Fa(xl_>) 4y dFal)

dx

(2.38)

na qual % pode ser obtido fazendo a transformacdo entre coordenadas polar e coorde-

nadas cartesianas em um sistema de coordenadas local (x1,x7)

dFy dFy dr  dFy dO

=— — 2.39
dx dr dx; dO dx ( )
dFy dFy d dFy do
et T (2.40)
dx» dr dx»  dO dx»
onde j—;l = cos(9),£j‘i—xr2 =sen(0), j—z = —1sen(6) e j—g = Lcos(0)
dFy  dFy dFy 1
—_—=— 0) — ——— 0 241
i~ ar 0 g son®) (&40
dFy  dFy dFy 1
rae_“"a )+ 2= 0 242
0 o sen(0) + 70 > cos(0) (2.42)
Pode-se ainda escrever de outra maneira, primeiro definindo o Jacobiano
cos@ —sen 6
R = . @ (2.43)
r

e entdo escrever de uma maneira mais simplificada conforme abaixo

{ z{Z }: [R]{ ZZ } (2.44)

dxy
Portanto a derivada local da fun¢@o assintética de ponta de trinca F(r, 0), utilizando a defi-
nicdo da Equacdo 2.40 fica dada pelo conjunto de Equagdes
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fl—i = —2—\l/;sen (g) (2.45)

L cos (g) (2.46)

N (g) 247)

;Z? = %ﬁsen (g) (2.43)

Z% —%ﬁsen (?) sen(0) (2.49)

Z% = 2%/; (sen (g) +sen (?) cos(@)) (2.50)
Z% = —2%/; cos (%) sen(0) (2.51)

% = 2%/7 <c0s (g) +cos (%) cos(G)) (2.52)

Finalmente, as derivadas das func¢des assintdticas de ponta de trinca com respeito ao sistema

de coordenadas global (x,y) podem ser obtidas por

dFy  dFy dFy

o  dn cos(B) 0% sen(f) (2.53)
dFy dFy dFy

—— = —=sen(pP )+ ——cos (2.54)
= sen(B) + 5 cos(B)

{ z{ }: [R]{ Zl } (2.55)
ira e

x2

onde « indica o 4ngulo da trinca com respeito ao sistema de coordenadas global.

(I

X

Figura 2.9 — Sistema de coordenada local e global na ponta da trinca.
[Adaptado de Khoei, 2014]
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2.2.6 Simulacao de crescimento de trinca com XFEM

Em simulacdo de propagacio de trinca, a trinca propaga com um valor predefinido de A/, se o
critério de propagacdo € satisfeito. Existe basicamente duas técnicas propostas para enriqueci-
mento de pontos nodais na drea da ponta da trinca, um baseado no enriquecimento do elemento
com ponta de trinca e o enriquecimento de uma drea fixa em torno da ponta trinca. No enrique-
cimento ‘“elemento de ponta de trinca” o enriquecimento € feito de acordo com a posi¢ao atual

da ponta da trinca a cada passo de tempo.

j.—L.—C»—C.—-j.—-’.—|’.—{_.—C 8]

l e B B BB )
[ | 1 |

O—O—O—C—O— 00—l 3

l
|

B8-00

I
!
|

[

e Ol e e e e O—O—0

oL

L

{O—(} lg {11

Figura 2.10 — Método de enriquecimento de
elemento de ponta de trinca.
[Adaptado de Khoei, 2014]

Na Figura 2.10 os nés em vermelhos sao enriquecidos por fun¢des de Heaviside, os nés em
azul sdo enriquecidos por func¢des de ponta de trinca, os elementos em azul sdo parcialmente
enriquecidos e os elementos em amarelo sao utilizadas fungdes de elementos finitos cldssicas.

No enriquecimento de drea fixa, uma 4rea para enriquecimento é assumida em torno da
regido da ponta da trinca, em ordem para melhorar a taxa de convergéncia na simulagdo de pro-
pagacao de trinca. Isto foi mostrado por Laborde et al., 2005 que utilizando o “enriquecimento
de elemento com ponta de trinca”, enriquece somente os nds do elemento com ponta de trinca.
O suporte das funcdes de enriquecimento se perdem quando o tamanho do elemento tende a
zero. De fato, diminuindo o tamanho dos elementos em uma édrea na ponta da trinca e utili-
zando “enriquecimento de elemento Unico” tem um efeito significante na taxa de convergéncia
da solucdo. A fim de vencer este problema, um ‘“enriquecimento de drea fixa” é assumido na
ponta da trinca em uma regido independente do tamanho do elemento de drea para melhorar os
elementos desta drea especifica. Baseado nesta técnica, uma circunferéncia virtual/imaginaria
€ considerada em torno da ponta da trinca na posi¢ao x;;p, Figura 2.11, com raio R a cada passo
de tempo. O raio é, em geral, assumido como 0.1/ da dimensao do dominio. Todos os pontos

nodais dentro desta drea devem ser enriquecidos com fun¢des de ponta de trinca.
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A fungdo de salto de Heaviside é ainda usada para melhorar o enriquecimento de pontos
nodais de elementos que interseccionam a trinca e estdo fora da drea (circulo) em ambos os
lados da trinca. Elementos que eram somente enriquecidos por Heaviside agora também sdo
enriquecidos por fungdes de ponta de trinca.

De acordo com o “Enriquecimento de drea fixa”, o campo de deslocamento enriquecido da

Equacgdo 2.21 pode ser reescrita como

u(x) = Z Np(x)ity + Z Ny(x)(H(x)—H(x;))d;+ (2.56)
letV Jeydis

4
Y,y fived Nk (X) a)gl (Fo(x) — Fo(xk))bak

na qual K é o n6é com fung¢des de ponta de trinca, ¢ € a funcio de ponta de trinca, J é o né
com fungdes de Heaviside, I é o né com fungdes de elementos finitos classicos sendo .4 /¢4 o

conjunto de nds para enriquecimento de drea fixa. O raio fica dado por uma relacdo do tipo
R=0.1vVLw (2.57)

onde L é o comprimento caracteristico do dominio e w € a altura caracteristica do dominio.

Figura 2.11 — O esquema de enriquecimento de drea fixa utilizado na
regido da ponta da trinca para aumentar os pontos nodais inseridos no
circulo pelas fun¢des de ponta de trinca: (a) Malha quadrilateral;
b) Malha triangular.

[Adaptado de Khoei, 2014]

2.2.7 Diagrama dos passos do método XFEM implementando

Na Figura 2.12 tem-se uma descri¢do da sequéncia de passos que o codigo implementado ne-

cessita executar para ao final determinar os fatores de intensidade de tensao (FIT).
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Inicio

Preprocessamento

| Definicdo da geometria e malha |

| Gerador Gmsh/Intermo |

| Inserir descontinuidade inicial |

| Definir connectividade & Coordenadas |

| Criar Phi e Psi que sdo Level Sets |

| Encontrar elementos enriquecidos |

| Calcular o numéro total de GOL |

| Montar matriz [ K ] global |

Montar vetor { F }

[ soher{U}=[K]\{F} |

Calcular Integral J
Calcular FITs

Figura 2.12 — Diagrama dos passos do método XFEM implementando.

2.3 Mecanica da fratura linear elastica
2.3.1 Conceitos basicos em mecanica da fratura

O material fratura quando suficiente tensdo e trabalho sdo aplicados no nivel atdmico para
quebrar as ligacdes que mantém os dtomos juntos. A forca de atracdo € fornecida pelas pelas
for¢as de atracdo entre os 4tomos.

O equilibrio ocorre onde a “energia potencial € minima”. Uma forca de tracdo € requerida
para aumentar a distancia de separacao do valor de equilibrio. Esta for¢a deve exceder muito a

for¢a coesiva para separar completamente a ligacdo. A energia de ligacdo é dada como:

Eb:/ Pdx (2.58)
X0

onde xp € um espaco de equilibrio e P € a for¢a aplicada.
E possivel estimar a forca coesiva no nivel atdmico, veja Figura 2.13, idealizando uma

relacdo forca deslocamento interatomica como a metade do periodo de uma onda senoidal.

P = P.senf (%) (2.59)
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Figura 2.13 — Energia potencial e for¢ca como uma fun¢do da separagdo
atdmica. No equilibrio de separacdo xg a energia potencial é
minimizada, e as for¢as de atracdo e repulsdo sdo balanceadas.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Para montagem de simplificacdo, a origem € definida em xo para pequenos deslocamentos.

A relagdo forga - deslocamento € linear:

X
P=P|—|. 2.60
(%) 2.60)
A rigidez de ligacdo, isto €, a constante da mola, é dada por:
T
K=P (I) (2.61)

Multiplicando ambos os lados desta equacao pelo nimero de ligacdo por unidade de area e

comprimento medido xg:

T
E=o0.|+ |x (2.62)
A
o.=FE ELXO ou O, ~ % quando A é assumido ser aproximadamente igual ao espago atdmico

xo. Aqui E é o mddulo de elasticidade.

A energia de superficie pode ser estimada como segue:

1 A [7x o.[ Acos(Z)1*  6.[ Acos(m)  Acos(0)
=3 | ocsm(T)dx_E[—T} _—{— +- 220 a6

portanto



28

A
¥s = Gc(—>- (2.64)
T
A energia de superficie por unidade de drea, 75 , é igual a uma metade da energia da fratura,
porque duas superficies sao criadas quando o material fratura.

Isolando A de o, e substituindo na Equagio 2.64 obtém-se:

6= | BE (2.65)
X0

2.3.2 Concentracao de tensao efeito de fissuras

A derivacdo na se¢@o anterior mostra que a forca coesiva tedrica de um material € aproxima-
damente %, mas a forca da fratura experimental para materiais frageis sdo tipicamente trés ou
quatro ordens de magnitude deste valor. Experimentos de Leonardo da Vinci, Griffith, e ou-
tros indicam que a discrepancia entre a atual forca dos materiais frageis e teorias estimadas
era devido a fissuras nestes materiais. Portanto, as trincas devem diminuir a forga global pela
ampliacdo local da tensdo .

A primeira evidéncia quantitativa para o efeito de concentracdo de tensdo da fenda foi pro-
vida por Inglis, que analisou furos elipticos em placas planas. Sua andlise inclui um furo eliptico
de comprimento 2a e largura 2b com uma tensdo perpendicular ao maior eixo da elipse, veja
Figura 2.14.

Figura 2.14 — Furo eliptico em placa plana.
[Adaptado de Anderson, 2005]

A tensdo no eixo maior (ponto A) é dada por:

Gy = 0(1 v %“) (2.66)
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A razdo % ¢ definida como o fator de concentracdo de tensdo K; quando a = b, o furo é
circular e K; = 3, um resultado bem conhecido.

Como o eixo maior, “a”, aumenta em relacdo a ’b”, o furo eliptico toma a aparéncia de
uma trinca pontiaguda. Para este caso, Inglis encontrou uma maneira mais conveniente para

expressar a Equacdo 2.66 em termos do raio de curvatura p:

op=0(1 +2\/§ (2.67)

naqual p = %2. Quando a > b, a Equacdo 2.67 se torna

a
Oy =20,/—. (2.68)
A \/;

Inglis mostrou que a Equagdo 2.68 fornece uma boa aproximag¢do da concentragdo de ten-
sdo, devido a um entalhe que nao € eliptico, exceto na ponta. A Equagdo 2.68 prevé uma tensao
infinita na ponta de uma trinca pontiaguda, ou trinca aguda apenas, onde p = 0, tal como mos-

trado na Figura 2.15.

o0

Oelastic =

Figura 2.15 — Tensdo na ponta da trinca quando p = 0.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Este resultado causou preocupagdo quando foi descoberto pela primeira vez, porque nenhum
material € capaz de resistir a uma tensdo infinita.

Um material que contém uma trinca aguda deverd teoricamente falhar sob a aplicac¢do de
uma carga infinitesimal. O paradoxo de uma trinca pontiaguda motivou Griffith a desenvolver
uma teoria de fratura baseada na energia no lugar da tensao local.

Uma tensdo infinita em uma trinca aguda no continuo é uma abstracdo matemadtica, a qual
nao € relevante para materiais reais. Metais deformam plasticamente, o qual causa inicialmente
uma trinca aguda brusca. Na auséncia de deformacao pléstica, o raio minimo que uma ponta de
trinca pode ter € na ordem do raio atdmico. Entdo, substituindo p = xo dentro da Equagao 2.68
, obtém-se uma estimativa da concentracdo de “tensdo local” na ponta de uma “trinca aguda

atomicamente’:
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o1 =20,/ 2. (2.69)
X0

Se for assumido que a fratura ocorre quando o4 = o, , a Equacdo 2.69 pode ser feita igual

a Equacdo 2.65, resultando na equagdo que segue para uma tensiao remota na falha:
1/2 1/2
E
X0 X0

2

X0 a
%E
402 =
F 4a
E\"
Of = (%) (2.70)

onde a € conhecido como o comprimento do entalhe € 0y € a tensdo na falha.

A Equagdo 2.70 deve ser vista como uma estimativa aproximada da tensdo de falha, porque
a suposi¢do sob a andlise de Inglis ndo € valida para o nivel atdmico. Entretanto, Gehlen e Kan-
ninen, 1979 apud Anderson, 2005, obtiveram um resultado similar de uma trinca em reticulado

2D, onde dtomos discretos estavam conectados por molas nao lineares:

1/2
o= a(ﬁ) 2.71)

a

na qual o é uma constante (na ordem da unidade) que depende levemente da “Lei forca deslo-

camento atomico” da Equagdo 2.59.

2.3.3 Balanco de energia de Griffith

De acordo com a 1? lei da termodinamica, quando o sistema vai de um estado de ndo equilibrio
para um estado de equilibrio, tem uma diminuicao liquida de energia. Em 1920, Griffith aplicou
essa ideia na formacdo da trinca, veja uma discussao mais detalhada em Anderson, 2005 page
36.

1? Lei da Termodinamica: A energia interna £ do sistema tende a aumentar, se a anergia é

adicionada como calor Q e tende a diminuir se a energia é perdida como trabalho W feito pelo

sistema.

dE =dQ —dw (2.72)
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Figura 2.16 — Uma trinca através da espessura em uma placa infinita
ampla submetida a uma tensao de tracdo remota.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Para esta trinca crescer em tamanho, energia potencial suficiente deve estar disponivel na
placa para ultrapassar a energia de superficie do material. O balanco de energia de Griffith para
um aumento incremental na darea da trinca dA, sob condi¢des de equilibrio, pode ser expresso

da seguinte maneira:
dE dm  dW;

A dA A =

dn __ dw, . . . . . ~
ou —gx = 77> onde 7 € a energia potencial, fornecida pela energia de deformagéo interna e

forgas externas, e W € trabalho requerido para criar uma nova superficie.

Para uma placa trincada da Figura 2.16, Griffith usou a analise de tensdo de Inglis:

2.2
no“a‘B
=1y — 2.73)
E
onde 7 € energia potencial de uma placa sem trinca e B € a espessura da placa.
Como a formagao da trinca requer a criacdo de duas superficies, W, € dado como:
Ws = 4aBY; (2.74)
Portanto,
2A =4aB
e
dW;  4aB 2A7
S = a ’}/S = y —= 2’}/S (2.75)

dA dA dA
logo
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2.2
dn  dmy 248
i (2.76)
dA  dA dA
Igualando as duas tltimas equagdes produz
dm  dW; oy nola
dA~ dA PTTE
E solucionando para tensdo na fratura oy resulta
2E
op =) =0 2.77)
za

E importante notar a distin¢do entre drea da trinca e superficie da trinca. A drea da trinca
¢ definida como a drea projetada da trinca (2aB neste exemplo), mas desde que a trinca possui

duas superficies correspondentes, a drea da superficie € 2a.

Figura 2.17 — Pequena trinca circular embutida em um
solido sujeito a uma tensdo remota.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Ja para uma trinca circular embutida em um sélido sujeito a uma tensao remota, Figura 2.17,

a tensao fica
1
nEy,  \°
= —- 1 . 2.78
I~ \20-v)a (278)

Onde a € o raio da trinca e v € o coeficiente de Poisson. A abordagem de Griffith também pode

ser aplicada a outras formas de trinca.
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2.3.4 Taxa de liberacao de energia

Em 1956, Irwin propds uma abordagem de energia para fratura que € essencialmente equivalente
ao modelo de Griffith, exceto que a abordagem de Irwin é uma forma mais conveniente para

solucionar problemas de engenharia. Irwin definiu uma taxa* de energia liberada “g”, que é

uma medida de energia disponivel para um incremento de extensdo de trinca dada por

dm
dA’
Aqui g € a taxa de mudanca na energia potencial com a drea da trinca. Desde que g € obtido

g= (2.79)

da derivada de um potencial, também é chamado de “forca da extensao da trinca” ou “forca de
direcdo da trinca”.

De acordo com a Equagdo 2.76 o g de uma placa ampla em EPT ¢é

nola

E

Referindo a se¢do anterior, a extensdo da trinca ocorre quando g atinge um valor critico.

g= (2.80)

gc = = 2wy (2.81)
Onde g, € a medida de tenacidade a fratura do material.
A energia potencial de um campo eldstico é
n=U-F (2.82)

onde U € a energia de deformacao estocada no corpo e F' € o trabalho feito por forgas externas.

2.3.5 Analise de tensao

Para certas configuracdes de trincas sujeitas a forgas externas, € possivel derivar a forma fechada
das tensdes no corpo, assumindo material com comportamento eldstico linear. Ao se definir um
eixo em coordenadas polares com origem na ponta da trinca, veja Figura 2.18, pode-se mostrar

que o campo de tensdo em qualquer corpo eldstico linear € dado por:

r

na qual o;; sdo as componentes do tensor de tensdo r € 6 sdo raios e dngulo em coordenada

k > m m
0ij = (—) £ii(6) + ZoAmﬂg?,- (6) (2.83)

polar de uma posi¢do em relacdo a ponta da trinca, f;; € uma fungdo adimensional de 6 no

termo principal e k € uma constante.

40 termo taxa nio é usado no contexto de derivada com respeito ao tempo
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y —>

o

Trinca o
X

Figura 2.18 — Definicao do eixo das coordenadas a frente
da ponta de trinca. A direcd@o z é normal para a pagina.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Para os termos de alta ordem, A,, é a amplitude e gg.n) € uma fun¢ao adimensional funcao
de 6 para o m-€simo termo.

Os termos de alta ordem dependem da geometria, mas a solu¢do para qualquer configuragao
contém um termo principal para \% Com r — 0, o termo principal se aproxima do infinito, mas
os outros termos se mantém finitos ou proximos a zero. Portanto, a tensdo préxima a ponta da
trinca varia com Lr, independentemente da configuracdo do corpo com trinca. Também pode-se
mostrar que o deslocamento préximo a ponta da trinca varia com +/r. A Equagdo 2.83 expressa
uma tensdo singular, desde que a tensao € assintdtica para r = 0, Anderson, 2005.

Existe trés tipos de carregamentos de ponta de trinca que a trinca pode experimentar, veja
Figura 2.19. Carregamento Modo I, onde a principal carga € aplicada na normal ao plano
da trinca, tendendo a abrir a trinca. O Modo II corresponde a um carregamento no plano de
cisalhamento e tende a escorregar um lado da trinca com respeito ao outro lado. Ja o Modo III
refere-se a um cisalhamento fora do plano. O corpo com trinca pode ser carregado em qualquer

um desses modos, ou a combinagdo de dois ou trés modos.

2.3.6 O fator de intensidade de tensao

1
\/;

constante de proporcionalidade k e f;; depende do modo. Neste ponto € conveniente trocar k

Cada modo de carregamento produz o termo de singularidade na ponta da trinca, mas a

pelo FIT que € o fator de intensidade de tensdo, onde K = kv/27 . “FIT” normalmente tem um

subscrito para indicar o modo de carregamento, isto €, K;, Kj; e Kjjj.



Modo |
(abertura)

Modo Il
(cisalhamento no plano)

Modo 111
(cisalhamento
fora do plano)

—
.

Figura 2.19 — Os trés modos de carregamento
podem ser aplicados na trinca.
[Adaptado de Anderson, 2005]

A fazer r — 0 pode-se escrever as seguintes solugdes para cada uma dos modos.

0 _ Ko
}g%(’ij = /—meij (0)
(/) Kir
}g%cij _\/ﬁﬁj (9)
.y Kproam
}g%dij = /_27_crfij (0)
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(2.84)

(2.85)

(2.86)

A Tabela 2.1 apresenta o campo de tensdes para um material eldstico isotrépico e linear. Ja

a Tabela 2.2 mostra o campo de deslocamento na ponta da trinca para modo I e modo II para

material isotrépico linear eldstico e a 2.3 apresenta as tensdes e 0s deslocamentos nao-nulos no

modo III (material eldstico linear isotrépico). Nessas Tabelas, u € o médulo de cisalhamento,

k =3 —4v para estado plano de deformagdo e k = ﬁ—‘v, para estado plano de tensdo.

Tabela 2.1 — Campo de tensao a frente da ponta da trinca para modo I e modo II em um material

1sotrépico eléstico linear.

Modo II

Oxx — —

KII

<%> +oo

mcos(z) [1

0s
2]
2

(
)

Txy =

\/Z—MCOS (%) sen (g) sen (—

el
i

0, =0EPTe o, =V(0n+0y)E

~—

Tz =Ty: =0

Em um problema de modo misto, isto é quando mais de um carregamento esta presente, as

contribui¢des individuais para um dado componente de tensao sao aditivos:

(total)

1)

J

Lol

(2.87)
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A Equagdo 2.87 € o principio da superposicao linear.

Tabela 2.2 — Campo de deslocamento na ponta da trinca para modo I e modo II para material
isotropico linear elastico.

modo I modo II
Uy 2[(;11 cos(g) [k—1+2sen2 (g)} Uy IZ(AILI sen( )[k+1+2c0s (2)}
T ven (9 [+ 12005 (3)] | 1y =~/ dpcos (8) [k 1~ 2ver? ()]

Tabela 2.3 — Tensoes e deslocamentos ndo-nulos no modo III (material elastico linear isotrd-
pico).

Considerando o modo I campo singular no plano da trinca, onde 6 = 0. De acordo com a
Tabela 2.1, as tensdes nas dire¢cdes x € y sdo iguais:
Ki
Con — Ouw — ——L (2.88)
e 2nr
Quando 0 = 0, as tensdes de cisalhamento sdo zero, o que significa que o plano da trinca é

um plano principal para modo puro I de carregamento.

A

%y

/
/
~

\
:

!
/
b
=
-

Zona dominada
por singularidade

Figura 2.20 — Tensao normal no plano da trinca modo I.
[Adaptado de Anderson, 2005]
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A Equacdo 2.88 ¢ vidlida somente para tensdes proximas a ponta da trinca, onde \/i; éo
campo dominado por singularidade, veja a Figura 2.20.

OBS: Tensodes distantes da ponta da trinca sao governadas por condi¢des de contorno remo-
tas. Por exemplo, se a estrutura trincada esta sujeita a uma tensdo remota uniforme, G, aborda
um valor de 0, Figura 2.20. Pode-se definir a zona dominada por singularidade como a regidao
onde as Equacdes da Tabela 2.1 a 2.3 descrevem o campo de ponta de trinca.

O FIT define a amplitude da singularidade na ponta da trinca, ou seja, tensdes proximas a
ponta da trinca aumentam em propor¢do a K. Além disso, o FIT descreve totalmente as condi-
coes de ponta da trinca. Se K € conhecido, entdo € possivel determinar todos os componentes

de tensdo, deformacgdo e deslocamentos como funcdo de r e 6.

2.3.7 Relacoes entre FIT e comportamento global

Para o fator de intensidade de tensao ser util, primeiro deve-se determinar K vindo de cargas
remotas e da geometria. Solucdes de forma-fechada para K tem sido determinadas para con-
figuragcdes simples. Para situagdes mais complexas, o fator de intensidade de tensdo pode ser
estimado por experimentos ou andlise numérica.

Uma configuragdo para a qual uma solucio na forma fechada existe € uma trinca através de
uma placa infinita sujeita a uma tensdo remota, Figura 2.16. Desde que a tensdo remota seja
perpendicular ao plano da trinca, o carregamento € puro do modo I. Corpos eldsticos devem
sofrer tensdes proporcionais, isto €, todos os componentes de tensdo em todos os locais aumen-
tardo proporcionalmente comas forcas aplicadas remotamente. Portanto, as tensdes de ponta de
trinca deverdo ser proporcionais as tensoes remotas, € Ky o< 0. De acordo com a Equacao 2.84,
a intensidade de tensdo tem unidade ¢+/comprimento = W\/’% Desde que a tnica escala de
comprimento relevante € o tamanho da trinca, a relacdo entre Kj e as condi¢des globais devem

ter a seguinte forma:

Ki=o0(0c+a). (2.89)

Pode ser mostrado que a solucdo € do tipo

K; = o/a. (2.90)

Portanto a amplitude da singularidade na ponta da trinca para esta configuracao é proporcional
a tensdo remota e a raiz quadrada do tamanho da trinca.

Ao alterar a inclinacéo da trinca, de acordo como mostradona Figura 2.16, de um angulo f3:
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Figura 2.21 — Trinca reta em uma placa infinita para um caso geral
onde a tensao nao é perpendicular ao plano da trinca.
[Adaptado de Anderson, 2005]

K; = oyyvVma = ocos” (B) Vma (2.91)
Kij = Tyy\/Ta = osen(B)cos (B)v/7ma (2.92)

Note que as Equagdes 2.91 e 2.92 se reduz ao modo puro I, quando 8 = 0. O maximo Kj;

ocorre em 3 = 45°, onde a tensdo de cisalhamento é maxima.

2.3.8 Relacao entre K e G

Dois pardmetros que descrevem comportamento de trincas tem sido introduzido até agora: A
taxa de energia liberada G e o fator de intensidade de tensdao K. Os parametros quantificam
a mudancga liquida de energia potencial que acompanha um incremento de extensdo de trinca;
a ultima quantidade FIT caracteriza a tensdo, deformacdo e deslocamentos préximos a ponta
da trinca. A taxa de energia liberada descreve um comportamento global, enquanto K é um
parametro local. Para materiais eldsticos lineares K e G sdo relacionados.

Para uma trinca através de uma placa infinita sujeita a uma tragc@o uniforme, Figura 2.16, G
e K; sdo dados pelas Equacdes 2.80 e 2.90, respectivamente. Combinando estas duas equagdes

produz a seguinte relagcdo entre G e Kj para estado plano de tensdo:

_K
=L

G (2.93)

Para condicio de estado plano de deformacdo, E deve ser trocado por (1—E—vz) Para evitar

escrever expressoes separadas para EPD e EPT, a seguinte anotacdo serd adotada para EPT

E'=E (2.94)

e para EPD
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E
= . 2.95
12 (2.95)
Portanto G — K se relacionam para ambos os estados se tornando
K

Mas a Equagdo 2.96 € uma relagdo geral que € aplicada a todas configuragdes. Irwin realizou
uma andlise de trinca fechada que define tal prova. Esta apresentada abaixo

Considere uma trinca de comprimento inicial a + Aa sujeito ao modo de carregamento I,
como ilustrado na Figura 2.22(a). Neste caso € conveniente colocar a origem na distancia Aa ao

lado da ponta da trinca.

v
H." I_

(a)

Tensées de
fechamento \

(b)

Figura 2.22 — Aplicacdo da tens@o de fechamento
0 que encurta a trinca por Aa.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Assuma que a placa tem espessura unitdria. Permita que um campo de tensdo compressivo
seja aplicado nas faces da trinca entre x = 0 e x = Aa de suficiente magnitude para fechar a
trinca nesta regido. O trabalho requerido para fechar a trinca na ponta esté relacionado com a

taxa de liberacdo de energia:

Go lim (ﬂ) (2.97)
Na—0 \ Aa cargafixa
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na qual AU € o trabalho de fechamento de trinca, que é igual a soma das contribui¢des do
trabalho vindo de x = 0 para x = Aa:
x=Aa
AU = dU (x). (2.98)
x=0
E o trabalho incremental em x € igual a drea sob a curva for¢a deslocamento:

U (x) =2 <%Fy(x)uy(x)> — Gy (X)ity (X)dl. (2.99)

O fator 2 no trabalho € requerido porque os dois lados da trinca sdo deslocados na distincia
absoluta uy(x). O deslocamento u, em abertura de trinca para modo I é dado na Tabela 2.2

colocando 0 = 7.

(k+1)Ki(a+Aa) [Aa—x

M o (2.100)

My:

na qual K;(a+ Aa) define o FIT na ponta original da trinca. A tensdo normal necessdria para

fechar a trinca € relatada por Kj para trinca encurtada, isto €

Ki(a)
Oyy = —(—. 2.101
VY > ( )
Combinando a Equagdo 2.97 com a Equacdo 2.98 produz
k+1)Ki(a)Ki(a+Aa) A [A (k+1 KZ K}
G= 1im KFDK) ’“+“/ X + _ 2 (2.102)
Aa—0 drnulNa E’

Portanto, a Equacao 2.96 € a relacdo geral para o modo I. A andlise acima pode ser repetida
para outros modos de carregamento. A tensdo de encurtamento e deslocamento para o0 modo
I sdo, respectivamente, Ty € uy,e a correspondente quantidade para o modo III sdo 7y.e u,.

Quando os trés modos de carregamentos estdo presentes, a taxa de energia liberada e dada por

Ki | Ki  Kiy
E' E'  2u

Contribui¢gdes de G a partir dos trés modos sdo aditivas porque a taxa de energia libe-

G= (2.103)

rada, semelhante energia, ¢ uma quantidade escalar. A Equagdo 2.103, contudo, assume auto-
semelhanc¢a no crescimento de trinca, isto €, uma trinca plana € assumida manter a forma a

medida que cresce. Geralmente este ndo € o caso para fraturas no modo misto.

2.3.9 Fratura no modo misto

Quando dois ou mais modos de carregamento sdo presentes, a Equacdo 2.103 indica a taxa
de energia liberada contribuindo para cada modo aditivamente. Esta equacdo assume auto-

similaridade com o crescimento de trinca, contudo, considerando uma trinca em angulo, na
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Figura 2.23, a Equacdo 2.103 fornece a taxa de energia liberada para um crescimento de trinca

plana em um Angulo de 90" — 8 em relagio a tensdo aplicada.

" L

L‘ Caminho da Fratura

Figura 2.23 — Propagacdo tipica de uma trinca inicial que nio é
octogonal a tensdao normal aplicada. O carregamento para a trinca
angular € uma combina¢do do modo I e modo II, mas a trinca tende a
se propagar em um angulo normal a tensao aplicada, resultando em um
carregamento do modo puro I.

[Adaptado de Anderson, 2005]

A propagacio da trinca procura um caminho de menor resisténcia (ou um caminho de mé-
xima for¢a motriz) e ndo necessariamente ser confinada em seu plano inicial. Se o material é
1sotropico € homogéneo, a trinca ird propagar de tal maneira que maximizard a taxa de energia
liberada. O que se segue € uma avaliacdo da taxa de energia liberada como uma funcao de

direcdo da propagacdo em problemas de modo misto.

2.3.10 Trinca angular

Pode-se generalizar a trinca angular através da espessura na Figura 2.21 para qualquer trinca
orientada 90" — B a partir da tensdo normal aplicada. Para carregamento uniaxial, a FIT para

modo I e modo II sdo dados por:

K = Ky(g)cos® (B) (2.104)

K1 = Kj(g)cos (B)sen(B) (2.105)

nas quais Kj)¢ o modo I FIT quando B =0. O campo de tensdes na ponta da trinca (em

coordenadas polares), para modo I fica dado por:
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K |5 0 1 36
= - — ) —-= —_ 2.1
(o} \/m|:46‘0s(2) 4cos<2>} (2.106)
K |3 0 1 360
_ z el Z _ 2.107
Cpo m[4cos<2>+4c0s(2)] (2.107)
K

I 1 0 1 30
- Leon(2) o ten (29 2.108
w0 mh“"(z)ﬂsm( 2 )} (2.108)

Figura 2.24 — Infinitesimal trinca angular na
ponta da trinca macroscépica.
[Adaptado de Anderson, 2005]

Como dito anteriormente, este campo singular somente € aplicado em r — 0. O campo de

tensdo singular para o modo II sdo dados por:

Kir 5 0 3 360
_ o) 4 2sen (20 2.1
(o T [ 4sen (2) + 4sen( > )1 (2.109)
K 3 0 3 360
_ Peenl Y ZZsen (22 2.11
%00 = ar [ 2" (2) 4S€n( 2 )] @10
Ky [1 0 3 36
_ Seos )4 2cos 22 2.111
.0 o [4c0s (2> +4c0s< 5 )} ( )

2.4 Integral J
2.4.1 Calculo da Integral J analitica

Ao assumir um comportamento eldstico linear em MFLE, os campos de tensao, deformagao e

deslocamento podem ser determinados empregando o conceito de fator de intensidade de tensao
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FIT préximo a regido da ponta da trinca. Portanto, é importante avaliar com precisdao os FITs
para a andlise de MEF na MFLE.

Basicamente, os algoritmos computacionais desenvolvidos para avaliar os FITs podem ser
categorizados em dois grupos; a abordagem "direta" e a abordagem "energética". A abordagem
direta correlaciona os FITs com os resultados do MEF diretamente, enquanto a abordagem de
energia é baseada no célculo da taxa de liberagdo de energia. Em geral, as abordagens de
energia sdo mais precisas que os procedimentos diretos; no entanto, as abordagens diretas sao
mais populares e geralmente sdo usadas para verificar os resultados das abordagens energéticas,
pois suas expressoes sao simples. Os métodos de integral de limite e integral de dominio sdo as
técnicas mais convenientes e precisas propostas para calcular os FITs em condi¢cdes de modo
misto com base nas integrais de energia de interacdo. Eshelby, 1974 introduziu uma série de
integrais de contorno baseadas no teorema da conservagdo de energia, que sdo independentes
do caminho escolhido. A técnica da “integral J” foi originalmente definida por para calcular a
taxa de liberacdo de energia em problemas de trinca usando um sistema de coordenadas local

da ponta de trinca (x1, xo) como, ver Khoei, 2014,

au,’
J= /r {Wélj—o,-ja—m] n;dr. (2.112)

na qual W € a densidade de energia de deformacao (W =1/20;j¢; j) .Fazendo a superposicao de
dois estados no modo /, chega-se a

2)
J(142) :/F l(o.(.l) +<7i('2)> <8i(jl)+8i(j2)> 81, — <Gi(jl) +0.(2) ; ) n;dl

2\ i ij
(2.113)
na qual (1) - Indica o estado puro ou atual e (2) - Indica o estado auxiliar.

A integral J para o estado puro 1 e um estado auxiliar 2 pode ser separada, aparecendo um

novo termo

JU+2) — g0 4 5@ 4 f(12) (2.114)
onde 1112)¢ o termo de interacao
(2) (1)
(12) _ (12)s  _ (})a”i _ (2)8”i _
I /r [W 01 o;; T 0;; o n;dr. (2.115)

Ja a densidade de energia de deformacdo de interagdofica definida por

wil2) — i(jl)gi(jz) = Gi(jz)gi(jl)' (2.116)

Como esta sendo feito a superposi¢ao de dois estados em outro, pode-se escrever



44

J+2) — () 4 @)y (2.117)
Eery
resultando em
(1) (2 (1) 22
(12) 2 (KI KI( ) + Ky K1(1)>
' = T . (2.118)
O fator de intensidade de tensdo FIT para o estado atual pode ser encontrado, separando os
dois modos de fratura. Selecionando KI(Z) =1lekK 1(12) = 0, pode-se resolver K 1( 1), isto é
J(1,modol) g
kW = — (2.119)
Um procedimento similar pode ser feito para K [(11 ) resultando em
J(1,modoll) pr
K="= (2.120)

2

A integral J, Equacdo 2.112 pode ser diretamente avaliada ao longo do contorno da malha
do MEF. Esse contorno pode ser usualmente avaliado passando pelos pontos de integracdo
de Gauss ao longo do elemento, onde as tensdes podem ser calculadas com mais precisao.
Entretanto, a implementacao pratica desta técnica raramente mostra independéncia do caminho
e os resultados se tornam dependentes da malha. Em Li et al., 1985 foi realizado o célculo da
integral J pela transformagao da integral de contorno para uma integral de area equivalente. Esta
técnica € simples de implementar no cddigo do MEF e a implementagdo numérica apresenta
grande precisdo e independéncia da superficie da integracdo. A forma de drea da integral J é

definida como

B du; dq

onde ¢ é uma funcio de ponderacdo definida sobre o dominio de integragdo. O dominio de
integracdo deve ser selecionado de tal forma que seja suficientemente préximo da ponta da trinca
para um padrio complexo de trincas; em segundo lugar, deve ser simples de implementar em um
procedimento de simulagdo totalmente automatico e, finalmente, ele precisa ser consistente com
geometria e limitacdo de contornos em complexos contornos e problemas com muitas trincas,
Figura 2.25. A func@o g tem o valor de 1 (unitario) na regido da ponta da trinca e desaparece no

lado externo do contorno prescrito para cédlculo da integral J, como verificado na Figura 2.26.
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Figura 2.25 — O dominio da Integral J para o célculo de
fatores de intensidade de tensdo em modo misto.
[Adaptado de Khoei, 2014]

Baseado na integral J definido na Equacdo 2.121, a nova integral de interacdo pode ser

definida como:

2) (1)
12 _ [ |09~ @94 aas | 94
/ /A ["u G0y w8, axjdA. (2.122)

O modos I e II dos FITs K; e Kj; podem ser finalmente obtidos de acordo com as Equagdes
2.119 e 2.120 assumindo o estado auxiliar (2) como modo puro I e/ou modo puro I/ como
campo assintético, avaliando os campos de deslocamentos e tensdes na drea da ponta da trinca

e pela substitui¢do destas varidveis na Equagdo 2.122.

2.4.2 Calculo da Integral J numérica no MEF

Abaixo sdo listadas, novamente, as equacgdes pertinentes para o célculo da integral J numérica
no contexto do método dos elementos finitos e entdo para o XFEM.

Pode-se partir da Equacgao 2.122 que € a integral de interacdo no modo misto, e a partir desta
pode-se determinar o fatores de intensidade de tensdo (FIT) no modo / e modo /1, ja a integral
J no modo I e/ou modo /I ndo serd necessaria sua determinagdo, embora a partir dos FITs €
possivel determinar Jj e Jy;.

A partir do campo de tensdes a frente da ponta da trinca para modo /, dado na Tabela 2.1:

K; 6\ [ 0 30\ ]
= — 1= — — 2.12
o11 \/z_mcos(z) _ sen(2>sen<2)d ( 3)
K; 6\ [ 0 36 ]
_ ~ )11 el _ 2.124
o _znrcos(z) _ +sen(2>sen(2>_ ( )
K; 0 0] 30
= — — — 2.125
o1 \/mcos(z)sen<2>sen<2) ( )

O12 = 071 (2.126)
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Também no modo /, o campo de deslocamento na ponta da trinca, conforme Tabela 2.2

Ki(14+v) [ r 6\ [ WAY
L L A — — k— _
uj z 2ﬁcos (2> _ 1+ 2sen 2 )]

Ki(1+v) [r 0\ [ WAAY
uy £ 2Esen(2> _k—i— cos 7))

Fazendo as derivadas dos campos de deslocamento no modo / em relacdo ao raio

duy _ KiV2cos (§) k—cos(0)] (v+1)

dr AE\/TT\/T
duy  Kiv/2sen (§) [2sen?(§)+k—1] (v+1)
dr oNENG
du;  Kiv/2\/rsen (§) [6sen? (§) +k—5] (v+1)
de 4E\/TC
duy Kiv/2/reos (§) [k—3cos (0) +2] (v +1)
de 4E\/T

E as tensdes a frente da ponta da trinca para modo /1, dado na Tabela 2.1
o11 = — Ku sen (9) {2-1—005 <9> cos (39)]
N Vame \2 2 2
oy = K1 (9) <9> (39)
27 Vamr o \2 2 2

or= () - (2)om(2)]

O12 = 021

No modo /1, o campo de deslocamento na ponta da trinca, conforme Tabela 2.2

. K]](l—l—\/) r 0 ) 0
up = z Hznsen<2) |:k+1-|—2COS >
. K][(I—I—V) r 0 ) 0
Uy = z ”27rCOS (2) [k 1 —2sen >

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)
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Fazendo as derivadas dos campos de deslocamento no modo /7 em relagdo ao raio

du;  Kpv2sen (%) [k—sen? (§) +3] (v+1)

o NN (2.139)
duy  Kiv/2cos (§) [k+cos(0) —2] (v +1)
= NN (2.140)
duy _ Kiv/2v/reos (§) [k+3cos (6)] (v +1) 2.141)
de 4E\/TC '
duy _ Kiv2/r(v+1) [3sen (32) — 3sen () +2ksen (§)] 2.142)

o SET

As derivadas de r e 0 em relagc@o a x e y sdo apresentadas na Tabela 2.4.

Tabela 2.4 — Derivadas de "r" e "0" em relacdo a x e y.

ﬂ = cosB ﬁ = _senG
dx dx r
dr — <end do B cos0
dy - dy r

E com as derivadas da Tabela 2.4 calculadas € possivel transformar as derivadas dos campos

u e v que estdo em relagdo "r" e "0", para as coordenadas x e y, conforme a Tabela 2.5 abaixo:

Tabela 2.5 — Derivadas de "u" e "v" em relacdo a x e y.

du _dwdr  dnd6 |du dudr dudd
dx  drdx 40 dx | dx  drdx d6 dx
dug _dndr  dnd6 |du dudr dud6
dy drdy dOdy | dy drdy dO dy

Logo, as deformacdes que foram modificadas seu sistema de coordenadas polar para carte-

siano ficam dadas por

du du1
gy = 24 2.143
n=_= ( )

1 (du; duy
= (S22 = 2.144
€12 > ( dy dx) & ( )
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gy = L _di2
22—dy— dy

E com todo o processo anterior obtém-se a integral de interacdo da Equagdo 2.122 para o modo

(2.145)

I, conforme a Equacdo 2.146

. duy , dup\ dq"'P . dug . duy\ dq"'P
L=(o,% fop82) %9 el RSt ) s B 2.146
! (Gll dx o dx) dx| T\on dx o dx ) dx ( )

Como existem casos em que a trinca poderd estar posicionada em qualquer angulo entre 0
a 90 em qualquer um dos 4 quadrantes do sistema cartesiano, torna-se necessario rotacionar o
campo de tensoes 4 frente da ponta da trinca rotacionando o sistema coordenadas local na ponta

da trinca, conforme Equacdo 2.147 abaixo:
c* = [R][o] [R]" (2.147)

onde R na Equagdo 2.147 € a matriz de rotagao

R= (2.148)

cos(®w) sen(w) ] .

—sen(w) cos(w)

Onde o € o angulo entre a trinca e o eixo x do sistema de coordenada global.

Funcao de Ponderacao/Peso ¢ A fungdo de ponderagao fica definida da seguinte forma, veja
mais detalhes em Khoei, 2014,

Nelem
q=Y Ni(x)qr (2.149)
I=1

na qual N¢" é nimero de nés do elemento, N; é a fungio de forma do elemento quadrilateral
linear atuando no no /, g funcdo peso/ponderacao e gy € a fungdo peso atuando no né /. Pode-se

ainda escrever:
q = N1(x)q1 + N2 (x)q2 + N3(x)q3 + Na(x)q4 (2.150)

8q . 8N1 4
ox;  Ox 7 ox

ON. JdN JN.
2+ g3+ —=—qy (2.151)
dx dx

dg AN, Ny N3 N
o 9y q1+ 2 g2+ R q3+ . q4 (2.152)
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e entao escrever

TIP
o9 _ [R]{ %4 } (2.153)

ax]‘ 8_xj

A funcdo ¢ tem o valor unitdrio na regido da ponta da trinca e desaparece no lado externo do

contorno prescrito para cdlculo da integral J, como verificado na Figura 2.26.

B ]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.26 — Visualizagdo da selecio de nés do
dominio utilizando a fun¢do peso q.
[Adaptado de Khoei, 2014]

O comportamento dos valores do gradiente % da Equacdo 2.121 pode ser visualizado na
Figura 2.27.

x>
b -
L L

2 -1.5 -1 0.5 0 05 1 1.5 2

Figura 2.27 — Visualiza¢do da derivada da funcao peso

% utilizada na integral de Interacdo I.
[Adaptado de Khoei, 2014]



50

J4 o comportamento dos valores do gradiente ‘;—Z da Equacdo 2.121 pode ser visualizado na
Figura 2.28.

-2 1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.28 — Visualiza¢ao da derivada da funcdo peso

? utilizada na integral de Interacdo I.

[Adaptado de Khoei, 2014]

Na Figura 2.29 € representado os gradientes da funcdo peso por uma magnitude calculada

2 2
por dgmag = % + g—‘yf apenas para visualizacdo. No entanto esta quantidade ndo participa

do célculo da integral J.

Ml

]
1
‘
i
4
F

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 2.29 — Visualizac¢do da funcdo gradiente na magnitude
8qmag atuando em nds com valores maiores que O.
[Adaptado de Khoei, 2014]

Portanto a Equacao 2.122 Khoei, 2014

(2) ou: M\ 9
(12) _ _ s Juj (2) Ot 949
I /A< Woijto, o +0y 50 )axjdA (2.154)
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pode ser avaliada numericamente usando a regra da Integracdo de Gauss

</Vg(luss . (2) a . (1) a
12 = we, LoD G014 9a
I mZ::I Wi+ oy ox1 +0;; o o, Wi |J| (2.155)

onde wy, sdo os pesos e |J| é o determinante do Jacobiano. Uma vez calculada esta integral
pode-se utilizar as Equacdes 2.119 e 2.120 definidas anteriormente para o cdlculo dos FITs,

mais detalhes podem ser vistos em Khoei, 2014.

2.5 Procedimentos de integracio numérica

Abaixo estdo relacionadas as estratégias de integracdo numérica utilizando a quadratura de

Gauss em funcao do tipo de enriquecimento do elemento. E os tipos de elementos sdo:

1. Elementos com quadratura de Gauss 10x10 uniforme, sio utilizados quando algum n6

tem funcdo de enriquecimento e os outros nds com fun¢des padroes de MEF;
2. Elemento com enriquecimento completo de funcdes assintdticas de ponta de trinca;
3. Elemento com enriquecimento completo de fun¢des de Heaviside;

4. Elemento com enriquecimento completo, mas com uma mistura de fungdes de Heaviside

e ponta de trinca;
5. Elementos com quadratura de Gauss 2x2 uniforme, sem enriquecimento nenhum.

A Figura 2.30 detalha os tipos de elementos utilizados:

3 - Elemento de Haveside
(Full Haveside)

4 -Elemento de mistura entre fungdes
de Haveside e ponta de trinca

: 3 T T i 1 - Elemento com quadratura 10x10
~ T T I pontos de Gauss e com né enriquecido

£ | ‘ 2 -Elemento de ponta de Trinca
. B A A~ P ‘ (Full crack Tip}
’\./4.—I—‘ 5 - Elemento de MEF standard ‘
gl ! | P L I

I . NG com fungBes assintdticas de ponta de trinca

i N com fungBes de Heaviside

O N6 com fungBes padries do MEF

Figura 2.30 — Tipos de elementos utilizados neste método numérico.
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2.5.1 Integracdo numérica com subelementacao

A subelementagdo € utilizada para aumentar o suporte de integracdo numérica uniforme num

elemento. Um exemplo é mostrado na Figura 2.31.

Y
(-1,1) (1,1)
@ @

descontinuidade

4 5 6 —_—

(-1,-1) (1,-1)

Figura 2.31 — Elemento com enriquecimento de ponta de trinca com
subelementacdo de 3x3 subelementos.

O processo de subelementagdo consiste na discretizacdo do dominio natural do elemento
Master e num conjunto de subelementos, onde os pontos de Gauss estdo referenciados ao su-
belemento. Portanto o que deseja determinar sdo as coordenadas (§,7) e o elemento de édrea
dA do elemento Master, a partir das coordenadas (£,17) do subelemento conforme descrito na
Figura 2.32.

Sub-elementocom

n T Elemento Master Quadratura de Gauss 2x2
[1,1) (1,1 Com?9 sub-elementos q

. . _ [1,1) L1

7 (6m) s

8 ? a8 x
1% H
4 5 6 |[—=
§ (1,1 1

3 (&, m:) (&.m)

Figura 2.32 — Relacgao entre o elemento Master e o subelemento.
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As coordenadas (£,1) do elemento Master sdo determinadas pelo mapeamento, conforme
as Equacdes 2.156 € 2.157

4
E(E.N) =Y Ne(E,1)& (2.156)
k=1
4
nE, 1) =Y Ne(&.7)m (2.157)
k=1

O mapeamento de drea é obtido através do médulo do vetor normal de drea definido pela
Equagdo 2.158

d&dn = ||ag x ay||dEdn (2.158)

Na Equagdo 2.158 ag e a, sdo os vetores covariantes tangentes as coordenadas curvilineas

& e 7 respectivamente. Estes vetores sdo definidos pelas Equacdes 2.159 e 2.160

4 4

a; = | ) Negle|it | Y Ngme|j+0k (2.159)
[k=1 I = |
- —_— ]

agp= | Y Nea&e| i+ | Y Neq|i+0k (2.160)
Lk=1 i [ k=1 |

Conhecido & e 1 as coordenadas x e y podem ser definidas por mapeamento usando as

Equagdes 2.159 e 2.160. Para o elemento de area dA = dxdy:

4
x(&,n) =) xNe(&,m) (2.161)
k=1
4
y(&,n) =) wNe(&,m) (2.162)
k=1
dA = dxdy = |J|dzdy (2.163)
com
dx dy
d d
J:[d_i d_ﬁ]
dn dn
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3 RESULTADOS

3.1 Caso 1 - Ciélculo do Fator de intensidade de tensido de uma placa com trinca sub-

metida a um carregamento uniaxial
Esse exemplo € um caso de elasticidade plana com carregamento e condi¢des de contorno indi-
cados na Figura 3.2. Neste caso serd mostrado a andlise de convergéncia do fator de intensidade

de tensdo Kj para uma estratégia obtida pelo enriquecimento indicado na Figura 3.1 juntamente

com o refino homogéneo da malha conforme Tabela 3.1 e 3.2.

324 324

3 oD o 3.1 0O oooao

29‘ 29‘

248" 25"
0 02 0.4 06 08 1 12 0 02 0.4 06 08 1 12

Figura 3.1 — Método de elemento de ponta de trinca e elemento de drea
fixa, mostrando elementos com enriquecimento de Heaviside, ponta de
trinca e elementos que compartilham algum né enriquecido.

Para o caso da Figura 3.2 a solucdo exata €

K, = o+Jany (%) 3.1)
onde
Y (%) —1.12-0,231 (%) 10.55 (%)2 _21.72 (%)3 +30.39 (%)4 (3.2)
(0]

A

ITITT

Figura 3.2 — Placa em carregamento uniaxial.
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Esse exemplo € um caso de elasticidade plana com carregamento e condi¢cdes de contorno
indicados na Figura 3.2. Foram considerados a = 1lmm, W = 3mm, L = 6mm, B = 1lmm (es-
pessura) e 0 = IMPa. Sao apresentados duas andlises de convergéncia para o problema. A
primeira considera a utilizagdo do método de enriquecimento de elemento de ponta de trinca tal
como apresentado na Figura 2.10 e a outra estd baseada no enriquecimento de uma drea fixa, tal
como apresentado na Figura 2.11. Em todos os exemplos / € o tamanho do elemento usado na

regido da ponta de trinca.
Utilizando o método de elemento de ponta de trinca (somente existe 1 elemento com ponta

de trinca) A Tabela 3.1 apresenta os resultados obtidos para um refino da malha como mos-

trado na primeira coluna.

Tabela 3.1 — Resultados da placa com trinca em carregamento uniaxial.

Malh 212 ug?t' Ki I ? o d? 1/h Erro
alha e Ele- 1 ntegra
mentos [MPay/mm] J [n%m] [%]

19x39 741 3,1065 5,6540E-07 0,4737 6,330 1,864
23x45 1035 3,1223 5,6830E-07 0,3913 7,667 1,365
31x49 1519 3,1244 5,6800E-07 0,2903 10,333 1,298
35x65 2275 3,1414 5,7170E-07 0,2571 11,667 0,761
46x66 3036 3,1582 5,7120E-07 0,1800 15,333 0,231

Utilizando o método de enriquecimento de drea fixa Da mesma forma, a Tabela 3.2 apre-
senta os resultados obtidos para o mesmo refino de malha do que apresentado na Tabela 3.1,

entretanto aqui o raio do enriquecimento € um parametro importante para a analise.

Tabela 3.2 — Resultados da placa com trinca em carregamento uniaxial.

Malh ((12 ug?t' K I F o d? 1/h Erro
alha c c- 1 ntegra
mentos [MPay/mm] J [mm] [%]

19x39 741 3,0974 5,6370E-07 0,4737 6,330 2,151
23x45 1035 3,1448 5,7230E-07 0,3913 7,667 0,654
31x49 1519 3,1629 5,7570E-07 0,2903 10,333 0,082
35x65 2275 3,1700 5,7690E-07 0,2571 11,667 0,142
46x66 3036 3,1693 5,7680E-07 0,1800 15,333 0,120
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—@— Elemento de ponta de trinca s Solucdo Analitica —g— Enriguecimento de area fixa

3,18 3,1700 3,1693
3,17 31629 _d— N
3,18

3,15 3,1414 3,1582

3,14

K1

3,13
3,12

3,11
31

3,09

1/h

Figura 3.3 — Gréfico da placa com trinca em carregamento uniaxial.

Os resultados de convergéncia obtidos para K sdo apresentados na Figura 3.3. Repare que
de acordo com o método de enriquecimento escolhido tais resultados mudam bastante. Para o
enriquecimento utilizando o método de elemento de ponta de trinca a convergéncia € bastante
pior do que para o método de enriquecimento de drea fixa. A linha em vermelho neste gréfico
mostra o valor exato para o K; do problema. Para o método de enriquecimento de drea fixa
um patamar é atingido enquanto para o método de elemento de ponta de trinca o patamar nao
parece estar presente.

Na Figura 3.4 estdo mostradas a malha 46x66 elementos e o deslocamento u, na placa com

trinca em carregamento uniaxial.

Uyy VAL

' 2.0385¢-06

1.797e-06
—
0 1 2 3 ‘

Figura 3.4 — Malha 46x66 e deslocamento na placa com trinca em
carregamento uniaxial.

1.55566-06

13141206

1.0727e-06

8.3127e-07

5.8983e-07

3.484e-07

Na Figura 3.5 sdo apresentadas as isofaixas de tensdes, tanto para a tensdo de von Mises

quanto para as componentes Oyy, Oyy € Oyy.
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Figura 3.5 — TensOes na placa com trinca em carregamento uniaxial.

3.1.1 Comparacao entre estratégias de integracao numérica para o calculo do FIT

Nesta subsecdo sdo apresentados os resultados obtidos utilizando as vérias estratégias de inte-
gracdo numérica para os elementos que tem enriquecimentos, sejam eles Heaviside ou ponta
de trinca. Duas estratégias de subelementacdo e uma estratégia onde foi aumentado o niimero
de pontos de integracdo de Gauss foram consideradas. Estes casos correspondem aos nomes
“Kr- Sub Q4” e “K;- Sub TRI” onde sdo realizadas integracOes com subelementagdo usando
elementos Quadrilaterais de 4 nds e com elementos triangulares de 3 nés. J4 o nome “Kj -
Gauss” significa que foram considerados apenas a elevacdo do nimero de pontos de Gauss na
integracao.

A Tabela 3.3 apresenta os valores em termos de K; com unidade MPa/mm, obtidos em

func¢do do refino da malha global para o caso 1 aqui considerado, Figura 3.2.

J4 a Figura 3.6 mostra o grafico de K; onde a influéncia de cada uma das estratégias pode
ser visualizada. E possivel perceber que a estratégia K; — SubTRI apresentou convergéncia
assintética ndo monotdnica, por outro lado, as estratégias K; — SubQ4 e K; — Gauss ambas

apresentam convergéncia assintdtica e monotonica.
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Tabela 3.3 — Resultados obtidos com as diferentes estratégias de integracao.

Raio da
K;-Sub | Erro | Kj;-Sub | Erro K;- Erro
Malha | =, [%] | TRI | [%] | Gauss | [%] I}lt[;g;f]l I/h

19x39 3,1081 | 1,813 | 3,1150 | 1,595 | 3,1093 | 1,775 | 0,3974 6,330
23x45 3,1197 | 1,447 | 3,0923 | 2,312 | 3,1182 | 1,494 | 0,3612 7,667
31x49 3,1259 | 1,251 | 3,1721 | 0,208 | 3,1276 | 1,197 | 0,3111 10,333
35x65 3,1356 | 0,945 | 3,1301 | 1,118 | 3,1349 | 0,967 | 0,2928 11,667
46x71 3,1421 | 0,739 | 3,1563 | 0,291 | 3,1433 | 0,701 | 0,2554 15,333
50x79 3,1437 | 0,689 | 3,1432 | 0,704 | 3,1438 | 0,686 | 0,2449 16,667

e S0l ugH 0 Analitica —@—Sub TRI —&—SubQ4 = . -Gauss

3,18
3,17 A
3,16
3,15
3,14
3,13
3,12
3,11
31
3,09
3,08

K1

] 8 10 12 14 16
1/h

Figura 3.6 — Placa em carregamento uniaxial.

Deve-se ressaltar aqui que a quadratura de gauss no elemento quadrilateral ndo distorcida é
6tima, o que ndo acontece com subelementos triangulares com o mesmo nimero de pontos de

integracgao.

3.2 Caso 2 - Calculo do FIT de uma placa com trinca no centro submetida a um carre-

gamento uniaxial

Para o caso da Figura 3.7 a solucdo exata é a Equacao 3.1. Para esse caso o fator geométrico Y

7z

€

Y (&) = 140256 (&) — 1.152 (&) + 122 (&)
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Figura 3.7 — Placa com trinca no centro submetida
a um carregamento uniaxial.

As dimensoes consideradas para a placa na Figura 3.7 sdo a = lmm, W = 6mm, L = 14mm
e B = 1mm (espessura). Novamente foi aplicada uma tensao remota de ¢ = 1M Pa. Para este
caso s6 foi considerado método de enriquecimento de drea fixa, devido aos melhores resultados

obtidos no primeiro caso estudado. Os resultados para um refino da malha sdo apresentados na
Tabela 3.4.

Tabela 3.4 — Resultados da placa com trinca em carregamento uniaxial.

Quant. K Raio da K; andlitico Erro
Malha | de Ele- ! L Integral J ! 1/h

o | iPay/mm) : nfm] [MPay/mm| %]
16x42 672 2,4067 4,376E-07 1,9902 1,823 2,667 | 32,02
19x%53 1007 2,2870 4,125E-07 1,8263 1,823 3,167 | 25,45
20x53 1060 2,1295 3,891E-07 1,7801 1,823 3,333 16,81
23x54 1242 1,9027 3,463E-07 1,6600 1,823 3,833 4,37
23x56 1288 1,8776 3,417E-07 1,6600 1,823 4,000 3,00

Os resultados de convergéncia obtidos para K; sdo apresentados também na Figura 3.8.
Novamente a linha em vermelho € o valor exato para o K; do problema enquanto a linha em
verde é a convergéncia para o refino da malha. Repare que, a menos do resultado da primeira

malha, parece existir uma curva de convergéncia bastante clara para o problema.
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Figura 3.8 — Gréfico de convergéncia para K; da placa com trinca no
meio em carregamento uniaxial.

Na Figura 3.9 estd mostrado um exemplo de malha de integracdo para o problema, malha

23x56 elementos, enquanto na Figura 3.9 € apresentada as isofaixas para o deslocamento uy.

Uyy VAL

1.3658e-06

1.1707e-06

9.7550e-07

7.8047e-07

5.8535e-07

3.9024e-07

1.9512e-07

0 f
a 2 4 &

]

Figura 3.9 — Malha 23x56 e deslocamento na placa com trinca no
centro em carregamento uniaxial.

Na Figura 3.10 sdo apresentadas as isofaixas de tensdes, tanto para a tensdo de von Mises

quanto para as componentes Oyy, Oyy € Oyy.
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Figura 3.10 — Tensdes na placa com trinca no centro
em carregamento uniaxial.

3.3 Caso 3 - Cilculo do Fator de intensidade de tensio de um corpo de prova padroni-

zado

Para o caso da Figura 3.11 a solucdo exata para K € dada por

K = BL\/WY (%) (3.3)

com

24+ 410,886 4,649 —13.32(a)? +14,72(a)* —5.6(a)*
Y(i> _ ( w)[ i () () (%) ] 54)

(1)’
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1.25W
|

Figura 3.11 — Corpo de prova padronizado com trinca
submetida a um carregamento uniaxial.

Para este caso foram consideradas as seguintes dimensdes para o problema a = 30mm, W =
50mm, B = 18mm (espessura) e uma carga de P = 2000N foi aplicada na regido mostrada da
Figura 3.11. Também para este caso s6 foi considerado método de enriquecimento de drea fixa.

Os resultados para um refino da malha sao apresentados na Tabela 3.5.

Tabela 3.5 — Resultados do corpo de prova padronizado.

Quant. de K; / Elto iﬁ K; analitico Uh Erro
Elementos | [MPa+/mm] ! I nfm] [MPa/mm] (%]
576 209,71 1,862E-03 6 214,6 0,608 2,28
852 211,08 1,874E-03 6 214,6 0,750 1,64
1455 212,42 1,886E-03 6 214,6 0,950 1,02
2304 214,03 1,900E-03 6 214,6 1,161 0,27

Os resultados de convergéncia obtidos para K; sdo apresentados na Figura 3.12. Novamente
a linha em vermelho é o valor exato para o K; do problema enquanto a linha em verde € a
convergéncia para o refino da malha. Observe que existe uma curva de convergéncia bastante

clara para o problema.
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Figura 3.12 — Gréfico de convergéncia para K; do Corpo de prova
padronizado.

Na Figura 3.13 estd mostrada a malha de integracdo, chamada de malha 58x68, enquanto na

Figura 3.15 € apresentada a saida para o deslocamento u, em isofaixas.

40

-10 0 10 20 30 40 50

Figura 3.13 — Malha 58x68 do Corpo de prova padronizado.
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Figura 3.14 — Elementos com enriquecimento de elemento de ponta de
trinca com nds em azul.
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Figura 3.15 — Deslocamento do Corpo de prova padronizado.

Na Figura 3.16 sdo apresentadas as isofaixas de tensdes, para a malha da Figura 3.13, tanto

para a tensdo de von Mises quanto para as componentes Oy, Oyy € Oyy.

100 200 300 400

Figura 3.16 — Tensdes no Corpo de prova padronizado.



65

3.4 Caso 4 - Célculo do Fator de intensidade de tensio de um corpo de prova tipo viga
bi-apoiada.

Esse exemplo € um caso de elasticidade plana com carregamento e condi¢des de contorno in-

dicados na Figura 3.18. Neste caso serd mostrado a andlise de convergéncia do fator de inten-

sidade de tensdo K; para uma estratégia obtida pelo enriquecimento indicado na Figura 3.17

juntamente com o refino homogéneo da malha conforme Tabela 3.6.

O fator de concentragdo de tensdo para este caso é

Ki=—=Y () (3.5)

com

Y(%) - 2<1+23%) (1%_ — {1.99—% (1—%) (2.15—3.93%+2.7 (%)2)} .

asr

ooo

o
or o

o
25 0

201 4]

Figura 3.17 — Elementos com enriquecimento de elemento de ponta
de trinca com nés em azul, e elementos que compartilham algum né
enriquecido.

Na Figura 3.18 sao consideradas a = 30mm, W = 100mm, S = 4W, B = 30mm (espessura)
e P =4000N.
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Figura 3.18 — Caso viga bi-apoiada.
Seguindo a mesma linha adotada para os tltimos casos, aqui também para este caso s6 foi
considerado método de enriquecimento de drea fixa. Os resultados para um refino da malha sdo

apresentados na Tabela 3.6.

Tabela 3.6 — Resultado caso Viga bi apoiada.

Malha Quant. de K; I Raio Integral J K analitico Erro [%]
Elementos [MPa+/mm] [mm] [MPa\/mm]
20x12 240 54,8515 4,754¢-04 10 81,133 32,39
40x18 720 82,4749 7,148e-04 10 81,133 1,65
50x20 1000 67,6774 5,865E-04 10 81,133 16,58
60x24 1440 82,1035 7,116E-04 10 81,133 1,20
70x26 1820 73,3960 6,361E-04 10 81,133 9,54
90x32 2880 83,5075 7,237E-04 10 81,133 2,93
102x38 3876 79,2703 6,870E-04 10 81,133 2,30
110x44 4840 82,5708 7,156E-04 10 81,133 1,77
120x50 6000 80,1482 6,946E-04 10 81,133 1,21
130x54 7020 81,4851 7,062E-04 10 81,133 0,43

Os resultados de convergéncia obtidos para K; sdo apresentados na Figura 3.19. Novamente
a linha em vermelho € o valor exato para o K; do problema enquanto a linha em verde € a
convergéncia para o refino da malha. Diferentemente dos casos anteriores aqui a convergéncia
ndo apresenta uma curva de tendéncia. Embora apresente um comportamento “dente de serra”
e fique dificil falar em convergéncia pode-se notar que os valores em verde oscilam em torno
do valor exato tendo uma tendéncia de diminuicdo a medida em que o nimero de elementos €

aumentado.
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Figura 3.19 — Griéfico de convergéncia da Viga bi-apoiada.

Na Figura 3.20 estd mostrada uma malha de integracdo para o problema da viga bi-apoiada
enquanto na Figura 3.21 € apresentada a saida para o deslocamento u, na viga em flexdo com

trinca no centro em isofaixas.

50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 3.20 — Malha 130 x 54, 7020 elementos.

<10

Figura 3.21 — Deslocamento na viga bi-apoiada com trinca no centro.

Na Figura 3.22 s3o apresentadas as isofaixas de tensoes, para a malha da Figura 3.20, tanto

para a tensdo de von Mises quanto para as componentes Oy, Oyy € Oyy.
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Figura 3.22 — TensoOes na viga biapoiada com trinca no centro.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho foi analisada a determinacao do fator de intensidade de tensdo em problemas
da mecanica da fratura eléstica linear utilizando a técnica numérica conhecida como método
dos elementos finitos extendidos. Este foi um primeiro trabalho realizado pelo Grupo de Me-
canica Aplicada do Departamento de Engenharia Mecanica e do Programa de P6s-Graduagdo
em Engenharia Mecanica nesta drea e teve como um dos objetivos o de entender as “nuances”
deste método, identificando pontos positivos e outros que necessitam ainda de alguma anélise.
No XFEM implementado neste trabalho, fun¢des de enriquecimento foram introduzidas para
simular a descontinuidade da trinca e o campo de deslocamento singular ao redor da ponta da
trinca; em seguida, a integral de interacdo é empregada para calcular os fatores de intensidade
de tensdo (FIT) nos problemas de fratura eldstica linear. O método € flexivel e versatil mas
notou-se uma grande dependéncia nos resultados dos FIT para a posi¢do da trinca em relagdo
ao elemento/malha, tipo de enriquecimento utilizado e procedimento de integracdao usado. Em
muitos dos casos analisados a convergéncia s6 comecou a ter resultados interessantes para uma
malha ja bem refinada na regido da trinca. Em casos onde se dispdem de valores analiticos
para a verificacdo isso talvez ndo seja um problema mas, para casos préticos, tal dependéncia

da malha de integracdo pode levar a dificuldades de interpretacao do resultado.

4.1 Préximos passos

1. Adicionar elementos Q4 com regularidade C! e C2, em elementos que precisam ser en-
riquecidos por funcdes de ponta de trinca e fun¢des de Heaviside, buscando verificar a

melhoré na convergéncia da solucao;

2. Acrescentar um modelo de plasticidade na regido da ponta da trinca, que atenda a estados

de nao linearidade material;

3. Desenvolver um método iterativo que possa verificar se ocorrerd propagacao na ponta da

trinca a cada passo da iteragao de carregamento;

4. Com as funcdes Level Set ja desenvolvidas no presente trabalho, adicionar um caso que

permita ter inclus@o com propriedades do material diferente da matriz.
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