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Prefacio

O Curso de Pré-Calculo é uma das agoes do Programa Pré-Célculo da UFRGS, que
abriga diversas atividades oferecidas pelo Departamento de Matemaética aos alunos das
disciplinas de Célculo pelo Departamento de Matematica Pura e Aplicada do Instituto
de Matemadtica. Esse programa oferece também agoes de cunho exploratorio, que visam
proporcionar um contato com assuntos avancados que nao sao desenvolvidos usualmente
em sala de aula, acOes terapéuticas, dirigidas aos alunos com mais de uma reprovagao
na disciplina, que buscam resgatar seu interesse e proporcionar uma oportunidade mais
efetiva de superacao das dificuldades, e acGes diagndsticas, que pretendem construir um
conhecimento sistematizado sobre as necessidades e dificuldades dos alunos, visando o
aprimoramento das abordagens no ensino do Célculo.

O Curso de Pré-Célculo foi ministrado pela primeira vez na UFRGS no segundo
semestre de 2002. O consenso entre os varios professores que ministravam as diversas
disciplinas de Calculo oferecidas pelo Departamento de Matematica Pura e Aplicada
era de que, no Ensino Médio, a maioria dos estudantes tenta resolver os exercicios
com o objetivo primordial de concluir a penosa tarefa o mais rapidamente possivel e
encontrar a resposta certa, em geral sem o cuidado de considerar as situactes em que
valem as propriedades e as condigdes para que se possam aplicar determinadas regras
e sem preocupar-se com a apresentacao clara do raciocinio desenvolvido para resolver
os problemas propostos.

Essa visao motivou a criacao do Curso de Pré-Calculo, cujo principal objetivo é
propiciar uma experiéncia que facilite a transicao da Matematica do Ensino Médio para
a de nivel superior, em especial o Calculo, pelo incentivo a compreensao dos conteudos
e pelo estimulo a expressao escrita dos argumentos e raciocinios utilizados na solucao
dos problemas. Desta forma, se busca fortalecer a autonomia e a autocritica, tanto no
estudo como na superacao das dificuldades.

Desde entao, tem sido oferecido com 30 horas-aula, antes do inicio de cada semes-
tre letivo, para os calouros de todos os cursos da Universidade, cuja grade curricular
contenha alguma disciplina de Céalculo no primeiro semestre. Desde sua implantacao, o
Curso de Pré-Célculo ja sofreu varias modificagoes, algumas na metodologia de trabalho
desenvolvida em sala de aula, outras na bibliografia utilizada.

O presente livro, fruto do trabalho de varios professores que vém lecionando os
cursos de Pré-Calculo, visa atender aos objetivos do Curso de Pré-Calculo, acima ex-
postos, e é a consolidacao de apostilas anteriormente elaboradas para esse curso. Em
seus capitulos, escritos por diferentes professores em uma linguagem de transicao entre
a linguagem formal dos livros de Célculo e a dos livros de Matemaética do Ensino Médio,
sempre que possivel, a teoria é apresentada através de exemplos motivadores.



Finalmente, uma recomendacao especial aos alunos que farao uso deste texto. Como
se deve ler um texto de Matemaética? Devagar e com cuidado! Com cuidado e atencao
suficientes para compreender o texto e preencher as lacunas que certamente existem,
fazendo uso de uma folha de rascunho ou, melhor ainda, das margens deste livro,
para enfatizar pontos, levantar questoes, fazer pequenos célculos e corrigir erros de
impressao. Falhas podem ser encaminhadas aos autores através do endereco eletronico
mat-calculo@ufrgs.br.

Bom curso.

Outubro de 2007

Os Organizadores

Prefacio da Terceira Edicao

Depois de trés anos, durante os quais foram oferecidas seis edigoes do Curso de
Pré-Célculo da UFRGS utilizando a segunda edigdo deste livro como texto, estamos
apresentando esta terceira edicdo. Durante esse periodo foram apresentadas algumas
sugestoes e criticas, vindas de alunos, ex-alunos, monitores e professores envolvidos com
0 curso, aos quais estendemos nossos agradecimentos. Também nos foram encaminha-
das varias correcoes, que foram sendo incorporadas numa errata publicada na pagina
do Pré-Célculo, em www.ufrgs.br/procalculo/ErrataSegundaEdicao.pdf.

Nesta terceira edigao incorporamos todas essas sugestoes e correcoes, mas possivel-
mente ainda haverd falhas e, acima de tudo, possibilidades de melhoria. Continuamos
abertos para receber sugestoes, criticas e informagoes sobre erros de impressao através
do enderego eletronico mat-calculo@ufrgs.br.

Bom curso.

Outubro de 2012

Os Organizadores



Geometria Analitica e Funcbes Reais Capitulo 1

Alvino Alves Sant'Ana Fldvia Malta Branco
Liana Beatriz Costi Ndcul Maria Paula Goncalves Fachin
Marilaine de Fraga Sant'Ana Vania Kraemer

A necessidade de apresentar modelos que permitam explicar e compreender o mundo
fisico tem sido um dos grandes fatores motivadores do desenvolvimento da Matematica.
Numeros foram criados para contar e medir, ao passo que desigualdades foram introdu-
zidas para comparar grandezas e fungoes foram inventadas para expressar dependéncia
entre variaveis.

Inicialmente veremos algumas propriedades dos niimeros reais e em seguida in-
troduzimos conceitos fundamentais da Geometria Analitica. Atualmente, o uso desses
conceitos é bastante comum. Entretanto, na época em que a Geometria Analitica estava
sendo desenvolvida, a Geometria e a Algebra — o0s dois grandes ramos da Matematica
— eram praticamente independentes um do outro. As retas e os circulos pertenciam a
Geometria, enquanto que as equacoes a Algebra. Usar coordenadas para expressar os
pontos de um circulo faz parte do que hoje é conhecido como Geometria Analitica. Nas
ultimas segoes apresentamos as fungoes reais.

1.1 — NUMEROS REAIS

Os numeros reais, suas propriedades e relagoes sao conceitos béasicos para o Calculo.
Os reais mais conhecidos sao ..., —4,-3,—2,—1,0,1,2,3,4,..., que formam o conjunto
dos numeros inteiros, representado por Z.

. ~ m , . .
Considerando todas as fragbes —, com m e n nimeros inteiros e n # 0, com a
n

a c
igualdade definida por 757 se, e somente se, ad = bc, obtemos o conjunto dos nimeros

racionais, representado por Q. Note que duas fragdes com 0 mesmo denominador serao

. . . , a c
iguais se, e somente se, tiverem o mesmo numerador, isto é, 7= se, e somente se,

b

k
e b %,ondekEZek;&O.No
entanto, os nimeros racionais G e 3 sao iguais, uma vez que 3 X 8 = 24 = 6 X 4, mas

p ’ -~ . . ~ a
a = c¢. Também é verdade que sdo iguais as fracées — e

nao existe um nimero inteiro nao nulo k£ para o qual valha 3 x k=4e 6 x k = 8.

’ . m . , - . R
Cada numero racional — possui, também, uma representacao decimal. Para obté-
n



la, basta efetuar a divisao de m por n. Por exemplo,

1 1 5 _

- =0,2 — =0,142 — =041

1 0,25, 0,142857 e 17 0,416,

onde a barra acima dos algarismos indica que aquele grupo de algarismos repete-se

indefinidamente. Dizemos, nesse caso, que se trata de uma dizima periddica.

Reciprocamente, se x for uma dizima periddica, ou possuir uma representagao de-
cimal finita,  serd um numero racional.

Os exemplos a seguir podem ser generalizados para dizimas quaisquer e permitem
entender como obter uma fragdo a partir de uma representagao decimal.

2 5 25 1
E l 1.1. 2 - - —_— = = -,
xempro 0.25 =16 100 ~ 100 ~ 2

Exemplo 1.2. Como z = 0,142857 possui um periodo de 6 digitos, multiplicamos

por 109, para obter 10z = 142857,142857. Assim, 1062 — = 142857, de modo que
(10 — 1)z = 142857 e resulta

142857 142857 47619 15873 1443 111 1
x = = =

106 —1 999999 333333 111111 10101 777 7

C1C2...Ct
99...9
iguais a 9 quantos forem os algarismos do periodo (¢, nesse caso).

Regra Geral. © = 0,¢i¢3...¢ = , onde o denominador tem tantos digitos

Exemplo 1.3. Como os dois primeiros digitos da parte decimal de x = 0,416 nao

fazem parte do perfodo, multiplicamos = por 10 para obter 10%z = 41,6 = 41+ 0,6 =
6 2 41 x 3+ 2 125 5

41 + 9= 41 + 3 Logo, 100x = —3 e, portanto, z = 30 " 12

Os numeros cuja expansao decimal nao é finita e nem peridédica sdo denominados
numeros irracionais. Por exemplo, o nimero 2,101001000100001. .., onde entendemos
que em cada grupo de zeros aparece um zero a mais que no grupo de zeros imediata-
mente anterior, é um irracional, pois nao é uma dizima finita nem periédica. Por razoes

andlogas, também ¢é irracional o nimero 34,6755373773777377773. ...

Observamos que a justificativa de que um nimero x seja irracional nao pode ser
feita apresentando algumas (mesmo que muitas!) casas decimais de sua representagao
decimal.

Apenas para exemplificar, justificaremos a seguir que v/2 é um nimero irracional.
Para isso, suporemos que v/2 seja um nimero racional e entdo mostraremos que essa
suposicao nos levard a uma contradicao; portanto, nao poderd ser verdadeira.

10 » PRE-CALCULO * &



Suponhamos que existam numeros inteiros m e n, com n # 0, tais que V2 = P

E claro que podemos supor também que ndo existam fatores comuns entre m e n: se
existissem, simplificarfamos a fracdo! Decorre, entdo, que v2n = m e, elevando ao
quadrado, obtemos 2n? = m?2. Logo, m? é um nimero par e, consequentemente, m
também é um numero par, ou seja, existe um numero inteiro z satisfazendo m = 2z.

Segue que 2n? = m? = (22)2 = 422, Assim, n? = 222 e, como vimos acima, daf
resulta que n é um nimero par.

Portanto, o nimero 2 é um fator comum de m e de n, o que é uma contradigao, pois
tomamos m e n sem fatores comuns. O que nos levou a essa contradicao foi supormos
que V2 seria um numero racional. Assim, esta hipStese ndo pode ser verdadeira e
concluimos que V2 ndo é um nimero racional.

A unido dos ntimeros racionais com os numeros irracionais forma o conjunto dos
nimeros reais, que representamos por R.

Proposicao 1.1. Valem as afirmacoes sequintes.
a) O resultado da adigao de dois nimeros racionais € um nimero racional.

b) O resultado da adi¢ao de um nimero racional com um nimero irracional € um
ndmero irracional.

¢) O resultado da multiplicagao de dois nimeros racionais € um nimero racional.

d) O resultado da multiplicagio de um nimero racional ndo nulo com um nimero
irracional € um numero irracional.

Podemos obter uma correspondéncia entre os nimeros reais e os pontos de uma
reta. Para tanto, escolhemos um ponto arbitrario da reta, que denominamos origem,
e uma unidade de medida. A origem fica em correspondéncia com o nimero 0 (zero).
Na semirreta da direita representamos os nimeros reais positivos e, na outra semirreta,
os numeros reais negativos, conforme a figura abaixo. Essa reta, provida da origem
e da correspondéncia com os numeros reais, costuma ser denominada reta real, sendo
denotada, também, por R.

|
QoI
D=
&

Em R, definimos uma relacao de ordem da seguinte forma: para quaisquer ntmeros
reais a e b, dizemos que a € menor do que b, e denotamos isso por a < b, se, e somente
se, b — a for um numero positivo; nesse caso, dizemos também que b € maior do que a,

g + GEOMETRIA ANALITICA E FUNCOES REAIS « 11



o que denotamos por b > a. Na correspondéncia com a reta real, a < b significa que a
fica a esquerda de b.

Além disso, utilizamos a notacao a < b, que significa que a < b ou a = b. De modo
analogo, b > a significa b > a ou b = a. Dados quaisquer nuimeros reais a,b e ¢, a
expressao a < b < ¢ significa que a < be b < c.

E possivel provar que entre dois ntimeros reais distintos quaisquer sempre existem
nimeros racionais e, também, nimeros irracionais. Por exemplo, dados os nimeros

reais a = 0,12312 e b = 0,1234, temos a < b, portanto, é possivel encontrar um nimero
racional r e um irracional ¢ para os quais vale que a < r < t < b. De fato, escolhendo o

racional r = 0,123432 e o irracional t = 0,12344393393339. .., a desigualdade é vélida.

Algumas propriedades de desigualdades sao andlogas a propriedades de igualdades,
por exemplo, as seguintes.

Proposigao 1.2. Valem as afirmacgoes sequintes.

a) Sea<beb<e entio a < c, para quaisquer a,b,c € R.
b) Sea<b, entioa+c<b+cea—c<b—c, para quaisquer a,b,c € R.
c) Sea<bec<d, entio a+ c < b+d, para quaisquer a,b,c,d € R.

Entretanto, devemos prestar atencao ao multiplicarmos os dois lados de uma de-
sigualdade por uma constante nao nula. Temos duas situagoes distintas, uma para
constantes positivas e outra para constantes negativas, conforme a proposigao seguinte.

Proposigao 1.3. Para quaisquer a,b,c € R, de a < b decorre

ac < bc sec>0 e ac > be se ¢ < 0.

Assim, uma desigualdade troca de sentido quando multiplicamos os dois lados por
uma constante negativa.

A relacao de ordem em R nos permite definir intervalos, o que fazemos a seguir.
Dados a,b € R, com a < b, temos os intervalos conforme o quadro a seguir.

Notacao Notacao de Representacao

simbdlica conjuntos geométrica Classificagao
(a,b) {reR;a<z<b} a b finito: aberto

[a, b] {reR;a<x<b} a lf finito: fechado

[a, b) {reR;a<x<b} ¢ b finito: semiaberto

12 » PRE-CALCULO * &



Notacao Notacao de Representacao

simbdlica conjuntos geométrica Classificagao
(a,b] {reR;a<xz<b} a b finito: semiaberto
(—o0, 0] {r eR; 2 <b} b infinito: fechado
(—00,b) {r eR; x <b} b infinito: aberto
la, 4+00) {r eR;a<z} ¢ infinito: fechado
(a,+00) {reR;a<z} a infinito: aberto
(—00, +00) R infinito: aberto

Da mesma forma que representamos os nimeros reais por meio de pontos em uma
reta, podemos representar pares ordenados de numeros reais por meio de pontos em
um plano.

Para tanto, construimos um sistema
de coordenadas para o plano, denominado Y
sistema de coordenadas retangulares, de-
senhando duas retas perpendiculares, uma
horizontal e outra vertical, que se cortam P = (a,b)
em seus pontos marcados com zero. Esse
ponto é denominado a origem do sistema
de coordenadas e é denotado por O. A
reta horizontal damos o nome de eixo ho- :
rizontal, eizo x ou eiro das abscissas e a i
reta vertical recebe o nome de eizo verti- 0] a x
cal, eixo y ou eixo das ordenadas.

As coordenadas sao identificadas por pontos marcados nesses dois eixos, mantendo-
se em cada eixo uma mesma medida de distancia entre os pontos identificados com os
numeros inteiros. O semieizo positivo = esta a direita da origem e o semieizo negativo
x a esquerda, enquanto que o semieixo positivo y estd acima da origem e o semieixo
negativo y abaixo.

Consideremos, agora, um ponto P qualquer do plano. Desenhamos um segmento de

g + GEOMETRIA ANALITICA E FUNCOES REAIS « 13



reta, paralelo ao eixo y, de P até o eixo x, identificando esse ponto de intersegao por a.
Analogamente, desenhamos um outro segmento de reta, dessa vez paralelo ao eixo =,
de P até o eixo y, identificando por b esse ponto de intersecao. Os nimeros a e b assim
determinados sao denominados a coordenada x, ou a abscissa de P e a coordenada 1,
ou ordenada de P. Também dizemos que P tem coordenadas (a,b), como na figura da
pagina anterior. Note que o ponto (0, 0) corresponde & origem O, que os pontos do tipo
(z,0) estdao no eixo = e que os pontos do tipo (0,y) estdo no eixo y.

Essa correspondéncia entre o ponto P e suas coordenadas é uma correspondéncia
biunivoca entre todos os pontos do plano e todos os pares ordenados de ntimeros reais.
De fato, para cada ponto P do plano temos um tnico par ordenado que representa
suas coordenadas e, da mesma forma, a cada par ordenado de nimeros reais podemos
associar um unico ponto P com tais coordenadas.

Os dois eizos coordenados, ou seja, o eixo x e eixo y, dividem o plano em quatro

quadrantes, cuja caracterizacao é dada pelos sinais das coordenadas.

Y

segundo primeiro
quadrante: quadrante:

r<0ey>0 z>0ey>0

(@] x
terceiro quarto
quadrante: quadrante:

r<0ey<0 z>0ey<0

O plano, munido desse sistema de coordenadas, costuma ser denominado plano
coordenado, plano xy ou, ainda, plano cartesiano.

1.2 - VALOR ABSOLUTO

Definimos o valor absoluto ou mddulo de =, que denotamos por |z |, da seguinte maneira:

r, se x>0,
|z | =
-z, se x<O0.

Observe que, se quisermos obter, para cada nimero real x, a distdncia entre x e a
origem, devemos considerar os casos * > 0,z = 0 e z < 0. Nos dois primeiros casos,
dizemos que a distancia entre 0 e x é o proprio x. No terceiro caso, a distancia é —x.
Portanto, geometricamente, |x| representa a distancia entre 0 e .

14 » PRE-CALCULO * &



Vejamos alguns resultados que decorrem dessa interpretacao geométrica do valor
absoluto.

t O<z
0 x
f 0=z
=0
t 0>x
z 0

Exemplo 1.4. Determinemos todos os nimeros reais x para os quais |z|> 2.

Para isso, marcamos na reta real os pontos 2 e —2, para os quais a distancia até a
origem ¢ 2, ficando, entao, ficil verificar que, para a distancia entre x e 0 ser maior que
2, x deve estar a esquerda de —2 ou a direita de 2, como indica a figura.

92 0 9

Portanto, {z € R;|z|> 2} = (—o0,—2] U [2,4+00). Consequentemente, se quisermos
determinar todos os valores reais de z para os quais |z | < 2, teremos como resposta o
intervalo complementar (—2,2).

Em geral, dado a > 0, de maneira andloga ao que acabamos de fazer para a = 2,
obtemos

{z eR;|z|>a} =(—00,—a]U[a,+0) e {zeR;|z|<a}=(—a,a). (1.1)

Para encontrarmos a distancia entre dois nimeros reais a e b quaisquer, devemos
analisar trés situacoes possiveis para pontos a e b arbitrarios da reta real, a saber,
a<ba=boua>hb.

a<b
a b
a=1»b
a=1b
a>b
b a

No primeiro caso, como b —a > 0, temos |b — a|= b — a; no segundo caso, como
b—a =0, temos |b—a|=0 = b — a; finalmente, no terceiro caso, como b —a < 0,
temos |b—a|= —(b—a) = a — b. Assim, em qualquer caso, temos

|b— a|= distancia entre a e b.

g + GEOMETRIA ANALITICA E FUNCOES REAIS + 15



Exemplo 1.5. Escrevamos o conjunto {t € R;|t —2|< 3} como um intervalo, ou
uniao de intervalos.

Pela interpretacao acima, esse conjunto consiste em todos nimeros reais ¢t para os
quais a distancia ao niamero real 2 é menor do que 3.

Considerando uma régua de comprimento 3, com uma das extremidades fixada em
a = 2, os numeros reais t que sao atingidos com essa régua estao a uma distancia menor
do que o comprimento da régua, ou seja, menor do que 3.

3 3

|
w

|
[\

|
—_
o_ = -
—3 L
(NGRS S ]
w_ - -
’_b_ - -
ot
OJ__

Obtemos, assim, a resposta {t € R; |t — 2| < 3} = (—1,5).

Como poderiamos obter esse resultado algebricamente? Basta usarmos (1.1) com x
substituido por ¢t — 2, como segue.

[t —2|<3<= -3<t—-2<3<= -1<t<hb.

Portanto, novamente concluimos que o conjunto solugao é o intervalo (—1,5).

Generalizando o que foi feito no exemplo acima, vemos que, fixado um nimero real
a e dado r > 0, os reais t que estao a uma distancia de a menor do que r formam o
intervalo aberto (a —r,a + r). Assim,

{teR;|t—al<r}=(a—r,a+7r),

como se observa na figura.

a—rT a a-+r

Terminamos esta segao relacionando o valor absoluto com a raiz quadrada de um
nimero real.

Para um ndmero positivo arbitrdario a, o simbolo y/a representa o nimero real
positivo cujo quadrado é a, ou seja,

Va=b < b>0 e b =a.
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Por defini¢do, ndo apenas o numero a deverd ser positivo, para que possamos cal-
cular sua raiz quadrada, mas também o resultado obtido ao calcularmos tal raiz devera
ser positivo.

Observagoes:

a) O resultado obtido ao calcularmos uma raiz quadrada serd sempre um unico
nimero real. Assim, a afirmacio v/4 = 42 nao est4 corretal O correto é afirmar-
mos que V4 = 2.

b) As igualdades 22 =4 e 2z = V4 ndo sdo equivalentes, pois, a primeira é satisfeita
pelos numeros reais 2 e —2 e a segunda ¢ satisfeita apenas pelo nimero real 2.

Para um nimero real arbitrario z, teremos sempre que 22 > 0, portanto, faz sentido
calcularmos vz2. O que obteremos nesse caso?

Sabemos que os numeros reais r e —x, sdo os Unicos que, quando elevados ao
quadrado, resultarao em z2. Assim, ambos satisfazem uma das condicoes exigidas na
definicdo dada acima. A raiz quadrada procurada serd, entdo, o préprio x, se x > 0,
ou —z, se x < 0. Portanto, pela definicao de valor absoluto, podemos afirmar que

Va2 = |z|.

1.3 - DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS DO PLANO

Inicialmente provaremos o Teorema de Pitdgoras sem fazer uso de coordenadas.

Teorema 1.4 (Teorma de Pitdgoras). Em todo triangulo retingulo, a soma dos qua-
drados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.

b a

a Demonstracao. Considere um triangulo retan-
gulo cujos catetos medem a e b e a hipotenusa
mede c. Vamos denotar por a o dngulo oposto
ao cateto que mede a e por 8 o angulo oposto
ao cateto b. Lembre que, por se tratar de um
b triangulo retangulo, temos o + 3 = 90°. Agora
forme um quadrado cujo lado mede a + b, dis-
ﬂ/ 3 pondo quatro réplicas do triangulo nos cantos
P b desse quadrado, como mostra a figura ao lado.

Observe que, assim, obtemos um quadrildtero de lados c. De fato, esse quadrilatero
é um quadrado, pois, denotando por v qualquer um de seus angulos internos, vemos
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que o + 0+ v = 180° e, portanto, v é um angulo reto. A drea do quadrado maior é
igual a quatro vezes a area do triangulo inicial mais a area do quadrado menor, ou seja,

b
(a+b)2:4%+02<:>a2+2ab+b2:2ab+02<:>a2+b2:(327

demonstrando o Teorema de Pitdgoras. O

A férmula da distancia entre dois pontos do plano cartesiano é uma aplicacio direta
do Teorema de Pitagoras.

Vamos considerar dois pontos Py = (z1,41) € P» = (22, y2) no plano zy. O segmento
que une esses pontos e cujo comprimento, que sera identificado por d, nos da a distancia
entre eles, é a hipotenusa de um triangulo retangulo. De acordo com a posicao dos
pontos dados, os catetos desse triangulo medem x9 —x1 ou &1 — 9 € Yo — Y1 OU Y1 — Y2-
Ou, simplesmente, |z2 — 1] e |y2 — y1].

Observe que

[me — 1] = (22 — 21)* = (21 — 22)°

lya — 9112 = (y2 — y1)* = (y1 — 12)?,

independentemente da posicao ocupa-
da pelos pontos P; e P> no plano xy.
Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, ob-
temos a férmula da distancia entre dois | |

pontos, a saber, L1 T2 r

d? = (v —x1)* + (y2 —)? <= d = /(z2 — 21)2 + (y2 — 11)?,

como ilustra a figura acima.

Dados dois pontos P; e P, no plano xy, pode-se perguntar quais sao as coordenadas
do ponto médio do segmento que os une. Primeiramente vamos considerar que esses
pontos estao sobre o eixo x, isto é, P, = (x1,0) e P, = (x2,0), sendo 21 < x2. A metade

desse segmento mede 5(:172 — x1) e, portanto, a coordenada x do ponto médio é dada
por
1 1

x|+ 5(%2 — 331) = 5 (xg +x1).

Se consideramos xo < x1 também obtemos a mesma coordenada x para o ponto
médio do segmento que une P; e P;. Isso significa que, independentemente da posicao
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desses pontos, a média aritmética de suas coordenadas define o ponto médio do seg-
mento.

Consideremos, agora, dois pontos P; = (z1,y1) e P» = (z2,y2) quaisquer do plano
xy e seja M = (a,b) o ponto médio do segmento definido por tais pontos. A par-
tir de P, P, e M definimos os pontos Ay = (x1,b) e A2 = (a,y2), conforme figura.

Podemos verificar que o triangulo de
vértices A1, P; e M é semelhante ao trian-
gulo de vértices Ao, M e P, e que, por-
tanto, denotando por d a distancia entre
os pontos P, e P, temos

a—1r1 _ T2—a 2a w1+ T2
/2 d/2 d d
x
—a= 1+ 7 .
2
f De forma analoga pode-se mostrar que
| i |
96'1 3 xl2 " p— -;yz .

Observe que a é o ponto médio de x1 e x3, no eixo x, e que b é o ponto médio de y;
€ Y2, NO eixo Y.

Assim, concluimos que o ponto médio M = (a,b) do segmento de reta que une dois
pontos P; = (z1,41) e Py = (x2,y2) do plano é dado por

M= <$1+$2 y1+y2>'

2 72

Exemplo 1.6. Calculemos a distancia entre os pontos P; = (—2,3) e P, = (2,1), bem
como as coordenadas do ponto médio do segmento de reta que une esses pontos.

Pelo visto, a distancia entre esses dois pontos é dada por

d=VE- (2P + {13 = VP + (27 = VI = 25
e o ponto médio do segmento que une esses pontos é dado por

M= <_22+2’¥) =(0.2).

Faca um esbog¢o no plano xzy marcando esses pontos P; e P5 e verifique, geometrica-
mente, as coordenadas do ponto médio do segmento determinado por esses pontos.
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1.4 — COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA NO PLANO

A cada reta nao vertical do plano estd associado um nimero que especifica sua direcao,
denominado coeficiente angular, ou entdo, inclinacdo, declividade, ou ainda, pardmetro
angular da reta. Esse numero diz quantas unidades de crescimento (ou decaimento)
vertical ocorrem quando fazemos uma variacdo de uma unidade na horizontal, da es-
querda para a direita.

Dados dois pontos P; = (x1,y1) e P» = (x2,y2), o coeficiente angular da reta que
contém esses dois pontos (e contém também o segmento que os une) é dado por

Y2 — Y1
m—=——-.
T2 — X1

E comum simbolizar a variagdo na coordenada x por AX e a variacdo em y por AY.
Assim, podemos reescrever o coeficiente angular de uma reta como

_AY oy Yy

m_ﬁ_l’g—xl‘

E importante salientar que cada reta
possui um unico coeficiente angular m
e essa constante pode ser determinada Ya
por meio de quaisquer dois pontos so-
bre a reta. Podemos observar esse fato
através da figura ao lado, onde temos
quatro pontos sobre a mesma reta.
Considerando-se os pontos P; e P,
temos m = AY/AX. Por outro lado, Y3
se consideramos os pontos P3 e P, con-
cluimos que m = Ay/Az. Entretanto,
os dois triangulos retangulos determina-
dos por esses pontos sao semelhantes,
0 que nos permite concluir que as duas
razoes sao iguais, ou seja,

Y2

1

mo DY -y Ay ya—us
AX 19—z Ax x4 —1x3
Observe, também, que a ordem em que tomamos os pontos P; e P» nao faz diferenca
no calculo de m, ja que
Y1 —Y2  Y2—U1
Tr1 — T2 N To — X1 '

Entretanto, como ja foi dito, é preciso manter a coeréncia com a escolha feita: uma vez
escrito o numerador, s existe uma maneira correta de escrever o denominador.
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Vamos estudar, agora, como identificar retas através do sinal do seu coeficiente
angular. Observe as retas das figuras dadas. Na primeira, temos uma reta horizontal.
Podemos verificar que dois pontos distintos P = (z1,y1) e @ = (22, y2) quaisquer nessa
reta tém a mesma ordenada, ou seja, y; = yo. Assim, o coeficiente angular dessa reta é
nulo, pois

m:uzlzo
o —121 Az '
) ) )
P Q
P . ~Z
\\Q\
_A
x x x

Na segunda figura, temos uma reta inclinada para cima na direita. Considerando
dois pontos distintos P = (z1,y1) e @ = (z2,y2) nessa reta, com xy > x1, observamos
que y2 > y1. Dessa forma, Ax = x5 —x1 > 0e Ay = yo — y1 > 0. Assim, o coeficiente
angular dessa reta é positivo,

— A
mziy2 I :—y>0.
o —x1 Az
J& na terceira figura, temos uma reta inclinada para baixo na direita. Nesse caso,
se P = (x1,y1) e Q = (x2,y2) sdo dois pontos distintos nessa reta, com zo > x1, entao
Y2 < Y1 €, portanto, Ax > 0 e Ay < 0. Assim, obtemos um coeficiente angular negativo,

m=L2"9 :%<0.

o —x1 Az

A inclinacao de uma reta qualquer também pode ser determinada considerando-se

dois pontos dessa reta tais que a diferenca entre as suas abscissas seja 1. Por exemplo,

tomando P = (z1,y1) e @ = (z1 + 1,¥2), o sinal do coeficiente angular da reta que
contém esses dois pontos serda dado pelo sinal de y» — y1, pois

Y2 — W1

_7951—#1—351 =Y2 —Y1.

Dessa forma, fica facil observar que m = 0 se a reta é horizontal, m > 0 se a reta é
inclinada para cima, a direita, e m < 0 se a a reta ¢é inclinada para baixo, a direita.
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Exemplo 1.7. Determinemos o coeficiente angular da reta que contém os pontos P; =
(—=2,0) e P, = (0,3).
3-0 3

Pelo visto, o coeficiente angular é dado por m = m =5

1.5 - EQUACAO DE UMA RETA NO PLANO

Vamos iniciar esta secao apresentando um problema que foi bastante discutido e estu-
dado nao faz muito tempo.

Na década de 1990 houve uma discussao sobre a reforma do sistema previdenciario.
Para efeitos da aposentadoria de um trabalhador desse sistema, foi estipulada uma
combinacao entre o seu tempo efetivo de contribuicao e a sua idade, de acordo com
uma regra, denominada “Férmula 95”. De acordo com essa regra, o trabalhador teria
direito a sua aposentadoria quando a soma da sua idade com o nimero dos anos em
que contribuiu comprovadamente para o sistema previdenciario fosse igual a 95.

Segundo essa regra, com que idade um trabalhador poderia se aposentar, conside-
rando que ele iniciou sua vida profissional aos 25 anos e que sempre contribuiu regu-
larmente para o sistema previdencidrio? Para responder essa pergunta, denotemos por
y a idade procurada. Dessa forma, o nimero de anos trabalhados deve ser y — 25 e, de
acordo com a regra, devemos ter a soma de y com y — 25 igual a 95, ou seja,

120
y+(y—25):95<:>2y:95+25<:>y:7 < y = 60.
Portanto, um trabalhador que tivesse iniciado sua vida ativa aos 25 anos, poderia se
aposentar aos 60 anos, desde que tivesse trabalhado durante 35 anos e contribuido
regularmente para o sistema previdenciario.

De acordo com a mesma regra, se o trabalhador comecasse sua vida profissional aos
35 anos, poderia se aposentar com 65 anos, pois

130
y+(y—35):95<:>2y:95—|—35<:>y:7<:>y:65.

Trabalhamos acima com igualdades denominadas equagoes. Em geral, uma equagao
¢ uma igualdade que envolve uma ou mais grandezas desconhecidas.

Uma equacao de primeiro grau a uma varidvel é aquela que pode ser escrita na
forma ay + b = 0, onde a e b sdo constantes, a # 0 e y é a varidvel ou incégnita. Na
equacao acima utilizamos y para representar a varidvel, mas poderiamos ter escolhido
qualquer outro simbolo como, por exemplo, a letra x, que é a mais usual. Lembre que
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o0 mais importante é manter a coeréncia, nao utilizando mais do que um simbolo para
a mesma incognita.

As equacoes de primeiro grau a uma varidvel sao de facil resolucao, conforme vimos
nos casos acima. De fato,

b
ay+b=0<=ay=-b<=—=y=——.
a

Como um exemplo, observe que a equacao 3z — 40 = 104 pode ser resolvida assim:

3z —40 =104 <= 3z =104+ 40 & = = 48.

Voltando ao problema inicial, observamos que a idade de aposentadoria de um tra-
balhador varia de acordo com a idade com a qual ele iniciou sua atividade profissional;
conforme vimos,

inicio aos 25 anos =  aposentadoria aos 60 anos;
inicio aos 35 anos =  aposentadoria aos 65 anos.

Como a idade de inicio da vida profissional é uma varidavel, vamos representé-la
por x; continuaremos utilizando y para representar a idade com a qual o trabalhador
pode se aposentar, segundo a “Férmula 95”. Desse modo, temos que o niimero de anos
trabalhados é expresso por y — x e a férmula pode ser escrita como

%@E— +%—0
2 g YT TV

x

y+(y—x):95<:>2y:w+95<:>y=§+
Observe que essa equacao ¢ diferente das vistas nos exemplos anteriores, pois esta-
belece uma relagao entre duas varidveis. Note que o par de ntimeros z = 25 e y = 60

satisfaz a equacao y = ; + 47,5, o0 mesmo acontecendo com x = 35 e y = 65. Qual

o valor de y, se © = 297 E se x = 307 Verifique se existe outro par de niimeros que
satisfaz a equacao acima. Quantos pares (z,y) satisfazem essa equacao?

Vejamos um outro exemplo. Uma industria paga por hora, a cada operario de um
determinado setor produtivo, um valor fixo de 5 reais e mais um adicional de 70 centavos
por unidade produzida durante a hora. Encontre a equagdo que fornece o salario-hora
de um operario desse setor, que representaremos pela variavel y, em termos do nimero
z de unidades produzidas, por hora, nesse setor.

A solucao é dada pela equacao y = 5 + 0,7x. Note que y depende de x; assim,
poderiamos escrever y(z) em lugar de y, ficando mais clara a ideia de dependéncia.
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E se o fixo mudasse para 7 reais por hora? E se, além disso, a unidade produzida
fosse cotada em 1 real? Esses fatos mudariam a equagao? Usando o que ja foi estu-
dado nas segOes anteriores, tente estabelecer uma maneira de visualizar as respostas
encontradas.

Nosso objetivo, a partir de agora, é relacionar equagoes a uma e duas varidveis com
o ponto de vista geométrico de retas que vimos na segao anterior. E assim que vamos
responder as questoes propostas acima. O que queremos, na verdade, é estabelecer
uma equagao que identifique uma determinada reta no plano. Assim, dada uma reta
poderemos representd-la analiticamente por meio de uma equagao e também, dada tal
equacao, poderemos representa-la geometricamente no plano xy. Essa representacao
geométrica é conhecida também como o grdfico da equacao da reta.

Vamos comecar respondendo a seguinte pergunta: que condigoes as coordenadas de
um ponto @ = (z,y) devem satisfazer para que esse ponto pertenca a uma reta r dada?

Iniciamos com as retas verticais, que tém a caracteristica de que todos os seus
pontos possuem a mesma abscissa. Assim, se a reta corta o eixo x num ponto (xg,0),
entao todos os pontos que pertencam a essa reta também tém abscissa g, logo o ponto
Q@ = (z,y) pertence a essa reta se, e somente se, x = g, o que define a equagao dessa
reta vertical.

Equagao de reta vertical passando por Py = (g, yo): T = x0

De maneira andloga, podemos pensar nas retas horizontais, em que todos pontos
possuem a mesma ordenada. Dessa forma, se a reta horizontal passa por um ponto
Py = (z0,90), entdo seus pontos podem possuir qualquer abscissa, mas precisam ter
ordenada yg, ou seja, um ponto ) = (z,y) do plano pertence a essa reta se, e somente
se, y = 1yg. Essa é a equacao procurada.

Equagao de reta horizontal passando por Py = (xg,¥yp): Y=o

Vamos considerar, agora, uma reta r que nao seja vertical nem horizontal e tomemos
dois pontos distintos Py = (zg,y0) € P1 = (21, y1) pertencentes a essa reta r, conforme
figura na pégina seguinte. A condicao necessaria e suficiente para que um ponto @),
distinto de Py, pertenca a essa reta r é que

Y=Y Y1 — Yo

T—x9 T —T0

ou seja, que
Y—Yo
T — X0

= declividade da reta r.
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De fato, se juntarmos aos pontos Py, P; e @) os pontos A = (z1,y) e B = (x1,y0),
ficam determinados dois triangulos, 77, com vértices Py, B e Py, e T, com vértices @, A
e Pp, que sao retangulos (por possuirem catetos paralelos aos eixos coordenados).

Y Se o ponto () pertence a reta r, entao
os triangulos T7 e T5 sao semelhantes, con-
forme pode ser observado na figura, de

Y—% Y1 — Yo

modo que = . Recipro-
T — X Tr1 — X0
Y—Y _ Y1 — Yo ~
camente, se = , entao,
T — X r1 — X0

como esta proporcionalidade ocorre en-
tre catetos de triangulos retangulos, tais
triangulos sao semelhantes. Portanto, o
angulo oposto ao lado QA no triangulo T5
deve ser igual ao angulo oposto ao lado
Py B no triangulo T7.

Assim, a reta que passa pelos pontos
Py e QQ é igual a reta que passa por P; e
/ Zo T 1 * Py. Logo, o ponto Q pertence a reta r.

Notemos que a igualdade Y—% _ A~ % é satisfeita por todos os pontos da
T — X r1 — X0

reta r distintos de Fy. Porém, todos os pontos que satisfazem essa igualdade também
Y1 — Yo N
T1 — Xo

devem satisfazer a igualdade y — yg = x — xp), sendo esta ultima satisfeita

inclusive pelo ponto Py. Por outro lado, todos os pontos (x, y) que satisfazem a igualdade

Y— 1= _N"% = (x — ), com x # xp, portanto, distintos de Py, satisfazem também a
Tr1 — X
igualdade y_% _ 91 Y e, consequentemente, pertencem a reta r.

T—1xy T — X0

Assim, todos os pontos (z,y) da reta r, e apenas estes, satisfazem a igualdade

Y1 — Yo ) ~ - .
Y — Yo = (:1: - :1:0), que serd, entao, uma equacao da reta r. Como vimos ante-
r1 — o
. ~ Y1—Y , . .. - .
riormente, a expressao ——— € a inclinacdo da reta. Se a substituirmos por m nessa
1 — Zo

equacao da reta, obtemos a forma ponto-inclinacao da equacao da reta.

Equacao de reta passando por

Py = (x0,y0) com inclinagao m: y —yo = m(x — o)

Observe que a equacao da reta horizontal pode ser obtida a partir da forma ponto-
inclinagao, pois ela passa pelo ponto P = (zg,y0) com inclinacao m = 0, resultando
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Yy —yo =0, ou seja, y = Yo.

A equacgao da reta que passa pelo ponto P = (0,b) do eixo y com inclinagdo m é
dada por
y—b=m(x —0) <=y =ma+D.

Dizemos que y = mx + b é a equacao reduzida de uma reta. Qualquer reta que nao
seja vertical admite uma equagao desse tipo. O ponto de interse¢ao b da reta com o
eixo y é denominado coeficiente linear ou parametro linear da reta.

Consideremos, agora, a equacdo geral de primeiro grau a duas varidveis
Ax+ By+C =0,

com A, B e C constantes reais, mas tais que A e B ndo sejam simultaneamente nu-
los. Essa é a forma geral de uma equacao de primeiro grau com duas varidveis e é
denominada equacdo geral da reta, de acordo com o resultado seguinte.

Proposicao 1.5. Toda equacao geral de primeiro grau a duas varidveis representa uma
reta. Reciprocamente, toda reta possui uma equacdo dessa forma.

Demonstracdo. De fato, seja Ax + By + C' = 0 uma equagao geral de primeiro grau a
duas varidveis.

e Se B =0, entao A # 0 e, nesse caso, x = —%, que é a equacao de uma reta
vertical.
. C , .
e Se A = 0 entdo B # 0 e, nesse caso, y = —g> due ¢ a equagao de uma reta
horizontal.
e Se ambos A e B sdo nao nulos, podemos escrever By = —Axz — C ou, equivalen-
temente,
A C
Y= B T = B
que é a equacao reduzida de uma reta com coeficiente angular m = —ge coefi-
ciente linear b = —g.
B

Reciprocamente, toda reta do plano pode ser representada por uma equacao na
forma geral. De fato, temos trés situagoes.

e Reta vertical: a equacao x = x( dessa reta pode ser escrita como 1z +0y—x¢ = 0,
ou seja, basta considerar A=1, B=0e¢ C = —x.
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e Reta horizontal: a equacao y = yy dessa reta pode ser escrita como Ox+y—1yo = 0,
ou seja, basta considerar A =0, B=1e C = —yj.

e Demais retas: uma reta passando por um ponto P = (x,yg) com inclinagao m
tem sua equagao dada por y — yo = m(x — xp) e essa equacao pode ser reescrita
como —mzx +y + (mxg — yo) = 0, que é a equagao na forma geral, com A = —m,
B=1eC =mzy— yo.

Dessa forma, concluimos a demonstracao da proposicao. O

S~
\ S
T~ x x
Retas Paralelas Retas Perpendiculares

Valem os dois resultados a seguir; as demonstracoes sao deixadas como exercicios.

Proposicao 1.6. Consideremos duas retas quaisquer que ndo sejam verticais.

a) As retas sao paralelas se, e somente se, seus coeficientes angulares forem iguais.

b) As retas sao perpendiculares se, e somente se, o produto de seus coeficientes
angulares for igual a —1.

De acordo com essas condicoes, se duas retas r e s tém equacgoes reduzidas dadas
por y = mix + by e y = mox + by, respectivamente, entao
1

T s <= m1=mgy rls<m=—— (1.2)
ma

Terminemos esta secao voltando ao nosso problema inicial, que apresentava a “Fér-
mula 95”. Lembramos que um trabalhador que inicia sua vida profissional aos 25 anos
pode se aposentar aos 60 ou, se iniciar aos 35, pode se aposentar aos 65. Vimos que os
pares (25,60) e (35,65) satisfazem essa férmula, dada pela equagao

x
=—+4
Y 2+ 7,5

conforme vimos a p. 23.
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Observe que essa equagao representa uma reta com inclinacdo m = 1/2, identificada
como Férmula 95 na figura ao lado, que nos mostra o grafico dessa reta. No eixo
horizontal x representamos a idade inicial de um trabalhador regularmente inserido
no sistema previdencidrio e, no eixo vertical y, a idade apta para o trabalhador se
aposentar.

Supondo que a idade minima para
Y o inicio da vida profissional com contri-
buicao previdenciaria seja de 18 anos e
Férmula 95 que aos 70 o trabalhador deva se apo-
sentar compulsoriamente, qual serd o in-
tervalo de idade com que um trabalha-
dor deve iniciar sua vida profissional a fim
de se aposentar “integralmente” segundo o
plano previdenciario? A resposta, o inter-
valo [18,45], fica clara quando analisamos
o grafico acima.

: : Podemos também observar que, inici-
13 & > ando aos 18 anos, a idade minima para
a correspondente aposentadoria integral é

de 56 anos e meio.

56,51 -

1.6 — CIRCULOS OU CIRCUNFERENCIAS

Uma aplicacao direta da férmula da distdncia entre dois pontos num plano, vista na
Secao 1.3, consiste no calculo da equacgao de um circulo no plano.

Se Py = (x0,y0) é um ponto dado no plano xy e r é um nimero real positivo, entao
definimos o circulo ou, entao, a circunferéncia C(Fy,r), de centro Py e raio r, como o
conjunto de todos os pontos do plano xy, cuja distancia até o centro Py é igual a r.

Assim, usando a férmula da distancia entre dois pontos, vista na Se¢ao 1.3, podemos
encontrar a equacao desse circulo C'(Py,r). De fato, um ponto P, de coordenadas (x,y),
estd no circulo C(Fy,r) se, e somente se, d(P, Py) = r, ou seja,

d(($7y)> ($07y0)) =7 < \/(l' — l’o)2 + (y — y0)2 =7
= (z—20)* + (y — vo)* =17,

conforme figura na pagina seguinte. Dizemos que

(x —20)* + (y — yo)?> =1

é a forma padrao da equacao do circulo de raio r e centro Py = (x, o). Observe que
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todo circulo centrado na origem e de raio r tem sua equacao padrao dada por

Y
2242 =2

Em particular, se r = 1, obtemos a equacao do circulo
unitdrio ou, entao, trigonométrico, que é, simples-
mente, 22 + 3% = 1. Yo

Exemplo 1.8. Determinemos a equacao do circulo de

centro Py = (—1,2) e raio 3

Pelo que acabamos de ver, a forma padrao da ,
equacao desse circulo é

i) x

- D)+ @-22=(3) = @1 -2 =1,

Como exercicio, esboce o grafico desse circulo.

De acordo com o que vimos acima, dado um circulo qualquer, digamos, de centro

Py = (z0,y0) e raio r, podemos representa-lo pela equacao (z — x9)? + (y — yo)? = 2.

Sera também verdade que a toda equacgao
(x—20)* + (y—w0)’ =k (1.3)

podemos associar algum circulo? A resposta é ndo: essa equacdo s representa um
circulo para valores de k maiores do que zero.

Proposicao 1.7. Valem as afirmagées sequintes relativas a equagao (1.3).

a) Se k>0, o grifico dessa equacdo € o circulo de centro Py = (x9,y0) e raio Vk.

b) Se k =0, essa equagdo sé € satisfeita pelo ponto Py = (x9,yo0), logo seu grdfico
ndo representa um circulo.

c) Se k <0, entdo essa equagdo ndo representa uma curva, pois nao existem pontos
no plano que satisfacam essa condicao.

Desse modo, é ficil saber quando a equagao (1.3) representa, ou nao, um circulo,
bastando para isso observar o valor de k. No entanto, se desenvolvemos os quadrados
dessa equacao, ela pode ser representada por

2® 4y — 2oz — 2yoy + (x§ +yg — k) = 0.
Observe que, dessa forma, temos um caso particular da equacao

Az + By* + Cay+ Dz + Ey+ F =0,
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emque A=B=1,0C=0,D = —2x, E = —2yy e F = 22+ y3 — k; nesse caso,
D? + E? — 4AF = 4k > 0.

A equacio Az?+ By?+ Cay+ Dz + Ey+ F =0, com A, B e C nao sendo simulta-
neamente iguais a zero, é denominada equacdo geral de sequndo grau a duas varidveis.

Cabe aqui perguntar: tomando A =B, C =0 e D?>+ E? —4AF > 0, essa equacio
sempre representa um circulo? Isso podera ser respondido afirmativamente se conseguir-
mos reescrever a equaciao na forma (z —zg)% 4 (y —y0)? = k, com k > 0. A boa noticia
é que podemos, sim, fazer isso, bastando utilizar um procedimento conhecido como
completamento de quadrados. Esse método consiste em uma sucessao de operacoes,
a partir da equacao dada, tendo por objetivo escrever uma equacao equivalente que
contenha expressoes envolvendo um ou mais quadrados perfeitos.

Nos trés exemplos que seguem, exercitaremos essa técnica do completamento de
quadrados, sendo que no primeiro deles faremos isto descrevendo detalhadamente cada
passo dado; depois consideramos o caso geral.

Exemplo 1.9. Verifiquemos se z? + y? — 6z + 8y + 11 = 0 representa, ou nao, um
circulo.

2?4+ y?—6r+8y+11=0 Equacao do segundo grau em duas
varidveis.
(22 — 62) + (y% + 8y) = —11 Agrupamos os termos que depen-

dem da mesma variavel, isolando a
constante —11 a direita da equacao.

(22 —2-3-2)+ (y* +8y) = —11 22 representa o quadrado do pri-
meiro termo que, nesse caso, seré x,
e —2 -3 - x representa —2 vezes o
produto do primeiro termo (z) pelo
segundo que, nesse caso, serd 3.

(22 — 62 +9) + (v +8y) = —11 +9 | Somamos, assim, o quadrado do se-
gundo termo (9) aos dois lados da
equacao, a fim de nao altera-la.

(22 — 62 +9) + (y? +8y) = —2 Observe que, agora, os trés primei-
ros termos da equacao formam um
trinémio quadrado perfeito.

(x —3)2 + (y? +8y) = —2 Substituimos os trés primeiros ter-
mos pelo quadrado perfeito equiva-
lente.
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(=32 + (2 +2-4-y) =2 Trabalhando agora com o0s termos
que dependem de y, y? nos di y
como primeiro termo e 2 -4 - y nos
dé 4 como segundo termo.

(x —3)? + (y?> + 8y + 16) = —2+ 16 | Somamos o quadrado do segundo
termo (16) aos dois lados da
equagao, novamente temos um
trinémio quadrado perfeito.

(x—3)2+ (y+4)2 =14 Substituimos os trés termos pelo
quadrado perfeito equivalente e ob-
temos, assim, a equagao do circulo
na forma padrao.

Como 14 > 0, temos que a equacao obtida representa, efetivamente, o circulo de
centro (3, —4) e raio v/14.

Exemplo 1.10. Escrevamos a equacio 22 +y? + 8z — 10y + 5 = 0 na forma padrio da
equacao do circulo.

As igualdades seguintes sdo equivalentes.
2?4+ y?+8z—10y+5=0
(2 + 8z) + (y* — 10y) = -5
(22 + 8z + 16) 4 (y? — 10y +25) = -5+ 16 + 25
(x+4)*+ (y—5)* =36

Assim, concluimos que a equagao representa o circulo de centro (—4,5) e raio 6. Como
exercicio, esboce o gréfico desse circulo.

Exemplo 1.11. Escrevamos a equacio 3z2 + 3y? — 9z + 16y — 10 = 0 na forma padrao
da equagao do circulo.

As igualdades seguintes sdo equivalentes.

322 4+ 3y* — 92+ 16y — 10 =0

16 10

2 2

ey (74 10y) =

(z T) + y+3y) 3

x2_3x+<§)2 42 16 +<§)2 _10_ 9 &
2 Yr3973) |73 71"
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(-3) +(+3) =%

- - , 3 8 )
Essa equacao padrao representa o circulo de centro <§,—§> e raio

V457
. Como

exercicio, esboce o gréfico desse circulo.

Vejamos, agora, o caso geral. Consideremos uma equagao do segundo grau a duas
varidveis, na qual os coeficientes de 22 e de y? sdo iguais e nao nulos e o coeficiente do
termo em zy é nulo, portanto, uma equagao que pode ser escrita na forma

Az’ + Ay’ + Da+ Ey+ F =0,

que satisfaz também as condicdes A # 0 e D? 4+ E? —4AF > 0. Partindo dessa equacao
e utilizando o método do completamento dos quadrados, chegaremos a equacao padrao
do circulo.

Para tanto, basta observar que sao equivalentes as seguintes igualdades.

A+ Ay + Dz +Ey+ F =0

A<m2+%$>+A<y2+§y> =-F

A<x2+§w+4D—;>+A<y2+§y+4E—;>:—F—i—%j—i-g
D2 EN2 F  D*  E?
(r+5x) * v+ 3z) =2+ w1
D2 EN2  D?+ E? —4AF
(w4 55) +(v+51) = 142

D
A dltima igualdade representa o circulo de centro Py = <— oA 54
B VD2 4+ B2 — 4AF
a 2| 4]

) e raio dado por

1.7 - FUNCOES REAIS

Na Secao 1.5, vimos que é possivel relacionar grandezas por meio de uma equagao cujo
grafico é uma reta, como no exemplo da “Férmula 957, onde a idade da aposentadoria
de um trabalhador dependia de sua idade no inicio de sua vida profissional. Entretanto,
em muitas situacoes do cotidiano, a dependéncia entre duas grandezas nem sempre pode
ser expressa por meio de uma equacao simples como a da reta. A seguir, apresentamos
duas dessas situagoes.
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e A Comissao de Obras de um condominio

decide construir uma calgada com 1,20 m 20

de largura, que devera contornar um jar- '

dim retangular, planejado para ter 50 m? 1,20 - 1,20
de drea. A area total da calgada a ser cons- jardim

truida, que denotaremos por C, depende
do comprimento x de um dos lados do jar- 1.20
dim. Determine C'

a) se x = 7,5m e também se x = 10 m;

b) em termos do comprimento x, indicando os possiveis valores para x € R.

e Um fazendeiro possui 800 m lineares de cerca e pretende utiliza-la toda para cercar
um curral retangular. A area A do curral dependera do comprimento [ de um dos
lados do mesmo. Determine A

a) se l = 10m;

b) em termos do comprimento [, indicando os possiveis valores com [ € R.

Em geral, dizemos que uma varidvel y é uma funcdo de uma variavel z se, para
cada valor de x num conjunto D, estiver associado um unico valor de y. Nesse caso,
¢é denominada variavel independente e y varidavel dependente.

No primeiro exemplo acima, o comprimento x de um dos lados do jardim é a varidvel
independente e a drea C' a ser construida é a varidavel dependente. Nesse exemplo, temos

120
C=24x+—+ 5,76
T
e os possiveis valores de z formam o conjunto D = (0,+00). Note que nao se trata
de uma equacao da reta, pois temos um x no denominador. No segundo exemplo, o
comprimento ! de um dos lados do curral é a varidvel independente e a drea A do mesmo
é a varidvel dependente. Nesse exemplo,

A=4001 — 2,

sendo [ um numero que pode tomar qualquer valor entre 0 e 400, isto é, os possiveis
valores de ! formam o conjunto D = (0,400). Note que, novamente, nao se trata de
uma equacao da reta, pois temos um [ ao quadrado.

Com a notacgao
y=f(z),

que ¢ lida “y é igual a f de z”, expressamos o fato de que y é uma funcao de = e que
o nome dessa funcao é f.
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O conjunto D, formado por todos os possiveis valores que a varidvel independente
x de f pode tomar, é denominado dominio de f e, aquele formado por todos os valores
alcangados pela varidvel dependente y, é denominado imagem de f. O dominio e a
imagem de uma funcao f sao denotados por Dom(f) e Im(f), respectivamente. Obser-
vamos que, quando o dominio da funcao f nao estd explicitado, consideraremos como
o dominio de f o chamado dominio natural de f, formado por todos os valores reais
de x para os quais f(z) também é um numero real. Ou seja, excluiremos do dominio
natural de f apenas aqueles valores de x para os quais f(z) nao resulte nimero real.

Neste texto, trabalharemos com fungoes cujo dominio é, sempre, um subconjunto
de R, geralmente um intervalo, ou uma unido de intervalos, e que associam, a cada
elemento desse dominio, um nico nimero real. Essas fungoes sdo denominadas funcoes
reais de uma varidvel real. Usa-se a notagao f : D — R para indicar que f é uma
funcao cujo dominio é o conjunto D e que, a cada elemento desse dominio, associa um
numero real.

O grdfico de uma funcao f é a representagao, no plano coordenado zy, de todos os
pares (z,y) para os quais y = f(z), com z percorrendo Dom(f).

Y Y

Nao é gréafico de funcao. E gréfico de funcao.

Podemos representar uma funcao apenas pelo seu grafico. Por exemplo, o resultado
de um eletrocardiograma é um grafico que mostra a atividade de um coracao como uma
funcao do tempo. O que realmente interessa aos médicos sao os padroes de repeticao que
ali aparecem, e esses sao mais facilmente detectados no grafico do que por meio de uma
férmula. Além disso, dificilmente teriamos uma férmula para expressar exatamente tal
atividade.

’

Tabelas também aparecem naturalmente em algumas situagoes. E comum encon-
trarmos nos jornais tabelas apresentando, para cada dia do més, a cotagao que o ddlar
atingiu no fechamento do dia. Trata-se de um exemplo de fun¢éo, na qual o dia é a
variavel independente e a cotacao do ddlar a varidvel dependente.

As funcées também podem ser apresentadas verbalmente, ou por meio de um algo-
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ritmo. Em alguns casos, essa é a tnica maneira de fazé-lo, como ocorre quando que-
remos determinar, para cada ntimero inteiro positivo n, qual o enésimo nimero primo.
Nesse caso, nao temos uma férmula geral, porém, utilizando o algoritmo denominado
“crivo de Eratéstenes”, podemos encontrar esse enésimo primo.

Para que uma curva do plano xy seja o grafico de uma funcao, é preciso que se veri-
fique o “teste da reta vertical”, ou seja, cada reta vertical do plano zy deve intersectar
a curva em, no mdzimo, um unico ponto (ver figuras na pagina ao lado).

Em algumas situagoes, é necessdrio mais de uma férmula para definir a funcao
desejada. Os dois exemplos seguintes apresentam situacoes desse tipo.

O primeiro exemplo é o da
funcdo walor absoluto, ou funcao
mddulo, dada por

x, se x>0,
x| =
—z, se x <0,

cujo grafico aparece ao lado.

y
y=|z|

Se quisermos obter, para algum nuimero real z, a distancia entre x e a origem,
devemos usar o valor absoluto de =, conforme vimos na Secao 1.2, ou entao essa fungao
valor absoluto. Voltemos ao Exemplo 1.4, apresentado a p. 15.

Exemplo 1.12. Determinemos todos os nimeros reais x para os quais |z | é maior do

que ou igual a 2.

Para obter todos os nimeros reais x para os quais | x| é maior do que ou igual a 2,
podemos usar sua interpretagdo como distancia a origem, conforme visto na Secao 1.2,
ou entao o grafico da funcao valor absoluto.

-2 2

X

Usando o grafico, observamos que tal
conjunto é formado pelas abscissas dos pon-
tos do grafico cuja ordenada y é maior do
que ou igual a 2. Verificamos, entao, que
com x = 2 ou z = —2, temos como orde-
nada y = 2 e que o conjunto procurado é
formado pela uniao dos intervalos (—oo, —2]
e [2,+00), ou seja,

{r eR;|x|>2} = (—00,—2]U[2,+0),

utilizando a notacgéo de uniao de conjuntos.
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O segundo exemplo envolve uma situacao do cotidiano.

Exemplo 1.13. Em um determinado ano, na pagina da Receita Federal, o contribuinte
interessado em calcular um imposto devido encontrava a tabela seguinte.

Base de célculo Aliquota | Parcela a deduzir
mensal em R$ em % | do imposto em R$
Até 1.257,12 — —
De 1.257,13 até 2.512,08 15,0 188,57
Acima de 2.512,08 27,5 502,58

Essa tabela define uma funcéo I que associa, a cada ganho mensal z, o imposto
devido I(x). Novamente, é necessario mais do que uma férmula para definir essa fungao.
O leitor é convidado a encontrar a expressao de I(x) e interpretar a terceira coluna dessa
tabela da Receita Federal no Exercicio 1.42.

1.8 — UMA FUNCAO AREA (Leitura complementar)

Nesta ultima secao abordamos uma questao simples de Geometria Plana, usando uma
equacao de segundo grau especifica, a que descreve uma parabola no plano. Essa
equacao serd estudada no proximo capitulo do ponto de vista de polinémios e o leitor
pode verificar (& p. 68) que a equacao de segundo grau

y=Az?>+ Dz + F

descreve uma parabola cujo vértice tem abscissa x,, = 51 e cuja concavidade é voltada

para baixo no caso A < 0. A questao que estudamos pode ser igualmente abordada
usando derivadas e, com ferramentas de Célculo a duas varidveis, pode ser estendida
para um problema tridimensional.

Consideremos um retangulo me-
dindo 8cm de altura e 20cm de
base. Evidentemente, a area desse
retangulo é igual a 160 cm?, ou seja,
nesse retangulo cabem 160 quadra-
dinhos com &rea unitaria de 1 cm?. 20 e

8cm

Se, agora, diminuirmos uma unidade na medida da base e acrescentarmos uma
unidade na altura, a area do retangulo serd alterada?” Em quantas unidades?

Nesse caso, observamos um aumento de 11 unidades na drea (tiramos 8 unidades de
area, pontilhadas na figura da pagina seguinte, e acrescentamos 19 unidades de area,
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na parte de cima do retangulo, que aparecem hachuradas na figura), de modo que a
area fica alterada para 171 cm?, ou seja, a drea agora é de 19 x 9cm.

Essa drea é maior do que a area ori-

ginal.
Se diminuirmos, no retangulo
9cm original, 5cm na base e aumentar-

mos o0 mesmo na altura, o que acon-
tecera com a area?

19cm

Obteremos um retangulo de me-
didas 15 cm para a base e 13 cm para
a altura, ou seja, de darea igual a
195 cm?, maior que as dreas dos dois
retangulos anteriores. 13cm

Se diminuirmos, no retangulo
original, 10 cm na base e aumentar-
mos 0 mesmo na altura, o que acon-
tece com a area? 15cm

Obteremos um retangulo de medidas 10 cm para a base e 18 cm para a altura, ou
seja, de area igual a 180 cm?, que é maior do que a original e a segunda apresentada,
mas é menor do que a do ultimo retangulo acima, obtido retirando 5 cm na base.

Vejamos algumas questoes mais gerais envolvendo esses retangulos.

Questao 1.1. Quais sdo as quantidades que podem ser retiradas da base e acrescen-
tadas na altura?

Inicialmente, observamos que nao faz sentido algum retirarmos valores negativos,
logo, esses ja podem ser excluidos. Poderemos retirar qualquer valor positivo menor do
que a medida da base, nesse caso, menor do que 20 cm.

Nos resta apenas analisar os casos extremos, ou seja, a retirada de 20 ou 0 unida-
des. No caso de retirarmos 20 unidades, o retangulo se deformard, transformando-se
num segmento de reta, ou na sobreposicao de dois segmentos de reta, de comprimento
igual a 28 cm e, evidentemente, com area nula. Sendo assim, podemos excluir esse
valor de nossas possibilidades. Ja a possibilidade de retirarmos 0 unidades da base é
perfeitamente possivel, nao alterando a situagao original.

Questao 1.2. A drea do retangulo pode ser obtida como uma funcdo da quantidade
retirada da base. Qual é a expressao desta funcao? Qual é o seu dominio? E sua
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imagem? Como representar graficamente esta funcao?

O retangulo original tem base medindo 20 cm e altura 8 cm. Portanto, ao retirarmos
x unidades da base, obteremos para o novo retangulo uma base de 20 — x unidades e,
ao acrescentarmos z unidades na altura, obteremos para o novo retangulo uma altura
de 8 + z unidades. Assim, denotando por A(x) a drea do novo retangulo, obtemos:

Az) = (20 — 2)(8 + ) = —2® + 122 + 160, com 0 < z < 20.

Como A(x) é dada por uma Y
equacao de segundo grau com 0O co- 1961
eficiente do termo de grau dois nega- 160 -
tivo, seu grafico serd parte de uma
parabola com concavidade voltada
para baixo. Essa parabola possui
uma raiz igual a 20, intersecta o eixo
y em 160 e seu vértice tem abscissa

C2(—1) 0 6 20
e ordenada A(6) = 196. O gréfico da funcao y = A(z) pode ser visto na figura.

Observamos que a area A(x) toma valores positivos até o valor maximo, que ocorre
no vértice da pardbola, ou seja, quando x = 6. Nesse caso, o retangulo serd um qua-
drado de lado igual a 14cm e com édrea A(z) = 196cm?. Assim, o conjunto de valores
alcangados por A(z), ou seja, a imagem de A, é o intervalo

Im(A) = {y € R;0 < y < 196} = (0, 196].

Questao 1.3. Supondo que desejdssemos obter um retangulo com 160cm? de area,
quanto deveriamos retirar da base e acrescentar na altura?

Observamos no grafico acima que A(z) = 160 cm? para dois valores distintos de z,
sendo o primeiro x; = 0 e o segundo, o = 12, uma vez que a equagao A(x) = 160
equivale a —z2 4+ 12z = 0. Assim, um retangulo com 160cm? de drea é obtido na
situacao original ou retirando-se 12 unidades da base e acrescentando-as na altura.

Questao 1.4. E para obtermos um retangulo com area maior do que ou menor do que
160 cm?, quanto deverfamos retirar da base e acrescentar na altura?

Como a concavidade da pardbola é voltada para baixo, teremos A(z) > 160 quando
0 < z < 12. Também A(z) < 160 quando x estiver fora do intervalo [0, 12], ou seja,
quando z pertencer ao intervalo (12,20).
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Generalizando esse problema de drea para o caso de um retangulo qualquer, de base
b e altura h, surgem trés perguntas naturais:

e Sempre obtemos uma equagao de segundo grau para representar a area do retangulo
em funcao da quantidade retirada da base e acrescentada na altura?

’

e E sempre possivel determinar o valor de = que permita obter o retangulo com
adrea maxima?

e Esse retangulo de drea maxima sera sempre um quadrado?

Para responder essas perguntas, observamos inicialmente que, retirando x unidades
da base do retangulo original e acrescentando x unidades na altura, a area do novo
retangulo serd dada por

A(z) = (b—z)(h+2) = -2+ (b—h)xz+bh, com 0<az<b,
o que responde afirmativamente a primeira pergunta.

Para responder a segunda das trés perguntas acima, sobre a expressao de A(x),
observamos que o grafico de A é parte de uma parabola com concavidade voltada para
baixo, uma vez que o coeficiente do termo de grau dois é negativo. Observamos, ainda,
que o vértice dessa parabola tem abscissa

__b-h _b-h
T T 2
e ordenada bt a2
sty = (051

E claro que, se x, pertencer ao dominio de A, ou seja, 0 < x,, < b, entdo o vértice sera
o ponto de méximo do gréfico de A(z). Dividimos a resposta em trés casos.

° Nesse caso, 52
Alz) =b* — 22 < b?

e o valor maximo ocorre na abscissa do

b—h
vértice, em x, = 5 = 0, que per-
tence ao dominio de A, como pode ser p @
visto na figura ao lado. / \

b—h
° Nesse caso, T, = 5 <0,
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ou seja, a abscissa do vértice estd fora do dominio da fungdo. Para 0 < z < b,
a area estara sempre decrescendo, portanto o valor maximo ocorrera no extremo
x = 0 do intervalo, como pode ser visto na figura abaixo, a esquerda.

b—h . . L [
° Nesse caso, temos 0 < x,, = —5 ou seja, a abscissa do vértice estd no

dominio de A, como no exemplo do retangulo com 20 cm de base e 8cm de altura,
como pode ser visto na figura abaixo, a direita.

) Yy
COk
b x T

Assim, respondemos afirmativamente a segunda das trés perguntas colocadas: sem-
pre é possivel determinar o valor de z cujo retangulo correspondente tem area méxima.

Respondemos a terceira pergunta, observando que o maximo da drea ocorreu no
vértice da parabola apenas no primeiro e terceiro casos, cujos retangulos corresponden-
tes sao quadrados. Ja no segundo caso, o maximo ocorreu no retangulo original, que
nao é um quadrado. Assim, a terceira pergunta tem uma resposta negativa.

1.9 — EXERCICIOS

Exercicio 1.1. Encontre um nimero racional ¢ e um nimero irracional d tais que
a < ¢ < d < b, para os nimeros reais a e b, com a < b, dados.

1 1 — _
a) a = 1° b= 3 b) a = 0,994327 e b = 0,994328
¢) a = 0,871479 e b= 0,8714799. .. d) a = 0,10010001... e b= 0,10010002

Exercicio 1.2. Justifique os itens da Proposicao 1.1 na Secao 1.1, a p. 11.
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Exercicio 1.3. “O resultado da soma de dois niimeros irracionais é um nimero irra-
cional.” Verifique se é verdadeira ou falsa essa afirmacao, justificando sua resposta.

Exercicio 1.4. Determine todos os valores reais de z, para os quais temos

a)3r —2<8 b)2zx—1>1lz+9 ¢) (z+1)(z—2)>0
1 3z +1 1 3
>
d)x+1>9 °) a:—2<2 f)a:+1_a:—2

Exercicio 1.5. Escreva usando valor absoluto o conjunto formado por todos
a) os numeros reais cuja distancia até 7 é menor do que 9;
b) os ndmeros reais cuja distancia até 3 é maior do que ou igual a 2;
¢) os numeros reais cuja distancia até —2 é maior do que 1.

Sugestdo: Inicialmente represente os conjuntos na reta, usando uma “régua”’ de com-
primento conveniente.

Exercicio 1.6. Escreva os conjuntos seguintes na forma de intervalos ou unides de
intervalos.

a) {teR;t—1 <2} b) {t e R; |t + 3| <5}
c){teR;|t—3] >3} d) {teR;|t+4] >1}

Exercicio 1.7. Escreva na forma de intervalo, ou unidao de intervalos, o conjunto
formado por todos os nimeros reais x que satisfazem as condicoes dadas.

a) V1 + 22 é um nimero real b) v1 — z2 é um nimero real
¢) v/ (z —3)2 =9 é um nimero real d) vz2 + 62 + 8 é um niimero real

Sugestdo: Em d), primeiro complete o quadrado dentro do radical.

Exercicio 1.8. Faca um esboco no plano xy do conjunto de todos os pontos cujas
coordenadas satisfazem

a)r <3 b)0<zx<be—-1<y<4
c) —3<y<2 d)z=1ey>0
e)|lz|<lely[<1 ) [z] <y
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Exercicio 1.9. Determine a tal que a distancia entre os pontos (1,—2) e (a,2) seja
igual a 5.

Exercicio 1.10. Determine b tal que a distancia entre os pontos (0,0) e (3,b) seja
igual a 8.

Exercicio 1.11. Mostre que o triangulo com vértices (3, —3), (—=3,3) e (3v/3,3V/3) é
um tridngulo equilatero.

Exercicio 1.12. Mostre que o triangulo com vértices (5, —2), (6,5) e (2,2) é isdsceles.

Exercicio 1.13. Determine a e b sabendo que (8, —10) é o ponto médio do segmento
de reta entre (—6,4) e (a,b).

Exercicio 1.14. Mostre que os pontos A = (—2,9), B = (4,6), C = (1,0) e D =
(—5,3) sa@o vértices de um quadrado.

Exercicio 1.15. Mostre que vale a condigao de perpendicularidade (1.2), a p. 27.

Sugestdo: Considere uma reta r com inclinagdo mq e, usando semelhanca de triangulos,
tente determinar a inclinagdo da reta perpendicular s a partir da figura dada.

Y

Exercicio 1.15: Retas Perpendiculares
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Nos Ezercicios 1.16 a 1.27, também esboce a(s) reta(s) envolvida(s) no plano xy.

Exercicio 1.16. Determine a equagao geral da reta que passa pelo ponto (3, —2) e tem
coeficiente angular m = 5

Exercicio 1.17. Determine a equacao reduzida da reta que passa pelos dois pontos
P1 = (1,5) € P2 = (—3,4)

Exercicio 1.18. Determine a equagao geral da reta que passa por (—4,3) e é paralela
a reta de equagao 2x — 8y + 7 = 0.

Exercicio 1.19. Determine a equacao da reta que

a) passa pelo ponto (4,5) e é paralela ao eixo z;
b) passa pelo ponto (5,4) e é paralela ao eixo y;

c¢) passa pelo ponto (—1,—2) e é perpendicular a reta 2x 4+ 5y = —8.

Exercicio 1.20. Determine, caso existam, os pontos de intersecao dos pares de retas.

a) 2r+y—3=0 e 62+3y—8=0
b) —2y—8=0 e 20 —y+8=0
c) 6x+3y—1=0 e 20+y—3=0

Exercicio 1.21. Mostre que as retas 3z — 5y + 19 = 0 e 10z + 6y — 50 = 0 sao
perpendiculares e determine sua intersecao.

Exercicio 1.22. Determine a equacao da reta r que é perpendicular a reta s, sabendo
que s passa pelos pontos P = (2,8) e Q@ = (—4,6) e que r divide o segmento PQ ao
meio.

Exercicio 1.23. Determine a equacgao da reta que tem declividade —2 e passa pelo
ponto de intersecao das retas r e s, cujas equacoes sao 3r —5y—9=0e2z—y+1=0,
respectivamente.

Exercicio 1.24. A reta de equacao 3z — 4y — 12 = 0 e os eixos coordenados do plano
zy formam um triangulo. Calcule a drea desse tridngulo.
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Exercicio 1.25. Determine um ponto sobre a reta 12z — 6y = —9 que seja equidistante
dos pontos P = (2,2) e @ = (6,—2).

Sugestdo: Comece determinando a equagao da reta que divide o segmento de reta PQ

ao meio e é perpendicular ao segmento. Ou entao, utilize distancia.

Exercicio 1.26. Encontre a equagao da reta que relaciona a temperatura em graus
Celsius C e em graus Fahrenheit F, sabendo que a dgua congela a 0°C (igual a 32°F)
e ferve a 100°C (igual a 212°F).

Exercicio 1.27. Determine o valor da constante k para o qual a reta de equagao

(5k —3)x — Bk +6)y+2k—1=0

a) é paralela ao eixo x;

b) é paralela ao eixo y;

c) passa pela origem;

d) é paralela a reta de equagao y = 3z — 16;

e) é perpendicular a reta de equagao 2x +y — 1 = 0.

Exercicio 1.28. Determine as equagoes (padrao e geral) do circulo

a) de centro (—3,5) e raio 4;
b) que tem um didmetro com extremidades nos pontos (—2,—1) e (2, 3);

¢) que contém os pontos (0,0), (6,0) e (0,8).

Exercicio 1.29. Determine o centro e o raio dos circulos representados pelas equagoes.

a) 4a? +4y? + 122 — 32y + 37 =0
b) 1622 4 16y + 8z + 32y = —1
c) 202+ 2y —z+y=1

Exercicio 1.30. Determine a equacao geral da reta que passa pelo centro do circulo de
equacio z2 4 y% — 6z — 2y +6 = 0 e é perpendicular & reta de equacio 3z +y— 10 = 0.

Exercicio 1.31. Determine a distancia entre os centros dos circulos de equacoes

4y —20+6y—16=0 e 2>+ y*+6x—4y—25=0.
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Exercicio 1.32. Determine a equacdo da reta tangente ao circulo 22 + 42 + 2z = 9 no
ponto P = (2,-1).

Exercicio 1.33. Dado o circulo 22 + y? = 20, determine se o ponto P = (—1,2) est4
dentro, fora ou sobre esse circulo.

Exercicio 1.34. Repita o exercicio anterior, considerando o circulo 22 +y?—2y—4 =0
e P=(3,5/2).

Exercicio 1.35. Um ponto (z,y) se move de tal forma que a soma dos quadrados de
suas distancias aos pontos (4,1) e (2,—5) é 45. Mostre que o ponto se move ao longo
de um circulo e determine o centro e o raio desse circulo.

Exercicio 1.36. Determine os valores de ¢ para os quais o sistema de equacoes dado
tenha uma solugao ou nenhuma solucao.

24+9y2=0
(r—c)+y?=1

Exercicio 1.37. Determine os valores de ¢ para os quais o sistema de equacoes dado
tenha uma solugao, duas solugoes ou nenhuma solucao.

(z—c)+y?>=4

Sugestao: Comece esbogando os graficos dos circulos.

Exercicio 1.38. Uma empresa paga a seus vendedores uma didria de R$ 60,00 para
acomodacoes e refeigoes e ainda R$ 3,00 por quilometro rodado. Obtenha uma fungao
que forneca o custo diario C, para a empresa, de um vendedor em termos do nimero x
de quilometros percorridos. Faca também um esbogo no plano da reta que representa
o custo C.

Exercicio 1.39. Uma fibrica compra uma méquina por R$ 3.000,00. Ao final de 10
anos, a maquina estara obsoleta e nao tera mais valor algum. Representando o tempo
em anos por t, obtenha uma fungdo que expresse o valor V da mdaquina a cada ano
que passa, durante o periodo desses 10 anos em que serd utilizada, sabendo que o
custo depende linearmente do tempo. Faca também um esboco no plano da reta que
representa V.
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Exercicio 1.40. Uma companhia de telefones celulares oferece a seus clientes duas
opc¢oes: na primeira opcao, cobra R$ 38,00 pela assinatura mensal e R$ 0,60 por minuto
de conversagao; na segunda, nao hé taxa de assinatura, mas o minuto de conversagao
custa R$ 1,10.

a) Qual a opgao mais vantajosa para 1 hora de conversa¢ao mensal?

b) A partir de quanto tempo a outra opgao torna-se mais vantajosa?

Exercicio 1.41. Uma central de copias estd oferecendo a seguinte promocao.

e O preco da cépia é de R$ 0,10 para até 100 copias de um mesmo original.

e Caso o numero de copias de um mesmo original seja superior a 100, o preco serd
de R$ 0,07 para as copias que excederem 100, até 200 cépias.

e Caso o numero de copias de um mesmo original seja superior a 200, o preco baixa
novamente e serd de R$ 0,05 para as cépias que excederem 200.

a) Determine o prego pago por 320 cépias de um mesmo original.

b) Obtenha a funcao que define o prego p em termos do nimero x de cépias de um
mesmo original.

Exercicio 1.42. Use a tabela da Receita Federal dada no Exemplo 1.13, a p. 36 para
resolver as questoes seguintes.

a) Calcule o imposto devido para um ganho mensal de R$ 500,00. Calcule, também,
o imposto devido para ganhos mensais de R$ 1.500,00 e R$ 3.000,00.
b) Encontre a fungao I que associa, a cada ganho mensal z, o imposto devido I(x).

¢) Dé uma interpretacao para os valores da terceira coluna da tabela acima.

Exercicio 1.43. Ao chegar a um aeroporto, um turista informou-se sobre locacao de
automoveis e condensou as informagoes recebidas na tabela seguinte.

Opcoes Diaria | Prego por km rodado
Locadora 1 | R$ 50,00 R$ 0,20
Locadora 2 | R$ 30,00 R$ 0,40
Locadora 3 | R$ 65,00 | R$ 0,00 (km livre)

a) Obtenha uma funcao que defina o prego y da locacdo por um dia, em termos do
numero x de quilometros rodados, em cada uma das situagoes apresentadas na
tabela.

b) Represente, no mesmo plano cartesiano, os gréaficos dessas fungoes.
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c) A partir de quantos quilémetros rodados num dia o cliente deve preferir a Loca-
dora 1 ao invés da Locadora 27

d) A partir de quantos quilometros o cliente deve optar pela Locadora 37

Exercicio 1.44. Suponha que uma particula desloca-se em linha reta, a uma velocidade
constante, do ponto A até o ponto C, distante 200 cm de A. Esboce o grafico da funcao
que expressa, para cada tempo t, a distancia entre a particula e o ponto médio do
segmento AC, no instante t.

Exercicio 1.45. Ingerindo uma mistura de soja e lentilha, uma pessoa deseja alcancar
a quantidade diaria adequada de 70 g de proteinas. Sabendo que cada 100 g de soja seca
contém 35g de proteinas e que cada 100 g de lentilha seca contém 25g de proteinas,
obtenha uma relacao entre a quantidade x de soja e a quantidade y de lentilha que
deverao ser ingeridas para totalizar 70 g de proteinas didrias. E se a pessoa quiser tota-
lizar pelo menos 70 g de proteinas, como fica a relacdo, em gramas, entre as quantidades
de soja e de lentilha?

Os tltimos exercicios deste capitulo foram retirados de provas
da disciplina MAT01353 Célculo e Geometria Analitica IA. Al-
guns poderao ser resolvidos com os contetiidos apresentados neste
texto. No entanto, as solugoes dos que estao marcados com * re-
querem contetidos que so serao desenvolvidos na disciplina. Para
esses problemas, deverao ser resolvidos apenas os itens identifi-
cados com o sinal V.

Exercicio 1.46.* Um terreno com drea de 380 m?

deve ser cercado. As paredes de um galpao, ja galpio
construido no terreno vizinho, serao aproveita- 14111
das, segundo o esbogo ao lado. Determine as di- (—)5111
x

mensoes do terreno que minimizem a quantidade
de cerca usada. v' Ezpresse o comprimento da
cerca utilizada em fungdo do comprimento x do
lado do terreno indicado.

Exercicio 1.47. Uma caixa aberta é feita a partir de um pedago retangular de carto-
lina, removendo em cada canto um quadrado de lado x e dobrando as abas. Sabendo
que os lados da cartolina medem 8 e 6cm, expresse o volume da caixa obtida como
funcao de z.
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Exercicio 1.48.* Um holofote estd no solo, a 20m de um edificio de 9m de altura.
Um homem de 1,80 m de altura anda a uma velocidade de 1,5 m/s a partir do holofote,
em diregao ao edificio. v' Resolva somente o item a).

a) Expresse o comprimento s da sombra que o homem projeta sobre o edificio, em
funcao de sua distancia x ao holofote.

b) Determine a taxa de variacdo instantanea de s em relagdo ao tempo, quando o
homem estiver a 17m do edificio. (Indique a unidade da taxa.) Nesse instante, o
comprimento da sombra estd aumentando ou diminuindo ?

Exercicio 1.49.F A areia que estd caindo de uma calha de escoamento, cai de tal modo
que forma um cone cuja altura é sempre igual ao didmetro da base. Se a altura do cone
cresce a uma taxa constante de 1,5 m/min, com que taxa a areia estard escoando quando
a pilha tiver 3m de altura? v' Exzpresse o volume do cone em funcdo da altura h do
cone.

Exercicio 1.50. Uma caixa sem tampa, com base quadrada, deve ter um volume de
600 cm?®. O material usado para confeccionar a base da caixa custa 3 reais por cm? e o
material usado nas laterais custa 5 reais por cm?. Determine a funcio que expressa o
custo C' para fabricar a caixa, em termos da medida x de um dos lados da base dessa

caixa.

Exercicio 1.51. Em uma praca, deseja-se

construir um canteiro de 15m? circundado
por um gramado, conforme mostra a figura. 3m
2

S.abendo que cada m*® da grama custa 20 re- 5m canteiro om
ais, expresse o custo total do gramado em
termos da medida x de um dos lados do can-

. - . 3m
teiro. Atencdo: A figura dada é meramente

tlustrativa, pois ndo estd em escala!

Exercicio 1.52. Um veterinario deve cercar uma area
de 140 m? para construir sete canis, primeiro cercando
uma regiao retangular e, em seguida, subdividindo-a
em sete retangulos menores, conforme a figura ao lado.
Determine a funcao que expressa o custo total da cerca, em termos do comprimento x
indicado na figura, sabendo que o custo da cerca externa é de R$ 6,00 por metro e o
custo da cerca usada nas divisérias internas é de R$ 3,00 por metro.
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Exercicio 1.53. Num jardim retangular com la-
dos de 10 e 15 metros serd colocada uma cerca,
fixando-a nos pontos A, B e C indicados na fi-
gura, para demarcar dois canteiros triangulares,
que aparecem hachurados na figura dada. Sa-
bendo que o ponto A estéd exatamente no meio do
lado menor, expresse o comprimento L da cerca,
como fung¢ao da medida x do cateto indicado na fi-
gura. Nao esqueca de indicar o dominio da funcao.

B

Atencao: A figura dada é meramente ilustrativa, pois nao esta em escala!

1.9.1 — EXERCICIOS da SECAO 1.8 (Leitura Complementar)

Exercicio 1.54. Considere, como no exemplo da Secao 1.8, um retangulo com 20 cm
de base e 8cm de altura. Dessa vez, retiramos x unidades da base e acrescentamos
z unidades na altura. Com quais valores de x a area do novo retangulo é inferior ao
dobro desse valor z?

Exercicio 1.55. Refaga o exercicio precedente, dessa vez usando um retangulo com
bcm de base e hcm de altura, sendo b > h.
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Polinomios Capitulo 2

Ada Maria de Souza Doering
Luisa Rodriguez Doering

Muitos dos problemas praticos que surgem no cotidiano de uma pessoa ou de alguma
empresa ou, ainda, provenientes de questoes com que se depara um cientista ou um
assistente de um centro tecnolégico, podem ser modelados em termos matemadticos e
ter, entao, a posteriori, encontrada sua solucdo mediante a resolucao de algum tipo
de equacdo matemdtica. Essas equagoes matemadticas, por sua vez, podem ser de na-
tureza diversa; o objeto principal neste capitulo é entender, e muitas vezes resolver,
as equagoes polinomiais. Para isso, veremos algumas nogoes basicas sobre polinomios,
mais precisamente, do ponto de vista de funcgoes.

Iniciamos com um exemplo de problema pratico que pode ser modelado, em termos
matematicos, através de uma equagao polinomial.

Digamos que um fabricante necessite construir
I ; uma embalagem em forma de uma caixa sem tam-
pa, de base quadrada, de tal maneira que o vo-
lume seja 1 (uma unidade de volume, que pode ser
centimetros cubicos, metros cibicos, etc). Para tal
fim sera utilizada uma superficie quadrada de pa-
pelao com lados de comprimento a: dele devemos
retirar quatro quadrados iguais de lados de com-
primento x, como mostra a figura. O valor des-
conhecido de x deve, entdo, satisfazer a equacao
z(a — 2x)? = 1, que pode ser escrita na forma

4o — dax® +a*r —1=0, (2.1)

0 que constitui um exemplo de uma equagao polinomial de grau 3.

Sera possivel construir uma tal caixa? Caso afirmativo, havera diferentes maneiras
de fazé-lo? Ou seja, diferentes valores de x para os quais obtenhamos essa caixa com 1
unidade de volume? Em termos matematicos, essas perguntas equivalem a questionar
a existéncia e, respectivamente, a unicidade de solugoes dessa equagao polinomial (2.1).

Para entendermos melhor essas questoes, e para resolvé-las, necessitamos de algu-
mas definicoes e resultados.



Expressoes do tipo
2 7
322 4+ 62+ 1, z5, (z —2)4, 4ZE3—§JE2—|—§JE+5,

> 4
%+5x4—|—5:p2, $3—\/§:E2+\/3:E—7,

(x —3)(x —1)3(z —5)* e 425 — 2iat + (4 — i)z — 9
sao exemplos de polinémios; todas podem ser reescritas na forma geral

ant" + ap_12" '+ ap_oz" 2 + -+ + asx® + a1z + ao,

onde x é uma variavel e a,,an—1,...,a2,a1,a9 sdo numeros reais (ou até, na ultima
expressao, numeros compleros), denominados coeficientes do polinomio.

Dizemos que dois polinémios sao iguais se, e somente se, os coeficientes dos termos
de mesmo grau sao iguais. Neste texto, tratamos principalmente com polinémios reais,
ou seja, com coeficientes em R, dando maior énfase aos polindmios com coeficientes
racionais, de Q (ver Secao 1.1).

Podemos interpretar os polindomios como funcées reais. Dado um polindémio a,x™ +
an_laj"_l + -+ a1z + ag, dizemos que

p(z) = apz"™ + ap_12" 1+ - + a1z + ao,
com z € R, define uma fung¢ao polinomial p : R — R. Por outro lado, p(xz) = 0 define

uma equac¢do polinomial.

Dizemos que um polinémio p(z) = a,z™ + An_12" Y+ 4 a1z + ap tem grau n se
a, # 0, o que denotamos por d(p) = n. Ao polinémio nulo p(x) = 0x™ + -+ + 0x + 0,
com todos coeficientes iguais a zero, nao atribuimos grau algum. Entretanto, observe
que todos os demais polindmios constantes p(x) = k, com k # 0, tém grau 0.

O produto de um polinébmio por um ndmero nao nulo é um polinémio de mesmo
grau, isto é, se p é um polinémio e k é uma constante nao nula, entao

Ik -p) = 0(p).

A soma e o produto de polinémios sdo, ainda, polinémios e o grau da soma e
do produto dependem dos graus de cada um dos polinémios envolvidos, da seguinte
maneira. Se p,q sao duas funcgodes polinomiais, entao

d(p +q) <max{d(p),d(q)} e Jd(p-q)=09(p)+I(q).

Uma outra nogao importante sobre polinémios é a de raiz. Dizemos que um nimero
a é uma raiz de um polinémio p se for uma solugao da equagao polinomial p(x) = 0,
ou seja, se p(a) = 0.
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2.1 - A FAMILIA "

Iniciamos nosso estudo com polindémios bastante simples, as poténcias de z, que sao
polinémios do tipo p(x) = 2", com n € {1,2,3,...}.

Vejamos os grificos das fungoes y = p(z) = z", com n fixado, para 2 < n < 7. Com
a excecao de n = 1, ou seja, y = x, vemos que é possivel classificar as poténcias de x
em dois tipos: poténcia com n par e poténcia com n impar. Quando n for par, o grafico
de y = 2™ serd “semelhante” ao gréafico da pardbola y = 22 e, quando n for fmpar, o

grafico de y = 2" serd “semelhante” ao grafico da cibica y = z3.
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A seguir comparamos entre si os trés graficos das poténcias ™, com n par, dados
acima, esbogando-os no mesmo sistema de eixos, bem como os trés com n impar.

Identifique esses graficos.
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2.2 - TRANSLACOES

Os gréficos das poténcias de (z — 1) podem ser esbogados utilizando os graficos das
poténcias de x, bastando transladar os respectivos graficos de y = z' uma unidade
para a direita, como podemos ver nas figuras seguintes.

Esse procedimento é vélido para um numero real qualquer, ou seja, os graficos
das poténcias de (z — a) sao obtidos transladando, horizontalmente, os gréficos das
poténcias de x para a direita ou esquerda, dependendo de a ser positivo ou negativo.

Vejamos os graficos das poténcias de (z + 1). Note que, aqui, a translacdo é para a
esquerda, pois a = —1,jAque z + 1 =x — (—1).

g « POLINOMIOS -« 55



Também podemos fazer translacoes verticais dos gréficos das poténcias de x, caso
em que a constante aparece fora da poténcia. Observe os exemplos seguintes.

y=a1+3
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Assim, o gréfico da fungéo polinomial y = ™ + k é uma translagdo vertical por k
unidades do grafico de y = 2™, para cima ou para baixo, dependendo de k ser positivo
ou negativo, respectivamente.

3\4
Exemplo 2.1. Esbocemos o grifico do polinémio p(x) = (m + 5) — 16, indicando os

pontos de interse¢ao do grafico com os eixos coordenados.

Combinando as duas técnicas, podemos ver que o grafico desse polindémio p(x) vem a

ser uma translacdo horizontal, seguida de uma translacio vertical, do grafico de y = z.

Inicialmente, efetuamos uma translagdo para a esquerda de % de unidade no gréfico
de y = z*, conforme figuras abaixo.
Yy

Em seguida, efetuamos uma translacao vertical para baixo de 16 unidades no grafico
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Y

y=(c+3)"

|
oleo

LN g6

Determinemos os pontos de intersecao do grafico de p com os eixos coordenados. O
corte do gréafico com o eixo y ocorre exatamente com x = 0, ou seja, em

81 —256 175

334 81
p(o)_(0+§) —16=105 7 10= 75 16

na proximidade de y = —11, como pode ser observado no ultimo gréafico acima. J4 os
cortes do grafico de p com o eixo x sao as raizes de p, ou seja, as solucoes da equagao

p(z) = 0 ou, equivalentemente, as raizes de (a: + %)4 — 16 = 0. Como

<x+g)4—16:0 — (x—|—§)4:16 — (x+g‘=<*/ﬁz2

2
3 3
<> — :2 - = —27
r+ 5 ou z-+ 5
, . 3 1 3 .y
temos que as ralzes de p sa0 xr = 2 — 5 - 5 exr = —2— 5 - —5, O que tambem €

coerente com o ultimo gréafico acima.
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2.3 - REFLEXAO EM TORNO DO EIXO z

Vejamos o esboco do grafico de y = —z2. E fécil constatar que esse grafico é o que
chamamos de uma reflexdo do gréafico de y = z? pelo eixo z, pois a funcdo polinomial
aplicada em cada ponto tem o mesmo valor, sé6 que com o sinal oposto, ao de y = z2.

Isso vale também para as outras poténcias de x, como era de se esperar.

2.4 — ALONGAMENTO E COMPRESSAQ

A ideia, agora, é entender o que acontece quando multiplicamos o polinémio p(x) = z"

por uma constante. Por exemplo, comparemos o grafico de p(z) = x? com o dos

polinémios ¢(z) = 3z e r(z) = 327

a() = 322
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Como p(z) = 22 < 322 = ¢(z) para cada z, verificamos que o grafico de y = 32
estd sempre acima do de y = 22, exceto na origem, onde ocorre uma intersecdo, ja que

3r2 =22 = 2’=0 <= 2z=0.
Dizemos que o grifico de ¢(z) = 322 é um alongamento (vertical) do gréfico de y = 22,
conforme o grafico da esquerda ao pé da péagina anterior.

De maneira andloga podemos verificar que o gréfico de r(z) = %:172 estd sempre

abaixo do grafico de p(z) = 22, pois a tnica intersecdo entre os dois gréficos ocorre em
xz =0, ja que
L o 2 L 9
Y= 53: =z <— —533 =0
ep(l) =1>0,5=r(1). Dizemos, entdo, que o gréfico de r(z) = 322 é uma compressdo
(vertical) do gréfico de y = 2, conforme o gréfico da direita ao pé da pagina anterior.

<— x=0

Em geral, o grafico de ¢(x) = k-2™ é um alongamento ou uma compressao do gréfico
de p(z) = 2", dependendo do valor do médulo de k; se |k| > 1, é um alongamento e,
se 0 < |k| < 1, é uma compressao. Além disso, se k for negativo, entdo temos, ainda,
uma reflexdo em torno do eixo .

Por exemplo, observe os gréficos de p(z) = 23, q(z) = —423 e de r(x) = 423 a
seguir.

r(r) = 423

1) = —42?

1
Exemplo 2.2. Esbocemos o grafico de g(x) = —5(:17 —1)* 4 8, indicando os pontos de

intersecao com os eixos coordenados.
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Combinando todas as técnicas desenvolvidas até aqui, partimos do gréfico de p(z) =
2% e obtemos, com uma translacdo horizontal de 1 unidade para a direita, o gréafico de
p1(z) = (z — 1)* como pode ser visto na figura acima, & esquerda. Em seguida,

multiplicamos essa ultima funcao por %, obtendo o grifico da compressao po(z) =
1

5(x — 1)* de py(x), como pode ser visto na figura acima, & direita.
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Agora efetuamos uma reflexdo desse gréafico em torno do eixo x, obtendo o gréafico

de p3(z) = —3(x — 1)* e, finalmente, transladamos esse tiltimo gréfico verticalmente 8

unidades para cima, chegando ao gréfico de ¢(x) = —%(az —1)* + 8, conforme a tltima

figura, na pagina precedente.

Determinemos os cortes do grafico de g com os eixos coordenados. O corte do grafico
de ¢ com o eixo y ocorre com x = 0, ou seja, o grafico cruza o eixo y em

1 1 —1+416 15
= _—_(0-1)* =_Z - _2*
a(0) = —50- ' +8=—Z+8=—— =22,

0 que é coerente com a figura dada. J& os cortes do grafico de ¢ com o eixo x sdo as

1
raizes de ¢, ou seja, as solugoes de g(x) = 0 ou, entao, de —§(x —1)*+8=0. Como

—%(m—1)4+820 = —%(az—l)4=—8
= (r-1)'=(-8)(-2)=16 <= |z—1=V16=2

<— xx—1=2 ou xz—1=-2

temos que as raizes de gsao x =2+ 1=3ex = -2+ 1= —1, o que também pode ser
conferido no grafico esbocado acima.

1
Observe que podemos expandir a expressao polinomial ¢(z) = —§(x —1*+8do

exemplo precedente usando a férmula do binémio, como segue’.

1
q(z) = —5(z — 1" +8
1
= =5 (' 4D +6 (=12 + 4 (-1 + (-1)F) +8
1 1 1
=—3 (z* —42® 4+ 62 — 4z +1) + 8 = —§x4+2x3—3x2+2x+—25.

Assim, podemos dizer que no ultimo exemplo obtivemos o grafico do polinémio

1 15
q(x) = —5:174 + 223 — 32 + 22 + Y

através de uma translacdo horizontal do grafico de y = %, seguida de uma compressao,
seguida de uma reflexdo em torno do eixo x, seguida de uma translacao vertical.

1Com a férmula do binémio calculamos as poténcias de um binémio, a saber,

(a—|—b)” :an+ (?)an71b+ (;)an—2b2+”.+ (7lﬁ2)a2bn72+( n )abn—l +bn,

n—1

|
onde (" n

) = ————— ¢é a combinagao de n elementos, tomados k a k, com k < n.
k kl(n —k)!
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Entretanto, devemos ressaltar que s6 foi possivel obter, com relativa facilidade, o

grafico de ¢(x) = —%az‘l + 223 — 32 + 22 + 12—5 a partir do grafico de y = z? porque foi

possivel expressar ¢(z) na forma ¢(z) = k(x — ¢)* +d (que foi, alids, a expressdo da
qual partimos).

Sera que todo polinémio p(x) = asx* + azx® + az2® + a1z + ag de grau 4 pode ser
reescrito na forma
p(z)=k(z—c)t+d,

para certas constantes reais k,c,d? Ocorre que, em geral, isso nao é possivel, pois
os polinomios desse tipo terao, no maximo, duas raizes reais, ja que sao translacoes
verticais do polinémio z*. Por exemplo, o polinémio p(z) = (z —1)(z —2)(z — 3)(x — 4)
é um polinomio de grau 4 com quatro raizes distintas que nao pode ser expresso na
forma k (z — ¢)* + d.

Além disso, mesmo para polinémios que podem ser assim reescritos, em geral ndo
hd um método que nos fornega tal expressdo. A excecdo sdo os polindmios de grau
2. O método do completamento de quadrados, que ja vimos na Secao 1.6, sempre nos
permite expressar qualquer polinémio de grau 2 na forma k (z — ¢)? + d.

2.5 — POLINOMIOS DE GRAU 2

As funcoes polinomiais de grau 2, ou funcdes quadrdticas a 1 variavel, sao fungoes do
tipo p(z) = ax? + bxr + ¢, com a,b,c € R e a # 0. J4 sabemos esbocar o grafico de
varias fungoes polinomiais de grau 2, usando translagoes, reflexdes, alongamentos e

compressoes do grafico do polinémio de grau 2 bésico, a saber, y = z2.

Vimos na segdo anterior que se soubermos escrever um polinémio de grau 2 na
forma

p(z) = k(z — ¢)® + d, (2.2)

entao saberemos esbocar seu gréafico, usando translacoes, reflexoes, alongamentos ou
compressoes do grafico de y = 2. Serd que sempre é possivel escrever um polinémio
de grau 2 na forma (2.2)7 Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.3. Esbocemos o grifico do polinémio p(z) = 322 + 12z + 7.

Primeiramente evidenciamos o 3 para obter um alongamento.

7
p(x):3x2+12x+7:3(x2+4x+§).

Agora, para obter uma translacio horizontal, completamos quadrados em z? + 4z e
a translacao vertical aparecerd naturalmente. O coeficiente do termo em x é 4, logo
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devemos olhar para o quadrado de z + 2. Como (z + 2)? = 22 + 4z + 4, temos que
2?2 4 4z = (2 + 2)? — 4, portanto, substituindo essa igualdade em p(z), resulta

p(x)=3x2+12w+7:3[(x2+4w)+g] :3[<(x+2)2_4) +a
:3[(:5”)2*(_4*;” :3(a:+2)2+3<—4+g>

= 3@ +2)*+ (- %) = 3(z +2)2 — 5.

Assim, o gréfico de p(z) = 322+ 122 +7 = 3(z +2)? — 5 é dado por uma translagao
horizontal de 2 unidades para a esquerda do grafico de f(x) = x2, resultando py(x) =
(z + 2)2, seguido de um alongamento de 3 unidades, resultando po(x) = 3(z + 2)?,
conforme graficos acima. Finalmente, efetuamos uma translacao vertical de 5 unidades
para baixo, obtemos o gréfico de p(z), como na figura da pagina seguinte.

Note que o vértice na origem da pardbola inicial f(z) = z? foi transladado para o
vértice de p(z), de coordenadas (—2,—5). As raizes de p, agora, também sao faceis de
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calcular. De fato, temos

p(x)=3(x+2)?°*-5=0 < 3@x+27’=5 — (x+2)2:g

— \(w+2)\:\/§ — (a:+2):\/§ ou (v+2)=-— g
5

= ZE:\/;—Z ou x:—\/g—z

Y

Dado um polinémio quadratico qualquer p(z) = ax? + bz + ¢, com a,b,c € R
e a # 0, vamos seguir um raciocinio similar ao do exemplo anterior para responder
afirmativamente a questao associada a (2.2).

Como a # 0, podemos evidenciar a, obtendo

b
p(a:):ax2+bx+c:a(a:2+—x+g).
a a
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. b
Agora, como no exemplo acima, completamos o quadrado de <ZE2 + —3:); €como o Co-
a

b
eficiente do termo em x é —, devemos olhar para o quadrado de (a: + 2—) Como
a a

(o L) = a2 Do 2 st
:E2a —:E :E42,resua

(#57) = (o 3) g
Substituindo essa igualdade em p(z), obtemos
p(a:):ax2+bx+c:a[<x2+2x ] K 2—%)—#2]
“ol(eg) (g )] =alrr ) +a( o)
=afeg) + () =l )+ (PR

b2 — dac

. ) _ b \2
Assim, o gréfico de p(x) = ax +b:n—|—c-a(3:+2a> —|—<— "

) é dado por
. . , 9 b .
uma translacdo horizontal do grafico de y = z“ de o unidades para a esquerda ou
a

b
a direita, dependendo de o ser positivo ou negativo, seguido de um alongamento
a

ou compressao desse grafico de a unidades (com reflexao se a < 0), seguido de uma

b2 — dac
translacao vertical de <—7> unidades para cima ou para baixo, dependendo do
a
b2 —4 b v —4
sinal de (—7a6). Note que o vértice de p tem coordenadas ( ~ 24’ _Tac).
a a

Antes de proceder ao esbogo do grafico, vejamos como se comportam as raizes do
polinémio quadratico p. Temos

p(x) = a(a:+ £>2 + (—%) =0

2a a

= aferg) = (55)

= (g = ()
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O lado esquerdo da igualdade na ultima equacdo acima, por ser um quadrado, é
sempre positivo ou nulo e, portanto, o mesmo deve ocorrer com o lado direito, se
quisermos que p(z) = 0 tenha solucio. Como 4a? > 0, estabelecemos que p(z) = 0 se,
e somente se, b?> — 4ac > 0 e valer a tltima igualdade acima.

Assim, se b> — 4ac > 0, nossa equacio tem solucdo e, para obté-la, extraimos a raiz
quadrada dos dois lados da 1ltima equacao acima,

N b b2 —dac  Vb? — dac Vb2 — dac
T+ —| = = =
2a 4a? 2|al 2a
ou seja,
n b b? — 4dac n b b? — 4dac
T+ —=— ou T+ —=—-——"
2a 2a 2a 2a
e, portanto,
b +\/b2—4ac_—b+\/b2—4ac
 2a 2a N 2a
ou
b Vb2 —dac  —b— Vb? — dac
2 2a N 2a ’

que € a conhecida férmula de Bhaskara do Ensino Médio.
Para facilitar a escrita, denotemos A = b? — 4ac. Temos trés casos.

Se A < 0, entao p(z) = 0 ndo tem solucao real, ou seja, p nao tem raizes reais.

b\2 (—b*+4ac
_ 2 — — h2 —
Como p(z) = ax +b3:+c-a<:n+2> +< 1 >eA b* — dac < 0, a

a
translacao vertical serd para cima ou para baixo, dependendo somente do sinal de a,
que também indicard se ha uma reflexao pelo eixo x, ou nao.

Se A = 0, entao p(z) = 0 tem uma unica solugao, ou seja, p s6 tem a tnica raiz
< b\2 - .
% e sua equagao é da forma p(x) = a(az + 2—> , nao havendo a translacao vertical,
a a

de modo que o grafico de p tangencia o eixo x em ~5g e havera, ou nao, uma reflexao
a

pelo eixo x, dependendo do sinal de a.

Se A > 0, entdao p(z) = 0 tem duas solugoes distintas (explicitadas acima) e,
nessas raizes, o grafico de p ndo tangenciard o eixo x mas sim atravessard esse eixo.
Note que, nesse caso, p tomara tanto valores positivos quanto negativos (o que nao

) 9 b\2 —b% + dac
ocorre nos demais casos). Como p(z) = az®*+br+c=alz+—) +(——
2a 4a
e A = b? — 4ac > 0, a translacio vertical serd para cima ou para baixo, dependendo
somente do sinal de a, que também indicard se hd uma reflexao pelo eixo x, ou nao.
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Resumimos os resultados com uma tabela contendo todos os possiveis gréficos de

p(x)za;p2+bx+c:a(x+%)2+(#24%)‘

A>0 A=0 A <O
a>0
—b/2a !
\/ - —b/2a - —b/2a -

—b/2a —b/2a

—b./2a g g
a<0

Note que, nessa tabela, nao tracamos o eixo y, ja que nao analisamos o sinal de ~5a"
a

Y

Vemos, assim, que sempre podemos esbocar o grafico de um polinémio de grau 2, usando
apenas translacoes, reflexdes e alongamentos ou compressoes do grifico de y = 2. Além
disso, quando houver raizes reais (caso A > 0), essas poderao ser computadas pela
férmula de Bhaskara, demonstrada acima. Isso tudo porque sempre podemos escrever

P(x):ax2+bx+c:a(x+%>2+<_%>'

Para polindémios de grau 3 ja nao teremos tanta sorte: nao serd possivel representa-
los apenas através de translacoes, reflexoes e alongamentos ou compressoes do grafico
de y = 23 e tampouco teremos suas raizes expressas de uma maneira simples em termos
dos coeficientes do polinémio.
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Nas préximas segoes, apresentaremos um resultado fundamental no estudo de poli-
nomios, que nos permitird entender melhor os polindmios de grau maior do que ou igual
a 3, a saber, o algoritmo da divisao, bem como algumas de suas consequéncias.

2.6 — O ALGORITMO DA DIVISAO

O algoritmo da divisd@o polinomial é muito semelhante ao algoritmo da divisao de
numeros naturais. Ao dividirmos dois nimeros naturais, por exemplo, quando divi-
dimos 3275 por 15, encontramos um quociente, que nesse caso é 218, e um resto, que
exigimos ser menor que 15 (caso contrério, ainda poderfamos continuar a divisao) e
que, nesse caso ¢ 5. Escreve-se, entao,

3275 = 15 - 218 + 5. (2.3)

Com polindémios com coeficientes reais (ou complexos, ou racionais) acontece o
mesmo. O exemplo abaixo mostra como efetuar a divisdo do polindomio de grau 5
42 + 62 + (2v/2 — 1)2? + 2z — 1 pelo quadratico 222 + 2z — 1.

4a° +6z* 4023 +(2v2—1)2? 2z -1 | 222 4+ 22 — 1
—4z° —dzt 4223 203 + 22 + /2

+2xt +22% +(2v2 - 1)2?
—2z% 223 422

+2v/222 +2z -1
—2v/222 —2V/2x +2

(2-2v2)z +(vV2-1)

Portanto, o quociente da divisdo é 22° + 22 + v/2 e o resto é (2 — 2v/2)z + (V2 — 1).
Analogamente a (2.3), podemos escrever
47° + 62* + (2v2 — 1)2? + 22 — 1
= (2% + 20 -1)(20% +27 + V2) + (2 - 2v2) o + (V2 - 1)).

Confira! Essa divisdo sempre pode ser feita, segundo o algoritmo da divisdo de po-
linomios, que podemos enunciar da seguinte forma.

Teorema 2.1 (Divisao de Polinémios). Sejam f(x) e g(x) dois polindmios com coe-
ficientes reais, sendo g(x) # 0. Existem polinémios q(x) e r(x) com coeficientes reais
tais que f(x) = g(z)-q(z) +r(z) e r(x) =0 ou Ir < dg. Além disso, esses polinomios
540 1Unicos.
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Note que, quando g(x) tem grau 1 entdo, ou o resto da divisdo é nulo ou é um
polinémio de grau zero. Logo, se o divisor g(z) tem grau 1, entao o resto é um polinémio
constante. Observamos, também, que o teorema é vélido para polindémios f(z) e g(z)
com coeficientes complexos, caso em que o quociente e o resto terdo coeficientes reais
ou complexos.

Exemplo 2.4. Determinemos o quociente e o resto da divisao de
flx)y=a—a® -2 -5z +6
pora) (z—1)eb) (z—3).

a) f(z) =a* — 23— 22 —524+6 = (xr—1)- (2> —x —6), pois o quociente é 23 — 2 — 6
e o resto é zero, ja que
zt —23 22 —5r +6 z—1
—zt 423 23— 1 —6
0z —22 —b5x
+2? —z
—6z +6
+6x —6
0
Assim, obtivemos
f)=a'—a23 -2 -5 +6=(x—1)- (23— 2z —6) (2.4)

Observe que se calcularmos o valor de f(z) quando z =1 em (2.4), teremos
fy=1-1)1%-1-6)=0.
Logo, 1 é raiz de f(z).

b) f(z) = 2* — 23— 22 5046 = (x—3) - (2> + 222 + 52+ 10) + 36, pois o quociente
é x3 + 222 + 52 + 10 e o resto é 36, ji que

2t -3 -2 —bhxr 46 | x—3
—zt 4323 23 4222 + 524+ 10
4223 —x?
—223  +622
+522 —bhx
—52% 415z
+10x —+6
—10x +30
36
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Assim, obtivemos
flz)=a'—23 -2 =52 +6=(z—3) (23 + 22 + 52+ 10) + 36 (2.5)
Observe que se calcularmos o valor de f(z) quando = 3 em (2.5), teremos
f(3)=(3B-3)(3%+2-32+5-3+10) + 36 = 36,

portanto, f(3) =36 # 0, e 3 nao é raiz de f(x).

O que acabamos de ver nesse exemplo vale de maneira geral.

Proposicao 2.2. Sejam f(x) um polindmio de grau n e o um nimero qualquer (que
pode até ser complexo). O resto da divisao de f(x) por (z — ) é f(a).

E facil justificar essa afirmacdo, pois quando dividimos f (z) por (z — ), obtemos
um quociente ¢(z) e um resto r, que sabemos ser constante (pelo que vimos acima).
Escrevemos, entao, f(x) = (z — «) - q(x) + r e segue que

fla)=(a—a)qla) +r=0+r=r

é o resto da divisao de f(z) por (z — «).

Em particular, decorre dai que « é raiz de f(x) se, e somente se, r = 0. Assim,
temos o seguinte resultado importantissimo sobre polinémios.

Proposicao 2.3. Sejam p(x) um polindmio de grau n e o um nimero qualquer (que
pode ser complexo). Entao, o € uma raiz de p(x) se, e somente se, existe um polindmio
q(z), de grau n — 1, tal que p(z) = q(z) - (z — ).

Decorre dessa proposicao que se p(z) é um polindémio de grau n e o é uma raiz de
p(z), entao existe um polindémio ¢;(z), de grau n — 1, tal que p(z) = ¢1(z) - (x — ).
Se a também é raiz de ¢1(x), existe um outro polinémio ga(x), de grau n — 2, tal que
q1(z) = q2(x) - (v — @) e, consequentemente, p(z) = q2(z) - (r — a)?. Se a também é raiz
de g2(x), existe um outro polindémio ¢3(z), de grau n — 3, tal que ga2(z) = g3(x) - (x — @)
e, consequentemente, p(z) = ¢3(z) - (x — a)3. Prosseguindo dessa maneira, acabamos
encontrando um polindémio gx(x) de grau n — k que nao tem « como raiz e satisfaz
p(z) = qr(z) - (x — @)*. Nesse caso, dizemos que k é a multiplicidade da raiz a.

Assim, dizemos que uma raiz « de um polindémio p(z) de grau n é uma raiz de
multiplicidade k > 1 se existir um polinémio g(x) de grau n — k tal que g(a) # 0 e

p(z) = q(z) - (& —a)".
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Exemplo 2.5. Fatoremos o polindmio p(x) = 2° — 32* — 23 + 1122 — 122 + 4.

Uma raiz desse polinomio é 1 pois p(1) =1° —3-1* - 13 4+11-12 -12-1+4 = 0.
Procedemos a divisao.

x® =3zt —23  +112? —122 +4 | x—1
—z5 4t at =223 — 322 +8x—4
—oxt —3
422t 243
—323 41122
+323  —3a?
82 —12z
—8x% 48z
—4x 44
+4xr —4
0

Assim, p(z) = 2° — 32t — 2% + 112? — 120 + 4 = (z — 1)(z* — 223 — 322 + 8z — 4).
Também é facil ver que 1 é raiz de q(z) = z* — 223 — 322 + 8z — 4, pois ¢(1) =
11—-2.13-3.124+8-1—4 = 0. Procedemos, agora, a divisao de ¢(x) por (z — 1).

rt 223 322 +8r —4 | x—1
—zt 423 23— 2 —4x 4+ 4
—z3  —3z2
+23 —x?
—4z? 48z
+4x?2  —4x
+4xr —4
—4xr +4
0

Desse modo, q(r) = 2% — 223 — 322 + 8x — 4 = (v — 1)(a® — 22 — 42+ 4) e, portanto,
p(z) = (x —1)(2* — 223 — 322 + 82 — 4) = (x — 1)?(2® — 22 — 4z +4). S6 que 1 também
éraiz de t(z) = 2% — 2% —4dx + 4, jd que ¢(1) =13 — 12 — 4.1+ 4 = 0. Agora,

3 —x? —dr +4 r—1

—z% 422 22 —4
0 —4x +4
+4r —4
0
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de modo que t(z) = 23 — 2% — 4z +4 = (z — 1)(2? — 4) e, portanto, p(z) = (z —1)(z* —
223 — 322 + 8z —4) = (v — 1)?(23 — 2% — 42 + 4) = (z — 1)3(2% — 4). Mas o polinémio
(r? — 4) é uma diferenca de quadrados e podemos fatora-lo como o produto da soma
pela diferenca, (22 —4) = (v — 2)(z + 2).

Assim, conclufmos que p(r) = (x — 1)3(z — 2)(z + 2) tem trés raizes distintas, a
saber, 1, 2 e —2, sendo a7 = 1 uma raiz de multiplicidade 3 e ap = 2 e a3 = —2 de
multiplicidade 1.

Serd que sempre é possivel fatorar um polinémio totalmente, como no exemplo
precedente?

Iniciamos com o caso mais simples possivel, o de polinémios de grau 1. Tomando
p(z) = 4z + 3, sua raiz é —%. Pela Proposigao 2.3, existe um polinémio ¢(x) de grau

0 (logo, uma constante) tal que p(z) = (m + %) ¢(z). Podemos proceder com a divisao

mostrada acima, sé que nesse caso é mais facil evidenciar o 4 em p(z) para obter

p(x):4x+3:4<$+z).

Assim, com polindmios de grau 1, a multiplicidade da raiz é sempre 1. Se p(z) = ax+b,

b
coma,beRea##0, entéop(x):ax—i-b:a(a:—i-a).

Agora, vejamos como funciona essa fatoragdo para polindmios de grau 2 e 3 to-
mando, inicialmente, exemplos.

Exemplo 2.6. Fatoremos p(z) = 522 — 6z + 1.

E facil ver que o = 1 é raiz de p(z), uma vez que p(1) =5 — 6+ 1 = 0, de modo
que p(x) é divisivel por x — 1. Procedemos a divisao.

502 —6x +1 x—1

—522  +5z or — 1
—-zr +1
+r -1
0
Desse modo, ¢(z) = 5z — 1 e escrevemos p(r) = 522 — 6z +1 = (z — 1)(5z — 1). J&
sabemos como fatorar ¢(z) =5z —1 =15 ( - %), logo
1
p(x) =522 —6x+1=(x—1)(bz —1) =5(x — 1)(3:— 3)
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Se usarmos a férmula de Bhaskara para determinar as raizes de p(z), também
encontraremos a1 = 1 e ap = % Logo, para obter a fatoragao de p(z) em termos de
suas raizes, basta multiplicar os fatores (r — 1) e (m — %) pelo coeficiente do termo de
maior grau que, no caso, € b.

Assim, para fatorar um polinémio p(z) de grau 2, determinamos suas raizes «; e
s e escrevemos p(r) = a(x — a1)(x — o), onde a é o coeficiente de 2. No caso em que
A > 0, cada raiz tem multiplicidade 1. Se A = 0, temos a1 = as e p(x) = a(z — a1)?,
logo a7 tem multiplicidade 2. Se A < 0, esse tipo de fatoragao nao é possivel nos reais.

Note que, no exemplo acima, a1 - ag = 1 - % = % que é o termo independente
dividido pelo coeficiente do termo em z? (termo de maior grau). Também a soma,
altas =1+ % = g é o simétrico do coeficiente do termo em x dividido pelo coeficiente

do termo em 22 . Esse é mais um resultado que vale em geral.

Proposicao 2.4. Sejam p(z) = 2% + bz + ¢ um polinémio com b,c € R e a e (3 suas
raizes. Entaob=—(a+08) ec=a-f.

De fato, como « e (3 sao raizes de p(x), sabemos que, p(z) = (z — a)(x — ) ; mas
(r—a)(z—pB)=2*-pr—ar+a-f=22—(8+a)r+a-[. Agora basta igualar os
coeficientes de mesmo grau.

E se o coeficiente de 22 do polinémio p(z) for diferente de 1?7 Como no exemplo
precedente, observe que p(z) = ax?+bxr+c = CL(ZE2+§33+§) e, agora, q(z) = x2+3:17+§
tem coeficiente de z? igual a 1.

Exemplo 2.7. Fatoremos o polinémio p(z) = 1523 + 1722 + = — 1.
E f4cil ver que —1 € raiz, pois
p(—1) =15(=1)3 +17(-1)2 =1 -1=-15+17-2=0

e, portanto, p(x) é divisivel por x — (—1) = = + 1. Efetuemos a divisao.

1523 +1722 42 -1 x+1
—152% —15a2 1522 + 22 — 1
212 “+x
— 92 —2x
—x -1
+x +1
0

Assim, escrevemos p(z) = 1523 + 1722 + 2 — 1 = (z + 1) - (1522 + 22 — 1). Sera que
p(z) tem outras raizes? Se tiver, elas serdo as raizes de q(x) = 1522 + 2z — 1. As raizes
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de g(z) sao faceis de determinar, pela férmula de Bhaskara; como A = 22 —4(15)(—1) =
4(1+415) = 4 - 16, temos
—2+8 6 1 —2-8 10 1

MTH5 215 5 O T 915 T 2-15 3

Assim, pelo que vimos no exemplo precedente, tanto (m— %) quanto (x+%) sao divisores

de g(z) e podemos escrever ¢(z) = 15(z — 1) (z + 3).
Voltando ao polinomio p(z) original, obtivemos

p(a:):15a:3+17a:2+x—1:15(x+1)(x—%)(a:+%>.

Observe que, pensando da mesma maneira, podemos mostrar que um polinémio
p(z) de grau 3 qualquer tem, no méximo, trés raizes e, se esse polindmio tiver as trés
raizes aq, o € ag, podemos escrevé-lo como

p(x) = k(z — an)(z — ag)(z — a),

onde k é o coeficiente de 3 em p(z). Se a1 = ag = a3, temos p(z) = k(z — 1) e aq

tem multiplicidade 3. Se a; = as # ag, temos p(z) = k(r — a1)?(z — a3) e a; tem
multiplicidade 2 e a3 tem multiplicidade 1. Se a1, as e ag, sao duas a duas distintas,
temos p(z) = k(z — aq)(z — az)(z — a3) e todas as raizes tém multiplicidade 1.

Note que, também nesse caso, o termo independente é o simétrico do produto das
raizes multiplicado por k (que é o coeficiente do termo de maior grau) e que, agora, a
soma das raizes é o simétrico do coeficiente em 22 dividido por k. Verifique!

Exemplo 2.8. Fatoremos o polindomio p(x) = 22 + 2.

Esse polinomio admite —1 como raiz, pois p(—1) = 2(—1)3 +2 = 0 e, portanto,
p(z) = 223 4 2 é divisivel por (x — (—1)). Efetuemos essa divisdo.

223 4022 +0x +2 x+1

—22% —222 202 — 2z 41
—22% 40z
+222 2z
+2x 42
—2r -2
0

Podemos, entdo, escrever p(z) = 22° + 2 = (z + 1)(22% — 2z + 1). Como ¢(z) =
222 — 2r + 1 ndo tem raizes reais, j4 que A =4 —4-2-1 = —4 < 0, entdo p(z) =
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223 +2 = (r+1)(22% — 22 + 1) nado pode ser fatorado como produto de polindémios com
coeficientes reais de grau 1. Resulta que esse polinébmio tem apenas uma raiz real.
Esse resultado vale em geral.

Proposicao 2.5. Um polinémio p(x) de grau n, com coeficientes reais, possui, no
maximo, n raizes reais. Se ai,qa, ..., sao todas as raizes reais distintas de p(z) e
ni,na,...,NnE suas respectivas multiplicidades, entdo podemos escrever

p(x) = (z—a1)" (z — a2)™ - (x — o)™ t(2),

onde t € uma fungdo polinomial de grau n — (nq +ng + -+ + ny), desprovida de raizes
reais. Se p(x) possuir exatamente n raizes reais, ay, g, ..., 0y, entao

px)=a(x—ar)(z—az) - (x — ay),

onde a € o coeficiente de z".

2.7 — RAIZES RACIONAIS DE POLINOMIOS COM COEFICIENTES INTEIROS

Vimos na secao anterior que, se conhecermos as raizes de um polinémio nao nulo, sua
fatoracao é facilmente determinada através do algoritmo da divisao. Uma pergunta que
surge de maneira natural é a seguinte: dado um polinémio qualquer, serd que existem
raizes? Como determinar uma dessas raizes?

Para polinémios de grau 2, essa pergunta ja foi respondida em secGes anteriores.
No entanto, é muito dificil respondé-la no caso geral, mesmo para polinémios de graus
pequenos como 3 ou 4, por exemplo. Para polinomios de grau maior do que ou igual a
5 nao existe uma férmula que funcione sempre, como a férmula de Bhaskara funciona
para grau 2. Assim, vamos nos limitar a casos particulares.

Exemplo 2.9. Fatoremos o polinémio p(z) = 92° + 18z* 4 823 + 1622 — z — 2.

Observe que todos os coeficientes de p(z) estdo em Z, ou seja, sao inteiros. Inici-
almente vamos tentar determinar as possiveis raizes inteiras de p(z). Se a € Z é uma
raiz de p(x), entao

0=p(a) = 9a° +18a* + 8a® + 160 — a — 2.

Podemos reescrever essa equacao colocando todas as parcelas que tém « de um mesmo
lado da igualdade, obtendo

a(9a* +180° 4 80 4+ 16 — 1) = 90 + 18a* 4 8a® + 1602 — a = 2.
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Como 9o 4 1802 + 80 + 16ac — 1 € Z, podemos concluir que « é um divisor de 2,
logo « € igual a —1,1,—2 ou 2. Temos, assim, que apenas 4 numeros inteiros podem
ser raizes de p. Testando, verificamos que
p(—1) = 9(—1)° + 18(—1)* + 8(—1)* + 16(—1)* — (—1) — 2
=—-9+18—-8+4+164+1-2=16#0,
p(1) = 9(1)% + 18(1)* +8(1)% + 16(1)% — (1) — 2
=9+4+184+8416—1—-2=48 #£0,
p(2) =9(2)° +18(2)* +8(2)° +16(2)> — (2) —2=2°(9+9+2+2) — 4
=32-22-4=740+74 —4 =810 # 0,
p(—2) = 9(—2)° + 18(—2)* + 8(—2)" + 16(—2)> — (—2) — 2
=2°(-94+9-2+2)+0
=2°.0+0=0.

Logo, —2 é a unica raiz de p(x) em Z. Dividindo p(z) por (x—(—2)) = (z+2), obtemos

p(x) = (x +2) - (92% + 822 — 1).

Agora, para obter as outras raizes de p(z) é necessério (e também suficiente) obter
as raizes do polinémio quociente g(z) = 9z* + 822 — 1. Note que ¢(z) = 9z* + 822 — 1
86 possui poténcias pares de x. Assim, para obter suas raizes, ou seja, as solugoes da
equacdo 9z + 822 — 1 = 0, podemos fazer uma mudanca de varidveis, denotando 22
por z e, com isso, essa equacao fica equivalente a 922 + 8z — 1 = 0. Mas essa equacao,
por sua vez, é uma equacao do segundo grau, que ja sabemos resolver. Pela formula de
Bhaskara, as solucdes de 922 4+ 8z — 1 = 0 sdo

Z:—8+\/64—4-9-(—1):—8+10:3:1 .
2.9 18 18 9
'2:—8—\/64—4-9'(—1):—8—10:_§:_1
2.9 18 18 )
Logo,
x2:z:$ ou z?=z=-1

e as solucdes de 9z 4 822 — 1 = 0 sdo

1 1 .
r==, xT=—7, T=1 € T=—i
3 3
Portanto, conhecemos as quatro raizes de ¢(z) e obtemos
8 1
gz) =927 + 822 —1=9- [m4+§x2—§]

=9- (w—%) <x+%>(az—z)(w+z)
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Assim,

p(a:):(a:+2)-(9x4+8x2—1):(a:+2)-9-(m—%)(az—k%) (x —i)(z +1)

e obtivemos todas as raizes de p(z). Note que o passo inicial foi descobrir se p(x) tinha,
ou nao, raizes inteiras e, para isso, o que fizemos foi selecionar as possiveis raizes inteiras

de p(z).
O método utilizado vale no caso geral e temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.6. Seja p(z) = ant™ + ap_ 12" '+ ap_ox" 2+ +agx?® +ayx 4+ ag um
polinémio com coeficientes inteiros, ou seja Gy, ap—1,0n—2,...,a2,a1,a9 € Z. Se p(x)
possui uma Taiz o em Z entdo o deve ser um divisor de ag.

E facil justificar essa proposi¢do, mesmo no caso geral, bastando seguir os passos
do exemplo. Se o € Z é uma raiz de p(z), entao

p(a) = ana™ + ap 10" Fa, 20" % 4 -+ aga® + aja+ag = 0.
Reescrevendo essa expressao, como no exemplo, resulta
n—1 n—2 n—3 _
a(ana ™+ ap_10" 7+ ap_0d" P 4 asa + ar) = —ag

e, como a,a" ' 4+ a,_10" 2+ ap_00" 3 + -+ asa + a; € Z, podemos concluir que o

¢ um divisor de —ayg, logo um divisor de ay.

Exemplo 2.10. Determinemos, se existirem, as raizes inteiras do polinémio
p(z) = 32° + 22 — 1623 + 822 — 19z + 6.
Primeiramente, vemos que ag = 6 e que, entdo, as possibilidades para a(s) raiz(es)

a inteira(s) de p(z) sdo os divisores de 6, que sao —1, 1, —2, 2, —3, 3, —6 e 6. Agora
testamos esses valores em p(x) (ou, entao, podemos dividir p(x) por (z — «)), obtendo

p(1) #0; p(=1) #0; p2)=0; p(=2)#0;
p(3) #0; p(=3)=0; p(6)#0; p(—6)F#0.

Assim, vemos que as raizes inteiras de p(x) sao 2 e —3. Podemos tentar determinar,

. , . . . C , .
agora, se p(x) possui raizes racionais. Seja p um numero racional com c e d # 0

, . . . . & .
numeros inteiros relativamente primos. Se p for raiz de p(z), teremos

5 4 63 C2

C C C C
p(5)=3Z+2-5-16-5+8. 5-19-Z+6=0.
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Multiplicando essa igualdade por d° obtemos
3¢® 4 2¢td — 163 d? + 82 d® — 19¢d* + 6d° = 0,
que tanto pode ser reescrito como
(3¢ +2¢%d — 16¢*d* + 8cd® — 19d*) = —6d° (2.6)
quanto também como
(2¢* — 16¢°d + 8c*d® — 19¢d® + 6d*)d = —3¢° (2.7)
Como ¢ e d sdo numeros inteiros relativamente primos, podemos concluir de (2.6)
que ¢ é divisor de 6 e, de (2.7), que d é divisor de —3. Logo, ¢ pode ser —1, -2, —3, —6, 1,
2,3 ou 6 e d pode ser —1,—3,1 ou 3.

c
Desse modo, as possibilidades para p Sa0

11 2 2 33 6 6
~1, -2, -3, —6, 1, 2 S
) ) 37 67 ) ) 37 67 37 37 37 37 37 37 37 3
e, retirando as duplicidades, restam apenas
11 2 2
~1, =2, -3, =6, 1, 2, 3,6, ——, =, —=, =.
) ) ) ) ) ) ) ) 37 37 37 3

Observe que —1,—2,—-3,—6,1,2,3 e 6 j4 haviam aparecido antes, como candidatos a
raizes inteiras de p(z). Como ja conhecemos as raizes inteiras de p(z), que sao 2 e
—3, podemos concluir que os tUnicos possiveis nimeros racionais nao inteiros que tém
chances de ser raizes de p(z) sao

L
33

Aplicamos, agora, o polinémio p(x) nesses pontos, obtendo

p(5)20 w0 o(Hro e a0

Lo . . <
Logo, 3 € a linica raiz racional nao inteira de p(z).

22
33

Se repetirmos esse argumento para o caso geral teremos o seguinte resultado.

Proposicao 2.7. Seja p(z) = ant™ + apn_ 12" 1 + ap_ox™ 2 4+ - + agz? + a12 + ag
um polinémio com coeficientes inteiros, isto €, an,ap_1,0n_2,...,02,01,00 € Z. Se c e

- , o, . . , c , .
d # 0 sdo numeros inteiros relativamente primos tais que P é uma raiz de p(x), entao

c é um divisor de ag e d € um divisor de a,.
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Exemplo 2.11. Determinemos, se existirem, as raizes racionais do polinémio

p(z) = 623 + 1722 + 11z + 2.

.~ . c , . ~ p ..
Pela proposicao acima, sabemos que se — é uma raiz de p(x), entao ¢ é um divisor
d

de 2, de modo que pode ser —2,—1,1 ou 2, e d é um divisor de 6, de modo que pode

ser —6,—3,—2,—1,1,2,3 ou 6. Assim, as possibilidades para 2 Sa0

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
-2,2, -1,1, —=, =, —=, =, —=, =, —=, =, —=, =, —=, —
) ) 7 7 67 67 37 37 27 27 67 67 37 37 27 2
e, retirando as duplicidades, restam apenas
_27 27 _17 17 _17 l7 _17 17 _17 l7 _27 g
6" 6 3" 3 2° 2 33

Note que podemos reduzir essas possibilidades pela metade, pois como o polindmio
possui todos os coeficientes positivos, suas raizes sé podem ser negativas; desse modo,
86 restam as possibilidades

1 1 1 2
_27 _17 T Ly T 9y T oY ot
6 3 2 3

Aplicando esses valores no polinémio, obtemos

. , . . 1 1 e
Assim, as raizes racionais de p(z) sao —2, —3¢ 5 Observe que, como o polinémio

p(z) tem grau 3, essas sao todas as raizes de p(z), e, portanto, podemos escrever

p(x) =6-(x+2) (a:—k%) <a:+%>

2.8 — O SINAL DE UM POLINOMIO

Em Calculo, para estudar o comportamento de um polinémio e esbocar seu grafico,
é muito importante analisar o sinal do polinémio. No caso de polindmios lineares

p(z) = ax + b, ja vimos que trocam de sinal em sua raiz, que é dada por « = ——.
a
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Exemplo 2.12. Determinar o sinal do polinémio p(x) = x + 3 de grau 1.

Se p(z) = = + 3, temos que a« = —3 Y
é a raiz de p(z) e sabemos que o sinal de
p(z) depende somente de x > —3 ou = <
—3, conforme a figura dada. Nesse caso,
é facil resolver a desigualdade = + 3 > 0,
que equivale a x > —3. Assim,

p(x) >0sex e (—3,+00)

p(x) <0sex e (—o0,—3).

p(z) = 42% + 3z — 10
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Os polinémios de grau 2 também tém a
mesma caracteristica: quando trocam de sinal
(embora isso nem sempre aconteca; confira na
Segao 2.5), fazem isso em suas raizes.

Exemplo 2.13. Determinar o sinal do po-
linémio p(z) = 422 + 3z — 10 de grau 2.

)
As rafzes a1 = —2 e ag = 1 de p(x) podem

ser obtidas pela férmula de Bhaskara. Como o
coeficiente do termo em z2 é 4 > 0 sabemos,
pela Secao 2.5, que o gréfico de p(z) é como o
dado na figura ao lado. Pelo grafico, podemos
concluir que p () > 0 se

x € (—o0,—2) U (Z,—i—oo)

ep(z) <0se

5
e (-2 —>.
¢ ( 1
A diferenca agora é que nao podemos isolar

o x na desigualdade 422 4 3z — 10 > 0, como o
fizemos no exemplo precedente.



Uma outra maneira de determinar o sinal de p(x) é utilizar a regra de sinais de um
produto. Para isso, escrevemos p(z) em termos de suas raizes, p(z) = 422 4+ 3z — 10 =
4(z+2)(z — 2). Como 4 > 0, temos que

p@)>0 < (z+2) (m—g) > 0.

Agora, analisamos o sinal de cada fator linear separadamente e, depois, usamos a regra
de sinais do produto, representada esquematicamente da seguinte maneira.

(z +2) = >
(w—5/d) —— — — - - F * *
5/4
(2 +2)( — 5/4) A — B S S S
h 5/4

E claro que obtivemos o mesmo resultado que utilizando o grafico, s6 que esse dltimo
procedimento pode ser generalizado, mesmo quando o polinémio tiver raizes complexas
nao reais, conforme veremos no proximo exemplo.

Exemplo 2.14. Determinar o sinal do polinémio de grau 3 dado por

p(x) = 2% + 32 + 4z + 12 = (v + 3) (2% + 4).

Y

(22 + 4)

Y

(x+3)

Y

(z+3)(z* +4) .
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Desse modo, temos que

p(x) <0 se xz€(—00,—-3) e p(x) >0 se z¢€(—3,+0)

Neste exemplo, 22 +4 > 0 para todo = € R, logo, nesse caso, o sinal de p(z) é o
mesmo que o sinal de x 4+ 3. Observe que um polinémio de grau 2 que nao tem raizes
reais nao muda de sinal (ver Segao 2.5) e, portanto, é sempre ou positivo ou negativo.

Exemplo 2.15. Determinar o sinal do polinémio de grau 4 dado por

p(z) =2t + 223 — 522 — 6z = z(x + 3)(z — 2)(z + 1).

Para determinar o sinal de p(x) analisamos o sinal de cada fator linear e, depois,
usamos a regra de sinais do produto, como no exemplo anterior.

43 >
(z+3) ~
— — — — — — — + + +
T — 2 >
@-2) .
(54 1) — — — — + + + + + +
z >
-1
() + + — — + — — + + +
p(x >
-3 -1 0 2

Desse modo, temos que
p(z) >0 se z € (—o0,—3)U(—1,0)U (2,+00)

e p(z)<0 se ze(-3,-1)U(0,2).

Assim, para analisar o sinal de um polinémio, é fundamental conhecer sua fatoracao.
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Confira, agora, todos os exemplos de graficos com translagbes que vimos anterior-
mente, e verifique se ocorrem trocas de sinais: observe que isso sempre ocorre nas raizes.
Essa caracteristica decorre do fato das func¢des polinomiais serem fungoes continuas, ou
seja, seus graficos nao tem saltos ou cortes (o conceito de continuidade serd visto na
disciplina de Calculo). Podemos resumir nossas observacoes da maneira seguinte.

Proposicao 2.8. Uma func¢ao polinomial sé pode trocar de sinal nas suas raizes.

Entretanto, observe que uma funcao polinomial nem sempre troca de sinal numa

raiz, por exemplo, y = z2.

A regra de sinais utilizada nos exemplos anteriores também é valida para o quociente
de polinémios.

-2
Exemplo 2.16. Analisemos o sinal da funcao Q(x) = z T3
T
Observe que Q(x) nao estd definida em = = —3.
- - 4+ o+ 4+ 4+ o+ 4+ o+ o+
(x +3) >
-3
- - - - - - - 4+ o+
T —2 >
(z —2) 5
@-2 + + - - - - - + 4+ +
(x+3) -3 2 -

Desse modo, temos que

Q(x) >0 se x€(—00,—3)U(2,+00)

e Q(r)<0 se z€(-3,2).

Uma observagao importante e, também, interessante é que essa regra de sinais que
utilizamos vale nao sé para produtos e quocientes de polinémios, mas também para
produtos e quocientes de funcées quaisquer.
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2.9 — FRACOES PARCIAIS

Uma funcao como a do dltimo exemplo é denominada fun¢do racional, ou seja, uma
funcao racional é o quociente de dois polinémios. Como o polindémio constante 1 pode
ser um denominador de tal quociente, vemos que os proprios polinéomios estao incluidos
entre as fungoes racionais. Sdo exemplos de fungdes racionais,

5 3 = Tx

Qi(z) = Q2(z) = T2 _ o

x—2’ 2 -2’

S5zt — 423

Qs(z) = 2° —Te, Qu(z) = 2% w8

Uma fungao racional é dita prdpria se o grau de seu numerador é menor que o grau
de seu denominador; caso contrario, essa fungao racional é dita imprdpria. Sempre
podemos expressar uma func¢ao racional improépria como uma soma de um polinémio
com uma fungao racional prépria (preservando-se o denominador da fungao imprépria);
ver Exercicio 2.13. Por esse resultado, é suficiente estudar as fungoes racionais préprias.

No Ensino Médio, aprendemos como reduzir fragoes a um mesmo denominador. Por
exemplo, é facil ver que

3 5  3(x—2)+5(x+1) 8r —1

i+l 72 @4D@-2  @i)@-2)"

A ideia, agora, é inverter esse processo e escrever uma dada fracdo como uma soma
de fracoes, cada uma das quais tendo um denominador mais simples. Esse procedimento
¢é denominado decomposicao em fragoes parciais e ¢ um dos métodos mais importantes
para calcular integrais de fungdes racionais que vocé verd em Célculo.

Vejamos, por exemplo, como partir do lado direito da expressao dada acima e chegar
no lado esquerdo.

8r —1
Exemplo 2.17. Determinemos a decomposicao em fracoes parciais de % .
(x4 1)(x —2)
O objetivo é encontrar constantes A e B tais que
8r —1 A B
= + (2.8)

(z+1)(z—2) x+1 z-2
Ora, ja sabemos que A = 3 e B = 5 mas, para entendermos o método, calcularemos A
e B como se nao soubéssemos seus valores. Somando as fragoes de (2.8), obtemos

8z —1 A N B Alx—2)+ B(zx+1)
(x+1)(x—-2) z+1 x-2  (z+1)(z—2)
Assim, temos duas fragoes iguais com o mesmo denominador; decorre que essas fracoes
também tém necessariamente o mesmo numerador e, portanto, temos a seguinte igual-

dade de polinémios.

8r—1=A(x—2)+ B(zx+1)=(A+ B)z+ (—2A + B).
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Resolvendo a igualdade de polinomios, chegamos ao sistema seguinte,

A+B=38
—2A+ B =-1,

cuja solugao nao é dificil de encontrar, A = 3 e B = 5. Assim, obtivemos a decomposi¢ao
em fracoes parciais da nossa func¢ao racional, isto é,

8r —1 3 n 5
(z+1D)(x—-2) x+1 z-2°

Exemplo 2.18. Determinemos a decomposicao em fracoes parciais de

622 — 24z — 18
(x —1)(z+2)(z—4)°

Considere

622 — 24x — 18 A B C

G- D@t )@—4) o-1 7242 -4

Alx+2)(z —4)+Blx—1)(z —4)+ C(x — 1)(z + 2)
N (x—1)(z+2)(z—4)

Novamente, temos duas fragoes iguais com o mesmo denominador, portanto ambas
também tém o mesmo numerador, de modo que chegamos a seguinte igualdade de
polinémios.

612 — 24z — 18 = A(x +2)(x —4) + Bz — 1)(z — 4) + C(z — 1)(z + 2)
= A(z? =20 —8)+ B(z? — bz +4) + C(2® +z —2)
= (A+B+0)z* 4 (—24 - 5B+ C)x + (—8A + 4B — 20),
que nos leva ao sistema seguinte,

A+B+C=6
—2A-5B+C=-24
—8A+4B —2C = —18.

Somando as trés linhas acima obtemos —9A4 = —36 e, portanto, A = 4. Substituindo
o valor de A e subtraindo a primeira linha da segunda, obtemos 68 = 18, ou seja, B = 3.
Substituindo o valor de A e B na primeira linha, resulta que C = —1. Assim,
622 — 24z — 18 4 3 -1

(z—1)(z+2)(x —4) Tr 1 zi2 a4
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Esse método vale para um numero qualquer de fatores lineares distintos. Sejam
a1, Qs, ..., 0, numeros reais distintos e consideremos o polinémio

q(z) = (x —ar)(@ —ag) -+~ (& — an)

e um polinémio nao nulo p(z), de grau menor do que n. Entao existem numeros
Ay, Ay, ... A, € R tais que

p(z) p(z) A A A,
q(z) (x—al)(a:—ag)--'(w—an)_a:—a1+x—a2+ +a:—an'

A demonstracao dessa afirmacao é semelhante a resolucao dos exemplos precedentes.

A afirmacao que acabamos de apresentar tem um requisito importante: os fatores
devem ser lineares distintos. E se nao forem? Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.19. Determinemos a decomposicdao em fragoes parciais de

—423 + 1022 —= 32+ 3
(x —1)3(z+2)

Procuramos constantes A, B,C' e D tais que

—42% 4+ 1022 — 32 + 3 A B C D
= + + + .
(x —1)3(z +2) (x—1)3 (zx—12 2z-1 x+2

Daqui em diante, procedemos da mesma maneira que nos exemplos anteriores. A
partir do desenvolvimento
—42® + 1022 =32 +3 A +2)+Bl@—1)(x+2)+Cle—1)*(x +2) + D(x — 1)
(x—1)3(x+2) (x—1)3(x+2)

podemos verificar que sao iguais os numeradores

—42% 4 102% — 3z + 3
=A(x+2)+ Bz —1)(z+2)+C(z — 1)*(z +2) + D(z — 1)
= Az +2)+ Bz + 2 —2) + C(2® — 3z + 2) + D(a® — 322 + 32 — 1)
= (C + D)z* 4+ (B —3D)x* + (A+ B — 3C 4+ 3D)z + (2A — 2B + 2C — D),

0 que nos leva ao sistema seguinte,

C+D=-4
B—-3D =10
A+B-3C+3D=-3
2A-2B+2C —-D =3.
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Substituindo a primeira e a segunda linhas na terceira e na quarta linhas, obtemos

A+4+9D = -25
2A —-9D = 31.
Somando essas linhas, obtemos 3A = 6, ou seja, A =2 e, entdo, D = -3, B=1¢
C = —1. Assim,
—42® +102% — 3z + 3 2 1 -1 -3
= + + + .
(x—1)3(x+2) (=13 (z—1)2 z-1 x+2

Tente entender a generalizacao desse procedimento.

E se o polinémio do denominador tiver raizes complexas nao reais? Espere por
Calculo!

2.10 — RAIZES COMPLEXAS (Leitura complementar)

A Proposi¢ao 2.5 do final da Segao 2.6 diz que um polinémio p(x) de grau n, com
coeficientes reais, possui, no maximo, n raizes reais. Se «i,qa,...,q; sa0 todas as
raizes reais distintas de p(x), e ni,na,...,n; suas respectivas multiplicidades, entao
podemos escrever

p(r) = (z —a)" - (z — )™ - (& — o)™ - 1),

onde ¢ é uma funcao polinomial de grau n — (ny + ng + - - - + ny), desprovida de raizes
reais.

Agora vamos investigar essa funcao polinomial ¢(x).

Voltando ao polinémio p(x) = 223 + 2 = (z + 1)(22% — 22 + 1) do Exemplo 2.8 e
usando a férmula de Bhaskara para t(x) = 222 — 22 + 1, vemos que

24 2-2 1

:2+\/—4:2+2i:1+i g = _
4 4 2

4 4 2

a1

sao as raizes de t(x). Assim, escrevemos,

p(m):2x3+2:2(a:+1)<x—1;—i><x—1;i>.

De fato, o que se mostrou nesse exemplo vale em geral, sendo uma consequéncia do
Teorema Fundamental da Algebra, como segue.
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Teorema 2.9. Se p(x) é um polinémio com coeficientes reais e de grau n > 1, entao
p(x) possui exatamente n raizes em C.

Olhando mais uma vez para o polinémio p(z) = 223 + 2, vemos que suas raizes
sao —1, %(1 +i)e %(1 —1). Observe que as duas raizes complexas sao conjugadas. Isso

ocorre em geral.

Proposicao 2.10. Seja p(x) = anz” +an_ 12" +ay_02" 24 - +asz? +ayx +ag um
polindémio com todos coeficientes an,ap_1,...,a3,a1,a0 reais. Se o numero complexo
a = a+ bi for uma raiz de p(z), entao o complexo conjugado @ = a — bi de « também
¢ uma raiz de p(x).

Podemos justificar essa afirmacdo do seguinte modo. Como « = a + bi é raiz de
p(z), temos

p(a) = ana™ + ap_10™ "+ ap_20" 2 4 - 4 aza® + aja+ag = 0

e, portanto,

An Q" + ap_10" 1+ ay_00" 2 4 -+ + aga? + a1+ ag = 0.

Usando que o conjugado da soma é a soma dos conjugados, obtemos

An0™ + ap_10™ 1 +a, 00" 2+ +asal +aja+ag =0
e usando que o conjugado do produto é o produto dos conjugados, resulta
G a4 a, o a" s av 4 4@l +ar-a+ag =0.
Finalmente, usando que o conjugado de um ntmero real é ele mesmo, concluimos que
—n —n—1 —n—2 —2 — _
ap O +Ap—1 -« +ap—o- @ +--+a-a”+a;-a+ay=0.
Assim, p(a@) = 0, ou seja, @ também é raiz de p(z).

Como consequéncia, temos que, num polinémio com coeficientes reais, as raizes
complexas que nao sao reais aparecem conjugadas, aos pares, de modo que o nimero
total dessas raizes é, sempre, um numero par. Em particular, obtemos o seguinte
resultado.

Proposicao 2.11. Todo polinémio com coeficientes reais de grau impar possui, pelo
menos, uma raiz real.

Exemplo 2.20. Sem efetuar qualquer calculo, ja podemos afirmar que o polinémio
p(z) = 2° + 32* — 62% + 7z + 1

possui, pelo menos, uma raiz real.
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Continuando, se &« = a + bi é um numero complexo, com a,b € R, e @ = a — b,
entdo o polinémio f(z) = (x — a)(x — @) tem coeficientes reais. De fato,

f(@)=(z—a)(z—a@) = (z — (a+bi)) (z — (a — bi))
= 2% — 2(a —bi) — x(a + bi) + (a + bi)(a — bi)
= 2% 4 (—a +bi —a— bi)x + (a* — abi + abi — b*?)
= 2% — 2ax + (a® + b?).

Esse resultado pode ser utilizado para fatorar polindmios, pois, se &« = a + bi € raiz de
um polindémio p(x) com coeficientes reais, entdo @ = a — bi também é raiz e, portanto,

p(z) = (- a)(z —@) g(x) = f(z) g(),

onde f(x) é o polindémio de grau 2 obtido acima.

Exemplo 2.21. As raizes do polinémio p(z) = z* + 1 satisfazem a equacio z* = —1.
Como todo numero real elevado a uma poténcia par é sempre positivo, ou zero, te-
mos que as quatro raizes de p(z) sdo complexas, sendo duas a duas conjugadas. Pela
observacao acima, sabemos que p(x) = f(x) g(x), onde f(z) e g(x) sdo polinémios de
grau 2. Como o coeficiente de x4 em 2% 41 é 1, podemos escolher f(z) e g(z) com essa
mesma propriedade, isto é, podemos supor que seus coeficiente de 22 sejam iguais a 1.
Nesse caso, existem a,b,c,d € R tais que

2t +1 = (2% + azx 4 b)(2® + cx + d).

Como
(2% + az + b)(2® + cx + d)
= 2% + cx® + dz? + az® + acx® + adx + ba® + bex + bd
=2t + (a+ )2 + (ac + b+ d)z? + (ad + be)z + bd,
obtemos

2t + 1= (2% 4+ ax +b)(2* + cx + d)
= 2%+ (a+ &) + (d+ ac + b)z? + (ad + be)z + bd.

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau somos levados ao seguinte sistema.

a+c=0 coeficiente do termo z°
ac+b+d=0 coeficiente do termo 2
ad+bec =0 coeficiente do termo x

bd =1 termo independente
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Da primeira equagao obtemos a = —c. Substituindo nas demais equagoes, resulta o

sistema
—a’>+b+d=0 (2.9)
ad —ab =10 (2.10)
bd=1 (2.11)

Como ad — ab = a(d — b), vemos que (2.10) é equivalente a a(d — b) = 0 e, portanto,
a=0oud=b. Se a =0, substituindo em (2.9) obtemos d + b = 0, ou seja, b = —d.
Substituindo em (2.11), obtemos > = —1, mas, como procuramos coeficientes reais,
essa solucao nao serve.

Assim, a # 0 e, portanto, b = d. Substituindo em (2.10) e (2.11), obtemos a? = 2b
eb?> =1.Se b= —1, entdo a®> = —2 e isso, novamente, ndo Nos serve, por Nao pPossuir
solucio em R. Desse modo, estabelecemos que b = d = 1 e, portanto, a®> = 2. Logo,

a=+v2oua=—2,.

Como a = —c¢, se a = V2, temos 2% + 1 = (22 + V2zx + 1)(z? — V22 + 1) e, se
a = —2, temos ' 4+ 1 = (2 — 22 + 1)(2? + v/2x + 1). Vemos que, nos dois casos
temos a mesma decomposicio de z* + 1. Assim,

et 1= 22+ V2 +1)(2® — V2 +1)

e, se vocé quiser determinar as raizes complexas desse polinémio, basta aplicar a férmula
de Bhaskara nos dois fatores encontrados.

Concluimos esta segdo com uma proposi¢ao que descreve o polinémio ¢(x) da Pro-
posigao 2.5, a saber, que t(x) sempre pode ser fatorado em poténcias de fatores qua-
draticos.

Proposicao 2.12. Seja p(x) um polinémio de grau m, com coeficientes reais. Se-

jam ai,Qa,...,q todas suas raizes reais distintas, com respectivas multiplicidades
niy,na,...,ng. Entdo existem s,my,ma,...,ms € N e a,a1,...,as,b1...,bs,€ R tais
que

p() = (. —a1)™ (z — a2)™ - (z — ag) "™ t(z),
com
t(z) = a(xz +ajz+by)™ (332 + agx + bg)™? - - - (a:2 + asx + bs)™.

Exemplo 2.22. Temos
p(x) = 32° — 32* + 62 — 627 + 32 — 3
=3(z — 1) (z* + 222 +1) = 3(z — 1) (2% + 1)
Observamos que, embora esses fatores tenham sua existéncia assegurada pela pro-

posicao, sua efetiva determinacao para polinémios especificos dados ainda pode dar
muito trabalho, sendo objeto de estudo até hoje.
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2.11 - EXERCICIOS

Exercicio 2.1. Faca o esboco do grafico das funcoes polinomiais abaixo usando trans-
lagoes horizontais e/ou verticais, alongamentos ou compressoes e reflexdes, conforme

a) f(z) =2’ -8 b) f(x) = (v +3)*
¢) fx)=(x—1)° -4 d) f(z) =5(z —2)°

e) fz)=-3(x+3)3+5

Exercicio 2.2. Faca o esboco do grafico das pardabolas abaixo usando translacées ho-
rizontais e/ou verticais, alongamentos ou compressoes e reflexdes, conforme necessario.

a) f(r)=2>+4z +5 b) f(z) =2? —3x+3
c) f(x) =5— 6z — 22 d) f(z) =222 + 8z + 10

Exercicio 2.3. Determine as expressées das
parabolas cujos gréaficos, dados ao lado e a seguir,
foram obtidos através de translagoes horizontais e/ou
verticais, alongamentos ou compressoes e reflexées do e B
grafico dey:xQ. c) Gl
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Exercicio 2.4. Determine a expressao da funcao polinomial p(x) cujo grafico, dado
a seguir, foi obtido através de translagoes horizontais e/ou verticais, alongamentos ou
compressdes e reflexdes dos graficos das funcdes g(z) = 23 e g(x) = z*.

a) b)

Exercicio 2.5. O grafico do polinémio
p(z) = 423 — 4 22 — 4z é dado ao lado.
Faga um esbogo do gréfico dos polinémios
definidos a seguir.

a) p1(x) = p(z) + 4 e determine suas
raizes.

b) pa(z) = p(x) + 6. Quantas raizes re-
ais po(x) possui?

¢) ps3(x) = p(x) — 3. Quantas raizes re-
ais ps(x) possui?
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Exercicio 2.6. Determine a expressao do polindémio de grau minimo cujo grafico é

dado na figura.

12!

12!

y Y =P (z)
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Exercicio 2.7. Determine o quociente e o resto na divisao de f(x) por g(z).
a) f(z) = 2>+ 522 — 20z + 4 e g(z) =2® — 4z +5
b) f(z) = 1025 + 152 — 1023 — 822 e g(x) =22 + 42® — 172 — 6

Exercicio 2.8. Determine o resto da divisao de f(z) por g(x).

()
a) f(z) = 2* + 523 — 202% + 4 e g(x) =
b) f(z) = 25 + 52t — 23 — 8z e g(x) =
c) f(z) = 25 + 32* 4 22 e g(x) =2 -5
d) f(z) =327 +52° + 223 —22+1 e g(x) =

Exercicio 2.9. Fatore completamente os polinomios dados a seguir.

a) 2% + 22 — 17z + 15 b) 3z* + 1823 — 2722 — 42z
c) 102° + 27z* — 102 — 322 d) 32° +4a* — 1423 — 222 — 172 — 6
e) 4zt + 322 — 1 f) 925 — 51at + 9423 — 742% + 2520 — 3

Exercicio 2.10. Determine todos os valores reais de x que satisfazem as desigualdades
dadas.

a) 22 —-5<0 b) 4 — 2% >0 ¢) 22 —5x+6>0

d) 42 — 64 < 0 e) 23 — 222 + 2 <0 f) 2% — 2% — 222 +40 > 0
g) 2zt —4x3 +42% — 42 +2 >0 h) 32° — 221 — 423 — 422 -T2 -2 < 0

i) (22 +4)(—2> -2 —1) <0 j) 2e?+x+5) (a2 +x+1)<0

Exercicio 2.11. Tente justificar a afirmacao da Proposicao 2.7.

Exercicio 2.12. Estude o sinal das fungoes racionais seguintes.

T — 2 2r —5
il b) ——— <
a)x2+3 )x2—2x+1
222 — 10z + 12 22 —4x+3
c) ———— d) ————
x3 + 4 x3 + z2
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Exercicio 2.13. Dados os polinémios f(z) e g(z) com g(z) # 0 e df > dg, temos que
f(z)
9(z)
com uma funcao racional prdpria, cujo grau do numerador é menor do que o grau do
denominador. Para determinar esses polinémios, fazemos a divisao de f(x) por g(z)
e encontramos os polinomios ¢(x) # 0 e r(x) tais que f(z) = g(x) - ¢(x) + r(x), com
r(x) =0 ou JOr < dg. Agora é s6 substituir na funcao racional,

a funcao racional (imprépria) pode ser reescrita como a soma de um polindémio

Utilize esse procedimento para reescrever as funcoes racionais seguintes como somas
de polinémios com fungoes racionais préprias.

):174—|—x3—2:172—|-4 b) 32% 4+ 2% — 22% — 8z

a
3+ 3 2 —2x+1

o) 20 — 5t + 222 q) 2l =35+ 23—z +5
x3 + 4z 3+ 222+ 2

Exercicio 2.14. Faca a decomposicao em fragoes parciais das seguintes fungoes racio-
nais.
a)

8x + 4 b) 23 — 52 + 222 + 18
2 4+4x—5 x4 — 223 — 922 + 22+ 8

922 —4x + 3 2 +5x2—x+3
d)
3 +22 —-bx+3 x4 —222+1

c)

Nos FEzxercicios 2.15 e 2.16 utilizamos o conceito de velocidade média, como seque.

Em Cinemadtica, um conceito importante é o de velocidade de uma particula em
movimento retilineo. Se uma particula tem sua posi¢ao no instante ¢ dada por p(t), a
velocidade média vy, 4,1 entre um tempo inicial #; e um tempo final ¢, distinto de ¢y,
é definida por

_ p(t2) —p(t)
(S

Com o conceito de derivada, que desenvolveremos na disciplina de Célculo, poderemos
definir também a velocidade instantanea da particula, como um limite dessas velocida-
des médias quando ty — t1 tende a 0.
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Exercicio 2.15. Uma particula em movimento retilineo tem sua posi¢do, no instante
t, dada por
t3 — 5t2 + 6t

t) =
p(t) R

para t > 0.
Determine
a) os instantes em que p(t) = 0;

b) os intervalos de tempo nos quais a particula encontra-se a direita de zero e aqueles
nos quais encontra-se a esquerda de zero;

¢) a velocidade média vy 4y entre o tempo inicial 2 e o tempo final ¢;

< 0 e aqueles onde v >0

d) os valores de t > 0 para os quais v 2.1) .

{2,t}

e) o que ocorre com vy 4, a medida que ¢ se aproxima de 27

Exercicio 2.16. As particulas A e B movimentam-se em linha reta; no instante ¢, a
particula A encontra-se na posicao pa(t) = t* — 2 e a particula B na posicio pg(t) =
3 — 2t.

a) Encontre a posi¢ao de cada uma delas no instante ¢ = 1.

b) Encontre a velocidade média de cada uma delas entre os tempos t = 1 e t = z,

que denotaremos por v ev respectivamente.

A{l,z} B{1,z}’

> v

c) Determine os valores de = para os quais v, oy 2

B{l,z}"

d) A medida que z se aproxima de 1, o que ocorre com as velocidades v e

? Dé uma interpretacao para os valores encontrados.

A{l,z}
UB{l,ac}

e) Resolva o mesmo problema substituindo ¢ = 1 por t = 3.

Exercicio 2.17. Apds s minutos do inicio de uma reacdo quimica, a temperatura da
mistura resultante é dada por T'(s) = s* — 453 + 7s? — 16s + 12, para s > 0.

a) Determine os valores de s > 0 para os quais T'(s) = 0.

b) Determine quando a temperatura é negativa.

Exercicio 2.18. Um campo serd delimitado no formato de um retangulo. Determine as
dimensoes do campo de drea maxima que podera ser cercado utilizando 100 m lineares
de cerca.
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Exercicio 2.19. Mostre que, dentre todos retangulos de perimetro p, o que possui

maior area é o quadrado.

Observacdo: Este problema é um modelo matemaéatico que generaliza o anterior e,
uma vez resolvido, da as solucoes para todos os possiveis valores do perimetro.

Exercicio 2.20. Um fazendeiro tem 500 m line-

celeiro

ares de tela para cercar um terreno retangular.
Um celeiro de 20m de largura serd usado como
parte da cerca, conforme a figura ao lado. De-
termine as dimensoes do terreno de area maxima

que podera ser cercado.

Exercicio 2.21. Um terreno retangular devera ser cercado de modo que dois lados
opostos recebam uma cerca reforcada, que custa R$ 5,00 por metro, enquanto que os
outros dois lados receberao uma cerca padrao que custa R$ 3,00 por metro. Determine
as medidas dos lados do terreno de maior area com estas caracteristicas, sabendo que

custo total para cercé-lo serd de R$ 8.000,00.

2.11.1 — EXERCICIOS da SECAO 2.10 (Leitura Complementar)

Exercicio 2.22. Determine um polindmio com coeficientes reais de grau 3 que admita

2 e 2 — 1 como raizes. Quantos polindmios desses existem?

Exercicio 2.23. Construa um polinémio com coeficientes reais de grau 5 com

a) apenas uma raiz real;
b) apenas uma raiz real e que tenha multiplicidade 1;

c) apenas uma raiz real e que tenha multiplicidade 3.

E possivel construir um polinémio com coeficientes reais de grau 5 que possui apenas

uma raiz real e que tenha multiplicidade 27 Porqué?
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Trigonometria Capitulo 3

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke
Elisabete Zardo Birigo

Iniciamos revendo a Trigonometria no triangulo retangulo. Nesse primeiro momento,
estaremos tratando entao, necessariamente, com angulos agudos. Mais tarde, tratare-
mos de funcoes trigonométricas definidas em toda reta real.

3.1 - AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Consideremos um angulo agudo AOB = 0, com 0 < 6 < 90° e, a partir dos pontos
Ay, Ay, Az, ... na semirreta OA, tracemos perpendiculares A1 By, AsBo, A3Bs3,... a
semirreta OB.

A

As
Ay

0 B, B, Bs B

Cada um desses triangulos OA1B1, OAsBsy, OA3Bs, ... tem um angulo reto, um
angulo igual a 6 e um terceiro angulo igual a 180° — (90° + 6). Portanto, os triangulos
OA1B1, OA3By, OA3Bs,. .. sdo todos semelhantes, pois tém os trés angulos iguais, e

segue que
A1 B . Ay By . A3 B3 .

OA, OA; OA3

AB
Conclusao: A razao 0A depende apenas do angulo 6 e nao dos comprimentos que

forem considerados. Em outras palavras, essa razao é uma fun¢do do angulo 6.

Dados um angulo agudo AOB = f, com 0 < 6 < 90°, e um ponto A; na semirreta
OA, tracemos a perpendicular A1 By a semirreta OB. O seno de 6§ é definido como
sendo a razao

AlBl
OA; -~

senf =



Essa definicao faz sentido, pois vimos que a razao nao depende do particular ponto A;
que for escolhido para construir a razao. Da mesma forma, sao definidas as funcoes
cosseno e tangente de um angulo agudo, por

OB1 " . AlBl

g = —— = .
Cos 04, e tg OB,

Segue dessas consideragoes que, num triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos
b e ¢, respectivamente adjacente e oposto ao angulo 6, como o da figura dada, valem as
seguintes relacoes trigonométricas.

A
a
c
O 4
b B
sen f = g, ou seja, c=a-send (3.1)
b .
cos = —, ouseja, b=a-cosb (3.2)
a
c
cos? 0 +sen? = 1 (3.4)
sen 6
tgf = p—" (3.5)

As propriedades (3.1), (3.2) e (3.3) s@o a prépria definigdo das fungdes seno, cosseno
e tangente. Para justificar a propriedade (3.4), basta aplicar o Teorema de Pitagoras
ao triangulo retangulo OB A, como segue.
V¥ B B+ a?

2 2
cos“f+sen” 0= — + — =
a?  a? a? a?

Quanto a afirmacao (3.5), podemos prova-la utilizando (3.1), (3.2) e (3.3), como

segue.

‘ 9_5_ asenf B sen 0
gv= b  acosh cosf’
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Proposigao 3.1. Se dois dngulos a e 3 sdo complementares, isto €, se o+ 5 = 90°,

entao A
sen a = cos 3, 3
cosa=send e a c
¢ 1
ga=—.
tg 8 o .
(0] b B

Demonstracao. A justificativa para a validade dessa proposicao usa o fato que a soma
dos angulos internos de um triangulo é sempre 180°. No caso de um triangulo retangulo,
como um dos angulos mede 90°, a soma dos outros dois tem que valer 90°, ou seja, os
dois angulos agudos de um triangulo retangulo sdo complementares. Sejam « e (3 dois
angulos agudos complementares e consideremos um triangulo retangulo OBA cujos
angulos agudos sejam precisamente « e 3. Entao, por exemplo, o seno de « é a razao
entre o cateto oposto e a hipotenusa. Mas é evidente a partir da figura que o cateto que
é oposto a « é adjacente a 3. Por essa razao sen a = cos 3. O mesmo tipo de argumento
se aplica as outras duas propriedades. O

Por causa desse ultimo resultado, é suficiente que se tenha uma tabela de senos e
cossenos para arcos entre 0 e 45 graus. Por exemplo, se quisermos saber o valor de
cos 72°, consideramos o arco complementar 90 — 72 = 18 e cos 72° = sen 18°.

Vamos, agora, calcular as fungoes trigonomé- A
tricas de alguns angulos bem comuns. Comegando
por 45°, consideremos um triangulo retangulo OBA
com o angulo AOB = 45°. Como o tridngulo tem B
um angulo reto e a soma dos trés angulos deve ser
igual a 180°, concluimos que o angulo 8 = BAO =
45°. Portanto, nosso triangulo OB A ¢ isdsceles, ou 45°
seja, tem dois lados iguais, OB = BA. Aplicando o 0
Teorema de Pitégoras,

OA? = OB* + BA? = BA® + BA* =2 BA”.
Segue que OA = BA -+/2 e, entéo,

., BA BA 1 V2
sen4s’ = — = ——— = — = —.
OA BA-vV2 V2 2

Também,
., OB BA ERV)
COS45—m—m—Sen45—7.
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Decorre dessas duas ultimas relagoes que

sen 45° _

tg45° =
& cos 45°

Nosso préximo passo serd calcular as funcées trigonométricas do angulo de 30°.

Usaremos o truque engenhoso de justapor
dois triangulos retangulos congruentes OBA e

OCB, de angulos iguais a 30° — 60° — 90°, como A
na figura ao lado (note que esse triangulo existe, 3
pois 30 + 60 + 90 = 180). Entao, o triangulo
OCA tem os trés angulos iguais a 60°, sendo,
portanto, equilatero. Segue dai que 30° O
10) S B
g AC _ oA 30
=5 =5

Portanto, v

e _AB_ 04 1 ¢

sen = 0A-"04 — 3

Para obter o valor de cos 30°, utilizamos a relagao fundamental (3.4), ou seja, cos? 30° +
sen? 30° = 1, portanto,

12
cos? 30° + (5) =1 ou,ainda, cos?30° = Z,

de modo que

cos 30° = ﬁ .
2
Levando em conta que 30° e 60° sdo complementares, pois 30° + 60° = 90°, e utilizando

a Proposicao 3.1, temos

V3

cos 60° = sen 30° = % e sen 60° = cos 30° = -

3.2 - SENO E COSSENO DO ARCO DUPLO E ARCO METADE

A fim de construirmos uma tabela um pouco mais completa de senos e cossenos, ne-
cessitamos conhecer mais algumas propriedades das funcoes trigonométricas.

Suponha que conhecamos cos @ e senf e vejamos como se pode a partir dai obter
cos(26) e sen(26). Um erro muito comum é o aluno ingenuamente pensar que sen(26) =
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2 - senf. Mas se isso fosse verdade, o seno de 60°, por exemplo, seria o dobro do seno

3
de 6 = 30°. Isso nao ocorre, pois sen(260) = sen60° = g, enquanto que 2 - senf =
1
2-sen30° =2 5= 1. Logo, em geral, sen(26) # 2 - sen 6.
Os resultados que seguem apresentam algumas férmulas, inicialmente com a res-

tricao que 0° < 6 < 45°, mas que, como veremos mais adiante, valem para qualquer
angulo 6.

Proposigao 3.2. Se 0° < 6 < 45°, entdo

sen(260) =2 -senf - cosf. (3.6)
Demonstra¢do. Considere a figura ao lado. Os triangulos retangulos OBA e OCB sao
congruentes e tém um angulo igual a €, sendo o lado OA = 1.

Tragamos a perpendicular AD ao lado OC.
Entao, sen(26) = AD. Note que o dobro da érea A
do tridngulo OAC é igual a OC' - AD, mas essa
area também é igual a OB - AC. Logo, 1

OC-AD =0B- AC.

Q
CN

wul

™

Levando em conta que

ocC =1, AD =sen(20),

OB =cosf) e AC=2-AB=2-senb,
obtemos

1-sen(26) =cosf-2-senf,

o que demonstra a proposicao. O

Proposigao 3.3. Se 0° < 6 < 45°, entdo

cos(26) = cos>f — sen’ 6. (3.7)

Demonstracao. Na figura acima, vemos que « e 6 sao complementares, logo senf =
cosa. Também AC = 2 -sen @ e, portanto,

CD CD

—senf = = — 7
COS (v Sen AC 2-Sen97
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resultando
2.sen’f =2-senf-cosa = CD.

Assim,
cos(20) =0OD =1—-CD =1—2-sen” = cos®>f + sen?H — 2 - sen’4,

ou seja,
cos(260) = cos? — sen? 4,

demonstrando a proposicao. O

Proposigao 3.4. Se 0° < 6§ < 90°, entdo

0 1+ cosf

cos 3= ”T (3.8)
0 1—cosf

sen§ = ”T . (3.9)

Demonstragao. Somando (3.4) com (3.7), obtemos

cos? 6 +sen’f = 1

cos? § —sen?# = cos(26)

2cos?0 =1+ cos(26).

Segue que
1+ cos(26)

0 =
COS )

0
Substituindo 6 por 5 nessa ultima equacao, resulta (3.8).

Subtraindo (3.7) de (3.4), obtemos

cos?f +sen’f = 1

—cos? 6 +sen?f = — cos(26)

2sen?f =1 — cos(26).

Segue que
1—
send — 1 L= cos(26)
2
. 0 . .
Substituindo 8 por 3 nessa iltima equagao, resulta (3.9). O
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Observe que (3.6) e (3.7) poderiam ter sido deduzidas das equagoes (3.10) e (3.11)
a seguir, fazendo 8 = a.

Proposigao 3.5. Sejam o, 8 > 0 tais que 0° < a4+ 8 < 90°. Entdo,

sen(a+ 3) = sen«a - cos 3 + cos a - sen 3 (3.10)

cos(aw+ ) = cosa - cos B —sena - sen 3. (3.11)

Na préxima secao estudaremos senos e cossenos de angulos nao necessariamente
positivos, quando veremos que

cos(—x) = cosx e sen(—z) = —senx
Entao, substituindo § por —3 em (3.10) e (3.11), teremos também

sen(a — 3) = sen« - cos f — cos« - sen 3 (3.12)

cos(aw — ) = cosa - cos B +sena - sen 3. (3.13)

Como exemplo, vamos agora mostrar como se pode construir uma tabela de valores
de funcoes trigonométricas, a partir dos resultados que obtivemos até aqui. Histori-
camente, foi assim que foram construidas as tabelas trigonométricas. Hoje em dia, é
claro, quando necessitamos de tabelas mais completas, é mais comodo utilizar uma
calculadora cientifica.

Exemplo 3.1. Determinemos as funcgoes trigonométricas dos angulos de 18° e 36°.

Considere um triangulo ABC, como na fi-

C gura ao lado, cujos angulos internos medem 36°—
72°0-72°. K importante notar que isso é possivel,
pois 36 + 72+ 72 = 180. Esse triangulo tem dois
angulos iguais, portanto tem dois lados iguais,
ou seja, é isésceles, AC = BC. Note que o
angulo CAB mede 72° e que a metade de 72
é 36. Considere o segmento AD que divide o
angulo CAB ao meio, portanto, em duas par-
tes de 36°. Como o angulo ABC mede 72°, o
! triangulo ABD tem um angulo de 36° e outro

i de 72°. Portanto o terceiro angulo de triangulo

: ABD mede 180 — (364 72) = 72 graus. Logo, os

A E B tridngulos ABC e ABD sao semelhantes, pois

tém os angulos iguais.

Podemos supor que AC = BC = 1. Chamemos AB de x. Como ABD ¢ isésceles,
entdao AD = x. Mas o triangulo ADC também é isésceles, pois tem dois angulos iguais
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a 36°, os angulos BCA e CAB. Logo CD = AD = AB = z. Da semelhanca dos
triangulos ABC e ABD decorre que
AC  AB 1 x

AB ~ BD UV T i

2 ou seja, 22 4+ x — 1 = 0. Resolvendo essa equacio do segundo grau,

encontramos as raizes

Assim, 1 —x ==z

_ 145 -1-V5

I 5 (§ o = 5

NG
B

Somente a raiz positiva serve, pois x = AB > 0. Portanto, AB =

Tragando a perpendicular C'E ao lado AB, temos que ela divide o angulo BCA em
duas partes iguais de 18°. Considerando o triangulo AEC, temos

AFE AB =z
18 =—=AF=—=—.
e AC 2 2
Assim,
-1
sen 18° = \/54 (3.14)
Utilizando a relagao fundamental (3.4), segue que
—1\2
cos?18° =1 —sen® 18° =1 — <\/34 1)
1 5-2v5+1  10+2V5
B 16 16
e, extraindo a raiz quadrada, resulta
10+ 25
cos 18° = +\/_ . (3.15)

Pergunta: De onde saiu essa ideia de considerar um tridngulo de dngulos 36°-72°-72°7

Considere um pentagono regular inscrito em um circulo, como C
na figura ao lado. Entéo, o triangulo ABC mostrado na figura tem
angulos de 36°-72°-72°. Vocé consegue provar essa afirmacao?
Os poligonos regulares com um nimero pequeno de lados, sempre

foram muito estudados, desde a antiguidade. A B

Portanto, o tridngulo com angulos de 36°-72°-72° era bem conhecido.
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Exemplo 3.2. Determinemos as fungoes trigonométricas dos angulos de 15° e 3°

Utilizando as relagdes (3.8) e (3.9) e os valores ja encontrados do seno e cosseno de

o /1 30° [ 143
30°, temos cos 15° = cos 30 +cos 1+ =1/ 2+ , ou seja,

2 3
cos 15° = i

(3.16)

0 /11— 30° [1-3
Analogamente, sen 15° = sen (38 ) = C;)S /L = =/ 2_4\/3 , Ou seja,

2—-+3
sen 15° = % . (3.17)

Agora, tendo obtido (3.14), (3.15), (3.16)

e (3.17), podemos obter os valores do seno
e cosseno de 3°. Escrevendo 3° = 18°

— 15° e aplicando (3.12) e (3.13), temos

cos 3° = cos(18° — 15°) = cos 18° - cos 15° + sen 18° - sen 15°

V1I0+2v5 V2+v3 V-1 V2-3
T T

sen 3° = sen(18° — 15°) = sen 18° - cos 15° — cos 18° - sen 15°

VE—1 V2+v3 V10+2V5 V2-3
-4 2 4 2

A partir dai, utilizando as Proposicoes 3.2, 3.3 e 3.5, podemos calcular, sucessiva-
mente, o seno e o cosseno de 6°, 9°, 12°,

Construimos, assim, uma tabela contendo todos os senos e cossenos dos arcos de 3
em 3 graus. Utilizando as mesmas idéias, podemos construir tabelas mais completas

3.3 - LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENOS

Teorema 3.6 (Lei dos Cossenos). Num triangulo de lados
a,b e c qualquer, temos

a> =0+ —2-b-c-cosa, (3.18)

onde o denota o angulo no vértice oposto ao lado a
c
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Esse teorema vale mesmo se o angulo « for obtuso (entre 90° e 180°). Nesse
caso, 0 seu cosseno serd negativo, conforme Secdo 3.4. A Lei dos Cossenos é muito
empregada em Trigonometria. Ela é usada, por exemplo, quando conhecemos os lados
de um triangulo e queremos determinar os angulos (mais precisamente, os cossenos dos
angulos).

A Lei dos Cossenos também é usada se forem conhecidos dois lados de um
tridngulo e o angulo por eles formado.

Exemplo 3.3. Calculemos o comprimento de AB sabendo que, no triangulo ABC,
valem BC' =8, AC =7e = ABC = 60°.

Utilizando a Lei dos Cossenos na forma

C
AC? = AB?>+ BC?—-2-AB-BC -cos 3,
resulta 72 = AB? + 82 —2- AB - 8 - cos 60°. Obtemos, 8
assim, a equagao do segundo grau 7 7
AB%? —8AB + 15 =0, 60°
Aq Ag B

que tem duas raizes, AB =3 e AB = 5.

Cabe a pergunta: por que encontramos duas respostas? Como em muitos proble-
mas, se uma das raizes fosse negativa, ela seria descartada, pois o comprimento AB deve
ser positivo. Mas na presente situagao encontramos duas raizes positivas. O problema
considerado nesse exemplo realmente tem duas solugoes diferentes, representadas na
figura acima. Temos duas possibilidades para esse triangulo, que tanto pode ser A; BC,
com A1 B =5, ou entdo A3 BC, com AyB = 3.

Teorema 3.7 (Lei dos Senos). Num triingulo qualquer, temos

a b c

= = 3.19
sena  senf3 senvy’ (3.19)

onde a, B ey denotam os angulos dos vértices opostos aos lados de comprimentos a,b
e ¢, respectivamente.

Esse teorema afirma que, num triangulo qualquer, cada lado é proporcional ao seno
do angulo oposto.

Exemplo 3.4. Calculemos as medidas dos lados e dos angulos do mesmo triangulo
ABC do Exemplo 3.3, em que BC =8, AC =T7e = ABC = 60°.

Aplicando a Lei dos Senos ao triangulo ABC do Exemplo 3.3 e a = CAB , obtemos
7 8

sen60° sena
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Assim,

sena = @ = (0,9897.
Usando uma calculadora cientifica, encontramos que o = 81,8°, aproximadamente.
Estendendo a defini¢ao do seno para angulos obtusos (ver Segao 3.4), vemos que existe
um arco no segundo quadrante que tem o mesmo seno, a saber, aproximadamente
sen(180° —81,87) = sen 98,2°. Assim, temos as duas solugdes, CAIB =818 eCAB
98,2°. Como a + 3+ v = 180°, onde vy = BCA encontramos para C' também duas
solucoes, BCA1 >~ 38,2°e BCAQ = 21,8°. Utilizando novamente a Lei dos Senos, temos

AB 7 14 - sen~y

seny  sen60°’ 080 V3

Utilizando uma calculadora cientifica obtemos
sen 38,2° 20,6184 e sen 21,8° = 0,3713.
A partir dai, resultam
A1 B = 49984 e A B =2 3,0011,

que sdo os mesmos valores encontrados anteriormente, com uma boa aproximagao.
Note que ao resolver o problema dessa segunda forma, é preciso ter cuidado para nao
esquecer de considerar a possibilidade de que o angulo em questao seja obtuso.

Observe que, num triangulo em que conhecemos dois angulos, mas somente um
lado, ndo podemos aplicar a Lei dos Cossenos e necessariamente devemos usar a Lei
dos Senos.

Para finalizar, é bom assinalar que as unicas férmulas que o aluno necessita memori-
zar sao as sete que seguem abaixo, pois todas as outras podem ser facilmente deduzidas
dessas.

cos?fh +sen?d =1

sen(a + ) = sen acos f 4 cos asen 3

cos(a + ) = cos avcos f — sen asen 3

COS(g)_ 1+ cosa sen(g>— 1 —cosa
2) 2 2) 2

a b c
2=0’+c2—-2-b-c-cosa = =
sena  sen  senwy

Um bom exercicio é deduzir todas as outras férmulas apresentadas neste capitulo,
pois é bom ter firmeza quanto a isso.
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3.4 — RADIANOS E A EXTENSAO DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Quando medimos um angulo em graus, tomamos como referéncia a divisao de um
circulo em 360 partes iguais. Esse numero de partes, 360, é uma convencao.

Uma outra unidade de medida de angulos, o radiano, pode ser adotada quando
tomamos o angulo como angulo central de um circulo. Sabemos que a razao entre o
comprimento de uma circunferéncia qualquer e seu diametro é constante. Essa razao,
que denominamos 7, é conhecida através de aproximacoes: por exemplo, sabemos que
3,14 <7 < 3,15.

A razio entre o comprimento s do arco e o comprimento C' da circunferéncia é igual

- . . . .S 0
a razao entre a medida 6 do dngulo em graus e 360, isto é, C = 360" Como C = 27,
, S 27 .S .
podemos escrever também — = 360 0. A razao —, que expressa “quantos raios cabem
r r

no arco”, é a medida do angulo em radianos. Essa razao serd 7/2 quando o angulo for
reto, 7/3 quando o angulo medir 60°, e assim por diante.

. . , . . . S , .
Mais ainda: se tomarmos um circulo de raio unitario, a razao — serd igual a s

r
e, portanto, a medida de um angulo em radianos também pode ser definida como o
comprimento do arco determinado por esse angulo, quando esse for o angulo central de
um circulo de raio unitdrio.

Podemos, portanto, medir um angulo em graus ou em radianos, conforme a situacao
em que estivermos trabalhando. Se o é a medida de um angulo em radianos e 6 é a
medida do angulo em graus, entao
27 s

= 350" = 120”

Partindo do fato de que a medida de um angulo em ra-
< dianos é igual ao comprimento do arco determinado por esse
angulo num circulo unitario, podemos estender a definicao
das funcoes trigonométricas, tomando como referéncia arcos
de circulo.

Daqui em diante, por conveniéncia, estaremos sempre nos referindo ao circulo unitdrio.

Observe que, se um arco tem comprimento menor que 7/2, as fungoes trigonomé-
tricas do angulo central correspondente jé foram definidas na Secao 3.1, pois trata-se
de um angulo agudo.

Se inserirmos um sistema de eixos perpendiculares cuja origem O coincida com o
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centro do circulo e de modo que uma extremidade A desse arco esteja sobre o eixo
horizontal, entao teremos que o seno do angulo « é dado por

BM _BM .
OB 1

onde B é a outra extremidade do arco e M ¢é a
projecao de B sobre o eixo horizontal. A medida do
segmento BM é o médulo da ordenada de B. Para
que o valor do seno de « coincida com a ordenada
de B, definimos uma orientacdo no circulo: o arco
sera considerado positivo quando for percorrido no

sentido anti-horéario.

sen o —=

B

Se x é um nimero real positivo menor que 7/2, podemos agora definir o seno de
x como sendo a ordenada de B, para um arco AB de comprimento x percorrido no
sentido anti-hordrio (num circulo unitério, onde a origem dos eixos coincide com o
centro do circulo, com a extremidade A do arco sobre o eixo horizontal).

Essa defini¢ao pode ser facilmente estendida para valores de x maiores que /2.

B

N 1

sen

Para qualquer valor de z no intervalo [0,27] podemos definir seno de x como a
ordenada de B, para um arco AB de comprimento x percorrido no sentido anti-hordrio.

A anti-horario.
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A definicao pode ser, novamente, estendida
para valores de x maiores do que 27. Tomamos
B como o ponto de chegada de um percurso de
comprimento z realizado a partir de A no sentido

Podemos também estender a definicao de seno
de x para valores negativos de x. Basta tomar agora
a extremidade B como ponto de chegada de um
percurso de comprimento |z | percorrido a partir
de A no sentido hordrio.



A cada ntumero real r associamos um ponto do circulo. E como se a reta que
corresponde aos numeros reais estivesse “enrolada” no circulo, com a origem sobre o
ponto A e o sentido positivo sendo o anti-horério.

Entretanto, nao h&a mais uma correspondéncia
biunivoca entre pontos e nimeros reais, como ha-
via na reta: quando somamos 27 a um nimero real
x, completamos uma volta no circulo e recaimos no
mesmo ponto de onde haviamos partido. O mesmo
ocorre quando diminuimos 27, e a volta é percor-
rida no sentido horario.

Como podemos percorrer infinitas voltas tanto
num como noutro sentido, a cada ponto do circulo
correspondem infinitos niimeros reais.

T \\x + 27

Se um ponto do circulo corresponde ao numero real x, corresponde a todos os
numeros reais dados por x + k2w, para valores inteiros de k.

As demais fungoes trigonométricas podem ser estendidas do mesmo modo. Vejamos
o caso da funcdo tangente.

T

tg o

tga

B

Observe que nao podemos definir a tangente para arcos de comprimento

Tomamos, novamente, o circulo unitario, com
centro na origem e um arco AB de comprimento
menor do que § e a extremidade A do arco so-
bre o eixo horizontal. Tomamos a reta tangente ao
circulo passando por A. Seja T a intersegao dessa
reta com o prolongamento do raio OB. Entao, se
« é o angulo central correspondente ao arco AB,

temos

A
B/l tga

T

T 37

202 ©
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) km .
em geral, para arcos de comprimento — > com k inteiro fmpar.
. ™ , ~
Para um arco AB de comprimento menor do que 3 a tangente de « é, entao, a

T
ordenada de T. Para qualquer x real, que nao seja igual a o> para algum k inteiro,

podemos definir tangente de x como a ordenada de T, para um arco AB de comprimento
| z | percorrido no sentido anti-horario, para x positivo, e no sentido horario, para x
negativo.

3.5 — GRAFICO DA FUNCAO SENO

O esboco do grafico da funcao seno é importante para nos ajudar a compreender seu
comportamento. Para esse esboco, vamos considerar alguns de seus elementos.

Definimos a func¢ao seno de modo que seu dominio é o conjunto dos niimeros reais. E
facil observar que a imagem dessa fungao estd contida no intervalo [—1, 1], uma vez que
0 seno ¢ a ordenada de um ponto do circulo unitdrio centrado na origem. A imagem
da fungao seno é, de fato, o intervalo [—1,1]: qualquer altura no intervalo [—1,1] é
a ordenada de pelo menos um ponto do circulo unitario e, portanto, é a imagem de
infinitos nimeros reais.

Os valores de senx repetem-se a cada volta percorrida no circulo. Para qualquer
numero real z, temos

senz = sen(x + 27) = sen(z +47) = - - -

e, também,
senx = sen(x — 27) = sen(x — 4mw) = - - -

Podemos escrever, entao, que senx = sen(x + 2km), para qualquer k inteiro e dizer
que a funcao seno é uma funcao periddica, de periodo 2.
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Além disso, podemos esbocar o grafico para o intervalo [0,27) do dominio e depois
“colar pedacos” do grafico idénticos a esse, a esquerda e a direita.

O comprimento do intervalo considerado é 2. O tragado desse intervalo equivale a
uma operacao de “desenrolar o circulo”, como podemos observar na figura da pagina
precedente.

Sabemos que nesse intervalo o valor maximo da funcao, que é 1, é atingido quando
x = /2 e o valor minimo, —1, é atingido quando = = 37/2. Os zeros da funcao nesse

intervalo sao 0 e m. Mas, como a fungao varia em cada um dos quatro intervalos [0, %] ,
s 3 3
3l ) e [T

3

2,27r> e

~ , 7T
Comecamos observando que a fungdo seno é crescente em [O, 5} e em [

T 3T . . m
decrescente em 53 Pode-se intuir que, no intervalo |0, 5 senx cresce cada vez

. . . . 7T
mais lentamente conforme se aproxima de 7/2. J& no intervalo [5,77], sen x decresce

cada vez mais rapidamente conforme se aproxima de 7.

n(20) 4o

SCNL (Y @+ feee e NCeres

N . 7T o~ s -
Isso significa que esse crescimento do seno em [0, 5] nao € linear ou, entao, que a

taxa de variacao ndo € constante. Observe que, quando percorremos arcos de mesmo
comprimento, a variacao do seno nao é a mesma, como ja vimos na Proposicao 3.2 e
como também pode ser observado na figura acima.
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Enfim, pode-se intuir que o seno de x varia continuamente em funcéao de z. Na
figura abaixo temos um esbogo do grafico da fungao f(z) = senx.

3.6 - TRANSLACOES, ALONGAMENTOS E COMPRESSOES

A vpartir do grafico de f(z) = senz, po- sen <w+ %>
demos obter o grafico de uma infinidade de
funcgoes. Por exemplo, podemos obter o grafico
de g(x) = cos z usando o fato de que, para qual-

quer valor real de z, T
/2
- /
cosr =sen|r+ — |,
2 x
como ilustra a figura ao lado. Como a funcao 0
cosseno estd “adiantada” 7/2 em relacdo a cos T

funcao seno, o tragado do grafico de g(x) = cosx
pode ser imaginado como um deslocamento do
eixo vertical para a direita, de 7/2 unidades, so-
bre o grafico da fungao seno.

Também podemos ver o grafico do cosseno como um deslocamento do grafico da
funcao seno de 7/2 unidades para a esquerda. Na figura acima, temos um esbogo do
grafico da fungao g(z) = cosx junto com o gréfico da funcao f(x) = senz.
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Em geral, dado um valor real d qualquer, o grafico da funcao g(x) = sen(z — d)
pode ser obtido a partir do grafico da fungao f(x) = senz, com um deslocamento desse
grafico d unidades para a direita. Na figura abaixo, temos um esboco do gréfico da
fungio g(x) = sen (z — %).

Para um nimero real qualquer a, o grafico da funcdo g(z) = a + senx pode ser
obtido a partir do grafico da funcao f(z) = senz, com um deslocamento vertical desse
grafico de a unidades. A imagem dessa funcao g serd o intervalo [—1 + a,1 4 a]. Na
figura abaixo, temos um esbogo do grafico da fungao g(z) = 2 + sen x.

BELCEE SR

Para um numero real positivo qualquer b, o gréfico da funcao g(x) = b senz pode ser
obtido a partir do gréfico da fun¢ao f(x) = senx, com um alongamento ou compressao
vertical desse grafico. A imagem dessa fungao g serd o intervalo [—b, b].

Quando b for um numero real negativo, teremos além do alongamento vertical uma
reflezao do grafico da funcao em relacdo ao eixo horizontal. Na figura abaixo, temos
um esbogo dos graficos das fungoes g(x) = 2 senz e h(x) = —2 senz.

, f(z) =senz
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Para valores reais nao nulos de ¢, o grafico da fungao g(x) = sen(cz) pode ser obtido
a partir do gréfico da funcao f(x) = senx. A imagem dessa fungao g ainda é o intervalo
[—1,1], mas a frequéncia da funcao, isto é, a “quantidade de periodos” percorridos num
mesmo intervalo, fica multiplicada por |c|. O comprimento do periodo é inversamente
proporcional a frequéncia.

Se o médulo de ¢ for maior do que 1, a frequéncia da funcao g(z) = sen(cz) serd
maior do que a da fungao f(z) = senz e o periodo da fungao g serd menor do que o da
funcao f. Por exemplo, com ¢ = 2, temos

g(x) = sen(2z) = sen(2zx + 27) = sen[2(z + 7)] = g(x + 7),

para qualquer x real e, portanto, o periodo de g(z) = sen(2z) é w. Na figura abaixo,
temos um esbogo do grafico da fungao g(x) = sen(2x).

Se 0 médulo de ¢ for menor do que 1, a frequéncia da fungao g(z) = sen(cz) serd
menor do que a da fungdo f(z) = senz e o periodo da funcao g serd maior do que o da
fungao f. Por exemplo, com ¢ = 3, temos

[y

g(z) = sen (3z) = sen (3z + 27) = sen [§(z + 47)] = g(z + 47),

para qualquer z real e, portanto, o periodo de g(z) = sen (%aj) é 4. Na figura abaixo,

temos um esbogo do grafico da fungao g(x) = sen (%w)

Generalizando o que foi mostrado nos dois 1ltimos exemplos, podemos concluir que
o periodo da funcao g(x) = sen(cx), para valores de ¢ diferentes de 0 é, sempre, %

Resumindo, se ¢ for diferente de 0, 1 e —1, o gréfico da funcao g(x) = sen(cz) é um
alongamento ou compressao horizontal do grafico da fungao f(x) = senz. Além disso,
se ¢ for um nimero negativo, ocorre também uma reflexdo do grafico da funcao em
relagdo ao eixo horizontal, uma vez que sen(—z) = — sen(z), para qualquer valor real
de z.
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3.7 - EXERCICIOS

Exercicio 3.1. O topo de uma torre vertical é visto de um ponto P do solo segundo
um angulo de 30°. A distancia do ponto P & base da torre é 150m. Calcule a altura
da torre.

Exercicio 3.2. Sabe-se que 6 é um angulo entre 0° e 90° e que senf = 0,6. Calcule
cosf e tgh.

Exercicio 3.3. Sabe-se que 0° < 0 < 90° e que tgf = 5. Calcule cosf e senf.

Exercicio 3.4. Verifique que

V63

6 2
0081502#, senlSO:T e tg15° =2 — /3.
Exercicio 3.5. Verifique que
2 2 2—42
C0822,5O:+\/_, sen22,5°:T\/_ e tg22,5° =v2 —1.

Exercicio 3.6. Verifique que

8sen3°=\/5+\/3+\/9—3\/3+\/3—f—\/15+3x/3.

Obtenha uma expressao analoga para o valor de cos 3°.

Exercicio 3.7. Usando as Férmulas (3.10) e (3.11), deduza a igualdade

tga+ tg g

Exercicio 3.8. Utilize o exercicio anterior para deduzir uma férmula para tg(26).

1 1
Exercicio 3.9. Se dois angulos agudos « e 3 sao tais que tga = 3 © tg 8 = 3’ mostre
que o + 3 = 45°.

Exercicio 3.10. Utilizando as Férmulas (3.6), (3.7), (3.10) e (3.11) deduza expressoes
para cos(30) e sen(36) em termos de cosf e senf.
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Exercicio 3.11. Utilizando o resultado obtido no exercicio precedente, escreva sen(36)
em funcdo de senf. A partir dai, obtenha um polinémio de grau 3 com coeficientes
inteiros que tenha x = sen 10° como raiz. Procurando as possiveis raizes racionais do
polinémio encontrado, prove que sen 10° é um nimero irracional.

Exercicio 3.12. Verifique se a afirmagao dada é verdadeira ou falsa, justificando sua
resposta.

a) sen2 >0 b) cos4 < 0 c) sen3 > sen 2
d) cos3 > cos2 e) tgh > tgb f) cosv3 < 0
g) cos%>cosl h) 2senl =sen?2

Exercicio 3.13. Encontre todos os valores de x que satisfazem a igualdade dada.

V3

1
a) cosx = b) sen(3x) = 3 c) tg?r =3

Exercicio 3.14. Verifique se a afirmacao dada é verdadeira ou falsa para qualquer
numero real x, justificando sua resposta.

a) sen(—x) = senx b) sen(m — ) = senx
c) sen(m + ) = senx d) cos(—x) = cosz
e) cos(m —x) = cosx f) cos(m+x) = cosx

Exercicio 3.15. Encontre todos os valores de x que satisfazem a desigualdade dada.

1
a) senz > 0 b) senx<§ c) cosx<—§.

Exercicio 3.16. Resolva a desigualdade 2sen?z + 7senz + 3 < 0.
Exercicio 3.17. Resolva a equacao sen(2x) = cos .
Exercicio 3.18. Encontre todos os valores de x para os quais sen(2x) = 2sen x.

Exercicio 3.19. Determine o numero de solucoes de cada uma das equagoes dadas.
a) sen(3x) = cos(2z), em |0, 27].
b) senx = x

c) senz = (x —5)2
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Exercicio 3.20. Para cada uma das fun¢oes dadas, determine o dominio, a imagem e
¢) f(x)=1—senz
f) f(x) = —senx

b) f(x) =1+cosz

o periodo (se houver) e esboce o grafico.
f
f(z) = 3cosz

e) f(x) =1+ 3cosz
i)

a) f(x) =sen(x + w/4)
= —Lsenx
2

d) f(z) = —2 sen(x/2)
h) f(x)

g) f(z) =1—cosz
Exercicio 3.21. Para cada uma das funcées dadas, determine o dominio e a imagem

2

a) f(z) =sen”x
c) f(z) =+/| senx |
Exercicio 3.22. Para cada um dos graficos abaixo, obtenha uma funcao correspon-

e verifique se é peridédica.
d) f(z)
dente na forma f(z) = a + b sen(cx — d), para certos a, b, ¢ e d reais especificados.

CERS
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Exercicio 3.23. Uma populacao de animais varia de forma senoidal entre um valor
maximo de 900, em 1° de janeiro, e um valor minimo de 700, em 1° de julho.

a) Esboce um grafico da populagdo em funcao do tempo.
b) Encontre uma férmula para essa funcao, sendo o tempo dado em meses, a partir
do comeco do ano.

Exercicio 3.24. A profundidade da dgua numa baia varia de forma senoidal, em ciclos
de quatro meses, entre um valor maximo de 36 metros e um valor minimo de 20 metros.

a) Esboce um grafico da profundidade em fun¢ao do tempo.
b) Encontre uma férmula para essa funcao, sendo o tempo dado em meses, e tomando
como instante zero o momento em que a profundidade atingiu o valor maximo.

Exercicio 3.25. A voltagem de uma saida de eletricidade em uma residéncia é dada
em fungao do tempo ¢ (em segundos) por V (t) = Vj cos(120 7 ¢).

a) Qual é o periodo da oscilagao?
b) O que representa V7
c¢) Esboce o grafico de V (t).

Exercicio 3.26. Vocé sabe que duas fungoes trigonométricas tém, cada uma, periodo
7 e que seus graficos se intersectam em x = 3,64, mas vocé nao tem nenhuma outra
informacao sobre as funcoes.

a) Vocé sabe dizer se os gréficos se intersectam em algum valor positivo menor do
que 3,647

b) Obtenha um valor maior do que 3,64 onde os graficos se intersectam.

¢) Encontre um valor negativo de x no qual os graficos se intersectam.

Exercicio 3.27. Quando se estudam fenémenos periédicos, por exemplo, o0 movimento
harmonico simples, é comum precisarmos usar funcgoes do tipo
f(x) = A sen(cz) + B cos(cx)

para modelar esses fendmenos. O objetivo do presente exercicio é desenvolver um
método para ter uma ideia do grafico e do comportamento desse tipo de funcao.

a) Considere a fungao g(z) = senx + cos x. Mostre que
g(x) = V2 (@ senx + @ cosaj) .
Utilize esse fato para mostrar que g(z) = v/2 sen (w + %) . Utilizando essa ultima

expressao, faga um esbogo do grafico da funcao g(x).
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b) Seja f(z) = A sen(czx) + B cos(cx). Confira que
f(x) = C [a sen(cz) + b cos(cz)],
com C =vA2+B2%2 a=A/Ceb=B/C.

Em seguida, considere um ponto P de coordenadas (a,b) no plano cartesiano.
Mostre que a? 4 b?> = 1, portanto P esta no circulo unitdrio. Seja ¢ o angulo
do semieixo positivo dos x com a semirreta OP, onde O ¢é a origem. Mostre que
a = cos p e b = sen p. Mostre que a expressao de f(x) pode ser reescrita na forma

f(z) = C sen(cz + ¢) = C sen (c[z + £]).

A partir dai, descreva o grafico de f em termos de compressoes, dilatacoes e
translacoes verticais e horizontais.

Exercicio 3.28. Sejam a e b os comprimentos de dois lados de um triangulo e seja 0
o angulo agudo formado por eles. Prove que a area desse tridngulo vale S = %ab sen 6.

Exercicio 3.29. Um observador, situado no ponto A, vé o cume de uma montanha
distante segundo um angulo de & = 10°, medido com um teodolito. Desejando conhecer
a altura da montanha, e tendo a sua frente um terreno plano, o observador desloca-se
uma distancia d = 800 m em direcdo a montanha e faz nova medigdo. Constata que
agora vé o topo da montanha segundo um angulo de 6 = 15°. Determine a altura da
montanha, usando que

sen 5’ = 0,0871 e cosbH° = 0,9961.

A T & 6
d

Generalize esse exercicio, encontrando a expressao de h em funcao de «, § e d para
a, (e d quaisquer.

Exercicio 3.30. Desejando estimar a largura de um grande rio, um observador, si-
tuado em uma das margens, seleciona um
marco bem visivel na margem oposta. A
partir de um ponto A, como na figura
ao lado, o observador mede, entao, o
angulo « indicado na figura. Em seguida,
deslocando-se até o ponto B, também na
margem do rio e distando 500 m do ponto
A, faz uma medigao do angulo .
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Sabendo que o = 68° e # = 74°, determine a largura C'D do rio.

Sugestdo: Use uma calculadora cientifica para obter os valores das fungoes trigo-
nométricas dos arcos que precisar.

Exercicio 3.31. A reta r na figura dada representa um trecho retilineo da costa. Um
observador deseja obter uma estimativa para a distancia entre duas ilhas, representadas

pelos pontos C e D.

A partir de pontos A e B situados na n

costa e distantes 1800 m um do outro, o
observador mede os angulos que AD, AC,
BD e BC fazem com a linha da costa,
encontrando os valores a = 80°, § = 45°,
v = 60° e § = 75°. Determine a distancia
CD entre as duas ilhas.

C

Exercicio 3.32. Calcule os comprimentos das diagonais de um paralelogramo que tem
lados de comprimento 3 e 4 e um angulo de 60°.

Exercicio 3.33. Sabendo que os lados de um paralelogramo ABCD medem AB =
CD=2e BC =AD =1 e que o angulo DAB = 60°, determine o cosseno do angulo
agudo formado pelas diagonais de ABC'D.

Exercicio 3.34. Calcule o cosseno do angulo agudo formado por duas diagonais de
um cubo.

Exercicio 3.35. De um ponto que dista 5 cm de um circulo de 3 ¢cm de raio sao tragadas
duas retas tangentes ao circulo. Calcule o seno do angulo agudo formado por essas duas
retas.

Exercicio 3.36. Uma mediana de um tridngulo
é um segmento de reta unindo um vértice ao
ponto médio do lado oposto. Considere o
triangulo ABC na figura ao lado. Aplicando a
Lei dos Cossenos nos triangulos ABC e ABD,
obtenha a expressao da mediana m = AD em
funcao dos lados a, b e c.
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Exercicio 3.37. Considere dois circulos tan-
gentes entre si exteriormente e tangentes a
duas retas, como mostra a figura. Expresse
o raio R do circulo maior em fungao do raio

o d r do circulo menor e do cosseno do angulo «
entre as duas retas.

Sugestdo: Trace a reta que passa pelos centros dos circulos, formando a figura abaixo.
Considere o triangulo retangulo hachurado. Quanto vale a hipotenusa desse triangulo?

| /2 r

Exercicio 3.38. Os lados de um triangulo ABC medem AB = 6, AC =5 e BC = 4.
Mostre que BCA =2(CAB.
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Respostas Selecionadas

RESPOSTAS DE EXERCICIOS DO CAPITULO 1

Exercicio 1.1

) ¢ = — e d=0,29202002000200002. .

Q

b) ¢ = 0 9943274 e d=0,994327414114111411114. .
c) ¢c=0,8714795 e d = 0,8714795678910111213. .
d) ¢ = 0,100100011 e d = 0,1001000121221222122221. .

Exercicio 1.3

Falsa. Contra-exemplo: /2 + (—\/5) = 0, que é racional.

Exercicio 1.4
a) (—oo, 1—??) b) ( — 00, _Tlo) ¢) (—oo0,—1) U (2, +00)
d) (-1,-%) e) (—5,2) f) (—o00,—3]U(-1,2)

Exercicio 1.5

a){r e Ry |z — 7| <9} b){z € R;|x — 3| > 2} c){r e R;|x+2| > 1}

Exercicio 1.6

a)te(-1,3) b) t € [-8,2]
c)t e (—o0,0]U[6,+00) d) t € (—o0,—5)U(—3,+00)

Exercicio 1.7

a) para todo z real b) z € [-1,1]

¢) x € (—o0,0] U [6,+00) d) z € (—o0, —4| U [-2,+00)
Exercicio 1.9 Exercicio 1.10

a=4oua=-2. b=+/55 ou b= —+/55.

Exercicio 1.11

Mostre que a distancia de A até B ¢ igual as distancias de A a C e de B a C.



Exercicio 1.16

z+2y+1=0

Exercicio 1.18

z—4y+16 =0

Exercicio 1.23

y=—20x—-7

Exercicio 1.24

A 4rea é 6 unidades.

Exercicio 1.27

a) — b) —2 c)

5

Exercicio 1.28
a) (x+3)2+(y—52=16 e
b) 2?4+ (y— 1) =38 e
c) (x =32+ (y—4)2=25 e

Exercicio 1.29

1
b) Centro (— 7 —1> e raio 1;

Exercicio 1.30

z—3y=20

Exercicio 1.38

C(z) = 60 + 3z, com z > 0.

Exercicio 1.40

a) Opgao 2.

Exercicio 1.17

RS
Yy=3%7 7

Exercicio 1.20
a) Nao ha.
b) (=8, -8)
c¢) Nao ha.

Exercicio 1.26

9C — 5F + 160 = 0

22 +y? 4+ 62— 10y +18 =0
2?4y -2 —-7=0
22+ y>—6z—8y =0

a) Centro <— g,4> e raio 3;

11 . V10
c) Centro <Z’ _Z> eraio ——.

Exercicio 1.31

VAL

Exercicio 1.39

V(t) = 3000—300¢, 0 < t < 10.

b) Para um tempo maior do que 76 minutos.
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Exercicio 1.41

0,10z, para z € {1,2,...,100};
a) R$ 23,00. b) p(x) = ¢ 10+0,07(x — 100), para z € {101,...,200};
17+0,05(x — 200), para z € {201,...}.

Exercicio 1.43

a) Para x € {1,2,3,...,}, c¢) A partir de 101 km rodados.
Locadora 1: y(x) = 50 4 0,2x; d) A partir de 88 km rodados,
Locadora 2: y(x) = 30 + 0,4x; considerando que a varidavel x
Locadora 3: y(x) = 65. toma apenas valores inteiros.

Exercicio 1.45

0,25z +0,35y =70 e 0,252 + 0,35y > 70, com z,y € {0,1,2,3,...}.

Exercicio 1.46

800
Clz)=2r+— -9, com4 <z < 80.
x
Exercicio 1.48 Exercicio 1.49
V(z) =4z(4 —2)(3 —z), com 0 <z < 3. V = &wh?, com h > 0.

Exercicio 1.48

36
a)s=9,se0<z <4 s=— sed<x<20.
T

RESPOSTAS DE EXERCICIOS DO CAPITULO 2

Exercicio 2.3

a) 2z +1)2-5 b) 5(z —1)2 -5 ¢) =3(z —1)* + 12
Exercicio 2.4 Exercicio 2.5

a) (r—1)3+8 a) Raizes: 1 (dupla) e —1

b) —2(z — 1)* + 16 b) Uma raiz real.

c¢) Uma raiz real.
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Exercicio 2.6

&) pi(@) = 5 (@ — 1w~ 3)(z +3)

b) pae) = — (e + 22 ~ D~ 4)

) pa(a) = —3 (e + 22— 3)

@) pale) = gla+H(a+ e -2 - 4)

Exercicio 2.7

a) glx) =x+9 e r(x) =11z — 41
5) 85 381 1415
b) q(z) = 5% — Sy e r(z)= —7x2+7x+255

Exercicio 2.8

a) —20 b) 597 c) 205 d) —2i +1

Exercicio 2.9

a) (x —1)(x — 3)(x + 5) b) 3x(z+ 1)(z —2)(x +7)

c) 10x2(az+3)<x - %) <a:+ é) d) 3(z — 2)(z + 3) (a:+ %)(wz +1)

e) 4(x+%)<$—%>($2—|—1) f) 9(m—3)(m—1)2<$—%)2
Exercicio 2.10

a) Vb <z <5 b) 2<x<2

c)r<2 ou x>3 d) 2<zx<2

e)x <0 fy -b<zx<2 ou z>4

g)r#1 h)z < -1 ou —%<3:<2

i) Todo z real. j) Nao existe z real.

Exercicio 2.12

a) Q(x) >0comx >2; Q(z) <0comz <2;Q(z)=0emz=2.

b)Q(:E)>Ocomx>g;Q(:E)<Ocom:£<ge:n;él;Q(aj):Oem:E:g.
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c)Q(z)>0com0<zx<2ouz>3; Q) <0comz<0ou2<ax<3;

Qx)=0emz=2ex=3.
d)Q(z)>0com —1<zx<0oul<z<1louzx>3;
Qz)<0comz<—-loul<zx<3;Qx)=0emax=1ex=3;
Q(z) nao estd definidaem x =0e z = —1.
Exercicio 2.13
1 — 3z — 222 5z — 11
14 ——5—— b) 323+ 72249 I —
a) x+ 1+ poa ) 3z° +72% +9x + t o
3822 20 + 2 +5
3 4 3
-9 —_ d -2 20 —24+ ———+——
c)x $+:1:3+43: ) x x° +2x +$3+2$2+$
Exercicio 2.14
6 2 2 1 1 3
b _ _
a):n—|—5+3:—1 ):13—1 x+1 xz—-4 zx+42
) 2 n 3 n 6 d) 2 n 1 n 2
c
(x—1)2 x—-1 =x+3 (x+1)2 -1 (x—1)2

Exercicio 2.15
a)t=0,2e3.
b) p(t) > 0 para ¢t em (0,2) U (3,+00); p(t) < 0 para t em (2,3).

t(t—3
c) U{z,t}Z%,pamtEOet;&z,

d) viop < 0em [0,2) U(2,3]; viay > 0 em (3, +00).

e) v se aproxima de ——.
) {2,t} p 5

Exercicio 2.17
Exercicio 2.18
a)s=1es=23.

25 x 25 met
b) T(s) <0, com 1< s < 3. X 25 metros

Exercicio 2.20 Exercicio 2.21

130 x 130 metros 400 x 667 metros
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RESPOSTAS DE EXERCICIOS DO CAPITULO 3

Exercicio 3.1 Exercicio 3.2

h =50v/3m = 86,60 m. cosf =0,80; tgh=0,75.
Exercicio 3.3 Exercicio 3.4

cosf = % : senf = \/i2_6 ) Basta usar 15° = 60° — 45°.
Exercicio 3.5 Exercicio 3.8

Basta usar 22,5° = 420 . tg(20) = %

Exercicio 3.9

Os angulos « e 3 sao agudos e tg(a + 3) = 1, portanto a + 3 = 45°.

Exercicio 3.10

cos360 = cos®f —3sen? -cosf; sen3h = 3senf - cos’f — sen> 6

Exercicio 3.11
sen36 = —4sen®d +3senf e p(r) = —82% + 6x — 1.
Como nenhuma das possiveis raizes racionais de p é uma raiz de p e como sen 10°
é uma raiz de p, resulta que sen 10° nao pode ser racional.
Exercicio 3.12

a) VvV b) V c) F d) F e) F )y v g)V h) F

Exercicio 3.13

a)w:%+2kﬂex:—%+2kﬂ, com k € Z.

2 2k
7T—l-ﬁe 57T+—7T com k € Z.

bje=ggt3 er=gt3

c)xz%—i—kﬂex:—g—kkm, com k € Z.

Exercicio 3.14

a) F b) V c)F d) Vv e) F f)F
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Exercicio 3.15
a) 2kr <z <7+ 2km, com k € Z.

b) —%+2lm<x<z+2lm, com k € Z.
T 47
—+2/<;7r<ac<?+2k:7r, com k € Z.

0)3

Exercicio 3.16
11
2k < x < —W+2/<;7r, com k € Z.

L
6
Exercicio 3.17
5
x:g+k‘7r, oum:z—l—Qk‘w, oux:—ﬂ—l—Qk‘w, com k € Z.
Exercicio 3.19
a) Cinco solugdes.

Exercicio 3.18
x = km, com k € Z. b) Uma solugao.
c¢) Nao existe solugao.

Exercicio 3.20

As nove fungoes tém dominio R. Uma tem imagem [—2,2] com periodo 7 e uma
outra tem imagem [0, 1] com periodo 27, ambas com seus graficos esbocados a

seguir. Identifique-as.
SEREERRM Ty L E"] (ETRCIERTETIREE AN
O~ ~ T

- L T I ‘_.1

I, A T L
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Exercicio 3.21
a) Dom(f) = R, Im(f) = [0, 1], é periédica.
b) Dom(f) =R, Im(f) = [—1, 1], ndo é periddica.
¢) Dom(f) =R, Im(f) = [0, 1], é periddica.
) Dom(f) =R — {0}, Im(f) = [-1, 1], ndo é periddica.

o,

Exercicio 3.22
a)y=2—senx b) y = —sen (3z) ¢)y=2sen(z— 1)
Exercicio 3.29

t -t
h = 412,32m; em geral, h=4d M

tg 8 —tga
Exercicio 3.30 Exercicio 3.31
CD = 723,83m CD = 3.831,96 m

Exercicio 3.32

di =v13 2361 e dy=+V37=6,08.

Exercicio 3.33 Exercicio 3.34
cos o = i 1
T cos o = 3
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Exercicio 3.35 Exercicio 3.36

3V55 V22 £ 262 — a2

32

sen o = m =

DO | =

Exercicio 3.37

/11— /11—
14+ S cosa 3—cosa+4 o cosa
2 2
R = S =
1 1 — cos«o 1+ cos o
_‘/T

Pela Lei dos Cossenos, cosa = % (verifique); pela Lei dos Senos, sena = %sen’y

(verifique). Assim, pela Proposicao 3.2,

T

Exercicio 3.38

— _ 2 3
sen 2a =2-sena-cosa=2-gseny- 1 =senvy.

Logo, sen 2o = seny. Como « e vy sao agudos, resulta 2a = 7.
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Indice Remissivo

Angulo(s)
central, 110
complementares, 101

medida de, 110

Abscissa, 14
Algoritmo da divisdo de polinémios, 69
Alongamento, 60
Arco positivo ou negativo, 111
Circulo, 28
centro e raio de um, 28

trigonométrico, 29

unitario, 29
Circunferéncia, 28

Coeficiente

angular de uma reta, 20

linear de uma reta, 26
Completamento de quadrados, 30
Compressao, 60

Coordenadas
abscissa, 14
de um ponto, 14

ordenada, 14

retangulares, 13

Cosseno, 100

Dizima periddica, 9

Declividade de uma reta, 20
Decomposicao em fragoes parciais, 85

Distancia, 18
a origem, 14

entre dois pontos, 15
Divisao de polinémios, 69

Dominio, 34

Eixo
z, 13
y, 13
das abscissas, 13
das ordenadas, 13
horizontal, 13

vertical, 13
Eixos coordenados, 14

Equacao, 22, 51
de primeiro grau
a duas varidveis, 26
a uma variavel, 22
resolugao, 23
de segundo grau
a duas variaveis, 30
do circulo, 28
geral da reta, 26
polinomial, 52

reduzida da reta, 26



Foérmula

da distancia entre dois pontos, 18
de Bhaskara, 67

do cosseno do arco duplo, 103

do cosseno do arco metade, 104
do ponto médio, 19

do seno do arco duplo, 103

do seno do arco metade, 104

95, 22, 28
Forma padrao da equacao do circulo, 28

Funcao, 33
cosseno, 100
de angulo, 99
de uma varidvel real, 34
dominio de uma, 34
dominio natural de uma, 34
grafico de uma, 34
imagem de uma, 34
médulo, 35
polinomial, 52
polinomial nula, 52
quadratica, 63
racional, 85

prépria e imprépria, 85

seno, 99
tangente, 100
teste da reta vertical de, 35

valor absoluto, 35

Grafico, 34
alongamento, 59

compressao, 59

da equagao da reta, 24
da parabola, 53, 68
das poténcias de x, 53
reflexao de, 59
translacao de, 55
Grau
da soma de polinémios, 52
de um polinémio, 52

do produto de polinomios, 52

d(p), grau de p, 52

Imagem, 34
Incégnita, 22
Inclinacao de uma reta, 20
Intervalo, 13
aberto, 13, 16
fechado, 13
finito, 13
infinito, 13
semiaberto, 13

semifechado, 13

Lei dos Cossenos, 108

Lei dos Senos, 108

Moédulo, 14

como funcao, 35
Mediana, 124

Medida de angulo
graus, 110

radianos, 110
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Multiplicidade, 71

Ntumeros
inteiros (Z), 9
irracionais, 10

racionais (Q), 9

Numeros reais (R), 9, 11
moédulo de, 14

valor absoluto de, 14

Ordenada, 14

Origem
da reta real, 11

do plano cartesiano, 13

Par ordenado, 13

Parébola, 38, 53
vértice da, 38, 39, 66
Parametro
angular, 20
linear, 26
w, 110
Plano
cartesiano, 14
coordenado, 14

quadrante do, 14
xy, 14
Polin6émio(s), 52
ctbico, 53
coeficientes de um, 52

de grau dois, 63

grau de um, 52
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Ponto

Q9

iguais, 52
quadratico, 63
raiz de um, 52

multiplicidade de, 71

abscissa de um, 14
coordenada z de um, 14
coordenada y de um, 14
médio, 18

ordenada de um, 14

Quadrante, 14

R, 9

Radianos, 110

Raio unitario, 110

Raiz de polindmio, 52

Raiz quadrada, 16

Reflexao pelo eixo x, 59
Regra dos sinais do produto, 82

Relagao de ordem, 12

Reta

coeficiente angular de uma, 20
coeficiente linear de uma, 26
declividade de uma, 20
equagao geral da, 26

equacgao reduzida da, 26
horizontal, 24

inclinagao de uma, 20

parametro linear de uma, 26



Reta (continuagao) Variavel, 22

real, 11 dependente, 33
origem da, 11 independente, 33
vertical, 24 Velocidade, 96
Retas instantanea, 96
paralelas, 27 média, 96

perpendiculares, 27

Segmento, ponto médio de, 18

Semieixo
negativo, 13

positivo, 13

Seno, 99, 111
periodicidade do, 114

Sentido
anti-horario, 111

de uma desigualdade, 12
Sistema de coordenadas, 13
origem de, 11, 13
Tabela trigonométrica, 105
Tangente, 100, 113
Teorema de Pitagoras, 17
Teste da reta vertical, 35

Translagao
horizontal, 55

vertical, 57

Valor absoluto, 14

como funcao, 35
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Este livro abrange, essencialmente, o contetdo apresentado
nos cursos de Pré-Calculo que sao oferecidos,

a cada inicio de semestre letivo, pelo Departamento

de Matematica Pura e Aplicada do Instituto de Matematica
da UFRGS. Foi escrito em uma linguagem de transi¢éo
entre a exposi¢ao formal dos livros de Calculo

e a dos livros de Matematica do Ensino Médio e,

sempre que possivel, a leitura é apresentada

através de exemplos motivadores.
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