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RESUMO

UMA ABORDAGEM ANALITICA PARA A SOLUCAO DE PROBLEMAS
MULTIDIMENSIONAIS DE SECAGEM BASEADOS NO

MODELO DE LUIKOV

A solucao das equacoes de Luikov, para a andlise de problemas de transferéncia
simultanea de calor e de massa em meios capilares porosos, é derivada analiticamente pela
aplicacao da técnica da transforma integral generalizada (GITT) associada com a trans-
formada de Laplace, a qual é aplicada e invertida analiticamente, para resolver o sistema
diferencial linear de primeira ordem, dependente do tempo, que resulta da aplicacao da GITT
as variaveis espaciais. A aproximacao proposta fornece uma solucao que é analitica em todas
as variaveis, eliminando o carater hibrido normalmente associado a GITT. Sao apresenta-
dos a derivacao da solucao para um problema bidimensional, com condicoes de contorno
acopladas. Os aspectos computacionais sao discutidos para a formulacao bidimensional,
envolvendo autovalores reais, e para um caso unidimensional, com condicoes de contorno

acopladas, possuindo autovalores complexos.

Autor: Rogério Luis Thum

Orientador: Prof*. Dr?. Liliane Basso Barichello
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ABSTRACT
AN ANALYTICAL APPROACH TO THE SOLUTION OF MULTIDIMENSIONAL
DRYING PROBLEMS BASED ON LUIKOV’S MODEL

The solution of the Luikov equations, for the analysis of simultaneous heat and mass dif-
fusion problems in capillary porous media, is analytically derived by the application of the
generalized integral transform technique associated with the Laplace transform, which is
applied, and analytically inverted, to solve a linear time-dependent first order differential
system that results of the application of the integral transform to the spatial variables. The
proposed approach provides a solution that is analytical in all variables, suppressing the
hybrid aspect in general associated to the GITT technique. In addition to the complete
development of a two dimensional general formulation, computational aspects are discussed

and numerical results are presented for two-dimensional and one-dimensional applications.
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Orientador: Prof*. Dr?. Liliane Basso Barichello
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os avancos tecnolégicos, bem como as exigéncias das industrias, fazem com que os
problemas complexos na area de engenharia necessitem de solugcoes mais precisas em tempos
de processamento mais reduzidos. Um conhecimento maior dos processos, via simulacao,
permite uma avaliacao e uma conseqiiente adequacao as necessidades locais. Na simulacao
destes parte-se do modelamento matematico, baseado no problema fisico, e usam-se em
geral hipéteses simplificadoras. Os métodos adotados para obtencao de solucoes podem ser
numéricos, analiticos ou hibridos.

Houve um continuo avanco no desenvolvimento de métodos, na maior parte asso-
ciados a solucao de sistemas diferenciais parciais, sendo comuns aos procedimentos gerais
da simulacao computacional de problemas fisicos de diversas aplicacoes e interesse pratico.
Entretanto, muito ha ainda a ser investigado, especificamente levando em conta o desen-
volvimento continuo de ferramentas computacionais. Nesse sentido, o uso da computacao
simbdlica e a reducao dos custos computacionais associados trouxeram mudancas impor-
tantes e melhorias as aproximacoes baseadas nos procedimentos analiticos, anteriormente as-
sociados apenas a geragao de solucoes do tipo “benchmark”. A técnica da transforma integral
generalizada, GITT [Cotta, 1993], derivada originalmente da definicao classica [Mikhailov e
Ozisik, 1984], pode ser referenciada neste contexto. Essa técnica apresenta aspectos hibridos
(analiticos e numéricos) e tem sido usada em uma larga classe de problemas, tanto de aspec-
tos tedricos como préticos [Cotta, 1998], destacando o uso da computacao simbdlica [Cotta e
Mikhailov, 1997]. Seu aspecto numérico é associado geralmente & solugao de sistemas difer-
enciais ordinarios que resultam da aplicacao da transforma integral em algumas das varidveis
envolvidas no problema original.

Propoe-se uma modificagao nos procedimentos empregados nessa técnica, no que
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se reporta a solucao do sistema de equagoes diferenciais ordindrias (EDO) resultante da
aplicacao da transformada integral (GITT) as varidveis espaciais. A abordagem resulta numa
solucao analitica do sistema, através da transformada de Laplace. A aplicacao dessa iltima
ao sistema ordindario gera um sistema linear algébrico que é resolvido, por dois procedimentos

diferentes :

e combinacao de decomposicao de Schur [Datta, 1995] e método de particionamento com

posterior inversao analitica da transformada pela técnica da expansao de Heaviside

[Ozisik, 1980];
e uso da diagonalizagao com posterior inversao analitica da transformada de Laplace.

Esses procedimentos sao desenvolvidos pela aplicacao em problemas de secagem. O trans-
porte simultaneo de calor e massa em meios porosos nao saturados ocorre tanto em fenomenos
naturais como em processos industriais, desempenhando um papel fundamental e nao po-
dendo ser desprezado. O fendmeno da migracao da umidade devido as presencas de gradi-
entes térmicos torna-se significativo, estando presente em aplicagoes como resfriamento de
cabos elétricos enterrados, isolamento térmico de construcoes subterraneas, cozimento de
alimentos, controle de ciclos térmicos em processos metaliirgicos, controle de aquecimento
e desumidificacao de chips de computadores, controle de tensoes térmicas em industrias
ceramicas e controle térmico de culturas para producao de vacinas e antibioticos.

Parte-se de uma formulacao geral do sistema de Luikov, sem aproximacoes numéricas
ao longo da derivacao, apresenta-se uma solucao analitica em todas as variaveis, para os casos
onde o sistema diferencial ordinario final é linear. Ou seja, o sistema é tratado pela GITT
e depois pela transformada de Laplace, obtendo-se uma solu¢ao analitica (apenas com erro
de truncamento); aplica-se ao problema de secagem em meios porosos capilares, modelados
pelas equacgoes de Luikov.

O trabalho é desenvolvido da seguinte forma: no capitulo dois, apresentam-se as
revisoes bibliograficas da técnica da transformada integral generalizada (GITT) e do processo
de secagem.

No capitulo trés, desenvolve-se a formulagao geral para problemas parabélicos acopla-
dos, mostrando duas maneiras de resolver o sistema de EDO, resultante da transformacao

integral.
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Nos capitulos quatro e cinco faz-se a aplicacao da técnica proposta em problemas
de secagem bidimensionais e unidimensionais, apresentando o problema fisico, a modelagem
matematica, método de solucao e resultados, incluindo casos de autovalores reais e complexos
presentes na solucao do sistema de EDO.

Finalmente, no capitulo seis, apresentam-se as conclusoes e sugestoes para trabalhos

futuros.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 O PROBLEMA DA SECAGEM

O processo de secagem pode ser visto como um movimento relativo de umidade do
interior de uma matriz sélida capilar porosa nao-saturada para sua superficie externa. Na
secagem da matriz porosa, supoe-se que a mesma esteja exposta a um gas em escoamento,
comumente o ar atmosférico, ocorrendo na interface dos dois meios uma transferéncia si-
multanea de calor e massa. No inicio do processo, a temperatura do produto e sua taxa de
secagem sofrerao variagoes até o sistema atingir um estado estacionario. A primeira etapa
do processo de secagem, dependendo do produto, do gas e das condigoes do meio, representa
diferentes fragoes do intervalo de tempo total necessirio a secagem [Ribeiro, 1992].

Na interface de separacao sélido-gds, em regime permanente, hd uma acomodagcao
de temperatura; o gas aquecido que se aproxima da interface sofre uma queda de tempe-
ratura, enquanto o solido molhado perde umidade, por difusao liquida ou gasosa. O calor
é transferido ao sélido para o processo de vaporizacao e difusao do liquido superficial e
ainda, parte do calor é transferido para o interior do sélido. Ha ainda uma parcela de calor
transferido equivalente a entalpia quimica de hidratacao molecular. Durante todo processo de
secagem, a transferéncia de calor total necessaria a retirada de umidade sofre uma variacao,
devido as mudancas de propriedades do produto.

Transferéncia de vapor e gas inerte processam-se por diferentes caminhos: por di-
fusao (transporte molecular) e por filtracao, sob efeito de gradientes de pressao (transporte
molar). Durante o processo de secagem, ha uma varia¢do na porosidade do meio devido a
variacao de teor de umidade do produto o que pode alterar bastante o processo difusivo,

como no caso da formacao de “barreira de vapor” na interface entre o material poroso e o
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ar seco, quando os poros superficiais se contraem devido a progressiva diminuicao do teor de
umidade causado por incidéncia de fluxos de calor mais intensos.

Luikov, 1975b, supoe que a transferéncia de massa no interior de um meio capilar
poroso nao-saturado, homogéneo e isotropico, e sujeito a gradientes de temperatura suaves
é funcao da temperatura, T, e do teor de umidade, U . O teor ou contetido de umidade
do meio poroso, ou ainda simplesmente denominado umidade do meio poroso (base seca),
U, é expresso pela razao entre sua massa total de umidade (liquido mais vapor) e a massa
da estrutura porosa desidratada. Luikov utiliza principios da termodinamica de processos
irreversiveis para estabelecer os balancos de massa e energia na matriz porosa, desprezando
efeitos de campo gravitacional, de reacoes quimicas e variagoes geométricas na matriz porosa.
Admite também que em um elemento de volume infinitesimal, a temperatura da estrutura
capilar e da mistura dgua/vapor seja a mesma, bem como a umidade transportada seja uma

mistura dgua/vapor e considera nulo o gradiente de pressdo no meio poroso.

2.2 EQUACOES DE LUIKOV

As equacgoes de Luikov sao um modelo bem estabelecido para andlise de varios
problemas de difusao simultanea de calor e massa em meios capilares porosos. As aplicacoes
pertinentes sao secagem de madeira, cozimento de material ceramico e de tijolos, migracao
de umidade no solo (terra) e andlise de tubo de calor.

O sistema linear das equagoes de Luikov [Mikhailov e Ozisik, 1984]), com pro-
priedades termofisicas constantes (calor especifico, ¢ e coeficiente termogradiente, ¢) e coefi-
cientes de transportes (condutividade térmica, a e difusividade de umidade, a,,) constantes

pode ser escrito como

oT ) re OU
wn =aV T+?§a (2.1)
e
%—(tj = a,, V?U + a,,0V*T. (2.2)

A solucao deste sistema de equacoes diferenciais parciais descreve a distribuicao de

temperatura e umidade em meios porosos capilares, valido somente em processos de secagem
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com gradientes de temperatura de baixa intensidade e com temperaturas menores que cem
graus Centigrados (T < 100° C), onde nao existe efeito da pressdo no transporte de massa
no meio poroso.

Trabalhos pioneiros nessa area foram, em ordem cronolégica, os de Krischer, 1942,
DeVries e Philip, 1957, e Luikov, 1966, onde apresentam o fenomeno da secagem modelado
na forma de sistemas de equacoes diferenciais parciais acopladas. O modelo de Luikov
é apresentado nas Equagoes 2.1 e 2.2. Contudo, diversos trabalhos destacam a revisao da
teoria da secagem [Fulford, 1969; Luikov, 1975b; Luikov, 1975a]. Ressalta-se que no trabalho
de Luikov, 1975a, faz referéncia a bibliografia soviética sobre transferéncia de calor e massa
até 1975; continuando, podem ser citados ainda, Whitaker, 1977, Rossen e Hayakawa, 1977,
Fortes, 1978, Moyne, 1987, Lobo, 1988, Eckert, 1988, Martynenko, 1988, Massarani, 1988 e
Bories, 1990.

O problema de secagem de madeira nao saturada, que representa um processo de
transferéncia de calor e massa em meios capilares porosos, também ja foi tratado pela técnica

da GITT, como serd listado na secao seguinte.

2.3 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

Constitui um método hibrido analitico-numérico, que possui sua origem no método
da transformada integral classica, onde obtém-se solugoes exatas de problemas de difusao li-
near. Nasce nos trabalhos pioneiros de Ozisik e Murray, 1974 e Mikhailov, 1975 que tratavam
da solucao de problemas difusivos com parametros variaveis nas condicoes de contorno.
Problemas mais sofisticados e complexos foram abordados em decorréncia dos avancos da
computacao numérica e simbélica, como visto em Cotta e Mikhailov, 1997. Também, Cotta,
1993 e 1998, apresenta uma compilacao de problemas resolvidos por essa técnica, onde
se encontra uma grande variedade de problemas nao transforméveis, a priori, incluindo

formulagoes nao lineares. O método abrange :

1) problemas com coeficientes varidveis nas equagoes, exemplificando, a condugao de calor
multidimensional com dissipagao varidvel na superficie [Cotta et al., 1992a] e escoa-

mento em plenamente desenvolvido tubo [Campos Silva et al., 1992] ;

2) problemas com coeficientes varidveis na condi¢ao de contorno, do tipo conducao de
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calor com nimero de Biot dependente do tempo [Cotta e Santos, 1992], convecgao
forgada laminar interna em tubos aletados externamente [Santos et al., 1988] e pro-

blemas do tipo aleta, com coeficiente de transferéncia de calor variavel [Cotta, 1986b];

3) problemas com fronteira mével, aplicado na oxidagao de metais em altas temperaturas

[Cotta, 1986al;

4) problemas que envolvem dificuldades no problema auxiliar, incluindo a secagem de
uma placa porosa timida [Ribeiro et al., 1993], problemas de convecgao-difusao linear
[Cotta et al., 1990] e andlise de trocadores de calor bi-tubular [Scofano Neto e Cotta,

1992b; Scofano Neto e Cotta, 1992al;

5) problemas nao lineares, quando o termo fonte da equacao e/ou da condigao de contorno
dependem do potencial que se deseja obter. Cita-se formulacao de camada limite
[da Silva, 1994; Machado e Cotta, 1995], equagoes de Navier-Stokes [Cotta et al., 1992b;
Leal, 1996; Machado, 1998; Perez Guerrero e Cotta, 1992; Perez Guerrero et al., 1993]
e problemas nao lineares de secagem [Ribeiro e Cotta, 1995]. Ainda a condugao do
calor com condutividade térmica varidvel [Serfaty e Cotta, 1990] e o problema de fluxo

em cavidade com placa deslizante [Cotta et al., 1992b; Perez Guerrero e Cotta, 1992].

Ainda de acordo com Dantas, 2000, podem ser citados outros trabalhos, abaixo
descritos: Lima, 1995, aplicou a técnica as equagoes de Navier-Stokes para escoamento tur-
bulento em canais retangulares; Perez Guerrero e Cotta, 1996, estudaram o problema de
escoamento sobre um degrau, através da solucao das equacoes de Navier-Stokes em for-
mulacao de funcao de corrente, obtendo resultados para uma ampla faixa de nimeros de
Reynolds; Leal, 1996, estudou o problema de convecgao natural em cavidades retangulares,
tanto para regime permanente como para transiente; Quaresma, 1997, resolveu o problema de
escoamento permanente em uma cavidade retangular tridimensional; Machado, 1998, inves-
tigou o problema de convecgao natural em cavidade retangular com propriedades variaveis.
Diversos outros trabalhos podem ser encontrados em Cotta, 1998.

Os passos para se obter a solucao via GITT compreendem inicialmente encontrar
problemas auxiliares (de onde surgem os autovalores e as autofuncoes), em seguida desen-

volver o par transformada-inversa apropriado e aplicar a transformada integral ao problema
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original de equacao diferencial parcial e as condicoes de contorno, obtendo-se, sem perda de
generalidade, um sistema ordinario transformado. Resolve-se o sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias resultantes, geralmente usando rotinas numéricas, e, finalmente, aplica-se a
formula de inversao para reconstruir o potencial original.

Com o objetivo de melhorar o desempenho da técnica sao usados alguns passos

intermediarios, dependendo da dificuldade oferecida pelo problema:
e aplicacao de filtros para acelerar a convergéncia [Macedo et al., 1999];

e reordenamento de autovalores e potenciais [Leal, 1996; Correa et al., 1997; Machado,

1998; Dantas e Orlande, 1998].

A natureza hibrida ocorre na solucao numérica (utilizando rotinas de bibliotecas
numéricas, como o IMSL [Library, 1997]) de uma varidvel (normalmente a variavel temporal)
ja que foram eliminadas as varidveis espaciais, via uma abordagem analitica, reduzindo o
problema principal a um sistema de equagcoes diferenciais ordinarias (EDO).

Com relagao ao uso da GITT associada ao problema de secagem, na formulacao
linear para coeficiente de transporte constante, algumas solucoes analiticas foram propostas
hé alguns anos, baseadas no método da transformada integral classica [Cotta, 1993]. Foi pos-
teriormente observado, que resultados numeéricos obtidos através de tais analises poderiam
estar errados, devido a existéncia de autovalores complexos associados ao problema auxiliar
acoplado [Ribeiro et al., 1993; Ribeiro e Cotta, 1995]. Entao, os efeitos da inclusao de um
par de autovalores complexos foi criticamente investigado [Lobo et al., 1987]. Especialmente
para tempos curtos, a necessidade de considerar os autovalores complexos é crucial, desde
que o comportamento qualitativo da solucao é erroneamente predito. Isto pode ser verifi-
cado em Guigon et al., 1992. Lobo et al., 1987, estudaram a influéncia de um tnico par
de autovalores complexos conjugados sobre a precisao das distribuicoes de temperatura e
umidade, até entao negligenciados. Eles concluiram que, especialmente para tempos curtos,
as expansoes baseadas em autovalores reais poderiam fornecer resultados completamente
errados; posteriormente, Liu e Cheng, 1991, chegaram as mesmas conclusoes.

Em outra revisao recente, Dantas, 2000, faz referéncia aos seguintes autores, co-
mentando os trabalhos desenvolvidos. Liu, 1991, resolveu as equacoes de transferéncia de

calor e massa do sistema de Luikov, analiticamente, na sua forma adimensional, tanto para
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a transferéncia de calor quanto para transferéncia de massa, com condigoes de terceiro tipo,
transientes. No trabalho de Ribeiro et al., 1993, uma solucao alternativa é proposta para
as equacoes de Luikov lineares, através da GITT, com transferencia simultanea de calor e
massa no interior de meios capilares porosos. Para a temperatura e umidade foi escolhido
um par de problemas de autovalores independentes, do tipo de Sturm-Liouville, que evita
a existéncia de autovalores complexos através da adocao de problemas auxiliares desacopla-
dos. Apresentam um conjunto de resultados de referéncia, que foi comparado com solucoes
anteriormente publicadas. Em Ribeiro e Cotta, 1995, as equacoes de Luikov nao-lineares que
governam a secagem no interior de meios capilares porosos sao tratadas com a GITT, a fim
de obter solugoes hibridas analitico-numéricas. Eles consideraram uma placa imida porosa
sujeita a troca de calor combinada no contorno (convecgao-radiagao), sendo constantes todas
as propriedades e dados fisicos. A nao-linearidade do problema era proveniente da condicao
de contorno, que envolvia troca de calor com o ambiente por radiacao. Também utilizaram,
para a temperatura e umidade, dois problemas de autovalores desacoplados. Duarte et al.,
1995, empregaram a GITT para resolver, em geometria plana bidimensional, o modelo de
Luikov com transferéncia simultanea de calor e massa. Observaram que, passando de um
problema unidimensional para um bidimensional, o aumento no custo computacional para
o céalculo da solucao foi sensivelmente menor que o dobro do outro. Desta forma confir-
maram, para problemas multidimensionais, a vantagem da GITT sobre técnicas puramente
numéricas. Em Duarte e Ribeiro, 1998, o sistema de equacoes de Luikov tridimensional com
transferéncia simultanea de calor e massa é resolvido, com condicoes de contorno do primeiro
e segundo tipo, onde a transferéncia de calor e massa nas superficies ficam desacoplados. A
fim de acelerar a convergencia da solucao pela GITT, foram usadas técnicas de filtragem e
método adaptativo para controle automatico do erro numérico. Posteriormente, Duarte etal.,
1999, analisaram as variacoes das distribuicoes de temperatura e umidade, utilizando esta
mesma formulacao e metodologia de solucao, quando se empregam diferentes valores para
o numero de Luikov (Lu). Notaram que & medida que Lu cresce, o meio poroso seca mais
rapidamente e a temperatura torna-se mais baixa, para o mesmo tempo. Para que a umidade
seja retirada mais rapidamente, uma taxa maior de energia é retirada do corpo, o que é espe-
rado fisicamente. Guigon et al., 1999, usaram a Técnica de Transformacao Integral Classica

[Mikhailov e Ozisik, 1984] para resolver a formulagao classica de secagem em meios porosos,
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baseada no modelo de Luikov, considerando todos os autovalores complexos existentes. O
problema de autovalor associado, é resolvido através da GITT, de modo a se obter todas as
raizes complexas, as quais, nao foram consideradas na maioria dos trabalhos anteriores. O
mesmo problema abordado por Mikhailov, 1975, Ribeiro et al., 1993 e Guigon et al., 1999,
é estudado por Pandey et al., 1999b, onde foi desenvolvido uma nova técnica para o calculo
dos autovalores reais e complexos. Esta técnica fornece solucoes satisfatorias e completas
para o sistema linear de equacoes de Luikov. Ela avalia simultaneamente as raizes reais
e complexas, sendo uma combinacao dos métodos de Newton-Raphson e da bissecao. Eles
também demonstraram a influéncia das raizes complexas sobre a distribuicao de temperatura
e umidade adimensional. Pandey, 1999, e Pandey, 2000, adotam esta mesma metodologia

de solucao, sendo que em coordenadas esféricas, para resolver o mesmo problema fisico.

2.4 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

O uso da transformada de Laplace é indicado, em especial, para problemas de valor
inicial. Em problemas de difusao, a aplicacao dessa transformada pode eliminar a derivada
relativa a variavel temporal. Como essa técnica serd usada neste trabalho é conveniente
ressaltar alguns conceitos basicos. Assim define-se a transformada de Laplace de uma fungao

W(t), t > 0, de ordem exponencial, como [Ozisik, 1980]

£[W (0] =T (s) = /g e (©)de, (2.3)

W (t) = —/ e’'W (s) ds, (2.4)

onde s é uma variavel complexa.

A propriedade da derivada da transformada de Laplace é mostrada a seguir

LW ()] =sW(s)— W (0), (2.5)
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bem como a convolucao de duas funcoes:

f(t)*g(t)Z/Otf(t—é)g(f)dfz/Otf(f)g(t—f)df, (2.6

cuja a transformada de Laplace, corresponde simplesmente a

L[fxgl=[(s)7(s). (2.7)

No proximo capitulo apresenta-se a formulagao matematica do processo de trans-
feréncia simultanea de calor e de massa em meios porosos capilares e propoe-se um método
de solucao utilizando a GITT e a Transformada de Laplace. Salienta-se que a utilizacao
da transformada de Laplace na solucao de sistemas diferenciais ordindrios ja foi estudado

[Vilhena e Barichello, 1999], para casos associados a problemas de valor de contorno.



CAPITULO 3

FORMULACAO MATEMATICA

A modelagem do processo de transferéncia simultanea de calor e de massa, rela-
cionada a problemas de secagem em meios porosos capilares, é presentemente associada ao
sistema acoplado, denominado equagoes de Luikov [Luikov, 1975b], como citado no Capitulo
2. Uma formulagao geral para este modelo, seguindo Ribeiro e Cotta, 1995, pode ser es-
crita na sua forma adimensional como um conjunto de duas equagoes difusivo-convectivas,
segundo as distribuicoes 0 (x,t), k = 1,2 , em uma regiao V com superficie S de fronteira,
acopladas com termos nao-lineares de fonte nas equacoes e nas condi¢oes de contorno,

Wi (X) %Gk (X, t) + Lkﬁk (X, t) = Pk (X,t, 91, 92) s X € V, t> 0, (31)

com condicao inicial e condicoes de contorno, para k=1,2 , respectivamente dado por

O (x,0) = fr (x), x€V, (3.2)

By (x,t) = ¢ (x,t,01,05), x€S. (3.3)

Aqui os termos nao-lineares, denominados Py, (x, t, 0, 02) e ¢r(x, t, 01, 05), podem
incorporar o acoplamento entre os dois potenciais, bem como outros aspectos nao-lineares
relacionados aos termos da fonte ou aos coeficientes variaveis. Assim, os operadores L, e B;,

sao definidos ( para k = 1,2 ) como

12
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B = [ (%) + 00 (x) K () o | (3.5)

onde Kj(x) e di(x) definem os coeficientes das condi¢oes de contorno, n a normal projetada
da superficie S e os coeficients v;(x), dx(x) e wg(x) sao prescritos.

A selecao de problemas auxiliares apropriados para a construcao das expansoes das
autofuncoes pode ser considerada como ponto de partida a aplicacao da técnica da transfor-
mada integral generalizada. Problemas auxiliares acoplados ou desacoplados, dependendo
dos casos especificos, foram investigados [Mikhailov e Ozisik, 1984; Lobo et al., 1987; Ribeiro
et al., 1993; Dantas, 2000]. Aqui segue-se a derivacao apresentada por Ribeiro e Cotta, 1995,
e a escolha que considera problemas cldssicos de autofuncoes, desacoplados, do tipo Sturm-
Liouville para representar o comportamento espacial dos potenciais. Conseqilientemente,
cada componente da varidvel espacial de x € V deve satisfazer aos problemas de autova-

lores, cuja solucao aqui é suposta ser conhecida, escolhidos como

LV (x) = piwy (x) 9, (x), x€V, i=1,23,.. (3.6)

Lyl (%) = Mwy (x) T (x), x€V, i=1,23,.. (3.7)
com as condicoes de contorno

ByY; (x) =0, x€8, k=12, (3.8)

Bsz (X) = 0, X € S, k= 1, 2. (39)

O par resultante da transformacao integral (transformada-inversa) é definido, res-

pectivamente, como

Bui(t) = / w1 (x) N Y20, (x) 0, (x, £) AV, (3.10)
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ZN Y2y, (%) 014 (1) (3.11)
para a temperatura, e

Bi(t) = / ws (%) M Y2T; (x) 0, (x,£) AV, (3.12)

ZM Y2y (%) Oa, (1) (3.13)

para umidade.

Nas Equacoes 3.10, 3.11, 3.12 e 3.13, as integrais de normalizacao sao dadas

N; = / w U7 (x) dV, (3.14)
\%

M; = / wy'? (x (3.15)
A%

Como um segundo passo associado ao método da transformada integral, é sugerida
uma apropriada decomposigao do problema original (“processo de filtragem”, [Cotta, 1993]),
para contornar os efeitos indesejados dos termos nao homogeéneos (lenta convergéncia, com-
portamento anémalo na fronteira) na determinacao numérica da solucao, a qual é baseada
em expansoes como mostrado nas Equagoes 3.11 e 3.13. A solugao (decomposta) é entao

escrita
gk (X, t) == gks (X : t) + gkh (X, t) s (316)

tal que s, solucoes quase estaciondrias, sao obtidas da solucao dos seguintes problemas

simples, para k=1,2

Lkﬂks = Pks (X, t) , X€E V, (317)



B0y = ¢ks (Xa t) , XE S.
E entao, o potencial (“filtrado”) resultante 6y, é obtido da solugao da equacao
9 :
wkagkh (X, t) + Lkgkh (X, t) = Pk (X, t, 91, 92), X € Vv, t > 0,

para k = 1,2, com condicoes,

Ocn (x,0) = fr(x) = fr(x) — Ops (x:0), x€V,
Bibgn (x,1) = ¢(x,t,61,0:), x€S.
Aqui

P (x,t,01,05) = Py — Pps — wp—

qu(Xa ta 917 92) - d)k - d)ksa

15

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

A particular escolha ¢ps = ¢ é uma conveniente condicao de contorno, uma vez que a torna

homogeénea. Alternativamente, procedimentos baseados no balanco analitico do sistema de

equagoes diferenciais ordindrios original [Cotta, 1993] também podem ser usados com o

objetivo de melhorar a representacao das séries para os potenciais, especialmente quando

o1 #0.

Neste ponto, operando a Equacao 3.19, respectivamente para k=1,2, resulta,

/ N2, (%) dV,
Vv

/ M7VPTy (%) dV,
A%

(3.24)

(3.25)
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o processo de transformacao integral conduz a um sistema diferencial ordindrio de primeira

ordem a ser resolvido :

d— .
£91,Z-( ) +:U’1011( ) —El,i (t, 91’]',92,]') 1,] = 1,2,3,... t > 0. (326)
d~ 97 _ .
%9211' (t) + )‘z 9211' (t) =02, (t, 91,]', 92’]') 1,] = 1, 2, 3, .. t>0. (327)

Os termos de fonte ( nao lineares ), descritos por,

: N2 /Pf (x,t,01,4,05;) ¥; (x) dV
Sy (3.28)

. U; (x) — K; (x) (0¥;/0n)
[ttt (ST Jas

B 1
91 = —

Gos= 1/2 /P; %, 1,011, 05.5) Ts (x) AV
v (3.29)
+/¢ (X t 91,]792,]) ( l (X) Y (X) 5_22((8}5) /an)>ds )

acumulam as informacoes da fronteira e da fonte. Similarmente, as condigoes iniciais,

Equacoes 3.20, sao transformadas para obter

@AMZTME/@M@Nfﬂ (%) frdV, (3.30)
Vv
e
By (0 fhz/ MV, (x) frd V. (3.31)
Vv

As Equacoes 3.26 e 3.27 formam um sistema infinito de equacgoes diferenciais or-
dinarias acopladas, o qual é resolvido para os potenciais transformados, EM, k=1,2.
Naturalmente, do ponto de vista geral, como a derivacao tem sido feita até este

ponto, o sistema acima é nao-linear, e a sua solucao é incluida em uma ampla classe de
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problemas (e de dificuldades), necessitando freqiientemente de uma analise mais cuidadosa
para os casos especificos. Assim, neste ponto, uma condi¢ao tem que ser imposta: embora o
procedimento desenvolvido até aqui possa ser considerado geral com respeito a defini¢ao do
termo da fonte (como sera visto em seguida), é aplicado somente aos casos lineares. Nota-se,
entretanto, que isto nao significa que o modelo, desde o inicio, tenha de omitir aspectos nao
lineares, uma vez que é comum usar-se condicoes fisicas ou outras relagoes no tratamento
de problemas nao lineares para obter a linearizacao. Como no caso, por exemplo, do trata-
mento associado ao comportamento nao linear para as condicoes de contorno radiativas num
problema de secagem [Ribeiro e Cotta, 1995], onde o sistema ordinario resultante dado pelas
Equacoes 3.26 e 3.27 é linearizado.

Agora procedemos ao desenvolvimento da solucao para o sistema descrito pelas
Equacoes 3.26 e 3.27, para um termo de fonte linear genérico, o qual é associado as aplicacoes
da transformada integral generalizada para muitos casos, mesmo partindo de diferentes geo-
metrias [Dantas, 2000] e relacionado com outras aplicagoes além dos problemas de secagem.

Para fins computacionais, observando um critério de convergéncia exigido [Cotta,
1993], as Equagoes 3.26 e 3.27 sdo truncadas. E assim, a fim de desenvolver uma solugao
analitica (sem nenhuma aproximagao ao longo de sua derivac¢ao) para o sistema linear asso-

ciado, representado pelas Equacoes 3.26 e 3.27, o mesmo é rescrito na forma

A%O (1) +BOH =G (1), t>0, (3.32)

de maneira que a ordem do truncamento (N) é escolhida como sendo a mesma para ambas
Equacoes 3.26 e 3.27. Uma matriz A é usada para representar as Equacoes 3.26 e 3.27 devido
ao acoplamento das condicoes de contorno ser descrito por uma funcao no lado direito da
equagao, e um apropriado balangco e processo de parametos concentrados [Ribeiro et al.,
1993] pode introduzir termos adicionais relacionados com termos das derivadas. De toda

maneira, a inversao da matriz A , de ordem 2Nx2N, permite rescrever o sistema como

%9 (t)+CO(t)=H(t), t>0, (3.33)

onde

0()=[011(t) ... Bin(t) Bor(t) .. Oon(B)] (3.34)
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com condicoes iniciais requeridas, definidas nas Equacgoes 3.30,
0 (0) = 6. (3.35)

Aqui o superescrito T denota operacao de transposicao. A aplicacao da transformada de

Laplace na Equacao 3.33 resulta na solucao para qualquer t>0.
¢
(1) =M ()6 + [ M(t-OH (), (3.36)
0
onde a matriz M(t) é definida como
M(t)= £ [(sI+C) '] (1), (3.37)

e £ ! denota a transformada de Laplace inversa.
A seguir apresentam-se duas maneiras de avaliar a matriz C da Equacgao 3.37, as
quais foram usadas para gerar os resultados numéricos que serao apresentados posteriormente

neste trabalho.

3.1 DECOMPOSICAO DE SCHUR

O primeiro procedimento usado para inversao da matriz simbélica parte da decom-

posi¢ao de Schur [Datta, 1995], na matriz C,
C =Q’'uQq, (3.38)
resultando que
(sI+C) ' =Q"(s1+U)'Q, (3.39)

onde U agora é uma matriz triangular superior e Q matriz unitdria (Q'Q = I). Para
determinagao da inversa da matriz (sI + U) usa-se um resultado vélido para inversao de
matriz em blocos [Faddeev e Faddeeva, 1963], segundo o qual, definindo matrizes blocos
By,B; e Bs,

B B Br' —Br'ByB;!

= : (3.40)
0 Bs 0 B!
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estabelece-se, no caso do problema (3.39), um processo recursivo tal que

Sl = [S + UH] s (341)
S2 _ S+ uyp S+ Upg _ Sl S+ U2 , (342)
0 S+ Ugo 0 s+ ug
e assim sucessivamente
S+uyy S+uip S+ Uiz ... S+ Uk S+ uig
0 S+ Uxp S+ Usz ... S+ U S S + Usgp
k—1
Sy = 0 0 S4+usz ... s+uy | = S4us | . (3.43)
0 0 0 R T 00 .. 0 S+ Upk
Portanto , por ( 3.40 )
571
Sfl — Pkt
Spt=| M shme (3.44)
000 ... SJ;%
parak =2, ..., N, sendo v definido como
V=[s4uip 5+usg, .oy 5+ up_1i] (3.45)

Agora, pela técnica de expansao de Heaviside, a transformada inversa de Laplace

(£71) ¢
LI+ U) ) = Zpi et (3.46)

onde u; sao os elementos da diagonal de U~! e

Adj(sI + U)
pi =

~ L(det (sI+ 1)) (3.47)

Ui

A definicao de matriz adjunta é

Adj (Sg) =S, " det (Sy). (3.48)
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Finalmente, utilizando a férmula de inversao dada pelas Equacoes 3.11 e 3.13, obtém-
se uma representacao analitica do potencial nas demais variaveis independentes eliminadas
durante a etapa da transformacao integral. De uma maneira mais clara, pode-se escrever a
Equacao 3.37, levando em conta a transformacao apresentada em Vilhena e Barichello, 1999,
como sendo

Y Adj (sI+ 1)
_ T
9=Q" > 7 2 (det (sI+ U))

e““t] Q. (3.49)

i=1

Note-se que o determinante é o produto da diagonal da matriz U.

Em trabalho anterior, [Thum et al., 1998], esse procedimento foi usado para resolver
um problema de secagem conforme resultados apresentados na secao 4.1. Embora essa
aproximacao parecesse resultar em um algoritmo estavel [Cotta, 1998], uma capacidade de
armazenamento de dados consideravel é necessaria, pois um processo recursivo é envolvido

na inversao.

3.2 DIAGONALIZACAO

Em um segundo procedimento, uma simples e usual decomposicao é usada para

escrever
C=XDX1, (3.50)

onde D é matriz diagonal, cujos elementos d;, i=1,...2N sao os autovalores da matriz C e X
é a matriz de autovetores associada, assumindo que C é uma matriz diagonalizavel. Assim

a Equacao 3.37 é agora rescrita como
M(t) =X £ [(sI+D) '] X7, (3.51)
e assim

M (t) =X e P'X 1. (3.52)
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Observe-se que, X e X ! sao matrizes numéricas que podem ser obtidas a partir de softwares

conhecidos de algebra linear [Datta, 1995]. Ainda,
e Pt = diag {e’dlt, s e’d”’t} : (3.53)

As Equacoes 3.52 e 3.53 sao usadas para avaliar a Equacao 3.36 e definem a solucao completa

do sistema (3.33) como
0(t)=XF(t), (3.54)
onde os componentes do vetor F(t) sao definidos, para i=1,...2N, como
t
fi (t) = Zieidit + / eidi(tig)?)i (f)df (355)
0

Aqui z;, i=1,...2N, sao os componentes do vetor z, tal que

X z = 6, (3.56)
[§]
2N
vi (€)= hi (&) vy, (3.57)
j=1

onde h;(§) sao os componentes do vetor H(t), na Equacao 3.33, no qual para sistemas ho-
mogéneos sdo iguais a zero. Além disso, y; ; sdo definidos como componentes da matriz X 1.

Substitui-se a Equacao 3.54 nas expressoes da transformada inversa da GITT, Equagoes
3.11 e 3.13, e obtém-se a solucao analitica em todas as variaveis. Assim, esta formulado o ob-
jetivo principal do trabalho, que constitui-se em apresentar um método modificado, baseado
nas transformacoes integrais.

No préximo capitulo, as abordagens apresentadas nestas secoes serao aplicadas a
um problema bidimensional de secagem e comparado com os resultados do método hibrido
(na qual usa-se a sub-rotina da biblioteca do IMSL - DIVPAG, que é associada ao compi-
lador FORTRAN [Fortran90, 1990]). No capitulo seguinte, aplica-se esta metodologia a um

problema unidimensional de secagem.



CAPITULO 4

FORMULAGCAO BIDIMENSIONAL: AUTOVALORES REAIS

A formulacao geral apresentada no capitulo anterior sera agora desenvolvida em
detalhes para um problema bidimensional com condigoes de contorno acopladas. Para isso,
considera-se o sistema cartesiano bidimensional que representa o sistema de Luikov [Luikov,
1966], sendo que T (z,y,t) e U (z,y,t) sdo os potenciais associados a temperatura e a umi-
dade. A temperatura inicial é definida como T}, e a umidade inicial como U,. Na fronteira
definem-se Ts e U* como temperatura e umidade prescritas, respectivamente. A modelagem
do problema de transferéncia de calor e massa em meios capilares porosos é apresentada a

seguir, baseada na abordagem em coordenadas cilindricas, proposta por Dantas, 2000.

or _ [oT 1 o°T rou (4.1)
o~ "o oy? ot '
ot " |0oz2  Oy? "oz oy '
validos nos dominios 0 <z <1, 0 <y <l, et > 0.
Onde
k
= — 4.3
o= (1.3
e
Km
O 4.4
am = (4.4)

Os parametros k, ¢, p, ¢, e k,, correspondem respectivammente a condutividade térmica do

meio poroso, calor especifico do meio poroso, densidade do meio poroso, massa especifica do

22
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meio poroso e coeficiente difusivo massico. Os parametros § e ¢ correspondem ao coeficiente
termogradiente e critério de mudanca de fase, respectivamente. Como condicbes iniciais

tem-se

T (z,y,0) =Ty, (4.5)

U(z,y,0) =U. (4.6)

O modelo descrito é ilustrado na Figura 4.1 e Equacoes 4.7 a 4.14.

TRANSPORTE DE CALOR E MASSA

., Conveccao térmica

y coeficiente de transferéncia de calor [hy]
Conveccao massica
coeficiente de transferéncia de massa [hy|
ly o
Conveccao térmica =
Isolado coeficiente de transferéncia
, de calor [hy]
Impermeavel ‘
Impermeavel
0 Fluxo de L X

calor prescrito [q]
e de massa (decorrente do gradiente de temperatura)

Figura 4.1 — Condigoes de contorno referentes a transferéncia de calor
e massa no dominio bidimensional para o problema de

secagem proposto - formulacao geral.

Para as condigoes de contorno, considera-se impermedavel (nao ocorre a transferéncia
de massa no contorno) e isolada térmicamnete na parede em x = 0 (com isso os fluxos de
calor e de massa sao nulos); um fluxo de calor é suprido em y = 0 e esta fronteira permite
fluxo de massa; em & = [, ocorre a perda de calor por convecgao e é impermedvel; em y = [,
a superficie é livre, permitindo perda de calor e massa por conveccao. Assim, as equagoes

de balanco de energia no contorno, segundo a teoria de Luikov, sao

oT



oT

k= (1, y, 1) + hoT (Ly, y, 1) = hoTs,
ax( y,t) + (lzyy, 1) 5

oT
ke (2.0.1) =
ay(% 1) =q,

A

Analogamente, as equacoes de balanco para o transporte de massa sao

ou

oT
%(0,3},2&)4—6% (anat)_oa
oU oT
a_ l:va 7t 6— ll‘a 7t =Y,
5y (e ¥ t) + 05 (la,y,1) = 0
oU oT
— t) +0— t) =
ay (1‘703 )+ ay (1‘707 ) 07

ou

oT .
k, 8—y (z,1,,t) + 5a—y (z, 1y, t)| + hn U (x,1,,t) = hyU™.

A adimensionalizacao é feita conforme as seguintes relagoes :

T

ly’

X =

e a razao de aspecto,

K="=
ly

Na Equacao 4.17, 7 é definido como ntiimero de Fourier.

o (z,1,,t) + hyT (z,1,,t) = hyTs + (1 — e)rhy, [U" = U (z,1,,1)] .
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(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Os potenciais adimensionalizados assumem as seguintes férmulas

T(xayat)_TO
Ts—Ty

91 (XaxT) =

Up — U (z,y,1)

QQ(X,Y,T): U U*
0 —

Definindo agora o seguinte operador

02 02
2 _ 2
Vi= oGt K

A forma adimensional do problema (4.1)-(4.2) fica
6
% = aV?%0, — BV,

902 _ LuV?0, — LuPnV?0,,
or

valido no dominio 0 < X < 1,0 <Y <1e7 > 0. Onde

a=1+eKoLuPn,

g =¢eKolLu,
am 7 .
Lu = —, (nimero de Luikov)
a
Ts — T
Pn=9¢ [UOS — U[’)‘] , (nimero de Possnov)
e
Uy —-U"
Ko="_2" (niimero de Kossovitch).

T ¢ Ts— T,
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)



As condigoes iniciais tornam-se

01 (X,Y;O) :0,

0, (X,Y,0) = 0.

As condigoes de contorno passam a ser

gi; (0,Y,7) =0,
gﬁ? (0,Y,7) =0,
gil, (1,Y,7) + Biy0, (1,Y,7) = Biy,
gi{% (L,Y,7) = Pn% (L,Y,7),
L (X,0,1) = -0,
giﬁ (X,0,7) = —PnQ,
060, : .
v (X,1,7)+ Biy 6, (X,1,7) = Biy+ (1 —¢)KoLuBiy, [0 (X,1,7) — 1],
%, (X,1,7) + Bi%,0, (X,1,7) = Bi’, + PnBi,[1 — 6, (X,1,7)].
Yy

Onde define-se

hyly

Biq - T,
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)



haly
B.l‘ - )
T
__aly
@ k(Ts —Tpy)
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(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Como mencionado no Capitulo 3, é conveniente uma decomposicao nos potenciais,

para melhorar a taxa de convergencia da solugao numérica e se obter um problema homogéneo

e um problema estacionario necessario.

Neste trabalho, se propoe a seguinte decomposicao:

91 (X,Y,T) :1—|—915 (X,Y)+91H(X,Y,T),

O (X,Y,7) =140 (X,Y)+60(X,Y,7),

tal que os problemas estaciondarios sao apresentados da forma descrita a seguir.

Para a temperatura tem-se
V291S - 0,

na variavel X

9015
0X

(OvY) =Y,

06,5
0X

(1,Y) + Biybys (1,Y) =0,

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
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e na variavel Y

00
a;fs (X7 0) = _QJ (449)
e
9015 :
5y (X, 1) + Bigbs (X, 1) = 0. (4.50)
Agora para a umidade, torna-se
V265 = 0, (4.51)
na variavel X
0
83)2(5 (0,Y) =0, (4.52)
e
00 00
322(5 (1,Y) = Pn 6)1(5 (1,Y), (4.53)
e na variavel Y
o0
8;5 (X,0) = —PnQ, (4.54)
e
6925 -k -
5y (X,1) + Biy 05 (X,1) = —PnBibs (X, 1). (4.55)

As solucoes dos problemas estacionarios podem ser obtidas por separacao de varidveis
[Ozisik, 1980]. Elas deverao ser usadas nas condigoes iniciais do problema homogéneo,
Equacoes 4.66 e 4.67, em decorréncia da decomposicao mostrada nas Equacoes 4.44 e 4.45.

Assim, o problema homogéneo resultante assume a seguinte formulacao para a
equacao da temperatura

00, i
or

== aV201H - 5V292H, (456)



e com as condigoes de contorno,

90,1 B
e (0,Y,7) =0,
889—;’ (1,Y,7) + Bigby (1,Y,7) =0,
001 1 _
5y (X,0,7) =0,
001 1 : :
5y (X,1,7) + Bibg (X,1,7) = (1 — ) KoLuBiy, [fon (X, 1,7) + 025 (X, 1)],

e analogamente para a equacao da umidade

0021

= LuV?%0yy — LuPnV?0,y,
or

e suas condicoes de contorno correspondentes,

9021

X (0,Y,7) =0,
892]{ 891[{
,Y,")=P 1,Y,
aX ( Y 7T) n aX ( Y 7T)7
0o -
5y (X,0,7) =0,

0021
oy

As respectivas condigoes iniciais sao

Oy (X,Y,0)=—[1+65(X,Y)],

Oarr (X,Y,0) = — [1 + b5 (X,Y)].

(X,]_,T) +BZm92H (X,]_,T) = —PTLBqulH (X,]_,T) .
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(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)
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Note-se que pela decomposicao proposta, uma nao homogeneidade permanece ape-
nas no problema da temperatura (em Y=1), sem que no entanto, se tenha problemas esta-
cionarios de extrema dificuldade.

Sem perda de generalidade, utilizam-se os formalismos da GITT e, procede-se,

operando a Equacao 4.56 com as expressoes a seguir para obter o problema transformado

1
/ N, Y20, (X) dX, (4.68)
0

1
/ N72Q, (Y)dY. (4.69)
0

A solugao dos problemas auxiliares fornece as autofuncgoes ¥; e €2,,,

d*V, (X) 9
W + [ L\ (X) =0, (470)
d*Q, (V) )

as equacoes acima estao, respectivamente, submetidas as condicoes de contorno,

d¥; (0) d¥; (1)

e
d, (0) d<d, (1) : _
Sor =0, o 4 BigQ, (1) = 0. (4.73)

O procedimento é semelhante ao obtido das expressoes 3.24 e 3.25, onde as au-
tofuncoes provem dos problemas do tipo Sturm-Liouville, apresentadas nas Equacoes 3.6 e

3.7 e obtém-se a equacao diferencial ordindria (EDO) relativa & temperatura adimensional
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(ng)a
df1y () o (i K202) s (r) — B ( 2+K202)§:§:A-C Oorr,,, (1) =
I i n) V1H o n ijCmnV2mH;,
j=1 m=1
KZ(;\T;I(/IZ) /1 \If]:[(jg) {a {W + Bigfhar (X, I’T)} (4.74)
1 : 474
_8 [W + Bimbon (X, 1, T)] } dX

U (1) [ (Y)
-5 /0 o (P (1,X,7) = O (1, X,7) )Y

2

onde W} (1) representa a derivada da autofuncio ¥; no ponto X = 1.
Usam-se as condicoes de contorno, Equacoes 4.57 a 4.60, desta maneira tem-se

somente os potenciais na fronteira a serem determinados,

dEIH (T) = X & =
i +a (M? + K2072L) O1n (1) — + K?%o 2 ;n; AijCrinlbap,,, (1) =
Qn (1) [0 (X
K 1(/2)/ ) L (1 2) KoLuBin — 8 (Biy — Bil)|0u (X,1,7)
M, N; (4.75)
+ BPnBiy 01y (X,1,7) + (1 — &) KoLuBiy, 6 (X, 1) } dX
(1) [T (Y)
+3Bi /0 e (P (1,7~ (1Y, 7] Y
Da mesma forma, operando a Equacgao 4.61 com as expressoes
R
/0 N; Ty (X)dX, (4.76)
e
/ N 2=, (Y)dY. (4.77)
Aqui os problemas auxiliares fornecem as autofuncoes I'; e =,
d2F]~ (X) 2
d’z,, (Y
@En (¥) +n2=, (Y) =0, (4.79)

dy?
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as equacoes acima estao submetidas as condicoes de contorno,

dr;(0) _ - dr(1)
S =0 = =0, (4.80)
[§]
En(0) A () s
mo= =0, T 4 BinEa (1) = 0. (4.81)

O procedimento é semelhante aos das expressoes 3.24 e 3.25, s6 que agora se utilzam outras
autofuncoes, relacionadas ao potencial da umidade, em X e em Y tém-se a equagao diferencial

ordindria (EDO) relativa ao potencial da umidade adimensional (EQH):

o _ 0 _
2;7(7) + Lu (A + K?n2,) 0o (1) — LuPn (A + K°12) > Y~ AijConbi,, (1) =
=1 n=1
QEm (1) lrj (X) d92H (X,I,T) .
Lu K ern/2 / le/2 dy + BZmHQH (X, 1, T) dX (482)
En (1) [T (X) [dog (X1
_LUP’[’L K2 Nl(/Q) / ]]\]—(1/2) |: 1H C(iY, 77—) _+_BZ:<TL€1H (X,]_,T):| dX
m J

Usa-se as condicoes de contorno, Equacgoes 4.62 a 4.65, desta maneira tém-se somente os

potenciais na fronteira a serem determinados.

o _ 00 oo _
72;(7) + Lu (X + K°np,) O (1) — LuPn (A + K2n2) > Y~ Ay Cranbi, (1) =
i—1 n=1
En (1) [T (X
_K?LuPn Ml(/Z) / ]fv(l /2) (Binfiy (X,1,7) (483)

j
+ (1 — &) KoBi,, (Lubfzg (X, 1,7) + Lu o5 (X, 1))] dX.

Onde os coeficientes A;; e Uy, sao definidos como

L (X) T (X)
o NN N;
[§]
P (V) En (V)
Conn = /0 AT dy'. (4.85)

Ou de outra forma,
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df . _ 0o 00 _
% + (HJZZ +0'72LK2) <C¥91Hm - B;;AmcmneZHJm) =

1
{[a (1= 2) KoLuBiy, — B (Bi, — Bi")] / ‘p]i[(jg)ew (X.1,7)dX
0 i

Ly, (X Ly, (X
—i—ﬂPnBiq/ #913 (X, 1,7)dX + (1 —¢) KoLuBim/ N(1/2)925 (X, 1)dX}
0 i

0 i

(1 L, (Y L,
o8, L) {P"/o NE/Z)&H(LY,r)dY—/O #@H(LYJ)CIY},

Ni1/2 1
(4.86)
e
dg?Hjm 2 2 72 a g =
— 2 (LK) (Luﬂggjm - LuPnZ > Aijcmnemm> =

1/2 m 1/2

'T(X) 'T,(X)
Lu/o b (.17 dX+Lu/0 L0 (X, 1) X
J

J

(1 T (X
—LuPnK? N( ) {Bz’* / i )91H (X,1,7)dX (4.87)
0

+ (1 —¢) KoBiy,

Apés algumas manipulagoes (vide Apéndice I), onde relaciona-se o potencial nas
fronteiras em X=1 e em Y=1 com os potenciais transformados (0, e 0 Hjm) e suas derivadas

ordinarias. Entao,

% + (/1112 + 02K2) (a?le - 5 Z Z AijCMTLEZHjm> =
i m
1 .

Cl / %925 (X, 1) dX

2 d9 0o 00 5
K2Bz ZZ e 1/2 ZZ le
d 0o oo 7 (4.88)
+@ZZ o 1/2 szjc
= Z Z MZZ?”EHZ'" G Z Z )\?ﬁfn@gm 1/2 Pn Z Z 77mf 92Hm
i n i m

w(1) . ) =
_B Nzl(/Q) Bix 2]: zm: (P] Cnm + fj>92Hm7
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e
dg?Hjm 2 2 1.2 3 g =
"1 (X) m (1) s i,
C5/0 Jl/2 s (X, 1)dX + LuPn Vit Bi? quzz . (4.89)
+Go Z Z — G ZZuzgnemm e Z ngmemm
Os diversos coeficientes das Equacoes 4.88 e 4.89 sao
P; = /0 (/m N]1/2 dX | dz, (4.90)
¢ =(1—-¢)KoLuBip, (4.91)
e ainda
G = KZQn (1) [Prclac = 5By - Bin)) +BPn ¢ (1 - Pn g + (1 — &) KoLuBi
' ML C—Bi, B s
(4.92)
_ 2, (1) [~ B(Biy — Biy,) ﬁ K*¢
= M2 { LuPnc—Biy) P"\Tu T Prnc—Bi (4.93)
(1), (aC—B(Bi,—Bii)\ APn(  (Pn
S Ve ( Pn ¢ — Bir, 2 \Puc_Br, ') (4.94)
o= Q,(1) (a(— B(Biy — Biy,) B BPn (Pn (4.95)
e Pn¢— Bi, K2 \Pnc¢_Bi, )’ :
Em (1) [Bi ¢ Pn ¢
(s = —LuPnK*—= mS (g TS
/2 _ *
My Bi, Pn (— Bi;, (4.96)

Pn ¢

IS 4 (1 - ¢) KoLuBi,|
+<PnC—Bijn+( £) ouz]
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_ p =m (1) [Bi, ¢ ¢
o= M2 [Bz'q (Pn ¢ — Bi?, +5> B m] : (4.97)
_ Em (1) [ Bip, Pn ¢ P ¢
(7 = LuPn M7}n,/2 [_ Bi, (Pn {— Bi, + 1) + m] ; (4.98)
_ En (1) Bit ¢ ¢
b My!? [Biq (Pn (- Bil,) (Pn C— Bi;)] : (4.99)

Toda a formulacao genérica bidimensional acoplada, do ponto-de-vista tedrico, estd
apresentada em carater inédito. Para fins de comparagao numérica entre os métodos de
solugao a serem abordados, adota-se a variante do problema de Luikov, descrito a seguir

[Duarte, 1995].

0 0* 0* 0? 02
0 02 0* 0* 0?

com as condicoes iniciais dadas, para 0< X <1, 0< Y <1, como func¢oes constantes

0 =-1, 7=0, (4.102)
b, =—-1, 7=0, (4.103)
e condicoes de contorno,
i0—0 X=0 0<Y<1 (4.104)
8X 1 — Y — Y ) .
=0, X=1, 0<Y <1, (4.105)
0
—6, =0, Y=0;, 0<X<1, (4.106)
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=0, Y=1; 0<X <1, (4.107)
i9—0 X=0 0<Y«<l1 (4.108)
8X 2 — Y — Y ) .

ho=0, X=1; 0<Y <1, (4.109)
6)9—0 Y=0, 0<X<l1 (4.110)
aY 2 — Yy — Y ) .

=0, Y=1 0<X <1, (4.111)

Observe que agora as condicoes de contorno na interface com o fluido secante sao
de primeiro tipo.

Generalizando o problema apresentado pelas Equacgoes 4.56 a 4.67, tem-se uma,
solucao para um problema especifico em duas dimensoes, em coordenadas cartesianas. A
figura 4.2 apresenta o dominio fisico do problema de secagem de uma placa porosa nao

saturada.

Figura 4.2 — Dominio bidimensional para o problema de secagem
[Duarte, 1995]; considera-se, por simetria, a regiao mar-

cada para a simulacao do processo.

Desde que se aborda um caso previamente estudado por Duarte et al., 1995, e Thum

et al., 1998, partimos do problema adimensional (“filtrado”), para 0< (X,Y) <1, 7 > 0,



escrito na forma geral como

0 0? 0? 0? 0?
5911{ =« [mem + K2m91f1] - [mew + KZW@H] ;
8 62 ) 82 2 62

com as condigoes iniciais dadas, para 0< X,Y <1, como func¢oes constantes

91[.[: —]_, TZO,

92H = —1, T = 0,

e condicoes de contorno, para 7 > 0, by, byo, boy, by # 0,

0

a—XelHZO, XZO, 0<Y<].,
ie +bbg=0, X=1;, 0<Y <l
X 1H 1117 = U, =14 )

0

a—YelHZO, YZO, O<X<1,

0
—91H+b1291H:07 Y:]_, 0<X<].,

oY
iﬁ =0, X=0;, 0<Y«<«1
3X 2H — Y, — Y )
ie +bnthbr=0 X=1, 0<Y <l
9X 2H 21V = U, =1 )
0

a—YHQHZO, YZO, O<X<1,
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(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)
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—92H+b2202H:0, Y:L 0< X < 1,

oy

38

(4.123)

Observe que Lu e Pn sao os nimeros de Luikov e Possnov, Ko é o numero de

Kossovitch e € é o critério de mudanga de fase [Duarte et al., 1995]. Esse problema é um

caso particular, apresentado pelas Equacoes 4.100-4.111. E conveniente escolher o problema

auxiliar como o problema de Sturm-Liouville cldssico (desacoplado). Aqui os autovalores

i, Aj, 1,j=1,2,...,N satisfazem

d2

dX?
d
—\I]z =Y,
e 0)=0
B (1) 4+ bW (1) = 0
dX i 11 %9 — Y,

— T, (1) + b1 (1) =0,
de modo que

U; (X) = cos (1 X),

I, () = cos (A, X).
e os autovalores sao as raizes das equacoes transcedentais,

i tan (p1;) = by,

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)



)‘j tan ()\]) = bgl.
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(4.133)

Da mesma forma, em termos da variavel Y, os autovalores o,,n,, n,m=1,2,... N

satisfazem

de modo que

e os autovalores sao as raizes das equagoes transcedentais,

mgn + O'nQn = 0,

Q, (Y) =cos(0,Y),

En (YY) =cos(n,Y),

On tan (O'n) = blg,

Nm tan (nm) = b22-

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

Estas autofuncoes sao entao usadas atuando sobre as Equacgoes 4.112 e 4.113, como
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genericamente descrito nas Equacoes 3.24 e 3.25, para obter os pares transformada integral

resultante, escritas como

01, ( / / 1/2 1/2 91H (z,y, ) dzdy, (4.144)

b (ry1) = DY @) W5 oy (4.145)

L ( Y)=
Oomr (v,y, 7 Z Z WI/(Q)QQHM (7). (4.147)
]:1 : m

Continuando, o sistema diferencial ordindario associado, parai,n=1,...,.N e jm=1,...,N

e agora escrito como

d= =
%911{ =—a [+ K?0.| 01z +

(KPop+u)> ) Aijcmjm] , (4.148)

i m

d = -
d—92H —Lu [)\3 + KZnZ,J Oy + LuPn
-

Aqui, 51Hm = EIH , Oomy, = EQH , as integrais de normalizacao (A;; e Cpp) sao
definidas como nas Equacoes 3.14 e 3.15 e foram mostradas nas Equacoes 1.10 e 1.11.

As condigoes iniciais completam a defini¢ao do sistema,

O, (0 / / 1/2 1/2 dxdy, (4.150)

92Hj,m / / 1/2 1/2 d.’L’dy (4151)

Pela escolha de um critério de convergéncia adequado, as Equacoes 4.148 e 4.149

sao truncadas [Cotta e Mikhailov, 1997], depois da associagao de cada par [i,n] ao indice I e
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[j,m] ao J. E assim, o sistema acima, para I,J=1,....N é da forma definida pela Equacao 3.33,
para o caso homogéneo (H(t)=0).

A equacao diferencial ordindria (EDO) escrita na forma matricial, resultante da
aplicacao da GITT na Equacao 3.19 com w, = 1 e P = 0, k=1,2; que corresponde a

Equacao 3.33, pode ser escrita como

dié +CO=0 ; 6(0) =0, (4.152)
.

Onde as duas componentes do vetor

= 1 sen (p;) sen (oy,)
0y, (0)=— 4.153
1, (0) NV o (4.153)
e
= 1 sen (\j) sen ()
051 (0) = — J , 4.154
e a matriz C de ordem 2N x 2N é formada pelos blocos de ordem N x N
Cin=a(u:+K?*2),i=1,2,..N, n=1,2,..N, (4.155)
Cinin =—B(2K* + i), i=1,2,..N, n=1,2,...N, (4.156)
Cjinm = —Lu Pn(K’n2, + \2), j=1,2,...N, m = 1,2, ..N, (4.157)
e
Ciinmin = Lu(X; + K*n2), j=1,2,..N, m=1,2,..N, (4.158)

Na secao seguinte utiliza-se a decomposicao de Schur na matriz C. Desta maneira é

possivel proseguir na resolucao da EDO, representada pela Equacao 4.152.

4.1 USO DA DECOMPOSICAO DE SCHUR

Abaixo apresenta-se os resultados, conforme mostrado em Thum et al., 1998, para

diferentes valores de X, Y e tempo que foram comparados com Duarte, 1995. Da mesma
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referéncia, os valores adimensionais usados sao: a = 1,021426; § = 0,003856; K = 4;
Lu=0,001834; Pn=>5,556. Em todas as tabelas o valor da coordenada adimensional “Y” ¢é de
0,5.

Na primeira coluna das Tabelas 4.1-4.6 indica-se a coordenada adimensional “X” |
nas segunda e quarta colunas sao valores da referéncia de Duarte, 1995, respectivamente para
N=6 e N=12; nas terceira e quinta colunas sao valores calculados pela técnica apresentada
(também com N=6 e N=12, respectivamente). Na sexta coluna é apresentado os valores da
referéncia com N=24. Cabe salientar, relativamente aos resultados abaixo apresentados, que
para cada valor de “X” e “7” fixados, com Y=0,5, os valores da tabela foram obtidos com
tempo maximo de cpu 0,85 segundos em microcomputador com processador K6, 233 MHz,
64 Mb RAM e HD de 3 Gb. As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 correspondem ao valor da temperatura,
adimensionalizado (), para trés valores de tempo: 0,015, 0,025 e 0,045. E as Tabelas 4.4,

4.5 e 4.6, ao valor da umidade adimensionalizada () , usando os valores de tempo igual a

7, 15 e 26. Os valores aqui escolhidos para N foram os usados na referéncia.

Tabela 4.1 — Valores de #; (temperatura adimensional), com Y = 0,5

e 7 = 0,015 para o problema bidimensional.

N=6 N =12 N=24
X | [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995]
0,0 0,394 0,39604897 0,393 0,39605390 0,393
0,2 0,423 0,42529368 0,423 0,42528541 0,423
0,4 0,509 0,51020510 0,508 0,51022977 0,508
0,6 0,643 0,64355495 0,642 0,64359832 0,642
0,8 0,812 0,81260630 0,812 0,81259077 0,812
1,0 1,000 1,00000000 1,000 1,00000000 1,000




Tabela 4.2 — Valores de 6, (temperatura adimensional), com Y = 0,5

e 7 = 0,025 para o problema bidimensional.

N=6 N =12 N=24
X | [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995]
0,0 0,604 0,60494092 0,604 0,60494565 0,604
0,2 0,623 0,62409967 0,623 0,62409158 0,623
0,4 0,679 0,67963528 0,679 0,67965434 0,679
0,6 0,767 0,76693417 0,767 0,76696952 0,767
0,8 0,877 0,87758256 0,877 0,87756739 0,877
1,0 1,000 1,00000000 1,000 1,00000000 1,000
Tabela 4.3 — Valores de #; (temperatura adimensional), com Y = 0,5
e 7 = 0,045 para o problema bidimensional.
N=6 N =12 N=24
X | [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995]
0,0 0,829 0,83010673 0,829 0,83011100 0,829
0,2 0,838 0,83824636 0,837 0,83823913 0,837
0,4 0,862 0,86181937 0,861 0,86183081 0,861
0,6 0,899 0,89931104 0,899 0,89933506 0,899
0,8 0,947 0,94716830 0,947 0,94715491 0,947
1,0 1,000 1,00000000 1,000 1,00000000 1,000

43
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Tabela 4.4 — Valores de 6, (umidade adimensional), com Y = 0,5 e

7=7,0 para o problema bidimensional.

N=6 N =12 N =24
X | [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995]
0,0 0,3134 0,31775195 0,3134 0,31775195 0,3134
0,2 0,3466 0,35073701 0,3466 0,35073701 0,3466
0,4 0,4433 0,44679863 0,4433 0,44679863 0,4433
0,6 0,0947 0,59726282 0,5947 0,59726282 0,0947
0,8 0,7866 0,78792287 0,7866 0,78792287 0,7866
1,0 1,0000 1,00000000 1,0000 1,00000000 1,000

Tabela 4.5 — Valores de 6, (umidade adimensional), com Y = 0,5 e

7=15,0 para o problema bidimensional.

N=6 N =12 N=24
X | [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995]
0,0 0,6259 0,62590040 0,6259 0,62590040 0,6259
0,2 0,6442 0,64420834 0,6442 0,64420834 0,6442
0,4 0,6973 0,69734154 0,6973 0,69734154 0,6973
0,6 0,7801 0,78010217 0,7801 0,78010217 0,7801
0,8 0,8844 0,88439134 0,8844 0,88439134 0,8844
1,0 1,0000 1,00000000 1,0000 1,00000000 1,000

Observa-se nesses resultados uma convergéncia nos dois ou trés primeiros digitos
significativos entre os valores da referéncia e os calculados, tanto para a temperatura como
para a umidade.

Os Graficos 4.3 e 4.4 apresentam os valores calculados de temperatura e umidade
adimensionais em funcao da posicao X ,em Y = 0,5 , semelhantes aos mostrados na referéncia

Duarte, 1995.
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Tabela 4.6 — Valores de 6, (umidade adimensional), com Y = 0,5 e

7=26,0 para o problema bidimensional.

N=6 N =12 N=24
X | [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995] Schur [Duarte, 1995]
0,0 0,8366 0,83661618 0,8366 0,83661618 0,8366
0,2 0,8446 0,84461275 0,8446 0,84461275 0,8446
0,4 0,8678 0,86781971 0,8678 0,86781971 0,8678
0,6 0,9040 0,90396539 0,9040 0,90396539 0,9040
0,8 0,9495 0,94951162 0,9495 0,94951162 0,9495
1,0 1,0000 1,00000000 1,0000 1,00000000 1,000

O comportamento das curvas concorda com o fenomeno fisico da secagem em meios
capilares porosos. Com o passar do tempo, (f — oo) as solugoes tendem para o estado

estaciondrio; quanto mais préximo da superficie (X=1) maior é a influéncia das condigoes

de contorno.

1 N
0.9 e _
O
0.8 F § i
A
0.7 - - i
o+
0.5 - T =0.015 —>— -
T =002+
0.4 T =0.045 —&— |
0.3 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.3 — Grafico da variacao da temperatura adimensional em

fungao da posicao X (em Y=0,5) para os tempos adi-

mensionais, 7 = 0,015 ou 0,025 ou 0,045.
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Figura 4.4 — Grafico da variacao da umidade adimensional em funcao
da posi¢ao X (em Y=0,5) para os tempos adimensionais,

7 =T ou 15 ou 26.

Na secao seguinte, faz-se a decomposicao da matriz C usando a técnica da diago-

nalizacao.

4.2 USO DA DIAGONALIZACAO

Agora usa-se a diagonalizacao apresentada na secao 3.2 para o problema descrito
pelas Equacoes 4.112 a 4.123. No trabalho de Thum et al., 2001 essa técnica da diagona-
lizacao é aplicada. Usa-se também ordenamento dos autovalores visando melhor convergéncia.
Obteve-se os resultados apresentados nas Tabelas 4.7 a 4.9. O tempo de cpu (¢.,) em cada
coluna corresponde ao tempo acumulado (em segundos) desde o inicio do processamento
(7=0,015) até o final (7=26.0). O cddigo computacional, construido em linguagem FOR-
TRAN, é executado para os seis tempos adimensionais, uma vez que os dados de entrada do
programa (como ordem de truncamento (N), posicao no eixo vertical (Y), razao de aspecto

(K) e demais nimeros adimensionais (Lu, Pn, Ko, « e 3)) sdo os mesmos em cada caso.



Tabela 4.7 — Valores calculados de 6; (temperatura adimensional) e

de 0y (umidade adimensional), com Y = 0,5 e N = 10.

47

0, 0>
X 7=0,015 | 7=0,025 | 7=0,045 T =710 T =150 T = 26,0
0,0 | 0,39605242 | 0,60494438 | 0,83011015 | 0,31775196 | 0,62590041 | 0,83661618
0,2 | 0,42528235 | 0,62408927 | 0,83823783 | 0,35073702 | 0,64420835 | 0,84461275
0,4 |0,51022349 | 0,67964989 | 0,86182858 | 0,44679864 | 0,69734155 | 0,86781971
0,6 | 0,64359045 | 0,76696408 | 0,89933245 | 0,59726283 | 0,78010217 | 0,90396540
0,8 |0,81258523 | 0,87756359 | 0,94715311 | 0,78792287 | 0,88439134 | 0,94951162
1,0 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
tepu(S) 0,88 1,54 2,20 2,86 3,52 4,18
Tabela 4.8 — Valores calculados de 6, (temperatura adimensional) e
de 0, (umidade adimensional), com Y = 0,5 e N = 100.
0, 0
X 7=0,015 | 7=0,025 | 7=0,045 T =710 T =150 T = 26,0
0,0 | 0,39605338 | 0,60494523 | 0,83011076 | 0,31775196 | 0,62590041 | 0,83661618
0,2 | 0,42528391 | 0,62409064 | 0,83823878 | 0,35073702 | 0,64420835 | 0,84461275
0,4 |0,51023112 | 0,67965574 | 0,86183154 | 0,44679864 | 0,69734155 | 0,86781971
0,6 | 0,64359797 | 0,76696982 | 0,89933533 | 0,59726283 | 0,78010217 | 0,90396540
0,8 | 0,81258639 | 0,87756460 | 0,94715380 | 0,78792287 | 0,88439134 | 0,94951162
1,0 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
tepu(S) 4,12 8,02 11,87 15,71 19,55 23,40




Tabela 4.9 — Valores calculados de 6; (temperatura adimensional) e

de 0y (umidade adimensional), com Y = 0,5 e N = 200.
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0, 0
X | 7=0015|7=002 | r=0045 | 7=70 | r=150 | 7=26,0
0,0 |0,39605338 | 0,60494523 | 0,83011076 | 0,31775196 | 0,62590041 | 0,83661618
0,2 |0,42528391 | 0,62409064 | 0,83823878 | 0,35073702 | 0,64420835 | 0,84461275
0,4 |0,51023112 | 0,67965574 | 0,86183154 | 0,44679864 | 0,69734155 | 0,86781971
0,6 |0,64359797 | 0,76696982 | 0,89933533 | 0,59726283 | 0,78010217 | 0,90396540
0,8 |0,81258639 | 0,87756460 | 0,04715380 | 0,78792287 | 0,88439134 | 0,94951162
1,0 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
tepu(s) | 30,98 61,35 01,73 122,10 152,97 197,57

Percebe-se a coincidéncia de quatro a cinco primeiros digitos significativos entre

as

Tabelas 4.7 a 4.9 (usando diagonaliza¢ao) com as Tabelas 4.1 a 4.6(usando decomposigao de

Schur). Com aumento dos termos no somatorio (truncamento da série) observa-se estabili-

dade do método desde N=10 até N=200. Na secao anterior, o maior valor de N trabalhado

foi 20.

O tempo de processamento (cpu) necessario para o calculo para cada N (ordem de

truncamento) e para cada 7 (tempo adimensional) é mostrado na Tabela 4.10. Na tltima

coluna é mostrado o tempo total consumido em cada caso, tempo dado em segundos.

Tabela 4.10 — Valores de tempo de cpu no calculo de 6; e de 6,.

0, 0>
N |7=0015|7=0025|7=0045 | 7 =70 | 7=15,0 | 7 = 26,0 | total
10 0,88 0,66 0,66 0,66 0,66 0,66 4,18
20 0,94 0,65 0,72 0,77 0,66 0,68 4,45
50 1,48 0,94 0,98 0,94 0,93 0,94 6,21
100 4,12 3,90 3,85 3,84 3,84 3,85 23,40
200 30,98 30,37 30,38 30,37 30,87 44,6 197,57
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Na segunda coluna (7 = 0,015) o valor é maior em relagdo as outras colunas por
incluir a geracao e operagoes de matrizes necessarias no processamento computacional, en-
quanto que nas outras colunas o tempo corresponde somente aos calculos nos pontos (X =
0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 e 1,0). O aumento da ordem de truncamento implica em um dimen-
sionamento maior das matrizes envolvidas e com isso um natural aumento no tempo de
processamento (cpu).

Na préxima secao apresenta-se resultados em que o sistema de EDO’s é submetido

a um esquema numeérico.

4.3 O METODO HIBRIDO

O método hibrido da GITT, na variavel temporal, utiliza na solucao do sistema resul-
tante da aplicacao das transformadas integrais um esquema numérico. Computacionalmente
usa-se a DIVPAG, numa programacao em linguagem FORTRAN, para avaliar a solugao do
sistema. Implementando a DIVPAG, sub-rotina do IMSL [Library, 1997], neste problema
de secagem, obtém-se os resultados esperados, observando que o tempo de processamento
aumenta em relacao as duas técnicas anteriores.

Fixa-se a variacao do tempo (AT) em 0,001 . O tempo de processamento (f.p,)
é dada em segundos e diferentemente dos casos anteriores, nao estao acumulados em cada
coluna. O numero de iteragoes também é apresentado, na ultima linha das Tabelas 4.11 e
4.12.

Inicialmente faz-se N = 10. Os resultados sao mostrados nas Tabelas 4.11 e 4.12.
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Tabela 4.11 — Valores calculados de 6; (temperatura adimensional) ,

com Y = 0,5 e N = 10. Usa-se método hibrido (GITT).

X 7=0,015 | 7=0,025 | 7=0,045
0,0 0,39755034 | 0,60721751 | 0,83321551
0,2 0,42689335 | 0,62643816 | 0,84137806
0,4 0,51216758 | 0,68222115 | 0,86506671
0,6 0,64528331 | 0,76911340 | 0,90196453
0,8 0,81339339 | 0,87861335 | 0,94845989
1,0 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
tru(8) 6.64 9.56 19,05
iteracoes 15 25 45

Tabela 4.12 — Valores calculados de f; (umidade adimensional) , com

Y = 0,5 e N = 10. Usa-se método hibrido (GITT).

X T=7.0 T =15.0 T =26.0
0,0 0,32677103 | 0,63444648 | 0,84246321
0,2 0,35934634 | 0,65233643 | 0,85017361
0,4 0,45419269 | 0,70425632 | 0,87255006
0,6 0,60269823 | 0,78512661 | 0,90740220
0,8 0,79080735 | 0,88703308 | 0,95131845
1,0 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
tzpu(s) 1113,60 2145,45 4441,87
iteracgoes 7000 15000 26000

Os valores de tempo de processamento computacional (tzpu) mostrados nas tabelas
acima correspondem em cada coluna ao tempo consumido em uma execucao do programa.
Como o passo de tempo ¢é fixo (0,001), quanto maior o tempo final (7), maior é o nimero de

iteragcoes que serao necessarias.
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E agora usa-se N = 20 para a temperatura (com tempos curtos) e N = 15 para a
umidade (com tempos maiores). Os resultados sdo mostrados respectivamente nas Tabelas

4.13 e 4.14.

Tabela 4.13 — Valores calculados de #; (temperatura adimensional),

com Y = 0,5 e N = 20. Usa-se método hibrido (GITT).

X | 7=0015 | 7=0,025 | 7 =0,045
0,0 | 0,39670824 | 0,60598555 | 0,83158685
0,2 | 0,42599839 | 0,62517390 | 0,83973656
0,4 |0,51112062 | 0,68086350 | 0,86339019
0,6 | 0,64438069 | 0,76798809 | 0,90060817
0,8 | 0,81295635 | 0,87806047 | 0,94778456
1,0 | 1,00000000 | 1,00000000 | 1,00000000
tepu(s) | 64.75 97.31 447 53

Tabela 4.14 — Valores calculados de #, (umidade adimensional), com

Y = 0,5 e N = 15. Usa-se método hibrido (GITT).

X

T=7.0

T =15.0

T = 26.0

0,0

0,32677196

0,63444770

0,84246413

0,2

0,35934726

0,65233759

0,85017448

0,4

0,45419358

0,70425731

0,87255080

0,6

0,60269897

0,78512733

0,90740273

0,8

0,79080778

0,88703346

0,95131874

1,0

1,00000000

1,00000000

1,00000000

tcpu

5718.77

12357.46

18336.00

Nas Tabelas 4.13 e 4.14 os tempos de processamento aumentaram em relacao as
Tabelas 4.11 e 4.12 em decorréncia do aumento do tamanho do sistema com o aumento da

ordem de truncamento (N).
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Verifica-se nas tabelas acima o tempo computacional (f.,,) gasto, empregando a

“DIVPAG” (que é utilizada no método hibrido GITT), e conclui-se que o método empregado

(diagonalizacao) é mais rapido, atingindo os valores préximos aos mostrados na Tabela 4.1-

4.6. Nota-se que nao se tem familiaridade com a “DIVPAG” e que existem numa série de

parametros a serem definidos para uma boa implementacao computacional. Os Graficos

4.5 e 4.6 apresentam os valores calculados de temperatura e umidade adimensional, res-

pectivamente, em funcao da posicao X , com Y = 0,5 e N = 10.

1 3
0.9 - s i
0 8[ o

' 4
0.7 .

_'_
gl(Xat) AU
0.6 B
0.5 | T =0.015 —— N
T =002 +

0.4 7T =0.045 —&— i
0.3 | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.5 — Grafico da variacao da temperatura adimensional em

fungao da posicao X (em Y=0,5) para os tempos adi-

mensionais 0,015, 0,025 e 0,045. Usando método hibrido

e N = 20.
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Figura 4.6 — Grafico da variacao da umidade adimensional em funcao
da posigao X (em Y=0,5) para os tempos adimensionais

7, 15 e 26. Usando método hibrido e N = 20.

Os Graficos 4.5 e 4.6 apresentam semelhancas com os Graficos 4.3 e 4.4, como era
esperado.
Na proxima secao, trabalha-se com um problema teste, utilizando a metodologia da

diagonalizacao.

4.4 UM PROBLEMA TESTE

Com o objetivo de tornar mais geral a aplicacao da GITT, associada ao problema
de Luikov, toma-se um caso teste com as condigoes de contorno modificadas. Os niimeros de
Biot (B1i), que relacionam os coeficientes convectivo e difusivo, para a transferéncia de calor
e massa, sao diferentes neste caso. Mantém-se a abordagem bidimensional e as equacoes de
Luikov, modificando as condicoes de contorno. Entretanto, este problema nao tem significado
fisico, mas torna-se um teste para a metodologia apresentada neste trabalho.

Neste capitulo, o procedimento é idéntico ao apresentado no Capitulo 4. Toma-se o

mesmo sistema de equagoes diferenciais parciais (EDP) e de condicoes iniciais, modificando
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as condicoes de contorno. Elas passam a ser

gi; (0,Y,7) =0, (4.159)
gfj (X,0,7) =0, (4.160)
0
g; (0,Y,7) =0, (4.161)
ggﬁ (X,0,7) =0, (4.162)
06,
oy (LY.7) + Bighy (1,Y,7) =0, (4.163)
06,
W (X,1,7) + Bigh (X,1,7) =0, (4.164)
96, .
oy (LYi7) + Binf (1Y, 7) = 0, (4.165)
[§]
06,
3 (X L,7) + Biny (X, 1,7) = 0. (4.166)

Fez-se Big = b1 = bia e Biy, = by = by, das Equacoes 4.117, 4.119, 4.121 e 4.123,
referidas no Capitulo 4. Note-se que o tipo de problemas auxiliares aqui propostos sao os
que aparecem na formulagao mais geral (acoplada), conforme as Equagoes 4.70, 4.71, 4.78 e
4.79.

Com o objetivo de validar o método, atribuiu-se aos valores de Bi, e de Bi,, o
valor de 200 (significativamente grande para que as condigoes de contorno desse problema se
aproximem as do problema abordado no Capitulo 4), de maneira que os resutados ficassem
proximos do mostrado na Tabela 4.9, do Capitulo 4.

As Tabelas 4.15 e 4.16 mostram os perfis de temperatura e umidade, para N=100.



Tabela 4.15 — Valores de 6 (temperatura adimensional), com N=100,

Bi, = Biy, = 200.

01

T =0,015

7 = 0,025

7 = 0,045

0,0

0,38858603

0,59893485

0,82674194

0,2

0,42710009

0,62556183

0,84011247

0,4

0,49725487

0,66868039

0,85527578

0,6

0,63352161

0,75829052

0,89441748

0,8

0,81078383

0,87606169

0,94707193

1,0

0,99522320

0,99685635

0,99863933

Tabela 4.16 — Valores de 6, (umidade adimensional),

Bi, = Biy, =200.

com N=100,

0>

=70

T =15.0

T = 26.0

0,0

0,31948480

0,62897643

0,83853086

0,2

0,36296463

0,65248535

0,84876126

0,4

0,44072927

0,69443960

0,86701824

0,6

0,59273882

0,77707520

0,90298037

0,8

0,79018995

0,88496551

0,94993494

1,0

0,99470091

0,99709306

0,99873484

95

O Grafico 4.7 apresenta os valores calculados de temperatura e umidade adimen-

sional em funcao da posicao X (0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 e 1,0).
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Figura 4.7 — Gréfico da variagdo da temperatura adimensional (6)
em funcdo da posigdo X (em Y=0,5) para os tempos
adimensionais 0,015, 0,025 e 0,045, usando a diagona-

lizagao, N=100, Bi, = 20, Biy, = 2.

As Tabelas 4.17 e 4.18 mostram os perfis de temperatura e umidade, para N = 10
e N = 200, respectivamente. O tempo de processamento (f,) ¢ dado em segundos e tempo
em cada coluna corresponde a cada caso individualmente.

A comparacao entre as tabelas indica coincidéncia de um a dois digitos para a
temperatura. Por outro lado , os valores da umidade nao estabilizaram. Desde que nao havia
comparativo na literatura, o problema foi usado como um caso teste e permitiu explorar as
etapas que constituem o método apresentado. Desde a geragao dos autovalores do problema
auxiliar, a implementacao do ordenamento desses autovalores, a decomposicao de matrizes,

a obtencao dos autovalores (reais e complexos) e dos autovetores e a inversao de matrizes.



Tabela 4.17 — Valores de #; (temperatura adimensional), e de fy (umi-

dade adimensional), com N = 10, Bi, = 20, Bi,, = 2,

usando a diagonalizagao.
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0, 0
X T=0,015 | 7=0,025 | 7 =0,045 T=170 T =150 T = 26,0
0,0 |0,32671217 | 0,54314208 | 0,78885231 | -0,08457104 | 0,18347415 | 0,44560387
0,2 | 0,35667480 | 0,56328334 | 0,79807693 | -0,02515344 | 0,22758185 | 0,47553042
0,4 | 0,44347515 | 0,62169133 | 0,82472433 | 0,09536664 | 0,31687633 | 0,53610977
0,6 | 0,57917057 | 0,71331185 | 0,86656966 | 0,34253675 | 0,50208959 | 0,66183439
0,8 | 0,75252349 | 0,83099884 | 0,92084204 | 0,61980995 | 0,71133817 | 0,80392484
1,0 | 0,94899533 | 0,96505163 | 0,98342443 | 0,93172114 | 0,94804933 | 0,96470853
tepu(S) 0,66 0,71 1,37 2,09 2,80 3,46
Tabela 4.18 — Valores de 6; (temperatura adimensional) e de 6y (umi-
dade adimensional), com N = 200, Bi, = 20, Bi,, = 2,
usando a diagonalizagao.
0, 0
X 7=0,015 | 7=0,025 | 7 =0,045 T=170 T =150 T = 26,0
0,0 |0,31762975 | 0,54011927 | 0,79245377 | -0,00982790 | 0,23288292 | 0,47290255
0,2 |0,35526114 | 0,56514572 | 0,80232774 | 0,08555525 | 0,30491151 | 0,52237990
0,4 | 0,45395855 | 0,63086454 | 0,82943539 | -0,06401003 | 0,18967182 | 0,44314198
0,6 | 0,59647901 | 0,72746325 | 0,87423402 | 0,36104709 | 0,51221945 | 0,66475742
0,8 |0,75618582 | 0,83508180 | 0,92464022 | 0,52750875 | 0,63891056 | 0,75181684
1,0 | 0,94542093 | 0,96321652 | 0,98415021 | 1,01213835 | 1,00891887 | 1,00611804
tepu(S) 32,00 62,29 116,28 150,11 185,65 221,02

No proximo capitulo aborda-se o problema unidimensional com condigoes de con-

torno acopladas, que levam a solucao do sistema de EDO onde surgem autovalores complexos.



CAPITULO 5

APLICACAO UNIDIMENSIONAL: AUTOVALORES COMPLEXOS

Neste capitulo, o procedimento para a solucao de um problema unidimensional,
apresentado pela referéncia Ribeiro et al., 1993, é submetido ao método de solugao mostrado
no Capitulo 3, secao 3.2. O problema consiste na secagem de uma placa porosa timida
em contato com uma superficie aquecida que atua como uma fonte de calor (com o fluxo
de magnitude Q). Na outra extremidade, fluxo de ar seco transporta calor e umidade da
superficie. Este problema também é apresentado em Mikhailov e Ozisik, 1984.

A figura 5.1 mostra o dominio fisico deste problema de secagem unidimensional.

0 1 X

—>

—>

Fonte de Fluxo de
calor [Q] ar seco

Figura 5.1 — Dominio unidimensional para o problema de secagem

com condicoes de contorno acopladas.

5.1 FORMULACAO MATEMATICA

As equacoes diferenciais parciais que descrevem o fenomeno de transferéncia de

calor e massa unidimensional em meios capilares porosos, nas suas formas adimensionais

o8
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(caso unidimensional do problema apresentado no Capitulo 4), sdao

09, é)T( ) _ ae%a(XXZ, ) i, é): 7). (5.1)
e
7892 é):’ 7) = Lu% — LuPn%, (5.2)
no dominio 0 < X <1 e 7 > 0. As condi¢oes iniciais sao
6, (X,0) =0, (5.3)
e
0, (X,0) = 0. (5.4)
As condicoes de contorno sao
3918(;, T) _ _0, (5.5)
e
8923()% T) Pnagla()(? T) _ 0. (5.6)
e
% — Big[l — 0, (1,7)] + (1 — &) KoLuBim[1 — 0, (1,7)] =0, (5.7)
e
_8923()1(’ ") 4 Pnaola(;(’ ) 4 Bim [1—6,(1,7)] = 0. (5.8)

Usam-se os problemas auxiliares desacoplados e assim evita-se o aparecimento de
autovalores complexos.

Ao aplicar a transformada integral, levando em conta a decomposicao (“filtro”),

ek(X,T):Hks(X)—i-ekH(X,T), k:1,2, (59)
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onde surgem os problemas homogéneo e estaciondrio, obtém-se

d@ i \T — > s .
T () = 33 Aoy () =70 (5.10)
e
d§2Hi (T) — ad «7 —
— =+ Lu{Oomi (7) — LuPn ; B0y (1) = hi (7), (5.11)
onde
_ CY\I/Z' (].) 891]{ (]_,T) . B\Ijz (].) 892]{ (]_,T) .
g; (1) = N;/Q [ X + Bighhm (1,7)| — N;/Q X + Bigbu (1,7)] ,
(5.12)
e
hi (1) = 7 [ X + Bim* Oy (1,7) | — 7 X + Bim* 0 (1,7) |,
M; M;
(5.13)
e os coeficientes bi-indexados sao
1 '
Af = W/o U, (x) T (x) du, (5.14)
e
A2 !
* J
As condigoes iniciais tornam-se
_ 1 !
e
_ 1 1
s (0) = ~— 72 /0 s (X) T (X) dX. (5.17)
Os problemas estacionarios apresentam as seguintes solugoes,
1+ Bigq
fis(X)=11 - QX 1
500 = (1415 20) - ox. (5.19
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fos (X) = (1 + PnQ) — PnQX. (5.19)

A solugao deste sistema de equacao diferencial ordinaria (EDO) é apresentada no
Capitulo 3. Usa-se a diagonalizacao (mostrada na secao 3.2), de modo que a férmula de

inversao fica

1 _
Orri (X, 7) = ~37 ¥ (00 (7). (5.20)
=1 )
e
o0 1 B
Oopi (X, 7) = Z Wri (X)Bami (1) . (5.21)
i=1 M

Um fato caracteristico é a existéncia de autovalores complexos da matriz C (na

Equagao 3.33), quando aplicado o método de diagonalizacao (apresentado no Capitulo 3).

5.2 RESULTADOS

Os parametros aplicados as equacoes adimensionais assumem os valores : Lu=0,4;
Pn=0,6; Ko=5,0; ¢ = 0,2; Q=0,9; Bi,=2,5; Bi,,=2,5; a = 1,24; f = 0,4; Bi, =0,1.

As Tabelas 5.1 a 5.6 mostram os perfis de temperatura e umidade adimensionais
para os tempos adimensionais de 0,1, 0,4 ¢ 0,8. O tempo de processamento (.,,) ¢ dado
em segundos. A maquina usada para a calcular os resultados é um microcomputador K6-II,
450 MHz, 128 Mb RAM e HD de 6,4 Gb. O problema foi também desenvolvido utilizando

o software Maple, além da programacao em Fortran.



Tabela 5.1 — Valores de #; (temperatura adimensional), com 7 = 0,1

para o problema unidimensional.

Ref.[Ribeiro et al., 1993] Calculado ¢/ diagonalizagao
X N=10 N=30 N=10 N=50 N=100
0,0 0,2850 0,2850 0,28768727 | 0,28511198 | 0,28503536
0,2 0,1330 0,1330 0,13569694 | 0,13307910 | 0,13300215
0,4 0,02408 0,02405 0,02692615 | 0,02415678 | 0,02407869
0,6 |-0,06179 -0,06179 -0,05851173 | -0,06168452 | -0,06176585
0,8 -0,1197 -0,1169 -0,11466692 | -0,11951358 | -0,11961066
1,0 -0,1106 -0,1106 -0,57063529 | -0,10034148 | -0,10548758
tou(s) | - - 11,65 34,93 70,91

Tabela 5.2 — Valores de 6, (umidade adimensional), com 7 = 0,1 para

o problema unidimensional.

Ref.[Ribeiro et al., 1993] Calculado ¢/ diagonalizagao
X N=10 N=30 N=10 N=50 N=100
0,0 0,07725 0,07726 0,07463825 | 0,07716851 | 0,07723877
0,2 0,00987 0,00988 0,00724436 | 0,00979176 | 0,00986214
0,4 0,00368 0,00370 0,00098475 | 0,00360776 | 0,00367867
0,6 0,03431 0,03436 0,03137784 | 0,03426669 | 0,03433956
0,8 0,1304 0,1305 0,12625036 | 0,13037976 | 0,13046367
1,0 0,3769 0,3770 0,33104490 | 0,36799815 | 0,37250094
tou(s) | — - 11,65 34,93 70,91

62

Observa-se que com aumento da ordem de truncamento (N) os valores de tempe-

ratura e umidade adimensionais tendem para os valores apresentado pela referéncia, com

dois a trés digitos significativos.

O tempo de processamento (t.,,) em cada coluna estd associado ao célculo nas
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posi¢oes em X (nos pontos 0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 e 1,0), incluindo a geragao e manipulagao de

matrizes.

Tabela 5.3 — Valores de ; (temperatura adimensional), com 7 = 0,4

para o problema unidimensional.

Ref.[Ribeiro et al., 1993] Calculado ¢/ diagonalizagao
X N=10 N=30 N=10 N=50 N=100
0,0 0,4858 0,4859 0,48768566 | 0,48592488 | 0,48587131
0,2 0,3283 0,3283 0,33018596 | 0,32839869 | 0,32834491
0,4 0,2168 0,2168 0,21876614 | 0,21687695 | 0,21682237
0,6 0,1539 0,1539 0,15620362 | 0,15401965 | 0,15396270
0,8 0,1420 0,1420 0,14552452 | 0,14212609 | 0,14205779
1,0 0,1794 0.1794 0,21710132 | 0,18662728 | 0,18300673
topu(s) | - - 11,48 35,86 70,36

Tabela 5.4 — Valores de 6, (umidade adimensional), com 7 = 0,4 para

o problema unidimensional.

Ref.[Ribeiro et al., 1993] Calculado com a diagonalizacao

X N=10 N=30 N=10 N=50 N=100
0,0 0,2014 0,2014 0,19930869 | 0,20133840 | 0,20139474
0,2 0,1269 0,1269 0,12475724 | 0,12680367 | 0,12686013
0,4 0,1214 0,1215 0,11927520 | 0,12138499 | 0,12144189
0,6 0,1906 0,1906 0,18825701 | 0,19055973 | 0,19061809
0,8 0,3389 0,3389 0,33555664 | 0,33880676 | 0,33887370
1,0 0,0618 0,5618 0,52493809 | 0,55461801 | 0,55823513

topu(s) | - - 11,48 35,86 70,36




Tabela 5.5 — Valores de #; (temperatura adimensional), com 7 = 0,8

para o problema unidimensional.

Ref.[Ribeiro et al., 1993] Calculado com a diagonalizacao

X N=10 N=30 N=10 N=50 N=100
0,0 0,7771 0,7771 0,77861581 | 0,77720666 | 0,77716342
0,2 0,6196 0,6169 0,62107967 | 0,61964655 | 0,61960313
0,4 0,5063 0,5064 0,50794839 | 0,50642605 | 0,50638194
0,6 0,4356 0,4356 0,43746740 | 0,43569805 | 0,43565198
0,8 0,4037 0,4037 0,40652203 | 0,40376388 | 0,40370859
1,0 0,4044 0,4044 0,43489942 | 0,41025309 | 0,40732618

topu(s) | - - 11,37 32,02 66,68

Tabela 5.6 — Valores de 6, (umidade adimensional), com 7 = 0,8 para

o problema unidimensional.

Ref.[Ribeiro et al., 1993] Calculado com a diagonalizacao

X N=10 N=30 N=10 N=50 N=100
0,0 0,3710 0,3710 0,36934001 | 0,37098958 | 0,37103523
0,2 0,2982 0,2982 0,29645542 | 0,29811522 | 0,29816094
0,4 0,2946 0,2946 0,29283283 | 0,29453548 | 0,29458151
0,6 0,3569 0,3569 0,35500154 | 0,35685115 | 0,35689830
0,8 0,4780 0,4780 0,47532322 | 0,47793538 | 0,47798946
1,0 0,6458 0,6458 0,61594092 | 0,63994821 | 0,64287586

tou(s) | — - 11,37 32,02 66,68
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Nas Tabelas 5.1 a 5.6 é possivel verificar que os valores calculados conferem com

os resultados mostrados na referéncia Ribeiro et al., 1993. Nessa referéncia, os valores

apresentados foram resultantes de expressoes manipuladas analiticamente para obter ace-

leracao na convergéncia. Aqui utiliza-se a féormula de inversao apresentada nas Equacoes
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5.20 e 5.21, por esse motivo aproximagoes de mais alta ordem de truncamento (N) devem ser
usadas na tentativa de se obter a mesma precisao. No entanto, uma vez que o procedimento
proposto nesse trabalho deve ser aplicado em sistemas de mais alta ordem, isso pode ser
usado em detrimento de um maior trabalho analitico quando a GITT é aplicada.

Os gréficos (5.2) e (5.3) ilustram os valores obtidos de temperatura e umidade adi-

mensionais em fun¢ao da posi¢ao X (nos pontos 0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 e 1,0).

0.8

0.7

0.6

0.5

04F

T(X,t) 0.3
0.2

0.1

0

-0.1

0.2 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.2 — Grafico da variacao da temperatura adimensional em
funcao da coordenada adimensional X (unidimensional),

N=50 e para 7 (tempos adimensionais) de 0,1, 0,4 e 0,8.



Figura 5.3 — Grafico da variacao da umidade adimensional em funcao

da coordenada adimensional X (unidimensional), N=50

e para 7 (tempos adimensionais) de 0,1, 0,4 e 0,8.

No capitulo seguinte, apresentam-se as conclusoes do trabalho.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

O principal objetivo do trabalho foi obter uma solugao, analitica em todas as
variaveis, através da utilizacao da transformada de Laplace no sistema transformado de
EDO’s resultante da aplicacao da GITT aos problemas de transferéncia de calor e massa em
meios porosos capilares, representadas pelas equacoes de Luikov, transientes, com condicoes
de contorno acopladas e nao acopladas, nos casos uni e bidimensional. Assim, elimina-se o
carater hibrido da GITT com o uso da Transformada de Laplace na variavel temporal. Na
solucao resultante, o tnico erro esperado é o do truncamento do somatorio.

As duas formas apresentadas de decompor uma matriz, Schur e Diagonalizacao,
mostraram ser satisfatorias em funcao da comparacao dos resultados com as referéncias
citadas. Com a decomposi¢ao de Schur trabalhou-se com ordem de truncamento (N) até 20,
por conter um método recursivo que exige disponibilidade de memoria computacional. Com
a Diagonalizacdo é possivel atingir ordem de truncamento (N) maiores, nos casos até 200
(sistemas de ordem 400 x 400). Foram abordados sistemas com autovalores reais e complexos.
No caso unidimensional o problema foi também desenvolvido com o uso do software Maple.

O tempo computacional consumido no processamento ¢ menor com a abordagem
proposta, comparado com o método hibrido, mostado na secao 4.3, onde implementa-se a
sub-rotina “DIVPAG” do IMSL.

A formulagao bidimensional acoplada foi desenvolvida.

Sugere-se como trabalhos a serem futuramente desenvolvidos a implementacao dos

resultados numeéricos para o sistema bidimensional acoplado e o tratamento de sistemas nao

homogeéneos (H(t) # 0).
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APENDICE I

OBTENCAO DOS POTENCIAIS NA FRONTEIRA EM FUNCAO DOS
POTENCIAIS TRANSFORMADOS

Parte-se das equacoes

by,
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Observa-se algumas relagoes importantes. As EDP’s,
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As condigoes de contorno em X = 1,

889;’ (1,Y,7) + Bi0y (1,Y,7) =0, (1.5)
e
o (1, y,7) = Pa S (1Y, 7), (16)

As condigoes de contorno em Y = 1,
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As condigoes de contorno para X = 0 e Y = 0 sao iguais a zero.
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Os passos sao os seguintes:
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e integrar a equacao [.3 em relacao a Y, de 0 a 1, aparecendo os potenciais na fronteira

(001 /0Y (X,1,7)] e [0025/0Y (X, 1,7)];
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e isola-se [00,5/0Y (X, 1,7)]; integrar a equagao 1.4 em relagao a Y, de 0 a 1, aparecendo

os potenciais na fronteira [00,5/0Y (X, 1,7)] e [00o5 /0Y (X, 1,7)];
e isola-se [0y /0Y (X, 1,7)], e substitui [0014/0Y (X, 1,7)] na expressao;
e entao substitui [0625/0Y (X, 1, 7)] na expressao inicial de [06,4/0Y (X, 1,7)].

Obtém-se
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Agora, da mesma maneira :

e integrar a equacao 1.3 em relacao a X, de 0 a 1, aparecendo os potenciais na fronteira

[891H/8X (]_,Y,T)] [§] [892H/8X (I,KT)],
e isola-se [00,5/0X (1,Y,7)] ;

e integrar a equacao [.4 em relacao a X, de 0 a 1, aparecendo os potenciais na fronteira

[891H/8X (]_,Y, T)] e [892H/8X (]_, KT)],
e isola-se 002 /0X (1,Y,7)], e substitui [00,5/0X (1,Y, 7)] na expressao;

e entdo substitui (0025 /0X (1,Y, 7)] na expressao inicial de [06,5/0X (1,Y,7)].
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Similarmente, obtém-se
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A partir das relacgoes acima, multiplica-se [06,y/0Y (X,1,7) | por ¥; (X) N2 e

2

integra-se em X, de 0 a 1 :
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O mesmo procedimento é feito, mudando o elemento multiplicador para I'; (X) N ].71/ 2

e assim :
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Operando em [00,5/0X (1,Y,7)] e [0025/0X (1,Y, 7)], multiplicando por 2, (V) M,

e integrando em Y, de 0 a 1, tem-se:
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Utilizando-se as condicoes de contorno 1.5, 1.6, 1.7 e 1.8 obtem-se trés sistemas li-
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neares, cada um deles composto por duas equagoes, com duas incégnitas a determinar ( no
caso as integraais dos potenciais na fronteira ).

Assim,

1y, ty,
/ \Ifz (X) angm (Xa ]-7 T) dX — —qu/ \IJZ (X) 891Hm (Xa 17T) dX
0 0

N2 oY 1/2
‘ ‘ [.34
RS Ly, () 3
+(1 —5) KoLuBim . WegHjm (X,l,T) dX + . 7025 (X,l) dX s
e
L, (X) 00y, (X1, Ly, (X
/ (1/2) 28 { T)dX:—PnBiq/ ) g, (X 1,7) dx
Y 1/2 in
o N, 0 o N (1.35)
L TE(X) '
—Bim TQZH‘WL (X,l,T) dX
0 Ni/ !
E também,
"I (X) 00, (X,1 T, (X
/ ](12)81HM( , ,T)dX:_Biq/ = )911{- (X, 1,7)dX
o N oY o NYZ O
! A 1]F . (1.36)
+ (1 —¢) KoLuBim / - (1/2)92Hjm (X,1,7)dX +/ K (1/2)925 (X,1)dX
0 Nj 0 Nj
e
'T (X)) 00op.,, (X, 1, LT (X
/ 3(1/2) 28 | T)dX:—PnBiq/ 1(1/2)9% (X,1,7)dX
0 Nj oY 0 Nj
1p. () (1.37)
—Bim*/ ]71/2921{].,” (X,1,7)dX
0 Nj
Mas, em
', (V) 00y, (1,Y L, (Y
/ 5/2) 11, (1, ,T)dY:—Bz'x/ %9% (1,Y,7)dY (1.38)
o My 0X o My
e
! Qn (Y) ag?H]‘m (lv Yv T) . ! Qn (Y)

nao foi possivel determinar, desta maneira, fol Q, (Y) M{1/292Hjm (1,Y,7)dY.
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Entao, por outro processo, tem-se

1 o0 o0 _
/0 Lj\’}%)ewjm (1LY,ay =303 (P Cum + F; ) o (7) (L.40)

n j m

O passo seguinte é substituir as expressoes de :

1 —1/2

® fO \Ijl (X) NZ ngm (X7 ]-7 T) dY?
1 —1/2

o [, Vi (X)N; by, (X,1,7)dY,
1 —1/2

® fO P] (X) N] ngin (X7 ]-7 T) dY?
1 —1/2

* IO Fj (X) Nj 02Hjm (XalaT) dY;
1 —1/2

° fo Q, (Y) M, 01y, (1,Y,7)dY

e a expressao de 1.40 nas equacoes 1.1 e 1.2.

Chega-se entao nas equagoes (4.88) e (4.89). q.e.d.
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