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Resumo

Este trabalho tem como objetivo analisar a nocao de entropia dos glions na fun¢do de onda hadrénica no
regime de altas energias (pequeno x de Bjorken) e sua conexao com a multiplicidade de particulas no estado
final. Como os experimentos podem apenas sondar uma pequena parte da funcao de onda hadrénica enquanto
a informacdo restante (partons expectadores) € integrada, uma entropia de emaranhamento pode ser definida
e calculada. Revisam-se as abordagens atuais para obtencao desta entropia usando o formalismo de evolugdo
QCD no regime de pequeno—x realizando a comparacao entre as suas diferentes defini¢cdes, como as de von
Neumann e de Wehrlno contexto da QCD em altas energias.



Abstract

This work aims to analyze the notion of gluon entropy in the hadronic wave function in the high energy regime
(small x of Bjorken) and its connection with the multiplicity of particles in the final state. Since the experiments
can only probe a small part of the hadronic wave function while the remaining information (expectors partons)
is integrated, an entanglement entropy can be defined and calculated. Current approaches for obtaining this
entropy are reviewed using the QCD evolution formalism in the small-x regime by comparing its different
definitions, such as those of von Neumann and Wehrlin context of high energy QCD.



Comunicado de Imprensa

Calculando a ignorancia

Imagine que vocé mova um objeto, como por exemplo um dado. Imediatamente apés o seu movimento,
um segundo dado préximo também se move, mesmo que ele ndo esteja sob o seu alcance. Esse tipo de
experimento pode parecer absurdo no cotidiano, mas ndo para a mecénica quantica, sendo conhecido como
emaranhamento quantico.

Felizmente para os donos dos cassinos, o emaranhamento quéantico ocorre apenas em objetos muito
pequenos, como particulas subatémicas, &tomos e moléculas. As regras adjacentes a este fenémeno podem
Ser expressas mais ou menos como se segue: duas ou mais particulas estao inicialmente unidas e por algum
motivo elas se separam, apds isso, independentemente da distancia em que elas estao, se vocé interagir com
uma delas, as demais responderao instantaneamente. O préprio Einstein se referia ao fenémeno como "acao
fantasmagoérica a distancia".

Atualmente pesquisadores brasileiros investigam uma relacao entre o emaranhamento quéntico e o con-



junto de particulas intra nucleares denominadas pdrtons, que podem ser interpretadas como pequenos pedacos
de um ntcleo atémico depois que ele é rompido por uma colisdo de particulas, como por exemplo, quebrar um
préton colidindo-o com um elétron.

Para entender esta relagdo, voltemo-nos novamente aos dados e cassinos. Seria interessante explorar a
possibilidade de prever quais seriam os resultados dos jogos com dados para poder apostar confiadamente,
aumentando nosso saldo bancério. Contudo, um jogo justo envolvendo um dado, ndo pode ser previsto, pois a
probabilidade de se obter os resultados é a mesma. Por exemplo, nada favorece uma aposta em '3’ a mais do
que em ’'5’, as duas faces tem a mesma chance de ocorrer. E no final das contas os jogos sdo sempre feitos de
uma maneira em que na média a casa ganhe, nao tem jeito.

Um dos ramos da fisica que utiliza das teorias
de probabilidades é a mecénica estatistica que tam-
bém tem relagées com a termodinamica, onde a cha-

mada segunda lei afirma que a entropia s6 tende a

aumentar. Para entender esta relacdo, os dados se- - e ©
guem sendo um bom exemplo: uma jogada tem o g:: » © ® G.
&)

seu resultado, que ndao pudemos prever com exatidao
qual foi. A entropia mede o quao grande serd o nosso
desvio de acerto na aposta, ou quao certeiro ele fora,
ou seja, ¢ uma medida do tamanho da ignorancia.

Os péartons como particulas quanticas também
possuem caracteristicas probabilisticas e como eles
estavam coesas no préton antes da colisdao, uma vez espalhadas estdo emaranhadas. Entao a partir disto, é
possivel calcular uma entropia para os partons.

Os resultados foram analisados em energias em que podem ser obtidas em aceleradores de particulas
modernos como o LHC (Large Hadron Collider). A juncao entre estes trés ingredientes, partons, emaranhamento
e entropia, revelou que se a pancada entre particulas for energética o suficiente, seria possivel obter como
resultado da quebra com a mesma probabilidade, tanto 3 partons como 500, assim como num dado, contudo,

podendo ter até infintas faces.
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Capitulo 1

Introducao

Ludwig von Mises no desenvolvendo da praxeologia, mais centradamente com o seu magnum opus, Human
Action: A Treatise on Economics [1] (A¢do Humana: Um Tratado sobre Economia), disserta sobre a causalidade

de uma forma geral,

"Man is in a position to act because he has the ability to discover causal relations which determine
change and becoming in the universe. Acting requires and presupposes the category of causality.
Only a man who sees the world in the light of causality is fitted to act. In this sense we may say that
causality is a category of action. The category means and ends presupposes the category cause and
effect. In a world without causality and regularity of phenomena there would be no field for human
reasoning and human action. Such a world would be a chaos in which man would be at a loss to find
any orientation and guidance. Man is not even capable of imagining the conditions of such a chaotic
universe."|O homem tem condi¢des de agir porque tem a capacidade de descobrir relagdes causais
que determinam mudancas e transformacdes no universo. Acao requer e pressupde a existéncia da
causalidade. S6 pode agir o homem que percebe o mundo a luz da causalidade. Neste sentido é
que podemos dizer que a causalidade é um requisito da acdo. A categoria meios e fins pressupde a
categoria causa e efeito. Num mundo sem causalidade e sem a regularidade dos fen6menos, ndao
haveria campo para o raciocinio humano nem para a agdo humana. Um mundo assim seria um
caos no qual o homem estaria perdido e ndo encontraria orientagdo ou guia. O homem nem é

capaz de imaginar um universo caético de tal ordem.]

Neste contexto, o autor tateia a construcdo de um método aprioristico, portanto, atemporal, na anélise da
acdo humana. A fisica necessariamente deve caminhar nestas linhas e as leis naturais devem ser atemporais
sendo s possivel determina-las a partir da correlagdo causa e efeito, intuindo e confirmando empiricamente se
anocdo determinada é verdadeira. Por exemplo, Einstein ao reformular o conceito de simultaneidade sabia que
s0 teria exito na junc¢do do espaco-tempo se a sacra causalidade se mantivesse alicercada.

O crescente sucesso da mecanica newtoniana, mais tarde revista e generalizada nas formulacdes lagrangiana
e hamiltoniana, impulsionariam, em suas origens, a nocao deterministica da realidade. O préprio Marqués de
Laplace analisando este sucesso e a reversibilidade temporal das equagdes sugeriu que o conhecimento das
posicoes e velocidades de todas as particulas do universo, determinada em um dado momento, permitiria a

especulacao do estado do universo em todo o passado e em todo o futuro.
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Capitulo 1. Introducao

Contudo, estas investigacdes foram fortemente abaladas ainda no século XIX: inicialmente pela descoberta
da entropia, uma saturacao espontanea e incontornavel na degradagdo energética de um sistema termodi-
namico. Adjacente a ela, a irreversibilidade. Os métodos estatisticos revelaram ainda mais sobre o carater

entrépico. Partindo do postulado fundamental da mecénica estatistica de equilibrio [2],

Em um sistema estatistico fechado, com energia fixa, todos os microestados acessiveis sdo igualmente

provdveis.

Neste sistema, a entropia serd maxima. Agora, digamos que é necessdrio realizar uma aposta; escolhendo
qual serd o microestado de uma particula num sistema controlado rigorosamente pela postulado fundamental.
Todos os microestados possuem a mesma possibilidade, a aposta ndo pode em nenhum sentido ser racional; a
ela falta a nocdo de causa e efeito. Além disto, mesmo que seja possivel a construcao de um sistema ordenado,
amedida que o mesmo sofre processos, a segunda lei da termodindmica sanciona que a entropia s6 tende a
aumentar, retornando novamente a um estado da perda de informacao (Fig.[1.1]), porém, de equilibrio, ou seja,

o caos’, intimamente ligado ao conceito de entropia.

e ©
Y R
e > .
&z X ] 5] @

Figura 1.1: Um sistema inicialmente ordenado. Uma vez exposto ao ambiente, naturalmente se degrada.

A investigacdo da forma elementar dltima da matéria revelou que ela consiste em pequenos pedacos ro-
deados por enormes regides vazias entre si, performando-se sempre em grupos de constituintes idénticos
replicados astronomicamente para compor tudo o que existe. Desta perspectiva, uma candidata no entendi-
mento desta naturalidade em que a natureza cede a desordem, no nivel mais fundamental moderno, os quarks
e o modelo a partons podem revelar pormenores deste processo. Ou seja, este trabalho busca o entendimento

do caos no quase vazio.

1.1 AS FERRAMENTAS

Em 1824, Nicolas Sadi Carnot publicou o seu Réflexions sur la Puissance Motrice du Feu et sur les Machines
Propres a Développer Cette Puissance [3] (Reflexdes sobre Poténcia Motriz do Fogo e Maquinas Préprias para

*Neste trabalho o conceito de caos é aquele usualmente associado a entropia, que consiste na caracterizacao de um sistema desorde-
nado; nada tem a ver com as teorias cldssicas do caos que utilizam de equagdes logisticas, fractais, entre outros constructos teéricos na
investigacao da evolugdo de um sistema inicialmente ordenado para o caos devida a sensibilidade de tais sistemas com as suas condicoes
inicias.
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Capitulo 1. Introducao

Aumentar essa Poténcia), sua tinica obra, que na época de lancamento nao obteve a devida atencao. O fisico
alemao Rudolf Clausius tendo dito contato com a republicacdo da obra, em 1865, cunhou entéo o conceito de

entropia [4]. Clausius queria que o novo termo soasse como energia [5]:

"Da ich es aber fiir besser halte, die Namen derartiger fiir die Wissenschaft wichtiger Grossen aus den
alten Sprachen zu entnehmen, damit sie unverdndert in allen neuen Sprachen angewandt werden
kénnen, so schlage ich vor, die Grosse S nach dem griechischen Worteevt ponia, die Verwandlung, die
Entropie des Korpers zu nennen. Das Wort Entropie habe ich absichtlich dem Worte Energie moglichst
dhnlich gebildet, denn die beiden Grossen, welche durch diese Worte benannt werden sollen, sind
ihren physikalischen Bedeutungen nach einander so nahe verwandyt, dass eine gewisse Gleichartigkeit
in der Benennung mir zweckmnssig zu sein scheint."[Mas, como considero melhores termos para
magnitudes importantes das linguas antigas, para que possam ser adotadas inalteradas em todas
as linguas modernas, proponho chamar a magnitude S de entropia do corpo, da palavra grega
evrpomnia, transformacdo. Formei intencionalmente a palavra entropia para ser o mais semelhante
possivel a palavra energia; pois as duas magnitudes a serem indicadas por essas palavras sdo tao
quase aliadas a seus significados fisicos, que uma certa semelhanca na designacdo parece ser

desejével.]

E compreensivel a preocupacido conceitual de Clausius tendo em mente que tanto ele como Carnotbuscavam
um entendimento, grosso modo, do funcionamento das maquinas térmicas. Todavia, atualmente o conceito de
entropia é mais abrangente do que fora originalmente pensado.

Muito dos desenvolvimentos de Clausius e Carnot corroboraram na construcao da termodinamica e da
teoria cinética dos gases, embora até entdo, a hip6tese atomica ainda ndo fosse hegemonica. Estes avangos
possibilitaram o modelo dos gases ideias, sendo que na segunda metade do século XIX, era de entendimento
académico por meios experimentais que o gds ideal tinha sua entropia (ou melhor, sua equacéo de estado),

dada por

V) 3kN

S(N,V,T)=NSyp+ kNIn N)+TlnT. (1.1.1)

Mas seria possivel a partir de modelos mecénicos microscépicos derivar esta expressao? Ludwig Boltzmann
(Fig.[1.2]) em mais de uma forma solucionou este problema, sendo a primeira a partir de mudancas nas
varidveis das distribui¢des maxwellianas, revisando profundamente as colisdes internas em um gés (uma vez
que ele acreditava ser este o principal mecanismo evolutivo de um sistema rumo ao equilibrio) fazendo uso da
mecanica newtoniana e da teoria de probabilidades. Outro artificio no seu compéndio era o teorema H [6], que

utilizava argumentos relacionados a uma distribuicdo H = H(f) que nunca crescia no tempo, sendo assim,
Sx —H. (1.1.2)

Suas teorias foram objeto de intimeras criticas, fazendo com que Boltzmann passasse grande parte do sua
vida defendendo seus pontos e estratégias. Assim, a macica desaprovacdo quanto ao seu trabalho fizeram-
no mudar de postura, desenvolvendo um modelo puramente estocdstico para um gés (e obtendo o mesmo

resultado de outrora). Ele definiu o conceito de macroestado, que corresponde a um conjunto muito grande Q
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Capitulo 1. Introducao

de microestados possiveis e entao surge a relagao entropia-estatistica dando-se por',
S=kplnQ. (1.1.3)

Somando estes resultados aos trabalhos do fisico James Clerk Maxwell é dado o nascimento da mecéanica
estatistica e a compatibilizacdo com um método estocdstico possibilitou diversas aplicacdes no seu escopo,
além de gerar a primeira noc¢ao entrépica abordada neste trabalho, a nog¢do entrépica boltzmanniana.

Figura 1.2: Cemitério central de Viena onde alapide de Boltzmann tem a sua equacdo devidamente exposta.

Enquanto a mecanica estatistica promovia um sucesso brilhante na explicacdao dos processos térmicos,

a fisica classica previa resultados absurdos quando aplicada em alguns fendmenos eletromagnéticos, em

particular, a "catdstrofe do ultravioleta"que previa que a energia irradiada por um corpo negro poderia ser

infinita. Max Planck percebeu que poderia escapar desta anomalia [8] - e ajustar a curva experimental -

assumindo que a radiagao eletromagnética é quantizada em pequenos pacotes energéticos quantitativamente
dados por:

E=hv, (1.1.4)

sendo v a frequéncia de radiacdo e & uma constante que Planck utilizou para ajustar os dados. Atualmente

tem-se que h, a constante de Planck, é dada por,
h=6,62607004.10 3 m?kg/s. (1.1.5)

Plancknao afirmou que a radia¢ado seria quantizada, ele assumiu isto como uma particularidade do processo
de emissdo: Por alguma razao uma superficie quente apenas emitiria luz em pequenos pacotes.

Entretanto, o comeco do século XX também trouxe consigo o annus mirabilis da Fisica (1905), este proporci-

t Boltzmann nunca escreveu a equacao nesta forma, tal feito fora realizado por Max Planck que também introduziu a constante de
Boltzmann kg [7]
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Capitulo 1. Introducao

onado por Albert Einstein com a publicacao de quatro artigos impares,

— Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Fliissigkeiten suspendierten Teilchen [9] (Sobre o movimento de pequenas particulas em suspensao
dentro de liquidos em repouso, tal como exigido pela teoria cinético-molecular do calor) - publicagdo
focada na explicacdo do movimento aleatério de particulas suspensas em um liquido, denominado
movimento browniano. Essa abordagem favorece a interpretacao atdmica da matéria impulsionando o
uso da mecénica estatistica.

— Zur Elektrodynamik bewegter Korper [10] (Sobre a Eletrodindmica dos Corpos em Movimento) - pri-
meiro trabalho publicado de Einstein no desenvolvimento da Relatividade Especial, reinterpretando o
conceito de simultaneidade e discutindo as consequéncias fisicas da transformacao de coordenadas de
Lorentz [11].

- Istdie Triigheit eines Korpers von seinem Energieinhalt abhéingig? [12] (A inércia de um corpo depende

do seu contetido energético?) - introduz a mais famosa equacao fisica,
E= mcz,

introduzindo a ideia de que a energia retém inércia.

— Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden heuristischen Gesichtspunkt
[13] (Sobre um ponto de vista heuristico relativo a producao e transformacao da luz) - trata sobre a
explicacdo do efeito fotoelétrico. Mais tarde, em 1921, este trabalho rendeu o prémio Nobel em fisica a

Einstein.

Este ultimo artigo pds em pratica uma visdao mais radical. Einstein arguiu que a quantizagdo seria uma
propriedade do préprio campo eletromagnético, tendo nenhuma relacao com o mecanismo de emissdo, adap-
tando assim a ideia inicial de Planck a fim de explicar o efeito fotoelétrico: quando a radia¢do eletromagnética
incide sobre uma superficie metélica, elétrons emanam da mesma. A sugestao era de que os quantum de luz
incidentes atingiam os elétrons do metal, dando-os sua energia hv; o elétron excitado penetraria no metal,
perdendo no processo uma energia w (denominada fungdo trabalho do material - uma constante empirica que
depende do metal envolvido no processo). O elétron entdo emergiria com uma energia,

E<hv—uw. (1.1.6)

Existem consequéncias por trds desta simples equacao: a energia maxima de um elétron é independente
da intensidade da luz envolvida e depende apenas da sua frequéncia. Para ser exato, um feixe mais intenso
arrancard mais elétrons mas as suas energias serdao a mesma.

Diferentemente da teoria de Planck, a de Einstein enfrentou uma recepcao hostil, pois afirmando que a
radiacdo eletromagnética é naturalmente quantizada, independentemente do mecanismo de emissdo, Einstein
se aproximou da ressurreicdo da desacreditada teoria corpuscular da luz. Entretanto, parte majoritéaria dos
fisicos do século XIX repudiaram-na em favor da interpretacao rival da luz como um fenémeno ondulatério. De
fato, os dados corroboravam a tese de Einstein. Em 1916, Milikan completou um estudo exaustivo do efeito

dizendo que [14]
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Capitulo 1. Introducao

"Einstein’s photoelectric equation [...] appears in every case to predict exactly the observed results
[...] yet the semicorpuscular theory by which Einstein arrived at his equation seems at present
wholly untenable."[A equacao fotoelétrica de Einstein [...] aparece em todos os casos para prever
exatamente os resultados observados [...] no entanto, a teoria semi-corpuscular pela qual Einstein

chegou a sua equacgao parece atualmente insustentével.]

A resolugdo do problema veio por um experimento conduzido por A. H. Compton em 1923 [15]. Ele
encontrou luz com um comprimento de onda distinto espalhada por uma particula em repouso de acordo com
a equacao,

A=A+ 2A:(1-cosb), (1.1.7)

sendo A o comprimento de onda incidente, A’ é o comprimento de onda da luz espalhada, 6 é o angulo de

espalhamento e
A¢ = hlmec, (1.1.8)

o comprimento de onda de Compton da particula alvo (de massa m). Agora, esta é precisamente a férmula
obtida se vocé tratar a luz como uma particula de massa de repouso nula com uma energia dada pela equacao
de Planck aplicando as leis de conservacao (relativisticas) de energia e momentum - assim como é feito para
uma colisdo eléstica ordindria. Isso garantiu uma direta e incontroversa evidéncia experimental de que a luz se
comporta como particula na escala subatomica.

Somando as contribui¢des de Planck, Einstein e Compton com a principio da incerteza de Werner Heisenberg
[16], anotagdo Bra-ket de Paul Dirac [17], o principio de exclusao de Wolfgang Pauli [18], o comprimento de
onda da matéria de Louis de Broglie [19] e a equacdo de Erwin Schrodinger [20], fundamenta-se entdo uma nova
teoria fisica, a mecdnica qudntica.

Em vérios aspectos, a teoria quantica foi revoluciondria instigando ndo s6 a metodologia cientifica de sua
época (até a atualidade) como também a filosofia da matéria. Por exemplo, a mecénica classica carregava
consigo caracteristicas deterministas hegemonicas no dmbito dos métodos cientificos associados a fisica. Uma

boa sintese desse sentimento, por exemplo, é dada nas palavras de Lord Kelvin [21],

"The beauty and clearness of the dynamical theory, whci asserts head and light to be modes of motion,
is at present obscured by two clouds. I. The first came into existence with the undulatory theory of
light, and was dealt with by Fresnel and Dr. Thomas Young; it involved the question, How could the
earth move through an elastic solid, such as essentially is the luminiferous ether? II. The second is
the Maxwell-Boltzmann doctrine regarding the partition of energy."[A beleza e a clareza da teoria
dinamica, que sustenta que calor e luz sdao modelos de movimento, no presente é obscurecida
por duas nuvens. I. A primeira tem relacdo com a teoria ondulatéria da luz, e foi tratada por
Fresnel e pelo Dr. Thomas Young; ela envolve a questao, Como pode a Terra mover-se através de
um s6lido eldstico, tal como é essencialmente o éter luminifero? II. A segunda é a doutrina de

Maxwell-Boltzmann, referente a particdao de energia.]

A intuicgo dos fisicos pré-mecanica quantica era a de que resolvendo os problemas indicados por Kelvin', teria

se fechado um marco na humanidade referindo-se ao entendimento do movimento e as suas consequéncias.

*Interessante notar que estes problemas separados, I e I, impulsionaram, cada uma de sua forma, o desenvolvimento da relatividade
restrita e da mecdnica quantica, respectivamente.
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Por exemplo, é possivel observar filosoficamente a mecanica classica de duas formas distintas [22], contudo,
andlogas; as leis de Newton imprimem a ideia que um objeto ao sentir uma forca produz um movimento,
nas entrelinhas um efeito definido com uma certa causa. Todavia, o principio de Hamilton (do qual derivam
as formulacgdes lagrangiana e hamiltoniana) aponta que o movimento de um corpo resulta na tentativa da
natureza em atingir um certo fim, minimizar a integral no tempo da diferenca entre a energia cinética e potencial.
Contudo, independentemente da formulacao escolhida (o que pode gerar mais ou menos dificuldades no
processo) os resultados sao univocos, obtém-se as equagdes de movimento das quais é possivel derivar todas as
quantidades mecanicas de um certo sistema.

Agora, considerando a equacao de Schriodinger na representacado da posicao,

ﬁhi G t)——h—zv2 (F 0 - VFE w1 (1.1.9)
6tw ) - 2m w » ) w ’ ) ol

onde V (7, t) é a energia potencial e (7, t) € a solugado desta equagao: a fungdo de onda. Mas ela ndo carrega
consigo um sentido fisico préprio, como por exemplo a equacdo de uma onda de uma corda esticada que revela
o deslocamento vertical ou como a diferenca de pressao nas moléculas do ar na propagacdo de uma onda
sonora ou ainda os campos nas ondas eletromagnéticas. O real significado fisico de y (7, t) rendeu o prémio
nobel de 1954 ao fisico alemao Max Born [23]: 0 médulo quadrado de (7, f) é a densidade de probabilidade§

de encontrar a particula na posicéo 7 e 7 + d7 no instante ¢,
P(F, 0d%7 = ly(F, 0> d°7. (1.1.10)

Ou seja, se é de interesse analisar a probabilidade de encontrar a particula entre os pontos a e b, denotada P,

a probabilidade, no caso unidimensional, é expressa por

b
P,lb:f lw(x, t)%dx. (1.1.11)
a

Assim, o médulo quadrado da func¢do de onda é a distribuicao de probabilidade de um dado sistema
quantico. A obtencio do valor esperado (leia-se, média de ensemble) de uma certa quantidade quantica A (que

é sempre um operador no formalismo matemaético adjacente a estes sistemas) se realiza na operacao,

Ay ={y|A|y) :fu/*imfdx. (1.1.12)

Logo, o maximo que a mecénica quantica é capaz de revelar de um sistema ndo sao suas quantidades
dinamicas, como na mecanica cldssica, mas sim a 'mera’ probabilidade de se obter um certo resultado. Dito isso,
emergem entdo as vdrias interpretagdes da mecéanica quantica [25], embora neste trabalho sejam analisadas
apenas duas, a realista e a ortodoxa. Para isso é considerada a realizagdo de uma medida em um sistema

quantico, sobre os instantes antes da realizacao da medicao, tem-se,

- Interpretacdo realista: A medida em um sistema quéantico reflete o estado fisico do sistema exatamente
antes de sua realizacdo. Se esta interpretacdo for correta, entdo a mecanica quantica é uma teoria

SEssas interpretacoes nao agradaram o préprio Schrédinger que em uma de suas discussdes com Niels Bohr a respeito do saltos
qudnticos afirmou:"If all this damned quantum jumping were really here to stay, I should be sorry I ever got involved with quantum
theory".[Se todo esse maldito salto quantico realmente esta aqui para ficar, eu deveria me arrepender de ter me envolvido com a teoria
quantica.] [24]
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incompleta, pois 'falha’ na determinacao da medida, a teoria prevé apenas uma probabilidade. Sendo
assim, algumas grandezas ainda ndo sdo conhecidas, o sistema depende de mais varidveis, as quais sdo

chamadas de varidveis ocultas.

- Interpretacdo ortodoxa: Antes da medida o sistema fisico ndo estava em nenhum estado definido, mas
sim, em uma superposigdo de estados. O ato de medir faz o sistema "optar’ entre este ou aquele estado

superposto. 'Forca’ a natureza a decidir o estado. Essa visdo é chamada de interpretacio de Copenhagen.

Em 1935, A. Einstein, B. Podolskie N. Rosen publicaram um artigo contestando a completude da mecanica
quantica [26], onde propunham um experimento mental chamado de paradoxo EPR, que tinha como principal
objetivo provar que a tnica interpretacao sustentavel no universo quantico € a realista em contraste total com a
escola de Copenhaguen.

Uma simplificacdo do paradoxo EPR, de autoria de David Bohm, que foca o processo de medicao no spin de
uma particula, consiste em um decaimento do méson pi, por exemplo, em um elétron e em um pdsitron

7’ > e +et. (1.1.13)

Se o pion estd em repouso, o elétron e o pdsitron se movem em direcdes opostas, devido a conservacgdo do
momentum linear. Além disso, o pion tem spin 0, de forma que a conservacao do momentum angular exige que
pésitron e elétron estejam na configuracao singleto.

Dessa forma, se o elétron possuir spin para cima, o pésitron possui spin para baixo, e vice-versa. O corpo
teérico da mecénica quantica é incapaz de prever qual combinacdo é obtida em uma medicao, ela apenas prevé
que na média teremos a metade de cada caso. Nesse experimento, a distdncia que as particulas percorrem é
arbitrdria, ou seja, ao medir o spin do elétron, para cima por exemplo, determina-se o spin do pésitron, para
baixo, via conservacdo do momentum angular, sem inferir a esta particula nenhum processo de medicao, esteja
ela a metros ou a anos-luz de distancia. Agora, o argumento da escola realista com esse experimento é de que
o elétron realmente possuia spin para cima (e para baixo no caso do pésitron), no momento em que foram
criados, e a interpretacao ortodoxa desse problema teria um custo: para que a conservacao do momentum
angular fosse respeitada, o colapso da funcdo de onda pelo experimentador que realizou a medicdo do spin do
elétron deveria se mover com uma velocidade maior do que a da luz, o que Bohm chamou mais tarde de ndo
localidade. Uma vez que a teoria quantica ndo prevé o resultado de uma medicao com precisao e a localidade
deveria ser respeitada, os autores do experimento EPR afirmavam que a mecanica quantica na sua forma atual
era incompleta.

A mecanica cldssica também assume alguns aspectos estatisticos bem comportados. Por exemplo, ao lancar
ao ar uma moeda nao viciada, tem-se igual probabilidade de obter cara ou coroa, entretanto, sabendo a forca
aplicada na moeda, a aceleracao da gravidade no local, a viscosidade do ar, a altura em que se encontra a moeda
a temperatura do ar, entre outras varidveis, é possivel determinar com precisdo a face revelada pela moeda ao
tocar o chao. Essas varidveis extras desapercebidas no regime quantico seriam as supracitadas varidveis ocultas.

O decaimento [1.1.13] é o mais tradicional exemplo de um fen6meno puramente quantico, o emaranha-
mento [28]. Ele consiste na descricdo de um sistema quantico composto por duas ou mais particulas e a
caracterizacdo definida de um de seus entes revela a dos demais de forma inseparavel e independentemente da
distancia que os separam, justamente como ocorre no paradoxo EPR. Atualmente, o fendmeno é a chave por
tras de pesquisas relacionadas a criptografia baseada nas desigualdades de Bell [27]- [29], teletransporte [30],

entre outras aplicacoes.
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A mecanica estatistica também aprimorou-se a partir da teoria quantica da matéria, em especial o principio
de exclusao de Pauli possibilita a distincdo entre as particulas em dois grupos, bésons e férmions, sendo o
primeiro grupo das particulas que apresentam um ntimero inteiro de spin e o segundo um ntimero semi-inteiro.
Para analisar os ensembles bosonicos é utilizada a estatistica de Bose-Einstein [31], enquanto para os férmions
¢€ utilizada a estatistica de Fermi-Dirac [32] [33]. Somando estes formalismos aos resultados classicos, isto é, a
estatistica de Maxwell-Boltzmann, constroem-se a base da mecénica estatistica de equilibrio moderna. Além
disso, a construcao estatistica intrinseca aos sistemas quanticos e a suas médias de ensemble possibilitaram
o desenvolvimento da segunda nocdo entrépica investigada neste trabalho, puramente quantica, a nogdo
entrépica de Von Neumann [34],
S=-Tr[plnpl, (1.1.14)

sendo p a matriz densidade do sistema. Agora, se sabe que o frago de uma matriz independe da sua representa-

¢ao, dessa forma é possivel escrever a entropia de Von Neumann como,
S==) pulnp,, (1.1.15)
n

onde p, a probabilidade ligada ao n-ésimo estado fisico. Esta é a entropia de Shannon [35] da teoria de
informac3io.

No contexto da relatividade restrita, consideram-se agora dois referenciais inerciais S e S, com os eixos
alinhados e uma velocidade relativa v unicamente na dire¢do x;. A transformacao de coordenadas de Lorentz

na sua forma mais simples,

£ =y(t— 44
5=y -, (1.1.16)
Xj = Xo;
X} = X3,
aqui, y = y(v) é o fator de Lorentz,
y() = ; (1.1.17)

2
v
1-w

E importante notar que no limite néo relativistico, quantitativamente, v < ¢, recuperam-se as transforma-

¢oes galileanas para o mesmo problema,

=1t
xX;=x -Vt
(1.1.18)
Xy = X2;
Xy = X3,

delimitando perfeitamente o regime dos fendmenos fisicos relativisticos. Agora, as fronteiras da jurisdi¢do

quéntica da matéria nao sao tdo bem definidos como neste caso. Uma tentativa é abordada pelo teorema de

Y0 trabalho inicial por trds desta estatistica fora do fisico Satyendra Nath Bose em 1924-1925 e ap6s alguns anos Einstein adotou-a em
trabalhos conjuntos.
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Ehrenfest [36] de onde pode ser derivadas as expressoes,

d d 0
mE(x)—<p>, E(p)——<aV>, (1.1.19)

Ainspecdo grosseira desse resultado aponta para a interpretagdo que os valores médios de quantidades quéntico-
dinamicas respeitam as leis cldssicas, entretanto, embora a primeira equagdo nao traga consigo problemas,

para a segunda equacao geralmente tem-se que,

0 0
<—V(x)> #—V(x)). (1.1.20)
0x 0x

Mesmo assim, essas relagées ndo explicam como a dlgebra nao comutativa dos sistema quanticos desaparece
no regime classico [37] entre outros problemas. Nas entrelinhas, muitas das dificuldades concentram-se

especialmente nas limitacoes propiciadas pelo principio da incerteza,
ni
Tx0p= 7. (1.1.21)

Agora, se de alguma forma fosse possivel diminuir a incerteza, ou seja, no limite em que 7 — 0 os resultados
classicos seriam recuparados. Introduzido heuristicamente por Bohr, o principio de correspondéncia, se foca
na ideia de que a continuidade deve ser recuperada no limite cldssico dos sistemas quanticos, pois o valor da
constante de Planck normalizada pela acdo desses sistemas se torna muito pequeno.

No contexto das nog¢des entrépicas, a relacdo entre as entropias de Boltzmann (regime cléssico) e de von
Neumann (regime quantico) nao se relacionam a partir do principio da correspondéncia. Para que isso ocorra,
em 1979, Alfred Wehrl [38] definiu a Gltima nocdo entrépica investigada no escopo deste trabalho, a entropia de
Wehrl,

S=- %H(q, p)InH(q,p), (1.1.22)
sendo a funcdo H(g, p) a distribuicdo de Husimi [39] que corresponde ao andlogo mais pré6ximo em mecénica

quéantica da distribuicdo de espaco de fase.

1.2 O OBJETO

Enquanto os conceitos de entropia e emaranhamento se desenvolveram adjacentes as suas teorias caracteris-
ticas, é possivel dizer, de um certo ponto de vista, que a ideia de elementaridade, do 4&tomo (exclusivamente
neste pardgrafo significando literalmente como atopog, do grego indivisivel) permeia as veias da histéria do
pensamento ocidental; dos pré-socraticos [40] aos campistas e certamente ird além.

De uma perspectiva cientifica, mais precisamente, da fisica, que nao depende exclusivamente de espe-
culacbes filoséficas, mas também de métodos empiricos entre outros, a discussdo sobre partes indivisiveis
no que diz respeito a matéria tem um avanco significativo em 1896 quando J. J. Thomson, John S. Townsend
e Harold A. Wilson realizaram experimentos que indicaram que os raios catédicos (feixe produzido quando
uma diferenca de potencial elevada é estabelecida entre dois eletrodos localizados no interior de um recipiente
fechado contendo gés rarefeito) sao particulas inicas de carga negativa [41] e em 1913 Robert. A. Milikan e
Harvey Fletcher [42] realizaram um experimento que possibilitou a estimativa da carga destas particulas, o que

hoje vem ser conhecido como a carga elementar (e = 1,602176634.1071° C), sendo estas particulas do feixe,
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desde a sua descoberta até a atualidade, elementar e indivisivel, o elétron.

Na retomada das ideias eclipsadas pela hegemonia aristotélica-tomista da idade média, referentes aos
pensamentos de Leucipo de Mileto e Demdcrito de Dera, o quimico John Dalton alguns anos antes retomou o
conceito do dtomo! como algo indivisivel, macico, homogéneo e eletricamente neutro, do qual derivariam-se
todas as substéancias. Contudo, a descoberta do elétron embaracou esta interpretaciao e Thomson propds um
novo modelo atdmico, onde os elétrons estariam embebidos em uma pasta positiva que neutralizava o objeto
como todo, sendo este o modelo vulgarmente conhecido como Pudim de Passas. Mas esta representacdo nao se
sustentou por muito tempo em funcao dos experimentos dirigidos por Ehrnest Rutherford em 1911 [43], que
além de fundar o estudo da fisica nuclear, introduziu métodos utilizados vigorosamente até a atualidade.

Os experimentos realizados por Rutherford (Fig.[1.3]) e outros, consistiam no bombardeamento de um
feixe coeso de particulas o (‘Z‘He+2) com um alvo, medindo-se, ao final do processo, o angulo de espalhamento
dos projéteis. Os experimentalistas inseriam uma amostra de rddio (Ra) dentro de uma caixa de chumbo (Pb)
com um pequeno orificio de onde o feixe de particulas, projéteis, é colimado em direcdo a uma folha fina de
ouro (Au), o alvo, que € cercado por uma tela detectora que era iluminada ao ser atingida por uma particula
a. A escolha do ouro é justificada pela sua ductilidade: é possivel confeccionar folhas com uma largura de até
0,00004 cm, que corresponde a apenas algumas centenas de &tomos.

1. 4, 3.

Figura 1.3: Representacdo do experimento de Rutherford, em (1.) tem-se o rddio no forno de chumbo como fonte de
particulas a; (2.) o feixe de particulas «a; (3.) folha fina de ouro; (4.) tela luminescente que detecta o espalhamento dos
projéteis; (5.) maioria das particulas passa direto pela folha; (6.) algumas particulas tem sua trajetéria levemente desviada;
(7.) um ndmero pequeno de particulas sdao desviadas consideravelmente.

A maioria das particulas a atravessaram a folha completamente, algumas sofreram um leve desvio, entre-
tanto, um ntmero considerdvel de particulas ricocheteavam diretamente na direcao de que haviam partido, ou
seja, a sonda dos d&tomos de ouro encontrou algo miniisculo, de carga positiva e com uma massa considerdvel,
nas palavras de Rutherford [44]:

"It was quite the most incredible event that has ever happened to me in my life. It was almost as
incredible as if you fired a 15-inch shell at a piece of tissue paper and it came back and hit you." [Foi
o evento mais incrivel que aconteceu na minha vida. Quase tdo incrivel como se vocé disparasse

uma concha de 15 polegadas em um pedaco de papel de seda e ele voltasse e atingisse vocé.]

I Atualmente o substantivo dtomo é utilizado para os elementos da tabela periddica, sendo estes formados por objetos mais elementares,
tornando o conceito impreciso se comparado com o sentido grego literal do termo.
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Rutherford utilizou seus experimentos para conceber uma nova representacéo atdbmica, que fosse consis-
tente com os resultados. No novo modelo, foda a carga positiva estaria concentrada em um nucleo coeso e
diminuto, onde os elétrons orbitavam-no semelhantemente aos planetas em torno do sol, um modelo pla-
netdrio. Fato é que as interacdes eletromagnéticas indicam a repulsao de cargas de mesmo sinal, logo, para
manter cargas positivas tdo préximas umas das outras em uma regido tao pequena, é necessdria uma nova
interacdo da matéria, muito mais intensa, porém de curto alcance; a forga forte. A Fig.[1.4] ilustra como este
modelo responde melhor a realidade do que o que fora proposto por Thomson. O niicleo do 4&tomo mais leve, o

hidrogeénio, foi batizado por Rutherford como préton.

Modelo de Thomson Modelo Rutherford

VVyVYyVYY

Figura 1.4: Contraste entre os modelos atomicos de Thomson e Rutherford sob o experimento de espalhamento de particulas
a.

Ao analisar quantitativamente os resultados do espalhamento refletindo o entendimento sobre o 4tomo,
computa-se que o volume do nticleo atdmico é na média 15 ordens de grandeza menor que o volume total do
atomo™": toda a matéria conhecida'’, em sua distribuicio espacial é basicamente vazia.

Uma das ferramentas utilizadas por Rutherford na interpretacdo dos seus resultados foi o conceito de seg¢do

de choque o, uma medida da probabilidade de colisdo entre uma particula incidente e uma particula alvo,

namero de particulas espalhadas

= . 1.2.1
7 (tempo) x (densidade do nimero de particulas no feixe) x (velocidade do feixe) ( )

Obviamente em niveis atdmicos, quantidades como o ntimero de particulas sao inacessiveis aos experimen-
tadores, de forma que é necessdrio escrever a secao de choque em func¢des que dependem das quantidades de
interesse sem perder seu sentido original. Além do mais, em uma montagem experimental, normalmente nao
h4 detectores em toda distribui¢do espacial em torno da regido a ser investigada, de forma que o experimento é
rodado e executado repetidamente em angulos diferentes. Ap6s cobrir todos os dngulos sélidos é que a se¢ao
de choque é calculada, angulo apés dngulo. Geralmente, um detector cobre um elemento de angulo sélido dQ

que pode ser representado em relacdo ao centro espalhador (por exemplo, a folha de ouro no experimento de

**Considerando o &tomo como uma esfera dura imaginéria com o raio de Van der Waals, este, definido como a distancia da aproximacao
mais préxima de outro 4tomo.

TE estimado que a matéria escura e a energia escura compunham cerca de 96% do contetido material do universo conhecido,
infelizmente (ou felizmente) ainda um problema irresoluto na fisica.
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Rutherford) em relacdo aos angulos polares esféricos 8 e ¢p. O angulo polar 8 é definido como sendo o dngulo
entre a dire¢ao das particulas detectadas e a direcdo do feixe incidente. Usualmente, a simetria do centro
espalhador relacionada a estes experimentos ocasiona a independéncia do dngulo azimutal ¢. Entdo, por
analogia a secdo de choque, define-se a se¢dao de choque diferencial, escrita em funcao das varidveis facilmente
controladas em laboratério, sem perda da ideia original, na forma,

do©) _ 1do©)
aQ I, dQ’

(1.2.2)

sendo ® o niimero de colisdes detectadas por particula alvo, por unidade de tempo e Ij a intensidade do feixe
(que também pode ser interpretado como o niimero de particulas, por unidade de tempo, e drea, que incide
sobre uma superficie transversal a direcdo de propagacao do feixe). A secdo de choque tem dimensdes de érea,
mesmo assim, segue sendo proporcional a probabilidade de colisao.

Analisando o problema por meio da mecanica cldssica'’, Rutherford encontrou para a secio de choque
diferencial do espalhamento de particulas por um niicleo atbmico com o centro espalhador, no referencial de
laboratério (no sistema de unidades naturais, 7 =c=1),
do _Za? 1 123

(d_Q)Ruthe,_ 4E? sen*(0/2) (1.2.3)
onde Z é o nimero atdmico do elemento alvo, a é a constante de acoplamento eletromagnético e E € a energia
da particula incidente.

Contudo, o grande problema do modelo atémico de Rutherford reside nas 6rbitas eletronicas: elas devem
ser aceleradas e uma carga em movimento emite radiacao eletromagnética, dessa forma o elétron deveria emitir
energia em forma de ondas eletromagnéticas e 'cair’ elipticamente até o ntcleo, toda matéria colapsaria, o
que ndo ocorre. Além disso, cada 4tomo possui apenas um conjunto de 6rbitas discretas, nunca continuas.
Bohr tentou solucionar os problemas em 1913, com um modelo atémico que incluia algumas caracteristicas
quénticas a partir de postulados que explicavam bem o dtomo de hidrogénio, mas falhas comecaram a aparecer
para dtomos mais pesados pelo fato de que até entao uma terceira particula que compunha o nicleo dos &tomos
ainda nao havia sido descoberta. Esta é necessdria e eletricamente neutra, com uma massa rapidamente distinta
da do préton, o néutron, descoberto por James Chadwick apenas em 1932 [45].

Entre 1923-1926, a mecanica quantica ndo relativistica tinha a sua formulagdo bem desenvolvida, entre-
tanto, sua compatibilizacio com a relatividade especial®® seria ideal para a caracterizacio dos sistemas fisicos
elementares, uma vez que as particulas subatomicas sao objetos microscépicos que (geralmente) se locomovem
em velocidades proximas a da luz. O préprio Schrédinger obteve uma equacao relativistica para o elétron no
atomo de hidrogénio, mas o espectro computado a partir destes resultados ndo era corroborado pelos dados
experimentais. Inspirados nesta tarefa, os fisicos Oskar Benjamin Klein e Walter Gordon em 1926 derivaram a
equacdo quantica para particulas escalares (spin 0),

mc\2
) v=0. (1.2.4)

D+(7

#0anoera1911. A abordagem atual modela as secoes de choque utilizando as teorias qudnticas de campos.

SSA compatibilizacdo da mecanica quantica com a relatividade geral, o que Einstein chamou de teoria unificada, nao fora desenvolvida
satisfatoriamente. Uma teoria deste calibre teria em seu escopo relagdes entre a gravidade e a mecanica quantica, sendo portanto, um
objeto de pesquisa muito tentador.
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Contudo, ela apresenta complicagdes na sua corrente de probabilidade, podendo assumir valores negativos,
0 que acarretou provisoriamente no seu abandono, embora tal fato ndo seja um problema na teoria quantica de
campos, onde a equacdo fora resgatada mais tarde na descricdo de particulas massivas de spin 0 [46].

O grande nome por trds da amalgamacado da relatividade especial e o espaco de Hilbert é Paul Dirac.
Buscando uma equacao que possuisse a mesma ordem de suas derivadas espaco-temporais (diferentemente de

[1.1.9]), entre outras consideragdes, ele obteve uma equacao para os férmions de spin 1/2,
@nytd, - me)y =0, p=0,1,2,3. (1.2.5)

Arelacdo [1.2.5] é achamada equag@o de Dirac, escrita na forma covariante, sendo y* as matrizes de Dirac
que carregam dentro de si as matrizes de Pauli, ou seja, o principio de exclusdo e o spin que na mecanica
quantica usual eram impostos de forma ad hoc, agora emanam da teoria espontaneamente. Além disso, { néo é
mais um campo escalar, mas sim espinorial, representado pelo espinor de Dirac. Entretanto, um dos principais
fatores limitantes na interpretacao fisica dos resultados da equacao [1.2.5] pode ser analisado na verificacdo da

relacdo energia-momentum einsteniana escrita na forma,

E=+\/p?c2+m2ct. (1.2.6)

isto é, para estados fermionicos livres, de spin 1/2, matematicamente ainda existem solugdes possiveis com
energias negativas, um absurdo, mas que ndo podia se abandonado: trazia consigo toda a estrutura matematica
recém formulada. O primeiro passo de Diracna explicacdo destes resultados seria na revisao do conceito de

vacuo [47],

"If we cannot exclude [the negative energy states], we must find a method of physical interpretation for
them. One can get a reasonable interpretation by adopting a new picture of the vacuum. Previously,
people have thought of the vacuum as a region of space that is completely empty, a region of space
that does not contain anything at all. Now we must adopt a new picture. We may say that the vacuum
is a region of space where we have the lowest possible energy." [Se ndo podemos excluir (os estados
de energia negativa), devemos encontrar um método de interpretacio fisica para eles. E possivel
chegar a uma interpretacdo razodvel adotando uma nova concepg¢ao de vacuo. Anteriormente, as
pessoas pensavam no vicuo como uma regiao do espaco que é completamente vazia, uma regido
do espago que ndo contém absolutamente nada. Agora devemos adotar uma nova visdo. Podemos

dizer que o vacuo é a regidao do espaco onde temos a menor energia possivel.]

Nesta releitura da interpretacdo do conceito de vacuo, surge o conceito de mar de elétrons; a ideia é que
os elétrons livres de energia negativa estariam imersos em um poco energeticamente sem fundo em estados
quanticos devidamente preenchidos e jurisdicionados ao principio de exclusao. Uma perturbacao capaz de
arrancar um dos elétrons do mar para a regido de energia positiva, deixaria uma lacuna, interpretada como
uma particula de carga positiva com a mesma massa do elétron. Inicialmente Dirac pensou se tratar do préton,
entretanto os valores de massa nao batem por um fator de ~ 103, mas em 1931, Carl D. Anderson descobre um
ente gémeo ao elétron [48], contrastando-se por ser positivamente carregado: é a descoberta do pésitron (e*).
A descoberta consolidou o trabalho de Dirac dando-lhe confirmagao empirica e um coroldrio, a anti-matéria,
isto é, para cada particula existe uma anti-particula, idéntica em massa e ntimero de spin mas com valores de

carga (e outros nimeros quanticos aditivos desenvolvidos posteriormente) invertidos. Desta descricdo, surge a
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simetria de cruzamento, que sofisticadamente mostra que o espalhamento Compton,
Y+ e — 7Y+ e, 1.2.7)

é um processo similar a aniquilacao,

e_ +e+ _)Y"-Y’ (128)

revelando que o encontro de matéria com antimatéria é destrutivo em respeito a massa, produzindo energia
como produto.

Contudo, a interpretacdo do mar de elétrons se
esvaiu. O conceito de um mar invisivel de elétrons
intangiveis é cientificamente melindroso, sendo subs-
tituida pela prescri¢do Feynman - Stueckelberg [49],
onde as solu¢des de energia negativa sao reinter-
pretadas como estados de energia positiva da anti-
particula correspondente. A linguagem e formulacao
das teorias quanticas de campos se deve muito aos
trabalhos de Fenyman e Dirac (Fig.[ 1.5]) que fertili-
zaram o nascimento do novo objeto de estudo onde
o spin, o principio de exclusdo, o teorema CPT, as si-
metrias, entre outros constructos teéricos se derivam
‘naturalmente’ e comprovam-se experimentalmente.

Esta perspectiva de campos quanticos obteve su-
cesso na descricdo da interacdo eletromagnética: a
eletrodindmica qudntica (QED, do inglés, quantum
eletrodynamics), onde os campos de particulas dota-
das de carga sdo quantizados e a interacao entre elas é
mediada pelo seu quantum, o f6ton. Assim, as forgas

entre cargas resultam-se da troca de f6tons entre as

particulas. Além disso, é uma teoria invariante frente

atroca de calibre. Esta estrutura, de objetos dotados
Figura 1.5: Richard Fenyman e Paul Dirac na conferéncia de

de alguma caracteristica global (carga, massa, cor) relatividade em 1962, Varsévia

que se organiza em polos bem definidos que intera-

gem entre si repulsora ou atrativamente, num mecanismo de trocas de bésons, em um campo quantizado,
tornando-se uma forte candidata no entendimento das quatro forcas fundamentais da natureza, a eletromagné-
ticareferente as cargas elétricas, a forterelacionada a coeréncia do niicleo atémico, a fraca'’ relacionada aos
decaimentos «, e y e a gravitacional.

Hideki Yukawa, em 1935 [53], deu inicio aos primeiros resultados consistentes na investigacao da forca forte.
Ele associou o curto alcance da forca forte como indicador de que o seu mediador fosse consideravelmente
pesado: Yukawa computou que sua massa deveria ser trezentas vezes maior que a do elétron ou seis vezes
menor do que a massa do préton. Por ter uma massa intermedidria ao préton e o elétron, a particula ficou

conhecida como méson (em relagdo a sua massa, significando médio, uéo o, no mesmo espirito que o elétron

Mais tarde unificada com a eletromagnética na teoria eletro-fraca de Sheldon Glashow, Abdus Salam e Steven Weinberg [50]- [51].
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é chamado de lépton, leve, Aent6 e o préton de bdrion, pesado, Bapio). Em 1947, os primeiros mésons
carregados foram encontrados por uma equipe da Universidade de Bristol por César Lattes, Cecil Powell e de
Giuseppe Occhialini [54].

Circunvizinho a previsao e comprovacao das anti-particulas e dos mésons, surge a ideia que acarretou na
descoberta dos neutrinos.

Em 1914, estudos do decaimento beta revelavam um espectro continuo, contestando a conservag¢do da
energia. Bohr e outros teciam a possibilidade de que em nivel sub-atdmicos a energia nao se conservaria.
Wolfgang Pauli, fora partidério de uma posi¢do mais sébria, que pode ser analisada em primeira méao nos
trechos de uma carta enviada para a conferéncia de radioatividade na cidade de Tubingen em 1930,

"Sehr geehrte radioaktive Damen und Herren,

Als Trdger dieser Zeilen, auf die ich Sie héflichst einlade, werde ich Ihnen aufgrund der "fals-
chen'"Statistik der N- und Li-6-Kerne und des kontinuierlichen Beta-Spektrums, auf die ich gestofsen
bin, ausfiihrlichere Erkldrungen geben ein verzweifelter Ausweg, um den "Austauschsatz"der Sta-
tistik und das Energieerhaltungsgesetz zu retten. Die Moglichkeit, dass in den Kernen elektrisch
neutrale Teilchen existieren kinnten, die ich Neutronen nennen werde, die den Spin 1/2 haben und
dem Ausschlussprinzip gehorchen und die sich von Lichtquanten ferner dadurch unterscheiden,
dass sie sich nicht mit Lichtgeschwindigkeit fortbewegen . Die Masse der Neutronen sollte in der
Grofsenordnung der Elektronenmasse liegen und auf keinen Fall gréfser als 0,01 Protonenmasse sein.
- Das kontinuierliche Beta-Spektrum wdre dann sinnvoll mit der Annahme, dass beim Beta-Zerfall
zusdtzlich zum Elektron ein Neutron emittiert wird, so dass die Summe der Energien von Neutron

und Elektron konstant ist. [...]

Ich gebe zu, dass mein Mittel fast unwahrscheinlich erscheint, weil man diese Neutronen, wenn sie
existieren, wahrscheinlich schon lange gesehen hditte. Aber nichts wagt, nichts gewinnt, und der Ernst
der Lage aufgrund der kontinuierlichen Struktur des Beta-Spektrums wird durch eine Bemerkung
meines verehrten Vorgdngers, Herrn Debye, erhellt, der mir kiirzlich in Briissel sagte: "Oh, es ist besser,
nicht iiberhaupt dariiber nachzudenken, wie neue Steuern."Deshalb sollte man jede Art der Rettung

ernsthaft diskutieren. Also, liebe radioaktive Leute, priift und urteilt.

Ich kann leider nicht personlich in Tiibingen auftreten, da ich wegen eines Balles in der Nacht vom 6.
aufden 7. Dezember hier in Ziirich unverzichtbar bin. Mit freundlichen GriifSen an Sie und auch an

Herrn Back, Ihren bescheidenen Diener signiert
W. Pauli."
[Caros senhoras e senhores radioativos,

Como o portador dessas linhas, a quem eu gentilmente solicito ser ouvido, explicarei com mais
detalhes como, devido as estatisticas "erradas"dos nticleos de nitrogénio e litio 6 e a continuidade
do espectro beta, encontrei um meio desesperado para salvar o "teorema da troca"das estatisticas
e a lei da conservacdo de energia. Nomeadamente, a possibilidade de que exista nos nticleos
particulas eletricamente neutras, as quais eu desejo chamar de néutrons, que possuem spin 1/2,
obedecem ao principio da exclusdo e que diferem ainda mais dos quanta de luz, pois eles nao
viajam com a velocidade de luz. A massa dos néutrons deve ser da mesma ordem de magnitude que

amassa de elétrons e, em qualquer caso, nao maior que 0,01 da massa do préton. O espectro beta
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continuo se tornaria compreensivel ao assumir que, no decaimento beta, um néutron é emitido

além do elétron, de modo que a soma das energias do néutron e do elétron seja constante. [...]

Concordo que minha solucdo pode parecer incrivel, porque alguém deveria ter visto esses néutrons
muito antes, se eles realmente existirem. Mas apenas quem se atreve pode vencer em uma dificil
situacao, devido a estrutura continua do espectro beta, é iluminada por uma observagcao do meu
honrado predecessor, Sr. Debye, que me disse recentemente em Bruxelas: "Oh, é melhor nao pensar
nisso, como em novos impostos". A partir de agora, todas as solucdes para o problema devem ser

discutidas. Assim, queridos radioativos, olhem e julguem.

Infelizmente, ndo posso comparecer pessoalmente em Tubingen, pois sou indispensével aqui em
Zurique devido um baile na noite de 6 a 7 de dezembro. Com os meus melhores cumprimentos a

vocé e também ao Sr. Back, seu humilde servo,

W. Pauli.]

De certa forma, Pauli cometeu mais equivocos do que acertos na sua preposi¢ado: a particula neutra que
ele procurava néo explica as anomalias estatisticas relacionadas ao litio e o nitrogénio, sendo este o papel do
supracitado néutron de Chadwick, descoberto dois anos apds o envio da carta e herdando o nome idealizado
por Wolfgang. Outro ponto, é que o particula de Pauli nao compde a estrutura nuclear, é criada no decaimento
beta e, por fim, a estimativa de sua massa contém um erro na ordem de pelo menos 10°. Seu trunfo permeia
o fato de que, esta particula, mais tarde chamada de neutrino (pequeno neutro), tem spin 1/2 e mantém a
conservacao da energia intacta. Contudo, é valida a colocacdo de que a detecgao experimental dos neutrinos
fora dramatica; sendo neutros e interagindo muito pouco com a matéria, foram detectados apenas em 1956 [55]
por Clyde Cowan, Frederick Reines, E B. Harrison, H. W. Kruse, and A. D. McGuire. Atualmente, os neutrinos se
apresentam em trés formas: neutrino do tau v, neutrino do mtion v, e neutrino do elétron v,, além do fato de
que no decaimento beta o que realmente ocorre é a geracdo de um anti-neutrino do elétron.

Entre os anos 40 e 50, uma série de barions (A, Z’s, Z’s entre outros) e mésons (K’s, , ¢, w e p’s, e a lista
segue) comecaram a ser detectados e em seguida produzidos, sendo chamadas de particulas "estranhas". Willis

Lamb iniciou o seu discurso no prémio nobel [56] de 1955 com as palavras,

"When the Nobel Prizes were first awarded in 1901, physicists knew something of just two objects
which are now called « elementary particles »: the electron and the proton. A deluge of other «
elementary » particles appeared after 1930; neutron, neutrino, L meson, T meson, heavier mesons,
and various hyperons. I have heard it said that « the finder of a new elementary particle used to be
rewarded by a Nobel Prize, but such a discovery now ought to be punished by a $10,000 fine."

[Quando os Prémios Nobel foram concedidos pela primeira vez em 1901, os fisicos conheciam
apenas dois objetos do que agora sdo chamados de “particulas elementares”: o elétron e o préton.
Um diltvio de outras particulas "elementares"apareceu depois de 1930; néutron, neutrino, méson
1, meson 7, mésons mais pesados e varios hiperons. Ouvi dizer que "o descobridor de uma nova
particula elementar costumava ser recompensado por um Prémio Nobel, mas essa descoberta

agora deveria ser punida com uma multa de dez mil délares.]

Além da quantidade de particulas novas, descobertas em um curto espaco de tempo, a conotacao "es-

tranhas"tem um sentido mais técnico: Elas eram produzidas copiosamente (na ordem de 1023s), mas elas
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decaiam relativamente devagar (na ordem de 10~ '%s). Isso sugeriu que o mecanismo envolvido na sua producao
era totalmente diferente do que governava a sua desintegracdo. Em uma linguagem moderna, as particulas
estranhas sdo produzidas pela forca forte, mas o seu decaimento é proporcionado pela for¢a fraca. Neste
contexto, Kazuhiko Nishijima, Tadao Nakano [57] e posterior e independentemente Murray Gell-Mann [58],
propunham um novo niimero quantico, a estranheza S, que é conservada na interacao forte e violada na fraca.
Assim, as particulas que interagiam via forca forte foram dividida em duas grandes familias, os bérions e os
mésons. Os membros de cada familia eram distinguidos pela carga, estranheza e massa, mas além disso, ndo
existia uma razao para tal, até o momento. Este dilema relembrou os fisicos a situacao da quimica um século
antes, onde dezenas de elementos eram identificados, sem um sistema ou ordenamento adjacente. Em 1960 as
particulas elementares esperavam a sua propria tabela periddica, o modelo padrao.

Aideiainicial para a sistematizacdo da crescente gama de novas particulas que eram detectadas e produzidas,
principalmente pelo fato da emergente edificagdo dos primeiros colisores de particulas modernos, se tratava de
um constructo abstrato que nao refletiria a existéncia fisica dos entes que ’'constituiriam’ os mésons e bérions,
chamados entdo de hddrons, particulas que interagem via forca forte. Estes entes funcionariam mais como
etiquetas para cada forma hadrdnica. Os trabalhos independentes de Gell-Mann [59] e Yuval Ne’eman [60] em
1961 arranjavam os barions e mésons em formas geométricas a partir da sua carga (em unidades elementares) e
estranheza, estes trabalhos ficaram conhecidos como caminho éctuplo (Fig. [1.6]). A teoria comecgou a ganhar
for¢a quando Gell-Mann organizava um decupleto baridnico, percebendo a falta de uma particula na base do
poligono, na posi¢do respectiva da estranheza —3 e carga elétrica —1, ele foi capaz de prever as condicdes nas

quais ela seria encontrada, comprovando suas previsdes em 1964 com a deteccdo da Q™.

0
si=i] K K* s=10 n p
s=0 T Tt s=—1 g ¥t
s=—1 0 S = -2
K- K =- =0
Octeto mesodnico Octeto baridnico

Figura 1.6: Alguns dos arranjos geométricos propostos pelo caminho éctuplo, organizados segundo a sua carga nas
diagonais paralelas e pela estranheza nas retas horizontais.

No mesmo ano, é concebido independentemente por Gell-Mann [61] e George Zweig [62] o modelo dos
quarks ou aces, respectivamente. De forma especial, a prépria etimologia da palavra quark carrega aspectos
culturais interessantes: Gell-mann tinha em sua mente que o som da palavra seria algo como "kwork". Com o
tempo ele achou a palavra quark na obra Finnegans Wake [63] do poeta e romancista James Joyce, no episddio 4

do segundo livro,

"Three quarks for Muster Mark!
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Sure he hasn't got much of a bark

And sure any he has it’s all beside the mark."|...]

No final das contas a terminologia adotada por Gell-Mann hegemonizou-se.

Originalmente, os quarks apresentavam-se em trés sabores: quark u é para up (do inglés, acima ou para
cima), carregando uma carga de 2/3 e estranheza nula, o quark d é para down (abaixo ou para baixo), com uma
cargade —1/3 e S=0, o s, originalmente, sideways (lateral), sendo agora chamado de strange (estranho) possui
Q=-1/3 e S=—1. Para cada quark, existe um anti-quark correspondente de carga e estranheza invertida. Eles

sdo férmions de spin 1/2 e além disso se afirma,

— 1. Todo bérion é composto por trés quarks (e todo anti-barion é composto por trés anti-quarks).

— 2. Todo méson é composto de um quark e um anti-quark.

Dessa forma todos os supermultipletos do caminho 6ctuplo emergem naturalmente do modelo. Importante
notar que algumas possibilidades sdo excluidas neste escopo: Por exemplo, o barion com S=0e Q = -2:
nenhuma combinacao com trés quarks e capaz de produzir estes niimeros. Esfor¢os experimentais se focaram
na busca de particulas com essa natureza, sua descoberta seria devastadora para o modelo de quarks, mas elas
nunca foram encontradas.

E veridico de que desde a sua idealizacdo até entdo, nunca um quark isolado fora detectado, o confinamento,
resultando no fato de que os quarks nunca seriam encontrados sozinhos. Além disso, outro problema é que
afirmando o confinamento, ataca-se o principio de exclusio; por exemplo, a A** é o resultado de trés quarks up
no mesmo estado fisico, contrapondo diretamente o candnico principio da exclusdo. Estes até entdo defeitos,
levaram os fisicos inicialmente motivados com o modelo a uma certa frustracao no comeco dos anos 70. Esta
afronta fora elegantemente resolvida por O.W. Greenberg [64] introduzindo uma nova ’carga’ aos quarks, a

sua cor. Como os barions em baixas energias manifestam-se na forma de trés quarks, definiu-se trés cores,

especialmente, as cores primdrias™. Logo, salva-se a estatistica fermionica e justifica o confinamento a partir

do principio,
Todas as particulas que ocorrem naturalmente séo incolores.".

Mas até entao, nao fora citado nenhum experimento em que de fato é comprovada a existéncia fisica dos
quarks, para isso, pode-se dizer de certa forma que esta corroboragao é intimamente relacionada com a heranca
dos métodos utilizados por Rutherford. Reitera-se o fato de que os quarks possuem carga elétrica. Se assim o for,
é esperado que para um feixe coerente dotado de altos valores para sua energia cinética, ou seja, grandes valores
para o seu momentum linear, corresponda a um pequeno comprimento de onda de de Broglie, possibilitando a
sonda via interacdo eletromagnética das regioes internas ao hadron. Tendo isso em mente, se os léptons de
um feixe incidente em um certo alvo possuirem um comprimento de onda de aproximadamente 0,1 A, com
energias em uma ordem que seja possivel desprezar a massa das particulas, além da interacdo com o nticleo,

haverd a prova das 6rbitas eletronicas, de forma que a se¢do de choque diferencial sera escrita,

do ( )
dQ dQ Ruther

E importante citar que o termo nada tem a ver com o significa ordindrio da palavra, apenas indica uma caracteristica manifesta em
trés formas interativas, como a carga elétrica que o faz em duas, positiva e negativa.
tPor "incolor"entende-se que ou a quantidade total de cada cor é zero ou todas as trés cores estdo presentes em quantidades iguais.

IE(q)I?, (1.2.9)

Hk
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sendo ¢ a variagdo do momentum das particulas incidentes e | F(¢)|*> uma fun¢do do momentum transferido aos
elétrons, denominado fator de forma atomico. Agora, Nevill Francis Mott em 1929 incluiu o dominio relativistico
nos processos de espalhamento de um ntcleo ideal infinitamente pesado e de carga puntual, escrevendo a
férmula de Rutherford como,

(do) —(do) [1—(”)2 sen ] (1.2.10)
aQ Mott aQ Ruther c 2 ’ o

Em analogia com (1.2.9), se houver interagdo com o nticleo atémico, isto é, elaborando fisicamente o modelo
para que o nticleo nio seja visto como uma carga puntual, mas sim dotado de uma distribuicdo espacial de

simetria esférica, (1.2.10) toma a forma,

do

_— | — 2
PT) (dQ)MottlF(q)| ) (1.2.11)

A sondagem do ntcleo utilizando interacoes eletromagnéticas torna necessaria a consideracao do spin
dos nicleons, entdao em 1950, Marshall N. Rusenbluth, introduziu dois fatores de forma, F; e F», relacionados

respectivamente a distribuicdo espacial elétrica e magnética,

(d(f 2

_) A ( 2 20 _ 4
dQ ) rosen 4E%2sen*(0/2) E

Clz 2
F;———F;|cos" —— —=
U am? 2) 2 2m?

(F1 + Fy)? senzg , (1.2.12)
sendo E’ a energia do feixe ap6s o espalhamento e m a massa do nticleon. Na medida que a energia do feixe
de léptons incidentes aumenta, o espalhamento torna-se mais ineldstico, revelando o cardter ndo puntual
dos nucleons. O até entao jovem fisico norte-americano James Daniel Bjorken [65], em 1967, realizando
especulacdes tedricas no limite em que a energia iria para o infinito, ou seja, g2 — co e v = (E — E') 14, — 00,
o chamado Breit frame, observou que as funcdes de estrutura do nticleon dependeria unicamente da razao

adimensional,

(1.2.13)

ou seja, um comportamento de escala, sendo x a varidvel de Bjorken.

Em 1968, Richard Feynman estava de passagem pelo Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) [66]- [68],
onde ele se encontrou com alguns experimentais que analisavam os primeiros resultados das especulacoes
de Bjorken. O comportamento de escala foi rapidamente interpretado por Feynman como a indica¢do de
constituintes dotados de carga elétrica no interior dos nticleons, estes constituintes foram nomeados por
Feynman como pdrtons (parts of hddrons, partes de hddrons) que mais tarde foram identificadas com os
quarks [69] e glions (mediador da forca forte).

No modelo a pdartons os constituintes dos nticleons possuem uma fracao ¢ do momentum do hadron
pai, sendo colinear a ele. Para baixas energias os chamados quarks de valéncia compunham os nicleons
em triades, como esquematizado por Gell-Mann e Zweig, contudo, o acréscimo de energia no espalhamento
profundo ineldstico dentincia a presenca de distribui¢oes para as populacdes partonicas dos ntcleons. Logo, as
distribui¢cdes presentes neste modelo, s6 possuem sentido fisico no Breit frame, onde os pdartons praticamente
ndo interagem entre si, em um carater quase-livre. O comportamento destas distribuicées frente o ascensao da
energia na escala de Bjorken é ilustrado na Fig.[1.7].

Pequenos valores na escala de Bjorken correspondem a altas energias. Este projeto de pesquisa estuda as

distribui¢6es parténicas predominantemente compostas por glions, uma vez que tratam-se de valores para x
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Figura 1.7: Na figura x fg (x), x fi,(x), x fz(x) e xfs(x) sdo as distribuigdes de fragdo de momento de gltions, quarks up, quarks
down e quarks strange respectivamente.

de aproximadamente 0,01 ou menores.

1.3 A PROPOSTA

Revisando brevemente a nocao do conceito de entropia e o seu refinamento com a evolugdo das teorias
cientificas principalmente nos séculos XIX e XX, observa-se a abrangéncia do seu escopo, podendo caracterizar
macroscopicamente sistemas cldssicos a partir da consideracao de que estes sdo compostos microscopicamente,
o modus operandi da andlise do gés ideal, sendo a estes, associada uma entropia termodinamica.

Na aplicacao da mecanica estatistica de equilibrio, ainda é possivel refinar a nocao estatistica do problema
termodindmico em questdo a partir da anélise das particulas que compunham o sistema, utilizando as supraci-
tadas estatisticas de Fermi-Dirac para os férmions e Bose-Einstein para bésons, podendo assim, no caso mais
canodnico, por exemplo, sofisticar o modelo do gés ideal, ou investigar tipos mais exdticos, como um géas de
fétons, ou ainda, modelos para o funcionamento de estrelas.

Contudo, se observa que as entropias de von Neumann e Wehrlnao sao termodinamicas, relacionam-se
com a matriz densidade de um dado sistema quantico analisando a sua estatistica. Como discutido, a mecéanica
quéantica pode no méaximo expressar possibilidades de estados fisicos dados pela func¢do de distribuicdo definida
a partir do médulo quadrado da funcao de onda. Assim, estas entropias estdo relacionadas com as estatisticas
das possibilidades, com a informagdo que se possa extrair de um sistema, estando assim no corpo da teoria da
informacao quantica.

A breve descricdo da evolugdo da fisica de particulas elementares, que culminou em avancos como a fisica
nuclear e a teoria de campos partindo do elétron até a construcao do modelo padrdo, revelou um extenso
dominio de investigagdo que segue em expansao. Mais precisamente, em relacdo aos partons, o fato deles
estarem restritos a uma regiao tao pequena, quasi-livres, sempre confinados, mostra similaridades, por exemplo,
com elétrons numa caixa, embora o tratamento matematico seja distinto e fendmenos puramente quanticos,
como o emaranhamento, seja necessario num modelo mais realista.

Entretanto como observado na Fig.[1.7], as distribui¢des variam para valores intermedidrios de x, mesclando-

se. Para valores grandes, o cardter distributivo se dissipa. Felizmente, os casos ultra energéticos, a regido do
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pequeno x, é composta predominantemente por glions. Utilizando desta particularidade das distribuicoes
partdnicas do pequeno x, a partir de modelos aprioristicos, este trabalho é focado na investigacao das entropias
de Wehrle de von Neumann relacionadas a este dominio, a partir da previsao e modelacdo de dados para cada
entropia na anélise do mesmo sistema, avaliando suas propriedades, bem como concordancias e contrastes
além de visar, se possivel, as dificuldades ou facilidades da sua experimentacao.

Neste espirito, o passo inicial € uma breve revisdo do conceito e funcionamento da entropia, bem como das
suas principais propriedades, além da abordagem do funcionamento do emaranhamento quantico, realizado

no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Entropia e emaranhamento

Uma vez introduzidas as metas deste trabalho bem como seu objeto de pesquisa é razodvel revisar as teorias que
orbitam-no a fim de estipular um método de anélise e construcao das diferentes formas entrépicas investigadas
no regime de altas energias. Inicialmente, é necessério rever as bases da termodin&mica de equilibrio bem como
seus métodos estatisticos no ambito das teorias cldssicas, posteriormente avangando no regime puramente
quantico da matéria onde um dos métodos de prova consiste na computacao da entropia de von Neumann
definida em relacdo a matriz densidade do sistema quantico de interesse.

A terceira via entrépica utilizada consiste na constru¢do de um modelo semi-cldssico: a entropia de
Wehrl que define sua base nos estados coerentes com o auxilio de um espaco de fase semi-cladssico dado pelas
distribuicoes de Husimi. Uma vez introduzidas as entropias estudadas é coerente a relacao de suas propriedades
gerais bem como seus contrastes e interpretacoes.

A caracterizagdo dos sistema quanticos aqui abordados exige a consideracao do emaranhamento dos
pértons no regime estudado, justificando assim um estudo bésico nas operacdes caracteristicas a este fenémeno

bem como os métodos de manipulacdo algébrica de suas operagoes.

2.1 ENTROPIA NA TERMODINAMICA

O ponto de partida sao os sistemas termodindmicos. Como citado na introducdo, o conceito de entropia
nasceu no estudo dos seus processos, contudo, o mesmo se expandiu englobando em seu escopo a teoria da
informagdo, situando o objeto deste trabalho.

O método termodindmico s6 é possivel devido a teoria atdmica da matéria, onde, por exemplo, uma pequena
amostra de dlcool exigiria a caracterizagao de todos os seus entes para a devida computagdo de um valor de
10%* a 10?° parametros para suas coordenadas e momenta [70]. Mesmo que tal sistema fosse integravel ou de
alguma forma fossem obtidas as equacdes de movimento, o nlimero astrondmico de relacées impossibilitaria a
obtencdo de informacgdes sobre 0 mesmo. Por outro lado, uma medida nestes sistemas dura na ordem de um
centésimo de segundo, sendo o periodo atdmico tipico um valor na ordem de 10~1%s, qualquer medida obter4
sempre valores médios. Assim, o niimero de varidveis necessdrias para a caracteriza¢ao do sistema é reduzido
drasticamente, sendo estas justamente predominantes na estatistica da medida. Disto, o primeiro postulado da

termodinamica de equilibrio,

Postulado I. Existem estados particulares, chamados estados de equilibrio dos sistemas simples,
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ou seja, macroscopicos, caracterizados completamente pela energia interna U, o volume V e os

numeros de mols {N;} do j-ésimo componente quimico.

Para um processo quasi-estdtico (um processo infinitesimal de um estado de equilibrio para outrem), com

um niimero de mols constante a primeira lei da termodindmica toma a forma,
-4Q=dU—-dWy, (2.1.1)

sendo W), o trabalho mecanico associado ao processo e Q a quantidade de calor injetada/retirada dos modos
normais ocultos do sistema. Ainda é possivel eliminar um diferencial imperfeito a partir de uma substituicao
envolvendo a pressao P e o volume V, obtendo,

dQ=dU+PdV. 2.1.2)

Agora, considerando o caso onde pode haver uma mudanca no ntimero de particulas do sistema ou reacoes

quimicas, a equacao [2.1.2] toma a forma

-4Q=dU+PdV-) u,dNy, (2.1.3)
r

sendo p, o r-ésimo potencial quimico.

O conceito de entropia é encorporado no segundo postulado,

Postulado II. Existe uma func¢do, chamada entropia S, dos parametros extensivos, definida para
todos os estados de equilibrio. Nesta funcao, os valores assumidos pelos pardmetros extensivos na
auséncia de vinculos internos sdo aqueles que maximizam a entropia sobre a variedade de vinculos

de estados de equilibrio.

Variavel extensiva é uma quantidade cuja magnitude € aditiva para subsistemas, sendo V, {N;}, U e S exemplos.
A esta caracteristica, se da o nome de subaditividade, discutida posteriormente. Disto, ocorre o terceiro
postulado,

Postulado III. A entropia de um sistema composto € aditiva sobre os subsistemas constituintes,
sendo continua, diferencidvel é monoatomicamente crescente com a energia.

Do terceiro postulado se tem que a entropia de um sistema simples é uma funcdo homogénea de primeira
ordem dos parametros extensivos e que a energia é uma funcao uniforme, continua e diferenciavel.

Por fim, o tltimo postulado afirma,

Postulado IV. A entropia de qualquer sistema desaparece para um estado no qual,

(O—U) =T=0 (2.1.4)
oS Vi . 1

No postulado IV, T é a temperatura. Uma vez revisados os postulados fundamentais, vale ainda a citagdo da

segunda lei da termodindmica’,

*Este ndo é propriamente o enunciado tnico desta lei. Existem outros que fazem mencao de maquinas ou refrigeradores ideais, estes,
sem perda de informacao. Para o objetivo deste trabalho esta forma é a mais adequada.
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A entropia do sistema isolado s6 tende a aumentar.

Esta, podendo ser expressa como,
S=0. (2.1.5)

2.2 FUNDAMENTOS DA MECANICA ESTATISTICA DE EQUILIBRIO

O supracitado principio fundamental da mecanica estatistica diz que em um sistema estatistico fechado, com
energia fixa, todos os microestados acessiveis sdo igualmente provdveis. Na descricao estatistica do problema
fisico é possivel etiquetar um microestado a partir de uma caracteristica global. De forma direta, é possivel

definir, microestado, macroestado e multiplicidade na seguinte maneira,

Microestado: Configuracdo provavel em um sistema.
Macroestado: Conjunto de microestados que apresentam uma mesma caracteristica global.
Multiplicidade: Ntiimero de microestados que correspondem a um dado macroestado.

Sendo Q(V, U, {N}}) a funcdo multiplicidade, a relacéo estatistica termodinamica € justamente realizada a partir

da entropia de Boltzmann, sendo este o segundo postulado da mecdnica estatistica de equilibrio,
S=kpInQ(V,U,{N}}). (2.2.1)

Estas caracteristicas definem o ensemble microcandnico. Também € possivel estabelecer esta conexdo a

partir do espaco de fase, onde, unidimensionalmente é dado por,

dpd
S=—kg f %f(q,p)lnf(q, D), (2.2.2)

sendo f (g, p) uma distribui¢do no espaco de fase e i’ uma célula elementar neste espago. Esta arbitrariedade
quanto aos valores possiveis para h' faz com que a entropia possa assumir valores infinitamente negativos.
Atualmente se sabe que k' deve ser a constante de Planck, caso contrdrio, esses desvios ocorrem ao considerar
células unitdrias tais que k' < h, ignorando o principio da incerteza [1.1.21] [71].

Contudo, nem sempre é possivel modelar sistemas reais que sejam isolados de qualquer influéncia conside-
ravel. Nestes casos (geralmente mais reais) € possivel expandir a teoria para sistemas mais complexos a partir
da sua interacdo com o ambiente. A primeira sofisticacdo seria permitir o fluxo de energia, dessa forma, um
sistema termodindmico simples em contato diatérmico, espacialmente fixo e impermedavel com um reservatério

com temperatura fixa. Neste contexto é introduzida a func¢ao particao Z,

Z=Y e PEi (2.2.3)
i

onde B = 1/kgT e E; é a energia associada ao i-ésimo microestado. A funcéo particao se relaciona com
a normalizagdo das probabilidades associadas aos microestados e a partir da sua construcao € realizada a
conexdo com a termodindmica,

F(T,V,N)z—%an(T,V,N), (2.2.4)

sendo F o potencial termodindmico de Helmholtz, configurando o ensemble canénico.
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Por fim, se além de um reservatério térmico a temperatura fixa, € permitido que o fluxo de particulas
com um potencial quimico u (também fixado), sdo possibilitadas as operacdes do ensemble gran canénico.

Analogamente a funcao particdo, define-se a grande funcéo de particdo,

E=) e PEFPuN: (2.2.5)
i

Por sua vez, a conexdao com a termodindmica toma a forma,
1
O(T,V, ) = —ElnE(T, V1), (2.2.6)

onde @ é o grande potencial termodinamico.

2.3 ENTROPIA DE von Neumann

Na mecanica quantica, os valores médios dizem respeito ao conceito de média de ensemble, ou seja, sistemas a
prioriidenticamente preparados’. Apés a realizacao da medida obtém-se uma caracterizacio estatistica dos
constituintes do estado final total, composto por todos os subsistemas onde a medicao fora realizada. Por
exemplo, ap6s a realizagdo de um experimento Stern-Gerlach (experimento SG), sabe-se que o estado fisico
do feixe de &tomos de prata ap6s a interacdo com o campo magnético externo possui uma populagdo de 50%
dos seus d&tomos colapsados em um estado de spin para cima e a parcela restante, também composta por 50%,
possui spin para baixo. Entretanto, ao sair do forno, ou em outras palavras, antes da medicéo, ndo se pode
caracterizar os estados fisicos dos &tomos que constitui o feixe: o spin individual de cada 4&tomo pode estar
apontando para qualquer dire¢do, em termos gerais, o estado fisico é randdémico.

Para o caso dos sistemas fisicos onde ndo ocorreu uma medicao, sabe-se que eles sdo compostos por um
numero finito de constituintes, de forma que é possivel atribuir um peso a sua populacio relativa de um dado
estado particular, p,;, com 1 < m < N associado ao m-ésimo estado |[m) e N é o nimero de individuos no
ensemble, ou o nimero de sistemas identicamente preparados. Nesse caso, deve-se tomar cuidado para nao
confundir o ntimero de individuos que compdem o sistema com a dimensao do espaco gerado pelos auto
vetores de um dado observével: o parametro N geralmente supera com folga a dimensdo do auto-espaco de um
dado operador. Tratando-se de uma populagdo fraciondria, a soma dos pesos deve ser a unidade, impondo a
condicdo

pm=1. (2.3.1)
1

M=

Além disso, ndo se tem nenhuma informacao geométrica dos kets antes da medida: eles podem muito bem
ser ortogonais entre si, como ndo, podem ser auto vetores de um operador em comum como também o podem
nao ser e nem é determinado se os operadores que os representam sao compativeis ou ndao. Sendo assim, é
possivel inferir a natureza estatistica deste conjunto: antes de realizada a medida em um sistema composto
pela populacgdo de estados fisicos e considerando que exista mais de um p,, diferente de zero, entao, se diz
que o sistema configura um ensemble misto. Agora, apds a realizacdo de uma medida, é verossimil analisar em
sua totalidade a parte da populagao fraciondria caracterizada por um certo estado fisico em comum, ou seja,

a coletanea de sistemas fisicos tais quais sao representadas por um tnico ket. Para este tltimo caso, da-se o

TEsta definicdo é justamente realizada para contornar as limitagdes impostas pelo colapso da fun¢do de onda
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nome de ensemble puro. Ou seja, um ensemble misto é composto por uma colecdo de ensembles puros.

2.3.1 Construcao do operador densidade

Objetificado o interesse na obtencao da medida de algum observével, este s6 serd possibilitado a partir de uma
meédia sobre ensembles. Considerando, por exemplo, o observavel G, que na construcio formal da mecanica

quéantica é um operador, obtem-se para sua média (G)

N
(GY="Y pm(m|G|m)
m=1

N
=Y pm(mGlim) (2.3.2)
m=1

N
= 2. 2 pm(miGlg)(glm).
m=1 &
Valendo a equagcao de autovalores G | g =g | g), obtém-se para a (G),

N
Gy =3 3 pml(g|m)Pg. (2.3.3)
m=1 &

A partir deste resultado, deve-se alertar a construcao de duas estatisticas independentes na obtencao de
uma tnica medida, os pesos populacionais de cada estado fisico, compdem uma abordagem estatistica que
acaba mediando a média de ensemble das previsdes quanticas, que também constituem um escopo estatistico
em si.

O formalismo quéntico permite quantas mudancas de base forem necessdrias, utilizando para isso a relacao
de completeza dada por,

ZIi)(il =1, (2.3.4)

sendo 1 o operador identidade, possibilitando escrever trocas de base de uma forma bem compactada. Dessa

forma, é possivel avaliar o valor esperado da seguinte forma:

N
(Gy=Y pm(m|1G1|m)

= i pm Y.y (mlliyil1G|j){j|m) 2.3.5)
m=1 i j

=ZZ(% pm<j|m><m|i>)<i|é|j>.
i j \m=1

O termo destacado entre parénteses é definido como o elemento de matriz de um operador hermitiano,

denominado operador densidade p,

N
pij=(ilplj)="Y pmilm)y(m|j). (2.3.6)
m=0

Conciliando a representacdo matricial da mecénica quantica com este operador, define-se a expressao geral

37



Capitulo 2. Entropia e emaranhamento

do operador densidade com,

N
p=) pmimy(ml (2.3.7)

Considerando esta construcao, a expressao para (G) toma uma forma mais compacta,

@ =YY (i
ij

ﬁZ|i><i|é|j)

1 (2.3.8)

pliiIG ) =3 (j
J

=2_(ilGlj) = TripG).
J
Onde a operacido Tr[pG] corresponde ao traco do operador resultante do célculo de pG, ficando assim
explicito o poder generalizado desta construcao: o traco é independente da representagdo.

Resumidamente, encontra-se que a média sobre ensemble de um observavel G é dada por,
(Gy = Tr[pG]. (2.3.9)

Agora, analisando o traco do operador identidade separadamente,

Tripl =) ﬁ_opm<j|m><mlj> = ﬁ_opm<m|(2|j><j|)lm>
D (2.3.10)

N
pp= ). pmlmy(ml=|m)(ml. (2.3.11)
m=1
Dai,
pppp = p3 =m) (mim) (ml =|m)(ml = pp, (2.3.12)
1
ou seja, pp € um projetor,
0% = pp. (2.3.13)
Somente para um estado puro entio,
Tr(p3] =1. (2.3.14)

Logo, os autovalores associados ao operador densidade de ensembles puros deve sempre ser zero ou um, de
forma que quando diagonaliza-se a matriz densidade pp espera-se encontrar um objeto matemaético na forma
de,
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0 0 0 0 0
0 0
ﬁp=0 0f,
0
0 0

Em contrapartida, um ensemble totalmente misto deve possuir a matriz densidade p s com estrutura,

1 0 0 O 0
0
1 1
m= 0 0 = N]lNr
1 ... 0
0 .. 0 0 O

sendo 1y a matriz idendidade N-dimensional. Imp6em-se entdo duas matrizes diagonais, sujeitas a mesma
condi¢do de normalizacgdo, que representam objetos fisicos diametralmente opostos. E conveniente entéo a
definicdo de uma grandeza que distingua as qualidades fisicas intrinsecas a cada objeto, neste espirito; define-se
a entropia de von Neumann,

Syn=—-kpTr(plnpl. (2.3.15)

Isto é, a entropia de von Neumann mede o desvio do sistema em relagdo ao estado puro, a quantidade de
informacdo degradada, mais uma vez, o caos. Como todos os elementos ndo diagonais de ambas as matrizes

sdo nulos, pode-se escrever a forma,

N N
Syn =—kg annlnpnn:_kB Z prninpy. (2.3.16)

n=0 n=0
Para um ensemble completamente misto, tem-se a entropia Sf‘)/IN, dada por,

1

N N
1
M =kg Y ppnln > NlnN:lnN. (2.3.17)

n=0 Pnn n=1

Em contrapartida, o operador densidade relacionado a um estado puro, resulta em uma entropia SIU’  nula,
sPy=In1=0. (2.3.18)

E valida a observacgio de que nesta defini¢do entrépica, recupera-se a interpretacdo da medida de desordem de

um sistema, o seu caos, que reflete o desvio do sistema de um estado puro.

2.3.2 Representacao dos ensembles micro-canénico e canonico quéanticos

A conex@o entre a mecanica estatistica e a mecéanica quantica é motivada a partir do segundo postulado da

termodindmica. Dai, pode-se extrair informagdes a respeito dos ensembles estatisticos a partir da extremizacao
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da entropia de Von Neumann, logo,

N
86S=0—> 6lpmmInpmml. (2.3.19)

n=0
E obrigada a restrigdo sobre este maximo de que a conservacio da probabilidade seja satisfeita, de forma a

inclui-se a restricdo,

M=

Tr(p

N
Pun=1—Y 6pnn. (2.3.20)
n=0

n=0

Sendo assim, a junc¢ao entre a restri¢do imposta e a extremizacdo da entropia é dada via multiplicadores de

Lagrange,
N
6S+y6Tr(pl=) (Inppp+1+y)=0. (2.3.21)
n=0

Considerando uma variac¢ao arbitrdria, ela s6 sera possivel se o objeto sobre soma for nulo de forma que,
pmmn=e"t=k. (2.3.22)

Determina-se a constante k a partir de uma simples normalizacao, obtendo k = %, recuperando entdo a
expressao para p .

Este resultado confirma o sucesso da construcdo: em seu estado mais fundamental, pj; remonta o en-
semble micro-candnico, nesse caso (excluindo a degenerescéncia), cada estado é caracterizado por um ket
especifico configurando um microestado. Como o peso estatistico de cada microestado é o mesmo, 1/N,
encontra-se naturalmente a hip6tese de microestados igualmente provéveis a priori, um dos passos pioneiros
no desenvolvimento de uma mecéanica estatistica consistente.

Embora tenha sido estabelecida a construgdo coerente da mecanica estatistica quantica, é igualmente

possivel a compactuagdo com o ensemble candnico, incluindo a restricao na extremizacao,

(Hy=Tr[pHl = U, (2.3.23)
ou seja, a média de energia possui um valor estabelecido. Sob mais esta condicdo, que remonta um sistema
fisico em equilibrio térmico com uma fonte, tem-se,

N
Y 8lpnnInpun+Pnn+ PnunBEn+YPnnl =0 . Inpmm+1+PE,+y=0. (2.3.24)

n=0

Sendo assim,
Pnn = Ce PEn, (2.3.25)

Pode-se determinar a constante a partir de uma normalizacao direta, da qual obtém-se

e PEn
Onn = W (2.3.26)
A expressao no denominador remonta a fungdo particdo,
N .
z=Y e PEi=Tre PH),. (2.3.27)

i=1
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Logo, a matriz densidade no ensemble candnico, expressa por,

1 A
p= EeﬁH . (2.3.28)

Uma vez determinada a matriz densidade de um certo sistema fisico, é possivel analisar a magnitude dos seus

valores médios. Se considerado o observavel A de interesse, tem-se para o seu valor médio A,
1 _BH ;
A=~ Tr[e P A]. 2.3.29)

Um caso especifico a ser tratado nos problemas de mecanica estatistica é a determinacado da energia média
de um sistema (E), também chamada de energia interna U. Neste caso,

1 7 A 0
(B)=U=—Trle " Hl =~ 5 InZ. (2.3.30)

Equivalentemente na mecéanica estatistica classica.

2.4 ENTROPIA DE Werhl

As duas entropias S [2.2.2] e S,y [2.3.15] ndo sdo simplesmente conectadas. Em particular, esté tltima nao se
reduz para a primeira no limite que /7 — 0. Contudo, é possivel realizar esta conversao a partir de uma defini¢do
intermedidria de entropia dada por Alfred Wehrl. Como fora comentado na definicao classica da entropia a
partir de [2.2.2], esta pode assumir valores infinitamente negativos devidamente a arbitrariedade quanto o
volume da célula unitaria, podendo violar o principio de incerteza. Para ajustar o modelo é considerada a base
dos estados coerentes |c)' com pacotes gaussianos de incerteza minima (op0o g =n/2). Tomando o traco de
[2.3.15] na base dos estados coerentes, tem-se

dgdp , .. .
Py (clplnplc). (2.4.1)

Syn=-—

A entropia de Wehrl Sy, é obtida realizando a substituigdo cldssica que consiste na troca de {c| In p|c) por

(c|plcyIn{c|p|c). Dessa forma,

dqd
swz—f 9%P (1 51y Indel ploy (2.4.2)
2nh

Como —xIn x é uma funcdo céncava (Fig.[2.1]),
Sw>Syn=0. (2.4.3)

Aigualdade Sy = S, é impossivel. Isto significa que Sy é sempre ndo nula mesmo para um estado puro.
Para diversos sistemas fisicos sujeitos a substituicdo classica, obtém-se um erro negligenciavel para funcées
suaves no espaco de fase com um volume > 7, contudo, se existem flutua¢des concentradas em regiées muito
pequenas, esta aproximacao nao é um bom modelo.

A construcgao de um espaco de fase quantico seria apropriada para a computacdo da entropia, contudo,

esta idealizacdo contradiz o principio da incerteza [1.1.21]. Agora, por outras vias é possivel realizar algumas

St i 5
*Onde [c) = e¢? mogHip o, A _ 1

V2hmo V2hmo

—c*a |0) é o auto-estado do operador aniquilacdo a|c) = c|c), sendo (mwg +1p).
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aproximacdes: Considerando um sistema quantico unidimensional com um estado puro genérico |1//(t)>, a

chamada distribuicdo de Wigner [74] é definida como,

Wi(g,p,t) =f dxe P (y ()| g - x12) (g + x/2|w (D)
ey (2.4.4)

:f dxe_ﬁ"’x/h(q+x/2|ﬁ(t) lg—x12),

sendo p(t) a matriz densidade de um estado puro. A distribuicao de Wigner é uma funcéo tanto da posicao

g como do momentum p, satisfazendo as condicoes,

2w (q,p,0 = (w(®)]|p)?
327 (4.0 = Iy (0] ) (2.4.5)

dqd
[ EEwg,p,n=1,

sendo a Ultima propriedade a normalizacdo. O conjunto de propriedades [2.4.5] torna tentadora a interpretacdo
de W como uma distribuicdo de probabilidades no espago de fase (g, p). No entanto, a distribuicao de Wigner é
fortemente oscilante e nao é positiva definida, sendo esta tiltima propriedade justamente o motivo que levou a
equacdo de Klein-Gordon[1.2.4] ao abandono, sendo resgatada posteriormente com uma nova interpretacao
como fora citado na introdugao deste trabalho.

Os motivos destas falhas na distribuicao de Wigner é justamente o principio da incerteza que nio permite
uma medi¢ao simultanea da posicdo e do momentum, assim, o maximo que pode-se fazer é descrever o sistema
em probabilidades de se encontrar a particula em uma posicao regida pela banda (g + 0 4/2, p £ 0, /2) com uma
incerteza minima o 40, = /2. Esta propriedade ¢é satisfeita pela distribuicdo de Husimi, que pode ser obtida a

partir da convolucao gaussiana da distribuicao de Wigner,
1 142 742
H(q,p,1) = Equ’dp’e‘m‘“("‘“)2”7‘('7"’ Pimoly g bl 1). (2.4.6)

Esta expressdo também é conhecida como transformagdo de Weistrass [75]. Nela, m é a massa da particula e
w é um parametro arbitrario. Os comprimentos dos fatores gaussianos indicam que a distribuicao mancha o
espaco de configura¢do com o4 = vi/2mw e reciprocamente no espago de momentum com o, = vimw/2,
respeitando [1.1.21]. Os diferentes valores assumidos por w corresponde a escalas de resolucado diferentes
provadas pelo sistema. Para sistemas oscilantes, incluindo campos de radiacdo, w é identificado como a
frequéncia.

Agora, uma propriedade importante da distribuicdo de Husimi é a de que ela é positiva-semidefinida,
H(g,p,0) = (clplc)={y|c)* =0, (2.4.7)

Isto é basicamente o traco da matriz densidade na base dos estados coerentes. Ela é construida de tal maneira
que observaveis escritos em ordem anti-normal seguem o teorema da equivaléncia éptica [73]. Isso significa
que é essencialmente a matriz de densidade colocada em ordem normal, isto é, pde-se os operadores criagdo a

esquerda dos operadores aniquilagdo,

caat=a'a, (2.4.8)

Este procedimento, também é chamado de ordenamento de Wick é essencial na teoria quantica de campos a
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f(x)

Figura 2.1: Gréfico de f(x) = —xInx.

fim de evitar o aparecimento de infinitos. A ordem anti normal consiste na inversido da légica construida em

[2.4.8]. Considerando a defini¢ao [2.4.7], é posivel escrever a entropia de Wehrlna forma,

__[dqdp
Sw = Py H(q,p)InH(q,p). (2.4.9)

A partir de [2.4.4], também é possivel definir uma definicdo entrépica alternativa,

S —i[ﬂEEW( Y InW (g, p) (2.4.10)
w= Py q,p)InW(q, p). A.

Agora, de forma pratica, considera-se um problema que € possivel ser resolvido analiticamente, o oscilador

harmonico unidimensional. Este sistema tem a hamiltoniana cléssica,

2 2 2
P Mg (2.4.11)
2m 2

Para o n-ésimo estado excitado, a distribuicdo de Husimi é dada por,

1 J0\"
mez—fﬁWT—). (2.4.12)
n! Aw
Substituindo esta expressao em [2.4.9] é possivel mostrar que,
Sw=n+1+Inn'-né(n+1), (2.4.13)

onde ¢ é a funcdo digamma. Assintoticamente Sy ~ In /7. Por outro lado, com excec¢do do estado fundamental,
a expressao para entropia conjugada [2.4.10], neste caso, oscila e se torna negativa, nao tendo sentido neste
problema especifico, contudo, é sempre possivel analisar as duas noc¢des entrdpicas e relaciona-las a partir da
convolucdo gaussiana. A Fig. [2.2] mostra a distribuicao de Husimie Wigner para o caso do oscilador harménico
no quarto estado excitado explorando bem o uso de cada uma destas distribui¢des.

Neste trabalho investiga-se regides intra-nucleares, de forma que é necessério rever a construcdo da entropia
de Wehrlnas varidveis e formula¢des compativeis com a cromodindmica qudntica (QCD, do inglés quantum
chromodynamics) a teoria fisica apropriada neste regime. Mas antes de realizar esta revisdo, é fundamental

introduzir alguns conceitos basicos da QCD, tarefa esta, realizada no préximo capfitulo.
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Figura 2.2: As distribui¢des de Wigner (a esquerda) e de Husimi (a direita) para o caso do quarto estado excitado do oscilador
harménico no plano (g, p). E possivel notar que a distribui¢cio de Husimi suavizou as oscilagdes abruptas que ocorrem na
distribuicao de Wigner além de ser sempre positiva ou nula. Esta figura foi retirada da referéncia [89].

2.5 CARACTERISTICAS ENTROPICAS GLOBAIS

A segunda lei se mostra muito ttil no desenvolvimento técnico-teérico da termodinamica, contudo ela néo é
um bom ponto de partida para revisar as entrelinhas da entropia. Nenhuma teoria cldssica o é, para isso, uma
base s6lida é dada pela mecanica quantica, nela, lidam-se com dois objetos, operadores ou estados (separagdo
tao drastica que é possivel separar a dlgebra quéntica em dois pictures), observando a entropia de von Neumann
[2.3.15], identifica-se que a entropia é do segundo tipo. Contudo, Boltzmann fora capaz de computar resultados
muito satisfatérios a partir da sua expressao [2.2.1]. Para fins elucidativos, é considerada a forma

S=1nQ, (2.5.1)

sendo Q) o nimero de microestados. A equacao [2.5.1] estabeleceu a conexdo com a entropia termodindmica
fenomenoldgica e quantificou o caos ou desordem do sistema, o qual, mais precisamente representa o nimero
de microestados associados a um macroestado de caracteristicas macroscopicas. Contudo, "nimero de
microestados"ndo configura uma qualidade que possa ser abordada a partir de uma analise cldssica, ou ainda,
a problematica ocasionada devida a arbitrariedade quanto ao volume de célula unitaria. Em contraste, estas
insercoes sdo bem compativeis com a teoria quantica: microestado pode ser relacionado com o ntimero de
estados puros relacionados a um dado sistema e a célula unitaria a um volume minimo regido pela constante
Planck.

Considerando que W contabiliza o niimero de estados puros equiprovaveis, entao,

1
p=5P (2.5.2)
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onde P é uma projecdo QO-dimensional, assim,
InQ=-Trplnp. (2.5.3)

Dessa forma, a expressdo que melhor contabiliza a entropia é a dada por von Neumann, nesta secao
simplificada como,
S)=-Trplnp. (2.5.4)

Ela ndo é tinica, contudo é a que melhor aborda propriedades intrinsecas a entropia como serd discutido
posteriormente.

Toda matriz densidade pode ser diagonalizada, de modo que, como jé foi demonstrado em [2.3.16], a forma,

S(P)=-)_prlnpy, (2.5.5)

é possivel. Sendo py a probabilidade de medicao do estado | k). Realizando N medidas, obtém-se que o sistema
encontrou-se Np,, vezes no n-éssimo estado. Agora, a matriz densidade nédo carrega consigo a ordem em que

estes estados foram obtidos, contabilizando R formas possiveis,

R N!
(P NP2 N)...(pr )Y

(2.5.6)

Assim, para N — ooé verificado que o produto de 1/ N com o logaritmo de R converge para S.

Ainterpretacdo deste resultado é possivel a partir da consideracdo de N c6pias do mesmo sistema, represen-
tado pelo espaco de Hilbert 7 ® 7 ® .... Neste sistema os microestados podem assumir a forma [1) ®[2) ® ...,
etc. Esse exemplo ilustra que o método boltzmaniano é mais compativel com a mecanica quantica do que com
a mecanica cléssica, justificando assim a obtencao das caracteristicas gerais da entropia de um ponto de vista
quantico. Neste espirito, é discutido de forma muito sucinta cada uma destas propriedades.

2.5.1 Propriedades basicas

A entropia é definida para qualquer matriz densidade, sendo sempre maior ou igual a zero e possivelmente
infinita. Para os estados puros e unicamente para eles, ela é nula.

O dominio de S(p) € [0,00), contudo, para as entropias cldssicas estende-se para todo IR.

Ela é invariante. Considerando, [2.3.16], sendo os autovalores de p, a entropia apenas depende da parte
positiva do espectro de p. Qualquer mapeamento p — p’ que mantém o espectro positivo invariante, mantém a

entropia invariante.

2.5.2 Concavidade

Considerando a concavidade, verifica-se que a matriz densidade do tipo,
ﬁ = /11[31 + Azﬁz, (2.5.7)
sendo p; e P2 matrizes densidade com A; =0 e A; =0 sob aimposicdo 1; + A, = 1. Entao,

S(P) = A1S(p2) + 125(p2). (2.5.8)
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Se dois ensembles sao dispostos juntos, o que matematicamente é descrito a partir da combinacao convexa
A101 + A2 p2, perde-se a informacdo que indica de qual conjunto uma amostra especial se origina e, portanto, a

entropia aumenta.

2.5.3 Aprimoramento de mistura
Para os autovalores de duas matrizes densidade p e p’, arranjadas em ordem decrescente, as desigualdades,
p1(p) < p1(p"),

p1(D) + p2() < pr(P") + p2(p), (2.5.9)
p1(P) + ...+ pr(P) < p1(p) + ...+ pr ().

Disso, é afirmado que p é mais mista ou cadtica que p’, valendo-se também a afirmac¢io de que p’ é mais pura
que p.
2.5.4 Continuidade

Nos espacos infinito-dimensionais de Hilbert, a entropia como uma funcao da matriz densidade é descontinua
em topologias usuais, contudo, existem algumas condi¢cdes de continuidade. Os problemas que surgem com
esta conexdo serdo aqui abordados em funcao de consideracdes técnicas que podem ser provadas para matrizes

de dimensao finita.
— Insensitividade: S é uma funcao continua de varios autovalores finitos p,.

— Semicontinuidade inferior: Considerando p, e p nos quais Tr{p — p,} tende a zero. Entdo,

S(p) = im infS(pn). (2.5.10)

— Limitacao em toda vizinhanca: Considera-se p a matriz densidade e ¢ um ntimero positivo ndo nulo
arbitrario. Entdo sempre existe outra matriz densidade ¢’ com Tr{p — p,} <€ e S(p') = oo, implicando na
descontinuidade de S(p). Para contornar esta limitacao, considera-se um indice suficientemente grande

r, com o conjunto de autovalores de g, {p,}, obedecendo,

, 1

Pe™ Tin 2’ (2.5.11)

para k> 1.

- Entropia é quase sempre infinita: Devido a semicontinuidades inferiores, os conjuntos {f : S(p) < n} sado

fechados e ndo densos, assim {6 : S(9) < oo} = U{p: S(p) < n}.

2.5.5 Aditividade

Agora, sendo J# e 7% dois espagos de Hilbert, com duas matrizes densidades p; e P, respectivamente. Entao

a entropia da matriz densidade p; ® p, no espaco 4 ® % é,
S(p1® p2) = S(p1) + S(p2), (2.5.12)

46



Capitulo 2. Entropia e emaranhamento

podendo ser generalizado que,
m nm
s(® ,én) =Y S(pn). (2.5.13)
n=0 n=0

2.5.6 Subaditividade e o traco parcial

Se consideradas novamente as quantidades definidas na secao que trata sobre a aditividade da entropia,
supondo agora que as matrizes densidade do espaco composto ndo sao independentes, ou seja, as matrizes no
espaco 7 = J ® % sdo mais gerais que p; ® f». Sendo {|a;)} a base de 4 e {|by)} a base de 7%. A matriz
densidade composta p pode ser expressa na forma,

p= D cijrilaiy(aj| @by (byl, (2.5.14)
ijkl

sendo c; jx; uma constante. O método utilizado para extrair a informacao intrinseca a 91 da matriz densidade p

é o trago parcial, realizado em relagdo a base de /%3, resultard em,

pr=Trap=) (bel Y cijrilai){aj|@|bi) (bylby)
r ! i,j,k,1 Y ' ! W—r’

6lr
= Y cijrilai)(aj|(brbr) by (2.5.15)
ri,j,k,1
= Y. cijkilaid(aj|<blb).
ikl
Ou seja, é uma definicdo da extensao linear do mapeamento,
Try:S®T — Tr([T]S, (2.5.16)

para qualquer matriz S € 54 e T € #5. Percebe-se que o valor esperado é independente da base, sendo de
alguma forma, uma contribuicao média devido o segundo sistema. De forma anéloga é possivel construir p,.

No caso classico tem-se as distribuicdes simples p;(w;) e p2(w») e a distribuicdo composta p(w;, w»).
Assim, a operacao similar ao traco parcial é neste caso,

pl(w1)=fdu}zp(w1,wz), (2.5.17)

e vice-versa.

Assim, a subaditividade afirma que,
S() =S(p1) +S(p2) = S(P1 ® p2). (2.5.18)

Sendo plausivel a partir da interpretacdo de que na formacao de g, e p, perde-se a informacdo a respeito das

correlacoes.
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2.6 EMARANHAMENTO QUANTICO

Em poucas palavras, o emaranhamento é uma relagdo exclusivamente quantica, aespacial e ndo local de estados
inicialmente simples que evoluiram para compostos. O exemplo do estado singlefo estd para o emaranhamento
assim como o experimento SGestd para a mecanica quantica, de forma que vale a pena explorar seu mecanismo.

Considerando o decaimento do pion neutro em um pésitron e um elétron,
7’ —e +et. (2.6.1)

Se o pion inicialmente estiver em repouso, o decaimento se dard na forma que tanto o elétron como o pésitron
mover-se-ao em direcdes opostas, com momentum linear de mesmo moédulo devido as leis de conservacao.
Além disso o méson pi neutro possui momento angular intrinseco (spin) nulo em contraste com o elétron e o
positron que sdo particulas de spin 1/2, fazendo com que a tinica configuracdo possivel seja de uma projecao de
spin +7i/2 e o outro com —//2, vide a conservacdo de momento angular. Logo, a tinica configuragdo possivel do
estado fisico do sistema antes de uma medi¢do |1//) é o singleto. Etiquetando com o sub-escrito P as quantidades
inerentes ao positron e E para o elétron, entdo, [1)p,||)p € 7P € |1)g,||) g € 7%. Sendo nesta notagao, o estado
de superposic¢do singleto,

1
ly) = Zpelbe=ihreihy) (2.6.2)

Independentemente da distancia em que se encontram as particulas geradas no decaimento, ao ser realizada
amedida da direcao do spin de uma, a outra é definida instantaneamente. Por exemplo, se na Terra € medido o
spin do pésitron obtendo o autovalor 7i/2, o elétron independentemente de onde esteja, na lua ou na nebulosa
de Orion, também terd seu spin definido, com —7/2, até pelo fato de que seria uma quebra de conservacio
grosseira a medigdo do spin do elétron detectar uma particula com /2, o elétron ndo pode estar em um estado
de superposicdo, o colapso da funcao de onda é instantaneo. Assim, a caracterizacao de um ente implica na de
outrem, configurando um sistema emaranhado.

Se um estado quantico ndo estd emaranhado, diz-se que ele é separdvel. Analisando sistemas finitos, tem-
se J¢, e ¢, com as bases {|a;)} e {|by)} respectivamente. O sistema composto deve ser contido no espaco
I = A, ® 73 tendo como base {|a;) ® |by)}, de forma que qualquer estado puro no sistema composto possa
ser escrito na forma,

|w) =2 ciclai) @by, (2.6.3)

ik
sendo ¢;j uma constante. Se existe um estado puro |y) € 7 que possa ser escrito na forma |y) = |y4) ® [y}),
com |1//a> €, e Wb) € %, ou seja, verificando [2.6.3], sua soma tem apenas um termo, é chamado de
separével e caso contrério, emaranhado. Verificando o estado singleto [2.6.2], nota-se que ele é do segundo tipo.

A matriz densidade do estado singleto é dada por,

1
o= 5(|T>P®|l>E(T|P®<l|E—|T>P®|l)E<l|P®<T|E—|l>P®|T)E<T|P®(1|E+|1>P®|T>E<l|p®(T|E)- (2.6.4)

Se for de interesse no sistema singleto do decaimento do pion neutro, obter apenas a matriz densidade no

espaco dos elétrons, por exemplo, utilizando a expressdo [2.5.15], tem-se que,

1
.ﬁE=Trpﬁ=§(|T>E<T|E+|l)E(l|E)- (2.6.5)
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Além disso, verifica-se o fato de que é impossivel descrever o singleto como um estado puro exclusivamente
de /7, ou %}, assim, computando a entropia de von Neumann do sistema total, em relagao a matriz densidade
completa, resulta num valor nulo, é um estado puro. Agora, tomando o traco parcial e calculando a entropia
novamente, serd obtido uma entropia nédo nula, sendo esta, a entropia de emaranhamento.

A partir desta breve discussado a respeito do emaranhamento quantico bem como de algumas de suas
operagoes, do breve resumo do desenvolvimento histérico e das principais caracteristicas relacionadas a
entropia, agora é necessdrio revisar brevemente as propriedades fisicas do modelo a partons e das TQC'’s a ele
relacionadas, para que seja possivel estabelecer as no¢ées entrépicas introduzidas no regime da fisica das altas

energias.
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Modelo a partons e QCD perturbativa

Neste capitulo é abordado os métodos relativos a QCD na sua forma perturbativa a fim de compreender as
propriedades basicas do modelo a péartons, bem como suas caracteristicas.

Também é realizada uma revisao breve sobre as equacdes de evolucdo para as distribuicées de partons no
ntcleon, com maior enfoque na distribuicdes de gltons.

Em particular, se discute as equacdes de evolugdes lineares como DGLAP e BFKL e os seus limites em
altas energias (ou pequeno x de Bjorken). O controle do crescimento do niimero de ocupacao dos gltions em
altas energias levard a necessidade de construirem-se equacgdes de evolucao nao lineares, como a equagao de
Balitski-Kovchegov (BK). Aproveita-se a discussao desta tltima para introduzir o formalismo de dipolos de cor e
a escala de saturacdo partonica.

Sao utilizadas neste capfitulo as defini¢des estabelecidas em [76], sendo elas,

- ¢, tanto para etiquetar os quarks quanto para a transferéncia de quadri-momenta, g* = k* — k'*, tendo

sua desambiguacao aplicada no contexto de utilizacao.
- k*, quadri-momentum do elétron incidente;
- Kk'*, quadri-momentum do elétron espalhado;
- P, quadri-momentum do préton;
- p*, quadri-momentum do parton;

- @2, quantidade que mede o quanto o f6ton virtual se desvia da camada de massa, chamada virtualidade
do foton.

- x, varidvel cinemadtica de Bjorken, definida como,

2
x= Q ; (3.0.1)
2P-q
— z,variavel cinematica definida como, )
Z= Q ; (3.0.2)
2pi-q
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¢, fracao de momentum do i-ésimo parton em relacdao ao momentum do préton,

pl =P (3.0.3)

w, varidvel cinematica dada por,
; (3.0.4)

==

- y é ainelasticidade, uma varidvel cinemaética dada por,

_LPq (3.0.5)
Y= Pk .0.
- v, variavel cinemadtica dada por,
p-
v=""149 (3.0.6)
mp

sendo m; a massa do nucleon, embora neste capitulo seja recorrente o uso do préton de massa 7.

Tendo em vista a complexidade matematica adjacente as teorias quanticas de campos, € essencial apresentar
uma convencdo da notagao que serd utilizada neste trabalho: Os tri-vetores serdo indicados por uma seta
superior, para o vetor A, por exemplo, serd utilizado A. Os quadri-vetores terdo um indice ou sub-indice
com um cardcter grego, na forma A, podendo também ser representados simplesmente por A, sendo que a
desambiguacio se revelaréa frente a operacdo em que o objeto performa. A partir de agora, utiliza-se a notacdo
de unidades naturais, as quais,

h=c=kp=1. (3.0.7)

Dai, recorre a relacao entre as unidades de medidas,
[massal = [energial = [z‘empo]f1 = [comprimento]f1 =GeV, (3.0.8)
sendo estas grandezas sujeitas a relacao de conversao,
1GeV = 5,0677fm™". (3.0.9)

Além disso, o regime das altas energias é aquele para o qual se tem,

s — 00, (3.0.10)
x—0, (3.0.11)
Y =Inl/x — oo. (3.0.12)

com Q? fixo. Aqui, s é uma das variaveis de Mandelstam (apéndice A), x é a variavel de Bjorken que sera
devidamente explanada neste capitulo e Y é a rapidez onde mais detalhes a respeito da sua definicao e uso
podem ser obtidos no apéndice B. Como a partir de agora, lidar-se-4 com as teorias quéntica de campos, tendo
arelatividade restrita como um pré-requisito das manipulagdes matemadticas aqui estabelecidas, o ideal é tratar
com grandezas que sejam invariantes de Lorentz. O referencial onde o regime de altas energias tem sentido é

chamado de Breit frame.
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3.1 REGRAS DE FEYNMAN

A teoria quantica de campos se apoia em trés pilares, a teoria lagrangiana de campos, a mecéanica quantica
e arelatividade restrita. Destes, reitera-se que a mecanica quantica, tem no seu ntcleo duro, o principio da
incerteza, sendo sua manifestacdo na medida, o fato de que sempre obtém-se estados provaveis, nunca uma
configuragdo com total precisdo.

Por exemplo, o processo e e” — u*u~. Nele, pode-se calcular a se¢do de choque e compara-la com os
dados experimentais. Contudo, como é possivel afirmar com certeza que foi este processo que ocorreu? Ainda
mais que na formulacdo da secdo de choque é impossivel analisar processos tinicos, para isso ela é escrita em
relacdo a um fluxo continuo de espalhamentos e deles retira-se a sua estatistica.

E perfeitamente possivel neste processo, que ocorra de um dos férmions emitir um féton e outro deles
absorver este foton (e*e™ — u* u~ (+y)). Agora, em uma sequéncia de espalhamentos que ocorrem em quan-
tidades astronémicas, nao é possivel dizer em qual processo exatamente este fen0meno ocorreu, apenas é
permitido avaliar contribuicoes médias. O método das teorias quanticas de campos afirma que, neste exemplo,
o processo ete™ — u*u~ ocorre na ordem principal e os processos e”e” — u*u” (+y) ocorrem na proxima
ordem. Agora, e se este f6ton emitido por algum dos férmions decair em um par elétron-pésitron? Surge um
namero infinito de possibilidades. Dai se afirma que existem infinitas ordens e quantas mais forem calculadas,
mais preciso se torna o resultado, podendo chegar a previsdes com dez digitos de precisdo (ndo a toa, sendo a
eletrodindmica quéantica a jdia da fisica). Os processos que ocorrem na ordem principal sao mais provaveis e as
préximas ordens tem cada vez menos contribuicoes estatisticas, pode ser pensado como uma espécie de série
de poténcias finita e convergente.

Deste raciocinio percebem-se duas limitacdes na computacdo. A primeira é a dificuldade de calcular
infinitas ordens da se¢do de choque a fim de se obter um resultado cada vez mais preciso. A segundo é que a
computacdo das ordens além da ordem principal geram infinitos na teoria.

A fim de facilitar a computacéo das correcdes nas secoes de choque, introduzem-se os diagramas de
Feynman. A ideia é, para cada processo possivel, associar uma representacao pictérica. Por exemplo, para o

espalhamento e*e™ — u* u~, é associado o diagrama,

E uma das possibilidades envolvendo a emissdo e absor¢ao do f6ton,

A primeira vista, estes diagramas parecem uma mera ilustracdo, contudo, todas as informacoes do processo
podem ser derivadas a partir da sua anélise. Observando o diagrama da ordem principal, os férmions sao
representados por setas que se unem num ponto preto, o vértice. As setas representado em azul sao as particulas
e elas apontam na direcao em que o tempo cresce, por outro lado, as setas em laranjas estdao na dire¢dao oposta

do tempo, sdo as anti-particulas. Dai vale a prescricdo de Feynman-Stueckelberg, onde os estados livres de
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energia negativa sdo reinterpretados como estados de energia positiva voltando no tempo. Em cada vértice
deve existir a conservacdo de quadri-momentum e o simbolo que une dois vértices é o propagador, neste caso,
sendo o féton em vermelho. As particulas que sdo representadas entre vértices sdo sempre virtuais.

Agora, é necessdrio introduzir formas matematicas associadas a cada simbolo. Os campos quantizados de

Dirac sao dados por,

v(x )—Zf PE &;u;,e ”'x+lA7§v;,eﬁ”'x), (3.1.1)
V(x) = Z f o e bs S o5 P 4 s i elh ), (3.1.2)

Onde a barra indica o espinor adjunto, % = Y’y ', sendo y° uma das matrizes de Dirac,

1, © 0 oF 0 1
0 2 k 5 2
_ R . _ (3.1.3)
Y (0 —112) ¥ (—ak 0) Y (112 0)
Com k =1,2,3 e 0. sendo as matrizes de Pauli.
Os campos [3.1.1]-[3.1.2] representam férmions com quadri-posi¢ao x e quadri-momentum p. Aqui w, = |p|.
a e b sdo os operadores criacdo; a e b os operadores aniquilacdo. Sendo eles sujeitos as relacoes de anti-

comutacao:
ay,ay"y = a3, ag = by, by "y = by, by =0, (3.1.4)

e,
ay"y = b, by = 840 218 (0 - 9. 3.1.5)

A base para os espinores, com quadri-momentum p* é,

us(p)=('p'cfcs), vx(p)=(vp'(fns), (3.1.6)
VP-0{s VP01

1 0
com{; =1 = (0) elo=n2= (1) Estes espinores satisfazem,

2
Y us(pis(p)=p+m, (3.1.7)
s=1
2
Y vi(p)is(p) = p—m. (3.1.8)
s=1
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A partir destas construcdes é possivel estabelecer as regras de Feynman, inicialmente no contexto da QED.

No calibre de Feynman, o propagador do féton é escrito como,
T pP+ie
Sendo g,y a métrica de Minkowski. O propagador fermionico €,

1(p+m)
pZ—m?+ie

> —

A seta aponta para a direita para particulas e para a esquerda para anti-particulas. Para linhas internas, a
seta aponta na direcao do momentum.
As linhas para fétons externos é representada pelos vetores de polarizacao,

= eu(p)

= €,(p)

Aqui, os circulos hachurados indicam o resto do diagrama.
As linhas fermidnicas externas, sendo u 0s espinores para os elétrons e v os espinores dos positrons,
Estas definicdes serdo utilizadas a fim de construir a matriz de espalhamento #, onde os seus elementos

sdo dados por,
Sir={f|<L1i. (3.1.9)

Aqui | f) e li) sdo os estados finais e iniciais respectivamente. Estd matriz relaciona-se com a amplitude de

Feynman a partir da relacao,

(f|Z-11iy=1m**O_po) {f|.#i). (3.1.10)
i
No espago de fase invariante de Lorentz (LIPS, do inglés Lorentz invariant phase space), a amplitude de
Feynman relaciona-se com a se¢ao de choque diferencial na forma,

1
o= —
(2E)REp)|U; — vfl

|.4?dlps, (3.1.11)

sendo 7; a velocidade inicial do projétil e 7’y a velocidade final do projétil espalhado.
A barra sob ./ indica que ap6s a sua construgao, ela deve ter mediada pelos estados de spin do processo.
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=u’(p)

Y

)

< =7°(p)

=v(p)

A

Observando o diagrama do espalhamento e*e™ — u*u~, a sua amplitude de Feynman serd dada por,

~igyuy
q?

i = (—ieyM)uqa(p1)] [ (—ieyV)ve(ps)l, (3.1.12)
onde g é o momentum transferido e a, b, ¢, d etiquetam o estado de spin do espinor. Cada cor nesta equacao
corresponde ao grafo no diagrama do processo e para cada vértice fora adicionado um fator de —iey*. Os
estados finais de cada um dos lados do diagrama fica na esquerda, entéo é inserido o vértice, o estado final e
ambos os lados sdo separados pelo propagador.

Ap6s mediar os spins sob o médulo quadrado de .#, obtendo |.# |, utiliza-se a equagao [3.1.11] para se
obter a secdo de choque diferencial do processo.

Tendo em vista os numerosos processos possiveis em casos reais, bem como as relagdes que as teorias
quanticas de campos podem descrever, o assunto € extenso, contudo o que fora discutido por aqui é suficiente
para os objetivos do trabalho.

Os diagramas de Feynman fornecem facilitagées na hora de descrever inimeros processos em um espa-
lhamento, contudo nada fora dito a respeito dos supracitados infinitos que aparecem conforme se fazem as
correcoes de ordens maiores; para isso, serd necessdrio utilizar de um dos programas da chamada renormaliza-

¢do, especialmente, na investigacdo do modelo a pdrtons, a regularizacdo dimensional.

3.2 REGULARIZACAO DIMENSIONAL

Da teoria quintica de campos, mais precisamente, na eletrodinamica, a no¢ao de viacuo tornou-se mais
complexa, podendo agora ser polarizado. Nos estudos da flutuacdo do vacuo, Dirac escreveu a densidade
hamiltoniana do vacuo, sendo esta caracterizada como a soma de infinitas frequéncias de oscilacdoes dos
campos eletromagnéticos,

dk 1

- At a4
H= (2n3)wk (akak + 2). 3.2.1)

Uma vez escrito esse hamiltoniano, é possivel calcular a energia dos niveis menos energéticos, contudo,

(Ol HI0) = isz%ik:oo, (3.2.2)
4an
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sendo esta a energia do ponto zero.
Ocorrendo flutuagdes no vacuo, reacoes como a geracdo e aniquilacdo de um par elétron-pésitron é

permitida, tendo seu diagrama dado por,

k-p

—ezf i ! ! Triyt (k- p+m)y* (k+m)]
2m? (p— k)2 — m? k2 —m? 4 p Y

Para, k* > p*, é possivel escrever,

, [ d'k K2
(2m)4 k4

~ f kdk = oo. (3.2.3)

Estas integrais divergentes aparecem em grande parte dos fendmenos além da ordem principal na QED. Para
corrigi-las é necessdrio reformular as integrais de forma que elas se tornem finitas. Para isso, sdo introduzidos
alguns parametros reguladores nas integrais, ap6s alguma manipulagdo algébrica a resposta que contém o
observével de interesse é escrita em uma forma finita e a parte divergente fica por conta do regulador que serd
removido; sendo este o programa da chamada renormalizagdo. Esse é um assunto abrangente, rico em métodos
e formas, tanto que a renormalizabilidade se tornou um parametro central nas teorias quanticas de campos.
Neste trabalho abordaremos apenas a regularizacao espacial.

A regularizacdo dimensional consiste em modificar a dimensao das integrais divergentes fazendo com que
a parte finita e divergente se desmembrem. Contudo, para isso, é necessario definir as grandezas estabelecidas

em quatro dimensées para D-dimensoes. Inicialmente, o tensor métrico,

§¥=-g'"=1 i=12.,D-1, (3.2.4)

gt=0 v#£pu (3.2.5)
O D-vetor AY = (A%, A, ..., AP~1) deve responder,
D-1
A? = AFA, = Ay AP = (A0)% = Y (A2 (3.2.6)
i=1

Como exemplo, considerando que se deseja remover as divergéncias de uma integral na forma,

() = — f d'k (3.2.7)
V= omt ] GZts+ie? -

Para isso, Feynman indicou uma série de integrais que poderiam ser rescritas em formas convenientes para

arenormalizacao, sendo a do caso de interesse,

LTn-2) 1

d L,
f(k2—5+ﬁe)” =D ey T e nz3, (3.2.8)
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onde I'(n) é a funcdo gama definida como,
I'(n)= f x" e ¥dx, (3.2.9)
0

Agora, as integrais da forma [3.2.7] foram definidas no espaco de fase invariante de Lorentz, quadridimensio-
nal. No método de regularizagdo dimensional, considera-se D = 4 —1, onde 1 tem um valor pequeno e positivo.
Entao supoe-se,

I1(s) = y_”H,,(s), (3.2.10)

onde fora introduzidos os parametros p*. Dai, resulta que,

u" d* "k i 1 s\ 7?2
I1 = = — 3.2.11
n(s) (2m)4-n f (k2 +s+1€)2 1672 (4n)n/2% (N) ( )
No limite em que n — 0,
1
s = 1-2nlns+... (3.2.12)
2
T(n/2) = ERR AR (3.2.13)

sendo y = 0.57721... a constante de Euler-Mascheroni. Assim,

1 2 1 s
HT)(S):@ [E—y+ln4n —Wlnl? (3.2.14)
De forma que, .
. 1
}1131)[1'[,,(3) =TI (s0)] = —@ln(s/so). (3.2.15)

Como visto, a partir deste método, é possivel tornar as integrais finitas.

3.3 ESPALHAMENTO ELETRON-PROTON ELASTICO

Uma vez introduzidas algumas das ferramentas presentes na teoria quantica de campos, agora € necessario
fazer o seu uso a fim de investigar o modelo a partons. Inicialmente, em baixas energias, o préton nio apresenta
nenhuma estrutura interna, sendo indistinguivel como um férmion elementar, de forma que o espalhamento

e~ p* pode ser aproximado satisfatoriamente pelo diagrama,

A secdo de choque relativistica para um espalhamento coulombiano de duas particulas de spin 1/2 no
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referencial LAB é dada por,

do as E( ,0 ¢ ,0
(d_Q)LAB T aEsent0/2) E\°0° 2 2m2 2N 2) (8.3.1)

sendo E e E' a energia inicial e final do elétron incidente, @, a constante de acoplamento eletromagnético, g* =
k' — k" 0o momento transferido e 6 o dngulo de espalhamento. No referencial LAB com o préton inicialmente
em repouso, num limite em que a aproximacao m, = 0 é satisfatoria, é possivel relacionar algumas destas
quantidades a partir da relacdo g = —2k- k' = —4E'E sen?(0/2).

Seria esperado que a equacdo [3.3.1] fixasse sua estrutura para distincias arbitrarias, como por exemplo,
no espalhamento elétron-muon, mesmo que ela exigisse algumas correcoes quanticas. Para realiza-las, é
excluido o elétron do problema e é inserido um féton virtual com quadri-momenta g*. O tipo mais geral de
parametrizagdo desta interacao, fora da camada de massa com uma particula de spin 1/2, revela dois fatores de
forma: F;, devida a contribuicgdo elétrica e F», devida a contribuicdo magnética. Neste caso, o vértice pode ser
escrito como [@(p'][ieT*][u(p)], sendo &(p’) o espinor espalhado e u(p) incidente, ambos relativos ao préton,
na camada de massa. A decomposicdo de I'* é dada por,

oo 2 ioH
I'“(q) = F1(q7)y +2m

Fa(q™), (3.3.2)
p

onde o operador ¢*" é dado por,

oH = %[y”,yv]. (3.3.3)

Apenas utilizando a eletrodindmica quantica (QED, do inglés, quantum eletrodynamics), observa-se que
F1(g%) possui contribuicoes divergentes e precisa ser renormalizada. A condicio de renormalizacéo é F; (0) =1,
e neste caso resulta em uma carga protonica Q = +1 (em unidades da carga elementar) para longas distancias.
Numa corre¢do de primeira ordem, F,(0) = a2 /27, que corresponde a uma correcao no momento magnético,
usualmente expressa na forma, g, =2+ az/m +....

Para o préton, sabe-se que g, = 5,58, que € bem distante de 2,5. Sugerindo que o préton ndo pode ser
considerado uma particula puntual. Assim, repetindo o célculo da secao de choque, considerando o vértice
[i(p'l[iel*][u(p)], obtém-se a formula de Rosenbluth:

( do a? E' 2

2
_) - % £ 2 49
dQ ) rosen 4E2sen*(0/2) E

-1 _p?
1 4}77,%) 2

20 q

cos® — — ——
2 2m?

]
(F) + F»)? sen25 ) (3.3.4)

Dessa forma, se o préton interage apenas através da QED, F; e F, podem ser calculadas e comparadas com
os dados experimentais. Por exemplo, num espalhamento elétron-tau, e~ 77, Iépton-lépton, para |q2| > m?, F
tende a zero e F; possui uma dependéncia logaritmica com a energia. Tendo o préton e o tau massas proximas,

é esperado que estes resultados sejam replicados. Contudo, o préton tem um comportamento bem diferente,

-2

2
F (672) ~ (1 - Mw) . (3.3.5)

Os fatores de forma sao muito tteis pois eles sdo derivadas a partir da transformada de Fourier de potenciais
de espalhamento pela aproximacdo de Born. Os resultados relativos ao préton apontam para uma forma expo-

nencial p(r) ~ e~"/", com um raio caracteristico ry = 1fm, o que nao impressiona, é justamente o comprimento
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de onda de de Broglie protonico. Contudo, este formato indica um comportamento de escala, que deve ser

investigado mais a fundo em energias ainda maiores.

3.4 ESPALHAMENTO ELETRON-PROTON INELASTICO

Como fora argumentado, no espalhamento e~ p* conforme a energia aumenta, o proton comega a se romper.
Em alguns casos a reacdo e~ p* — e~ p*n¥ se torna possivel, e com um aumento ainda mais dréstico a quebra é

completa (Fig[3.1]).

Figura 3.1: Conforme aumenta a energia do espalhamento elétron-préton a estrutura protonica é revelada.

Neste regime altamente energético, o espalhamento é dito profundamente ineldstico (DIS, do inglés, Deep
inelastic scattering). A consideracdo do vértice [i(p'][iel'*][u(p)] ndo é mais suficiente e devem ser consideradas
asreagdes y* p* — X, sendo X qualquer coisa que seja gerada a partir da quebra do préton. Dessa forma, em
troca da substituicao do vértice, € parametrizada a se¢dao de choque em termos de g* e P¥,

( do ) = ai E,L’WW (3.4.1)
dQdE']  4mmuq* E Y "
sendo Ly o tensor leptonico, que carrega as informacgdes da polariza¢do do lépton. Para um espalhamento ndo

polarizado, L, € dado por,
Lyy =20k, by + kyky, — k- k' gpu). (3.4.2)

Considerando novamente um espalhamento despolarizado, a forma mais geral do tensor hadrénico é dada
por,
K agv pP. pP-
WH =W, (—g!W+ %) - W (P”— —qu“) (P"— —qu"). (3.4.3)
q q q
As quantidades escalares as quais W) e W>» podem depender devem ser invariantes de Lorentz, sendo elas,
P*=m3, g* e P-q. Usa-se Q = \/—q? >0, que ¢ a escala de energia na colisdo e, no referencial LAB,
P-q

ve——=(E-E) (3.4.4)
mp

Além disso, é possivel utilizar a varidvel de Bjorken,

QZ

. 4.
2P-q (8.4.5)

X
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Dessa forma, contraindo o tensor leptdénico com o tensor hadronico,

do a? mp ,0 1 50
(deE’) = 87E% sen®)2 TWZ(x’ Q)cos E + m—pwl sen E . (3.4.6)

No caso ineléstico esta secao de choque revela todas as caracteristicas que sdo necessarios.

Originalmente proposto por Feynman, o modelo a pdrtons refere-se unicamente aos objetos nos quais o
hadron se quebra. Uma vez estabelecida a conexdo com a QCD, os partons nao sé podem ser identificados com
os quarks, assim como aos anti-quarks e os glions; contudo, aqui ainda é assumido que os partons sdo meras
partes do ntcleon, eletricamente carregadas e no caso em analise, do préton. Para testar o modelo a partons,
é necessadrio verificar os fatores de forma considerando que o elétron espalha elasticamente os constituintes
protonicos de massa m,;.

Para realizar esta avaliacdo, considera-se o quadri-momentum inicial e final do parton pf e p; respectiva-

mente, entdo, via conservagao de momentum, pf +qgt = p?, dai,

Q2
2pi-q

=1. (3.4.7)

Mas o quadri-momentum do parton ndo é diretamente mensurdvel. Assim, assume-se que ele possui uma
parcela ¢ do momentum do préton,
pl =¢pH, (3.4.8)
ou seja,
§Q?
X =
2pi-q

Dessa forma, a medida de x revela a parcela de momentum que o parton carrega do préton pai.

=¢. (3.4.9)

Agora, considerando que os partons pouco interagem para que seja possivel calcular o espalhamento
elastico e™ g utilizando teoria de perturbacao, de forma que os fatores de forma possuam apenas uma fraca
dependéncia logaritmica com Q? (similarmente ao espalhamento e~ u~ bem conhecido via QED), tendo o
momentum partonico inicial fixo, ou seja, com x constante. A se¢do de choque aproximadamente independente
de Q? com x fixo é conhecida como escalonamento de Bjorken, confirmada experimentalmente [Fig.3.2].

Inserindo mais um ingrediente no modelo partonico, as probabilidades cléssicas f;(£)d¢ do féton interagir
com o i-ésimo parton com uma parcela { do momentum do préton. Estas f;({)’s sdo conhecidas como fungoes
de distribuicdo parténicas (do inglés, parton function distributions, PDF’s). O modelo prevé que a secao de
choque para o espalhamento e” P* — e~ X, o7, é dado por e” p; — e~ X, 0, onde p; é o parton com momentum
p? = ¢PH, integrado sobre todo ¢,

1
UT=Zf0 déf;i©)op. (3.4.10)
i

Assumindo que os partons sao livres, exceto pelas intera¢des eletromagnéticas, o elétron espalha apenas
as particulas carregadas, que no préton, sao os quarks. Para um dado quark de momentum p;, a secao de
choque partonica e” g — e g, 0, € aproximada por um espalhamento puntual na QED, dada pela f6rmula de
Rosenbluth, com F; =1 e F, =0, entao,

Q*  ,0

cos® = + — sen’—
2 qu 2

do a2Q?
( P Qi (3.4.11)

Q2
aQ )LAB T 4EZsen*(0/2) )

S(E—E’——
qu
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HERA F,
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Figura 3.2: Escalonamento de Bjorken confirmado experimentalmente via DIS. No eixo vertical se tem os valores para a
funcéo de estrutura enquanto no eixo horizontal se observa a variacio de Q2. A variacdo para diferentes valores de x fixados
revelam mudancas suaves nas funcgoes de estrutura. Figura obtida na referéncia [77].
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sendo Q; a carga do quark.
A fim de obter a se¢do de choque de DIS, é necessdrio integrar a expressdo [3.4.11] sobre o momento do

parton incidente. Sendo assim, obtém-se o resultado,

azQ? 2mp ,

6 1

- . 24— el

= z ﬁ(x)4E2 sent(@72) | Q2 x°cos” - + ) sen”_ |. (3.4.12)
1

(dop)
dQ Jpap

Comparando [3.4.6] com [3.4.12] obtém-se as relagoes,

Wi(x,Q) =21 ¥; Q? f; (x);

. (3.4.13)
Wa(x,Q) =815 % Q2 fi().

E estas relacdes configuram uma base concreta para a predi¢do experimental do escalonamento de Bjorken,
pois sdo as quantidades W (x, Q%) e Q> Wa (x, Q) fracamente dependentes de Q com x fixo.

Outro resultado que pode ser extraido das expressoes [3.4.13] é a relacdo de Callan-Gross, dada por,

QZ
Wl (x) Q) = 4x2 WZ (xy Q)r (3414)
sendo valida no regime em que se tem Q > m,,. A proporcionalidade entre as fun¢des W podem ser revertidas
2 2
em alguns passos matemadticos para se perceber que se trata do fator 207 = 2;227 no espalhamento e”qg — e g;
q p

de onde interpretou-se que os quarks sdo férmions de spin 1/2.

3.5 REGRAS DE SOMA

Se as PDF’s sao regidas por teorias de probabilidades, elas devem conter consigo alguns vinculos. Por exemplo,

se um préton tem exatamente um par quark down-antidown, estes devem ter algum momentum, logo,

fdé[fd(é) -fié1=1 (3.5.1)

Similarmente, como o préton possui dois quarks up e nenhum quark strange,

f dELFu() — fa(®) =2, f AELS(©) — f:(O)] = 0, (3.5.2)

aplicando-se também a integral do quark strange para o caso dos quarks bottom e charm. Nao existe regra de
conservacdo para o namero de gliions exclusivamente como existe para os demais quarks, contudo, somando

sua PDF as demais, deve ser considerado que,
fofj(ﬁ)dcf: 1. (3.5.3)
J

Ainda levando o caso do préton como exemplo: as regras de soma aqui apresentadas resultam em 0, 38,
ou seja, apenas 38% do momentum do préton esta contido nos quarks de valéncia (up e down), por sua vez
os glions carregam consigo uma parcela que varia de 35% — 50%, dependendo da escala (e como visto na
introducao, para altas energias este valor explode). O restante dos quarks ndo computados sdo chamados de

quarks de mar. Estes resultados podem ser analisados na Fig[1.7].
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3.6 EQUACOES DGLAP (Dokshitzer, Gribov, Lipatov, Altarelli, Parisi)

Até agora mostrou-se a derivagdo das propriedades mais gerais do modelo a partons como o escalonamento
de Bjorken e a relacao de Callan-Gross. Contudo a partir da verificacao da Fig.[3.2] é possivel considerar que
ocorrem flutuagdes com a variacdo de Q2. Para que fossem obtidos as propriedades gerais do modelo partdnico,
assumiu-se para a se¢ao de choque do espalhamento e” p* — e~ X a dependéncia do tensor leptonico Ly, e

hadronico W,y (x, Q). Agora assumindo Wuv(z, Q) como a versdo partonica de W,y (x, Q), sendo z,

Q2
2pi-q

z . (3.6.1)
Utilizando a assunc¢do de probabilidade ligada a pf =¢PH com 0 < ¢ <1 é dada pela PDF f;(¢). Entdo, x = zé

e é necessdrio integrar sobre ¢,

1 1
Wy (x, Q) =Zj(; dzfo d{ﬁ(f)WW(z, Q)5(x - &)
l 1 (3.6.2)
dé .
:Zf ?fl(f)Wyv(-X«'/f,Q)

Inicialmente, na QCD perturbativa, verifica-se a ordem principal, com @(a?), sendo a; a constante de
acoplamento forte, o tinico processo partonico que contribui para Wy, é y*q — g. Entao, considerando pé‘ e

P =pi+q",

ATV le dspf 1 o v 4 4
w (z,Q)=—2 B _2Ef Triy"piy prl@m) o™ (pi +q - py)
(3.6.3)
o2 v, "9\ 4z ( 4 pi-q v_Pisq
=2mQ; [(—g” + 72 )+Q2 (pl.— - qﬂ)(pi__qz q )]6(1—2).

~ 2 .
Ou seja, W) = 27!Q§6 (1-2)= %Wg, confirmando a relacdo de Callan-Gross em primeira ordem. Substi-
tuindo a relacdo [3.6.3] em [3.6.2], se reproduz [3.4.13] confirmando a normalizacao.

De maneira simples, vamos assumir o fator de forma Wy = —g"” Wy Para o tensor hadronico,

2
Wo(x, Q) =3W1(x,Q) = W2(x,Q) (mf, + Q—z) ) (3.6.4)
4x
Q > my, implica Wy = 2W) na ordem principal. Em particular,
Wolx, Q) =4my_ Q? fi(x). (3.6.5)
i

Esta equacao incentiva o uso de W, como uma defini¢ao de PDE valida além da ordem principal. Desta
forma, é possivel calcular a dependéncia em Q das PDF’s. Entdo, na ordem principal, WOOP = 471Q?6 (1-2).
Agora, em primeira ordem, considera-se os diagramas,

A interferéncia entre a ordem principal e o loop nos diagramas pode ser renormalizado utilizando o método
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e o 1

dimensional. Inicialmente, para emissao virtual, em (4 — €)-dimensoes se tem,

4mp\2T(1-€/2) ( 8 6 n?
Wy =4 —c —_— |- -=- 8—— 5(1- 3.6.6
0 ”Q F( Q@ ) Td—o 2 (1-2) ( )
Sendo Cr o operador de Casimir, dado por,
cpo Ve (3.6.7)
F = 2NC y .0.

com N¢ o nimero de cor, na QCD, N¢ = 3. a, é a constante de acoplamento forte. Ela possui dependéncia com
a virtualidade Q?, contudo, neste trabalho, nio é considerado a sua variacao, podendo ser aproximada como
uma constante.

Na expressdo [3.6.6] a divergéncia de ultravioleta ja foi removida com o contra termo e os termos que
desaparecem para € — 0 foram omitidos. Os € restantes sao devidos ao infravermelho €. Agora, para a emissao
real,
21+22 31 7 €

3z+z22(0-2 -2 —— 2 43—z — )] (3.6.8)

4np)f’2r(1 €/2)
I'(l-e¢) €l-z 21—z 41-z

Wyt = 4n@Q —cp( o

Analisando as expressdes para as emissoes real e virtual, W(f? e WOV respectivamente, obtém-se um duplo
polo ~ 1/€? na contribuigdo virtual sem contra termo em na emissdo real. Contudo, é possivel realizar a

expansao em torno de € =0,

1 1 1 In(l-2) X (- In"(1-2)
(1-z)l+e 26(1 Z)+[1—z]+ 1-z |, Z 1-z |, (3.6.9)
A funcao + é definida como,
fd f(Z) fd f(Z) f(l) (3.6.10)
Paraz#1,
1 1
= . (3.6.11)

[1-2z]y 1-2z
Essas condicoes definem a distribuicao para qualquer limite de integracdo. As outras func¢des + sao definidas

de forma semelhante,

n n
f dzf(2) w f dzlf @) - fay (1 Z), (3.6.12)
novamente com z # 1,
In"(1-2) In"(1-2)
= . (3.6.13)
1-z N 1-z
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A substituicdao das expressoes obtidas para as funcées + no cdlculo de W(fe, respeitando as condicoes

elaboradas é,

a 4mp\?T(1-€/2)
WR=47Q?=C (—) - =
0= @) Ta-e
Z2
Inz+
z

(3.6.14)
In(1-2)

+(1+z2)
1-z

1+
3+2z—

1+z2+3) 1
2)11-2z],

8+3+ )6(1 z)— (
€2

+

Assim, a perturbacao em primeira ordem é dada por,
Wo = WP + Wy + wft

= 471Q?

1a;
6(].—Z) —E;qu(Z)(

T(l—¢) (3.6.15)

[ 1
+ 1-z

Nesta equagdo, a expressdo Py, (z) se destaca, sendo ela,

1+ 22

6(1-2)|.

Amp? )6’2 T(1-¢/2)
3
2

2
+4nQ —C [(1 )[ln(l 2 lnz+3+22—(§+%

+

Pgq(2)=Cp|(1+29) +§5(1—z) : (3.6.16)

1_

Esta funcdo, € a distribuicdo P,,(z), conhecida como fungdo de destobramento DGLAP devido aos trabalhos
de Dokshitzer, Gribov, Lipatov, Altareli e Parisi.
Inserindo W, na equacao [3.6.2],

2

Wo(x,Q):4nXi:Q§fl Lrols [ (1——)—ﬂpqq(f)(2 +ln—)+C ,

Py i Q2 (3.6.17)

sendo C um valor finito. Utilizando as regras de soma na fungdo de desdobramento Py,(z) auxilia na obtengédo

de resultados compativeis com a definicao,

1
f Pyq(2)dz=0. (3.6.18)
0

Entao, realizando a integracao de Wy(x, Q) sobre x, obtém-se a secdo de choque total do DIS para um dado
Q sem problemas com o polo. Contudo, com um valor fixo de x, o polo nao desaparece e Wy(x, Q) é divergente.
Uma solucdo para este impasse é tomar diferencas de secoes de choque para obter solucdes finitas,

2
qu(x)an

(3.6.19)
6 QO

Wo(x, Q) — Wo(x, Qo) = 41y Q? —mm
i X

Estas diferencas tornam possiveis cdlculos cromodinamicos puros pois a divergéncia de infravermelho pode
ser cortada em alguma escala fisica comparével a massa do quark 74 ou a escala caracteristica do confinamento
Agcp. Além disso, realizando o célculo com quarks massivos, € possivel substituir o logaritmo por In (m4/Q),
podendo ser Q > mg, simplificando a diferenca de Wy (x, Q) nas duas escalas, obtendo uma resposta testdvel
para a teoria de perturbacio.
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Agora, definindo, para qualquer escala de Q,
Wolx, Q) =4ny Q: filx,p=Q%), (3.6.20)
i

Para esta equacdo ser consistente com a tomada de diferencas, é necessdrio,

2
filx, Q) = fi(x,Q )+—f fi(s, Ql)qu(g)lng (3.6.21)

2

implicando em,

ldf
sz,( Q=2 —f,(fQ)qu(é) (3.6.22)

A equacao [3.6.22] é conhecida como a equagdo de evolug¢do DGLAP [78]- [80], permitindo a avaliacdo das
contribuicdes logaritmicas nas func¢oes de estrutura. Na realidade as equacdes de evolu¢do DGLAP podem ser
obtidas para todas as formas de interacdo entre quarks e glions, seguindo métodos andlogos aos aqui expressos,

formando um conjunto de equagdes integro-diferenciais que podem ser expressas na forma,

» 0 [fix,Q)) _ as lag
5( ) Zf

(3.6.23)
fg(x, Q%)

Pgiq;(x18) Pq,g(x/f)) ( £ Q% )
quj (x/&) ng(x/é) fg(f, Qz

Assim, diversos processos podem ser derivados do processo de espalhamento como g — gg ou g — ggq. Na

ordem principal, as funcdes de desdobramento que podem ser obtidas séo listadas abaixo:

qu(z) Crl(l+z ) 1 — + ;6(1 -2), (3.6.24)
Pgg(2) = Ny[2* + (1 - 2)°], (3.6.25)
1+(1-2)?
Pgq(@) = Cpr——r, (3.6.26)
© z 1-z 11N¢c - 2Nf
Pgq(2) =2N¢ TEER z1-2) |+ ————6(1-2), (3.6.27)
— <+

sendo nestas expressoes N¢ o nimero de sabores de quarks.
No regime de interesse, pequeno-x, e consequentemente, pequeno-z, é notavel que as expressoes [3.6.24] e
[3.6.25] tendem a zero, diferentemente de [3.6.26] e [3.6.27], de forma que [3.6.23] pode ser expressa como,

0 s [td
Qza—szg(x, Q9 =Z% ; [Pgq; (xX/&) i (&, Q%) + Pgg(x/8) fz(€.QH)]. (3.6.28)
j X

Para valores com Q? altos, a funcdo de desdobramento Pgq; tem pouca contribui¢do na integracao se
comparada a Pgg. Logo, € aceitdvel negligenciar este termo na integracao, para obter o resultado,

ngg( ,Q )—7 i iéng(x/s‘)fg(cf Q) (3.6.29)
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que, utilizando x = z{ e a aproximacgéo para pequeno-z, Pgg(2) = 2Nc/z, pode ser reescrita na forma,

9 Nc ('d
Qza—szg(x, Q= %f —xfg(x Q). (3.6.30)

Definindo Qg como a virtualidade inicial do f6ton e resolvendo a integral obtém-se,

62
0(n1/x)0(nQ?/Q3)

xfg(x, Q? =2 xfg(x Q% (3.6.31)
O produto x fg (x, Q?) é a densidade de momentum dos gliions. A partir desta dltima equacio, se obtém o

termo que serd somado nas correcoes: aIn (1/x) ln(Qleg).

3.7 EQuAcAo BFKL (Balitsky, Fadin, Kuraev, Lipatov)

Na secdo anterior fora verificado que as correcdes podem ser realizadas em torno de x e Q?>. A equacio
desenvolvida por Balitsky, Fadin, Kuraev e Lipatov [81]- [82] (BFKL) investiga a evolucao em x, fixando Q?, de
forma que serdo obtidas correcdo [as1n (1/x)]", chamadas corregoes de logaritmo dominante. Esta equagéo tem

o seu limite de aplicabilidade em,
2

1
asan—z < as(Q)In— «1. (3.7.1)
Q; X

Tendo introduzido tais consideracoes, a equacdao BFKL trata da densidade de gltions, contudo, em relacao a
distribuicdo de gltions nao integradas, sendo esta,

k%)
xfo(x,Q%) = f dszg(x—. (3.7.2)

Aqui k7 é o momentum transverso (apéndice B). A partir desta representa¢do da distribuicdo de glions, em
ordem dominante, a equacao BFKL pode ser escrita na forma,

0 N, o dkif | fglx, k) = fo(x,k5) (x, k2)
a(lnllx)fg(x’sz) Cassz k,zT fe |kT,z £§| =+ oo by (3.7.3)
r TR \/AKE + k7
Tendo sua solucao,
1\®o
fg(x,k%)~(;) : (3.7.4)

onde wy é a interceptacdo BFKL que serd utilizado posteriormente no tratamento da entropia. Esta quantidade
é dada por

W = (3.7.5)

E possivel representar a equacio BFKL [3.7.3] para secdo de choque do espalhamento de dipolos na forma,
d (Y)=woo(Y) (3.7.6)
av g 00 . .

A secdo de choque, assim como a func¢ao de distribuicdo dos glions aumenta com uma regra de poténcias
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com a energia, e assim deve ser, pois até agora o modelo considera apenas a geracao de glions. Contudo, existe
uma faixa de saturacédo e é necessdrio explicar a ideia dos dipolos relacionados a fisica de altas energias, o que

serd realizado na préxima secao.

3.8 DIPOLOS DE COR E A EQUAGAO BK (Balitsky, Kovchegov)

Até o momento, na constru¢ao do modelo a partons, considerou-se um espalhamento entre um lépton e um
ntcleon, onde o foton virtual, submetido a um regime de altas energias, sondava os constituintes carregados do
nucleon, os quarks. O aumento da energia faz com que o espalhamento se torne profundamente ineléstico e os
dados apontam para um aumento drastico da populacao de glions neste regime.

Considerando agora o referencial de repouso do nticleon, assume-se a probabilidade do féton virtual flutuar
num par quark-antiquark que atinge o alvo. O par gg é chamado de dipolo de cor (Fig. [3.3]). O modelo
considera que o dipolo reespalha multiplas vezes no niicleon desenvolvendo uma cascata de gliions antes de

atingir o alvo.

©)
ap
momentum transverso do quark e z; = ki /p* a fracao de momentum carregada pelo quark na notagao das

Entao, se tem um par g4 com a fun¢ao de onda espaco de momentum dada por y (k1,21), sendo kj o

variaveis do cone de luz (apéndice C). A obtencao do estado fisico na representacao espacial € trivialmente

obtida a partir transformacao de Fourier,
Lo d’ky ;-1 s
4 g)l)i(ro’ e = f (271); 0 iy gp ke, 20). (3.8.1)

7o e 7] as posicoes do quark e do anti-quark respectivamente, geometricamente, os pontos extremos do dipolo.
O médulo quadrado da fun¢do de onda é dado por,

PO o, 71, 21) = 3 lygp (7o, 71, 201 (3.8.2)
@p

Figura 3.3: Dipolo de cor, em azul, gerado a partir de um f6ton virtual. A linha roxa é o médulo do vetor 7y;

O modelo prevé a emissdo de glions macios” emitidos pelo dipolo, tendo este um momentum longitudinal,

zp muito menor do que o quark ou anti-quark pai, ou seja, z2/z; < 1,

*os glions ndo tem massa inercial; neste sentido, macio seria o anténimo de duros, relativo a sua escala de momento
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paShe e

Arelagio entre o médulo quadrado do estado fisico de emissao de um gltion ¢V e a equagao [3.8.2] é,

I asC dz
¢ (Fo, 71, 21) = - f — f d*r QZ‘“ O (7o, 71, 21). (3.8.3)
20 12

Definindo 7y; = 7y — 71 e os demais vetores com dois subescritos de forma similar. A emissdo de mais um gltion

é equivalente a divisdo do dipolo original (0, 1) em dois dipolos (0,2) e (2,1) com a probabilidade de medida,

2 o (3.8.4)

E possivel repetir este procedimento n vezes a fim de obter " a amplitude relacionada ao estado de
geracao de n dipolos. A fim de descrever este processo, Mueller introduziu a funcional geratriz de dipolo
G(TJ, Xo1, 21, U), sendo o vetor bo parametro de impacto ilustrado na Fig. [3.4] dado por,

?() + ?1

h=—"——. 3.8.5
2 ( )
T
[
T,
T,
b

Figura 3.4: Representacao geométrica do vetor do parametro de impacto.

Este funcional satisfaz a condi¢do de normalizacao,

G(b, Tor,z1,u=1) = 1. (3.8.6)

A probabilidade de um estado com um niimero arbitrdrio de gliions pode ser obtida a partir de uma
diferenciacdo funcional da funcéo G,

¢( )({r 1})_¢(0) 1_[

G, 71,21, Wly=0. 3.8.7
]26(])(01Z1 ) u=0 ( )
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A relacao entre as funcdes de onda de n e n+ 1 dipolos é dada pela equagdo diferencial para a funcional

geratriz,
d 7o -
—G(b r01,Y u) = fdzrg [G(b+ ,I‘20,Y u)+G(b— ,rlg,Y u)— G(b,F()l,zl,u) , (3.8.8)
dy 72 T r12 2

A densidade de niimero de k dipolos é dada por,

k
Gly=1. (3.8.9)
1:[ (bl) i) v

A amplitude de espalhamento de um tinico dipolo no alvo é obtida a partir da convolu¢do da densidade de
namero de dipolos com o propagador do dipolo com o nticleo,

N1(701,501yY)=fd[=@1]n1191, (3.8.10)

sendo d[ ] = d a dzbl amedida no espacgo de fase e 9 = 9(7, b) o propagador de um dipolo simples no ntcleo.
Diferenciando a equac;ao para a funcional geratriz e utilizando a relagao [3.8.10] é possivel obter a equacado para

a amplitude dipolo-alvo,

d . - 5 -
d—YNl(TOLbOLY) fdz ﬁz [N1(b+T,Tzo,Y)+N1(b—7,T12,Y) Ni(b,7o1,Y)|, (3.8.11)
FoTto

Nesta derivacao, apenas fora incluso a contribui¢ao de um tinico dipolo. Esta equacdo é a versao de dipolo
para a equacdo BFKL no espaco de coordenadas transversas. E possivel generalizar esta equagdo tomando
conta dos varios dipolos espalhados no alvo. Para isso considera-se a densidade de k ntimeros de dipolos e a

sua convolucdo com k propagadores, tendo,

N(7o1,b,Y) = Zfd %g]nk]_[f),, (3.8.12)

onde a medidade é definida como,

[(Py] = ]'[ dri dzb (3.8.13)

112

De forma andloga ao desenvolvimento da equacdo para amplitude de um tnico dipolo, para varios dipolos
obtém-se,

- -

= T2 > T > > T2 > T2
N(b+?,r20)+N1(b—7,r12)—N(b,r01)—N(b+7,r20)N(b—7,r12) ,

AN _ aN, f d?ry 32,

=2 =22
day o« T50T 12

(3.8.14)

Esta é a equacdo Balitsky-Kovchegov [83]- [84], ndo linear que considera a interacdo de k dipolos com

o niicleon alvo. E uma equacdo de evolucdo em relacdo a rapidez Y, que necessita de condi¢des iniciais
NO (B, %y1,Y = 0), sendo vélida na aproximacdo do logaritmo dominante. Ela também considera a constante
de acoplamento forte constante. O problema envolve (4 + 1) varidveis, ou seja, quatro graus de liberdade por

dipolo e uma variavel de evolucao, Y.
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3.9 SATURACAO PARTONICA

As equagdes DGLAP, BFKL e BK também relacionam-se com o espaco-tempo gerando consequéncias. Tratando

o DIS, o quadri-momentum do parton P* e do féton g*, sdo dados por,

2

mp
PM:(P+_!0)OYP)! (3.9.1)
2P
e
q" =" q" 4% 0). (3.9.2)
No referencial de Breit portanto,
2
0o Q
R —. 3.9.3
q %P ( )

Assim Q <« qO e Q7 terd praticamente apenas componentes transversais, fazendo com que x7 = 1/ qr = 1/Q.
Desta forma, quanto maior for o Q%, menores serdo as distancias que o féton podera provar, fazendo com que
xT seja aresolucao da sonda.

Agora, como fora desenvolvido nas secdes anteriores, conforme x decresce, a densidade de glions aumenta
com um dado tamanho transverso. Mas este nimero ndo pode aumentar indefinidamente, pois a drea transversa
do préton limitaria este crescimento. Conforme ocorre uma aproximacao deste limite, as fun¢des de onda
dos gltions comegam a se sobrepor e a probabilidade dos gltions se recombinarem aumenta, aumentando a
ocorréncia dos processos de fusdo dados por gg — g, em diagramas como,

A insercao deste mecanismo regulador da populacdo gluonica é dada a partir da escala de saturagdo Qs, que

pode ser escrita na forma,
X0 )/1/2

Qi =(=)"", (3.9.4)

X

sendo xp um parametro de referéncia na escala de Bjorken e w uma constante de valor w = 0,248. Essa
expressao é historicamente associada ao modelo de saturacio de Golec-Biernate Wusthoff (GBW)', que fora
posteriormente estendido para valores aprecidveis do pardmetro de impacto b [85],

12 b2

A2 b5
st(x,b)z(x—;) e "sBeac, (3.9.5)

Bcge é um parametro e ¥ a dimensdo andmala resultado da transformacado de Mellin sobre as funcoes de
desdobramento. Fica claro que na regido de saturacao

Qsp(x, b =0) = Qs(x). (3.9.6)

TParametriza(;éo fenomenoldgica que inclui efeitos de saturagao a partir do formalismo de dipolos.
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Em particular, esse resultado sera utilizado posteriormente.
Neste capitulo fora revisada a derivacdo do modelo a partons, algumas de suas propriedades importantes
na caracterizacao da entropia bem como as equacdes de evolucdo adjacentes aos modelos que em seguida

serao considerados para a computagdo das entropias partonicas.
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A entropia partonica

Nos capitulos anteriores foram introduzidas as nog¢oes entrépicas de von Neumann e Wehrl, apds isso, discutiu-
se o fendmeno do emaranhamento quantico e a possibilidade do cdlculo da entropia de emaranhamento. O
modelo a péartons foi apresentado e conforme se explorava as equacdes de evolugdo adjacentes (DGLAP [eq.
3.6.23], BFKL [eq. 3.7.3] e BK [eq. 3.8.14]) foi possivel entender suas principais caracteristicas. Utilizando a
unido dos conceitos até entdo desenvolvidos, torna-se possivel a computagdo da entropia partonica no regime
das altas energias.

A ideia de se associar uma entropia a distribui¢do dos gltions vem sido explorada desde 2012 [86], contudo,
neste trabalho parte-se da entropia de emaranhamento para os partons, onde os resultados das se¢des 4.1 e 4.2
foram reproduzidos da referéncia [87] tratando da construcdo da entropia de emaranhamento para os partons
e de um modelo (1+1)-dimensional”. A se¢do 4.3 também fora inspirada na referéncia [87], contudo, a maneira
como a entropia de emaranhamento fora computada no modelo (3+1)-dimensional (reproduzindo os mesmos
resultados) é exclusiva deste trabalho.

As secdes 4.4, 4.5 e 4.6 tratam do computo da entropia de Wehrl para os partons reproduzindo e bebendo
das informacoes dadas pelas referéncias [88] e [89], contudo, tendo como principal resultado a entropia de
Wehrl para valores de energia nao assintéticos, também exclusivo deste trabalho. Tendo estas coloca¢des em
mente, a primeira etapa da sequéncia de calculos de entropia que se segue é a constru¢do da entropia de

emaranhamento para os partons.

4.1 O EMARANHAMENTO COMO CAUSA DA ENTROPIA

Inicialmente é considerada uma regiao do espac¢o unidimensional A, sondada via DIS e, denotado por B, a
regido do espago complementar a A (Fig.[4.1]). O nticleon é contido no espago inteiro AU B.

Os estados fisicos sondados (regido A), pertencem ao espaco de Hilbert 74, de dimensdo n4 com base
{|¢£A>} e os demais estados pertencem ao espaco de Hilbert 73 de dimensdo ng e base {|gbl,f3 ). O sistema

composto AU B é entdo descrito por |y 4p) no espago 74 ® #j = H#7. Assim,

wasy =YY cijlof) e [oF), (4.1.1)
i

*Uma dimensao espacial e a dependéncia com a rapidez Y.
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Figura 4.1: O DIS sonda unicamente a regido A.

onde c;; sdo os elementos da matriz C de dimensdo n4 x ng. Considerando |1VAB> um estado puro, tal que

|1// A B) € J¢r, especula-se a possibilidade de caracteriza-lo na forma,

lwas) =|¢p*)®|p”), 4.1.2)

com |p?) € ) e |pP) € H#3. Se for confirmada estd possibilidade, como j4 fora citado, diz-se que o estado é
separdvel, isto é, a soma do i-ésimo e j-ésimo termo resulta em um tnico termo. Por outro lado, se um estado
nao é separavel, ele é emaranhado ou entrelacado. A computacdo da entropia depende da hip6tese de que
| ag) é emaranhado.

Para o sistema composto, se tem a matriz densidade p s € 7,
A A\ /A B B
pan=vas)(wasl = X cijeis o) (o] o[of ) (of]. (4.1.3)
ijkl
Entretanto, apenas a regiao A é sondada, de forma que p4p carrega informagdo de estados presentes
em B que nio serdao medidos. E necessario obter um objeto matemadtico similar & p 43 que carregue apenas

informacodes da regido A, ou seja, p 4, podendo ser obtido a partir do traco parcial, que soma as contribuicoes

do emaranhamento na regido sondada,
pa=1r8pap =) (bl Pas|dm)- (4.1.4)
m

Entao,

pa=trapan=Y (95| ¥ cijep, ol (o] o|6F) (oF |65),
m ijkl —

61m
= __ZleifCZzW?)((P?I®Z<¢fi¢|¢>?>5zm, (4.1.5)
ij m
= __Zklcl'jczl|¢§‘><¢£|6u.
it
Sendo assim,
pa= ;CCUCZ]- |67 (9] 4.1.6)
ij

Agora, é possivel representar o estado puro ‘1// AB) €m uma Unica soma, utilizando o procedimento de
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Gram-Schmidt (apéndice D),
|wag) =) aila;)®|b;), (4.1.7)
i

com |a;) € 74 e |b;) € 7¢p. Assim, € possivel reescrever p 4,

PaB =|wap){(Wag| =Y anay,lan) {(am| ® bp) (bml. (4.1.8)
nm
Obtendo p 4,
ﬁA = trB.ﬁAB = Z {bs| Z ana; [an) {am|® |by) {Dm|bs) . (4.1.9)
s nm ‘T’

Similarmente a (4.1.6), é possivel escrever,
pa=Y a’lan){anl. (4.1.10)
n

Agora, interpretando a? = p, como a probabilidade de um estado fisico hadrénico com n partons. Dai,

utilizando a expressdo da entropia de Shannon, obtém-se a entropia de von Neumann dada por,
S=-=) pnlnpy, (4.1.11)
n

ou seja, a entropia de emaranhamento parto6nico.

4.2 ENTROPIA DE von Neumann: MODELO (1 + 1)-DIMENSIONAL

A evolugdo das distribuicoes partonicas pode ser modelada na representacao de dipolo [87], onde um conjunto
de partons é representado por um conjunto de dipolos de cor. No modelo (1 + 1)-dimensional, dependendo
apenas de uma direcdo espacial e da rapidez Y. Sendo assim, é negligenciada a informacao de que dipolos
diferentes possuem tamanhos distintos.

A partir disto, sdo consideradas as seguintes definicoes,

— pn(Y): Probabilidade de encontrar n dipolos com rapidez Y;

— wy: Probabilidade constante de um dipolo decair em dois.

A equacdo que relaciona a variacio da probabilidade com a rapidez' ¢ dada por,

dpy
ay

=—-wonpp+mn-1Nwopn-1. (4.2.1)

O primeiro termo no lado direito da equacao [4.2.1] se refere a diminuicao da probabilidade de encontrar
n dipolos frente a divisao dos mesmos em 7 + 1 dipolos, enquanto o segundo trata do crescimento devido a
divisao de n — 1 dipolos em n.

Além do modelo de dipolos de cor, é introduzida a funcao geratriz (ou geradora) G(Y, u) com a finalidade de

ftambém relaciona com a energia, pois tem-se a expressao e?0Y = x=wo
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resolver o problema, sendo esta dada por,
GY,u)=)_ ppu". (4.2.2)
n=1

Diferentemente das séries infinitas utilizadas recorrentemente, as funcgées geratrizes pode divergir, signifi-
cando que G(Y, u) nem sempre € a funcao verdadeira e a variavel que se busca na realidade é indeterminada.

Agora, percebem-se que para u =1,
(e (o)
GY,)=) pal"=) pn=1 (4.2.3)
n=1 n=1

Além disso, para G =0, P;(0) = 1 (um tnico dipolo) e Py~; =0, um estado puro. Disto obtém-se tanto a condicdo

inicial do problema como a condi¢do de contorno,

GO,u) =u;
(4.2.4)
{G(Y, 1)=1.

E necessario conectar o formalismo da funcdo geratriz com a evolucédo de p,(Y) [4.2.1], para isso, sdo

consideradas as derivadas,

0 - dpn) n]
—G(Y,u) = : 4.2.
5y 0w n; (dY u (4.2.5)
e,
a (e8]
3,60 w= Y punut. (4.2.6)
n=1

Substituindo [4.2.1] em [4.2.5], para obter,

6 [ee)
5y G w) = o Y [-npn(V) + (n—-Dpu] v,

n=1
() ()
=-wo Y nppu+wo Y (n—-1)pp_1u”, (4.2.7)
=1 =1
n n
ul G(Y,w
Para o segundo termo da equacdo [4.2.7],
(o) () o0 6
Y (n-Dppau” = ) mppu™t =0+ > mpnu™t = 1?2 —G(Y,u). (4.2.8)
n=1 n_l':mm:o m=1 ou

Observando [4.2.7] e [4.2.8], percebe-se que a evolu¢do partonica no modelo de dipolos de cor com a funcao

geratriz € modelada pela equagdo diferencial parcial,

0 0
WG(Y’ u) —wou(u—l)aG(Y, u). (4.2.9)

A solucdo geral para as condicoes [4.2.4] é dada por,

G(Y,uw) ue 0" —wo¥ L (4.2.10)
yU) = —mmmF— = ue _——. L.
1+ u(e=@¥ —1) 1+ u(e=@?¥ —1)
—_—
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Agora, para o termo destacado em [4.2.10], considerando, |u(1 - e~ @Yy <1, podera ser escrito na forma,

1 00 X . 00
=) Wl-e Y = U1 —e 0¥yl 4.2.11)
1+ u(e - i j?lfn n=1
Ou seja, é possivel escrever a solucao na forma,
o0
GY,u)=e @V Y (1-e )y 1yn, (4.2.12)

n=1

Comparando a equacdo [4.2.12] com a definicao da fung¢do geratriz em [4.2.2] é determinada a probabilidade

pn(Y)»
pn(Y) = e Y (1 — e @Vl (4.2.13)

Substituindo p,(Y) obtido em [4.2.13] na expressdo da entropia de von Neumann [4.1.11]:

S(Y) — _Z{e—woy(l _ e—woy)n—lln[e—wgy(l _ e—on)n—l]}

n

=—e VY {1 -e )" Hn[~wgY + (n—DIn(1-e ")}

n
— onZe_wUY(]. _ e—ng)n—l _Ze—CUUY(l _ e—ng)n—l(n_ 1)1n(1 _ e—w[)Y)Vl—l
n n

Pn (4.2.14)
=woY) pn+In(l- e*“’(’Y)n_1 [Z e @Y (- ef“"’y)"fll— Y ne Y (1—e 0¥yt
\rL,_/ " Pn " l;:z
1
ou seja,
S(Y)=woY +In(1-e7®Y)1-Y np,). (4.2.15)
n
No limite de interesse, Y — oo,
lim In(1-e™ ") =0 (4.2.16)
Y—-o0
Entao, a entropia toma a forma simples,
S(Y)=wyY. (4.2.17)

E possivel relacionar a entropia obtida com a densidade de gltions. Para isso, se define o ntimero médio de
partons como,
(n) = xfg(x), (4.2.18)
Nessa expressdo x fg(x) € a distribui¢do dos glions para um dado valor de x possibilitando a avaliagdo da
entropia por unidade de rapidez. Assim,
o0

xfg(x)=(ny=)_ npy. (4.2.19)

n=0
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A distribuicao apareceu no termo na extrema direita de [4.2.15], para ele,

oo o0

Z npn — e—a)oY Z n(l _e—u)OY)n—l,

n=0 X d”:olo (4.2.20)

=——Y (1-e )"
wo dy n=1
Entdo, para |1 - e~ Y| <1, tem-se,

i npn= td 1 e (4.2.21)
= wo dY 1—(1+ e woY)

Agora, para grandes valores de x, mais precisamente, no regime em que x > 1, a rapidez Y relaciona-se com

a escala de Bjorken na forma de Y = —Inx. Somando esta informacao aos resultados das equagoes (4.2.21) e
(4.2.19), obtém-se,

xfg(x) = ™. (4.2.22)

Assim, a entropia de von Neumann no limite assintético é dada por,
S(x) =In[x fg (x)]. (4.2.23)

Senota que para o regime de pequeno x, a entropia (4.2.23) emerge para o limite onde todas as probabilidades
pn tornam-se equiprovaveis. Observando a equagao (4.2.13) nestas circunstancias, tem-se a equiparticao

probabilistica, )

m.

Os postulados da mecanica estatistica de equilibrio acarretam na maximacao da entropia, logo, a equacao

pn=e Y = (4.2.24)

[4.2.24] descreve um estado fisico maximamente emaranhado, ou seja, em um estado hadrénico desta natureza
é impossivel prever quantos partons serdo detectados, uma vez que todos os microestados sdo igualmente

provéveis.

4.3 ENTROPIA DE von Neumann: MODELO (3 + 1)-DIMENSIONAL

Em uma situacdo mais real, deve ser considerado que os dipolos podem ter tamanhos variados e para incluir
esta caracteristica, é necessario explorar modelos com dimens6es maiores. Assim, neste secao, é incluida
a dependéncia com mais duas direcOes espaciais e a conexdo com a equacado BK [3.8.14] se evidencia na

modelagem da cascata de dipolos, dada pela expressao,

-

nol (7 +?n)2
Z 22

i=1 rirn

Py (Y;{ra}) + L

1 0
— = Pu(YV;{rah) =— o

as0Y Pp1(Yi{rp-1h. (4.3.1)

Y wlr)

i=1

Nesta equacdo, a notagao {r,} indica uma dependéncia com os n-dipolos e P, (Y;{r,}) é a probabilidade de

se encontrar n-dipolos com uma rapidez Y. Se [4.3.1] for comparada com [4.2.1], nota-se que a probabilidade
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de um dipolo sobreviver nao é mais constante, como wg, mas depende do tamanho do dipolo,

2

1 Ti 2022
w(r,-):a),-—gfpmd r —ln(ri/p ),

sendo p o cutoff de infravermelho. As condig¢des iniciais sdo tais que,

P1(0;r1) =1,

P,0;{r,}) =0, n>1.

Além disso,
o0

Pp(Y;i{r,h) =1

n=1
Para n =1, ou seja, apenas um dipolo, a equacao [4.3.1] toma uma forma especial,

0
ﬁpl(Y; r)=-asw1P1(Y;r),

que pode facilmente ser resolvida utilizando as condi¢ées iniciais, tendo sua solucdo dada por,
Pi(Y;r) =e 1Y,

refletindo que existe apenas um dipolo de tamanho r;.

Agora, paran =2,

0 _ Qs (f’l+f’2)2
= Po(Y;r, ) =—as(wy +w2) P2 (Y51, 1)+ —————

oY 2 rirg

P1(Y, ).

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)

Desta equacao, extrai-se a probabilidade de um dipolo de tamanho |7} + 72| decair em dois dipolos de

tamanhos r; e 1y, P1_>,
- - - 2
_ A (N +72)
Pip= o 7272
Toriry

que pode ser facilmente generalizada incluindo os sub-inscritos n e n+ 1.

Agora, consideradas as definicoes,

n
Ap=as Z Wi,
i=1
a b (7 + Tp)?
By= —=Pp(Viiraa)) ), ——5—5—
27 i=1 rl. rn
é possivel rescrever [4.3.8] na forma,
P, + APy = By,

que também pode ser facilmente resolvida,

. Y
*AzY): Pi(Y;r) (ri+n2) [1—37‘7‘5(’”1*”’2”].

B
Py (Y;r,rp)=—0-¢
2T, 2n(w1+w2)  rir2
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O resultado é coerente fisicamente: para que existam n+1 (2) dipolos, é necessario considerar a possibilidade

de que existam 7 (1). Como ultimo exemplo, n = 3, na equacao [4.3.1], resulta na solucio,

Py(Y;ry,7 L+ (R +73)? s
Py(Yiry, 1) = o p L) N NAR RAT ) aorsontony ) (4.3.14)
271 (w1 + w2 + w3) rirs ryTs

A partir deste método, é possivel obter quantas possibilidades forem necessdrias, contudo, como elas
dependem sempre de um termo probabilistico da sequéncia anterior, que deve ser a priori menor que a unidade,
o produto das probabilidades tendem a ter menos peso estatistico. A Fig. [4.2] mostra o comportamento de

algumas solugdes. Assim, é possivel escrever a expressao geral da solucao de [4.3.1], excluindo o caso especial

n=1,
. 1\ 11 l_e—dsYZ;zlwl =1 (7 472
Pavitra = et ()] S B Ly Un2nl (43.15)
2r s=2T5 1=1 W1 m=1 T'm

0.009

0.005

Pu(Y;{ra)

0.001

Figura 4.2: A dependéncia de P, (Y, {r2}), P3(Y,{r3}), P4(Y,{r4}) e P5(Y,{rs}) emrelacdo a rapidez Y. Conforme n aumenta,
Py (Y,{ry}) tende a diminuir seu peso estatistico. Além disso, o acréscimo de Y, rumo ao regime de pequeno x, faz com
que as curvas tendam a coincidirem em um valor préximo a 0. Nesta figura os tamanhos dos dipolos foram manipulados
para que ficasse mais visivel o comportamento das Pj’s. Casos mais realisticos aumentam a distancia entre as curvas
abruptamente.

Agora, a obtencao da solugdo [4.3.15] possibilita a avaliacdo da entropia de von Neumann, convenientemente

escrita na forma,

00 [ N 00
S(Y)=-) P,InP,=-P;InP;- ) P,InP,=awYe ““' =) P,InP,. (4.3.16)

n=1 n=2 n=2
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Utilizando a expressao [4.3.15] para avaliar o logaritmo,

Inp —1n{e—aswly (i)n_l [ L Loe® Ene & G 7 }
)=

27[ =2 r2 57 wl =1 rz
s s =1 vy mw m1 4.3.17)
L 1—e ™ &=1%) 1 3 (P + T
=—awY-(n-1)In27+) In ( - )—2 (m2 D)
s=2 1=1 W1 s m=1 'm
Substituindo em [4.3.16],
[e9) [e0) n r?Z‘;i wl
S(Y)=asw1 YP1+ @Y ) Pp+ Y Py (n—1In27+ ) In =] —— (4.3.18)
o’ = = (1- e_aSYlelwl)Zs_l (Fn+Ts)
. , =1 2
O termo destacado é reduzido,
o0 o0 o0
s YP1+as01Y ) Pp=asmV (Pl +) Pn) = @Y ) Pp=awY. (4.3.19)
n=2 n=2 n=1
1
Dessa forma,
e} n r?Z;_lwl
S(Y)=asw Y+ ) Pp{(n—1In27+) In — (4.3.20)

= (1—67(!51/2;:1&)1)28_1 (Fmt7s)?

n=2 =1 r,zn

Para altas energias, o tinico termo que possui alguma relevancia no célculo da entropia é asw,Y, de forma
que ndo é mais necessdrio utilizar subscritos. Os demais termos possuem pouca contribuicdo, como fora

observado a partir do cdlculo numérico expresso na Fig. [4.3]. Entdo, no regime de altas energias,
S(Y) =awY. (4.3.21)

Se for considerado que wg = @&;sw, sendo w a probabilidade de um dipolo caracteristico de tamanho r?
num DIS com uma transferéncia de momentum Q?, a expressdo [4.2.17] é recuperada; esta interpretada
anteriormente como um caso de entropia maximizado. A Fig. [4.2] esbo¢a bem a equiprobabilidade dos estados
partdnicos no regime altamente energético: o aumento da energia faz com que as curvas tendam a zero, sem

nunca assumir este valor, maximizando a entropia.

4.4 ENTROPIA DE WEHRL NA QCD

Para o célculo da entropia dada pela equagdo [4.3.21], fora necessdrio considerar que os existia um emaranha-
mento entre duas regides espacias do hddron, sendo uma delas a regido sondada pelo DIS e a outra o restante
do hadron. Contudo, se de alguma forma for possivel obter a distribuicdo de Wigner ou de Husimi do hadron
em questdo, ndo é mais necessdria a consideracdo de duas regides emaranhadas, sendo este o programa dos
célculos que vem a seguir.

No regime de altas energias, os partons sdo caracterizados pela fracdo de momentum longitudinal x, pelo
momentum transverso kr e a posi¢io transversa ou pardmetro de impacto b. Dessa forma, a caracterizacdo do

sistema pode ser obtida a partir da distribuicdo de momentum transverso TMD (do inglés transverse momentum
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10 T T T T T T T

Primeiro termo na equacao [4.
Segundo termo na equacao [4.

S(Y)

Figura 4.3: Dependéncia dos dois termos da entropia dada pela equacao [4.3.20] com arapidez Y.

distribution), T (x, %T), e da transformada de Fourier da distribuicdo partdnica generalizada GPD (do inglés,
generalized parton distribution), G(x, b). A obtencdo destas distribuicoes auxilia no cédlculo de secdes de choque
e na construcdo de uma interpretacgdo visual da estrutura tridimensional do nicleon.

Agora, no célculo da entropia, tanto as informacées contidas em kr quanto em b é necesséria. Outro
exemplo seria a decomposi¢do do spin do nicleon obtida a partir do momentum angular orbital bx kr. Um
dos métodos para se obter as informacdes de ambas as varidveis, sendo estas conjugadas, € a distribuicdo de
Wigner ja discutida nas secoes anteriores, contudo agora ela é uma funcao W = W(x, b, kr).

No caso quantico a distribuicdo de Wigner é dada por [2.4.4],

WG, p, 1) =f dSxe PE(G+ 32| p(0) |G- 712). 4.4.1)

Serdo agora discutidas ponto a ponto as modificacdes que devem ser realizadas em [4.4.1] para uma
construgdo consistente com a QCD.

Em primeiro lugar, a troca de variaveis,

t— x, (4.4.2)
G— b, (4.4.3)
p— kr. (4.4.4)

Sendo entdo o principio da incerteza assegurado por,

1
OpOfy = E (4.4.5)

A equacao [4.4.1] é escrita na representacao da posicao. Nas TQC'’s é usual a descricao dos operadores
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narepresentacdo de momentum para que sejam aplicadas as regras de Feynman, para isso, basta uma trans-
formacao de Fourier bidimensional trivial. Além disso, a flutuagdo que respeita o principio da incerteza na

distribuicdo de Wigner na teoria quantica, tem seus vetores etiquetados a partir de +X/2, aqui se utiliza +A/2,
com A¥ = (0,0,A7), assim,
f dxe”PE f DT ik b, (4.4.6)
em?’

lembrando que b é o bi-vetor paradmetro de impacto. Agora o estado puro é representado por um hadron de

quadri-momentum P* respeitado a limitacdo de incerteza minima,

|G—%12) — |P-A/2), (4.4.7)

(G+%/2| = (P+A/2]. (4.4.8)

Por fim, resta a assimilacdo da matriz densidade. Ela é dada por,

A dz"d’zr .pro iz +a [+] ot (-]
p)— | ——=—e T I Tr{F"%(z/2)U " F, (—z/2)U''}, (4.4.9)
(2m)

A transformacao de Fourier ocorre pelos mesmos motivos da substituicdo da integral em X, contudo agora
ela é realizada nas varidveis do cone de luz que sdo brevemente discutidas no apéndice C. F*% é o tensor do
campo de cor e U'*! s3o as linhas de Wilson de forma U que mantém os operadores invariantes de calibre (para
uma discussao, veja a referéncia [90]). As linhas de Wilson aqui tratadas sdo representadas na Fig. [4.4].

Zp Zt ‘
[ = °

(a) (b)
Figura 4.4: Linhas de Wilson nas variaveis do cone de luz. Em (a) tem-se U*! e em (b) U],

Assim, a distribuicao de Wigner na QCD pode ser escrita na forma,

- Az~ d?zy APAT i pt gz R A A
W(x,b,kT)zf—Z L E T ritants +’CT'ZT+AT'b)<P+—‘T {F“"( )UHF*( )UH}'P——
emnd  @2n 2 2 20

Ainda é possivel escrever a equacao de uma forma que melhor se adéquee a entropia por unidade rapidez,
sendo xW (x, E, %T) dada por,

xW = f dz_—dzZT dzATe—ﬁ(xP+z’+%1‘-2T) <P+ A
Pr(2m)3 (2m)?

+a [+] g+ Z) 7yl A
Tr{F (b+ “)utIF; (b- 2)U }‘P 2>. (4.4.11)
A equacado [4.4.11] auxiliard na construcdo da entropia de Wehrl, mas antes de prosseguir é valida a discussdo

de algumas das propriedades desta distribuicdo a fim de facilitar a interpretacdo dos resultados posteriormente.

A expressao [4.4.10] descreve uma distribuicdo no espaco de fase transverso sendo a posi¢ao b e momentum kr
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dos quarks carregando uma parcela x do momentum longitudinal, sendo considerada portando uma distri-
buicdo informativa no tratamento das grandezas relacionadas aos quarks na QCD. Se € realizada a integracao
em relacdo a b obtém-se a TMD T(x, %T); integrando em relacao a %T obtém-se a GPD G(x, E). Dela também
é possivel obter a distribuicao relacionada ao momentum angular orbital canénico do niicleon polarizado
longitudinalmente,

Lw= f dxd*bd*kr (b x kr)W(x, b, kr). (4.4.12)

A distribuicao de Husimina QCD é dada por,
. 1 T s -
xH(x,b,kr) = — f d2b' d? ke OO C R o (1, B R, (4.4.13)
/1

sendo £ um parametro arbitrario com dimensdes de comprimento’. A equacio [4.4.13] aparenta ser uma
extensdo precisa da distribuicao de Husimina linguagem das TQC'’s, contudo a sua positividade nao é garantida
a priori, devido ao recuo de momentum At # 0, fazendo com que sempre exista uma diferenca entre os estados
iniciais e finais. A referéncia [89] discute alguns pontos do uso da expressao [4.4.13]. Além disso vale esclarecer
a positividade da distribuicdo de Husimi como uma hipé6tese de trabalho. Entdo é possivel escrever a entropia
de Wehrina QCD,

Swx) = - f d*bd*krxH(x, b, kr)In[xH(x, b, k7)], (4.4.14)

e também mantém-se a definicdo de Sw (x), utilizando a distribuicao de Wigner,
Swx) = - f d?bd®krxW (x, b, k1) In[xW (x, b, k1)1, (4.4.15)

Um exemplo trivial € um quark movendo-se na direcado positiva de z. A distribuicao de Husimi e Wigner

comx=12§¢,
. ~B 102~k
xHb, k1) = — ) (4.4.16)
Wb, kr) =6P (B)6P (kr). (4.4.17)

Mesmo que a distribuicdo de Wigner seja positiva definida, o seu logaritmo néo faz sentido, entdo a entropia

de Wehrl é obtida a partir da equacdo [4.4.14],

1 2
Sw = _fdzbdsze‘hZ/"z—fzkzr (b— + zzk%) =2. (4.4.18)
w2 02

O fato desta entropia nao desaparecer reflete a inabilidade de definir precisamente a posicdo e o momentum

dos gltions.

Em alguns casos utiliza-se £ como Ry, sendo este o raio hadronico. Outra escolha é 2=1/ <%%> A referéncia [89] estabelece uma
possivel conexao com a fisica de altas energias onde ¢ = 1/Qjs.
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4.5 A ENTROPIA DE Wehrl PARA OS PARTONS

Nesta secao, aplica-se o regime de altas energias para as construcoes estabelecidas anteriormente nas distribui-

¢coes de Wigner e de Husimi. Inicialmente, neste regime, [4.4.11] pode ser escrita na forma [91]:

2N, dzrr pikr 7 (

a
2 2
a,em? )] @n? V'~ + k7| 9 (%, b, 7). 4.5.1)

XW(x, b, kr) = pTELaTEs

Aqui, & é a matriz-S de um dipolo de tamanho 77 com um parametro de impacto b espalhando com o héddron
de interesse. Em geral, [4.5.1] ndo é positiva definida devido as derivadas em relagdo a b envolvidas. Utilizando

o formalismo GBW para construir o ansatz gaussiano,

P = i FQE(0h) (4.5.2)

Dessa forma, é possivel dividir a expressdo [4.5.1] em duas integrais,

- N,
xW(x,b, kr) =
( T) @)
SIRY: 2 0 1,202 2. ik Q2 (D) (4.53)
d2rretkrTr 2 p2 2 piriQieeh) T fdre“T’TeUT sb'
(27:)2[ T ab a2’ @2n)?
T I
Para resolver a integral [I]], sdo consideradas as definicdes,
kr=(kiky) . Ka=k2+K2, (4.5.4)
Ffr=(r,r) .. ry=ri+ri, (4.5.5)
Assim,
k2

f drl/ dryeitanker) o=(F Q% /4 f drietfin- rleb/4f dryetfer QG (456

(2m? (271)2

Completando os quadrados do argumento nos integrandos é possivel escrever a forma,

k2
(2m)?

2
f drlf dryei®iriekers) g=Er2)Q% 14 _ o KIQ, [f dwe-% (w—zﬁk/be)2/4] . 4.5.7)

(27t)2

As variaveis de integracdo eram mudas, de forma que foram substituidas por w. Agora, sabendo que,

o0
f emawh? gy, - [T (4.5.8)
oo a

k% -k21Q?
ek, (4.5.9)
T[st

tendo entao para [I]],
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Realizando exatamente os mesmo passos para a integral [I] da equagao [4.5.3], obtém-se,

2Ne (0 , 0 L\ e k%

W, b, kr) = —— [ — k2| ———.
Wb kD =2 ez a2 a2 1) gz

(4.5.10)

Contudo, esta equagao nio € positiva definida. Logo, a fim de se obter uma representacio coerente para a
entropia, é necessario realizar a transformacao [4.4.13]. Entdo,

- - N, _b=b)? gm0 0 e “sb
xH(x’b’kT):zas;S/dzb’e 72 /dzk’Te PE-F) (%_,zb'ZWJfk’Z)

(b-b')?

_ NC 210 0
_—2asn5fd be & x 45.11)

272 k2 2 g2 k2
" e, 7,

111 i%

A integral [IV] pode ser escrita na forma,

o K2 o k2

T2 _p2 112 T2 _p2 112
1v=[ dkie % e k) f ks (ki + ke G et k)
—o0 —0o0

o M o % - N (4.5.12)
= f dije % e k)" | g2 f dkpe % e ek’ f diyke %o e leky)’
—00 N —oo —00
v VI
Realizando o conjunto de definigdes,
1+02Q2,
a=—5b, (4.5.13)
st
bp=20%k,,  b2+b3=40'k? =1, (4.5.14)
cp = —fzk%, CltCr= _[2k2 =¢, (4.5.15)

Aqui, b é simplesmente um parametro e ndo deve ser confundido com o bi-vetor b. Além disso, considera-se,

o —ax®+bx+c T vlaa c
dxe =./—e e‘. (4.5.16)
oo a
b 2 _—ax®+bx+c d T 12a ¢ T b2l4a ¢
dxx‘e =——\/—e e“=,/—e e
—oo da\ a a

e)

—+

1 b?
vl (4.5.17)
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Utilizando a integral gaussiana [4.5.16] em [V] e [4.5.17] em [V I], [4.5.12] toma a forma,

K2

o0 - _» /2 / [ 1 b2
IV:[ dk{e QG e—é (k1—ky) kiz b lda % + b l4a e | — +
—00 2a 4a2
2
— /Eeb§/4aecz (i+ b2 f dxe % 24+byx+c +f dxx2e 0% +b1x+01]
a

2a  4a?

2 2

_ zeb§/4a662 i+ b; b l4aer | b l4a 41 1 +b_
Va 2a 4a® V V 2a  4a?

1 bz)

(4.5.18)

JT b2/4a e
a

+ —_—
4a?

Utilizando o mesmo método para a integral [I1]] (eq. [4.5.11]), em especial, a integral gaussiana [4.5.16],
obtém-se,
7
II1=ZeV"Mage, (4.5.19)
a

Substituindo estas integrais na expressdo [4.5.11], encontra-se,

etk
_[2 i Py P QZ 4 pAg2 1+[202
_ 2 sb sb e
xH(x, b, kT) — fd be ¢ 352" ap2 S+ VR > (4.5.20)
T 1+42Q (1+62Q%)2 | 1+02Q2
sb sb sb
Observando o integrando da equacao [4.5.20], sdo definidas as funcoes,
2 p41.2 22
] 0 erb[ ke/(1+¢ st)
2y _ 2
FOO= G g g (4-521)
sb
QZ 2 p41.2 22
p?y= — b QKA+ (4.5.22)
(1+02Q%)?
e
4 2 [4k2/(1 [202)
12y — sb Q5 +07Q5
H(b"™) = (1+[20§b)3e b b (4.5.23)

Utilizando da figura [4.5], nota-se que a contribui¢do dos termos F(b'?) e H(b'?) podem ser negligenciados
frente a G(b'?), de forma que,

2 7T
XHO D, fop) = N“4fd2b’ st2 oK1+ Q) - (5B 12 (4.5.24)
2057 (1+02Q3,)?

Além disso, a figura [4.5] também revela que G(b'"?) tem apenas um méximo global em b’ = 0 e que a
distribuicao de Husimi é postiva definida. Utilizando desta informacao e da forma do integrando, € possibilitada
entao o uso da integracdo por ponto de sela (Apéndice E), obtendo a forma,

Q2 2 p2 2 N2 T2 p2 2 2 p2 2 N2 21 p2
fdz , sh__ K210 2Q) (-1 g2 Q5 o K210+ Q1210 (4.5.25)

(1+02Q%)? (1+02Q8)°
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Integrandos
0.08 r T T ! T . .
[l /\ G(b"z) i
{ : Y
o /1 HOD f
& / i \
= / : \
D: o J,’I E \\ _
— / i \
N - / i \ 1
= / z \
= / \ _

G(bfz)
=
o

Figura 4.5: Integrando da equacao [4.5.20] analisado unidimensionalmente.

Justamente devido ao fato de Qg (x, b = 0) = Qs(x). Entdo, obtém-se distribuicao de Humisi,

22
RH D o) = N &e—kzﬂzl(H(ZQf)—bZ/[z. (4.5.26)
" asm3 (1+£02Q32)2
E possivel utilizar a expressdo [4.5.26] para computar a entropia de Wehrl [4.4.14],
22
Sw=—e _Ed [ 2y I R0 gy (4.5.27)
asm3 (1+02Q2%)2
Agora, avaliando —In x H separadamente para obter os resultados,
3 2 (2)2 2 212
asm® (1+¢ b 0k
—InxH=In|= #] -3 —T, (4.5.28)
N, 024 02 1402Q5%
resultando em trés integrais,
2y 32 b —b210% —0%k21(1+0%2Q%) 2 212
fd bd kTﬁe e T ST =m(1+£6°Q3), (4.5.29)
2y 327 —b2I0? észT —02K2I(1+02Q2) _ 2 2 2
fd bd kTe QTZQZ)e T Qs =T (1+£ Qs), (4.5.30)
N

88



Capitulo 4. A entropia partdnica

€,

asm® (1+£02Q3)? asm® (1+02Q3%)?

27 32 —-b?10% —02k2.1(1+0%Q%) _ .2 2 2
fd bdkre e "' ln[NC[2 Q2 ]—n 1+4°Q3)In N.0? 0 (4.5.31)
Por fim, obtém-se,
N [2 2 3 1+€2 212
Sw (x) = — —Q52{2+ln 27 # } (4.5.32)
QT 1+€2Qs NC szs

a entropia de Wehrl para os partons. A fig. [4.6] mostra o comportamento das entropias estipuladas até o

momento para alguns valores de ¢, junto da entropia de von Neumann anteiormente computada.

50 r - . . .
=1 S—
=2
=3
L /=4 _
=5
(=1/Qs —
30 ¢ -
-~
o | J//// |
ere
.
i
/
10 ——
0 2 6 10 14
Y'

Figura 4.6: A liberdade quanto ao parametro ¢ foi explorada, tendo ¢ = 1 na curva lilds, £ = 2 na curva verde, ¢ = 3 na curva
ciano, ¢ = 4 na curva laranja, ¢ = 5 na curva amarela e por fim, azul na curva com ¢ = 1/Q;(Y). Nesse caso, a entropia
independe de Y. O parametro ¢ tem unidades de comprimento GeV~!.

4.6 O LIMITE ASSINTOTICO DA ENTROPIA DE WEHRL

Boa parte da literatura que atualmente estuda o comportamento da entropia partonica é concentrada nos

limites assint6ticos. Um desses casos serd aqui desenvolvido, de onde o ponto de partida é a expressdo [4.5.20],

122 22
3 » P Q?b lelb£4k2 e ks0211+¢ Q)

+ + (4.6.1)
ob” 0b”  1+02Q%  (1+02Q%)?| (1+02Q%)

> = N, 5H 7
xHE B = 5 [ @pe 00
2a,mt

Agora, a principal consideracdo é a de que £?Q? > 1. Neste caso, a fungdo H(b'®) ndo pode mais ser
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desprezada e obtém-se a forma,

- - N, 5T 1 k2
xH(x, b, kr) = —— f L B el LA 3 (4.6.2)
257 ¢ st ¢ st

onde as derivadas em relacdo a b’ foram negligenciadas. Agora, utilizando Q?b ~ Q? e realizando a integragao

em b, tem-se,

xH =~ F(k31Q3%,b) (4.6.3)
Entdo a entropia de Wehrlé,
Sw=— f d?bd?krFInF (4.6.4)
Mudando as varidveis de integracao,
T=k3/1Q%, . d’kr=Qidr. (4.6.5)
Assim, obtém-se,
Sy =-Q? f d*bdtFInF ~ Q%(x). (4.6.6)

Sendo este resultado coerente com o obtido na referéncia [38].
Neste capitulo obteve-se expressdes para as entropias de von Neumann e Wehrl. E possibilitada agora a
analise dessas funcdes dando significado fisico ao parametro ¢ e focando a atencdo em energias que possam

ser obtidas atualmente, para Y numa faixa entre 2 e no maximo 10.
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Conclussoes

O primeiro cédlculo da entropia parténica considerou um hadron num espalhamento profundo ineldstico, que
em altas energias revela a sua estrutura interna gerando uma miriade de partons. Assim, a regido espacial
ocupada pelo hadron é separada em duas, sendo a primeira etiquetada por A: regido onde o hadron é sondado
pelo espalhamento profundo ineldstico e B: o restante do hadron. A partir desta divisao, considerou-se que
elas estariam emaranhadas e analisando os estados fisicos da regido em que ocorre o espalhamento, é possivel
calcular a entropia de emaranhamento.

Para calcular esta entropia, foi necessario resolver a equacao [4.3.1], obtendo P, (Y, {r,}), sendo interpretada
como a probabilidade de se medir um estado fisico com n-partons ou dipolos. Para valores apreciados em uma

rapidez Y > 2, obteve-se uma entropia de emaranhamento dada por,
S(Y) = aswY, (5.0.1)

onde w esta relacionado com a probabilidade de se ter apenas um dipolo. E possivel estabelecer uma conexo
com a versao unidimensional do mesmo problema. Neste caso a entropia tomou a forma,

S(Y)=woY. (5.0.2)

A juncao das interpretagdes destes resultados unidos de dados obtidos a partir da Fig. [4.2] favorece o
resultado de entropia maxima onde todos os estados sdo equiprovaveis ilustrando pictoricamente a Fig. [5.1],
onde na medida em que a entropia avan¢a rumo ao regime de altas energias, o parton tem igual probabilidade
de decair em 7 dipolos.

Outra abordagem para o computo de uma entropia partonica estudada neste trabalho, se da na obtencao
das distribui¢oes de Wigner ou Husimi do hadron, a fim de se construir uma aproximacdo de um espago de fase,
tendo como vantagem neste modelo o fato de que nédo é mais necessério considerar o emaranhamento, sendo

esta a entropia de Wehrl. O uso desta abordagem resultou na equacgao [4.5.1].
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§— 00,
x—0,
Y =inl/x—oo.

X
4
1
X

Figura 5.1: Representa¢do da equiprobidade dos estados quanticos na entropia de von Neumann para os pértons. Inicial-
mente, em baixas energias o hddron pai ndo apresenta estrutura interna, e o espalhamento pode ser analisado a partir da
QED. Conforme aumenta-se a energia, diminuindo o comprimento de onda do féton virtual, a estrutura interna se revela. O
caso se torna maximamente entrépico no limite das altas energias, onde ndo mais é possivel estabelecer qual serd o estado

final do sistema, maximizando o caos.
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Utilizando o formalismo GBW, considerou-se para a matriz-S deste sistema o ansatz,
P = i &), (5.0.3)

A partir disto, percebeu-se que a distribuicdo de Wigner adjacente nao era positiva definida, complicando a
definicdo de um espaco de fase. A fim de ajustar essa deficiéncia, fez-se uso da transformacao de Weistrass
[4.4.13] para obter a distribui¢dao de Husimi,

oo N, e_[ZkZT _ B-D)?
xXH(x, b, kr) = ——— f d’b'e” @ [F*)+GW™*) +HW'N), (5.0.4)
A T
com,
2 p412 202
p] 0 erb[ ke /(1+¢ st)
2y — 12
PO =5 o v egy, (503
”2 Q?h 2 02 1(1+02Q?
G(b )E—(1+£2Q2 )Zerb 1+Q5) (5.0.6)
sb
e
4 2 [4k2/(1 IZQZ)
12y — sb Qs +07Q5
H(b") = (1+£2Q§b)3e b b (5.0.7)

O calculo numérico das expressoes acima revelou nio sé que todas as curvas sio centradas em b’ = 0, como
que F(b'?) e H(b'?) pouco contribuem na integracio em b/, de forma que utilizando a integracio por ponto de
sela na expressdo restante, resultou na entropia de Wehrl dada por,

Sw(x) =

Ne £°Q5 {2+ln asm —(1+£ZQ§)2]} (5.0.8)

asm 1+ 02Q? N  r2Q?

Resta agora uma analise do parametro ¢ que é introduzido a partir da transformacdo. Para isso, substitui-se
valores que seriam apropriados com o caso fisico investigado. Por exemplo, utilizando ¢ = 1 GeV~!, sendo
esta escolha na faixa de valores compativeis com as escalas de comprimento na fisica dos hadrons. Outra
substituicdo seria o raio médio dos hadrons Rj, sendo aproximadamente 5 GeV~!.

Uma escolha natural para as distribui¢6es gludnicas em altas energias é ¢ = 1/Q;, pois Q; é justamente a

escala onde os gltions sao tratados coerentemente como um campo cléssico. Neste caso a entropia serd maxima

4,78
2+1n( i )
N,

A Fig. [5.2] mostra o comportamento destes resultados para energias realistas junto da entropia de von

e constante,
N,
Swi(x) =
2a

N

~9,82 (5.0.9)

Neumann. Com o aumento da energia, tanto o caso em que £ = 1 GeV~! e S,y tendem a entropia maxima do
caso ¢ =1/Qs. O uso de ¢ = Ry faz com que a entropia aumente abruptamente. Este comportamento reflete o
fato de que a escolha de ¢ deve ser estar em conformidade com o principio da incerteza,

1
o0 = 5, (5.0.10)

assim, utilizando um calibre da ordem do raio do hadron, perde-se resolucdo na sonda, a multiplicidade

aumenta e a entropia sofre um aumento abrupto.
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35 - - : .
=1 e

£=5
£=1/Q; E
von Neumann P
25 | _,;”’//X- ]
15+ " ]
5 | :

0 2 4 6 8 10

Figura 5.2: A entropia de emaranhamento quantica de von Neumann em amarelo, junto da entropia de Wehrlcom ¢ =1
GeV~! emlilds, £ = R}, ~5 GeV~! em verde e o caso especial para os gltions em ciano, sendo £ = 1/Qs.

Os resultados obtidos abaixo da faixa de saturacdo ¢ = 1/Q; estdo de acordo com outros trabalhos ja
realizados como por exemplo [92].

Atualmente, tem-se questionado o tratamento da entropia a partir do emaranhamento, como por exemplo,
na referéncia [93]. Nesta abordagem, os autores defendem que as medidas relativas a um DIS no modelo a
partons nao é completa, e é verdade, ao tratar a entropia a partir do emaranhamento, a parte nao sondada
pelo DIS fora somada na parte medida a partir do traco parcial. Assim, ndo seria possivel construir uma matriz
densidade com toda a informacao.

Além disso, num DIS, a tinica quantidade que pode ser medida é o nimero médio de particulas

(N)=Tr

d’k
f ) a'(kya(k)p (5.0.11)

Estendendo as quantidades para as TMD’s, s6 é possivel medir a densidade média de particulas com um
numero fixo de momentum transverso em todos os casos possiveis. Todos esses observaveis serdo diagonais
na base do operador nimero e podem nao carregar informacoes a respeito dos elementos fora da diagonal,
fazendo entdo com que exista um niimero infinito de matrizes densidade andlogas para uma descri¢do limitada
dos resultados das medidas.

Os autores desta perspectiva percebem que essa limitacdo pode ela mesma, de forma mais geral, ser
associada a uma entropia, a qual nomearam por entropia de ignordncia, onde, de forma geral, consideram uma
situacao onde em principio pode-se medir o conjunto de varidveis {O;} que nao é completo, que ndo contém
todas as varidveis do sistema. Entdo a matriz densidade que reproduz os resultados deste conjunto de varidveis
€ pr(aj), sendo parametrizada pelo conjunto {a ;} que corresponde aos possiveis valores dos observaveis ndo

incluidos em {O;}. Entdo, para cada matriz densidade associada se tem uma entropia de von Neumann,

S(a)=-Tr(p(@)Inp(a)l. (5.0.12)
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Entdo a entropia de ignorancia seria aquela que maximiza S(a) em respeito a variagdo de a,
Sr=-Tripr(@Inp;(a@)], (5.0.13)

onde, 5
—S(@)|g =0. (5.0.14)
6(1]’

Esta leitura difere consideravelmente da abordagem adotada neste trabalho e confirma o que o préprio
Wehrlja tinha escrito em 1979 [71],

"(...) there is a tremendous variety of entropylike quantities, especially in the classical case, and
perhaps every month somebody invents a new one."[tém-se uma variedade enorme de quantidades

entrépicas, especialmente nos casos cldssicos, talvez em todo més alguém inventard uma nova.]

Obviamente, as noc¢oes entropicas mais adequadas poderao ser estabelecidas a partir de medidas experi-
mentais que confirmem o fenémeno ou de dados para que as nog¢des aqui estudadas (e as que ainda virdo a ser

definidas) possam ser comparadas a fim de se obter qual é o caso que melhor descreve o hddron e os partons.
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Variaveis de Mandelstam

v
LN

Figura A.1: Duas particulas com momenta p; e p interagem de alguma forma espalhando-se com momenta p3 e pa.

As varidveis de Mandelstam sdao quantidades ntimericas que relacionam energia, momentum e os angulos
de espalhamento aos quais as particulas envolvidas se submetem (Fig.[A.1]) sendo estas invariantes de Lorentz.

Utilizando a métrica de Minkowski (+,—, —, —), as varidveis s, t, u sdo definidas como,
o s=(p1+p2)?=(p3s+pa)?
e t=(p1-p3)?=(ps—p2)%
e u=(p1-po)?=(ps—-p2?

sendo p; e p2 os quadri-momenta das particulas incidentes e p3 e p4 0s quadri-momenta das particulas
espalhadas. Estas varidveis sdo equivalentes a algumas quantidades fisicas de interesse envolvidas no processo
de espalhamento: s é o quadrado da energia de centro de massa, s = vE¢p, € t é 0 quadrado do momentum
transferido.

Estas varidveis possuem algumas propriedades interessantes, como por exemplo, a sua soma, sendo equiva-

lente a soma do quadrado das massas inerciais das particulas envolvidas no espalhamento,

4
s+t+u=)y mi. (A.0.1)

1
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No limite relativistico, é possivel aproximar a relacdo energia-momentum com E? = jp- j, de forma que as

variaveis de Maldestam assumam a forma,
* S=2p1-p2=2p3-Pa;
* t==2p1-p3=-2p2-ps;
* U=-=2p1-ps=-2p3-p2,

A Fig.[A.2] mostra a interpretacdo dos canais s, t € u em relagdo ao respectivo diagrama de Feynman

envolvido.

>} R)pl\/pjpl R

B T N

canal-s canal-t canal-u

fxe)

Figura A.2: Da esquerda para a direita, a representacdo relativa aos diagramas de Feynman respectiva ao canalss, t e u.
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Rapidez, massa transversa e momentum

transverso

E usual no ambito da teoria da relatividade restrita a identificacdo de grandezas que sejam covariantes com a
transformada de Lorentz (Eq. [1.1.16]). Obviamente é possivel reformular a mudanca de referencial para qual-
quer direcao de interesse, contudo, o fato de escolher um sistema onde a velocidade relativa entre os referenciais
seja na dire¢do de um eixo especifico facilita ndo sé célculos mas principalmente os experimentos. Nesta secao
assume-se um boost na dire¢do do eixo z. A partir destas condigdes, caracteriza-se o quadrimomentum P (em
unidades naturais) na forma,

P =(E,p) = (E, px, Py, Pz) = (E, p1, P2)- (B.0.1)

Ao bivetor pr, da-se o nome de momentum transverso, contido no plano xy,
Pr=pupy), o Pr=pit+p. (B.0.2)

Utilizando a relacao de de Broglie,
pr = kT. (B.O.?))

O momentum transverso nao se altera frente uma transformacdo de Lorentz, entretanto, a energia total de

uma particula e a componente do momentum paralela ao eixo z seguem a transformacao,

E - .E
( ,)z( rohr (B.0.4)
pz) \=By v J\Pz
A relagdo energia-momentum é dada por,
E*>=p*+m?, (B.0.5)
contudo,
EZ:p2T+p§+m2, Ez—piszT+m2, (B.0.6)
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Dai, surge a definicdo de um novo invariante de Lorentz, a massa transversa mr, definida como,

my =/ pa.+m?. (B.0.7)

Outra grandeza relativistica de interesse é o parametro hiperbélico, também chamado de rapidez longiduti-

nal Y, tendo sua defini¢do dada por,

Y=

1 (E
—ln( TPz (B.0.8)

2 \E-p;

Pode-se investigar as propriedades da rapidez no limite nao relativistico, para isso,  toma a forma = p,/E,
entdo (B.0.8) é reescrita,

1 {E(l+pZ/E)} 1
2 2

Y=-In F0—p. B2 (n(1+ ) -1In(1-p)]. (B.0.9)

Se B « 1, é possivel utilizar as aproximacdes por séries de poténcias da fungao,

In(1+x) = i D" Xl (B.0.10)
=+ ' h
Entao,
1 2 3 2 3 3

Sendo assim, no limite ndo relativistico, a rapidez converge para f:
Y = . (B.0.12)

Seguindo na analise das grandezas introduzidas, é possivel escrever a energia total E e o momentum

transverso mr em funcao da massa transversa e da rapidez. Para isso, realizando algumas manipulagées

E— E+
e Y= 2P L v |27 Pz (B.0.13)
E+p, E-p,

algébricas em (B.0.8), obtém-se,

Agora,
vy [Evpe . [E=pr VE+pIE+p) = E-PIE- P (E+py)t(E-py)
e te " = + = = . (B.0.14)
E-p; E+p, /E2+p§ mr
Entao, oE )
eV pe V=22 VY _2Pz (B.0.15)
mr mr
Logo,
E=mrcoshy, (B.0.16)
e)
p, =mrsenhY. (B.0.17)
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Sendo 6 o dngulo entre o trivetor momentum p e o eixo z, tem-se que cosf = %, assim, partindo de (B.0.5),

2
E+p,=+\/p?+m2+p,=p 1+(%) +p;.

No limite relativistico, m/p <« 1,

Entao,

E+p,=p(+p;/p)=pl+cosh) = chosz(H/Z).

E-p;=p(-p./p)=p(l-cosh) =2psen®(0/2).

Substituindo as equacdes (B.0.20) e (B.0.21) na defini¢do de Y,

1 1 )3
Y, ~ -] =-1] 2)].
P15 n[tg(H/Z)] nirg(©/2))

O ultimo resultado da equacdo (B.0.22) é chamado de pseudo-rapidezn,

n=-In[tg(@/2)].

(B.0.18)

(B.0.19)

(B.0.20)

(B.0.21)

(B.0.22)

(B.0.23)

A pseudo-rapidez n € um 6timo pardmetro para determinar o sentido de propagacdo da particula em relagdo ao

angulo polar 6. Sendo assim, classifica-se a pseudo-rapidez como backward, nos casos em que (1 < 0,1 — —o0)

e como forwardno caso em que (1 > 0,1 — 0o).

Agora tendo o referencial S’ uma velocidade relativa na dire¢do z em relagdo ao referencial S, tem-se a

rapidez Y7,
W:lmE
2
com,
E'+p;
CE-pL

Realizando algumas operacdes em F,

E'+p,  y(E-Bp)+y(p.—PE) , (1-F*)(E+pz)

E-p. yE-Bp)-y(p.—B " (1+pHE-p)

Logo,
1 E+ 1 1+
y/:_ln[_’% i [P
2 E-p; 2 1-8
Y Vs

(B.0.24)

(B.0.25)

(B.0.26)

(B.0.27)

Interpreta-se a grandeza Y como a rapidez relativa entre os sistemas S e §', podendo ser escrita de uma

forma mais compacta,
Y=Y+
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Apéndice B. Rapidez, massa transversa e momentum transverso

Sendo assim, a diferenca de rapidez AY é invariante sob boosts, uma vez que,

AY =AY’ (B.0.29)
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Apéndice C

Variaveis do cone de luz

Figura C.1: Representacdo geométrica das variaveis do cone de luz.

O sistema de coordenadas das varidveis do cone de luz (Fig. [C.1]) sdo bem apropriados para a fisica de

altas energias. Nele considera-se uma colisdo no eixo z. Sendo a quadri-velocidade v* = (1%, v}, v%,13) e a

quadri-posicdo x* = (x°, x1, x%, x%), define-se,

v =—(W +v),
2
1
v =—0" -1,
2
e!
VTE(UI,UZ).

O tempo €é definido como’, )
x = —(t+2).

V2

*Aqui t é a coordenada vertical do cone de luz (Fig. [C.1]) e ndo a varidvel de Mandelstam t do apéndice A.
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Apéndice C. Varidveis do cone de luz

A coordenada longitudinal x~,

1
X =—(t—2). (C.0.5)
V2
Dessa forma, o produto escalar toma a forma,
p-x=p x +p'x —pr-Xr, (C.0.6)
dai,
p xT+ptx = pPx0-p3at. (C.0.7)

A varidvel p~ é conjugada ao tempo x*, sendo esta a energia no referencial do cone de luz, enquanto p* é
conjugada a x~, sendo este o momentum longitudinal.

Para a camada de massa,

pt= %(Ei pz), (C.0.8)
tendo a propriedade,
p'p = %mT- (C.0.9)
Por fim, a rapidez toma a forma,
Y:ln(:i—;). (C.0.10)
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Apéndice D
O procedimento de Gram-Schmidt

O processo de Gram-Schmidt é um algoritmo simples para produzir uma base ortogonal ou ortonormal para

qualquer sub-espago ndo nulo. Sendo (¢#| ® <<p§? ‘ = <¢>f¢)?| considere o produto interno,
(608 |waz) = (D.0.1)
com |a,|* # 0. Agora, sendo |¢p7') € #2,3 |¢7') L (¢#| e e um niimero complexo arbitrério, tem-se
17 +el @i I = 1@ 12 +1el*11 ¢ ) 1P = 1+O(e?) (D.0.2)

Desconsiderando termos de segunda ordem em ¢, a combinagdo linear |¢2') +¢|¢1') se torna um vetor

unitério. Agora,

(pf|+e(or|ie <<Pf|1//AB> = <</)f‘</)ﬂw3> +e(opf|® <</)ﬂw3> =a,+e(¢p|e <<pf|wAB> (D.0.3)

1K+ e (@18 (@8 [wan )17 = llan+e (97| © (9F[was) I Do
= llaal? + 2Retean (¢ & (#F a5 )) + O
O lado esquerdo da equagdo (D.0.4) é estaciondrio em respeito a qualquer variagdo de |<pf>, de forma que,

<<pf’®<<pﬂw143>=0,i;él VoY e Ay, (D.0.5)

sendo 7y o conjunto de todos os estados pertencentes a .7¢, ortogonais a ‘(bf). Realizando o procedimento
similar no espaco vetorial .73 € possivel obter,

(Pl @ (Ppelwap)=0k# | V|pL)e Ay (D.0.6)

Tendo o vetor WIAB> dado por,

[W'ag) = [was)—an </)§‘>®‘<Pf> o |was) = Wg) +an ¢§‘>®)¢f>, (D.0.7)

104



Apéndice D. O procedimento de Gram-Schmidt

a definicao de a, ocasiona em,
(0@ (@8|wys) =0. (D.0.8)

Logo, W/’A B) € Hy ® Hp. O procedimento explicitado pelas equacgoes (D.0.1)-(D.0.8) pode ser repetido a fim de
eliminar os k,1-esimos estados e depois os seguintes, até se obter a forma,

lwas) =) ailaiy ®1b;). (D.0.9)
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Apéndice E

Método de integracao do ponto de sela nao

degenerado

O método da fase estaciondria ou do ponto de sela é uma extensdao do método de Laplace para se realizar uma
aproximacio integral, onde deforma-se o contorno da integral no plano complexo para passar préximo de um
ponto estaciondrio. Pode tanto ser utilizado no plano complexo quanto em integrais reais.

As integrais que serdo estimadas devem possuir a forma,
1= e, £0.1)
In

sendo I, o contorno n-dimensional e A deve ser grande.
Agora, com f,S: " - TeIcI". Se,

T =limsup Z(S(x)) < oo, (E.0.2)

xel

onde Z(x) denota a parte real e existe um nimero real positivo 1o em que,

f [f(x)e*S9 | dx < oo, (E.0.3)
I
Entao tém-se,
‘ f] feMPax|<ce™, vieR, A=A,. (E.0.4)
Para isso, sendo x um vetor n-dimensional, e
" _ 628()6) . .
Sij(x) (axiax]), 1=i, j=n, (E.0.5)
denota a matriz hessiana da funcio S(x). Se,
Px) = (¢1(x), p2(X), ..., P () (E.0.6)

é um vetor funcional, entdo tém-se a matriz jacobiana definida como,
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Apéndice E. Método de integracdo do ponto de sela ndo degenerado

0¢p;(x)
6x]'

J)’(x)z( ) l<i<k, l<j<n. (E.0.7)

O ponto de sela ndo degenerado xj € I, de uma fun¢do holomérfica é um ponto critico da func¢éo, onde a
matriz da funcéo hessiana tem um determinante diferente de zero.

Neste trabalho, utilizou-se do método para a expansdo assintdtica no caso de um ponto de sela nao
degenerado, sendo dada pela aproximagao,

nl2 n
I()L)Efl f(x)e“(”dxz(%”) M [ fxg) + O™ D] [T (=pp~ "2, (E.0.8)
n j=1

Sendo O(A™!) a aproximacao por séries de poténcias de A~ ! e {u i} 0 conjunto de autovalores da matriz
hessiana.
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