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No Capitulo 6 aborda-se o problema da determinagdo de coordenadas para
pontos da reta euclidiana, chegando entdo 4 nogdo de nimero real. Demonstra-se ai
o Teorema Fundamental da Geometria Analitica, e constroi-se o corpo dos numeros
reais.

No Capitulo 7 faz-se um estudo mais aprofundado dos numeros reais,
concentrando-se em suas representacdes aritmética e algébrica € suas respectivas
complexidades.

No Capitulo 8 discute-se o problema da insuficiéncia algébrica dos numeros
racionais e reais, motivando-se a constru¢do dos nimeros complexos, que € também
feita neste capitulo. Encerra-se o capitulo com um dos resultados mais importantes
da Algebra, conhecido como o Teorema Fundamental da Algebra.



APRESENTACAO

Esta apostila foi escrita ao longo de quatro semestres de discussdes sobre o
ensino dos numeros reais e complexos aos alunos de Licenciatura em Matematica; a
parte referente aos niimeros reais vem sendo lecionada, nos moldes desta apostila,
ha dois anos na disciplina de Matematica Elementar I, da UFRGS.

Os conceitos, 1déias e resultados associados aos temas centrais desta apostila,
a saber, o estudo dos nimeros reais e o estudo dos niimeros complexos, foram
desenvolvidos ao longo de muitos séculos, durante os quais varias crises foram
enfrentadas. A forga dessas dificuldades historicas era tdo grande que muitas delas
ainda sobrevivem em varios tipos de erros e confusdes comuns a grande maioria de
livros de Matematica destinados ao Ensino Fundamental e Médio. Nesta apostila
esclarecemos grande parte deles.

O Capitulo 1, Introdugdo ao Pensamento Matematico, tem como objetivo dar
a um aluno que esta ingressando em um curso superior de Matematica uma idéia -
inicial do método matematico de argumentacdo; em particular, discute-se o método
dedutivo e apresentam-se alguns tipos muito comuns de demonstracdes
matematicas.

O Capitulo 2 é uma breve revisdo dos ntimeros inteiros; ja o Capitulo 3
consiste em uma revisdo mais aprofundada dos ntimeros racionais; em ambos
salientam-se propriedades e fatos que norteardo o que constitui uma das partes
centrais desta apostila: o estudo dos niimeros reais.

A passagem dos nimeros racionais para os reais € motivada geometricamente,
através da necessidade de ampliarmos o campo numérico dos racionais de modo a
sermos capazes de medir qualquer segmento da reta euclidiana. Para tal, é
necessario um estudo prévio da reta euclidiana que inclua a discussdo de algumas de
suas propriedades basicas fundamentais, em especial o Postulado do Continuum, o
que € feito no Capitulo 4.

No Capitulo 5 aborda-se efetivamente o problema de medicio de um
segmento de reta via o método da régua decimal infinita; esta ultima é uma
idealizagdo matematica, muito conveniente, da familiar régua decimal utilizada no
Ensino Basico. E entdo introduzida e discutida a no¢do de numero real absoluto.



INDICE

Capitulo 1 - INTRODUGAO AO PENSAMENTO MATEMATICO
1.1 - Em Matemaética, ndo basta intuir, néo basta fazer experimentagdes:

é preciso demonstrar
1.2 - Em Matemética, demonstrar ndo é o mesmo que verificar muitos
€asos
1.3 - Conceitos bésicos e notagoes
1.4 - O Método Dedutivo
1.5 - Demonstracdo de proposigdes enunciadas como implicagdes
a) Demonstragdo Direta
b) Demonstragéo por Contraposigao
¢) Demonstragao por absurdo
1.6 - Demonstragao de proposi¢des ndo enunciadas como implicagoes
a) Demonstragéo de afirmagoes existenciais
b) Demonstragdo de afirmagdes de impossibilidade
c) Demonstragdo de afirmagdes de universalidade
d) Demonstragdo da falsidade de afirmagoes universais
1.7 - Demonstragdo por Indugdo Matemadtica

Capitulo 2 - NUMEROS INTEIROS

2.1 - Notagdo e terminologia
2.2 - O Teorema Fundamental da Aritmética

Capitulo 3 - NUMEROS RACIONAIS

3.1 - Conceito e Notagao

3.2 - FragOes Decimais

3.3 - O corpo dos racionais

3.4 - Ordenagdo dos Nimeros Racionais
3.5 - Densidade dos Racionais

3.6 - Representagao Decimal dos Racionais
3.7 - Consideragdes finais importantes

3.8 - Leitura Complementar

10
13
13
13
14
15
15
15
16
16
17

23
23
23

27
27
29

30

33
36
37
49
50



1 INTRODUCAO AO PENSAMENTO MATEMATICO

1.1. Em Matemética, ndo basta intuir, ndo basta fazer experimentagoes: €
preciso demonstrar

1.2. Em Matemética, demonstrar ndo é o mesmo que verificar muitos casos

1.3. Conceitos Bésicos e Notagoes

1.4. O método dedutivo

1.5. Demonstracio de proposicoes enunciadas como implicagoes

1.6. Demonstragéo de proposicdes nao enunciadas como implicagGes

1.7. Demonstracao por Inducdo Matemadtica

1.1 Em Matemédtica, nao basta intuir, ndo basta fazer experimentagoes:
é preciso demonstrar

A Matemstica é uma ciéncia exata e, como tal, ndo podemos nos contentar, ao intuirmos novos
resultados (seja através da experimentagdo, simulagdo. ou mesmo pela intui¢ao pura e simples) em
aceitd-los como verdadeiros sem que os mesmos venham acompanhados de uma argumentagao que
os valide de maneira clara e precisa. Além de isso ser um “protocolo oficial”, a pratica mostra que a
preocupacao com a demonstragao é fundamental, pois muitas vezes a intuicao nos engana.

Em Matemética, costumamos usar a palavra conjectura para indicar uma afirmagao decorrente
de uma intuicdo cuja veracidade ou falsidade ainda néo se conseguiu demonstrar.

E comum em Matemética uma conjectura passar por vérias geragdes de matemadticos, até que
alguém consiga “resolvé-la”, seja comprovando-as (através de uma demonstragéo), seja mostrando
sua falsidade (o que, em geral, é feito com o que chamamos de contra-exemplos; veja exemplo
a seguir). A Histéria tem mostrado que, muitas vezes, uma dada conjectura se confirma mas ou-
tras vezes nao, tornando assim clara a necessidade de uma demonstracdo. Vejamos trés exemplos
importantes de conjecturas resistentes:

Exemplo 1 -
O famoso matemdtico Pierre de Fermat, por volta de 1620, conjecturou que

P(n)=1+2%"
é um numero primo, para todos os infinitos valores n € {0,1,2,...}. Ele verificou que
P(0) =3, P(1) =5, P(2) =17, P(3) = 257, P(4) = 65 537

sdo primos, mas ficou por af, pois esses valores crescem muito Tdpido, e decidir se um niumero muito
grande é primo é muito trabalhoso. Cerca de 100 anos depois, Leonhard Euler mostrou que P(5) néo
¢ primo:

P(5) =1+ 2% =4294 967 297 = 641 x 6 700 417,

provando assim a falsidade dessa conjectura.



Exemplo 2 -
Uma das mais famosas conjecturas matemdticas foi enunciada pelo mesmo matemdtico francés,
em 1637 e ficou conhecida como a Conjectura de Fermat: ao estudar as equagoes

2

3

c+y==z o+t =22 B+t =28

onde as incdgnitas Z,y e z podem assumir apenas valores inteiros, depois de constatar que a primeira
equagao tem muitas solugdes, que a sequnda tem bem menos (apesar de ainda serem em mimero
infinito) e ndo conseguir achar nenhuma solugdo ndo trivial - ou seja, outra que (fx=0ey=2z2) ou
(y=0ez=2)ou(z=0ezx = —y para o caso em que n é ¥mpar) - para a terceira e sequintes, ele
conjecturou que, paran > 3, ndo existem solugdes inteiras ndo triviais para

$n+yn :ZTL.

Mesmo apds o esfor¢o de muitos dos maiores matemdticos de todos os tempos, a prova dessa
conjectura s for consequida 356 anos depois de Fermat, pelo americano Andrew Wiles, em 1993.
Este € um magnifico exemplo que mostra o qudo grande pode ser a distdncia entre uma ntuicao e
uma demonstragdo. Mais do que isso, é importante observarmos que, na tentativa de demonstrar a
conjectura de Fermat, os matemdticos desenvolveram uma enorme quantidade de idéias e resultados
que serviram para fertilizar muitos campos da Matemdtica, produzindo até tecnologias que servem ao
cidaddo, como alguns métodos de criptografia (codificacio e decodificacdo de mensagens). O leitor
interessado poderd ler mais sobre essa conjectura e sua prova no livro de Simon Singh, “O Ultimo
Teorema de Fermat”, da Editora Record.

O exemplo acima serve também de ilustracio para o seginte fato: a Histéria tem mostrado que,
muitas vezes, os esforgcos dos matemdticos na tentativa de resolver estas conjecturas resistentes,
acabam produzindo desenvolvimentos importantes.

Nos dois exemplos anteriores apresentamos conjecturas que afinal foram resolvidas. No entanto,
ainda existem muitas conjecturas em aberto em Matemstica. Provavelmente a mais famosa delas é
a seguinte:

Exemplo 3 - A conjectura de Goldbach -

Formulada por Christian Goldbach, em 1742, ela afirma:

“Todo nimero inteiro par maior do que 2 pode ser escrito como a soma de dois nimeros primos”.

Apesar de ter sido testada, em computadores, até inteiros menores ou iguais a 10, ainda néo
eriste uma prova, 261 anos apds sua formulagdo, que ateste de fato sua veracidade. Recentemente
foi oferecido um prémio de 1 milhdo de ddlares a quem for capaz de resolvé-la, demonstrando-a ou
apresentando um ezemplo que mostre sua falsidade (ou seja, apresentando um contra-ezemplo ).

O leitor interessado em saber mais detalhes sobre esta conjectura pode ler o fascinante livro “Tio
Petros e a Conjectura de Goldbach”, de Apostolos Doxiadis, EditoraM34.

Néo podemos deixar de comentar que, relacionado & questdo da possibilidade de se vir a provar ou
nao uma dada conjectura, existe um resultado de Légica Matemdtica, conhecido como o Teorema
da Incompletude de Gddel, demonstrado pelo matemético austriaco Kurt Godel, por volta de
1330, que é tremendamente perturbador, pois afirma: em Matemédtica existem afirmacdes legitimas
(proposicdes) que jamais poderdo ser provadas, ou seja, existem enunciados mateméticos que sio
indemonstraveis !



Este resultado causou um grande impacto na Matemadtica por ocasido de sua divulgacao e nos
anos seguintes, vindo a contrariar a expectativa do que os matemadticos imaginavam sobre o assunto,
mcluindo af grandes nomes da época como David Hilbert e Bertrand Russel.

A questao que decorre naturalmente deste teorema é: é possivel se saber a priori quando um
enunciado matemadtico (tal como uma conjectura ainda néo resolvida) é ou ndo um resultado demon-
strdvel? A resposta veio na negativa um pouco depois do trabalho de Godel, dada pelo matemaético
Alan Turing, que era estudante de graduagao na época em que Gédel apresentou seu resultado. Tur-
Mg provou que nao € possivel saber, a priori, quando um enunciado matema&tico é demonstrivel ou
a30.

Deixando de lado estes fatos um tanto quanto desconcertantes da Légica Matemadrica. e voltando
vara a discussdo sobre a relevancia da prova em Matemdrica, é importante que se diga que a exper-
1éncia nos mostra, também. que muitas vezes a demonstracio de um resultado tem até mais valor
do que o mesmo. pois fregiientemente ela pode ser adaptada para demonstrar outros resultados. Por
2xemplo, veremos futuramente que a demonstragio de que nio existe niimero racional cujo quadrado
% 2 pode ser adaptada para também demonstrar que nio existe niimero racional cujo quadrado é um
nuimero inteiro primo. Salientamos, no entanto, que o real ganho que temos com a demonstragao de
uma afirmacdo é a certeza da sua veracidade.

Infelizmente. no sistema escolar de nossos dias. nZo faltam situacdes fazendo com que o aluno se
preocupe t&o somente com o intuir a verdade. As questes de muiltipla escolha do vestibular sio um
exemplo muito significativo. Quando solicitamos ao aluno assinalar a opcéo correra de uma questao
do vestibular, estamos estimulando que ele exercite. prioritariamente, sua capacidade de intuir, pois
lele n&o estd sendo exigida a justificativa de sua escolha. Isso tende a desenvoiver a esperteza ao
‘nvés de desenvolver o pensamento cientifico.

Para finalizar, reiteramos que nao estamos negando o valor da intuicdo. mas sim enfatizando que.

como diz o titulo desta secdo. “em M atemdtica néo basta intuir: é preciso demonstrar®

Exercicio 1 -
Intua um padrdo geral sugerido peics igualdades

w

A

-5 = 4% -

B &
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b

A seguir responda: o padrdo que Vocg intuiu é ume afirmacdo falsa ou verdedeira? Por qué?

Exercicio 2 -
Idem exercicio acima. consideranco cs igualdades
(20 +23) = 2025
(30 +23)° = 3025.

1.2 Em Matemdtica, demonstrar ndo é o mesmo que verificar muitos
casos
Nesta segdo nos preocuparemos corz um certo tipo ce afirmacdes que ocorrem freqilentemente

em Matemadtica: aquelas cuja veracicace depende da andlise de casos particulares. Vejamos alguns
exemplos:

(V]



Exemplo 4 -
E par qualquer numero do conjunto {10, —234, 4578, 1200}.

Exemplo 5 -
2 2 . . .
n? —n+ 41 é um mimero primo, para qualquer ndmero natural n.

Exemplo 6 -
2 2 > 4 . .
n? é um mimero par, para qualquer numero inteiro par m.

Exemplo 7 -
n? —n+ 10 é um numero par, para qualquer numero natural n.

Em Matematica uma demonstracéo para este tipo de afirmagdes s6 é aceita quando cobrir todos
os casos do universo de possibilidades envolvidas. Assim, podemos concluir que a afirmacao do
Exemplo 4 acima é verdadeira, através da seguinte demonstragao:

Demonstracio da veracidade da afirmagdo do Exemplo 4.

Lembrando que nuimero par é todo inteiro multiplo de 2 e que

10 = 2x5
—234 = 2x —117
4578 = 2% 2289
1200 = 2 x 600,

podemos concluir que a afirmagdo do Exemplo 4 é verdadeira. A

A exigéncia da verificabilidade de todos os casos envolvidos torna-se um problema quando o
universo de possibilidades for infinito, que é o que mais comumentemente ocorre em Matemética; as
afirmacoes dos Exemplos 5, 6 e acima sao desse tipo.

Decisao da veracidade da afirmagao do Exemplo 5.

Reiteramos que, aqui, argumentos do tipo.

“Sim, pois por exemplo,
F—14-41 =41, 22 — 2+ 41 = 43, 3% — 3441 =47, 4% — 4 + 41 = 53,
52 — 5 + 41 = 61, 62 — 6+ 41 =71, 7P -7+41=283 sdo todos numeros primos.”

nio servem como comprovacao da veracidade desta afirmacao, j4 que apenas a COmprovamos para
um ntdmero finito de valores para n, enquanto que n varia no conjunto N, que é infinito. E, s6 para
mostrar que um argumento experimental do tipo acima pode até nos levar a conclusoes erradas,
observamos que, embora o matem4tico Euler tenha mostrado que, até n = 40, n? —n+41 é sempre
primo, na verdade a afirmagdo do Exemplo 5 é falsa para n = 41, pois 412 — 41 + 41 = 412, que
obviamente ndo é um nimero primo. A

Consideremos agora os Exemplos 6 e 7. Se testarmos as afirmagdes para diversos valores de n, por
exemplo, n = 1,2, ..., 100, veremos que ambas as afirmagdes sdo verdadeiras nestes casos; isto nos leva
a crer (isto &, intuir) que as mesmas devam ser verdadeiras para qualquer valor de n. Entretanto, para
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nodermos garantir isto com a certeza exigida pela Matemadrica, temos que descobrir algum argumento
genérico que seja aplicdvel a qualquer uma das infinitas possibilidades de n ou achar algum artificio
para reduzir o universo das infinitas possibilidades a um nuimero finito de familias de casos. cada uma
las quais podendo ser examinada genericamente. Iustramos isto a seguir, discutindo a veracidade
los Exemplos 6 e 7:

Decisao da veracidade da afirmacao do Exemplo 6.
Sendo n um inteiro par, podemos escrevé-lo na forma n = 2k, com k inteiro. Dai.

n® = (2k)? = 4k = 2(2k%).
Jomo 2%? é ainda um inteiro, a igualdade
n° =2(2E%)
10s permite concluir que n? é par. Portanto, a afirmacio é verdadeira do Exemplo 6. A

Txercicio 3 -
% P 3 = o~ 2 ¥z 5
Prove que se n é um inteiro impar entao n- tamoém € impar.

Decisdo da veracidade da afirmacao do Exemplo 7.

Consideremos os dois seguintes casos:

1°cdso : n é um inteiro par.

Pelg Exemplo 6 sabemos entdo que n? é par. Deixamos ao leitor o exercicio de mostrar que entao
n® —n g par.

2°caso : n é {mpar.

Pelg Exercicio 3 sabemos entdo que n”? é impar. Deixamos ao leitor o exercicio de mostrar que
rambém aqui n® — n é par.

P-ovamos assim que. em qualquer caso, n*> — n é um nimero par. digamos.

(2] ¥
n- —n =2%.

I~

com k inteiro. Dai:

n?—n—-10=2k—-10=2(k+3).

e como k + 5 é também inteiro. concluimos que. em qualquer caso. n? — n — 10 é par. Fica assim
Jemonstrado que a afirmacdo do Exemplo T é verdadeira. A

Para finalizar esta se¢@o. salientamos que em muitas ciéncias - como € o caso ca Fisica. Quimica.
Biologia etc - é aceita como comprovacao da veracidade de afirmacles semelhartes as acima a ve-
rificacdo de uma quantidade finita de casos particulares da mesma. Dizemos que essas ciéncias sio
empiricas. Com os exemplos anteriores procuramos salientar que - é essencial que o leitor entenda
isto! - em Matemadtica. o exame de uma quantidade de casos. mesmo que enorme. tem no méximo
um valor heurfstico. Isso nunca poderd ser aceito como prova matemaética.



Resumindo:

TESTAR ALGUMAS ou mesmo MUITAS possibilidades de uma afirmagao ma-
tematica ndo ¢ DEMONSTRAR, nem quando o universo de possibilidades da afirmagao
for finito nem quando for infinito.

Em afirmacdes com um ndmero finito de possibilidades, temos duas estratégias de demons-
tracdo: ou usamos um argumento genérico ou testamos TODAS as possibilidades.

Em afirmacdes com um numero infinito de possibilidades, temos que recorrer a um racioci-
nio que nio dependa de casos particulares, temos que usar um raciocinio genérico.

Insistimos que este padrdo de rigor é uma caracteristica da Matemaética: ela é uma ciéncia exata;
ela ndo aceita demonstracdes que se resumem & verificacio de milhdes de possibilidades, se ficar
faltando a demonstracdo de um tnico caso que seja, pois esse caso pode tornar a afirmagao falsa.

Exemplo 8 -
FE verdade que se p for um nimero primo entao

d(p) =2""" -1

néo é divistvel por p*?
Esta pergunta foi feita pelo Tusso D. A. Grave, e é verdadeira até p = 1092. Contudo d(1093) é
divistvel por 10932.

Exemplo 9 -
E verdade que o valor

P(n) =1+ 991n>

nunca é um quadrado, qualquer que sejan € {1,2,...}?
A resposta é sim para uma enormidade de casos: até

ne = 12 055 735 790 331 359 447 442 538 766 = 12 x 10",
Contudo, o valor sequinte de n jd dd P(n) um quadrado perfeito:

P(TLQ + 1) =
144 032 698 557 259 999 607 886 110 560 755 362 973 171 476 419 973 199 366 400
= (379 516 400 811 930 638 014 896 080)>.

Il

1.3 Conceitos Basicos e Notagoes

Nesta secdo, e nas duas que a seguem, fazemos uma abordagem préatica e objetiva da légi-
ca da Matemdtica, especialmente no que toca aos elementos envolvidos em suas proposicoes e de-
monstracoes. N&o pretendemos em momento algum dar “receitas”, e sim esclarecer ou exemplificar
alguns pontos que temos observado provecarem confusdo entre os alunos.
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Definigdo 1 -
Uma proposicao, em Ldgica. € uma afirmagdo & qual podemos atribuir um valor ldgico, i.e.,
dizer se ela ¢ verdadeira (V) ou falsa (F).

Exemplo 10 -
Sao exemplos de proposicées:
i) Pelé foi jogador profissional de basquete.
it) 28 é numero par.
i11) O tridngulo € uma figura plana.
iv) Para todo z € N, o algarismo da unidade de z* € igual ao de z.
Nao sao proposicoes as afirmacées:
v) Amanha vai chover.
w)x = 3.
viit) m < n.

Notagao: Costumamos representar proposi¢oes por letras latinas minudsculas:
p : Pelé foi jogador profissional de basquete
q: 28 é par
r:2>3

Salientamos que uma proposi¢cado nunca pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo. Ou seja
tem um e s6 um valor 16gico. O que pode ocorrer é que nem sempre conhecemos seu valor légico.

Em Matemadtica as proposicoes verdadeiras podem receber o nome de postulados ou axio-
mas, lemas, proposicoes, teoremas e coroldrios. Estas designacoes s@o bastante antigas em
Matemadtica, terido sido usadas nem sempre com o mesmo significado que elas tém atualmente.

Os axiomas ou postulados (atualmente considerados sinénimos) servem como alicerce de toda
uma teoria; e, por serem justamente o “ponto de partida” dela. ndo temos com o qué demonstra-los.
Assim, sdo aceitos sem qualquer demonstraggo.

Exemplo 11 -
“Por dois pontos distintos passa uma e somente uma reza” € um postulado da Geometria Euclidia-
na. '

J4 os lemas, proposicoes. teoremas e coroldrios sdo afirmagoes verdadeiras acompanhadas de uma
demonstracdo que comprova a veracidade das mesmas. As argumentacoes utilizadas em tal demon-
stragdo se apdiam' em conceitos e resultados ja estabelecidos, incluindo os axiomas {ou postulados).
A diferente nomenclatura utilizada para estas afirmacdes refere-se a uma hierarquia entre eles: em
geral, lemas sdo resultados intermedidrios que tém como objetivo facilitar a demonstragao de uma
proposicao ou teorema. J& a diferenca entre proposi¢io e teorema estd na importéncia do resultado
que estas estdo estabelecendo. Finalmente. os coroldrios sdo afirmagdes caracterizadas por decorrerem
de maneira mais direta dos teoremas ou proposigoes.

As vezes os teoremas sdo tdo importantes que recebem nomes dos seus autores {p.e.: Teorema
de Pitdgoras, Teorema de Tales) ou nomes especiais. Por exemplo, nos préximos capitulos, men-
cionaremos o Teorema Fundamental da Aritmética. o Teorema Fundamental da Algebra, o Teorema
Fundamental da Geomertria Analitica.

Vamos agora nos concentrar num ourtro tipo de afirmag¢des que encontramos em Matemadrica: note
que sentencas da forma



z =3,

z+y <9,

T é um tridngulo equildtero,
z=3

m<mn

ndo sio proposices, mas o que podemos observar é que se dermos valores numéricos para z, y, m, n, ou
subtituirmos T por um triangulo especifico, elas se tornam proposigdes. Os sfmbolos z, y, T, m, n,
s&o por isso chamados varidveis, e as sentengas acima séo chamadas sentengas abertas (por en-
volverem varigveis de uma tal forma que, ao substituirmos as varigveis por algum valor ou expressao
as tornamos proposigdes).

Notacdo: p(z,y) para uma sentenca aberta que envolve as varidveis z e y;
q(z) para uma sentenga aberta que envolve a varidvel z

Exemplo 12 -
glz): z=3
p(z,y):z+y <5

E possivel construirmos proposigdes em Matemadtica envolvendo sentengas abertas. Para tal
fazemos uso de quantificadores para a(s) varidvel(is) envolvida(s), e as proposigdes criadas
sdo denominadas proposigées quantificadas. Os simbolos

v (leia-se “qualquer” ou “para todo”)
3 (leia-se “existe pelo menos um”)

sdo os quantificadores mais usados na Matematica, denominados universal e existencial respecti-
vamente. (Observe como a terminologia tenta de fato expressar o conceito envolvido). Salientamos
"que estes ndo sdo os Unicos quantificadores existentes: por exemplo, 3! significa “existe um tnico”.

Exemplo 13 -

i) O Ezemplo 1 podia ter sido escrito simplesmente da seguinte forma: ¥ n € {0,1,2,3,...}, P(n) =
1+ 2% ¢ um numero primo. i

) O Ezemplo 2 podia ter sido escrito simplesmente da seguinte forma: ¥ n € {3,4,5...},
equacdo " + y™ = 2™ ndo admite solugdes além da trivial.

ii) O Exemplo 3 podia ter sido escrito da seguinte forma: ¥V z € {10, —234, 4578, 1200},
par.

i) O Ezemplo 4 podia ter sido escrito da seguinte forma: ¥V n € N, n? —n +41 é primo.

v) 3z €N, z =3 (leia-se: “existe (pelo menos) um nimero natural que ¢ igual a 3”)

vi) V x € {2,3,4,5}, 1 <z <3 (leta-se:  “todo elemento do conjunto {2,3,4,5} é um nimero
entre 1 e 3, podendo ser inclusive igual a 3)

vii) ¥V T € {tridngulos isdsceles}, T é um tridngulo equildtero (leia-se: “todo tridngulo isdsceles
¢ um tridngulo equildtero”)

Observe que tais expressées sdo de fato proposigoes. Qual sew valor ldgico?

IS

[N

E qual é o valor l6gico das proposi¢ées abaizo?
viii) V T € {tridngulos equildteros}, T é um tridngulo isdsceles
iz) 3T € {tridngulos isdsceles}, T é um tridngulo equildtero



Quando mais de uma varidvel estd envolvida na sentenca aberta, necessitamos usar mais de um

quantificador para torni-la uma proposicdo. Mais precisamente, cada varidvel precisa ser quantifi-
cada.

Exemplo 14 -

VneN, 3z € Q, z" = 4 (leia-se: “para todo mimero natural existe um nimero racional que
elevado & quarta poténcia € igual a este numero”)

Definicao 2 -

Uma proposicdo quantificada sempre apresenta o conjunto dos possiveis valores que a varidvel
pode assumir. Tal conjunto é chamado universo da varidvel.

Exemplo 15 -
No exzemplo 13 temos para universo das varidveis envolvidas:
i) o conjunto N
it) o conjunto {3,4.5....}
i11) o congunto {10, —234, 4578, 1200}
iv) o conjunto N
v) o conjunto N
vi) o conjunto {2,3.4.5}
vit) o conjunto {tridngulos tsésceles}
vitt) o conjunto {tridngulos eguildteros}
iz) o conjunto {tridngulos isdsceles}
Jd no Exemplo 14, o universo paran é N e o universo parax é Q

Salientamos ainda que as proposicoes

M

Yo EN 2xr >z e YVyeN 2y>y
exprimem exatamente o mesmo fato. a saber, “o dobro de um numero natural é sempre maior do
que este numero”. A diferenga é que na primeira. simbolizamos este nimero natural genérico por z,

enquanto que na segunda o chamamos de y. assim como podiamos também ter usado “fulano’.

Definigao 3 -

Seja p(z) uma sentenca aberta de varidvel x. e seja a um valor do universo de z. Denotamos
por p(a) a proposicdo obtida da sentenca aberta p(x) através da substituicdo de r por a. Se esta
proposicdo for verdadeira. costumamos dizer que a satisfaz p(z)., ou que a satisfaz a condigdo
p(z).

Exemplo 16 -
Com relacdo as sentencas abertas do exemplo 10:
6/2 satisfa= giz). pois € verdade que 6/2 = 3;
o par (2.3" sctisfaz p(z.y). pois p(2.3):2+-3=5<35 ¢

N
-~
o 4



1.4 O Método Dedutivo

Para estabelecer-se o valor légico de uma proposigdo (isto é provar que ela é verdadeira ou
provar que ela é falsa) a Matemdtica usa exclusivamente o método dedutivo. Para apresenté-lo e
discuti-lo, comecamos introduzindo a sua nogéo mais fundamental, a saber, a nogao de implicacao.

Definicao 4 -
Dizemos que uma proposi¢do p #mplica wma proposicdo g se for possivel provar (ou deduzir)
que “se p for verdadeira entdo q também o serd”.

Notacao: p = gq.

Quando p implica g, costuma-se também dizer que a implicagdo p = ¢ é verdadeira. Além disso
& tradicional em Matemética nos referirmos a p como premissa ou hipétese e ¢ como tese da
implicacao p = gq.

Exemplo 17 -
(123 466)% = 234 456 236 = o sucessor de (123 466)* ¢ 234 456 237.

Exemplo 18 -
20 008 ¢ par = 4 + 20 008 € par.

E essencial entendermos que a veracidade de uma dedugéo é sempre baseada em conceitos j&
estabelecidos e/ou em outros resultados j4 demonstrados.

No primeiro exemplo acima, fizemos uso de uma definigdo para deduzir a validade da implicacao,
a saber, a definicdo de sucessor. E comum numa demonstracio expressarmos isto assim:

(123 466)? = 234 456 236 “T L o sucessor de (123 466)? & 234 456 237

J4 no segundo exemplo poderfamos escrever

ma de pares € par
=

20 008 e 4 s3o pares 4 4+ 20 008 é par

(aqui fizemos uso de um resultado j& “previamente estabelecido” para deduzir esta outra proposicao).

Note que para decidirmos que a implicagdo p = ¢ é verdadeira, ndo é preciso saber se a hipétese,
p, é realmente verdadeira. De fato, no primeiro exemplo acima concluimos que a implicagdo é
verdadeira sem sabermos se realmente é verdade que (123 466)? = 234 456 236. E, de fato, isto ¢ até
falso:

(123 466)2 = 15 243 853 156.

Em Matemética também utilizamos implicacdo entre sentengas abertas: dizemos que uma sen-
tenca aberta p(z) implica outra ¢(z) quando, as sentengas abertas p(z) e g(z) estdo “amarradas”
uma & outra de tal forma que quando p(z) e g(z) se tornarem proposigdes por alguma substitui¢ao
da varidvel z, o valor légico de g(z) vai depender do valor 16gico de p(z) no sentido que se p(z) for
verdadeira entdo g(z) também o ser4.

Notagao: p(z) = q(z).

Podemos expressar esta idéia de implicacido de diferentes formas:
- ¢(z) segue de p(z)

10



- g(z) € conseqiiéncia de p(z)

- p(z) é condicdo suficiente para ¢(z)

- para que ocorra g(z) basta ocorrer p(z)
- g(z) é condigao necessédria para p(z)

- se ocorre p(z) entdo necessariamente ocorre ¢(z).
Como no caso das implicactes entre proposicoes, em uma implicagdo entre sentengas abertas
p(z) = g(z), p(z) é dita hipétese e g(z) de tese da implicagzo.

Exemplo 19 -
T é par = z + 10 € par,
e a justificativa para este exemplo é a mesma utilizada acima: soma de pares ainda € par.

Salientamos novamente:

Importante! Nunca precisamos saber se uma hipétese é de fato verdadeira para decidirmos
se uma implicagao é verdadeira. Isto vale tanto para implicacGes entre proposigoes quanto
para implicacOes entre sentencas abertas.

No exemplo acima, de fato a sentenca “z é par” para alguns valores de z torna-se verdadeira e
para outros torna-se falsa. E também podemos dar um exemplo ndo matemdtico: nao precisamos
conhecer Darci para afirmarmos com convigdo que é verdadeira a implicagao

Darci é o Presidente = Darci é homem.

e portanto ndo precisamos saber se é ou nao verdade que Darci é o Presidente. Uma demonstragao
em Matemdtica é muitas vezes uma seqiiéncia de implicagdes. onde a cada passo obtemos uma nova
afirmacdo que é verdadeira se todas as proposicdes anteriormente citadas forem verdadeiras.

Definicao 5 -
A reciproca da implicacdo p = ¢ (ou p(z) = q(z)) € a implicagdo g = p, (ou q(z) = p(z)).

Se duas sentencas p e g (ou p(z) e gi.r)) sdo tais que p = ¢ (ou p(z) = ¢(z)). nada obriga que
também seja verdadeira a implicacdo reciproca g = p, (ou giz) = p(z)). Comegamos ilustrando com
um exemplo ndo matemadrtico:

Exemplo 20 -
“Darci é o Presidente™ = “Darci é homem”~
é uma implicagdo verdadeira, mas néo podemos afirmar que é verdadeira sua reciproca

“Darct é homem™ = ~Darct é o Presidenie”.

Costumamos escrever “Darci é homem™ = “Darci é o Presicente”. No entanto:

1.1



Exemplo 21 -
Sep: [123 466 = 234 456 236 e q :[123 466F + 2 = 234 456 238
entdo temos p = q, também podemos afirmar que ¢ = p.

Definigao 6 -
Quando duas proposi¢des (ou duas sentengas abertas) sdo tais que a primeira implica a segunda
e a sequnda implica a primeira dizemos que elas sdo equivalentes.

Notagao: p < q (ou p(z) < ¢(z))

Exemplo 22 -
[123 466)> = 234 456 236 < [123 466]? 4 2 = 234 456 238

Podemos expressar esta idéia de equivaléncia de diferentes formas:
- g segue de p e p segue de q

- p é uma condigao necessdria e suficiente para ¢

- ¢ ¢ uma condigao necessdria e suficiente para p.

Note que quando duas proposigdes sdo equivalentes entdo ou sao ambas V ou sao ambas F,
pois se uma for V e a outra F entdo ndo teremos a verdadeira implicando na falsa. Portanto, quando
as proposicdes p e q sdo equivalentes, temos uma outra maneira de expressarmos equivaléncia:

p & verdadeiro se e somente se g o for.

Analogamente, quando duas sentencas abertas séo equivalentes entdo, no momento em que elas
se tornarem proposicdes ou serao ambas V ou serao ambas F.

.Exemplo 23 -
Para todo nimero natural n,

n<9sen<l

Por ezemplo, para n = 2 temos 22 < 9 e 2 < 3 ambas V, e paran = 5 temos 52 <9eb<3
ambas F.

No entanto:
Exemplo 24 -

Para todo numero inteiro T, 7> < 9 & r < 3, pois é V a implicacdo = mas ndo é verdadeira a
implicacio <. Por ezemplo, (—20)*> <9 é F mas —20 <3 é V.

12



1.5 Demonstracao de proposicoes enunciadas como implicagoes

Para demonstrar uma implicac2o, por exemplo, uma implicacao do tipo

p(z) = q(z),
onde p(z) e g(z) denotam sentencas abertas na varidvel z. podemos fazer uso de um dos seguintes
tipos de demonstragao:
a) Demonstracao Direta:
Consiste em supor que p(z) é V e chegar por inferéncias a conclusio (ou deduzir) que g(z) é V.

Exemplo 25 -
Provemos diretamente que produto de inteiros pares é par. Ou seja,
Yz,y € Z [z e y pares= Ty é par].

Prova: Sejam z,y € Z, ambos pares. digamos,
z=2In ey =2m,
com m,n € Z. Dai: zy = (2n)(2m) = 4mn = 2(2mn). Como 2mn € Z. concluimos que o produto
Ty € par. A

Exemplo 26 -
Para todo = € Z, se x é par entdo x° € par. Ou seja,
Yz € Z. [z par= x> par.

Prova: Basta tomar £ = y no exemp!o anterior. A
b) Demonstragdo por Contraposicao:

Baseia-se no seguinte fato. fundamenrtado pela Légica: se p(r: e g(z) s@o sentengas abertas e se
for verdade que p(z) implica g(z) entdo. se ndo ocorrer g(r) (ou equivalentemente. se g(z) for F, ou
ainda, se a negacdo de g{z) é V). entdo necessariamente ndo vai ocorrer p(z) (ou seja, p(z) tem que
ser também F. ou ainda. a negagdo de piz) é V).

Notagao: simbolizamos a negagéo de piz) por —p(z). E ficil ver que ——p(z) = p(z).

Mas entdo concluimos que se a implicacdo p(z) = ¢(z) é verdadeira, entdo é também verdadeira
a implicacdo —g(z) = —p(z)-

Definicao 7 -
A implicacdo —q(z) = —p(x} é chameda a contrapositiva de p(z) = q(z).

Salientamos que com o mesmo argumento acima podemos concluir que. se for verdade que
—q(z) = —p(z). entdo é também verdadeira a implicacdo ——pir: = ——¢(z). ou seja, &€ também

verdadeira a implicagdo p(z) = g(z.
Assim. vemos que. se queremos conciuir que p(z) = g¢{r) é verdadeira, entd@do podemos tentar
provar que —g{z) = —pix) é V.. Esta forma de demonstracio é chamada demonstragao por con-

traposigao.

Resumindo:
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Provar por contraposi¢do uma implicagdo p(z) = ¢(z) consiste em provar de forma direta
sua contrapositiva —g(z) = —p(z). Ou seja: partindo da suposi¢go que —g(z) € verdadeira,
deduzimos que —p(z) também é verdadeira.

Exemplo 27 -
Provemos a sequinte proposi¢cio: para todo x € Z, r tem a mesma paridade do seu quadrado.
Note inicialmente que tal sentenca pode ser reescrita na forma de equivaléncia

Yz € Z[z é par & z° é par].

Prova: Observemos que a implicacdo (=) jé foi feita acima (de forma direta). Por contraposicao,
provemos a reciproca (<), a saber

nao é verdade que = é par = nao é verdade que z? & par,
ou seja (j& que um inteiro que néo é par é necessariamente fmpar), que

sz 2 4 s
T € lmpar = I~ € lmpar.

E, de fato:
z éimpar = z=2k+1, paraalgumk €Z =
2?2 = (2k+1)° =4k +4k+1=2(2k" +2k) + 1.
Como 2k% + 2k é um inteiro, conclufmos que z2 é um inteiro fmpar. A
Exemplo 28 -

Afirmamos que, para todo racional positivo T,
2=2=z1>1.
Prova: Por contraposi¢ao, provemos que
O<z<l=12#2

De fato,

propriedade da ordem
—

0<z<1 rr<ll=2<1<2=22#2 A

Exercicio 4 -
Prove que se x é um racional positivo tal que z* = 2 entdo = < —%

c) Demonstragao por Absurdo:

E baseada no fato que se a implicacdo p(z) = ¢(z) € V entdo ndo é possivel serem verdadeiras ao
mesmo tempo p(z) e =q(z). Assim, se supusermos que p(z) é V e que ¢(z) é F e chegarmos a algum
conflito em nosso raciocinio (isto €, “algo der errado”), concluiremos que ndo é possivel acontecer
que p(z) € Vegq(z)eF.

Tendo provado isto, poderemos concluir que se p(z) é V entéo g(z) é necessariamente V; teremos
assim provado a implicacdo p(z) = ¢(z).

Resumindo:
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Provar por absurdo que p(zr) = g(z) consiste em mostrar que a possibilidade de p(z) ser
verdadeira e g(z) falsa nos leva a alguma contradigao.

Exemplo 29 -
Para todo n € N,

n*~2n+3#(n+1)>%*-5.

Prova: Por absurdo, suponhamos que exista n € N tal que n? +2n + 3 = (n <+ 1)? — 5. Entdo:

n*+2n+3 = (n+1?-5=3n’+2n+3=n*+2n+1-5=
n?+2n+3 = n’+2n—4=3=—4 absurdo!
Conclufmos entdo que n? +2n +— 3 = (n+1)2 — 5 para todo n € N. A

1.6 Demonstracao de proposicoes nao enunciadas como implicagoes

Comentamos agora demonstracoes de algumas proposigoes matemadticas que ocorrem muito fre-
giientemente mas que nao estao enunciadas sob a forma de implicagao:

a) Demonstragoes de afirmacoes existenciais

Para comprovar que uma proposicao da forma
za< A talque p(a) ¢V
ou
=a £ A tal que a satisfaz p(z).
podemos exibir um elemento do conjunto A4 que satisfaga a condicdo p(z;.

Exemplo 30 -

dz € Z. x é multiplo de 2 e 35 simultaneamente.

Prova: De fato, basta tomar r = 2 x 35. A

No entanto, nem sempre é possivel provar-se a validade de uma afirmacdo de existéncia exibindo-
se o elemento procurado: por exemplo. se P(z) é um polindmio real em r de grau {mpar ent@o pode-se
provar existe a € R tal que P(a) = 0. A prova da existéncia de a é feita de maneira indireta. néo
sendo conhecida uma férmula explicita que dé o valor de a quando o grau é maior ou igual a 5 (e, de
fato, prova-se que. neste caso. se uma tal idrmula existir, ela ndo pode envolver apenas as operagoes

adicdo. subtracdo multiplicacdo, potenciagdo, divisdo e radiciacdo envolvendo os coeficientes de P,
tipo a férmula de Bhaskara).

b) Demonstracao de afirmagoes de impossibilidade
Para comprovar a validade de uma proposi¢ao da forma
=a £ A tal que p(a) é V.

podemos. por exemplo, raciocinar por absurdo.



Exemplo 31 -
Néo eziste n € N tal que n? +2n+3 =n(n+1).

Prova: Por absurdo:

In, € N tal que n2 + 2n, + 3 = ny(n, + 1) =
In, € N tal que n2 +2n, + 3 =ny(n, + 1) =
3n, € N tal que n2 +2n, + 3 =n2 +n, =
In, € N tal que n, +3 =0,

absurdo.
Assim, conclufmos que ndo existe n € N tal que

n®+2n+3=n(n+1). A

c) Demonstragio de afirmagoes de universalidade

Para comprovar a validade de proposicoes da forma
Va € A, pla) €V,
podemos raciocinar de forma direta, provando a implicagao
a€ A= pa)éV,

como fizemos nos exemplos 3, 5 e 6 da secao 1.2.
Um caso particularmente importante é quando A = N: proposicdes da forma

Yn eN, p(n) eV,

tais como
1 1 1 n
VneN, —+—+ ..+ = s
' {27 23" nin+1) n+1
podem ser provadas fazendo-se uso do Principio da Indugao Matemdtica, uma das técnicas
fundamentais de demonstracdo em Matemadtica. Este é o assunto da segao 1.7.

d) Demonstracdo da falsidade de afirmacgoes universais

Como comprovamos a ndo validade de uma proposigao da forma
Va € A, pla) €V
ou seja,
Va € A, a satisfaz p(z)?

Ora, uma proposicdo ¢ falsa se e s6 se sua negacdo é V, e portanto, mostrar que a afirmagao
acima é falsa é o mesmo que mostrar que sua negacao é verdadeira. No caso entao quereriamos
mostrar que

Ja € A tal que a ndo satisfaz p(z).
Quando provamos a afirmacdo acima exibindo um elemento (veja (a)), tal elemento é chamado

um contra-exemplo para a proposigdo original.
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Exemplo 32 -
A afirmacdo

v e 2 : . . .
7z € N, n° —n+41 é um nimero primo
é F, sendo 41 um contra-ezemplo para ela (veja o Exemplo 4 e a decisdo de sua veracidade).

Exemplo 33 -
A afirmagao

7€EN, 2" > n?

é F, sendo 2 um contra-ezemplo para €ela.

1.7 Demonstracao por Inducao Matemadtica

O principio da indugdo matemdrtica é a idealizacdo matemética de uma experiéncia muito popu-
lar, conhecida como o efeito dominé. Este efeito é muito bem visualizado em uma brincadeira que
todos fazemos na infincia e que lhe d4 o dito nome: enfileiramos as pecas de um jogo de domind,
afastadas a uma certa distdncia umas das outras. A seguir. damos um toque em alguma peca da
fila, derrubando-a: notamos entdao que se esta estiver convenientemente afastada da seguinte. esta
derrubard a seguinte que. por sua vez. se estiver convenientemente afastada da préxima. derrubard a
préxima e assim por diante. Ao final. se as pegas estiverem todas convenientemente afastadas uma
das outras, acabarao por serem derrubadas todas as pegas a partir daquela em que se deu o toque.

Podemos notar que para que o efeito domind se efetive, no sentido de que se tenha a derrubada de
todas as pegas enfileiradas a partir de uma determinada (digamos. a a—ésima da fila). as seguintes
condi¢bes devem ser atendidas:

1) que a a—ésima pega seja derrubada

2) que as pecas sejam convenientemente dispostas. mais precisamente:
de tal forma que. se uma certa pega (digamos a k—ésima peca da fileira)
for derrubada. entdo a préxima pega (ou seja, a (kK — 1)—ésima peca).
também seré derrubada.

e nenhuma delas é dispensdvel (pelo menos para & > a na segunda condigdo). De fato, se a a—ésima
peca nao for derrubada o efeito falha. pois nenhuma pega serd derrubada. Por outro lado. mesmo
que a 5% peca seja derrubada. por exempilo. se a separagao entre. digamos. o 12° e o 13° dominds
ndo estiver ok. de modo que a derrubada do 12° nao cause (implique) a derrubada do 13°, cairdo no
maximo o 5%, 0 6°. 0 7°. 0 8°. 0 9°. 0 10°. 0 11° e 0 12° dominds da fileira. Ainda. se apenas a 3% e a
4% pecas ndo estiverem bem espacadas. nao teremos nenhum problema: a derrubada da quinta pega
junto|/com o conveniente espagamento de todas as pecas a partir desta ocasionardo a derrubada de
todas as pecas da fileria a partir da quinrta.

Esta simples e ingénua brincadeira. traz em si wn dos fatos mais importantes em Matemadtica. a
b S k
saber



Teorema 1 O Principio da Inducdo Matemdtica - primeira forma -
Sejam a wm numero natural e P(n) uma afirmagdo feita envolvendo um natural n. Se
i) P(a) ¢ V
i) para todo k > a vale a implicagdo

P(k) éV=Pk+1)¢évV,
entdo a afirmacdo P(n) é V para todo natural n > 1.

~ Observamos que o teorema anterior “estende” a brincadeira dos dominds. De fato, se enumerarmos
as pecas enfileiradas de um dominé por 1, 2, 3, ..., 1, ... € se entendermos P(n) como a afirmagéo
“0 n—ésimo dominé é derrubado”, entdo as condigdes (%) e (%) do teorema anterior nada mais sao
do que a tradugio matemdtica das condigdes (1) e (2), que, como destacamos anteriormente, sao as
condigbes necessérias e suficientes para a ocorréncia do “efeito domind”.

As aplicacdes matematicas do Principio da Indugdo Matemadtica (ou simplesmente Principio da
Inducio) ultrapassam de longe algumas aplicagdes que poderfamos suspeitar ou imaginar a partir da
simples brincadeira dos dominés. Antes de darmos vérios exemplos que convencerao o leitor deste
fato, introduzimos uma nomenclatura muito usada neste principio.

Definicao 8 -

A condigdo (i) no Principio da Indugdo é muitas vezes chamada de base de inducdo; a premissa
da implicacdo em (i) é denominada hipdtese de inducdo e a implicagio dada em (ii) é denominada
passagem de inducao.

Damos a seguir vdrios exemplos de demonstragoes utilizando o Principio da Indugao. Costumamos
dizer entdo que “a demonstracao foi feita por indugdo”. Note entdo que, para poder aplicd-lo, temos
que provar que as condicdes (i) (base de inducdo) e (4) (passagem de indugdo) sdo de fato satisfeitas.
As deducdes envolvidas nas provas da base de indugdo e da passagem de indugao dependem do
contexto da afirmacao.

Exemplo 34 -
Indugdo no contexto da Teoria de Nimeros: provemos que
1 . 1 — 1 _n
1223 7 ' nn+l) n+l

para todo n € N*.
Seja P(n) a afirmacdo dada pela equagdo anterior, isto €,

P(n) ! + ! + = =
n):—+—-+.. = .
1.2 23 nn+1) n+1
Notemos entao que
r 1 1
1.2 2 1+1

de modo que P(1) é verdadeira.
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Seja k > 1 e suponhamos que P(k) é verdadeira, ou seja.

1 o I ‘ 1 _k
1.2 0 23 T Ek+1) k+1

Verifiquernos se isto implica que a afirmacdo é verdadeira para o inteiro k+1. ou seja, que P(k+1)
¢é verdadeira. Temos:

A 1
12723 TN R+ D[+ 1) + 1]
_ 1 1 1 1 hipdtese de inducio
T Tt T Er TR0k 2) -
k| 1
T ok+1 ' (k+1(k+2)
 kk+2)+1
T k+1)(E+2)
2182541
T G+Lk+2)
B (k+17
T o (k+1)(k+2)
E+1
T k+2
k1
TR

e portanto P(k + 1) é também verdadeira.
Assim. pelo Principio da Inducdo. concluimos que

| -

T n

23 7 U an+1l) n-1

1

o

para tado n inteiro mator ou igual a I.

Fxercicio 5 -

Prave que a soma dos guadrados dos n primeiros nimeros naturais nao nulos € igual a

nn+1)2n+1)
6 %

para todo n € N~.

Exercicio 6 -
Prove que

W

/ —<\
_ e fi 1)

1-22+37 -2+ L+ (1) = >

para tado n € N~.
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Exemplo 35 -
Inducgdo no contexto de polindmios: provemos que

(Xm-1)=(X-1)1+X+X+ ...+ X",
para todo inteiro m > 2.
Ou, equivalentemente:

XM -1

2 m—1 __
1+ X+X"+...+X =<_1

para todo m > 2. E esta a identidade que vamos provar.
Note que

(X*-1)=X-DEX+1),
e portanto a afirmagdo é verdadeira para m = 2:

b |

14X = .
T X1

- Seja k > 2 e suponhamos que a afirmagdo é verdadeira para k, ou seja,

X+ -1
X-1

14X 4+ X2, + X1 =

Verifiquemos agora se a afirmagdo é verdadeira para o inteiro k + 1.

1+ X+ X240, 4 xW+)-l
= 1+ X4+ %4, + X1 4 XP
hipétese de indugao Xk -1

+ X*
X=1
O XF-14+XR (X -1)
- X —1
ch+l_1"
T K=1"1

e portanto a afirmagdo é também verdadeira para o inteiro k + 1.

Exercicio 7 -
Aplique o resultado enunciado no ezemplo acima para deduzir a formula da soma dos m primeiros
termos de uma progressao geométrica.

Exemplo 36 -

Inducdo no contexto da Geometria: Provemos a sequinte afirmagdo: todo poligono convezo de n
lados tem para soma de seus dngulos internos (n — 2)180°.

Seja P(n) : todo poligono convezo de n lados tem para soma de seus dngulos internos (n—2)180°.

Note que aqui a base de inducdo é a afirmagdo P(3), uma vez que o tridngulo € o poligono
com o menor nimero possivel de lados. Ora, P(3) é uma afirmagdo verdadeira bem conhecida na
Geometria. Preocupamo-nos entdo aqui em provar a passagem de indugdo: suponhamos que k > 3 e
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que todo poligono convero com k lados tem para soma de seus dngulos internos o nimero (k—2)180°,
e provemos que entdo todo poligono convero de (k+1) lados tem para soma de seus dngulos internos
o nimero (k+ 1 — 2)180° = (k — 1}180°.

Seja P um poligono convero de k — 1 lados, e fitemos umn vértice V' deste poligono. Por ser
convezo, ao eliminarmos V emendando os dois vértices de P adjascentes a V. vamos formar um
poligono P’ de k ludos ainda convezo (veja figura).

\

P P’

Dat, como P(k) € por hipdtese verdadeira, temos que P’ tem para soma de seus dngulos internos
o niimero (k — 2)180°. Ora. P é simplesmente a “emenda” de P' com o tridngulo cujos vértices
sGo |V e seus adjascentes. Portanto. a soma dos dngulos internos de P € igual & soma dos dngulos
internos de P'(que por hipétese vale (k — 2)180°) com os dngulos internos deste tridngulo (que, pela
base de inducdo, sabemos ser igual a 1807) :

(k —2'180° + 180° = (k — 1)180°.
como queriamos demonstrar. Assim. a afirmag¢do P(k + 1) é também verdadeira. Pelo Principio

da Inducdo, conclui-se gque. para todo natural n > 3, a soma dos dngulos internos de um poligono
convezro de n lados é igual a (n — 2:130°.

Exemplo 37 -
Inducdo no conterzo da Trigonometria: Supondo conhecida a férmula da Trigonometria vdlida

para dois dngulos quaisquer a € b

sen{a = b = sena.cosb+ cosa.senb.  (*)
provemos que para todo natural n > 2 e para todo dngulo a,

sen2™a = 2%sena. cosa. cos 2a..... cos 27 "a.

Seja P(n) a afirmecdo sen2™a = 2"sena. cos a.cos 2a.....cos 2" 'a. Note que P(2) é entdo dada

or sen2a = 2sena.cos a. que é de fato verdadeira: basta-nos tomar, em (x), b = a.
4 J E \ $
Suponhamos agora que k é um nctural maior ou igual a 2 e que P(k) é verdadeira, isto €, que

sen2q = 2%sena. cosa. cos2a.....cos 2% "a, (*x)

e provemos que P(k— 1) é também rerdadeira. Ora. podemos escrever

—
*
~—

en(2%a + 2%a)

n
P

sen2™fa =

- : 2% (‘*)
Facos2%q =

(S RV

sen2
{

ok s k-1 ok
(2%sena. cos a. cos 2a..... cos 27 'a) cos 2

2k=Llsena. cos a. cos 2a..... cos 257 a cos 2%a.
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e portanto P(k + 1) é também verdadeira.
Pelo Principio da Inducdo, conlui-se que, para todo natural n > 2 e para todo dngulo a, vale a
férmula sen2™a = 2"sena. cos a. cos 2d..... COS o1y,

Os exemplos acima mostram a utilidade da Indugdo Matemdtica em demonstragoes. No entanto,
tem-se que ter bastante cuidado na sua aplicacdo. Os exemplos abaixo apresentam erros de aplicagao
da Inducdo Matematica, e o leitor é convidado a descobrir a falha em cada um deles.

Exemplo 38 -

Em qualguer grupo de pessoas, todas tém o cabelo da mesma cor.

Prova: Por indugdo no nimero n de pessoas do grupo. Paran =1 o resultado é ébvio. Supondo
vélida para um grupo de k pessoas, mostremos que vale para grupos de k+1 pessoas. Dado um grupo
de k + 1 pessoas, pela hipdtese de indugdo, no subgrupo das suas k primeiras pessoas, todas elas tém
0 cabelo da mesma cor, e isto também ocorre no subgrupo das k iltimas pessoas do grupo dado. Ora,
esses dois subgrupos tém uma pessoa em comum, e entdo todas as k + 1 pessoas dadas tém o cabelo
da mesma cor.

Exemplo 39 -

Todos os nimeros inteiros positivos sao fmpares.

Prova: Por inducdo: o primeiro inteiro positivo, 1, é impar. Além disso, se os k primeiros
inteiros positivos forem tmpares, entio k+ 1 = (k — 1) + 2 = impar + par = tmpar.

Exemplo 40 -
Sempre temos que a™ ! = 1, para todo nimero real a e todo inteiro positiwo n.
Prova: Basta usarmos inducdo comecando emn =1 e observar que

_ a*"a
gF+D-1 — .

Finalmente, salientamos que nem sempre precisamos usar indugdo para mostrar que uma afir-
macéo vale para todo nimero natural: a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética pode ser demonstrada sem inducdo, por exemplo.



2 NUMEROS INTEIROS

2.1. Notagao e terminologia
2.2. O Teorema Fundamental da Aritmética

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados, relativos aos nimeros inteiros. que
serdo usados nos préximos capitulos.

2.1 Notacgao e terminologia

N : conjunto dos nidmeros naturais: 0, 1, 2. 3.
Z : conjunto dos nuimeros inteiros relativos: ..... -3, —-2. =1, 0. 1. 2. ...

Ainda, se A denota um conjunto numérico e 0 € A. entdo A~ denotard o conjunto A — {0}.

2.2 O Teorema Fundamental da Aritmética

O seguinte resultado é bem conhecido desde as primeiras séries do Ensino Fundamental:

Teorema 2 -

(Teorema Fundamental da Aritmética para numeros naturais - TFA): Todo nimero
natural ndo nulo e diferente de 1 possui uma fatoracdao em fatores primos. Além disso, tal fatoragao
¢é Uunica se ertgirmos que ela seja escrita com o0s primos listados em ordem nao decrescente.

Assim. por exemplo.

= 2%x 3.

Relembramos que 1 nao é considerado um nimero primo.

Note que o teorema anterior ( TFA) consiste de duas afirmacdes, uma de existéncia e outra de
unicidade. Ele pode ser mais precisamente enunciado se usarmos o simbolismo martemético. embora
este simbolismo seja bastante dificil de ser entendido para quem nao estd treinado com o mesmo.
Como é muito importante que o estudante adquira familiaridade com o formalismo martemadtico.
enunciamos o TFA também desta forma:

1o
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Teorema 3 -
(Enunciado simbélico do TFA para os nimeros naturais )

Seja a um nimero natural ndo nulo e diferente de 1. Entao:
- Existéncia: existem ndmeros naturais primos distintos py, ..., Dn, € naturais nao nulos ji, ..., jn
tais que

a=plx..xp"
- Unicidade: se
P1<p2<..<PpDn
e se qi, ..., §m G0 niimeros naturais primos e distintos e ki, ..., km sao naturais nao nulos tats que

— kl km
= i X a: X047

Q1 < Gq2.-- < qm
entao
n=m, p1=q1, Pn=qn € J1 =k, Jn=kn.
Um ndmero natural pode ter muitas fatoragoes:
M=% 12=3 KB =4 x 6

mas o0 que o teorema acima nos diz é que hé s6 uma fatoragdo em primos ordenados em ordem nao
decrescente.

Convencgao: A igualdade
P j1 in
a= p' X..xpr,

com py, ..., Pp, Nimeros naturais primos e distintos tais que p; < ps < ... < Py € COM Ji, ..., Jn naturais
ndo nulos é dita a fatoracdo (ou decomposi¢do) do nimero natural a em fatores primos.

E quando nos referirmos & fatoragdo de um nimero inteiro negativo a estaremos nos
referindo & fatoragao da forma

a = — (a fatoragdo do nimero natural — a).
Assim, por exemplo, a fatoracdo de —24 é para nds a fatoragao
—24=-2x2x2x3=-2°x3.

Quando nos referirmos apenas a “uma fatoragdo para a” estaremos nos referindo a qualquer
fatoracio de a, com fatores ndo necessariamente primos.

Exercicio 8 -
Certifique-se que se a,b sao nimeros inteiros, entao
(uma fatoracdo em primos de ab) = (uma fatoragdo em primos de a) x (uma
fatoracdo em primos de b).
Como Vocé poderia obter a fatoracdo de ab através das fatoragdes de a e de b?
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Para entender a idéia do exercicio. observe que

200 = 2% x5°
63 = 3°x7.

Dai tem-se
12600 =200 x 63 = (22 x 5%) x (32 x 7) =2° x 5> x 3 x 7T,

que é uma fatoragdo de 12600 em fatores primos. Esta fatoracao facilmente nos leva a fatoragéo de
12600 em fatores primos:

12600 =22 x 32 x 52 x 7

Exercicio 9 -
Um aluno da 4* série do Ensino Fundamental apresentou a seguinte resolucdo para o problema
“Fatore 78 em fatores primos”:

AR

26| 2

13 13 =  78=3x2x13
1

Discuta esta resolugdo quanto & sua corregao.

Definicao 9 -
Dizemos que um inteiro a é um divisor de um inteiro b (ou que b é multiplo de a) se existe um
inteiro ¢ tal que ac = b.

Do exercicio acima tiramos como conseqgiiéncias:

Coroldrio 1 -

Sejam p. a inteiros (ndo necessariamente distintos) tais que p € primo positivo. Se p é um divisor
de a entdo p aparece na fatoragcdo de a. Reciprocamente, se p aparece na fatoracao de a entdo p é
divisor de a.

Em outras palavras: p é divisor de a se e s se p aparece na fatoragao de a.

Prova: Provemos inicialmente a implicagao

p € divisor de a = p aparece na fatoracao de a.

def. de divisor
—r

p € divisor de a
Exerc.3 - . y = ; =
=" uma fatoracdo em primos de a = (a fatoragio de p)(a fatoracio de ¢) =

p ¢ primo positivo

existec € Zrtalquepc=a

p.(a fatoragdo de ¢).

Assim. encontramos uma fatorac&do em primos de a que envolve o primo p. Também do exercicio
8 sabemos que a fatoragdo de a pode ser obtida de qualquer wma fatoracao em primos de a apenas
reordenando-se os primos que aparecem naquela fatoragdo. Portanto. concluimos que p aparece na
fatoracao de a.
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Provemos agora a recfproca

p aparece na fatoracdo de a = p é divisor de a. .

Seja a = :i:p{1 X ... x pl» a fatoragdo de a (o sinal + refere-se apenas ao sinal de a). Entao,
se p aparece na fatoracio de a entdo p é algum dos primos pi, ..., pn, digamos, p = p; para algum
i € {1,...,n}. Mas entao podemos escrever

] 'i—]- in
a=px (£p' X ... xpl"" x..xplr,
e portanto, por definicido de divisor, concluimos que p é um divisor de a.

Exercicio 10 -
V ou F? Justifique. Sejam p,a inteiros tais que p é primo e p é divisor de a. Entdo qualquer
mailtiplo de a é também maltiplo de p.

Corolério 2 -
Sejam p, a, b inteiros (ndo necessariamente distintos) tais que p € primo e p é um divisor de ab.
Entdo p é um divisor de a ou p é um dwisor deb. Ou ainda: se um primo p é um divisor de ab, e p

z

nao é um divisor de a, entdo p é um divisor de b.

Exercicio 11 -
V ou F? Justifigue. Sejam n,a inteiros tais que n é divisor de a®. Entdo n é divisor de a.

Exercicio 12 -

V ou F? Justifigue. Seja a um inteiro tal que a®

é par. Entdao a é par.

Exercicio 13 -

V ou F? Justifigue. Seja a um inteiro tal que a

é tmpar. Entao a é fmpar.

Exercicio 14 -
Prove que se n é um niumero inteiro e p um primo p tal que p € um divisor de n?, entdo p é um
divisor de n.

Note que as reciprocas dos exercicios 11 e 12 acima jé foram provadas anteriormente.

Convencao: Em todo este texto quando quisermos dizer que dois inteiros a e b séo relativa-
mente primos escreve remos apenas mdc(a, b) = 1, pois de fato dois inteiros sdo relativamen-
te primos se e s6 se 0 méaximo divisor comum entre eles é 1.
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3 NUMEROS RACIONAIS

3.1. Conceito e notagao

3.2. Fragoes Decimais

3.3. O corpo dos racionais

3.4. Ordenagao dos nimeros racionais
3.5. Densidade dos racionais

3.6. Representacao decimal dos racionais
3.7. Consideragbes finais importantes
3.8. Leitura Complementar

3.1 Conceito e Notagao

O conceito de nimero racional procura expressar a esséncia numeérica do conceito de fragao or-
dindria. Explicamo-nos melhor com o seguinte exemplo envolvendo o nosso proverbial amigo “bolo™:
embora servir dois pedacos de um bolo que foi dividido em trés partes iguais nac seja o mesmo que
servir quatro pedacos do mesmo bolo que foi dividido em seis partes iguais. 2 quantidade de bolo
servida é a mesma. Ou seja. as fragbes 2 3 e 4/6 s@o numericamente iguais. Escrevemos entao

2 4
3 6

De um modo geral. dadas duas fracdes a/b e a'/b'. elas podem estar ou néo representando uma

mesma quantidade. Quando elas representarem a mesma quantidade, como as Zag¢des do exemplo do

bolo. diremos que elas s30 iguais. ou seja

al

?.

b

E como podemos decidir. a partir dos valores de a.b.a’ e &'. se as quantidaces representadas por

a/ble a’'/b' sdo as mesmas? Levando em conta que ninguém tem duividas quanto a comparar duas

fragdes de mesmo denominador, e que ao tomarmos a pedagos de um bolo que foi dividido em b

partes estamos tomando a mesma quantidade que quando tomamos na partes ce um bolo que foi
dividido em nb partes (n aqui é um nimero natural ndo nulo'. ou seja.

a na
b nb’
temos

a a_b’ a B a'db
T R SV



Levando em conta que ninguém tem dividas quanto a decidir se duas fragoes de mesmo denominador
sao ou nao iguais, concluimos:

a' abl  adb

o o_=r F o bl
b’<:>bb’ T ab' = a'b

a
b

Salientamos entao:

O conjunto Q dos nimeros racionais ndo é o conjunto das fracoes ordindrias, mas sim o con -
junto das quantidades numéricas que elas representam; ou seja, Q é o conjunto das fracoes
ordindrias submetidas & seguinte nocio de igualdade: sendo a,b,a’, b’ mimeros inteiros com b
e b’ ndo nulos, teremos que

quando e sé quando

Definigcao 10 -
Todas as fracdes ordindrias iguais a uma mesma fra¢do a/b sdo ditas representagoes (fra-
ciondrias) de a/b.

Exercicio 15 -

i) Ache infinitas representagdes para o numero racional 2/3.

i) Ache infinitas representagées fraciondrias para um niémero racional qualquer a/b.

#i) Na lista que Vocé obteve em (ii) estio incluidas todas as possiveis representagdes para tal
fragdo a/b? [DICA: por ezemplo, partindo de 22/33, em sua lista estaria presente a fragao 4/67)

iv) Tente intuir e demonstrar sua intuigdo: em que casos as representagoes indicadas em (ii)
constituem todas as representacdes possiveis para o racional dado?

Exercicio 16 -
i) Suponhamos que

b 3
comb > 0 e mde(a,b) = 1. Tente concluir que necessariamente a = 2 e b = 3 [Sugestdo: ¢
conveniente utilizar o Teorema e Coroldrios de mimeros inteiros mencionados anteriormente/.

i) Tente generalizar seu raciocinio acima, mostrando que qualquer mimero racional € repre-
sentado por uma unica fragdo irredutivel de denominador positivo. Em outras palavras: dado um
racional a/b com mdc(a,b) =1 e b > 0, se um racional c/d é tal que
a c
b d
d.

com mdc(c,d) =1 ed>0, entdoa=ceb=

28



Observacao 1 -
Note que podemos representar o conjunto dos nimero racionais da seguinte maneira:

@:{%m,bez, b>o},

uma vez que, para cada racional a/b,

subentendendo b > 0. mas nio necessariamente mdc(a,b) = 1.

Convencao: A partir de agora. 20 escrevermos um racional na forma a/b. estaremos sempre

Obviamente Z C Q. pois cada m € Z pode ser representado na forma m/1.

Exercicio 17 -
Prove que se eziste = € D tal que 2 € N entdo z € Z. [Sugestdo: Utilize o TFA!

3.2 Fracoes Decimais

Definicao 11 -
Uma fracdo decimal é uma fragdo com denominador tgual a uma poténcia positiva de 10.

Exemplos:

2 2 13 13
107 100’ 10° 100
construcio dos nimeros reais. conforme veremos neste e nos proximos capitulos.

Definicao 12 -

A representacio de um niimero racional como uma fragdo decimal terd um papel fundamental na

Dizemos que um-niimero racionel r pode ser representado por uma fragao decimal se eriste

uma fracdo decimal cujo valor numérico € r.
Por exemplo. o racional 2/5 pode ser representado por uma fracdo decimal. pois 2/5 = 4/10.

Exercicio 18 -

V ou F? Justifique. Uma soma de racionais representdveis por fragoes decimais é também um

racional representdvel por uma fragao decimal

Note que, no entanto. nem todo numero racional pode ser representado por uma fragao decimal.
O leitor é convidado a encontrar um contra exemplo. Comece tentando responder para os seguintes

racionais:
1 3 1 12
5503 7
( Surge-nos entdo a seguinte questao de cardter geral: que condigdes sobre a e b nos garantem que

; a/b possa ser representado por uma fragao decimal?
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Exercicio 19 -

Seja a/b um mimero racional com mdc(a,b) = 1.

i) Prove que se a/b pode ser representado por uma fragdo decimal, entGo b=1 ou entao b#1 e
0s Unicos primos que aparecem na fatoragdo de b sao 2 e 9.

i) Vale a reciproca de (i), ou seja, se b =1 ou, no caso de b # 1, se os Unicos fatores primos de
b sio 2 e/ou 5 entdo a/b pode ser representado por uma fragao decimal? Justifique.

ii) Determine uma representa¢do para o racional 3/50 com denominador poténcia de dex. A
sequir responda: é unica esta representacdo? Em caso negativo, quantas representacdes deste tipo
existem para 3/507

iv) Idem (iii) para o racional 3/8.

3.3 O corpo dos racionais

Esta secdo tem como principal objetivo relembrar as operagoes fundamentais entre os racionais,
chamando a atencdo para alguns aspectos matemdticos da teoria que nao sao discutidos ou mesmo
mencionados no Ensino Fundamental e no Ensino Médio; além disso, esta segdo também servird de
base para uma posterior secio, no Capitulo 6, mais complicada, quando discutiremos a extensao das
operagdes fundamentais dos racionais aos numeros reais.

Nos racionais estdo definidas as quatro operagdes fundamentais da aritmética: adigao, subtragao,
multiplicacdo e divisdo'. Estas operagGes sdo definidas a partir das operagoes de adi¢do e multipli-
cacdo nos inteiros as quais vamos admitir conhecidas, junto com suas propriedades.

A definicio da operacdo de adigdo entre os racionais se baseia na mesma idéia para a soma de
fraces ordindrias: se as fracoes tém o mesmo denominador, entdo basta somarmos seus numeradores.
Assim, por exemplo,

3 8 11

9 9 9

E, se os racionais estio representados por fragoes ordindrias de diferentes denominadores, entao
basta-nos encontrar representagdes para ambos que sejam fragées de mesmo denominador.

Exemplo 41 -

2 . 9_10 %_100_,
10 5 50 50 50

mas também, apelando para o minimo miltiplo comum dos denominadores,

2+g_ 2+18_20_2
10 5 10 10 10

Em geral: na secdo 3.1 vimos que, dados dois quaisquer racionais a/b e c¢/d, sempre é possivel
encontrar representactes para ambos com o mesmo denominador, por exemplo,

a_ad

b bd

1 5 vy . = o wi o .

Na verdade estamos aqui utilizando um “abuso de linguagem” ao falarmos na “operagdo de divisao”. Rigorosa-
mente falando, divisdo é uma operacdo apenas no conjunto Q*, ou ainda, uma funcao definida no conjunto Q* x Q*.
O que fazemos ¢é estender esta fun¢io a uma fungdo definida no conjunto Q x Q*.

30



s be

d~ bd

Somos entdo levados a definir soma de racionais quaisquer da seguinte maneira:

Definicao 13 -
Dados racionaisr = a/b e s = c¢/d. a somar + s é definida por

ad + bc
TTS—T. (1)

Exercicio 20 -

Um aluno da 4(1 série do Ensino Fundamental (lpT‘€367ZtOLL a segumte 7€SOZU§,‘C~O para o Z?IObl@?Ull
9 7 )
“E;etue: == ’

5

-

T _180+35 _ 215

I,

l\')|#;-
O' w

9
5720 100 100

Discuta esta resolucdo quanto & sua corregao.

Chamamos aqui a atenc¢ao que esta definicdo é em geral apresentada sem comentdrios adicionais,
deixando-se se ressaltar a seguinte questdo: ora, sabemos que um dado racional tem infinitas rep-
resentacoes fraciondrias. Assim, existem certamente inteiros a'.b'.c.d’ distintos de a.b.c.d tais
que

Qo o Q
SURSESJ RN

Assim. para que a defini¢cdo acima faca sentido. devemos ter também

a'd +&c

bd

r+s=
ou. equivalentemente.

ad ~bc dd +8c
= — (2)
bd b'd

(ou seja. a soma realizada com quaisquer representantes para r e s deve nos IOrnecer sempre o
mesmo resultado. caso contrédrio a soma ndo estaria bem definida). Mas. sendo ¢'.b'.¢. d’ distintos
de a.b.c.d. quem nos garante que (2) é verdadeiro? A igualdade acima de fato ocorre. mas para
termos esta garantia uma prova é necessdria. Situacdo andloga acontece com as demais operagoes.
No exercicio que se segue convidamos o leitor a resolver estas questoes.

Exercicio 21 -



a) Prove que a soma de racionais v e s dada por (1) estd bem definida, ndo dependendo das

representagées fraciondrias de v e s, ou seja, se

, o e_a
b Y
. c_c’
d

entao
ad+bc _a'd +b'c
bd  vd
b) Enuncie e prove um resultado similar para as operagdes de subtragdo, multiplicacao e divisao
de racionazis.

As operagoes de adicdo e multiplicagio entre os racionais satisfazem uma série propriedades
bastante familiares ao leitor, que a seguir enunciamos e cujas provas deixamos como exercicios.

Observamios que, na maioria dos casos, para resolver estes exercicios, o leitor deverd usar algumas
propriedades operatdrias correspondentes que sdo vélidas entre os inteiros (tais como comutatividade
da adicdo de inteiros. existéncia de elemento neutro para a multiplicagdo de inteiros, distributividade
da multiplicacio de inteiros em relacdo & adi¢do de inteiros, etc).

Exercicio 22 -

Propriedades basicas satisfeitas pelas quatro operagdes fundamentais entre os racio-
nais:

Prove as sequintes propriedades satisfeitas pelas quatro operagdes fundamentais entre 0s racionais:

Sobre a operacao de adicao:

Dados racionais 1, 8,t :

i)r+s=s+r (comutatividade)

i) (r+s)+t=r+(s+1t) (associatividade)

i) r+0=r (Q admite elemento neutro em relagdo & adi¢do)

w) r+ (—r) =0 (Q admite simétricos em relagdo & adigdo, e o simétrico de um elemento T € o
—r)

(Note que com este exercicio, a subtragdo pode ser vista simplesmente como r —s =71+ (=s))

Sobre a operacdo de multiplicacao:

v) r.s = s.r (comutatividade)

vi) (r.s)t = r(s.t) (associatividade)

vii) r.1 = r (Q admite elemento neutro em relagdo & multiplicagdo)

viii) ser # 0, r.r™t = 1 (qualquer elemento ndo nulo de Q admite inverso em relagio a multipli-
cagdo, e o inverso de um elemento ndo nulo r = a/b é o nimero b/a, que é denotado por r=*).

(Note que, como a subtragdo, a divisdo pode ser vista simplesmente como T + s = r.s71)

iz) r(s +t) = r.s + .t (distributividade da multiplicagdo em relagio & adicdo)

O conjunto dos nimeros racionais, considerado com as operagoes de adigao e multiplicagao e, com
o fato adicional destas operacoes satisfazerem as nove propriedades acima, constitul uma estrutura
algébrica que chamamos de corpo. Veremos também que o conjunto dos reais, munido de operagoes
que sao extensoes naturais destas operagdes entre os racionais, bem como o conjunto dos complexos,
com extensoes naturais das operacoes dos reais, constituem ambos exemplos de corpos.

Em textos mais avancados de Algebra sio considerados outros exemplos de corpos, bem como
estudadas e demonstradas propriedades gerais, vilidas neste tipo de estrutura algébrica.
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3.4 Ordenagao dos Niumeros Racionais

Existe uma maneira natural de comparar duas fragbes de mesmo denominador: é maior aquela
fracdo que envolve o maior numerador. Daf, do fato de dois quaisquer racionais sempre poderem ser
representados por fracoes de mesmo denominador, decorre uma ordenagao natural para o conjunto
Q, isto é, uma maneira de decidir quem é o maior entre dois racionais dados. Por exemplo, dados
r=15/21 e s = 7/10, temos

15 15x10 150 147 21 x 7 7

— = = > = = —.
21 21 x10 210 210 21x10 10

Assim. a idéia é que. para compararmos dois quaisquer racionais. basta-nos comparar os numer-
adores de frages com o mesmo denominador que representam tais racionais. No entanto, note que
esta maneira de comparar fragdes sé val servir para comparar racionais (que sdo numeros!) se for
verdade que, com quaisquer outras duas representagoes para tais racionais envolvendo um mesmo
denominador, chegamos 4 mesma conclusdo. Por exemplo, no exemplo acima. o qué nos garante
que, se representarmos r e s por duas fragdes de denominadores iguais a 140. chegamos & mesma
conclusao?

Exercicio 23 -
Prove que ser e s sdo dois racionais e a.b.c.d.a’.V'.c'.d sdo intetros tais que

a’ c_._¢
b d e

=5
entao
ad < bc = a'd < b'c.
Agora sim podemos definir uma ordem entre numeros raclonais:

Definicao 14 -
Dados dois racionais a/b e ¢/d ;lembre que. por convengdo. b.d > 0). definimos:

o' R
ALl o

se. € somente se.
ad < be.

Cuidado!, para racionais com denominador(es) negativo(s) ndo valem as mesmas conclusoes acima.
Convidamos o leitor a apresentar contra-exemplos.

Exercicio 24 -

Mostre que nem sempre precisamos recorrer ao critério mencionado acima para comparar dots
racionais. Por exemplo. como Vocé poderia decidir. de uma forma mais “econémica” que a apre-
sentada na proposi¢do acima. quem ¢ o maior entre 1°10% e 32 '10°? E entre 13 S e 33/24? E entre
5/6000 e 7/90007

(V]
(OV)



No exercicio que se segue vemos que, em adigao as propriedades satisfeitas pelas quatro operagoes
fundamentais entre os racionais acima listadas, sdo vélidas também propriedades satisfeitas por estas
operacoes combinadas com a ordem entre os racionais:

Exercicio 25 -
Prove que, ser,s,t € Q er <t entao
i)r+s <t+s (compatibilidade da ordem com a adigdo)
i) se s > 0 entdo rs < ts (compatibilidade da ordem com a multiplicagdo)

i1) a hipdtese s > 0 em (i) é essencial, isto é, se ndo sabemos que s > 0 entdo ndo podemos
garantir que rs < ts.

Definicao 15 -
As propriedades listadas no ezercicio acima, junto com as propriedades de corpo, nos permitem
falar no corpo ordenado dos racionais.

Veremos futuramente que o conjunto dos nimeros reais é também um corpo ordenado, mas que
o corpo dos nimeros complexos ndo é um corpo ordenado.

Definicao 16 -
Q possui a propriedade arquimediana: dados dois racionais distintos v e s, digamos, com
r < s, sempre € possivel encontrar n € Z tal que s < nr.

Exemplo 42 -
i) tem-se
3 - 20
2 3’
mas
20 3
— <10 x =.
3 2
ii) Note que, as vezes, tal n precisa mesmo ser negativo:
2 - 1
3 5
mas
1 -2
=< (-1)—.
5 (=1) 3
Exercicio 26 -
Prove que a seqiéncia de racionais
1 1 1

1, o 08 1
é decrescente. Prove também que esta seqiiéncia tende a zero, ou seja, que seus termos se tornam
tdo prorimos de zero quanto queiramos, bastando para isso tomarmos n suficientemente grande.
Precisamente, dado um racional v > 0, prove que eziste n € N tal que

1
0< — <.
107
(Com isto estamos comprovando que, mesmo que tomemos um racional bem pequeno - tao pequeno

quanto se queira, vamos encontrar um elemento desta seqiéncia que € ainda menor do que este
racional).
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( Exercicio 27 -
Sejam z,y nidmeros racionais positivos e distintos, digamos r < y. mostre que existem m € N e

n € N suficitentemente grandes tais que
m et 1
& < o= < BT < A,
Dados racionais r e s, com 0 < 7 < s é claro que se n € um inteiro (positivo) tal que s < nr entao
L qualquer m > n também satisfaz s < mr. Serd de interesse futuro saber-se qual o menor inteiro ng

tal que s < ngr. Observe que podemos caracterizar ngy pelas condigdes:

s < ngr
§
e, se n é tal que
n < ng,
entao
nr < s.

Exercicio 28 -
i) Qual o menor inteiro n que nos permite. a partir de 2/3. ultrapassar 21 /67

i) Generalizando: se

<

| =
o | B

como Vocé calcularia o menor inteiro n que nos permite. a partir de 1/2. ultrapassar a/b?

Exercicio 29 -
Dado o racional 131/7. determine:
i) o inteiro m que satisfaz

134
{
i) o inteiro m que satisfaz
m 13 _me
10— 7 — 10
iii) o inteiro m que satisfaz
m 134 m+1
s E— = :
10 7T 102

w) o inteiro m que satisfaz
m 134 m+1
e R ———
108 7 108
v) em geral. dado n € N. o inteiro m que satisfaz
m 134 m+1
< —<

o= 7 = 10"

Dizcuta a unicidade do valor de m encontrado em cada um dos ftens anteriores.
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Exercicio 30 -
Idem o exercicio anterior, para o racional 15/8.

Exercicio 31 -
Vocé deve ter constatado o unicidade de m no Exercicio 29 mas ndo no Exercicio 30. Procure
uma ezxplicacao para isto!

Observagao. Futuramente, para garantir a unicidade de m em qualquer caso, vamos requerer que

m a m+1
— = o
10" — b 10™

3.5 Densidade dos Racionais

Queremos agora discutir uma propriedade importante dos racionais, que o torna muito diferente
do conjunto dos mimeros inteiros: enquanto que em Z podemos falar da nogdo de “consecutivo”
(por exemplo: o consecutivo de 2 & 3; o consecutivo de —4 € —3), esta nogdo ndo faz sentido em Q,
pois entre dois racionais distintos sempre podemos encontrar outro racional, diferente de ambos. Por
exemplo, entre 1/2 e 4/5 temos 3/5, mas entre 1/2 e 3/5 temos 5/8.

Exercicio 32 (retirado do livro “Matemdtica Atual *, de Antonio José Lopes Bigode, T série,
Fd.Atual) -

i) Dé o valor de um mimero racional que seja maior do que 2/5 e menor do que 2/3.

i) Apresente um mimero racional que seja maior do que 3/4 e menor do que T, sabendo que
r > 3/4.

ii) Mostre que entre dois racionais distintos, digamos, r e § com T < S, sempre eriste algum
racional diferente destes.

) A partir de (ii) responda: entre dois racionais distintos, quantos racionais ezistem? Justi-

fique.

Conclusao:

Entre dois quaisquer racionais distintos sempre existe uma infinidade de racionais.

Costumamos nos referir a esta propriedade dizendo que Q é um conjunto denso. Em geral

Definigao 17 -
Um subconjunto A de Q é dito denso se entre dois quaisquer elementos de A existem infinitos
elementos do proprio A.

Assim, Z n3o é um conjunto denso (por qué?) e Q é denso.
Sers, que existem subconjuntos de Q que s@o densos?

Exercicio 33 -

a) Prove que o conjunto dos racionais representdveis por uma fragdo dectmal é um conjunto
denso.

b) Prove que o conjunto dos racionais representdveis por uma fragdo com denominador poténcia
de 13 é um conjunto denso.
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Exercicio 34 -
(retirado do livro “Matemdtica Atual 7, de Anténio José Lopes Bigode, 7 série, Ed.Atual)
Dé trés exemplos de subconjuntos de Q
i) que sejam densos
it) que nao sejam densos

Salientamos que a densidade diferencia drasticamente os conjuntos Z e Q:

)

Entre quaisquer dois inteiros sempre existe apenas uma quantidade finita de inteiros. Em
particular, cada inteiro tem um consecutivo.

Entre quaisquer dois racionais distintos sempre existe uma quantidade infinita de racionais.
Em particular, ndo podemos falar em consecutivo de um racional.

3.6 Representacao Decimal dos Racionais

Nesta secdo estaremos interessados em discutir outra forma especial de representar nimeros
racionais. também bastante conhecida pelo leitor. distinta da fraciondria, dita representacao de-
cimal. Ela permite que representemos um racional como uma lista envolvendo apenas os naturais
0,1,....9 (que chamaremos. desde jé. de digitos). Esta representacdo é a conhecida “representagao
com virgula” de um nuimero racionzl. Esta forma de representar um numero racional serd muito
importante para a conceituacdo e estudo dos nimeros reais que faremos nos capitulos que se seguem.
e nada mais é do que uma extensio. para os nimeros racionais. da representagao decimal dos nimeros
naturais. -

Embora nio tenhamos comentado anteriormente. guando nos referimos, por exemplo. ao nimero
natural trés mil cento e noventa e cuatro. 3194. estamos urtilizando uma especial representagao
posicional para representar este nimero natural (quantidade). dita representacao decimal ou
representacao em base dez. A importincia de uma representacao como esta é que. através dela,
podemos representar qualquer numero natural através de uma lista finita constituida por sim-
bolos previamente escolhidos. No caso da representacdo decimal. pelos dez simbolos 0.1,....9. que
denominamos de digitos. Por exemplo

2356888999071033344.

A denominacao posicional significa que ndo é apenas importante quais os simbolos (no caso os digitos)
que entram na lista. mas a posicdo cue estes simbolos ocupam na lista. Por exemplo. as listas 3194
e 9413 tém os mesmos simbolos mas representam naturais (quantidades) diferentes.

No caso em questdo. da representacdo, 3194 representa o nimero de elementos de um conjunto
constituido por 3 agrupamentos de 1000 = 10° elemenros. adicionado de 1 agrupamento de 100 = 10?
elementos. adicionado de 9 agrupamentos de 10 = 10* elementos. adicionado de 4 agrupamentos de
1 = 10° elementos. Isto poce ser abreviadamente escrito. a partir das operagdes aritméticas bdsicas
dos naturais. escrevendo-se:

3104 =3 x10° 1% 10° =0 x 10* = 1 % 10°



ou simplesmente
3194 =3 x 10°+1x 10* +9 x 10 + 4.

De um modo geral, dado um ntimero natural k, representar & em base 10, ou dar a representagao
decimal de k. significa escrevermos

k= UnUn—1---UQ,
onde ug, Uy, ..., up € {0, ..., 9}, significando que
k= u, X 10" +up_q x 10"+ ... +uy x 10 + uo. (3)

Com o intuito de permitir uma melhor compreenséo da representagao decimal, é conveniente que
comentemos, para efeitos de comparagdo, uma outra base, além da decimal, para a representagao
dos nimeros naturais. Com o advento do computador, ficou bastante comum trabalhar-se com
representacoes bindrias de um ndmero natural k, o que consiste em escrever

k = (byubmei...bo)a,
significando com esta notagao que
k=0by, X 2™ 4bm_q X 2™+ .+ b X 2+ by,
tendo-se b; € {0,1}, 0 < i < m. Por exemplo, a representacao bindria de 5 &
5 = (101)y,
pois
=1x224+0x2'+1.

N&o nos ocuparemos aqui em aprofundar um estudo sobre representacdes de um nimero natural; isto
faz parte de um texto de Aritmética. E, de fato, néo serd necessédrio, para o nosso estudo, um tal
aprofundamento. Para nés, basta que saibamos trabalhar com alguma representagdo posicional de um
nimero natural. Poderfamos utilizar qualquer base, mas escolhemos a base dez pela familiaridade
que temos em lidar com a representagdo decimal. Salientamos apenas as seguintes propriedades
provenientes de tal representacdo que nos serdo uteis adiante:

Lema 1 -
Para todo n € N,

10"—-1= 9.9,
<~

n VezZes

ou seja
10" —1=949.10+9.10* + ... +9.10" ..

Exercicio 35 -
Demonstre o lema acima. [Sugestdo: utilize inducio sobre n
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Corolédrio 3 -
Para m,n € N temos 10™(10" — 1) = 9\/90\/9

n m

A idéia para acharmos a representagéo posicional em base 10 de um nuimero racional positivo
representado, digamos, pela fracdo a/b, é a seguinte: numa primeira etapa encontramos a parte
inteira de a/b. Assim. podemos escrever

sendo k um nidmero natural e ¢/b uma fracio maior ou igual a zero e menor do que 1. E claro que &
pode se representado na forma decimal, digamos

k = unUp_1...u1ug.

Como 0 < ¢/b < 1, é natural que, numa segunda etapa, tentemos expressar ¢/b como uma soma de
fracdes decimais. Mais precisamente: no caso em que ¢/b 7 0. procuramos digitos a; € {0,1....,9},
1 < j < m tais que

e a as Am
S = =t ==
b 10 102 1=
= 0,a; +0,0a+ ... + O:wam.
No caso de encontrarmos estes nUmeros, esCreveremos
a e
i — k‘ + — =
b b
= UpUp—1---U1Ug + 0,a; +0,0a2 + ... + 0, wam,
m—1
pois daf urilizamos a seguinte representacao posicional para a b:
a
7= UpUp_1...U1UQy A102...0m (4)

Note entdo que a virgula serve para separar a representacao decimal da parte inteira de a /b do
que chamamos “representacdo decimal® da parte menor do que 1 de a/b.

Observe que este procedimento é de fato uma extensdo da representagéo decimal de um nimero
natural pois. se a/b é um nimero natural. ou seja. se a é um multiplo de b, digamos a = kb. entéo

e (1) se resume & expansdo decimal (3) de k, pois teremos ¢ = 0.
A seguir. aplicamos a idéia acima a dois exemplos.

Exemplo 43 -
Vamos obter a representacdo decimal de 3837/250. Notemos gue. aplicando o Algoritmo da Di-
r1sao.

(O¥]
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obtemos
3837 15 x 250 +87 15 x 230 7

250 250 250 250
ou ainda,
3837 7 7
——250—15+§%—1X10+5T2—56.

Obuviamente 87/250 < 1, e entdo podemos passar a considerar o problema de expressar 87/250
como uma soma de fragées decimais, comegando com décimos, depois centésimos, depois milésimos,
e assim sucessivamente, tanto quanto necessdrio.

Como 250 é divisor de uma poténcia de 10, a saber,

250 x 4 = 1000,

podemos desenvolver o sequinte raciocinio:

87 87 x 4 348

250 250 x 4 1000
300+40+8 300 40 8

1000 ~ 1000 - 1000 - 1000
3 4 8

10 " 100 T T000°

Portanto

3837 3 4 8
909! 1x1 I
250 — X195+ 15 100 T To00°

0 que nos dd

3837
e 15, 348.

Note que, no exemplo acima, ndo foi tdo dificil determinar a expanséo decimal de 3837/250 porque
conseguimos desde o inicio escrever a parte nao inteira 87/250 na forma de uma tnica fragao decimal
(precisamente porque 250 é divisor de uma poténcia de 10). No entanto, j& sabemos que isto nem
sempre é possivel (veja Exercicio 19), mas tais casos podem ser tratados fazendo uso repetido do
algoritmo da divis8o, conforme nos mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 44 -

Vamos obter a representacdo decimal de 17/37.

Para achar o digito da casa dos décimos, respondemos a seguinte questdo: quantos décimos
existem no racional 17/377

Inicialmente note que a fragdo 17/37 é irredutivel e 37 ndo é divisor de uma poténcia de 10.
Logo, o procedimento a ser adotado aqui neste exemplo ndo pode sequir completamente os passos do
exemplo anterior.

Neste caso, podemos responder a questdo acima da seguinte maneira:

17 17x10 1 ><170
37 37x10 10 37’
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e agora fazer uso do algoritmo da divisao, dividindo 170 por 37:

17 1 4x37+22 4 22

N

37 10 37 10 370’
agora, como 22/37 < 1. temos 22/370 < 1/10. Portanto € 4 o total de décimos que cabem em 17/37.

Para achar o digito dos centésimos da expansdo de 17/37. procuramos determinar quantos cen-
tésimos cabem em 22/370 :

22 . 22 x 10 _ _1_ - 2;70 Algoritmo da Divisao
370 ~  370x 10 100 = 37 -
1 X5x37+35_ 5 35
100 %7 © 100 © 3700’

e como 35/37 < 1 temos 35/3700 < 1/100. Portanto sao 5 centésimos que cabem em 22/370.
Portanto, até agora temos:

17 4 5 35
37 10 100 ' 3700°
ou ainda:
17 35
37 = 0P e
com
35 _ 1
3700 100

e portanto. para determinar o digito dos milésimos da exrpansdo de 17/37, procurariamos determinar
quantos milésimos existem em 35 /3700.

Exercicio 36 -
E possivel aplicar o método do eremplo acima para o racional 3337/250 do exemplo anterior?

Exercicio 37 -
E posstvel aplicar o método do exemplo acima para o racional 301/3007

Vamos generalizar agora o que fizemos no iltimo exemplo acima. uma vez que apenas em alguns "
casos uma fracfo pode ser transformaca numa fracdo decimal. Assim. dado um numero racional posi-
tivo a/b < 1, podemos achar os digitos dos décimos. centésimos. milésimos, etc. de sua representagao
decimal aplicando o Algoritmo da Divisdo Euclidiana tantas vezes quantas forem as casas decimais
a serem determinadas. Mlais detalhadamente: para encontrar o digito dos décimos de a/b < 1.
iniciamos escrevendo

a axlO_l /axlO

5 bx10 10~ b

e entdo fazemos a divisdo euclidiana de a x 10 por b :

ax10 = q1b+l‘1,0_<_7‘1<b:
a 1 ab+r: 1 ri
- = — X — = —x{ —+ —
b 10 b o X+ y)
- 4
10 © 1087
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acabamos entdo de determinar quantos décimos cabem em r /b, uma vez que, como 0 < 7 < b, temos

et fanto - < —.
—_ eO‘no—— —
b POTLAnto 795 < 10

O que temos até agora entao €

a_ qQ o 7L T1 com 71 < 1
. 1 —_ —_—
b 10 ' 108’ 106 10

salientamos que ¢; é um digito, pois obviamente teremos no maximo 9 décimos em a/b, j& que

e _;_10
b 10

Nosso préximo passo é determinar o valor do digito da casa dos centésimos de a/b. Isso equivale a
determinar quantos centésimos cabem em r;/(10b). Note novamente que serao no méximo 9, ja que

AN S ]
106 10 100
Repetimos a idéia acima:
7“1_7"1><10 1 r1><10

06 1006 100~ b
Dai, utilizando o Algoritmo da Divisdo, dividimos r; x 10 por b :

rix10 = g xb+r, 0<ry<b=
Ty 1 g2 X b+ 12 1 T2 q2 T
—_— = _— - = — X ) = —
106 100 b 100 < (@30 = 100 * Tom
a q1 1 a1 g2 T 1

_ 4 @ "2 -
5 = 1010610 100 " 1005’ “°™ 00 < 100°

e assim encontramos ¢, que é o digito correspondente aos centésimos da representagdo decimal de

a/b.

Para as demais casas, continuamos semelhantemente este processo: tendo estabelecido o n—é-
simo digito depois da virgula e supondo que ele gerou uma fracdo r,/10"b < 1/10", procura -
mos a maior fracio de denominador 10" que “cabe” dentro da parte que restou r,/10"b,
com0<r, <b.

Ressaltamos que o processo que fizemos acima é a explicagdo do algoritmo da divisdo com virgula
que aprendemos, ou melhor, que nos informaram no Ensino Fundamental. De fato, a virgula apenas
separa a parte inteira da parte menor do que 1.

54 |37 54 |37 54 |37 54 137 54 |37
17 1 170 1, 170 1,4 170 14 170 1,45
o r % 10 22 220 220
e ry % 10 35
)
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Uma questdo importante e que ainda ndo abordamos é a seguinte: o que nos garante que o
processo acima termina? Em termos mais concretos, isso corresponde a indagar se todo numero
racional pode ser escrito como uma soma de uma quantidade finita de fragtes decimais, obtendo
entdao uma lista finita de digitos para representd-lo. Equivalentemente: a representacao decimal de
qualquer nimero racional sempre tem um ndmero finito de digitos depois da virgula?

Todo o mundo sabe que a resposta é nao, pois todos sabemos dar exemplos de “divisées com vir-
gula” que ndo acabam nunca. Um desses exemplos é 1/3, sendo a correspondente divisao simbolizada
por

1
== §,:338 s,
3 ; ;
onde a notacdo “...” & utilizada para indicar que o processo de divisdo nunca termina. Dizemos,

entdo, que 1/3 tem uma expansao decimal infinita. No que segue, passaremos a estudar esses
casos|e iremos tornar preciso o que é. em geral, informado aos alunos no Ensino Fundamental, sem
grandes explicacCes, ou. pior ainda, com explicacoes além de pouco rigorosas, um tanto “forcadas”.
Comegamos por um exercicio que especifica os casos em que a expansado decimal é finita:

Exercicio 38 -

Seja a/b um nudmero racional com mdc(a,b) = 1.

i) Prove que se a/b tem expansdo decimal finita e b # 1, entdo os inicos primos que podem
aparecer na fatoragdo em primos de b 3ao 2 e 3.

ii) Vale a reciproca de (i). ou seja. se b # 1 e os unicos fatores primos de b sGo 2 e/ou 5 entdo
a/b tem ezpansdo decimal finita? Justifigue.

Em outras palavras:

Os racionais que admitem uma expansdo decimal finita sdo precisamente aqueles que podem
ser representados por uma fracao decimal.

Se experimentarmos achar a expanszo decimal de vdrios racionais que nao sdo do tipo acima -
como 1/3, 11/12, 5/7. etc - veremos que suas expansdes. necessariamente infinitas. tém um padrao
repetitivo: elas sdo “periddicas”. Precisamente:

Definicao 18 -
Uma dizima periddica é uma erpressao da forma

m,aias...an...
onde m € N e a; é digito para i = 1.2.....; na qual. apés um numero finito de termos. aparece

um bloco de termos (chamado periodo’ com a propriedade que. a partir dele. a {ista de digitos é
constituida exclusivamente pela repeticco sucessiva deste bloco.

Exemplo 45 e Notacao -
0.444.. =04

0.235747474... = 0,23574
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Exercicio 39 -
V ou F? Justifique.
0,23574 = 0,235747 = 0, 2357474

Queremos mostrar no que segue que todo nimero racional tem uma expansao decimal finita ou
infinita periddica. E queremos mostrar também que vale a reciproca “em quase que sua totalidade”.
Neste caso, também queremos mostrar que tal nimero pode ser efetivamente calculado. Para sim-
plificar, convidamos o leitor a refletir e se convencer que representacao finita nada mais é do que
uma representecao infinita periédica de periodo zero. Assim, o enunciado da préxima proposicao fica
encurtado:

Proposigao 1 -
Todo racional tem uma expansdo decimal infinita periddica.

Prova: Escrevendo o racional como um inteiro adicionado de um racional positivo menor do que
um, vemos que, para determinarmos a expansdo decimal de um racional, basta-nos nos concentrarmos
nos racionais menores do que um. Assim, seja a/b um racional positivo menor do que um. O processo
de divisOes sucessivas exposto nas pagimas anteriores nos leva a

a a><10__1 a x 10

b bx10 10 b

e entdo, dividindo @ X 10 por b: a x 10 = ¢;b+ 71, 0 < r; < b. Continuando entao:

a 1 qib+ 1 1 1
5 - 0 5 T @ty
- &
10 106
Dai, escrevendo
rp rix10 1 r1 x 10

106 1006 100 b
obtemos, pelo Algoritmo da Divis@o, r; X 10 = gy X b+ r9, 0 <79 < b, donde

L Q2 T2

106~ 100 T 100’

e portanto

o_w_ @, ™

b 10 100 ' 100b°

Para as demais casas, continuamos semelhantemente este processo. Nao podemos garantir con-
tudo que o processo acima acabe, ou seja, que em algum momento iremos chegar a um resto zero e,
a partir dai, continuar obtendo digitos zero. Mas podemos garantir que, se nunca obtivermos resto
zero, entdo o processo nunca vai acabar e estaremos gerando infinitos restos ndo nulos. Daf, com
certeza algum resto vai se repetir, pois os restos sé podem ser iguais a 1,2,...,b — 1, e portanto, no
mdximo na b—ésima divisao estaremos repetindo um resto. A partir do momento em que um resto
se repete, todas as préximas divisdes vao se repetir, e a lista de digitos serd periédica. A
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Exemplo 46 -

Continuemos a determinar a erpansdo decimal de 17/37 iniciada no Exemplo 44: ld chegamos a

17 4 5 35

com 35/3700 < 1/100 e restos sucessivamente iguais a 71 = 22. ro = 35. Dat:

3 1 ><350 1 9><37+17
3700 1000 7 1000 37

_ 9 | 1

o 1000 T+ ~ 1000 ' 37000°

donde 3 = 17. Nossa prézima divisdo seria 170 por 37, que foi a primeira divisdo que efetuamos.
Conclusao: vamos obter ry = 22, r; = 35, Tg = = 17, donde concluimos que a expansao decimal de

17/37 é de fato periddica: 0,459459439... = 0,4

Corolédrio 4 -

O processo descrito na demonstracdo da proposicdo acima nunca gera periodo 9 (ou 99, ou 999,
etc.).

Prova: A prova é por absurdo. Suponha que a/b < 1 e que pelo processo descrito acima tenhamos

chegado a a/b = 0.4a;...a2999... = 0, a:...a>9. Isto significa que fomos gerando quocientes a;.....as €
respectivos restos ri.....Ts € que. a partir daf, digamos, nas préximas ¢ etapas, obtivemos:
0xrs = 9+rs;,com0<rs_; <0
10X rse; = 9b+71s o, comO<r,_a<b
10X rgapen = 9b+rsy1. comO0<rs_;;: <b
10 X rs5:1 = 9b+ rs—;, mas agora rs_: = rs,

0 que nos garante que a partir de agora o bloco de t quocientes iguais a 9 vai se repetir. caracterizando
assim perfodo 9 para a expansdo decimal de a/b. Somando as ¢ igualdades acima. obtemos:

10(rs +7scp 4+ oo +1slem1) = bt + (Fomi 4+ oo F Tompm1 + Togt) =
= Obt + (Fs_1+ oo + o1 +T5)s
donde obtemos
(rs — re1+ oo + Tsger) = 90T,
ou ainda.
Fe — TPl + oo &= Tsyp—y = T

o que é absurdo. pois cada resto é estritamente menor do que d. € COmoO Sa0 ¢ restos na igualdade
acima. com certeza temos
s — sy + oo+ Tspy < BT

S—d

Assim. o processo de divisdes sucessivas nunca gera periodo ¢ formado por 9's. A
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Exercicio 40 -

Determine a expansdo decimal do racional 8/15, mostrando que ela é infinita periddica e con-
cluindo que nem sempre o primeiro digito apds a virgula faz parte do perfodo. Tente explicar por
qué.

Definicao 19 -
Dizemos que, numa dizima periddica da forma

O, a1Q3...a5C1Ca....Ct,

os digitos ai, ..., as constituem a parte ndo periddica da dizima, e neste caso dizemos que @ dizima
é composta.
Quando a dizima periddica tem a forma

0,c1c3--- -G,
dizemos que ela é stmples.

Exemplo 47 - o
0,12 é uma dizima simples, enquanto que 0,23574 é uma dizima composta.

Exercicio 41 -
Prove que se ci, Ca, ..., ¢ sGo digitos ndo todos iguais a 9 entdo a expansdo decimal do racional

€1€Cg. ..Ct
9...9
o,
t
é precisamente 0,C1C3...Ct -

Tratemos agora da reciproca: serd que toda lista de digitos infinita e periédica de perfodo diferente
de 9 (ou 99 ou 999 ou ...) é expansio decimal de algum racional?

Inicialmente, é claro que toda expansdo decimal finita (ou seja, infinita periédica de perfodo 0) &
igual a um nuimero racional:

a an a1 x 10" +ag x 10" 2+ ... +a,

0,a1as...ap = 0 + ... T =

€Q

Exercicio 42 -
Prove a reciproca do Ewercicio 41, mostrando que se um racional a/b < ltem para expansdo

decimal 0,TiC3...¢;, com c1, Co, ..., C; digitos nem todos iguais a 9, entao necessariamente
a C1C3...Ct
b 9..9 ’
N
t
ou seja,

a C1Ca...Ct

b 10t—1

[Sugestdo: Utilize um racicinio andlogo ao utilizado na demonstragio do Coroldrio 4]
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Exercicio 43 -

i) Determine o racional que tem representacio decimal igual a 0.123456, ezpressando-o através
de uma fracao irredutivel.

ii) Determine o racional que tem representag¢do decimal igual a 5,123456, expressando-o através
de uma fragao irredutivel.

Passemos agora a abordar as expansées decimais periédicas infinitas de periodo diferente de 9 (ou
99 ou 999 ou ...). Dividiremos este estudo em dois casos: dizima periédica simples e dizima periédica
composta.

1° caso (dizima periédica simples). No Exercicio 42. vimos que se existir um racional a/b < 1
cuja expansado decimal tem a forma 0, ¢3....¢; entdo ele € necessariamente o racional ¢;¢;...c; /(10% —
1). Assim, c;cs...c¢/(10* — 1) € o tnico candidato a ter expansao decimal igual a 0.¢1¢2-¢;. E. pelo

Exercicio 41, temos que de fato a expansédo decimal de cico...c;/(10° — 1) € 0.E¢Gz. - C¢. A
Exemplo 48 - :
O raciocinio desenvolvido acima nos garante que a dizima 0.121212... é proveniente do racional
12 4
99 33
E, de| fato:
10 = 1x33+7
0 = 2x33+4.
donde concluimos que ry = 7. ra =41. r3 =17, e a ezpansao decimal de 4 33 € entao 0.121212....

20 caso (dizima periédica composta). Verifiquemos se existe um racional a/b < 1 cuja
expansao decimal tem a forma 0.a;a»...a;C1C2----C; (dizima periédica composta). Se este fosse o caso.
terfamos

a ar as d

}

510 T I0s T 1o

onde d é um resto de divisdo por b. portanto satisfazendo d,10°6 < 1/10°, ou ainda. d/b < 1: dal.
escrevendo

d ] y d
106 105 b’

vamos gerar. a partir de d/b. os digitos c;.ca. ...c;. Pelo mesmo raciocinio desenvolvido no Exercicio
41, sabemos que

d _ Ci +:C¢
b 99..9°
e portanto se existirem tais inteiros a e b. deverd ocorrer
a _ a as , d
b~ 10 7T 10° T 100
_ a A 1l cy...ce
TR

105 10°99..9°
—
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Nio é dificil, a partir daqui, converser-se que a expansdo decimal do racional

a1+ n Qs + 1 G
10 7 10 10°10f -1

é de fato 0, a;as...a:¢1C3....C.
Finalmente, observamos que
ay as 1 ci...c
ot T T
a; X 1057 4+ ay x 10572+ ...+ a1 x 104+a;, 1 cr.c
108 10510t —1
ap...as C1...C¢

= T Tleaoe-1

ay...as x (10 = 1) cr..Ce
B 10s(10t — 1) 105(10t — 1)
ar...as X 10 4+ c1...ce — ay...a5
105(10F — 1)
@1...05C1...C¢ — O1...04
10%(10t — 1)

Acabamos entao de demonstrar o seguinte

Teorema 4 Transformacdo de dizimas periddicas em fragcoes ordindrias -
Sejam s € N, t € N* e ay,...,a5,C1, ..., ¢ digitos. A dizima periddica 0, a1a3...a5CiCa....C; € um
niimero racional (menor do que 1); mais precisamente:

0 aian.aftr—c=2, 9% , GG
) @055 5l CTED s 0 ™ S s, T e 5 S oy
10 105 99...90...0

t s

Ou equivalentemente,

ay...asC1...C¢ — Qy1...04
99...90...0

t s

(), €1 @9 .ssll 01 Connnly =

Ou seja, repetindo a regra que aparece nos livros de 1°grau:

Para numerador do racional toma-se a parte ndo periddica seguida do perfodo menos a parte
nao periédica. E, para denominador, tomamos um nimero de 9's igual ao nimero de digitos
do perfodo seguido de um nimero de 0's igual ao niumero de digitos da parte nao periddica.
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Resumindo:

ai..-AsC1---Ct—a1...Qs

O; al...ascl___ct —
99...90...0

t s
s = nuimero de termos da parte nao peri¢dica
t = numero de termos da parte periédica.

Exercicio 44 -

i) Determine o racional que tem representacdo decimal igual a 0. 12123156, ezpressando-o através
de uma fracao irredutivel.

i) Determine o racional que tem representac¢do decimal igual a 5. 12123156, ezpressando-o através
de uma fracao irredutivel.

Exercicio 45 -

Pesquise nos livros de Ensino Fundamental como é feita a dedugdo da regra que transforma uma
dizima periddica em um racional. A seguir faca uma discussdo. comparando a maneira vista acima
com a maneira exposta nos livros e atentando para o sequinte aspecto:

Séo ambas as deducdes corretas matematicamente? Mais precisamente. existe algum “deslize” na
demonstragdo utilizada naqueles livros?

-se ndo: por que serd que aqui foi feita uma demonstragdo mais complicada?

-se sim: precisamente em que ponto(s)?

3.7 Consideragoes finais importantes

a) Ampliando um conceito: um ponto de vista caracteristico do método Matemadtico

Al expansido de um numero natural em base 10 permite representar qualquer nuimero natural
através de uma lista finita constituida pelos digitos 0.1.....9. Nas segOes anteriores vimos que
existe uma forma natural. decorrente da aplicagdo do algoritmo da divisao de Euclides, de estender
a expansdo decimal dos naturais para os racionais. No entanto. para que este processo venha a
representar qualquer racional. temos que admitir expanses com infinitos termos. Este fato
introduz uma diferenca marcante entre a representacdo decimal de um natural e a representagao
decimal de um racional positivo. Em particular. decorre dai que. diferentemente do que acontece
com os inteiros, embora alguns racionais sejam também representéveis por listas finitas de digitos,
muitos outros deles sé sdo representdveis por listas envolvendo um nimero infinito de digitos.

O ponto aqui a se enfatizar é o seguinte: se s aceitdssemos como representagao de um nuimero
uma |lista finita de simbolos. ficarfamos entdo impossibilitados de dispor de representacdes para
todos os racionais (pelo menos através da representagdo decimal). Nao é dificil de imaginar que,
se assim o fizéssemos. surgiriam muitas dificuldades no trato dos racionais: em especial, surgiriam
tremendas dificuldades na realizacio de diversas operagdes envolvendo estes nimeros. Assim. por
uma questdo tedrico/pratica. digamos assim. é extremamente conveniente que ampliemos o universo
das representacdes decimais finitas dos inteiros passando a incluir representacdes decimais infinitas e
permitindo, assim, representacdes decimais para todos os racionais. E é. de fato. como todos sabem.
assim que se procede no tratamento dado a este assunto.

Costarfamos de mencionar que este ponto de vista. ou seja. o de ampliar. por conveniéncia tedrica.
uma certa definicdo ou conceito. com o objetivo de incluir novos casos. considerados relevantes para
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a teoria, é muito caracteristico do método Matemdtico. Teremos ocasido de adotd-lo novamente na
construcdo dos nimeros reais. Assim, a compreensdo deste ponto de vista, exemplificado aqui na
passagem da representacao decimal dos inteiros para os racionais, serve como um preparo importante
para o que serd feito adiante quando formos “construir” os nimeros reais.

b) A lista 0,99999999....

Vimos, na teoria desenvolvida anteriormente, que todo racional é representdvel por uma lista
finita ou lista periédica, envolvendo os 10 digitos 0, 1, 2, ..., 9 e que, no caso de a lista ser periddica,
ela jamais serd uma lista de perfodo 9. Surge daf a pergunta fundamental:

Questao: a lista 0,999... representa algum nimero racional?

E claro que a questdo anterior se aplica a qualquer lista periédica com 9 terminante. No momento
ainda n3o temos condig¢des de dar uma resposta répida, e a0 mesmo tempo satisfatéria, a esta questao.
O leitor terd de aguardar o estudo dos reais, que faremos, com detalhes adiante; seremos entao 14
capazes de dar uma resposta adequada a esta questdo, do ponto de vista matemdtico, de maneira
correta e rigorosa e, do ponto de vista psicoldgico, de maneira plenamente satisfatéria.

3.8 Leitura Complementar

A seguir estabelecemos condigdes que nos permitem reconhecer se a expansao periddica de um
racional menor do que um vai ser uma dizima periédica simples ou composta. Salientamos no entanto
que o que estudaremos aqui ndo serd necessdrio para os capitulos seguintes.

Exercicio 46 -

Prove que toda dizima periddica simples de periodo diferente de zero e de 9 (ou 99, ou 999 ou...)
quando expressa por uma fragdo irredutivel, tem denominador que nao é divisivel nem por 2 nem por
5.

Corolédrio 5 -

Uma dizima periddica composta que possui s termos na parte nao periddica, quando escrita de
forma que sua parte ndo periddica seja a “mais econdmica” possivel, é igual a uma fracdo irredutivel
cujo denominador é divistvel por 2° ou 5° mas ndo por poténcias mais elevadas de 2 ou 5.

Prova: Consideremos a dizima composta 0, a;...asC1...C¢, onde estamos aqui supondo que ay, ..., as
constituem a parte nio periédica mais econdmica possivel, isto é, a, nao € igual a c;. Pelo Teorema,
tal dizima pode ser escrita como

ai...agCy...C¢ — A1...04 (*)

99;..90...0

0,a;...a5C1---C; =

Afirmamos inicialmente que o numerador em (*) ndo pode ser simultaneamente divisivel por 2 e
5. De fato: se o numerador em (*) é divisivel por 2 e 5 simultaneamente, entao ele é divisivel por 10,
o que implica ai...asc;...c; — ay...as = 10k para algum k € N. Daf temos que ¢; = as, absurdo.
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Concluimos que, como o numerador em (*) ndo pode ser simultaneamente divisivel por 2 e 5, se o
racional em (*) ndo for uma fragdo irredutivel entdo o denominador em (*) s6 podera ser simplificado
com poténcias de 2 ou com poténcias de 5, nunca de ambos. E, obviamente, a poténcia méxima nao
poderd ultrapassar o nimero de zeros que possui o denominador. no caso s, uma vez que

99...90...0 = 99...9.2°.5°,
¢ 3 t

e 99...9 = 10* — 1 n3o é divisivel nem por 2 nem por 5. A
0 é divisivel nem p p
t

Afirmamos que as reciprocas do exercicio e do coroldrio acima sao também verdadeiras:

Coroldrio 6 -
Uma fracdo irredutivel a/b positiva e menor do que 1 cujo denominador b ndo seja divistvel nem
por 2 nem por 5, é igual a uma dizima periddica simples.
Exemplo 49 -
10 6

10 _ o 759930, 2 o574
73 0.769230; 1 0.285714

Prova do Coroldrio: Temos mdc{b.10) = 1, j& que o denominador b nao é divisivel nem por 2
nem por 5). Sabemos também que na divisdo de um numero inteiro por b s6 hd b possiveis restos.
Assim, considerando as infinitas divisGes de poténcias de 10 por 4. vemos que necessariamente existe
um resto que se repete infinitas vezes. Em particular, existem n;.n, € N com n; > ns tais que 10™
e 10™ tém o mesmo resto na divisdo por b. Ou ainda:

=n:.n> € N.Zg:.¢» € N. 10™ — ¢1b = 10™ — gob.
donde obtemos:
107 — 10™ é divisivel por b.
E. como n; > no, podemos ainda escrever. pondo n = n; — na:
10™ — 10™ = 10™2(10™ — 1).

donde concluios que b é um divisor de 10"2(10™ — 1). Como mdc(b. 10} = 1 implica mdc(b. 10™) = 1,
concluimos que necessariamente b divide : 10 —1) (esta dltima afirmagao é um exercicio de Aritmeética
para o leitor). Ou seja, existe & € N tal que:

Daf vem:

a ak . ak

5 bk 10n—1

Ainda. como a/b < 1, temos ak < 10" — 1. de modo que a representacao decimal do inteiro ak
envolve no maximo n digitos. digamos. ¢& = C€1...Cn.
Mas entao

a CyieiCiy

E = zﬁ — (), C1-Cn- A
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Corolario 7 -

Sejaa/b € [0,1) uma fragdo irredutivel, e suponhamos que b seja divistvel por uma poténcia de 2 ou
5. Mais precisamente sejam my e my as poténcias de 2 e 5 na fatoragdo de b. Se m = max{m, mo}
entdo a/b é uma dizima periddica composta, com m termos na parte nao periddica.

Prova: Da hip6tese temos b = 2™ 5™k, com mdc(k, 10) = 1.
Multiplicando a/b por 10™ temos:

10 _ 2™5™a
b 2mbmf
m:maximl,mg} 2Qm—mHmTMm2 g
= __—k__._
o r
= t"-E,

onde r é o resto da divisio de 2m~™5m"™2q por k, e portanto r/k € [0, 1).

Dai, escrevendo r/k = a; /by com mdc(ay, by) = 1 (isto é escrevendo r/k em sua forma irredutivel),
temos que by € divisor de k. Como mdc(k, 10) = 1, temos também mdc(by, 10) =-1. Mas entédo, pelo
Corolédrio 6, temos que %f é uma dizima periédica simples, digamos:

a

— =, C163.- Cn
bl y L1062 n
Dat:
a r ap
10m—- = t+-—=t+—=1t+0,00C2...C, =
b & bl 12 n
= - ‘ ! 0 =
- =—+ —U,C1C2...C
p o 10m  1gm o T
a t
= —=—+0.0.0¢c0c. < 1
b 10m LseeTTewad L " ( )
Note agora que
E S [O 1) =
& 10™a r/k<1
= t+ = < 10™
k b
= t<10™=
= t envolve em sua expansdo decimal no méximo m digitos : t = a;...an,
Entao:
aq t __
p - 1o T 000 A G =
= 0,01...8m+ 0, 0..0 €16 Cp =
= O,al...amclc2...cn,
comprovando que a/b envolve m digitos na parte nao periédica A
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Exemplo 50 -
5500 = 225211, e portanto m = 3. E, de fato.

1234 54 679

= — 0.123 45.
10° T 10%99 5500 ° =2

Resumindo:

- Uma fragéo irredutivel d4 origem a uma dizima periédica simples se e s6 se seu denominador
nao é divisivel nem por 2 nem por 5.

- Uma fracao irredutivel d4 origem a uma dizima periédica composta com m termos na parte
nao periédica se e sé se seu denominador é divisivel por 27 ou 5™ e nao por poténcias mais e-
levadas de 2 ou 5.

Observagao: Note que a demonstracdo do resultado acima nZo nos garante que @, 7 Cp, € quUe
portanto o periodo podia estar comegando “mais cedo”, ou seja. talvez a parte nao periédica nao
seja “a mais econdmica”. Deixamos ao leitor a andlise se é possivel de fato garantir que an, # cn.



4 NOCOES BASICAS SOBRE A RETA EUCLIDIANA

4.1 Congruéncia e ordem entre segmentos de reta

4.2 Algumas palavras sobre as “construgées com régua e compasso’
4.3 Propriedade arquimediana da reta

4.4 Postulado do continuum

4.5 Divisdo de um segmento em partes iguais

Neste capitulo fazemos a apresentacio e discussdo de alguns fatos e resultados bésicos da
Geometria Euclidiana, relativos & nocao de reta. A razdo desta breve incursao em Geometria Eucli-
diana é que, no capitulo seguinte, vamos considerar o problema da medicao de segmentos de reta e,
para que possamos fazer isto de maneira matematicamente consistente, precisamos ter uma descrigao
matemdtica da reta, como feito na Geometria Euclidiana.

A Geometria Euclidiana é um dos campos mateméticos mais importantes que existem, sendo seu
estudo iniciado desde as séries iniciais do Ensino Fundamental. Apesar disso, nos tempos atuais, o
aluno chega & Universidade tendo um conhecimento apenas intuitivo da reta euclidiana. Isso nao sé
lhe impede de ver o porqué da adjetivacao “euclidiana” como nao lhe dd um embasamento que lhe
permita provar teoremas que estabelecem relacOes precisas entre a reta e o conjunto dos nimeros
reais.

Uma das principais propriedades da reta euclidiana, ao menos para o estudo dos nimeros reais,
& a sua continuidade topoldgica. Com efeito: a reta euclidiana é o mais importante exemplo de
continuum topoldgico. O propésito maior deste capitulo & explicar o significado disso.

Em outros estudos o aluno tratard de outros aspectos da reta. Por exemplo, estudando outros
tipos de retas, como a reta projetiva. Também ficar4 para outras matérias o estudo de outros
exemplos de continuum.

4.1 Congruéncia e ordem entre segmentos de reta

Inicialmente fixemos algumas notacdes ji bastante consagradas: utilizaremos letras latinas
maitsculas para pontos (P,Q, ...), e denotaremos por PQ o segmento de extremos P e Q.

Definicao 20 -
Na reta euclidiana, dizemos que dois segmentos de reta sio congruentes se for possivel superpo-
los exatamente.

A operacio de “superposicio” é uma idealizagio matemética de uma construgao geométrica,
préatica, que podemos fazer com a ajuda de um compasso: dados dois segmentos P1Q1 € Py(Q),, para
sabermos se estes segmentos sao congruentes, colocamos uma das pontas do compasso em F; € a
outra em Q;, determinando uma abertura para o compasso; a seguir, mantendo esta abertura do
compasso, colocamos uma das pontas do compasso em P, e verificamos se a outra ponta coincide
com Q,. Nestas operagdes de determinacao da abertura do compasso e de verificagao se a ponta do
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compasso coincide ou nao com o ponto da reta é que estd embutida a “idealizacao matemética” &
qual nos referimos acima.

Também & possivel estabelecer uma ordem entre dois segmentos AB e CD:

Definigao 21 -

Dizemos que um segmento AB € menor ou igual ao segmento CD (ou menor que o seg-
mento CD) se, com a ajuda do compasso, for possivel deslocar/transladar o segmento AB de forma
a detzar o novo segmento obtido A'B' totalmente contido (ou estritamente contido) no conjunto CD.

Notacao: AB C CD quando AB é menor ou igual a CD (ou AB C CD quando AB & menor que
CD).

4.2 Algumas palavras sobre “construcgoes com régua e compasso”.

O estudo dos objetos geométricos planos envolve a construcao de linhas retas e curvas. Para isso
se usam instrumentos de vérios tipcs. Esses instrumentos variaram bastante ao longo dos tempos
e das civilizagdes. Por exemplo, os gedmetras e agrimensores da Civilizagao Egipcia tinham como
instrumento de trabalho uma corda na qual tinham sido feitos nés uniformemente espagados.

Quando, 14 por volta de 500 a.C.. os gregos iniciaram o estudo cientifico da Geometria, como
sua cultura tinha em alta estima a simplicidade. elegeram como instrumentos geométricos preferidos
a régua e O compasso. pOiS estes s20 OS Instrumentos que nos permitem construir as linhas mais
simples possiveis: retas e circulos. Alguns gregos. entre os quais Arquimedes. aceitavam usar outros
instrumentos.

Fuclides — em seu livro “Elementos”. escrito por volta de 300 a.C. e que por quase 2000 anos
ficou sendo o mais importante livro de Matemética em boa parte do mundo civilizado — adotou o
costume j4 tradicional de permitir apenas o uso de régua e compasso. Dada a sua enorme autoridade,
esses instrumentos (na verdade. suas “tradu¢Oes mateméticas”, passaram a ter um cardter oficial.
e as correspondentes construgoes passaram a ser chamadas de “construcoes euclidianas™. hoje mais
conhecidas como “construc¢oes com régua e compasso .

Assim, de um modo inicial e grosseiro. as construcoes euclidianas sdo as constru¢oes geométri-
cas que podemos fazer com uma régua e um compasso. A funcao malor da régua é estabelecer
colinearidade, e a do compasso é estabelecer equidistancia.

O compasso nao serve apenas para desenhar circulos. Por exemplo. podemos usar suas pontas
para transportar distdncias. e com um pouco de criatividade. somos capazes de inventar inimeros
outros usos geométricos para o mesmo. Isso levou os préprios gregos a delimitarem esses usos. Por
exemplo. quanto ao uso do compasso. s gregos nao permitiam que o mesmo fosse levantado do plano
onde estava sendo feita a construgao.

A régua euclidiana também tem restri¢oes: ela nao pode ser graduada. ou seja. a régua euclidiana
nao pode ter marcas, como as réguas graduadas em centimetros e militnetros que estamos acostuma-
dos a usar. Semelhante ao que foi feito com o compasso. o uso dessa régua nao graduada também
deve obedecer restricoes. Por exemplo. nao podemos “arrastar” a régua.

E perfeitamente passivel darmos uma caracterizagao formal e rigorosa do que sao as “construcoes
euclidianas”, mas o esfor¢o e grau de abstragao para tal é excessivamente grande para os propdsitos
deste texto. Além disso. as construcdes que aqui consideraremos serao bastante simples e Intuitivas.
nao deixando margem para que se duvide da possibilidade de serem matematicamente validadas. No
entanto. ndao podemos deixar de ressaltar que existem muitas questoes delicadas e sutls. algumas



das quais constituiram desafios matemdticos por mais de 2000 anos, cujo enfrentamento exige uma
formulagio matematicamente precisa dessas construgdes, acompanhada de uma rigorosa teorla.

Um desses famosos desafios foi posto ja pelos gregos da Antigiiidade e pedia a trissecao de um
angulo, ou seja, a divisdo de um angulo qualquer em trés partes iguais. Os préprios gregos resolveram
==z problema fazendo uso de outros instrumentos além da régua e do compasso. Contudo, a resolugao
euclidiana — no sentido “oficial” e tradicional: somente régua nao graduada e compasso — resistiu por
muitos séculos, até que, em torno de 1840, Pierre L. Wantzel, (depois de muitas noites passadas a base
de café e 6pio!), mostrou que existem &ngulos que nao podem ser trisseccionados euclidianamente.

Que fique bem claro ao leitor que o costume de se considerar um problema geométrico como
resolvido somente quando sua solugio for passivel de ser obtida através de uma construgao euclidiana
é apenas uma tradicao, e que esta tradigao est4 obsoleta. A nossa posigao neste texto serd a de adotar
solugdes euclidianas quando as mesmas existirem e forem simples (encontraremos um exemplo dessas
situacdes logo a seguir, quando tratarmos da divisdo de um segmento qualquer de reta em um ndimero
dado qualquer de partes iguais), caso contrédrio, ndo hesitaremos em partir para construgoes nao-
euclidianas (como, por exemplo, ocorrerd ao termos de dividir um &ngulo qualquer em um nimero

dado qualquer de partes iguais).

4.3 Propriedade arquimediana da reta

A partir de um segmento AB, sempre é possivel, com a ajuda do compasso, “emendar” vérias
translacoes (ou deslocamentos, ou cépias) de AB; diremos que os segmentos assim formados sao o
dobro, o triplo, etc. de AB.

Notacao: Denotamos tais segmentos por 2AB, 3AB, etc. e, em geral, nAB se foram emendadas n
cépias de AB.

A propriedade da reta euclidiana que a seguir enunciamos é fundamental para que possamos
medir, como veremos no préximo capitulo, qualquer segmento de reta:

Propriedade arquimediana -

Dados dois segmentos AB e CD com AB nao reduzido a um ponto, sempre € possivel, com a
ajuda do compasso, “emendar” vdrias translagbes do segmento AB, de forma a obter um segmento
que é maior do que CD (ou seja, CD é estritamente menor do que este segmento). Em outras
palavras, sempre existe um n tal que CD C nAB.

A3 9 menar do que CO, mas
4A8 ¢ MAIOR do que CD
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4.4 Postulado do Continuum

As defini¢oes que se seguem fornecem o ingrediente bdsico com o qual podemos enunciar o
postulado da continuidade da reta euclidiana.

Definigao 22 -
Uma seqiiéncia (infinita) de segmentos PiQ1, PoQa, P5Qs, ... € dita encaizante se para cada
n € N* tivermos P,y1Qn+1 C P@n.

Definicao 23 -
Uma seqiéncia (infinita) encaizante de segmentos PiQ1, PoQq, P3Qs, ... € dita evanescente

se, dado um segmento qualquer AB, com A # B, sempre pudermos encontrar um n tal que P,Q, é
menor do que AB.

As figuras abaixo nos fornecem exemplos de duas seqiiéncias de segmentos encaixantes, uma
evanescente e outra nao.

NAO evanescenta e‘vanel‘scen;e
P1—— —91 P : el
P3— —Q3 PE— 1 a3

: S —
: : e
T —h—
— =

— T t
1 ¥ |

P

Principio dos segmentos evanescentes / Postulado do Continuum -
Se P1Q1, P,Qy, P3Q3, ... ¢ uma seqiiéncia de segmentos evanescentes da reta euclidiana, entdo
existe um, e somente um ponto P comum a todos os segmentos desta seqiéncia.

Intuitivamente, este postulado ou axioma diz que a reta euclidiana é “continua”, isto é, nao tem
“buracos”. Isso pode ser interpretado ainda mais concretamente dos seguintes modos:

1) Se numa posi¢ao qualquer da reta Euclidiana colocdssemos as pontas de uma pinga e, depois,
comecdssemos a fechd-la, fazendo-a ficar com abertura sucessivamente 1/10, 1/100 etc da abertura
inicial e se continudssemos com este processo eternamente, entao terfamos um dnico ponto que estd
prensado pela pinca em todas as etapas.

2) Se focdssemos um microscépio sobre a reta e sucessivamente formos aumentando a resolugao
do microscépio em 10 vezes, 100 vezes etc, entao, no “infinito” verfamos exatamente um ponto, e
isso qualquer que tenha sido a posicao inicial do microscépio. Em outras palavras, existird apenas
um ponto que permanecerd no campo de visao do microscépio em todas as etapas.

Relacionando ainda com a questao da continuidade, comentamos que, enquanto a Teoria Atémica
diz que a matéria é discreta, todas as evidéncias conhecidas sugerem que o espaco fisico se aproxima
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de um continuum e que, como tal, comprimentos, dreas e volumes, quando aplicados ao espago fisico,
sejam melhor modelados por varidveis continuas.

Finalmente, observamos que a adjetivagio “euclidiana” decorre do fato que as propriedades ca-
racteristicas da reta acima listadas sdo bésicas na Geometria Euclidiana, tendo sido apresentadas pelo
famoso matemético grego Euclides em seu igualmente famoso tratado de Geometria, os Elementos.

4.5 Divisao de um segmento de reta em partes iguais

Vimos acima que podemos emendar segmentos, formando segmentos que sdo multiplos do seg-
mento original. O importante resultado da Geometria Euclidiana enunciado a seguir nos permite
dividir um segmento em um nimero arbitrério de partes iguais:

Teorema 5 Teorema de Thales (versdo simplificada) -
Suponha que trés retas paralelas r,s,t cortam as retas m,n nos pontos A,B,C e A", B', (", res-

pectivamente. Entdo, se AB e BC sdo congruentes, sido congruentes também os segmentos A'B’ e
B'C’ (veja Figura)

Usaremos, no préximo capitulo, a seguinte aplicagdo do Teorema de Thales.
Divisao de um segmento em partes iguais.

Dados um segmento de reta qualquer AB e um nimero n € N*, consegue-se subdividir AB em
n segmentos congruentes. Vejamos como o teorema de Thales nos permite fazer isto. Para que o
raciocinio fique bem simples, iniciemos com o caso concreto n = 3.

Iniciemos com o tracado de uma semi-reta de origem A (acompanhe na figura abaixo), cuja
direcdo ndo coincida com a diregdo de AB. A seguir, marcamos sobre tal reta, a partir do ponto A,
com o0 compasso, trés segmentos congruentes quaisquer AR, RS e ST
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A B

Tracando paralelas, obtemos o ponto D (que é a intersecgio entre AB e a paralela a BT passando
por S) e o ponto C (que é a intersecgio entre AB e a paralela a BT passando por R), conforme a
seguinte figura:

4

A c ID B

Pelo teorema de Thales, é imediato vermos que: AC, CD e DB sao congruentes. Assim, dividimos
AB em trés partes iguais.

Para dividirmos AB em cinco partes iguais fazemos raciocinio andlogo: sobre uma semi-reta
de origem A e diregao diferente de AB, marcamos com 0 compasso cinco segmentos congruentes €
tragamos paralelas de modo semelhante ao feito acima.

A figura abaixo e o teorema de Thales nos mostram que dividimos o segmento AB em cinco
partes iguals.
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A

Certamente, o leitor ndo terd a menor dificuldade em ver que os procedimentos acima sao faceis
de modificar para o caso de querermos dividir AB em qualquer outro numero de partes iguais. tais
como dez, cem, etc.

Notacao: %AB denotard um segmento obtido dividindo-se o segmento AB em m partes iguais.
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5 0OS NUMEROS REAIS ABSOLUTOS

5.1 Unidade de medida para a reta euclidiana. Segmento unitério
5.2 Construcio da Régua Decimal Infinita sobre a reta euclidiana
5.3 Medindo segmentos via a Régua Decimal Infinita

5.4 A insuficiéncia geométrica dos racionais

5.5 Os ntimeros reais absolutos

Neste capitulo vamos introduzir a nogdo de ndmero real absoluto. Com este propdsito, inicial-
mente vamos discutir a idéia fundamental, subjascente & noc¢do de um tal ndmero, que é a idéia de
medida de comprimento. Apresentaremos entdo uma maneira de medir um segmento qualquer de
reta através de um processo que denominamos de processo de medicdo via régua decimal infinita.
Como veremos, o conceito de nimero real absoluto surge naturalmente como o conceito numeérico
necessario, de fato indispensavel, para a validacdo deste processo.

Todos nés temos uma idéia, ao menos intuitiva, de como efetuar medicoes. Para realizar uma
medida de comprimento (que é com a qual vamos estar interessados neste texto), temos que fixar,
para comecar, uma unidade de comprimento. Dito de maneira mais matemdtica, fixar uma unidade
de medida de comprimento significa escolher um segmento néo nulo da reta euclidiana, dito entao
também segmento unitdrio. Uma vez escolhido o segmento unitario, medir um segmento qualquer
de reta euclidiana significa determinar o niimero de vezes que o segmento unitdrio cabe no mesmo.

No nosso dia a dia freqiientemente temos que fazer medigdes de comprimento. Para isso, fazemos
em geral uso de instrumentos muito populares tais como a fita métrica, a trena ou, também, a régua
decimal, esta ultima mais utilizada para fins escolares.

Embora estes instrumentos sejam artefatos construfdos para facilitar, na pratica, a realizagao de
medidas de comprimento, eles podem ser utilizados como “inspiragdo” para o tratamento matemaético
do problema da medicao exata de segmentos.

E, de fato, nosso texto sobre medicio de segmentos apdia-se totalmente nesta inspiragao. O que
vamos fazer a seguir é construir uma régua decimal matemadtica, que é uma verséo, um pouco mais
sofisticada, da régua decimal escolar.

Enquanto que na prética nos contentamos em obter medi¢ées aproximadas, na Matematica que-
remos obter medicdes exatas. Por esta razdo, temos que dispor de réguas que permitam realizar
medidas arbitrariamente pequenas, diferentemente das réguas escolares que permitem medidas com
no méximo os milimetros de precisdo. A régua matemdtica terd de ter, portanto, infinitas subdivisoes:
metros, decimetros, centimetros, milimetros, décimos de milimetros, centésimos de milimetros e assim
por diante. Por esta razdo, chamamos a régua decimal matematica de Régua Decimal Infinita.

Ressaltamos que a diferenca fundamental entre a régua decimal comum e a régua decimal infinita
é que, num pedaco qualquer de régua, a primeira tem apenas um ndmero finito de marcagoes (em
geral até os centésimos da unidade de medida) enquanto que a outra tem um numero infinito de
marcagoes (possibilitando assim, como veremos adiante, medidas com a precisao que se desejar).

E importante salientar que o que faremos a seguir é uma idealizagio matemadtica; no mundo
material, jamais conseguiremos construir uma régua com infinitas marcagoes. Isto s6 ¢ possivel em
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uma “reta abstrata”, como a reta euclidiana, apresentada na secdo anterior. Serd com esta nogao
abstrata de reta que desenvolveremos um processo matematico de medigao.

Para podermos explicar como medir um segmento de reta usando a régua decimal infinita pre-
cisamos, antes de mais nada, fazer a construgdo matemdtica desta régua. Para construir uma régua

(decimal ou nio, infinita ou ndo) precisamos de uma unidade de medida.

5.1 Unidade de medida para a reta euclidiana. Segmento unitario.

Consideremos uma reta euclidiana 7, e fixemos sobre r um segmento de reta qualquer, com a
Unica restricdo que o mesmo ndo seja reduzido a um unico ponto.
Denotamos tal segmento por §. O segmento § é entdo nossa unidade de medida. ¢ é dito
também segmento unitario.

Convengdo: Para facilitar a visualizagio da construcdo que estaremos fazendo, é conveniente
sempre imaginarmos a reta r horizontal.

Notacdo: Denotamos por O a extremidade “esquerda’ de 6.

5.2 Construcdo da Régua Decimal Infinita sobre a reta euclidiana

A contrucdo desta régua é feita marcando-se, em uma primeira etapa, uma série de pontos
de r, que formardo a rede de graduacdo unitdria de r, do seguinte modo: o primeiro ponto é
simplesmente o ponto extremo direito de 6. Denotamos este ponto por P(1). Para marcarmos o
segundo ponto, tomamos um compasso com a abertura do segmento 6 (ou seja, tal que suas duas
pontas coincidam com os pontos extremos de §). A seguir colocamos a ponto seca do compasso em
P(1) e marcamos com a outra ponta do compasso um ponto de 7 & direita de P(1). Denotamos este
novo ponto por P(2). A seguir colocamos a ponta seca do compasso em P (2) e marcamos com a outra
ponta um novo ponto de 7, que denotaremos por P(3), & direita de P(2). Repetindo este processo
indefinidamente, obtemos um conjunto de infinitos pontos de r:

0, P(1), P(2), P(3), P(4), ..., P(n), ...,

que constituem a rede de graduagfo unitéria da régua decimal.

- Numa segunda etapa colocamos no compasso uma abertura igual a um décimo do segmento
unitdrio (o que pode ser feito dividindo-se OP em dez partes iguais usando, para isso, por exemplo,
a aplicacio do Teorema de Thales discutida no capitulo anterior), e marcamos sucessivamente, &
direita de O, de maneira inteiramente similar & feita para marcar os pontos da rede unitdria, os

pontos P(1/10), P(2/10), P(3/10),..., P(10/10), P(11/10),... . Ficamos, assim, com um novo
conjunto infinito de pontos:
1 2 3 4 10
—), P(=), P(—= =)y —) =
11 12 20
—), P(—=), ... —) = 2
21 22,
o) Pligh
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o qual chamaremos de rede de graduagdo decimal da régua decimal infinita.
Note que a rede de graduagéo decimal, eventualmente, podera ser representada mais convenien-

temente usando a representacdo decimal dos racionais:

0, P(0,1), P(0,2), P(0,3), P(0,4), .., P(1,0) = P(1)
P(1,1), P(1,2). .., P(2,0) = P(2),

-

- Numa terceira etapa usamos o compasso com abertura um centésimo da abertura de ¢ e mar-
camos, de maneira inteiramente anéloga, os pontos da rede de graduagao centesimal:

2 ‘ 1
1 3 4 POO

0, P(l—o—o), P(ﬁ)’ P(%—g—?), P(@), (%) = P(1),
(050> Plgg) -+ Fligg) = £@
P50, P(E2), -
ou, usando expansdo decimal:
O, P(0,01), P(0,02), P(0,03), P(0,04 , P(1,00 P(1),
P(1,01), P(1,02), ..., P(2,00 P(2),

E assim por diante: para cada nimero natural n, construimos ou marcamos os pontos da rede de
graduagao 1/10™ da régua decimal:

1 2 3 4 0™
Pl— —_— —), P(—), ..., P(——) = P(1
O’ (1On)7 P(].On)’ (1On)7 (10‘”'), ’ (lon) ( )’
10" +1 10™ 4+ 2 2 x 10™

P(——), P U = = P(2
2x10"+1 2 x 10"+ 2
P—— ), P(————), ...
( 10™ ) ( 10m )

O conjunto de todos esses pontos, ou equivalentemente, a uniao de todas essas redes, € o que
chamaremos de régua decimal infinita de unidade de medida ¢. Note que este conjunto consta

de todos os pontos (& direita de O) da forma P(m/10").
Eles serdo denominados simplesmente de pontos graduados da reta quando ndo for necessario

fazer referéncia & rede que os originou. O ponto O poderd, eventualmente, ser indicado por P(0).
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P(Z.E}) P(2.1)

P(240) P(2.41)

ad [nfll:&uffaﬂz

Podemos resumir isso tudo dizendo que:

A régua decimal infinita de unidade § consiste de todos os pontos P que estdo a direita de O
(incluindo o préprio O) e que satisfazem, para algum m e algum n, ambos naturais,

OP =m(39),
ou ainda,
1020OP =mé.

Neste caso, este ponto P é denotado por P (1—’62;) , € portanto concluimos:

OP (&) = 26 = ZOP(1)

10™ 0™ 10™

Exercicio 47 -

i) Seja Q um ponto da rede de graduagao unitdria. E Q também um ponto da rede de graduagdo
decimal? Justifique.

i) Seja @ um ponto da rede de graduagdo decimal. E Q também um ponto da rede de graduagao
centesimal? Justifique.

ii) Em geral: seja @ um ponto da rede de graduacdo 1/10™ da régua decimal. E Q também um
ponto da rede de graduagdo 1/10™1? Justifique.

iv) Dados dois pontos consecutivos da rede de graduagdo 1/10", digamos, P (m/10™) e P ((m +1)/10-
quantos pontos entre eles existem da rede de graduagdo 1/10™7 Justifique.
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Exercicio 48 -
V ou F? Justifique. A rede de graduagdo 1/10™ € um subconjunto da rede de graduagdo 1/10™*s,
para qualquer natural s.

Exercicio 49 -

Determine o segmento que tem para extremos pontos consecutivos da rede de graduagdo 1/10°T!
que estd contido no segmento P({5)P(55) e que contém o ponto P(5E), determinando seus ez-
tremos.

Exercicio 50 -

Determine o segmento que tem para extremos pontos consecutivos da rede de graduagdo 1/105+!
que estd contido mo segmento P({5)P(55) e que contém o ponto P({%), determinando seus ez-
tremos.

Exercicio 51 -
V ou F? Justifigue. Em cada pedago limitado da régua decimal infinita, digamos, entre os pontos

P({5x) e P(y5) ezistem infinitas marcagdes, isto €, infinitos pontos graduados.

5.3 Medindo segmentos via a Régua Decimal Infinita.

Queremos, a seguir, definir a medida de um segmento de reta qualquer AB. Denotaremos a

medida de AB por |AB].

Note que se AB = §, entdo obviamente temos que definir |AB| = 1. E, se A = B, entao definimos
|AB| = 0.

No que segue vamos entdo supor A # B.

Com a ajuda do compasso, podemos transladar AB de tal forma que uma das suas extremidades
coincida com a origem O e a outra extremidade fique a direita de O. Denotemos este segmento
transladado por OP, que € entdo congruente ao segmento original AB.

Qual a medida de AB ?

9 A B

fransiacao /

O P
¢ a medida de OP

Assim, é natural definirmos |AB| = |OP]|, de modo que nosso problema agora é definir apenas
medidas do tipo |OP].

A idéia é desdobrarmos o processo de medi¢do de OP em uma seqiiéncia de etapas procurando,
a cada etapa, obter uma medida aproximada do segmento, nos aproximando pela esquerda o mais
possivel do ponto P por pontos graduados de uma fixada rede da régua decimal infinita. E fazemos
isto determinando pontos consecutivos desta rede que cercam P.
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Assim, na primeira etapa queremos determinar inteiros consecutivos m e m + 1 tais que P estd
entre P(m) e P(m + 1) ou P coincide com P(m) (caso em que P ¢ um ponto da rede unitéria). E,
para descobrir tal inteiro m, fazemos uso da propriedade arquimediana da reta: sabemos que existe
m € N (que pode eventualmente ser 0) tal que

mOP(1) COP C (m+ 1)OP(1),
ou, equivalentemente,
OP(m) COP C OP(m+1).

Se acontecer que OP(m) = OP, ou seja, se P é um ponto da rede de graduacdo unitdria, entao
nosso processo de medico estd encerrado. Com efeito: neste caso,

mé = OP,
ou seja, § cabe exatamente m vezes em OP, de modo que é natural definirmos
|OP| = m,

ja que |6] = 1.
Suponha que OP(m) # OP, ou seja,

OP(m) C OP C OP(m +1).

Neste caso, podemos apenas dizer que m é uma medida aproximada do que imaginamos ser,
naturalmente, a medida de OP, e com erro menor do que 1, j& que o segmento P(m)P(m + 1) é
congruente ao segmento § que tem medida 1. Por outro lado. como OP(m) # OP, m nao pode ser
tomado como a medida exata de OP. Por isso, para obter uma melhor aproximacdo para a “medida
de OP”, recorremos a rede decimal.

Verificamos entdo quantos segmentos congruentes a (1/10)§ cabem, a partir de P(m), no seg-
mento OP. Seja a; tal niimero. Note entdo que a; € {0, 1,...,9}, ou seja, a; é um digito (j& que
P € P(m)P(m + 1) e P(m)P(m + 1) é congruente a § que tem medida 1 = 10/10). Ou seja,
procuramos um digito a; tal que ”

ai a; 1
2\ C I
op(m+ 10) _OPCOP<m+1O+ 10),

ou seja, tal que

OP (m,a;) COP C OP (m,al - %) )

Se acontecer que OP(m,a;) = OP, entdo P é um ponto da rede de graduagao decimal, e neste
caso nosso processo de medigdo estd encerrado, pois podemos dizer que 6 cabe exatamente m,a;
vezes dentro de OF:

OP = OP (m,a;) = (m,a1)d



Assim, é natural definirmos
|OP| =m,a;.

No entanto, se OP(m,a;) # OP, ou seja, se

1
OP(m,a;) COP C OP (m, a; + E) ,
podemos no méximo dizer que m,a; é uma aproximacao da “medida de OP” com erro menor
que 1/10. Para obtermos entdo uma melhor aproximagao da medida de OP, recorremos & rede de

graduacdo centesimal e repetimos o mesmo raciocinio: procuramos um digito a; que nos indique
quantas vezes um segmento congruente a (1/10%)§ cabe em OP a partir de P(m, a;), ou seja, tal que

as a2 1
P( < .1 P —_ 4 —
@) m,a1A+ 100) COPCO (m,a1+100-r100>,

ou ainda, tal que

OP (m,aia2) COP C OP <m,a1ag + %(}) )

Concluimos que se P = P(m,aaz2), entdo P é um ponto da rede de graduag@o centesimal de 7, e
neste caso é natural definrmos

|OP| = m, ajas;

mas, se P # P(m,a;as), entdo m, ajas é apenas um valor aproximado da “medida de OP” com erro
menor do que 1/10%.

Podemos repetir este processo quantas vezes necessario for. Mas af nos surge naturalmente a
seguinte questdo: é verdade que sempre encontraremos, apds um ndmero finito de repeticoes deste
processo, digamos n, um racional m, a;...a, tal que

P = P(m,a;...an)?

(Esta pergunta é equivalente & seguinte pergunta: é verdade que qualquer ponto P & direita de
O pertence a alguma rede de graduacdo da reta?)

Se este for o caso, concluimos que § cabe exatamente m, ay...a, vezes dentro de OP de modo que
fica naturalmente definida a medida |OP| de OP, a saber:

|OP| =, @5 .Gy

Podemos entdo dizer que se a reposta & quest@o acima for positiva (seja qual for o ponto P escol-
hido), entdo nosso problema de medigdo fica completamente resolvido, fazendo uso exclusivamente
de nimeros racionais positivos.

No entanto, o exemplo a seguir mostra que a resposta a questao acima é negativa:

Exemplo 51 -
Divida a unidade de medida § em trés partes iguais. Seja OP a primeira terca parte. Afirmamos
entdo que P ndo € um ponto graduado da reta.
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Para ver isto, suponha por absurdo que P ¢ um ponto graduado da reta, digamos,

P = P(m/10")
ou seja,
m
Pl = —.
07 10>

Por outro lado, como 30OP = 0, obtemos também

1
OP| = -,
de modo que
1w
3 107

Mas isto estd significando que 1/3 € uma fragdo decimal, o que jd sabemos, pelo Ezercicio 19, ser
impossivel.

Embora o exemplo anterior mostre que os pontos graduados da reta euclidiana néo esgotam
todos os pontos de r que estdio & direita de O, afirmamos que este conjunto é “muito grande™. O
que queremos dizer com “muito grande” estd precisado no exercicio seguinte, usando novamente a
noc¢do de densidade.

Exercicio 52 -

Jd definimos o que é um conjunto numérico denso. Mas podemos considerar densidade em
qualquer conjunto no qual esteja definida uma ordem (no sentido de podermos decidir se, dados dois
quaisquer elementos distintos do conjunto, um terceiro elemento estd ou nao entre os dois fizados).
Assim, dizemos que um conjunto ordenado A é denso se entre dois elementos distintos a,a’ € A
existem infinitos elementos de A.

Nao € dificil convencer-se que a reta euclidiana € um conjunto denso.

Prove que o conjunto dos pontos graduados da reta euclidiana € também um conjunto denso, mas
que o conjunto formado por uma sé rede de graduagdo ndo € um conjunto denso.

Continuemos agora com o nosso processo de medigao do segmento OP. Vimos que se o ponto P
nio é um ponto graduado da reta (caso que pode efetivamente ocorrer, de acordo com o exemplo
anterior), o mximo que conseguimos, através do processo de medicdo via régua decimal infinita, €
obtermos valores numéricos para o que seria a medida de OP com erro arbitrariamente pequeno;
dito de forma mais precisa: se P ndo é um ponto graduado da reta, o processo acima garante que,
para qualquer n € N dado, pode-se construir um racional m, a;as...a, que é um valor aproximado da
“medida de OP” com erro menor do que 1/10™. (Mais até: este racional pode ser expresso por uma
fracdo decimal).

Salientamos que este método, pelo fato de fornecer medidas “tdo aproximadas quanto se queira”
na medicdo de comprimentos, é suficiente para fornecer respostas adequadas aos problemas praticos
de medic¢do que surgem nas aplicagoes técnicas.

No entanto sabemos que, teoricamente (pelo menos no caso em que P néo é um ponto graduado),
m,ai, ..., G, jamais poderd ser tomado como a medida exata de OP pois, como P # P(m,a;...a5),
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0 erro cometido na aproximagao da medida de OP jamais serd exatamente zero. Por outro lado,
como para cada n o erro é menor do que 1/107, concluimos que “o erro serd zero s6 quando n for
infinito”!

Qual o significado disto? A resposta é ébvia: para termos a medida exata de O P, no caso em que
P n3o é um ponto graduado da reta, ndo podemos nos contentar em considerar como expressao exata
da medida de OP nenhuma lista finita m, a;as...a,; no entanto, nada nos impede de considerarmos,
como expressio exata desta medida, a lista completa, portanto infinita,

m,a1as...Qk... (5)

Assim, a lista infinita est4 significando um processo de medi¢do que nao tem fim.

Como veremos logo a seguir, esta maneira de expressar a medida exata de um segmento vai
nos permitir encaminhar de forma inteiramente satisfatéria o problema da medicdo de um segmento
qualquer de reta, de sorte que definimos, de fato:

|OP| =m, a1as...

onde, lembramos, m € N e ay, as, ... sdo digitos.
Com base no que vimos acima podemos também dizer que, se |OP| = m, a;as..., entéo, para cada
n, o racional m,a;...a, é uma aproximacio da medida de OP com erro menor do que 1/10™

Exercicio 53 -
Suponhamos que a lista

13,01001000100001...

tenha sido obtida pelo processo acima para medir um certo segmento. Obtenha racionais que aprozi-
mem a medida deste segmento com erro

(i) menor do que 1, 1/10, 1/100, 1/1000.

(11) menor do que 1/25.

(111) menor do que 1/30.

E conveniente registrarmos, resumidamente, o mais importante de tudo o que fizemos até agora:

Dado um segmento de reta AB, o processo de obtencdo da medida de AB via régua decimal in-
finita associa a AB :

i) 0 numero 0 se A = B,

ii) uma lista finita da forma m,aias...a,, com m € N e a1, ..., a, digitos, no caso de AB ser con-
gruente a um segmento OP sendo P um ponto graduado da reta diferente de O,

ii) uma lista infinita da forma m,aias....,com m € N e ay, ..., Gn, ... digitos, no caso de AB ser
congruente a um segmento OP sendo P um ponto ndo graduado da reta.

Decorre do que obtivemos até aqui que, em particular, se quisermos medir qualquer segmento
de reta via o processo da régua decimal infinita, temos que admitir, como uma possibilidade de
expressdo numérica destas medidas, listas infinitas do tipo (5).
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Observe que ndo é novidade expressarmos um nimero por uma lista infinita como a (5). Basta
lembrar que muitos racionais tém como expansao decimal uma lista infinita (por exemplo 1/3 =
0,333333...). Na verdade, j4 vimos que uma infinidade de racionais tem como expansdo decimal uma
lista infinita.

Consideremos agora a seguinte questdo: jé aprendemos a dividir um segmento em um nimero
qualquer de partes iguais, e aprendemos também a superpor segmentos. Assim, dados quaisquer
naturais a e b com b # 0, consegue-se construir um segmento OP tal que

a
P = —g.
@) bé

Tal processo esté salientado no Exercicio abaixo.

Exercicio 54 -

i) Como Vocé construiria, usando régua e compasso, um segmento OC tal que 30C = 287

ii) Em geral, fitados dois naturais a e b com b # 0, como Vocé construiria, usando Tégua e
compasso, um segmento OP tal que

a
=87
OP bé.

A questdo que podemos nos colocar € a seguinte: se
a
OP = -4, (6)
b
entdo € natural esperarmos que
a a
|OP| = —léi =7
b b
ou seja, de alguma maneira a lista que geramos geometricamente deve ter alguma coisa a ver com
o nimero racional a/b. E, de fato, afirmamos que o processo de medida de qualquer segmento de
reta através da régua decimal infinita que descrevemos acima. para o caso de um segmento da forma

. nada mais é do que a traducdo geométrica do processo de determinagdo da expansdo decimal do
ndmero racional a/b : de fato, note que

OP(m) C OPCOP(m+1) &
mé C %6C(m+1)6©
m < %<m+l,

e portanto |OP| = m, ... se e s6 se m for a parte inteira de a/b, isto é, se e s6 se a expansdo decimal
de a/b é da forma m, ... .

Comparemos agora o primero digito depois da virgula: por um lado, temos que O P € a justaposi¢éo
de OP(m) com P(m)P, de modo que se |OP| = a/b entdo

|P(m)P| = [OP| - [OP(m)] = 7

— m.
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Ent&o, ao contarmos o nimero de vezes que o segmento 156 cabe em OP a partir de P(m) estamos

nada mais do que contando o nimero de vezes que o segmento ;58 cabe em P(m)P. Daf, escrevendo
a

2 — [«
» — M+ 3, temos

1
OP(m,a;) C OPCOP(m,al-{—E)@
a1 a a, 1
3 - .
(m+3)s € e+
M < mafems®ily
T » T 107 10
a c a 1

oy S _<—+_7

ou seja, |OP| é da forma |OP| =m,a;... se e sé se a; for o digito da parte decimal de a/b, isto é, se
e s6 se a expansdo decimal de a/b é da forma m,a;... . O leitor ndo terd dificuldades de se convencer
que, em geral:

Se OP é um segmento da forma OP = 6 entdo a, € o n—ésimo digito da expressao obtida para a
medida de OP pelo método da régua decimal se e sé se a, € 0o n—ésimo digito da expansao decimal
do racional a/b,e portanto podemos escrever

|OP| = m,a1a,... = §,
sem ambigiiidade de interpretagao.

Abordemos agora o problema inverso: suponha que a lista obtida através do processo de medigao
de um segmento via régua decimal infinita seja igual & lista que representa a expansao decimal de um
racional (pelo Capitulo 3, sabemos que isto acontece quando a lista for finita ou infinita periédica).
Podemos entdo dizer, buscando uma coeréncia, que este racional é a medida do segmento?

A resposta é sim, e a justificativa é a proposicao que segue:

Proposicao 2 -

Suponha que pelo processo de medicdo via régua decimal infinita de um segmento OP tenhamos
obtido uma lista finita ou infinita periddica de periodo ndo composto sé por 9’s, e seja p/q o racional
cuja expansdo decimal é dada por esta mesma lista. Entdo o segmento unitdrio § cabe eratamente
p/q vezes dentro de OP, ou seja,

Ps—op
q

Prova: Relembramos que dizer que a expansio decimal de p/q é igual a m, a;...an(...) (com estes
parénteses estamos querendo significar que a expansdo pode ou ndo ser finita), significa dizer que
cabem em p/q exatamente m inteiros mais a;/10 mais a,/100 mais etc.

E dizer que a medida de OP é igual a m, a;...a,(...) significa dizer que em OP cabem m inteiros
mais a;/10 mais a3/100 mais etc. cépias de ¢.
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Ou seja, em OP cabem precisamente p/q copias de 0, e portanto

op="2s.
q

Mas ento, pelo que discutimos acima, temos |OP| = a/b. A

E importante salientar que o resultado acima se verifica porque, no método da régua decimal
infinita, escolhemos subdividir o segmento unitério § em poténcias de dez. Todo o método funcionaria
se tivéssemos dividido por exemplo § em poténcias de trés (gerando as redes de graduaggo 1 /3™). No
entanto, o leitor é convidado a refletir e concluir que, se este tivesse sido o caso, a proposigao acima
néo seria verdadeira.

¢ Exercicio 55 -
Suponha que a lista

3, 2245245245245 .. (7)

tenha sido obtida através do processo de medicdo, via régua decimal infinita, de um segmento de reta
OP. Prove que

32213 6 = 9990 OF.

Exercicio 56 -
Considere o segmento OB obtido pela divisdo de TOP(23/10) em oito partes iguais, ou seja,

80B = TOP(2,3).
Determine |OB|.

Exercicio 57 -
Como Vocé construiria, usando mégua e compasso, um segmento OC tal que 30C = 267

Exercicio 58 -

Dizemos que um segmento AB é comensurdvel com a unidade § se ezistirem naturais nao
nulos m,n tais que mAB e nd sdo congruentes.

a) Prove a sequinte propriedade dos segmentos comensurduveis com a unidade: se AB é um seg-
mento comensurdvel com a unidade entdo sua medida é um nimero racional.

b) V ou F? Justifique: se AB é um segmento que tem medida racional entao AB € comensurdvel
com a unidade.

¢) Prove que a lista obtida pelo processo de medigao via régua decimal infinita de um segmento
OC que é comensurdvel com a unidade € precisamente a expansdo decimal do racional que ¢ a medida
deste segmento (e que existe, por (a)).

A questdo que temos de nos colocar agora é evidente: serd que toda lista do tipo (5), obtida pelo
processo de medicio via régua decimal infinita de um segmento de reta, é a expansao decimal de um
numero racional?

Se a resposta for sim, entdo decorre da Proposigdo 3 que nosso processo de medigdo fica resolvido:
poderemos medir qualquer segmento de reta através de um nimero racional, a saber, o nimero
racional cuja expansdo decimal é a lista obtida pelo método de medigdo via régua decimal infinita.

Obter, portanto, uma resposta para a questdo acima, é decisivo para sabermos qual o encami-
nhamento a ser dado ao nosso processo de medicdo. Queremos registrar aqui que o entendimento
e solugdo desta questdo demandou muitos esforgos dos matematicos da Antigilidade, tendo tido um
papel importantissimo no desenvolvimento da Matemética. Por esta razdo, daremos uma atencao
especial a ela na se¢ao que se segue.
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5.4 A insuficiéncia geométrica dos racionais

Nesta se¢io vamos mostrar exemplos que respondem negativamente a questio colocada na secio
anterior, de modo que, como veremos,

Existem segmentos de reta que ndo podem ser medidos através de um nimero racional.

Antes de apresentarmos exemplos, achamos oportuno e interessante mencionar que, por um certo
periodo na Antigiiidade, acreditava-se que a afirmacéo acima fosse falsa. Com efeito, os matematicos
gregos da Antigiiidade, inicialmente, defendiam que a medicdo das grandezas continuas, como é caso
da medigdo de segmentos da reta euclidiana, poderia ser feita usando-se apenas as fragdes. Assim, por
exemplo, eles achavam que, uma vez escolhida livremente uma unidade de comprimento, a medida
do comprimento de qualquer segmento de reta poderia ser expressa como um multiplo fracionério
adequado da medida da unidade de comprimento adotada (ou seja, qualquer segmento de reta era
comensuravel com a unidade - veja Exercicio 57).

Coube aos mateméticos da Escola Pitagérica, entre 450 e 400 a.C., descobrirem exemplos de
segmentos de reta que nao podem ser medidos através de numeros racionais, como é o caso da
diagonal de um quadrado de lado unitério, exemplo que discutiremos a seguir.

A descoberta dos pitagdricos produziu a primeira grande crise na Matemaética, a chamada Crise
dos|/Incomensuraveis. Para os gregos, a resolucao dessa crise passaria pela introducéo de “nimeros”
capazes de medir todas as grandezas continuas: geométricas (segmentos de reta, superficies e sélidos)
ou fisicas (massa, tempo, etc). Os préprios gregos, com Eudoxos e Theaithetos, produziram solucdes
para essa crise. Nos séculos que se sucederam muitas outras solugoes surgiram, variando em natu-
ralidade e grau de rigor. Como veremos, o trabalho que desenvolvemos até agora, neste texto, nos
permitird apresentar uma solugao para o problema da medida das grandezas continuas, solugéo esta
natural, simples e rigorosa. Isto serd feito em detalhes na secdo seguinte.

Vamos primeiramente apresentar um exemplo que mostra a impossibilidade de medirmos qualquer
segmento através de um numero racional.

Exemplo 52 -

Consideremos uma reta euclidiana r em um plano euclidiano. Fizemos um segmento unitdrio ¢
nesta reta. Construimos a seguir um quadrado no plano que tem como um dos lados o segmento 6,
e, com um compasso, construimos um segmento S de r congruente a diagonal deste quadrado.

B

Se S pudesse ser medido por um racional, ou seja, se existissem a,b € N* tais que

a
I‘gl = Ea
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teriamos, pelo Teorema de Pitdgoras,

<%>2=12+19=2.

Isto no entanto é um absurdo, pois ndo existe um nimero racional cujo quadrado vale 2, conforme
PTOVATEMOS Na Proposicao que Segue.

Proposigao 3 -
Nao existe um nimero racional cujo quadrado vale 2.

Antes de iniciarmos com a prova propriamente dita, é interessante comentar que, nos ultimos
9500 anos, os mateméaticos descobriram muitas demonstracdes desta afirmacdo, todas elas podendo
ser consideradas nfo triviais, ndo ébvias. Apresentaremos aqui a mais antiga que ficou registrada, e
que, acredita-se, ser devida a Aristételes. Ela foi transcrita nos Elementos de Euclides, livro escrito
por volta de 300 a.C., e baseia-se no resultado que qualquer inteiro tem a mesma paridade que seu
quadrado (veja Exemplo 27).

Prova: Vamos raciocinar por absurdo, supondo que exista um racional z = a/b tal que z? = 2.
Como a® = (—a)?, podemos supor, sem perda de generalidade, que a > 0. Ainda, sem perda de
generalidade, podemos supor que a fragdo a/b ja estd na forma irredutivel, isto ¢, mdc(a,b) = 1 (veja
Exercicio 16). Entédo

a2
2=2'=—= =2 =d
bQ
Assim, o inteiro a® é par, e portanto a é também par. Ou seja, a é um inteiro da forma a = 2k,
com k inteiro. Dali:

2 = a?=(2k)? =4k =

donde concluimos que b* é par. Mas entdo b é também par, o que é um absurdo, pois sdo contraditorias
as conclusdes que a e b sdo pares com a hipdtese de que a fragdo a/b é irredutivel. A

Exercicio 59 -

i) Prove que ndo existe T racional tal que =5

ii) Generalize as demonstragdes anteriores para provar que nao existe T racional tal que % = p,
sendo p um numero primo positivo.

Nos exercicios que se seguem sdo propostas extensoes dos resultados acima.

Exercicio 60 -

i) Prove que, fizado qualquer nimero racional I, ndo existe um racional x tal que =% = 212

i) Conclua de (i) que, num quadrado cujo lado tem medida racional, a medida da diagonal nao
é dada por um nimero racional.
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Exercicio 61 -
Sabemos que todo numero natural k pode ser escrito na forma

k = anan_1...a100,

onde cada a; € um digito, isto €, um elemento do conjunto {0, 1, ...,8,9}. Lembremos que com isto
queremos significar que

k=a,10" 4+ a,_110" 1 + ... + 4,10 + qo.
Seja n um nidmero natural que é maltiplo de 10° mas ndo € mdltiplo de 105. Prove que
2z € Q tal que 22 =n.

Os exemplos que acima apresentamos mostram a insuficiéncia aritmética dos racionais, e
podem ser vistos também como casos particulares do que chamamos de insuficiéncia algébrica dos
racionais, assunto que voltaremos a comentar no Capitulo 7.

5.5 Os numeros reais absolutos

Chegamos a um ponto critico da caminhada que viemos percorrendo neste texto. Estamos para
introduzir uma das noc¢oes mais importantes e bésicas da Matemética: a de ndmero real absoluto.

Vimos, na seg@o anterior, que as listas obtidas na medigdo de um segmento de reta, com régua
decimal infinita, ndo representam necessariamente a expansdo decimal de um racional, de modo que
estas listas ndo séo numeros no sentido familiar do termo (ou seja, nimeros racionais).

Notamos entretanto que, como comentamos na se¢do anterior, do ponto de vista das aplicagoes
técnicas, a impossibilidade de medirmos qualquer segmento via um nimero racional nio traz proble-
mas, pois podemos obter aproximagcoes tdo precisas quanto queiramos desta medida. Assim, podemos
dizer que nossa discussdo sobre medi¢do de segmentos se encerraria por af se tivéssemos em vista
apenas estas aplicagoes.

Contudo, do ponto de vista tedrico, a conclusdo do pentltimo pardgrafo gera uma pergunta
relevante e néo trivial:

Dado um segmento de reta da reta euclidiana, suponhamos que as tentativas de medi-lo através da
régua decimal nunca consigam produzir um nimero racional que expresse ezatamente a medida deste
segmento. Pergunta-se: seremos for¢ados a concluir que o segmento de reta dado ndo tem medida?

A resposta é sim se nos limitarmos a esperar como medida apenas niimeros racionais; neste caso,
seriamos obrigados a conviver com uma muito incémoda situagao: alguns segmentos de reta seriam
mensuraveis e outros nao.

Depois de muita discussao, os mateméticos convenceram-se que a possibilidade de deixarmos al-
guns segmentos de reta sem medida seria um defeito muito grave, uma vez que impossibilitaria (ou
dificultaria imensamente) o desenvolvimento de uma teoria matemstica que desse conta, de maneira
satisfatoria, tanto tedrica quanto prética, de diversos problemas provenientes tanto da Matemética
quanto da Fisica ou mesmo de outras Ciéncias (problemas estes mais sofisticados que aqueles prove-
nientes das aplicagdes técnicas e muito importantes para as Ciéncias).
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Assim, para que possamos medir de maneira exata todos os segmentos de reta através da régua
decimal infinita, ndo resta outra alternativa a nao ser a de ampliar nosso conceito de numero, in-
cluindo neste conceito listas do tipo mg, aias... com mo € N e a; digito, para todo i, € que nao provém
da expansdo decimal de nenhum racional (isto &, periddicas).

E possivel que nesta altura isto parega, ao leitor, um procedimento natural e justificavel; talvez
o leitor até j& tenha se dado conta que um tal procedimento ilustraria, novamente, uma estratégia
muito comum em Matemética, utilizada anteriormente neste texto na passagem da representacao
decimal dos naturais para a representagao decimal dos racionais: a estratégia de ampliar um conceito
matemético de modo que ele possa vir a incluir casos relevantes para a teoria que, de outra maneira,
ficariam fora.

No entanto, surgem aqui duas questdes fundamentais que devem ser ressaltadas e discutidas antes
de adotarmos definitivamente esta estratégia:

1) A nogdo de nimero pode ser usada para contar (no caso dos naturais), ou para medir. No
nosso caso, esta importante interpretacio de nimero (expressar medidas) vai continuar sendo valida
se pudermos responder afirmativamente & seguinte pergunta: uma lista qualquer

mo, a1a2...
com mg € N e a; digitos, representa sempre a medida de algum segmento de reta?

2) Como vimos no estudo sobre os racionais, no Capitulo 3, existem fracdes distintas representando
a mesma quantidade e, portanto, determinando um mesmo ntmero racional (por exemplo, 1/2 e 2/4).
N&o poderia uma situagdo andloga ocorrer com as listas (5), ou seja, ndo podem duas listas distintas
estar representando uma mesma medida?

Passamos entdo a nos concentrar nas questoes acima, comecando pela questao (1). Consideremos
a lista infinita £ = m, a1as...ay.... Podemos associar a z a seguinte seqiiéncia de segmentos

P(m)P(m+1)

1
P(m,a1)P(m,a; + —)
10
- 1
P(m, a102) P(m, 0102 + 755)

1
P(m,aiay...a,)P(m, a102...0, + W)

Observamos que esta seqiiéncia é encaixante e evanescente:

Exercicio 62 -
a) Prove que a seqiiéncia acima € encuizante.
b) Prove que a seqiiéncia acima € evanescente.

Portanto, associada & lista infinita m,a;as...ap... temos uma seqiiéncia evanescente que, pelo
Postulado do Continuo, possui um tnico ponto P comum a todos os seus segmentos. Podemos agora
finalizar nossa resposta & primeira questdo, convidando o leitor a provar:
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Exercicio 63 -
Prove que a lista obtida, via régua decimal infinita, para medir o segmento OP, sendo P o ponto
acima construido, € precisamente a lista m.aja;... .

Concluséo:

Toda lista infinita m, a;as..., onde m é um inteiro e a; sdo digitos, para todo i, representa a me-
dida de algum segmento de reta.

Passemos agora a considerar a quest&o (2) acima: podem duas listas distintas estarem expressando
uma mesma medida? Considere o exemplo abaixo.
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Exemplo 53 -
Consideremos a lista infinita 12,344999... . A tal lista associamos a sequinte sequéncia de seg-

mentos evanescentes:

P(12,344) P(12345/10%)
P(12, 3449) P(12345/10%)
P(12, 34499) P(12345/10%)
P(12,344999) P(12345/10°)

P(12,344999...9)P(12345/103) (pontos da rede de graduagdo 1/10™)

Note que o ponto P(12345/ 10%) estd presente em todos os segmentos acima de modo que, como
estes sio evanescentes, P(12345/10%) é o tinico ponto comum a todos estes segmentos. Ou seja: a
lista infinita 12, 345999... expressa a medida do segmento OP(12345/ 10%). Mas P(12345/10%) é um
ponto graduado, e entdo, pelo método da régua decimal infinita, j& conheciamos, para o segmento
OP(12345/10%), a lista que expressa sua medida, a saber, a lista finita 12, 345.

Conclusao:

A lista 12, 344999... expressa a mesma medida que a lista 12,345.

Exercicio 64 -
Considere a lista infinita 12,345000... . Prove que ela expressa a mesma medida que a lista
12, 345.

Conclufmos que as listas 12,344999..., 12,345000... e 12,345 expressam todas a medida de um
mesmo segmento de reta.
O exemplo e exercicio acima podem ser generalizados no seguinte

Lema 2 -
Sejam c,aydy... e d,bibs... duas listas como em (5) distintas, e sejam Py, P, pontos a direita de
O tais que

IOPII = C,a10a2...

|OP2| = d, blbg...

Entio P, = P, (isto €, as listas medem o mesmo segmento) se e somente se as listas c,aias... €
d,bibs... se enquadram em algum dos seguintes casos:

i) eriste n € N* tal que elas coincidem até a posigdo n e, a partir dai, digamos, se ani1 < byt
entao

bny1 = 1+ anps1,
9 = QAps2 = Ap+3 = ...

0 = bpoo=bng=....
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i) se ¢ # d, digamos, ¢ < d entdo

d=1+c¢
e, para todo 1,

a; = 9

b, =

Prova: (=) Suponhamos inicialmente P; = P, que denotaremos entdo simplesmente por A. Obviamer
prec¢isamos provar que se as listas nao forem idénticas. ento acontece alguma das situacdes descritas
em i), if). Suponhamos inicialmente que as listas ndo sdo idénticas mas comecam iguais. Assim,
existe n € N* tal que elas coincidem até a posi¢do n e que an11 # bye1. Ou seja,

d, blbg... =C, alag...anbn+lbn+2...

Sem perda de generalidade, podemos supor a,.; < b,,;. Entdo

1
A € P(C, alag...anan+1)P(c. a1Qa2...Apy1 - W)’
mas também
1
A € P(C, alag...anan)P(c, alag...anbn+1 + ETH-—I)

Portanto A é um ponto comum aos segmentos P(c,a1az...0,an+1)P(c, a1ay...an11 + TorT) €
P(clajas...anbni1)Plc, a1as...a0bn 1 + miﬂ) Como ap41 < bpi1, temos que b,.; é no minimo igual
al+ an%, donde concluimos que os segmentos

P(c,a102...00an+1) P(c, a1a0...05 1 + 1/10™71)

P(c,a102...anbn+1) P(c, a102...a5bp -1 + 1/10™F1)
tém um ponto em comum se e s6 se by 1 = 1 + a,.1, € ainda
A = P(c,a102...0n41 + 1/10™") = P(c, a1a9...anbps1).

Em particular,
+ A é um ponto graduado da rede de graduagao 1/10™"1;
- o digito ap+1 € no maximo igual a 8, uma vez que b,1; é também digito e by = 1 + apyq.
Analisemos agora os digitos que seguem nestas listas. Para determinar a5, observamos que @,
é tal que o segmento

1

P(C, alag...an+1an+g)P(c, a102...0p+10n+2 + 1On+2)

contém o ponto A e estd contido no segmento

1

P(c,a1a3...04,11)P(c,a1a9...0n 410041 + Tomet

%
Ora, como
A = P(C, a109...0p11 + 1/10n+1)’

afirmamos que necessariamente a,.» = 9, com base no seguinte
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Exercicio 65 -
Determine o segmento que tem para extremos pontos consecutivos da rede de graduagdo 1/1
que estd contido no segmento P(75)P(5) e que contém o ponto P(=t), determinando seus ez

tremos.

Os+1

Para determinar bp.o fazemos raciocinio andlogo: bn+2 é tal que o segmento
P(c, a102..-0nbn1bps2) P(C, 102...Qnbni1bnia + W)
contém o ponto A e estd contido no segmento
P(c,a1as...anbn11) P(C, 0102...Gnbns1 + W)

Ora, como

m bn
A = P(c,a103...0n41 + Liigr) = P(ﬁ; + 10:+11>,

afirmamos que necessariamente bp,1 = 0, com base no seguinte

Exercicio 66 -

Determine o segmento que tem para exrtremos pontos consecutivos da rede de graduacdo 1/10°%!
que estd contido no segmento P(£5)P(552) e que contém o ponto P(&;), determinando seus ez-
tremos.

Os dois exercicios acima, aplicados agora & rede de graduagéo 1 /10™*3, nos permitem concluir
que apez =9 e bpo3 =0, e assim sucessivamente.
Concluimos entdo que as duas listas s6 podem ser da forma

¢, 4103...0n,0,+1999... € C, a1as...a4,b,-1000...,

com b1 =14+ anay.

O leitor ndo devera ter dificuldades em fazer uso da mesma idéia acima para mostrar que, no
caso em que as listas j& comegam diferentes, isto €, ¢ #£ d, digamos, ¢ < d entdo as listas tém
necessariamente as formas indicadas em (7).

(«<) Provemos agora a reciproca, isto ¢, se duas listas sio idénticas ou sio do tipo () ou (i),
entdo elas estdo medindo o mesmo segmento.

J4 mostramos anteriormente que uma lista expressa a medida de um unico segmento. Assim,
listas idénticas expressam a medida de um mesmo segmento.

Suponhamos agora que as listas satisfazem a condigo (7). Isto significa que elas s@o da forma
€, G035, «Onlns1998. - € €, a1a2...anbp11000..., com bpi1 = 1 + Gnt1. Aplicando o mesmo raciocinio do
Exemplo 53, podemos concluir que tais listas expressam a medida do mesmo segmento, a saber,
OP(c,a1a...anbn+1)-

Finalmente, se as listas satisfazem a condigdo (iz) entdo elas sdo da forma c, 999... e d,000..., com
d = 1+ c. Aplicando novamente o mesmo raciocinio do exemplo 53, podemos concluir que tais listas
expressam a medida do mesmo segmento, a saber, OP (d). A

Da demonstragdo acima, é evidente o seguinte
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Corolario 8 -

Um segmento OP admite duas listas distintas para sua medida se, e somente se, P é um ponto
graduado.

Podemos agora resumir o que provamos antes com a seguinte conclusio fundamental:

Todo segmento de reta pode ser medido por uma lista infinita mg, a1as..., onde mgy é um ny -
mero natural e a;, as, ... sdo digitos.

Reciprocamente, toda lista my, a;as... € medida de algum segmento de reta.

Além disso, um segmento admite duas listas distintas expressando sua medida se e sdmente se
é congruente a um segmento OP sendo P um ponto graduado.

Considerando as conclusdes sobre as listas myg, ajas... ressaltadas acima, somos levados a ampliar
o conceito de numero, considerando também como nidmeros tais listas infinitas, criando assim os
chamados reais absolutos, mas mediante a condi¢do de igualdade explicitada na seguinte definicio:

Definigcao 24 -
O conjunto dos nimeros reais absolutos € o conjunto de todas as listas infinitas

m,aas...,

(onde m € um inteiro ndo negativo e a; € digito, para i = 1,2,...) submetidas ao sequinte critério de
tgualdade: escrevemos

mi,a109... = My, blbg....
quando, e 56 quando, ambas as listas medirem um mesmo segmento da reta euclidiana.

E oportuno agora colocar uma questdo nem sempre discutida no Ensino Fundamental e, &s vezes,
erroneamente explicada pelos livros-texto:

Exercicio 67 -
Vou F? Justifique
0,999... = 1,000...

Exercicio 68 -
Vou F? Justifique
12, 344999... = 12, 345000... = 12, 345

Definigao 25 -

Conforme a definicdo acima, o conjunto dos nimeros reais absolutos inclui todos os nimeros
racionais nao negativos, uma vez que ele € formado tanto de listas periddicas como ndo periddicas.
Essas listas periddiocas podem ser identificadas com os nidmeros racionais absolutos (positivos) e,
entdo, chamaremos as listas ndo periddicas de nimeros irracionais absolutos.
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numeros reais absolutos

numeros irracionais
absolutos

nimeros racionais
absolutos

Definicdo 26 Continuamos a denominar qualquer lista infinita m, a1as... que representa um nUmMeEro
real absoluto = de expansdo decimal de z. Estendemos, assim, a nomenclatura utilizada no
Capitulo 3.

E conveniente agora ressaltarmos pontos chaves do que foi feito:

Os nimeros reais absolutos so listas do tipo m, ajas..., onde m é um inteiro néo negativo e 0s
a; sdo digitos, para i = 1,2, .... E essencial que sempre tenhamos em mente que:

. esses nimeros estdo associados ao processo de medigio de segmentos da reta euclidiana;
. dois ntmeros reais absolutos sdo considerados iguais se estiverem medindo um mesmo

segmento de reta. E devido a isso que escrevemos coisas como: 1,0000... = 0,9999....

A partir dessas consideragdes e dos teoremas ja demonstrados, podemos enunciar o seguinte:

Teorema 6 -

- A todo segmento da reta euclidiana o método de medida pela régua decimal infinita sempre
associa um, e s6 um, nimero real absoluto como medida exata de seu comprimento.

- Reciprocamente, para cada nimero real absoluto, pode-se achar um segmento de reta cujo com-
primento € esse numero; além disso, todos os segmentos de reta que admitem esse numero como
medida sdo congruentes.

Chamamos a atencéo do leitor para o seguinte fato importante: o teorema acima resolve de
maneira completa o problema de medicdo de segmentos de reta.

Neste sentido, é interessante retomarmos a discussdo de medida da diagonal de um quadrado de
lado 1. Sabemos agora que existe um real absoluto, digamos d, que mede este segmento. Como real
absoluto que é, d é uma lista infinita, digamos

d= m,aiasg...

e, pelo Exemplo 52, sabemos que tal lista ndo é periédica.
O problema que surge agora é: como determinar explicitamente os valores de m,ay, az etc? No
exemplo seguinte tratamos desta questao.
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Exemplo 54 -
Estimando a diagonal do quadrado de lado 1.
Suponhamos que

d = m,a;as...

mede a diagonal D do quadrado de lado 1. Observamos entdo que o natural m mede um segmento
menor do que D, enquanto que m + 1 mede um segmento maior do que D. Assim, por Pitdgoras,

m? <2 < (m+1)2 (8)
| diagonal OB | = ma,a, .
c e
P(m+1)
B
0 A P(m)
]

Sendo m um natural, a inica possibilidade para m satisfazer (8) é m = 1.
Da mesma forma, a; deve ser um digito tal que

1
(La1)* <2< (L, + 1—0>2 (9)
Como ezistem no mdzrimo 10 possibilidades para o valor de a; (a;, € {0, ..,9}), depois de no mdzimo
dez tentativas testando (9), iremos descobrir que a; = 4 (pois (1.4)> = 1.96, enquanto que (1.5)% =
2.25). Concluimos assim que
d=1,4... .

b}
Para determinarmos as vemos que

1
1,4a,)2 <2< (1.4 —

de modo que, apds no mdzimo 10 tentativas, encontramos ay = 1. Assim,
d=141.. .

Procedendo desta forma mais vezes, podemos obter aprorimacées racionais de d tdo acuradas
quanto quisermos; dito de forma precisa, podemos determinar o digito a,, seja qual for o n dado.
De fato, convidamos o leitor a provar, usando indugdo matemdtica, que o processo descrito neste
ezemplo pode ser generalizado para provar que, dadon > 2, o digito a,, fica bem determinado a partir
do conhecimento de aq,...,an_1

O real absoluto d € denotado por d = /2.
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Exercicio 69 -
Usando o raciocinio do ezemplo anterior, determine 0s irés primeiros elementos da lista que
representa o nimero real absoluto que mede a diagonal de um retdngulo cujos lados medem 1 e 2 (ou

seja, de v/5).

A determinacio da expansdo decimal de um ntmero real, seja éle racional ou nao, pode ser
uma tarefa bastante dificil. De fato, este tipo de problema tem bastante interesse em Matemaética,
originando ainda hoje, inclusive, uma grande quantidade de pesquisa nesta grea. No Capitulo 7
voltamos a discutir, com mais detalhes, este assunto.

Exercicio 70 - O Caramujo de Theodoros
Considere a segiéncia de tridngulos retdngulos ao lado, iniciada pelo triangulo retdngulo isdsceles
de lado 1.

Exercicio 71 -
i) Prove que a medida h, da hipotenusa do n—ésimo tridngulo satisfaz

2 =n+1

[Sugestdo: Utilize indugdo sobre n]

i) Dé exemplos que comprovem que, para-alguns valores de n, a medida h, € racional e, para
outros, a medida de h, ndo € racional.

i1i) Complete a sentenga abaizo de acordo com sua intuicdo, de modo a tornd-la verdadeira. A
sequir, demonstre-a.

h, € racional < n+1 ....

w) A partir de sua intuigdo em (iii) responda:
a) Quantas hipotenusas tém medida racional inteira?
b) Quantas hipotenusas tém medida racional nao inteira?
¢) Quantas hipotenusas tém medida irracional?

Finalmente, uma observacdo: note que quando quisermos construir um segmento de medida

racional temos agora duas maneiras: por uma aplicagdo do Teorema de Thales e por listas. Convi-
damos o leitor a provar esta afirmagao.
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6 NUMEROS REAIS

6.1 Construgao de um sistema de coordenadas para a reta euclidiana
€ os nimeros reals

6.2 O Teorema Fundamental da Geometria Analitica

6.3 O corpo ordenado dos nimeros reais

6.4 Os nimeros irracionais e as maquinas de calcular

6.5 Leitura complementar: supremo e infimo de um conjunto

Virios povos da Antigiiidade, tais como os egipcios, romanos e gregos, usavam sistemas de coor-
denadas em vdrias situagdes, tanto da vida prética (como no tragado das ruas das cidades), como no
estudo de problemas cientificos (como o estudo dos fendmenos celestes e a investigagéo das cdnicas).
Esses sistemas de coordenadas iniciais eram semelhantes ao sistema de latitudes e longitudes que
ainda hoje usamos e, como tal, néo exploravam plenamente o potencial da idéia de ndmero.

Ioi 86 com Fermat e Descartes, 14 por cerca de 1630, que surgiu a idéia de se considerar sistemas de
coordenadas verdadeiramente numéricos, onde as alternancias de orientacéo dos eixos de referéncia
fosse determinada de maneira estritamente algébrica: nimeros positivos passaram a indicar um
sentido de percurso de eixo e nimeros negativos passaram a indicar o sentido oposto. Com isso, nao
s6 terminou, de uma vez por todas, a milenar resisténcia contra os niimeros negativos, como foram
abertas as portas que nos levaram a um sem-mimero de desenvolvimentos matemsticos extremamente
poderosos que tornaram vidveis as ciéncias e tecnologias modernas.

No que segue, iniciaremos vendo em detalhe como poderemos ampliar os nimeros reais absolutos
de modo a obter sistemas de coordenadas com as caracteristicas acima. Isso nos levard ao campo dos
numeros reais. A seguir, iniciaremos o estudo de suas propriedades algébricas e sua interpretacio
geométrica.

6.1 Construcao de um sistema de coordenadas para a reta euclidiana e
os nimeros reais.

Suponha o leitor que alguém lhe pare na rua para perguntar onde fica uma determinada loja que
ele s6 sabe que estd em tal rua. Duas maneiras de responder seriam dizer “o Sr. encontrard tal loja
andando 100 metros adiante” ou “o Sr. passou tal loja 50 metros atrés”. Essas respostas tém trés
ingredientes comuns: um ponto de referéncia (no caso, o ponto de encontro das duas pessoas), um
sentido de percurso da reta (o sentido em que vinha andando o cidaddo que nos parou, ou o sentido
inverso) e uma unidade de medida de distancias (no caso, o metro).

No caso abstrato da localizacdo dos pontos de uma reta qualquer podemos proceder de modo
andlogo. Assim, comegamos selecionando um ponto da reta, que servird como ponto de referéncia,
ou origem. Denotamos este ponto por O.

Dado agora um ponto P da reta, é natural considerarmos como “localizador” de P a distincia
de P a O, ou seja, o comprimento do segmento OP. Conforme vimos no capitulo anterior, sobre
medicao de segmentos, desde que tenhamos escolhido uma unidade de medida de comprimentos, esta
disténcia estd bem definida e é dada por um nimero real absoluto, digamos z; ou seja z = |OP)|.
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Entretanto, ¢ claro que este nimero z ainda nao determina o ponto de mancira univoca, uma vez
que sabemos que existe um outro ponto P’ da reta distinto de P mas também satisfazendo [OP'] = =z,
a saber, o simétrico de P em relagao a O.

Podemos observar no entanto que, dado um mimero real absoluto z, o ponto da reta cuja distancia
a O é igual a r estard bem determinado se, além da distancia z, informarmos também em qual das
semiretas com origem O localiza-se tal ponto. Isto requer a adogdo de um critério adicional, critério
este que permita distinguir as duas semiretas de r determinadas pela origem O.

Uma reta onde uma tal distingio estd bem determinada é denominada de eixo euclidiano,
conceito que a seguir definimos com precisao.

Definigao 27 -

Um eizo euclidiano é uma reta euclidiana v na qual foram escolhidos e fizados dois pontos
distintos, sendo um deles considerado origem e denotado por O; o outro ponto é denotado por U
e serve para firar a unidade OU de medida de comprimentos, bem como o conjunto de pontos que
chamamos de pontos positivos do eiro r. Mais precisamente, denominamos semi-reta positiva
ou semi-reta dos pontos positivos der a semi-reta com origem O que contém o ponto U. A outra
semi-reta é denominada de semi-reta negativa ou semi-reta dos pontos negativos de .

Notacao: Um eixo euclidiano constituido por uma reta r, uma origem O e um ponto U/ como acima
é denotado por (r,0,U).

Definigao 28 -
Dados pontos distintos Q, € Qy de um eizo (r,0.U), dizemos que Qy estd a direita de (), se
i) Qy € positivo € Q1 € negativo
ou
it) Qy € positivo e Qq € positivo e pertence ao segmento OQy
ou
i1) @y € negativo e Q € negativo e Qy pertence ao segmento OQ);.

Voltando agora & discussdo da constru¢do de um sistema de coordenadas para a reta, podemos
observar que, através da nogdo de eixo euclidiano, consegue-se uma maneira natural e ébvia de
localizar de maneira unfvoca os pontos positivos de um eixo, a saber:

Dado um ponto positivo @ do eixo (r,0,U), definimos como coordenada de @ o real abso-
luto que mede o comprimento do segmento Q@ — ou seja, que expressa a distdncia de O a Q —
relativamente & unidade de medida OU.

Reciprocamente, dado um real absoluto x, existe um 1tinico ponto positivo de r que tem z pa-
ra coordenada, ou seja, cuja distancia a O vale exatamente z.

Exercicio 72 -
V ou F? Justifique.
A coordenada de um ponto graduado da forma P({5) € m/10™
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O sistema de coordenadas acima tem o defeito ébvio de nio contemplar todos os pontos de 7.
E claro que poderfamos ter usado os reais absolutos como coordenadas para a semi-reta dos pontos
negativos; no entanto, em qualquer um dos casos, nao conseguirfamos coordenadas para toda a reta.
Vamos agora procurar corrigir isto.

Primeiro notamos que se nos limitarmos apenas ao conjunto dos reais absolutos, nao poderemos
ir adiante, uma vez que j4 utilizamos todos eles para coordenadas dos pontos positivos da reta.
Portanto, para conseguirmos coordenadas para todos os pontos da reta, temos necessariamente que
ampliar o conjunto dos reais absolutos.

Considerando a simetria do problema, a idéia de introduzir os “nimeros” —z, onde z é um real
absoluto, deve parecer agora suficientemente natural. Considerando que os reals absolutos sao listas
submetidas a uma certa condicdo de igualdade, é conveniente definir, de maneira similar, os reais
negativos:

Definicao 29 -
O conjunto dos reais negativos é o conjunto de todas as listas da forma

—m,a1a,...,
onde m € um nidmero natural € ai,as, ... Sdo digitos. submetidos a seguinte nogdo de igualdade:
—Mi,Q1Qy... = — My, biby..
s€ € 50 se as listas my, ajay... € Mg, biby Tepresentam os mesmos reais absolutos, ou seja, se e sd se
My, 01Q9... = My, b1by... .

Exercicio 73 -
V ou F? Justifique.
—0,4999... = —0,5000... .

A unido dos reais absolutos com os reais negativos e o zero constitui o familiar conjunto dos reais.
Precisamente:

Definicao 30 -
Os reais absolutos, unidos aos reais negativos € ao 0 (ou seja, i lista 0, 00...) constituem o conjunto
dos numeros reais.

Através do conjunto dos reais podemos resolver de forma definitiva o problema de localizar um
ponto na reta através de coordenadas. Na segdo seguinte estabelecemos este fato de forma mais
explicita.

As seguintes notacgdes sao jé tradicionais:
R = conjunto dos nimeros reais
R, = conjunto dos niimeros reais positivos
R_= conjunto dos nimeros reais negativos.
Assim,

R =R, UR_U{0}.

Tendo-se a nocdo de nimero real negativo, passa a ser natural também chamarmos os reais
absolutos de reais positivos.



Convencao: Daqui para a frente, usaremos apenas a denominagao “reais positivos” ao nos refe-
rirmos aos reais absolutos; esta denominagao, de fato, é muito mals comum.

6.2 O teorema fundamental da Geometria Analitica

Definigao 31 -

Dado um ponto Q de um eizo euclidiano (r,0,U), vamos associar a Q um nimero real x, dito
coordenada de QQ, da seguinte forma:

i) se @ =0 entdo z = 0;

it) se Q é um ponto positivo de T entdo z = |OQ);

i) se Q é um ponto negativo de r entdo x = —|0Q)|.

Assim, por exemplo, O é o ponto da reta de coordenada zero.

Notagao: Escrevemos z(Q) para denotar a coordenada do ponto Q).

Reciprocamente, dado um real y, se y = 0 assoclamos a y a origem O; se y € positivo associamos
a y o ponto positivo Q do eixo  tal que |OQ| = y. Se y & negativo, entdo y = —y/, sendo y' um real
absoluto. Associamos entdo a y o ponto negativo @ de r tal [0Q| =y'.

Notacgao: Escrevemos Q(y) para denotar o ponto que tem o mimero real y para coordenada.

Com o que desenvolvemos até agora, temos j&4 demonstrado, de [ato, um teorema muito impor-
tante, estabelecendo uma relacao fundamental entre nimeros reais e pontos da reta euclidiana.

Antes de enunciarmos tal teorema, lembremos que uma correspondéncia entre os elementos de dois
conjuntos A e B é dita uma correspondéncia biunivoca (ou um a um) quando todo elemento de
A corresponde a um tinico elemento de B e todo elemento de B corresponde a um tinico elemento
de A. Costumamos expressar isto resumidamente escrevendo

A~ B

Teorema 7 - Teorema Fundamental da Geometria Anclitica
A correspondéncia que associa a cada ponto de um eizo euclidano r a coordenada deste ponto €
uma correspondéncia biunivoca entre r e o conjunto R dos nimeros reais.

O teorema Fundamental da Geometria Analitica nos permite identificar cada ponto da reta com
o ndmero real que é a sua coordenada, nos dando assim uma visualizacao geométrica para o
conjunto R, comumente chamada de reta real:
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Enfatizamos que

Com o Teorema Fundamental da Geometria Analitica, resolvemos de maneira, completa o pro-

blema de localizar um ponto qualquer na reta através do sistema de coordenadas, associando
a cada ponto da reta uma coordenada e vice-versa.

6.3 O corpo ordenado dos niimeros reais

Por muitos anos, a maneira de pensar grega de tudo geometrizar dominou o pensamento matemé-
tico. No entanto, por volta de 1600, através das idéias de Vidte, Fermat e Descartes, iniciou-se um
movimento que queria substitui-la por uma maneira mais mecanica, ou algébrica, e aplicdvel nio
apenas as grandezas geométricas como ao estudo do movimento e mecénica dos corpos fisicos, ao
estudo das propriedades da matéria e as transformagoes da energia. Em dltima instancia, precisava-se
ser capaz de operar aritmética e algébricamente com os nimeros reais. Esta necessidade determinou
o inicio do desenvolvimento de um raciocinio matemético mais abstrato, marcando o comeco do
moderno pensamento Matemaético.

Dos trabalhos de Descartes, Fermat e outros, até nossos dias, ocorreram muitas mudancas relativas
a abordagem das questdes acima, surgindo novas maneiras de lidar algebricamente com os nimeros
racionais e reais.

Presentemente, temos 4 nossa disposicdo uma linguagem matemdtica mais algebrizada, mais
abstrata mas também mais simples e concisa, tornando-se bem mais facil a defini¢do e discussio das
quatro operagoes elementares entre os racionals, sendo este estudo feito j4 no Ensino Fundamental
(veja Exercicio 22). Bem mais dificil & a extensao destas operacdes a todos os reals, percebendo-se
uma grande omissao dos livros-texto sobre este assunto.

O propésito desta secao & entao suprir esta lacuna, apresentando e discutindo a ampliacio das
quatro operagoes definidas sobre o conjunto Q (veja segdo 3.3) para o conjunto R, bem como a
ampliacao da ordenacdo que existe em Q (veja secdo 3.4) a uma ordenacgiao para o conjunto R.
Assim, dados z,y € R, queremos definir z +y, = —y, 2.y, z + y (neste caso quando y # 0), bem
como saber dizer, entre z e y, qual deles & o maior quando z # y; e empregamos aqui um ponto de
vista tipico do pensamento moderno da Matemdtica, a saber, vamos fazer tudo de uma forma tal
que:

i) quando z e y forem nimeros racionais, as respostas sejam as mesmas, tanto encarando-se z e
Yy como reais como encarando-os como racionais;

ii] as propriedades que valem para a ordem e para as quatro operacdes entre nimeros racionais
continuem vélidas entre os nimeros reais (veja Exercicios 22 e 25).

Este principio é chamado de Principio da Permanéncia de Haenkel.

Através do Teorema Fudamental da Geometria Analitica temos uma maneira natural nio sé de
ordenarmos os reais, como também de introduzir a operacdo de adicdo entre os mesmos; para isso,
interpretamos cada real como um ponto da reta, de modo que a ordenagéo dos niimeros corresponde
4 ordenacao dos pontos na reta, e a adi¢ao de nimeros reais positivos corresponde & justaposicio de
segmentos de reta. Esta era a maneira que os matematicos gregos da Antigiiidade usavam para operar
com grandezas numéricas: “geometrizando” as operagdes com niimeros. No entanto, esta maneira
de operar pode ser bem trabalhosa; além disso, para outras operacoes que aparecem naturalmente
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entre os reals, a correspondente interpretagao geométrica pode ser bastante dificil de ser obtida. Tal
é o caso da operacao de potenciacao: z?2, z3, z* etc.

No que se segue, vamos introduzir algebricamente tanto a ordenacao quanto as 4 opecragoes
ariméticas entre os nimeros reais.

Ordenando o conjunto dos nimeros reais.

A partir da representagao decimal de um nimero real podemos obter uma maneira (também na-
tural, como a geométrica) de compararmos dois nimeros reais: suporha que dois reais nao negativos
e distintos x,y sejam escritos como

m,a;Qs...

= l blbz

Com o intuito de dizer “quem é o maior” entre z € y, primeiro comparamos m com [. Se m < [ entao
diremos que z € menor do que ¥y e escrevemos < y. Se [ < m entao invertemos a conclusdo: y < z.
Agora, se m = [, entao comparamos a; com b;. Novamente, se a; < b; entao z < y e se by < a;
entao y < z. Resta entao a possibilidade de a; = b;. Temos assim m = [ e a; = b;. Comparamos
entao ay com by aplicando o mesmo critério. Se a; = by entao comparamos a3 com bz e assim por
diante. Pode acontecer de termos muitos digitos da representacao decimal de z iguais aos digitos
da representacao de y mas, como x # ¥y, certamente ocorrerd um primeiro valor para n para o qual
a, # b,. Neste caso, temos a; = b; para i = 0,1,....n — 1. Escreveremos entao x < ¥ se a, < b, e
y < zxseb, <any.

O raciocinio acima fornece uma maneira de ordenar todos os reais nao negativos.

Para compararmos dois reals distintos quaisquer z e y agora fica simples:

- Positivos sao sempre mairoes do que zero e negativos sao sempre menores do que zero.

- Se z e y tém sinais opostos, o malor serd o positivo. Se ambos sdao nao positivos, entao
convencionamos, como usual, z < y se —y < —I.

Com esta ordenacgao dos reais, temos vélida a propriedade denominada

Lei da Tricotomia: Dados dois reais quaisquer r e y, temos uma e exatamente uma das
condigoes abaixo satisfeitas:

=7y ou z<y ou y<uw
Notacao: Também usaremos a notagao < y significando que z =y ou z < y.

Exercicio 74 -
Verifique qual entre os dois numeros reais dados € o mazor:
a) 3,1415161711111... e 3,141516171021221222122221222222....
b)1,33333 e 1,333...
¢) —10 ¢ —10,999...

Exercicio 75 -

Sejaa = 2,235 = 2,34999.... Certifique-se que o critério de ordenagao dos reais introduzido acima,
ao ser empregado para comparar um dado real x com a; dd o mesmo resultado seja comparando a
expansdo decimal de x com a expansdo decimal 2,235 de a, ou com a expansio decimal 2,34999... de
a
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O exercicio a seguir d4 uma interpretagio geométrica para a ordenagao dos reais:

Exercicio 76 - : p
Dados nimeros reais distintos x e vy, tem-se z < Yy sc, e somente se, no ewxo euclidiano, r é a
coordenada de um ponto que estd & direita do ponto que tem y para coordenada. Ou seja:

z=1z(P) ey =1z(Q), com Q a direita de P.

No Capitulo 3, vimos como comparar dois racionais através de representacoes fraciondrias destes
racionais: escrevemo-os como fragdes com mesmo denominador e comparamos os numeradores (veja
Se¢do 3.4). Entdo queremos nos certificar que a ordenacio dos reais acima discutida, ao ser aplicada
aos racionais, conduz & mesma conclusao que aquela dada pelo critério usando fracoes (satisfazendo,
assim, ¢ £z ‘pio da permanéncia de Haenkel). Com este propdsito, propomos o seguinte
Exercicio 77 -

Sejam r e s dois racionais quaisquer. Prove que tem-se r < s, sequndo o critério de compara¢do
de r| com s alravés da representacdo de v € s por fragbes se, € somente se, tem-se 1 < s sequndo o
critério de comparagdo de r com s através da representacdio decimal de r e s.

O Teorema dos Intervalos Evanescentes.

A ordenagao dos reais, junto com o Teorema Fundamental da Geometria Analitica origina um
teorema que € a versao numérica do Principio dos Segmentos Evanescentes (ou Postulado do Con-
tinuum). Com efeitor

Definigao 32 -
Dados reais z, y com x <y, definimos o intervalo (fechado) de extremos x ey, por

oyl ={z€R|z<z<y}

Uma seqiéncia de intervalos [z, yn| comn € N € dita encaizante se [T,11,Yns1] C [Zn. yn] para
todo n € N.

Exercicio 78 -
Prove que uma segiiéncia de intervalos [z,,y,] com n € N € encairante se, e somente S€, Tnyy =
Tn €Yn+1 < Yn, para todo n.

Exercicio 79 -

Conforme notacdo introduzida anteriormente, dado x € R, P(z) denota o ponto da reta euclidiana
que tem T como coordenada. Prove que uma seqiiéncia de intervalos [z,,y,] com n € N é encaizante
se€, ¢ somente se, a seqiiéncia de segmentos Pz, )P(y,) é encaizante.

Definicao 33 -
Dizemos que uma seqiiéncia encaizante de intervalos [z,,y,] com n € N é evanescente se a

correspondente seqiéncia encaizante de segmentos P(xz,)P(y,) é evanescente.

Temos daf a tradu¢do numeérica do Principio dos Segmentos Evanescentes:
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Teorema § - Teorema dos Intervalos Evanescentes (também conhecido como Tecrema dos
Intervalos Encaizantes)

Seja [Zn,yn) comn € N uma segiéncia de intervalos encaitantes e evanescentes. Entao eziste
um dnico ndmero real T pertencente a todos os intervalos da segqiiéncia, isto é, eziste um dnicoz € R

tal que T € [Tn,Yn], para todon € N .

Exercicio 80 -
Prove o teorema anterior.

Passamos agora a abordar as quatro operagdes aritmeticas entre os nimeros reais, ditas também
operagdes fundamentais, a saber: adigao, subtragao, multiplicagao e diviséo, de uma forma tal que
elas sejam ampliagdes das operagdes fundamentais entre os racionais. Discutiremos detalhadamente

apenas a operagéo de adigao.
A operacao de adigao em R.

Na secéo anterior, utilizamos 2 representagao decimal dos reais para introduzir uma ordem entre
estes niimeros. Poderiamos usar aqui também esta representagac para procurar definir, de maneira
natural, & adigdc entre os mesmos. Em alguns casos fica bem claro de que maneira uma tal adigac
mple, é natural esperar-se que a soma dos reais

f
9]
O
=
]
b
[0}

deve ser feita. I

1,9100180010C001...

3,02002C00200002...

seja o real

No entanto. em outros casos, fica bastante dificil descrever qual o resultadc esperadc. Por exem-
) )
plo, tente o leitor descrever o resultado da adigao de

1,01001066G100001...
com o real
3,09008000900009...

Provavelmente o leitor j& deve ter sentide uma certa dificuldade em fazer tal operacao. No
entanto, este casc ainda é razoavelmente simples. Tente agora somar

1,01001000100001...

com

3,09009900099900009999....

Na verdade, n&o é muito dificil de se perceber (é importante que o leitor faca algumas tentativas,
até adquirir esta percepgdo), de que para se estabelecer uma operagao natural de adigac entre os
reais, através de uma regra envolvendo os digites das representagdes decimais dos nimeros a serem



scmados, embora sendo possi'vel, é tremendamente dificil. O que se verifica é que € necessdria a
consideracao de muitos casos, subcasos, subsubcasos e assim por diante.

Assim, para evitar uma tamanha complicagao, vamos proceder de uma maneira indireta, usando
as aproximacdes por racionais dos reais a serem somados e reduzindo a definigao de adigao dos reais
a facil e familiar adi¢do de racionais.

Sejam z,y dois reais quaisquer.

1°caso0: T e y sao positivos, digamos, com expansoes decimais

r = m,aa2...

= [ bby....

Para cada n € N, consideramos os racionais dadcs por

Zn = MT,0102...Qn
1
Wp, = M,0109...0n T 10”
e
Un = L,,b]bg. bn
U = | b10§...bn = 1;”
B
Entéc sabemcs que, para tcde n,
Zn S TR W,
Un S § S Ug
e, mais até, para cada n,
Zn S Zn+l S z S Wn 1 S Wn
Un S Un+i S Yy § Va1 S Un,

Ora, zn,Wn, Un, Un a0 todos nimercs racionals, e pertanto ja sabemos somé-los em Q (isto €.
representando-os como fracdes e aplicando 2 familiar regra de adicéo de fragdes). Além disso.
queremos definir a adicdo de nimeros reais de uma tel forma que as propriedades validas para
adicao de racicnais continuem vélidas para nimerocs reais (veja Exercicio 7?). Em particular, entéo,
gostariamos de definir = + y de tal forma que seja verdadeira a seguinte implicagao

2 << Wy € Un <Y< UnD U =2, <T+Y < W+ U (10)

Note que, se isto fosse verdade, teriamos ¢ novo nimerc real z4y pertencente a todos os intervalos
[2n +Un, W +u,]. Temes ai uma dica de come definir tal nlimero: mostramos a seguir que a sequéncia
de intervalos [z, + Un, W, + v,] é encaixante e evanescente, e definimoes = + y como sendo o Unico
niimero real pertencente a todcs estes intervales (e cuja existéncia e unicidade esta garantida pelo
Teorema dos Intervalos Evanescentes - veja Teorema &). Ac definirmcs desta maneira, teremos
automaticamente a propriedade (10) sendo satisfeita.
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De fato, inicialmente note que

5

1

Wn =& = 1on
1

v, — Uy = .

10

Dai, pelas propriedades da adigdo e da ordenagic em Q (veja Exercicio 25), afirmamos que

Zn T Un S Zn+1 =} Un+1 £ Wn+1 + Unt1 S Wn +Un (11)

2

Wn 4 Un — (Zn +Un) = (Wn — 22) + (Vn —us) = T

Exercicio 81 -
Comprove (11) e (12).

Decorre de (11) e (12) que (2, + Un, W, + ¥,] forma uma seqiiéncia de intervalos encaixante e

evanescente.

Definicac 34 -
Sejam x e y dots numeros reais positivos, e sejam

r = Mm,Gias...

suas erpansoes decimais. Para cada n € N, consideramos os racionais dados por

2, = mMmM,01Q5...0,

W, = m,alaz...an—i-l—(l);.
€

U, = 1 byby. b,

v, = l,blb'g...an.-%;.

O nimero real x + y € o Unico nimero real comum a todos os intervalos da segiiéncia de intervalos
[2n + Un, W, + v,] comn € N.

O procedimento que usamos acima para definir a soma dos reais positivos r e y nio nos diz
explicitamente como € a expansao decimal de z + y em termos das expansGes decimais de z e de v,
mas nos fornece aproximagoes racionais de z +y tac boas quanto se queira. De fato, basta notar que
Zn +Un € W, + v, fornecem aproximagoes racionais, por falta e por excesso, para o nimero real z + v,
com 2 precisao que se desejar, mas - atengZio! - com erro menor ou igual a 2/10™ por (12),
1/10". Esta possibilidade de termos aproximagGes racionais tao boas quanto queiramos para a soma
nes diz que, do ponto de vista das aplicagoes técnicas. por exemplo. este procedimento é satisfatéric.

e nac

(&)
e

e -
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Exercicia 22 -

Use a definicac de adi¢ao dada acima para Justificar um dos nossos eremplos iniciais
1,01001000100001.. + 3,02002000200002.. — 4,030030003000003.....

Exercicio 83 -
Jejam z = 2,793231890... ¢ y = 13,83452133... . Determine um racional prozimo de z + vy, com
uma, precisao maior do que 1/109, (isto €, com um erro menor do que 1/10°).

Exercicio 84 -
Aplique o processo acima para somar os ractonais 0,3215 e 2,134120 e mostre que o resultado é
de fato o esperado: a ezpansao decimal do racional

3215 — 32 . 134120 — 134
9900 999000

2%caso : A regra de adigao de dois reais negativos segue um caminho bvio, sendo por isso deixado
como exercicio:

Exercicio 85 -

i) Defina a soma de dois reais negativos.

it) Determine um racional prézimo da soma de ¢ — —2,79323189... ¢ ¥y = —13,83452153... com
erro menor do que 1/10°.

3°caso : Para scmarmos um real positivo com um real negativo, digamos,

T = m,a;0;.. (13)

- _Z>b1‘:}2"'a

tendo lem vista que queremos que a deflnigdo seja uma ampliacao de uma tal somsa no conjunte Q,
consideramos, para cada . € N ,

Zn 1 =1MM,0105...q, (14)
w, : =m,a]a2...an+m,
e
Uy = I,byby...b, (15)
1 .

U, = l,blbg..‘.bn—}-

g
Entao sabemos que

Zn

Un —Y = Un,

YIA A

(onde por —y estamos denotando o real absoluto I, b:45...), com

B 1
Wn — 2n = 10"
1
vy T U, = lOn -

)

P —

LO0 PN



Ora, z,, Wy, Un, U 530 todos niimeros racionais, e pelas propriedades vilidas em @ temos

2
107’

(Wy = Un) ~ (20 — V) = (Wn — 2n) + (U — un) = (16"

e portanto
Zn = Un S Wn — Un. (17\

Exercicioc 86 -
Comprove as afirmagées feitas em (16) e (17).

Exercicio 87 -
Prove que z, — Uy, € W, — U, $G0 extremos de uma seqiéncia de intervalos encaizantes e evanes-

centes.

Portanto, pelo Exercicio acima e pelo Teorema dos Intervalos Evanescentes, existe um unice
niimero comum 2 todos os intervalos desta seqiiéncia. A este nimero denominamos a soma de z

com ¥ e a denotamos por T + ¥.

Exercicio 88 -

Prove que a adi¢Go de nimeros reais ainda € comutativa, associativa, admite o nidmero 0 =
0,000... como elemento neuiro e admite simétricos, (Veja Ezercicio 22 para o definicdo destas pro-
pmedades) e portanto o Principio de Haenkel estd de fato sendo obedecido com a defini¢do dada
acima para soma de Teais.

Exercicic 89 -
Prove que se z,y,z € R e z < y entdo £ + 2z < y + z, ou seja, a propriedade (1) enunciada no
Ezercicio 25 para racionais continua vdlida para reats.

Exercicic 90 -
Determine (sem usar calculadora), um racional prézimo de V2 + /3, com um erro menor dc
que 1/10%. (Veja Ezercicio 77).

Agora podemos definir comprimento de um intervalo fechado qualquer:

Definicao 35 -
Sejam a,b nimeros reais tais que a < b. Definimos o comprimento do intervalo [a,b] como sendo
o niumero real positivo b — a.

Tratemos agora da operagao de multiplicagao.
Operacao de multiplicacao em R

Sejam z,y dois reais quaisquer.
1°caso : T e y sao positives como em (13) e, para cada n € N, sejam 2, Wn, Un, U, 0S Tacionals

dados em (14) e em (15). Entdo das propriedades dos racionais (veja Exercicio 25) afirmamos que
podemos deduzir que

;11 -un S Wn -Un i

N
[®))



com

1 1
n-Un — Z,.U, S Zn TAL )\ Un Thn) T cn-Up
Wy .V U ( +10n)(u +10”) U
1 1
- 1on(“"“”)+102n
< 1 1
< E(UO‘*‘U’O)'*‘W
= i(z gt — )+ !
10- 0T T ) T o
1 3
- 10n(z°+“°)T102n'

Exercicio 91 -
Prove a afirmacédo acima, e conclua que vs intervalos [~nun,wnvn] formam uma seqiiéncia de
intervalos encaizantes e evanescentes.

Do Exercicio acima e do Teorema dos Intervalos Evanescentes, concluimos que existe um tunico
real comum 2 todos estes intervalos.

Definicao 38 -
Sejam z ey dois nimeros reais positivos, e sejam

T = m,aas...

Yy = l,blbg

suas erpansées decimais. Para cadan € N » consideramos os racionais dados por

Zn = M, 0105...0,
v — 1
n = m,alag...an+ﬁ.
e
Uy = I,byby...b.
1

= 1,b1by. b, + —.
v 109 =+ o

O produto de z pory é o 4nico nimero real comum a todos os intervalos dg sequéncia de intervalos
[20Un, Wav,] com n € N, e € denotado por zy.

Xercicio 92 - A
Definimos acima a operagdao de multiplicagio entre reais positivos. Estenda esta operagao a todos
0$ reais.

Exercicio 93 -
FProve que a multiplicagdao de nimeros reais aindg € comutativa, associativa, admite o nimero
1 =1,000... como elemento neutro e todo numero real ndo nulo tem um inverso multiplicativo, (Veja

=~
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Exercicio 94 -
Prove a “regra de mulliplicacdo por poténcias de 107: para todo natural n e para todo mimero

real T,
10™ X 7 = Upp. - UgA1G2---Apyy Cn 21yt 2eens
se a ezpansdo decimal de T € dada por
T = Um.--Ug, 2122...0n0 1+ 101 42--- -

Resumindo: No que se segue reenunciamos as propriedades bédsicas das operaglzs entre os
niimeros reais ressaltadas nos Exercicios 88, 89 e 93. A prova destas propriedades pode parecer um
tanto quanto repetitiva. No entanto, se o leitor desejar adquirir mais familiaridade com as operagdes
dos reais (usando as defini¢des que apresentamos acima), recomendamos a resolugao destes exercicios.

Propriedades bésicas da ordem e das quatro operagoes nos reais.
Sejam T, v, z quaisquer nimeros reais. Entao:

- sobre a ordem:

yz<z
Hz<yey<z=>z=y
Hl)z<yey<Lz=2z<2

- sobre as operacoes de adicdo (e subtragzo):

iv) T +y = y + = (comutatividade)
v) (z+vy) + 2=z + (y + z) (associatividade)
vi) z + 0 = z (R admite elemento neutrc em relagao & adigac, a saber, o niimerc 0)
vii) z+ (—z) = 0 (R admite simétricos em relagao & adigao, e o simétrico de um nimero real
zéo —1)
(Note que com este exercicio, a subtragdo pode ser vista simplesmente como z —y = z + (—y))

Sobre as operagoes de multiplicagac e divisze):

viii) .y = y.z (comutatividade)
ix) (z.y).z = z.(y.z) (associatividade)
x) z.1 = z (R admite elemento neutrc em relagao & multiplicagao)
xi) se £ # 0, z.z7' = 1 (R admite inversos em relagéo & multiplicago para nimeros reais
nio nulos, e o inverso de um elemento z #0é 0 1/z =z7!)
(Note que, como a subtrago, a divisdo pode ser vista simplesmente como z +y = z.y™?)

xii) z.(y + z) = z.y + z.z (distributividade da multiplicacao em relagao & adigéo)
Sobre a ordem comparada as operacoes:
xiii) z <y=z+ 2 <y+ 2z (compatibilidade da ordem com a adiggo)
(Note que se este z for negativo entao estaremos enunciando o mesmo tipo de propriedade com a

subtragac)
xiv)z<yez>0=z.z2 <y.z (compatibilidade da ordem com a multiplicagéo)
(Note que se este z for o inverso de algum ndimero real entac estaremos enunciando o mesmo tipe
de propriedade com a divisao)

Todas as propriedades listadas acima nos permitem falar no corpo ordenadc doc reais.
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Exercicio 95 -
Mostre que a propriedade (ziv) acima ndo vale se tomamos z < 0.

Exercicio 96 -
Prove, a partir das proriedades listadas acima, que também sdo vdlidas as sequintes propriedades
para 0s nUmeros Teais: para T,y NUMETos Teais quaisquer, temos
i)z>0ey>0=>z+y>0ezy>0
i r<ley<0=z+y<0 ezy>0
W) r>0ey<0=1zy <0 equex+y ds vezes pode ser positivo e ds vezes pode ser negativo.

Exercicio 97 -
Prove que a propriedade arquimediana continua vdlida entre os nimeros reais: Dados a,be R
com a # 0 eziste um inteiro m tal que ma > b. i

Exercicio 98 -
a) Demonstre que se z,y € R e z < y entdo i

T+y
f)

4

r<

<Uy.

O nidmero %ﬂ chama-se média aritmética entre T e y.
b) Demonsire que se z,y ER e 0 < T < y entdo

T <y <.
O nimero /Ty chama-se média geomélrica entre T e y.

Exercicio 99 -
Responda as sequintes questies, justificando sua resposta
i) 2+ V2 é ou néo racional?
i) V2 + /3 é ou ndo racional? E

Exercicio 100 - f
Complete a tabela abaizo, onde T e y sao nimeros reais:

T Y TH+Yy|TXY

eQ| e
€cQ|¢Q
¢Q|eQ

¢Q|¢Q

Qual sua conclusdo sobre a subtragdo entre mimeros reais e a divisdo de wm nimero real por F
outro nimero real nao nulo? '

xercicio 101 -
Prove que se a,b,c € R sdo tais que
i)a+b=ceceQ entdo ndo podemos concluir que a,b € Q.
i) a+b=cea,c € Q entdo necessariamente b € Q.

Exercicio 102 -
i) Prove que o conjunto I dos nimeros irracionais é um conjunto denso (veja Definicao 17).
i) Vou I'? Justifique. O congunto I é infinito.
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6.4 Equagoes e imequagdes envelvendo miimeros reais

e

Queremos agora mostrar como sio as propriedades das operagoes com numeros reais que nos
garantem a resolugao de equagdes e inequacdes envolvendo tais ntimeros. Em Inequagoes sao muito
uteis as regras de sinal, como nos mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 55 -

flesolvamos a seguinte inequagdo: (r — 1)(z — 3) > 0. O leitor € convidado a, em cada passo,
wdentificar (tanto para = quanto para <=, a propriedade que estd sendo utilizada).

(z-1)(z=3)>0« (z—1) e (z — 3) tém mesmo sinal, ou seja,

sao ambos positivos ou ambos negativos. Dai-

- Tesoluguc yoométrica: levando em conta quez—1>0o z>1lezxz—3>0a 1> 3, marcamos
em uma reta real os sinats de T — 1 para cada valor de = e, noutra reta, os sinais de £ — 3 -

Dai, vemos que ambos tém o mesmo sinal se e s6 se T € (3,4+00) ouz € (—o0,1).

-resolugdo algébrica: dividindo-se em dois casos:

(z—1) e (z — 3) sdo ambos positivoscs z>1 ez >3 @z >3 € (3, +o00);

(z—1) e (z— 3) sdo ambos negativosss z< 1 ez <3z <lezeE (—co,1),
€ portanto sao ambos positivos ou ambos negativos se e s6 se z € (3,+00) ouz € (—o0, 1).

Exercicio 103 -
Resolva as seguintes inequacées:
) (z-1)(z-3)>3 #)=Z>0 ) L+ 35 >0

Exemplo 56 -
Resolvamos a seguinte inequacdo: 3 — z2 < 7.
3—2% <7 e 0<2®+10, o, de outra forma, —10 < 22
Conclusdo: Quelguer nimero real satisfaz a mequagao.

Exercicio 104 -
Onde estd o erro na demonstra¢io a sequir?
rT=y=>1’=13y=>
;2:2——y2:z:y—y2:>
(z+y)(z—y)=ylz-y) =

ZT+yYy=y=>

yty=y=

2y=2=
=1

Exercicioc 105 -
Vou F? Justifique. Se a, b . =idmeros reais tais que a < b entao necessariamente a® < b2.

Exercicio 106 -
Sejam z, y nimeros reais. Prove que (z + y)? =22 + y? quando e sd quando z =0 ou y = 0.

Definigao 37 -
O mddulo de um nimero real qualquer z ¢ denotado por |z| e definido da sequinte forma:

] = z,sex >0
| —z,5ez <0
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Exemplo 57 -
A expressio |z — 4|, sem fazer uso de mddulo, pode ser reescrita da seguinte forma

11—4" z—4,sex—4>0
' | —(z—4),sez—d<0 °

ou seja,

‘33_4l_ zT—4,sex>4
| —z4+4,sex<4

€ portanto a equagdo |z — 4| = 5 pode ser resolvida em dots casos:
ilcaso: z >4, caso em que a equagao se reescreve na forma

T—4 =5

que tem para solugdo x = 9,
2%caso: T < 4, caso em que a equagao se reescreve na forma

—(z—4) =5,
ou seja,
—z+4+4 =35,

que tem para solugdo T = —1.
Daz concluimos que ezistem duas solugoes para a equacdo dada: 9 e —1.

Exercicic 167 -
a) Reescreva a ezpressio abaizo sem fazer uso de mddulo.
Yl =22l i) |z 43— |z - 5|
b) Agora resolva as seguintes inegquacoes:
wi) |z — 2% >3 i) lz+3|— |z -5/ <7

Exercicio 108 -

Resolva as seguintes equagaoes:

1) BT =0 i) |7z 45| = 10

i) [z° — 5| =4 w) 2z + 1|+ |z - 1] =12
Exercicie 109 (UFRGS/96) -

Se—1<2z+3<1 entdo 2 — z estd entre que valores?

Exercicio 110 -
Resolva as seguintes nequagoes:
) (z—-1)(z-2) <0 i) 1 < 0
W) 2*—2?>0  4p) 51 < o2
v)3z—-1<224+5<2+1>0

Exercicio 111 -
Resolva as seguintes inequagoes envolvendo mddulo:
Y 05z4+3 <5 i) I=Z<!
wi) |7z + 5] > 12 w)l<|z—-2[<5
v) [3 - 2z] < |8 + 4z vi) |z + 4] < |2z — 6
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6.5 Leitura complementar: supremo e infimo de um conjunto

O assunto que aqui abordamos é parte obrigatdria dos cursos mais avangados de Analise Matemat:
Ndés o apresentamos aqui pois ele serd utilizado posteriormente, ao estudarmos fungoes trigonométricas

Definicac 38 -
Um subconjunto ndo vazio S C R € dito limitado superiormente se eziste um real M que ¢
maior ou igual a todo elemento de S, ou seja, tem-se x < M para todo x € S. Analogamente, S €

dito limitado inferiormente se existe m tal que m < z para todo z € S.

Definigczo 39 -
Seja S um subconjunto de R limitado superiormente. Qualquer real w que satisfaz T < w para
todo z € S € dito uma cota superior de S. Analogamente define-se cota inferior de S.

Definicao 40 -
Seja S um conjunto de R limitado superiormente. O supremo de S € a menor das cotas supe-
riores de S. Em outras palavrs, um nimero real a € dito o supremo de S se

i) a € uma cota superior de S
i1) se w € também uma cota superior de S entdo a < w.

Notacgae: O supremo de S é denotado por sup S.
Exercicio 112 -

a) Sejam u,v reais com u < v, e seja

I = [u,v]
ou
I=[v)={zeR|u<z<v}
Prove que, em quelquer um dos casos, supl = v
b) Deiermine
sup{z € Q | 2* < 2}.

Exercicio 113 -

De maneira andloga ao supremo de um conjunto limitado superiormente, defina infimo de um
conjunto S limitado inferiormente (e denote-o por inf S).

Exercicic 114 - A
Dizemos que um conjunto numérico U C R satisfaz 0 Azioma do Supremo se qualquer sub-
conjunto S C U limitado superiormente tem um supremo e ele estd em U.
a) Prove que Z satisfaz o azioma do supremo.
- b) Prove que Q ndo satisfaz o azioma do supremo.

Exercicio 115 -
Prove que o Azioma do Supremo para S = R € equivalente ao Teorema dos Intervalos Evanes-

centes.
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