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1'-\F'RESEr-iT AÇAO 

~ste caderno apresenta ao1s resul~ aaos importantes em 

Geome~ria ~1ana : 

TEOREMA DE PITÁGORAS 

um dos ~ados a hipote~ u s a e igual a s oma das ~reas dos quacrados 

·d_1J2 t .ern ,- . ,, rr, .- , 
··-~ '-''-!!1~ lados os catetos . 

área de Q = á rea de Q + a.rea de Q
3 t 2 

TEOREMA DE EQUIDECOMPOSIÇÃO DE POLlGONOS 

Dados dois po l igono s de mesma área sempre é 
.· , 

POSSl ve1. 

decompor um deles em po1~ gono s menores de forma a compor o outro. 

i. 

+ -t t ~ 
t + + -+ 

-t- T +- t-



Os teoremas sâo t-rabalhados através da técnica de 

recortes. O material aqui apresentado pode ser utilizado de 

diver s as maneiras dependendo do fúblic:o a que se dir·ige : 

* Uma abordagem ladica são quebra - cabe;: a::; que 

t:r·ansformam triângulos em retângulos, r·etá 11gulos en1 q_ll·=~cir·ados =-

dois quadrados num quadrado e pollgono qualquer em quadrado. 

. . . lo serles o.o g:cau. 

* Uma abordagem intuitiva triângulos , quadrados, 

r·etá nguloe:, p.'::!.rale logramos, r·ete.s paralelas e perpendiculare s são 

alguns dos conceitos desenvolvidos na construção dos que bra 

q_ue a o r·e c i.3;=; L) 

das figuras e fundamental na montagem do s quebra - cabe.-:;- Ets _ -~ .. un 

trabalho que pode ser desenvolvido jà 
o 

1 grau. 

* Uma abordagem dedutiva 

a partir da :=.érie 

são apresentadas as 

demonstraçô es que nos garantem que, de fato , os quebra- cabeças 

estão mate!T'á ticamente corretos. Nesta fase utilizamos vários 

conceitos da geometria angulos retos, complementares 

suplementares, retas perpendiculares e paralelas, soma dos 

ângulos internos de um triângulo, 

semelhantes, comprimento e área. 

ser uma 

e 20 
Estas notas pretendem 

Geometria, especialmente nos 1° 

conteúdos aqui desenvolvidos 

matemática de nossas e:::;colas. 

fazem 

triângulos congruentes e 

contribuição ao estudo da 

graus, já que todos os 

parte do currículo de 

O trabalho aqul apresentado foi desenvolvido por alunos 

do curso de Licenc iatura em Matemática como parte das atividades 

do do Alunos do Curso de Licenciatura em Mat erna tica 

da UFRGS, realizado em outubro de 1992. 

z. 



();::; teoremas E0. o trabalhados atrav-.á>s da técnica de 

recortes. O material aqui apresentado pode ser utilizado de 

diversas maneiras dependendo do público a que se dirige 

* Uma abordagem lúdica · 

transformam triângulos em retângulos, 

são quebra -cabeças que 

retâ-ngulos em quadrados, 

dois quadrados num quadrado e pollgono qualquer em quadrado . 

Podemos explorar as formas geométricas já a partir das primeiras 

séries do 1° gr·au. 

* Uma abordagem intuitiva qu'3.drados, tri~n;:culos. - . 

retas paralelas, retas perpendiculares, paralelogramos ~o ~lguns 

dos conceitos de senvolvidos na construção do s quebra- caoe-;:as. 

O desenho geom§-;:.rico é trabe.lhado, já que a . ~ ., prec:L33.0 aas 

é fundamental na montagem dos quebra- cabeças. ~ um trabalh2 que 

pode ser desenvolvido já a partir da 4° série do 1° grau. 

* Uma abordagem dedutiva são apresentadas as 

demonstrações que justificam o funcionamento de cada um dos 

quebra-cabeças. Nesta fase utilizamos vários conceitos da 

geometria ângulos retos, complementares e suplementares, 

retas perpendiculares e paralelas, soma dos ângulos internos de 

um triângulo, triângulos congruentes e semelhantes. 

Estas notas pretendem ser uma contribuição ao estudo da 

Geometria, já que todos os conteúdos aqui desenvolvidos fazem 

parte do currículo de matemática de nossas escolas. 

O trabalho aqui apresentado foi desenvolvido por alunos 

do curso de Licenciatura em Matemática como parte das atividades 

do 1° Salão do Alunos do Curso de Licenciatura em Matemática 

da UFRGS, realizado em 1992. 



AB 
-3> 
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-I i AB I I CD 

AB _l_ CD 

AB .:::::< t~D 

.BAC ou A 

L ABC .:::::< ~ DEF 

L. L. L. 

A.L.A. 

L.A.A . 
o 

o ABCD 

Teorema dos 180 : 

NOTAÇÃO UTILIZADA NO TEXTO 

segmento de extremos A e B 

semi-reta de origem A passando por B 
segmentos paralelos 

segmentos perpendiculares 

segmentos congruentes 

angulo de vertice A e lados AB e AC 

ângulos congruentes 

ángulos congruentes 

tr·ià l1gulo de -vér·tices A,B e C~. 

tr i~ngul o s c ongruentes 

cr·i te rio de congruencü:. lado, lado , lado 

critério de congruência ángulo,lado,ángulo 

critério de congruência lado ,.~ng. ,áng. oposto 

quadrilátero de vértices A,B,C e D. 

A soma dos ângulos internos de um triângulo é 180 graus. 

Observação: 

Todas as demonstrações estão feitas na forma afirma::;ão X razão . A 

coluna da esquerda são as afirmações e a da direi ta são as 

razões. 
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PARTE I 

TEOREMA DE PIT AGORAS 

Vamos a qu i trabalhar com o teorema na forma enunciada no 

ini cio deste caderno: 

"Num triângulo r·etángulo a <~•Tea de• quadrado que tem como 

um dos lados a hipotenusa é igual a soma das áreas dos quadrados 

que t.em como lados os catetos". 

2 - 2 2 
a b + c: 

Vamos apresentar aqui quatro demonstrações. Em todas 

elas o procedimento é r·ecortar os trés quadrados de maneira tal 

que podemos compor o quadrado maior a partir dos dois menores. 

t~as t1~s ~)rirneir·.5.s demor1strações iniciamos com as instruções de 

recortes (ou seja, a construção do quebra-cabeça) e finalizamos 

com a. demonstra·:;ão que nos garante que de fato é po s si v e l compor 

o quadrado grande a partir dos dois meriores ( ou seja, o quebra-

cabeça de f a to está certo ) . Na última demonstra:;::a o o rac ioci nio 

usado é o que aparece no primeiro dos treze livros de Euclides 

moE:tra-se que o quadrado maior se decomp3e em dois retângulos, 

cada um com área igual a um dos quadrados menores,e o 

quebra- cabes;:a transforma estes retângulos em quadrados. 

No final àas demontrações anexamos os mapas dos 

quebra-cabeças . 

5. 
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1º" DEMONSTRAÇÂO 

Seja ABC um triângulo retângulo com ângulo reto em A e os seg 

mentes AC = b, AB = c e BC = a. 

Construção da 

1) Sobre os lados Aê e AB 

de lados respectivamente b e c. 

os quadrados ACGF e ABEP, 

2) Traçar uma perpendicular ao lado B{;passando por C e cha-

mar de H a intersecção com o segmento FG. 

3) Traçar uma paralela a BC passando por H. 

4) Traçar uma perpendicular a BC passando por B e chamar de I 

a intersecção com a reta construída em 2. 

5) Traçar uma perpendicular a BF partindo de I e chamar de J 

a intersecção com BF. 

6) Marcar sobre AC um segmento Aõ; de comprimento igual a c 

7) Prolongar EB e marcar um segmento BE' de comprimento igual 

a c 

8) Ligar D' a E' formando um novo quadrado ABE'D' de lado i-

gual a c. 

9) Considere L a intersecção FA com IH. 

10) Considere M a intersecção de IB com DA. 

11) Considere Na intersecção de BC com E'D'. 

Provaremos agora que a figura IBCH e quadrado: 

A ,... 
1) B = c = 90" 1) Por construção ,... 

" - li ocl 1 2) H = 90 = I 2) IH BC, HC e IB BC 

3) IBCH e retângulo 3) Por 1 e 2 

4) AC ~ CG 4) lados do quadrado ACGF 

"' 
,.. 

9cf 5) BCA + ACH = 5) Por construção 
A A 

6) HCG + ACH = 90° 6) Pois é vértice do quadrado 

ACGF 

b. 



7) BCA ~ HCG 7) Por 5 e 6 

8) /:). ABC r.J Ô GHC 8) Por 4, 7 e A.L.A. 

9) IBCH é quadrado 9) Por 3 e 8 

Queremos mostrar que os quadrados DEBA e ACGF conseguem co­

brir exatamente o quadrado IBCH. 

De acordo com a construção, as figuras ABND' e ACHL já es­

tão dentro deste quadrado. Falta mostrar que o restante das figu 

ras encaixam-se nos espaços que sobram: 

10) Bi ~ 'HC 
" ,.. 11) JIB + ABI = 90° 
,.. "' 12) ABC + ABI = 90° 
1\ " 13) JIB ~ ABC 

14) f::. IJB ~ .6 ABC ~ 6 GHC 

15) IJ~AB~BE' 
"' "' 16) E'BN + ABC = 90° 

" A 17) LIJ + JIB 

"' .., " 18) E'BN LIJ ,.. 
19) Ó IJL o# L:,. BE'N 

20) FH + HG = AD' + D'C 

21) Fii = D'é 
" " 22) F = D = 90 9 

" .... ,.. 
23) FLH = ILJ = CND' 

24) À FLH ~ L1 D'NC 

10) Lados do quadrado 

11) Teorema dos 180° 

12) Por construção 

13) Por 11 e 12 

14) Por 8, 10, 13 e L.A.Ao. 

15) Por 14 e por construção 

16) Pois sao vértices do qu~ 

drado 

17) Pois sao vértices do qua 

drado. 

18) Por 16,17 e 13 

19) Por 15, 18 e L.A.Ao. 

20) Lados do quadrado ACGH 

21) Por 14 

22) vértice de quadrados 

23) ângulos opostos pelo vér 

tice e por . 19 

24) Por 23, 21 e L.A.Ao. 

Logo, está comprovado que as figuras encaixam-se exatamente 

no quadrado. 

1 . 



QUEBRA-CABEÇA 

* Tome o triângulo retângulo ABC 

rados: 

l} Trace BM perpendicular a BC passando por B. 

2} Trace CH perpendicular a BCpassando por C. 

3) Trace HL paralela a BC pa$sando por H. 

qua-

* Recorte'; os quadrados conforme foi montado e componha o 

quadrado de lado a de acordo com a figura abaixo: 

+ 
b 

.. O-



-· 
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2Q. DEMONTRAÇÃO 

Demonstração feita por Perigal. 

Considere o triângulo ABC com ângulo reto em A e com medidas ,_ 
dos segmentos AB = AC = b. 

* Construção d 

a) Desenhe quadrados s~bre os lados do triângulo inicial • 
. , 

b) Desenhe as diagonais do quadrado ABED (tracejado na figu-

ra). Chame de M a intersecção das diagonais. 

· ~ c) Divida o quadrado em quatro parte~ iguais, traçando os 

segmentos XY e UV, que passam pelo centro de ABDE paralelos aos 

lados do quadrado de lado BC. Sendo assism, temos 4 peças com an­

gulo reto. 

d) Assinale em cada peça os ângulos retos com os numeros 1, 

2, 3 e 4. 

Será que, recortando estas quatro peças e juntando-as com o 

quadrado de lado c conseguiremos cobrir o quadrado de lado a? 

Mostraremos que sim: 

1) 6. AMB ~ f:::. ABM -;; f:::t. DME ~ 6 EMA 1) Por L.L.L. 

2) A EMV ~ .Ó. DMY ~ ~ BMU ~ Â AMX 2) Por A .L.A • 

3) AXMU BUMY 
..., 

DYMV 
~ 

VMXE = 3) Por 1 e 2 

4) XM = YM = UM~ MV 4) Por 3 

5) XE -= VD = YB -= UA 5) Por 3 

ÃX 
.... - -- ""' 6) = EV = DY BU 6) Por 3 

7) XM + MY = CB = UM + uv - li -- 11 BY 7) XY BC e ex 
lados de um paralelog. 

8) XA + AC = YB 8) lados do paralelogramo 

CXYB 

10 
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Conse~remos encaixar os quatro pedaços no quadrado de lado 

CB como mostra a figura 2. 

1 ) 1, 2 , 3 e 4 sao ângulos 1) Por construção 

retos 

2 ) 2MY = 2MV = 2MX = 2MU = 2) Por 4 e 7 

CB 

Sobra , no entanto a figura de lado DEAB. Mostraremos então 

que e um quadrado de lado AC. 

A-.J,...rJA.""' O 
3) A = E = D ~ B ~ 90 3) Vértices do quadrado AEDB 

4) AC = YB - XA = VD - EV 4) Por 5, 6 e 8 

Logo , por 3 e 4, DEAB e quadrado com lado igual a AC. 

QUEBRA-CABEÇA 

· * Para fazermos o quebra-cabeça precisamos apenas recortar o 

quadrado de lado b de acordo com a orientação dada em b, c e d , 

utilizada na construção da figura 1. 

b ------·--~ 

+W; 

!1. 
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3Q DEMONSTRAÇÃO 

Dado o triângulo ABC retângulo com ângulo reto em A: 

~~-------------7--~· 

Consideremos as seguintes medidas para os segmentos AC = b, 
-r-

BC a e BA = c . 

Construção da figura desejada: 

1 ) Levantar duas perpendiculares ao segmento Be . Uma passan 

do pelo vértice B do ..6 ABC e a outra passando pelo vértice '~ C 

do 6 ABC . 

2 ) Marcar o ponto D sobre a perpendicular que passa por C 

de forma que CD = a e o ponto E sobre a perpendicular por B de 

forma que BE = a . 

3 ) Unir os pontos D e E. 

Por construção , o quadrilátero BCDE é um quadrado. 

4 ) Prolongar o segmento AB até que encontre o lado DÊ e cha 

me de F a intersecção . 
__. 

5 ) Traçar urna perpendicular ao segmento BF que passe pelo 

vértice E do quadrado e chame de G a intersecção deste segmento 

com o segmento BF e de H a intersecção com o segmento Dê. 
6 ) Traçar urna perpendicular à Aé e EH que passe pelo vérti­

ce D do quadrado e chame de I a intersecção com o segmento AB é 

J a intersecção com o segmento EH. 



,, 

Temos agora: 

/'o ..J A A 11 

90° 1) A= G ~ J ~ I = 1) Por construção 

2) õE~nc~Bé -- 2) construção = BE Por ,.. ,.. 
90° 3) DEJ + BEG = 3) Por construção 

,... 
" 90° 4) EDJ + CDI = 4) Por construção 

" ,... 
90° 5) DEJ + EDJ 5) Teor. da soma dos ângulos 

internos de um triângulo 

BÊG ~ " 6) JDC 6) Por 5 e 3 
,.. 

oJ 
,.. 

7) CDI DEJ 7) Por 5 e 4 
... ,.. 

8) CDI + CDJ = 90° 8) Teor. da soma dos ângulos 

internos de 
" ~ A 

9) EDJ = DCI 9) Por 8 

1 O) 6. 
... 
~ IDC 1 o) JED = Por 

Analogamente conseguiremos mostrar que: 

11) 6. ABC ~ ~ GEB ~ ~ JDE ~ ~ I CD 

e 4 

9,7,2 

um triângulo 

e A.L.A. 

Sabemos que o quadrilátero AIJG é retângulo pois as retas 

foram construídas perpendicularmente • Porém sabemos, por 11) 

que AI = (b-c) e IJ = (b-c). Logo, ele é quadrado. 

Analisaremos agora a area do quadrado maior: 

A área do quadrado grande é igual a soma das areas dos 4 

triângulos + área do quadradinho, então: 

a2 = (b-c) 2 + .,A'bc 

% 

a2 = b2 -~ + c2 +~ 

a2 = b2 + c2 

Com esta afirmação, podemos concluir que a área do quadrado 

grande pode ser decomposto em dois quadrados menores com lados 

b e c. .:15. 
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QUEBRA-CABEÇA 

Consideremos a figura construída inicialmente. 

* Corte dois destes triângulos em outros dois, sendo um de-

les retângulo e isósceles. 

* Tome dois dos triângulos retângulos da figura. 

Recorte em cada um destes retângulos um triângulo isósceles 

de lado c conforme indicado: 

/ 

J 
b 

c I c 

·' c .c. 
* Tome o quadrado central de lado b-c 

Temos então 7 peças. Vamos enumerá-las 

A partir destas peças, que originalmente formavam um quadrado 

de lado a, vamos conseguir construir 2 quadrados de lados respect! 

vamente b e c. 

'-- 6----~ .__ ___ o_.-'-----' 
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4Q DEMONSTRAÇÃO 

Demonstração feita por Euclides: 

Seja ABC um triângulo retâng .üo com ângulo reto em A e os se_g_ 

mentos AB = c, AC = b e BC = a . i. 

Construção da figura: 

1) Construir quadrados sobre os lados do triângulo. 

2) Traçar uma perpendicular à BC partindo de A e prolongar a­

té EI. Chamar de F a intersecção com BC e G a intersecção com EI. 

3) Traçar AE e CD 

1) BE = BC 

2) DB = AB 

3) DBC ~ AÊE 

4) 6 ABE "' ~CBD 
5) _Li ABE e · .6.cBD possuem a 

mesma area 

6) área /l ABE = área /1 FBE, 

que é a metade da 

do retângulo BEGF 

are a 

Observe a figura 2: 

7) area do ..6cDB = 

/j. ADB , que e a 

area do 

metade 

da área do quadrado HDBA 

8) área HDAB = área BEFG 

/ 

, , 

1) lados do quadrado de lado a 

2) lados do quadrado de lado c 

3) DBC = 90 + ABC = ABE 

4) Por 1, 2, 3 e L.A.L. 

5) Por 4 

6) Tomando BE como base dos 

triângulos, a altura ser a i 

gual a BF 

7) Tomando corno base DB, a altu 
, 

ra sera AB 

8) Por 5 e 6 

1.9. 
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Comprovaremos agora que a area do retângulo FGIC e igual a 

area do quadrado LACJ: 

J 

* Traçar BJ e AI 

1) B"t=Cl 

'--
2) AC = CJ 

"" "' 3) ACI = BCJ 

4) LlACI = ClBCJ 

5) Os triângulos ACI e 

BCJ possuem mesma 

are a 

* Traçar FI e AJ: 

6) área 6FCI =~área 
ACI, que e a me-

ta de da are a do re-

tângulo FGIC 

7) área DACJ = flárea 

BCJ, que e a me-

ta de da are a do qua 

drado LACJ 

8) are a de FGIC = are a 

LACJ 

.\':) ' 
' '- I 

' / I 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

lados 

a 

lados 

BCJ = 

Por 1, 

Por 4 

do 

do 

90 

2, 

quadrado de . -:iliado 

quad. de lado b 

+ ACB = ACI 

3 e L.A.L. 

6) Tomando como base CI, a al 

tura será FC 

7) Tomando como base CJ, a al 

tura será AC 

8) Por 5 e 6. 

Já sabemos que a área do quadrado maior de lado a é igual a 

soma das áreas dos quadrados menores de lados b e c; provando a 

relação apresentada no Teorema de Pitágoras ; porem, fica a per­

gunta: 
11 Corno recortar os quadrados pequenos de forma que se encai 

xern no quadrado grande ? 11 

.20. 
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Foi demonstrado anteriormente que a área de BEFG e igual a 

area de HDBA. 

É conhecido que : dado um quadrado que possui a mesma area 

de um retângulo, este pode ser recortado de forma a 

no primeiro . 

encaixar-se 

QUEBRA-CABEÇA 

- Procedimento: 

Devemos analisar estes casos: 

1 º caso : 2H 'l R 

Dados um quadrado e um retângulo de mesma área, a largura do 

retângulo ultrapassa a metade da medida do lado do quadrado . 

2Q caso : 2H = R 

* Trace uma reta unindo os vértices H 

a F. Chame de I a intersecção com GB 

e J a intersecção com AB. 

* Recorte sobre a reta. 

* Sobreponha o triângulo AHJ 

IBF. 

sobre 

* Justaponha o triângulo HGI sobre JBF 

Dados um quadrado e um retângulo de mesma área, a largura do 

retângulo é exatamente a metade da medida do lado do quadrado. 

* Trace uma reta unindo os vértices H 

a F.Chame de I a intersecção com GB. 

* Recorte sobre a reta traçada. 

* Sobreponha o triângulci HAI no triân­

gulo IBF e o À HGI no ~ IBF. 
\,I c.. 

ED~------------~~~~~~ 

3Q caso : 2HL R 

Dado um quadrado e um retângulo de mesma área, a largura do 

retângulo e menor que a metade da medida do lado do quadrado. 

* Sendo assim, corta-se o retângulo no 

ponto médio do seu comprimento total 

e "empilha-se" as duas partes sobre o 

quadrado. 

/~ ·--------~~--+-------------~6* Repete-se o procedimento até que a 

~ l largura da "pilha" de retângulos al-
BD F 

cance a metade da medida do quadrado 

ou ultarpasse-a , recaindo numa situ­

açao do lQ ou 2Q caso. 





• 
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PARTE II 

TEOREMA DA EOUIDEC0~'1POSICAO DE POL 1GONOS 

decompor um deles em pollgonos me~ore s de modo a compo r o outro'' _ 

outras palavras, podemo s d ecompor os dois 

ern r=.1olí go:tl()E; men() r·es ~ dois a cio is c·ongr·L!entes _ [ 12 .. ~ l-=,c: r ~.;tue o nc)Ine 

equidecompontveis. 

Pa ra obter este resultad~ vamo s mostrar como transformar 

se :r.·-~ 
. .. . . ., . ' 

a~.:r- ét' .. .r-7-::s ci a se _~tll1:1 T.. e cac:::::..=-~ o. e 

* ret~ngu lo em quadrado 

* dois quadrado em um aua drado 
.. 

A partir destas transformações obt.ern.::s o re:::;u l tado 

desejado dividimos o pollgono em tr iângulo s , transformamos os 

triángulos em retãngulos, os retángulos em quadrados, e t.omando 

pares de quadrados, sucessivamente, vamos transformando todos os 

quadrados num unico quadrado. 

E se dois pollgonos tem a mesma área podemos 

transformá - los em quadrados de mesmas áreas e sobrepondo os 

recortes dos quadrados (isto é .ambos devem ter os mesmos 

recortes) transformamos um poligono no outro. 

Este teorema foi demonstrado por F.Bolyai em 1832 e, 

independentemente, em 1833 por G.Gerwien. F.Bolyai era o pai do 

famo:::;o mat.emàtico húngaro Janos .......... ., . ~ ~ . ~ . boLyal, aescoorlaor aa 

Hiperbólica ( que também foi descoberta por Lobatchev2;ki e 

Gauss)_ Ger·wien era um mat.ern:-t tico amador alemão. 

E na~ural perguntar se resultado anà logo é verdadeiro 

-. !_:)ara polieclr·os. t'-1ax [ )ellt1:o aluno àe [) . Hilber·t, provou em 19Q(j que 

isto nâo e verdade: um tetraedro regu lar e um cubo de mesmo 

volume nAu são equidecomponl ve is. 
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TRIÂNGULO ISóSCELES -------------> RETÂNGULO 

1) 

2) 

3) 

4) 

A 

A 
"" 

~--------------~----------------~c 
"l) 

CONSTRUÇÃO - T~aça~ a al~u~a do ~~iângulo CBD). 

HIPóTESE - ~ ABC isósceles. 

TESE - o AEBD ~e~ângulo de mesma á~ea do ~ ABC. 

AFIRMAÇÃO RAZÃO 
A 

~ c 1) Po~ hipó~ese 
"" ADB ~ CDB = 90° 2) Al ~u~a BD J. AC 

A "" 180° b1 ~ b2 3) Teo~ema dos 

~ ADB~ ~ CDB 4) ALA- de 1.3 e AB ~ CB 

Ao sepa~a~mos os pedaços do ~ isósceles acima mon~a~emos um ~e 

~ângulo: 

I 
I 

I 
I 

I 

l1. I 
I I 

~------------~t 
l) :D 

"" A 

90° 5) E ~ CDB = 5) Po~ mon~agem 
A A 

90° 6) G ~ ADB = 6) Po~ mon~agem 

"" A 

90° 7) b1 + A = 7) De2 e ~eo~ema dos 180° 
A A 

8) b2 + c = 90° 8) Idem ao 7 
A A A 

90° 9) F = b1 + c = 9) De 1 e 7 
A A A 

90° 10) H = b2 + A = 10) De 3 e 8 

Se o AEBD Co EF'GH) foi const~uido com os pedaços do ~ ABC 

en~ão eles ~êm a mesma á~ea. 
2b 
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TRIÂNGULO QUALQUER ------------->RETÂNGULO 
~ 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

I 

~------------------~c 

CONSTRUÇÃO- 1) Traçar os pon~os médios de AB e AC. 

2) Traçar 

médios. 

re~a passando pelos pon~os 

3) Traçar a al~ura do ~ AHE. 

HIPóTESE- ~ ABC qualquer. 

TESE- o DBFC ~em área igual ao ~ ABC. 

AFIRMAÇÃO RAZÃO 

BH ~ AH 1) Por cons~rução CH pon-

~o médio) 
...... ...... 

DHB ~ GHA 2) Opos~os pelo vér~ice H 
...... ...... 

90° BDH ~ AGH = 3) DB e GA são ...1.. à DF 
...... A 

180° DBH ~ GAH 4) Teorema dos 

~ DBH ~ ll. GAH 5) ALA - de 1.2 e 4 

DF 11 BC 6) Teorema do segmen~o 

médio 
...... ...... 

HBC ~ AHE 7) Angulos corresponden-

~es em re~as li 
...... ...... 

90° 180° AHG + HAG = 8) Teorema dos 

c HGA = 90°) 
...... A ...... 

90° DBC = DBH + HBC = 9) De4 e 7 

~ AGE ~~ CFE 10) ALA 
...... ...... 

AEG ~ CEF Copos~os pe-

lo vér~ice) 
--
AE ~ CE CE pon~o mé-

di o) 
...... ...... 

GAE ~ FCE C Teorema dos 

180°) 
A ...... 

90° AGE ~ CFE = 11) AG e CF ...!.. à DF 
...... ...... 

BCE ~. G~A 12) Ângulos corresponden-

tes; em retas; li 
...... ...... 

90°= 
...... 

BCE + ECF = BCF 13) Conforme a figura 

Se o DBFC se forma com os pedaços do ~ ABC. en~ão eles ~em a 

mesma área. 
I 21 . 
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2~ PARTE: 

HIPóTESE- Idem a 1~ par~e. 

BG li EO li FC e EB ~ JG ~ FI 

TESE- l:J. GJO ~ l:J. I FC e l:J. OCH ~ l:J. JFE 

AFIRMAÇÃO RAZÃO 

1) l:J. GJO ~ l:J. I FC 

A A. A A 

2) JEF ~ OHC e EJF ~ HOC 

3) o FJDC é paralelogramo 

4) FJ ~ CO 

5) l:J. OCH ~ l:J. JFE 

2.6. 

A A 

1) ALA CEB ~ JG.GJO ~ IFC 
A A 

DGJ ~ CIF = 90° 

2) Ângulos corresponden­

~es em re~as l i 
3) FC li JO C hi pó~ese) 

F J li CO C ...L à AO) 

4) De 3 

5) ALA 
A A 

EFI ~ HCO = 90° 

FJ ~ CO Cde 4) 
A A 

EJF ~ HOC Cde 2) 
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RETÂNGULO -------------> QUADRADO 

A:n.te3 el a d.ernc.Jnst l-· aç~-ic) da pa ssagem do r·età11.g ulc} pa.r·.:=t q~lacll.--a dc; 

t------I f ---(>-

r------- Q - - ·· 

CONSTRUCÃO: 

1) Traçamos lados a e b de R conforme a figura; 

2) Marcamos M pon~o médio des~e segmen~o; 

3) Traçamos meio circulo com raio MA e cen~ro M; 

4) Traçamos perpendicular passando por P a~é 

encon~rar o circulo no pon~o C. 

DEMONSTRACÃO: 

AFIRMACÃO: 

1) ~ ABC r e~ângul o 

2) AC-J.. = az + C.P Z 

3) BC~= b2.. + CP7.. 

RAZÃO: 

i)Inscrito em um circulo 

2)Hipo~enusa Â CPA 

3) Hi po~enusa 6 CPS 
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"" 

4)( a + b.f = Ac!- + BCZ 

5)Ca + b)'Z, = az+ CP2..+ rf-+ cpz 

6)az,+ 2ab + b2.= a~+ bz+ 2CP~ 

ab = CPZ. 

v;;;'= CP 

4)0e 1 

5)0e 2,3J4 

6)0e 5 e álgebra 

Assim mesmo desconhecendo os v alores numéricos dos lados a e b 

do r eLângulo R . oodemos consLruir quadrado de mesma área que R. 

Va1nos a gc>:r·a tr·ansÍormar· c) r· etc: .. n ,gu lc E:!Til ~; Llê-tclr·ado : 

l ) Construir sobreposto ao ret~ngulo um qua d rado 

de mesma àrea. con f o rme a figura 
~> 4--> '-"" 

~ 'l Tr-e ... (_..: ar· ac; r· etc ... :=; i ~ l-F' .. f.iE e :se; co~1!(Jr·tne a. figur·a. 

A demonsLração de Lrans!or mação de reLângulo em quadrado será 

d ividida em duas parLes: 

1 ~ PARTE: 

1 ) 

2) 

3) 

do 

4 ) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

HIPóTESE- Area do reLângulo ABCD é igual a área do 

quadra do AEFG. 

TESE- BG li ED l i FC. 

AFIRMAÇÃO RAZÃO 

Area do ret ângulo = AB :X: AD 1) Con!orme a !igura 

Ar ea do quadrado = AE :x: AG 2) Con!orme a !igura 

Area do reLângulo = área do qua- 3) Hipótese 

AB :X: AD = AE :X: AG 4) De 1 . 2 e 3 
--

AD/AG = AE/AB 5) De 4. 
A 

/:). EAD "' ÀBAG 6) LAL - de 5 e A 
A A A A 

AED ~ ABG e ADE ~ AGB 7) De 6 

BG 11 ED 8) De 7 C ângulos corres-

pondenLes) 

Cl EBGJ é paralelogramo 9) EB li JG C lados do 

quadrado) , BG 11 EJ 
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10) EB ~ JG 10) De9 

11) EB ~ FI 11) EBIF é paralelogramo 

CEB 11 FI e EF li BI) 

12) JG ~ FI . 12) De 10 e 11 

13) IC ~ GD 13) ICDG é paralelogramo 

CIC 11 GD e GI 11 OC) 

14.) Ô.GJD ~ ÀIFC 14.) LAL - de 12.13 e 

FIC ~ JGD = 90° 
.... A A A 

15) GJD ~ IFC e GDJ ~ ICF 15) De 14 

16) FC 11 JD 16) De 15 (ângulos cor-

E: port.ant.o FC 11 ED 11 BG respondent.es) 

2~ PARTE: 

HI P6TESE- Idem a 1 ~ par t..e. 

BG li ED li FC e EB ~ JG ~ FI 

TESE- Â. GJD ~À IFC e ~ OCH ~ 4 JFE 

AFIRMAÇÃO 

1) A GJD ~ A.IFC 

2) JEF ~ DHC e EJF ~ HOC 

3) o FJDC é paralelogramo 

4.) FJ ~ CD 

5) 6. OCH ~ A JFE 

RAZÃO 
A A 

1) ALA CEB ~ JG.GJD ~ IFC 
A A Q 

DGJ ~ CIF = 90 

2) Ângulos corresponden-

t..es em r et.as li 
3) FC 11 JD C hi p6t.ese) 

FJ 11 CD C.!. à AD) 

4.) De 3 

5) ALA 
.... A 

90° EF:t ~ HCD = 
FJ ~ CD Cde 4.) 

A A 

EJF ~ HOC Cde 2) 

Ots.ervação: Na dernon e:;tr·ação f e i ta e:::~tarno::; admí tindo que a ba :=;e do 

retângulo é menor do que c dob r o do lado do q uadrado. Se i sto nào 

a.:: :~;-, tece devemos cor~ar C• reta. n gu lo .:::.o me: lO . " empilhar " os dois 
.. • ., 

r· e t ,.::;. r1 g.·1.1 .l. c . 
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DOIS QUADRADOS -------------> UM QUADRADO 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

1 PARTE: 
F 

HIPóTESE- o ABCD e o ECGF quadrados. 

TESE- o EBIH quadrado. 

CONSTRUÇÃO- Dados os quadrados os o ABCD e o ECGF: 

1) Traçar re~a en~re E e B. 

2) Traçar ~ à EB passando por E . 

3) Traçar ~ à EB passando por B. 

4) Traçar L à re~a resul ~an~e de 2), 

passando pelo pon~o de in~ersecç~o des~a 

com FG. 

5) Es~h cons~ruido o o EBHI, re~Angulo. 

6) Traçar ~à BG passando por I. 

AFIRMAÇÃO RAZÃO .... A 

FEG ~ JBI :t) EF 11 BJ 

EH i I BI 
A .... 

JIB ~ FHE 2) JI li FH 

BI li EH 

EH ~ BI 3) Lados opos~os de um r e 

t.ângulo c por cons~ru-

ção) 

6. EFH ..... 6.,BJI 4) ALA- De 1 -:. .c... e 3 

EF ~ EC 5) Lados de um quadrado 

c o ECGH) 
./·. .... .... A 

90° BEC ~ HEF 6) HEF -t- HEC = .... -"· 

90° BEC + HEC = 
6. BEC ~ 6. HEF 7) ALA- De 4 e 5 

EFH ~ ECB = 90° 

EB ~ EH 8) De 7 

32.. 
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2 PARTE: 

HIPóTESE- o ABCD, o CGFE, o EBHI quadrados . 

TESE- A o ABCD + A o CGFE - A o EBIH 

9) !::.. EFH ~ .6 BJI 9) 1~ par "L€! - de 4 

10) 6, ECB ~ 6 EFH :10) 1~ par-t.e- de 7 

11) 6 EFH ~ /::::. BJI 11) De g e lO 

12) BC JI :1.2) t)e 11 

13) AB ~ BC :13) Lados do o ABCD 

:14) AB ~ JI 14) De :12 e 1.3 
.~ .. . .... 

15) ABL ~ JIM :15) AB li JI e EB li HI 

16) L LAB ~ ~MJI 16) ALA- De 14 e 15 
-'• _., 

90° LAB ~ MJI = 
17) EL ~ HM l7) EL - EB BL 

HM = HI MI 

EB ~ HI 

BL ~ IM 

18) 6.. EDL ~ ~ HGM :1 8) De 17 
...... ·"-

LED ~ MHG c BE li 
c EC li 

A A 

ELO ~ HMG c EB li 
( AD li 

IH ) 

FG ) 

HI ) 

JG ) 

Como os dois primeiros quadrados (menores) preeflchem corr·et.a­

rr.ent.e o espaço Càr-ea) do o maior-. temos que a soma das àr·eas 

dos quadrados menores é! igual a área do quadrado maior. 
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TR~S QUADRADOS -------------> UM QUADRADO 

[] 

1 ~ PARTE: 

2~ PARTE: 

Trans~ormar quadrado A e quadrado B em um único 

quadrado (quadrado D). 

CONSTRUÇÂO e DEHONSTRAÇÃO vide .. DOIS QUADRADOS ---- > 

UH QUADRADO ... 

Trans~ormar o D Cresul~an~e da primeira par~e) e qua­

drado C em um único quadrado. que será o quadrado de 

área igual a soma das áreas dos quadrados A. B e C. 

3~. 



HEXÁGONO -------------> UM QUADRADO 
1 ~ PARTE: 

Dividir o hexágono con:forme a :figura. 

Des~es cor~es resul~arão dois ~riãngulos Cb A e b B) congruen­

~es CLAL) e um re~ângulo. 

2~ PARTE: 

3~ PARTE: 

4.~ PARTE: 

5l1! PARTE1 

Trans~ormar o re~ãngulo num quadrado de mesma área. 

CONSTRUÇÃO e DEMONSTRAÇÃO vide ••RETÂNGULO-----> QUA-

DRADO•• 

Trans~ormar cada ~riãngulo (Ã A e Â 8) em um retâng~ 

lo. 

CONSTRUÇÃO e DEMONSTRAÇÃO vide ••TRI ÂNGULO------> RE­

TÂNGULo••. 

Trans~ormar cada retângulo resultan~e da 3~ parte 

em um quadrado. 

CONSTRUÇÃO e DEMONSTRAÇÃO vide ••RET ÂNGULO-----> QUA-

DRAoo••. 

Trans:formar os quadrados resul~an~es da 1~ par~e e 

da 2~ par~e num único quadrado. 

CONSTRUÇÃO e DEMONSTRAÇÃO vide .. TRES QUADRADOS--> UH 

QUADRADO ... 

35. 
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