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1 INTRODUGAO

A teoria da utilidade esperada é amplamente réconhecida como-am modele razodvel para guiar decisdes
sob condigdes de riseo. Unra ves que decisdes dependem em grande parte de preferéncias, a teoria, 2o
estruturar preferéncias e ofcrecer nma represeatagio numérica pars esta estrutnea, consegue enquadrar o
problema decisdrio em bases objetivas. Enguanto a idéia original € atribuida a BERNOULLI {1738}, foi somente
depois dos trabathas de RAMSEY (1081} ¢ VON NEUMANN e MORGENSTERN {1944}, independentemente
derivando o modelo a partir de um conjunto relativamente simples de axdomas, gue ¢la garhon larga aceitacio
normativa. £m simples palavras, no contexto de ganhos monatdrios, a teoria deiermina que uma alternativa
de risco F seja prelferida a2 uma alternativa de risco (¢ se e somente se Ep[u(}f}] > Eélu(X)}, ozde u é uma
fongo real {chamdda fungde de utilidades) e Ep| - | é 0 operndor esperanca matemidtica com respeito a F.

Sem divida o grande desenvolvimenio experimentado pela tvoria, beneficiada com coniribuigoes advin-
das da Economia, Estatistica, Matematica, Psicologia, e Pesquisa Operacional, foi foriemente influenciado
pelo uso da abordagem axiomdtica. De acordo com esta abordagem, parte:se de um conjunto de axiomas
ou condigdes que caracterizem uma estrutura de preferéncias. Estas suposicdes tanto podem ser vistds como
critérios de coeréncia e consisténcia para as preferénciss de um tomador de decisdes ou conto hipdteses
simplificadoras de uma realidade. Procura-se entdo descobrir um modelo numérico que preserve as carac-
teristicas da estintura de preferéncias consubstanciada pelo conjunto de axiomas. Invesiigagoes subseqiientes
deverdo indicaf como tal modelo poderd ser usado para auxiliar 0s tomadores de decisves e talvez resolver
problentas decisérios. Isto pode incluir métodos de estimacdo de-elementos (utilidades, probabilidades, etc.)
que aparecem o modelo. _ ' _

. O propésito deste trabalho é apresentar uma axiomatizacdo da teoria, Algumas axiomatizacies bastante
conbecidas foram desenvolvidas por MARSCHAK (1950) e SAMUELSON (1952), porém sem divida a mais
elegante do ponto de vista matemdtico é a de HERSTEIN e MILNOR {1953}, a qual procuraremos seguir de
perto. O trabalho de SAVAGE (1954) merece particular destaque. Ele propds um copjunto de axiomas que
implica nfio somente a existéncia de uma fungio de utilidades, como também a existéncia de uma medida -
. de probabilidade subjetiva. Suas idéias abriram caminho para o desenvolvimento das chamadas teorias
. subjetivas de utilidade esperada. FISHBURN (1981) ofercce umna andlise detathada das mesmas, comparando

muitas delas. S ' : ‘
O trabalho organiza-se da seguinte maneira: na se¢ip 2 tecem-se ripidas consideragdes a respeito de
* incerteza e sua mensuragio; na secdo 3 apresenia-se o famoso paradoxo de Sio Petersburgo, de importancia
histérica para o desenvolvimento da. frea; a secfio 4 apresenta a axiomatizacdo pretendida; e na secdo b
finalmente demonstra-se a existéncia da fungdo de utilidades.

-3 DECISOES SOB INCERTEZA

Todas as decisdes que tomamos envolvem incerteza a respeito de suas conseqiiéncias, em maior ou nenor
grau. Convivemos irracionalmente com 3 incerteza simplesmente ignorando-a. Podemes entretanto conviver
racionalmente com ela através de vdriasi maneiras, seja analisando quantitaiivamente suas bases, coletando
evidéncias para reduzi-la, ou diversificando seus efeitos negativos: A base de tais procedimentos repousa
na possibilidade de mensuragio da incerteza, obtida através da probabilidade. Nao nos cabe aqui desen-
volver aprofundadamente a teoria das probabilidades, apenas ofereceremos algnns exemplos stinplistas para
posicionar o leitor. Um tratamento mais dprofundado do tema pode ser encontrado em livros de teoria de -
probabilidades, como por excrzplo, FELLER {1968} ou RODRIGUES {1973). : ’



Considere os prospectos de risco P, que oferece um ganho de NCz$ 1000 com probabilidade 0,3 ou num
ganho de NCz$ 2000 com probabilidade 0,7, & @, que oferece win ganho de NCz$ 1000 com probabilidade
0,5 ou um ganho de NCz$ 3000 com probabilidade 0,5, representados na figura 1.
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Figura 1: Prospecios P e ()

Um conceito importanie & o conceito de valor esperado, uma média das conseqiiéneias, ponderadas por
suas respectivas probabilidades, no caso destes prospectos simples. Neste caso, tem-se que

Ep[X] =10,3 x $1000+ 6,7 x $2000 = $1700

Eq{X] = 0,5 x $1000 + 0,5 x $3000 = $2000.

Uma operagdo importante é a operagio de misturg de prospectos de ticce, cunbinig » urnrs convexas

dando origem a outros prospectos de risco. Considere por exemyplo o prospecte 17 = 0 ET - . 001 represes-
tado na figura 2. R representa um prospecte de risco em dnas rtapas. fvnlio-se mitro pe o~ L orisca, P
. p
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Figura 2 Prospecto R

com probabilidade 0,1, ou @ com probabilidade 0,9. Sob a Gtica puramente probabilistica, pude-se compor
as probabilidades das duas etapas e mostrar Rt como equivalente an prospecto representado na fignra 3.

_ 31000

—= 52000

L
F3006

Figura 3: Prospecto equivaloute & 1)



8 O PARADOXO DE SAO PETERSBURGO

Uma regra comum de decisdo §: prospectos com masor valor csperado 2éo preferidos. Considere entretanto
o prospecto 5P, que oferece NCz$ 2'~* com probabilidade 27 para i = £,2,3,.... O valor esperado de SP
¢ dado pela série

EsplX] = E 27 x 2 = Y 5 =
=1 =1
Contrariamente 3 regra do valor esperado, ndo existem muiras pessois (existird alguma?y dispocias a pagar
grandes fortunas apenas para ter o privilégio de jogar tal jogo. No séenlo XVHI tal contatiagh o parecey
paradoxal, e o exemplo entrou para 2 histéria com o nome de paradoxo de Sio Potersharge.

BERNOULL! (1738) propds uma solugdo para esta forma particnbar e origizal do paradoxo, lancando as
semenies da moderna teoria da utilidade esperada. Ele propes que ao invés de eseolher o prospecto com
maior valor esperado (monet4rio), dever-se-ia escolher o prospecto vom maior “esperanca moral” de ganhos.
Chegou mesmo a propor como fungio de transformacio de ganhos mouetdrios cm ganhos morals a fungio
logaritmica. Com efeito,

[m ]
Esrlaln{X)] = 22“ xalp2'=aln2 < oo,
iz}l
Neste desenvolvimento a representa uma counstante cujo valor pode variar de individuno para individuo, Isto
explicaria porque diferentes individuos se dispdem a pagar diferentes quantias para jogar o jogo de Sdo
Petersburgo.

A concepgao de Bernoulli € um caso particular da concepgio moderna, para a qual deve-se eseolber o
prospecto com maior utilidade esperada. Sob esta 6tica, Bernoulli nada mais fez do que propor nma particular
fungéo de utitidades. Deve ser ressaltado que o paradoxo de Sio Petershurgo pode ser generalizado, a menos
que a fungdio de utilidades seja limitada. Para detalhes, assim como para referdncias, veja MACHINA (1982),

4  AXIOMATIZAGAO
Passemos agora A formalizacio da teoria,

Definigéio 1 — Um conjunto M £ dito um conjunto mistura s Va b C M o Vu € [0, 10 pedermos associar
outro clemento de M, denotado por pa + (1 — p)b, oude:

Lla+(l-1b=a

2. pa+ (L —p)b=(1-pu}b+ po;

3. Mupa + (L= @b + (1 - b = (Ap)a + (L ~ Ap)h;
Ya,be M, Vp e [0,1].

Exemplos de conjuntos mistura sio conjuntos convexos e espages vetoriais, onde ga + 11 - 1)6 6 dofinida
usando-se & multiplicagdo de vetores por escalares € a soma verorisi. Bm partienlar, o eon It e medidas
de probabilidades é um conjunto mistura,

Deflnlgéio 2 — Uma fungio teal v deflnida em A € dita fineer se Vb e M Nue o],
viua + (1 - p)b) = pefa) + (L - u)elb).
Definigio 8 ~ Uma relacio bindria 7 definida em um conjunto S ¢ dita wina erdom complcfa oo

LVabeS onazZbouba;
2. Ya,bc€S,axnbbec=arec

Exemplos de ordens completas sdo bastante comuns. Estarcmos partienlarmente interossados na relagio
de preferéncia, que assumiremos ser mma ordem completa.

Definigéio 4 — ¥a,b€ S,a ~ b {a ¢ indiferentc a b) se e somente sea = be b > a.

Algumas propriedades da relacio bindria ~ sio:



1. a~a;
2. a~b=>b~a;
3. a~bbre=>an~c;
Va,bc€ S.
Diz-se que uma relacio com tais propriedades é uma relagio de equivaléineia.
Deflnigido 5 — Para a € S, chamamos de conjunto indiferengs de ¢ ao conjunto [{a} = {r € S|« ~a}.

A classe de todos os conjuntos indiferenca dos elementos de S forma a particdo das classes de egusvaléncia
de 5.

Definicio 8 — Se a X b, mas a & I{d), dizemos ¢ > b.
Definicdo 7 — Diz-se que uma funcdo real u deflnida’em S preserva ¢ ordem se
Va,b € S u(a) > ulb) &> a ~b.

Estamos interessados cm um conjunto S que seja 80 niesmo tempo win conjurto mistura e completamente
ordenado, o conjunto dos prospectos de risco. A mistura ¢ dada por medidas de probabilidades ¢ a ordem
¢ a relagdo de preferéncia. Queremos mostrar a existéncia de nua fungio linear que preserva a urdem, que
chamaremos de fungdo de utilidades.

Se ndo existirem outras restrigées impostas sobre 5, além de ser um conjunto mistura completamente
ordenado, tal fun¢do ndo necessariamente existird. Nosso problema ¢ descobrir que resirigtes adicionais
devem ser postuladas sobre a operag3o mistura e a relagdo de ordem para fazer emergir & funcdo de ntilidades.
A seguir apresentam-se algnns axiomas que satisfazem nossos desejos.

Seja S um conjunto mistura.

Axloma 1 - 5 ¢ completamente ordenado por 7,

Axioma 2 ~Va,bc€ S, os conjuntos {a € [0, 1 {aa+ (1~ a)p T e}efaci0t]]e  auil-alh}
sdo fechados.

Axloma 8 —Sca~a' entdoVbe S, Va0 1], aa+ (1~ a)s ~ an’ + {1 ~alb.

Em termos ecorndmicos, o axioma 1 simplesmente estabelece win padrio de coeréncia ua relacio de
preferéncia dos agentes econdmicos, qual sejz a de que todos os prospectos sdo compardveis rransitivamente,
O axioma 2 estabelece que a ordem de preferéncia de um agente ccoudmico € coutiunu com respetto a
distribuigbes de probabilidades. Ou seja, se limoo pti = gt & carla pria + (L — g )b 2 e, entio pa + (L — plb
- ¢ {semethantemente para ¢ 2 g;a + {1 — pi)b). O axioma 3 retrata o famoso princfpio da substituicdo,
estabelecendo que se o agente econdmico ¢ indiferente a respeito de dois prospectos a e o', cle também o
serd a respeito de combinagtes dos mesmos com qualquer outro prospecto de risco b,

5 DERIVAGAO DA FUNGAQ DE UTILIDADES
Passemos agora a derivagao da teoria.

Teorema 1 — Va,b,c € S, se a 2 b X c, entho existe g € [0. 1] tal que b ~ pa + (L — p)e. Sea > b > ¢,
entdo p € (0,1).

Prova: Scjam 6,b,c € S, comaZ bz ce T = {p€{0,1]] s + (L — p)e = b}. Pelo axioma 2, T ¢ um
subconjunto fechado de |0,1]. T ndo ¢ vazio, na medida em que t € T, pais la + {1 - 1}¢ = « = b De modo
semelbante, W = {A € [0,1} | b % Aa + (L — A)e} é fechado ¢ ndo vazio, pois 0 € . Come § ¢ min conjunto
mistura completamente ordenado por Z, tem-se que TU R = [0, 1. Como [0, I] é conexo, ele nio pode ser
decomposto em uma unifio de dois conjuntos fechados e disjuutos, Logo, TNR # ¢ Sepnj, € T 8. Por
defini¢io de T e de W, b ~ poa + {1 — po)e, & o teorema estd provado. Claramente, se o = b ~ ¢, ento
1> pp >0 !



Lema 1 ~ Ya,b,¢ € 5, o conjunto {a € [0,1] | aa + (L — a}b ~ ¢} ¢ fechado.

Prova: Sejam a,b,¢ € S e {j;} uma seqiiéncia em [0, 1] tal que limi—oo pti = 1t ¢ cada pie + {1 - wi}b ~c.
Entdo pia+ (1 — )b = cee 2 pia+ (E—~ pi)h, e, pelo axioma 2, tew-se que pa + {1 = )b 7 ¢ assim como
¢ 2 pa+ (1~ plb. Conseglientemente pig+ (1 - p}b~c. R _

Teoremea 3 — Va,b € S, se a > b, entdo Vu € (0,1),6 > pa + {1 -} > b,

Provas Sejam a,b € S com a > b. Suponhamos, por contradicia, que exista p € {0, 1) tal que pa-+{1-pu)b 2
6 > b. O teorema 1 garante a existéncia de A € !U, 1} tal que & ~ Mpa+{L—p)b]+ (1A = {Ap)e+{L—Apulb.
Seja T = {X € [0,1} | (Au)a+ (1 - Aulb ~ a}. Uma conseqiicnein do lema 1 é que T ¢ wm subconjunto
fechado de [0,1], e conseqiientemente possui um minimo Ag. Como 0 ¢ T, pois a 4 ta + 1b = b, Xy > 0.
Como g ~ {Aop¥a+ {1=2op}b, o axioma 3 acarreta que pa + (1 — pjb ~ pl{Aop)a+ {1~ Xop)bl + (1 — p)b =
{dop?)a + (1 — dop)b. Como pa + (1 - plb > a > b, tem-se que (App?da + (L= Aop® )b 2 a > b Mais uma
vez o teorema 1 garante a existéncia de algum A € [0,1] tal que g ~ A{{Agp®)a + {1 — Aop®}0] + {1 - AJb =
(Adop®)a + {1 — Adop?)b. Logo Adop € T. Mas Adop < Ag, pois p < 1, em contradigio com a escolha de
Ao. Logo ndo existe g € (0, 1) tal que ua + {1 — pu}b 2 a > b. Argunicntos semelhantes levam a suposicio de
existéncia de pt € (0,1} tal que a > b = pa + {1 ~ p)b a uma contradiio.  §

Teorema 3 — Va,b€ S, com a > b, Vi, A € [0,1], Aa + {1 — A)b > pa + {1~ p)b se e somente 5¢ A > p.

Prova: Scjam a,b € 5, com @ > b, e p, A € [0,1]. Suponhamos yue A > g > 0. Pelo teorema 2 tem-
se Aa + (L= A > b Como 0 < pfA < ], novamente o teorema 2 implica em que Aa + {1 ~ A)b >
(fA)[Aa + (1 = A)b) + [L = (u/A)]b = pa + (1 — p}b. Se A > p =0, o teorema 2 implica dicctamente que
Ag 4 {1 -2} b=pa+ (- pb

Inversamente, Aa+{1—A)b > pa+ (1 — )b claramente implica A > i, pois, por contraposicio, se tivéssemos
g > A, o argumento anterior garantiria pa + {1 — p)b > Aa + {1 ~ A)h; se tivéssemos p = A terfamos
pa+({t-ph=ra+(1-A) N

Teorema 4 ~ Existe apenas um ou existem inflnitos conjuntes indifrrenga em 5.

Prova: Se existirem g,b € 5 tais que a > b, o teorema 3 implica imediatamente na existéncia d» conjuntos
indiferenca distintos para cada A € {0, 1]. Em caso contrdrio s hd um conjuuto indiferenca vny 5. B

Nio hé interesse pratico neste dltime caso, pois todos os |rospretos serinm igualmente preforides. A
existéncia de vma funclo de utilidades em S seria trivial, hastando que se definisse #(a) = £ para qualgner
a € §. Suponhamos entd3o que existam infinitos conjuntos indifrrenca cin S

Teorema 5 — Va,b,¢ € 5, se g > b > ¢ entdo existe um dunico ¢ € (U, 1) tal que & ~ pa 4 11 — e

Prova: Sejam a,b,c € 5, com a > b > ¢. Por contradicio, sijoulitmos gue existiwm g, g, 2 0, 1), com
#1 7 pa, tais que b ~ pya + (L — e ~ pga + (1 = prg)e. Semr perda de gencralidade. «npesiamos que
pt1 > pa. Neste caso, o teorema 3 implica pya + {1~ gy )e > gyt + {1~ jrg Yo, de modo que subes nio podemn
ser sipultaneamente indiferentes a b, §

0 teorema 5 d4 sentido & seguinte definicio:

Definicio 8 —~ Paraa,b € S, coma > b, 3eja Sap = {2 € S a7 ¢ 2 b}, Seja s funcdo real g,y definida
em S,p por 7 ~ prap{z)a + [1 = pap(z)id.

O teorema 3 garante que para 2,y € Sab, Hab(T) > pus(y) se ¢ somente se £ > y, evidenciundo yue a
funcéio pap preserva a ordem. De outra parte, para 2,y € Spp ¢ o € {0, 1], como z ~ pigp(ir)a + {1 — pop{z)|b
ey~ pap(yla+ [t — Has Sy)]b, sucessivas aplicagSes do axioma 3 implicam oz + {1 - a}y ~ ajpanle)a + Hl -
Hao(2)[B] + (2 — o)lpas(p)a + [ - !‘nb(y)lf? = {“ﬂnb(?'; + {1 — alpetyla + [E = {apafe) + (1~ o) (y)]lb,
mostrando que ggplaz + (1 - a)y] = apef{z) + (1 — ajpas(y). Logo. a fungdo gy também & lineur. Ou seja,
ab Dossui as qualidades desejadas em nossa fungdo de utilidades. Tndu o que precisamos agora ¢ estender
Hab de Syp para S.

Sejam ry,rg € 5, com r1 > ro. Na argumentacdo que se segne. ry ¢ g 530 mantidos fixos. Sejsma,b€ §
tais que a > b e ry,ry € Sqp. Para 2 € Sg4, definimos

= Bav(2) — paplra)
Maolz) = Havlr1) = pap(rz)’

Tem-se que Myp{ra) = 0e My(ri} = 1.



Lema 3 — Sejam [ e g fungdes lineares definidas em Sap que preservam a ordem ¢ tais que f{r) = g(r} e
f{ra) = glra). Entdo [ & idéntica a g em Sy

Prova: Seja z € Sus. Se r1 = & = rq, pelo teorema 1 existe o € {0, 1] tal que £ ~ ary + (1 — a)rz. Logo
1(2) = flars + (1= a)ra) = af(re) + (1 - a)f{rs) = aglrs) + (1 - alglrs) = glars + (1~ a}rs) = o{z). Se
z ¥ 11 > a2, pelo mesmo teorema 1 existe p € {0,1] tal que r| ~ pz + (1 - p)ry. Obviamente p # 0, pois
s, Logo () = 8f(2) + (L~ m)f{ra) = olr) = #g(z) + (L - w)glra). Como f{ra) = girs) e # 0,
tem-se que f(z) = g{z). Argumentos semelhantes poderiam dewonstrar o caso ry > rg 7 1.

Estamos agora em condigies de definir nossa fungdo de viilidades em §. Seja z € S. Escolham-se
a,b € S, com a > b, tais que
ry,ra ESGEH (1}

& G Sab. (2)

Definiremos a fungio real u em S por u(z) = Mg(z).

Pelo lema 2, para quaisquer pares a, b e @', b’ satisfazendo as condicoes (1) e {2}, tem-se Mys{£) = Merpe{2),
pois Map(r1) = Map{ri) = 1 e Mas(ra} = Marp (ra) = 0. Consegilentemente ndo precisatios nos preocupar
com 2 particular escolha de 6 e b nsada na definicdo de u, estando esta perfeitamente definida.

A evidéncia de que u preserva a ordem & imediata: dados z,y € S, escolham-se a,b € S, com a > b e tais
que 2, ¥, 1, 72 € Sy entdo ufz) > uly) se e somente se 2 = y, pois frqy e conseqlientemente M,y preservam
a ordem em Sy, Da mesma forma, é evidente que ¢ é linear, pois ju,, ¢ conseqilentemente M,n o sio,

O resultado fundamental deste trabalho é resumido no

Teorema B — Se um coujunto mistura S satisfaz os axiomas 1. 2 ¢ 3 entio existe uma funco Lnear real u
definida em S que preserva a ordem.

Repare o leitor que embora o teorema 6 tenha sido emcindo yarantindo a exisséneia de mine Iingao de
utilidades u, o desenvolvimento apresentado anteriormente mosira existirem infinttas fungors de arilidades,
De fato, toda a argumentacio se baseia na escolba (arbitriria) de ri vy € 5, sotisfitendo ry > 1y rp e vy
atuam como “ancoras” para a definicdo de u, com u{r{) =1 ¢ u(ry) = 0.

E facil mostrar o relacionamento cntre duas fungdes de utitidades. Suponhamos existirem duas fuagoes
de utilidades definidas em S, u e v'. Sejar € S ea,b &€ S tais que u > h e £ € 54, Sejmm as fuucodes reais
f e g definidas em 5, por

u(y) — u(b} e gly) = u(y) - ')

fy)= u(a) ~ u{b) ') — arihY’ Vi € Sun.

Obviamente f e ¢ preservam a ordem e sio lineares em Sgp, pois « ¢ ', sendo fungdes de ntilidades em 5,
preservam a ordem ¢ sio lineares em Sqp. Mais ainda, f(e} = gla) = e f(b) = g{b) = 0. O lrma 2 {com
r1 = a ¢ ry = b} implica em que f e g sdo idénticas em Sgp. Counseqiicntemente '

a(z) - uld) _ w(a)- ')
ula) - u(d) ~ u'{a) — u'(b)

Remanejando o3 termos, tem-se

w'(2)

O resultado & resumido no teorema 7.

_w(p) - vla)
~ “u{b) - ufa)

ulz) + u'{a) - i::*%—]}%—:%%lu{a}.

Teorema 7 — Se u e «' sdo funcdes lineares reais definidas e S que preservam a ondew, eatao existem
o, 8 € R, com « > 0, tais que o' = au + §.
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