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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo estudar e aplicar um método de
integracao numérica de tempo para estruturas dinamicas com dissipagao de ener-
gia. Nessa dissertacao tal método é analisado e posteriormente implementado em
MATLAB, afim de resolver algumas aplicacoes em sistemas dinamicos dotados de

massas, molas e amortecedores que sao apresentados no primeiro capitulo.

Usando o método implementado em MATLAB, também é apresentada

uma aplicacao para vibragoes transversais em cordas aceleradas axialmente.



ABSTRACT

TITLE: “A TIME INTEGRATION ALGORITHM FOR STRUCTURAL DY-
NAMICS WITH IMPROVED NUMERICAL DISSIPATION: THE
GENERALIZED-a« METHOD”

The objective of this work is to study and to apply a method of nu-
merical time-integration for dynamical structures with energy dissipation. In this
dissertation such method is analyzed and later implemented in MATLAB, in order
to solve some applications in dynamical systems with masses, springs and shock

absorbers introduced in the first chapter.

Using the method implemented in MATLAB, an application for trans-

verse vibrations in axially-accelerated strings is also presented.
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1 INTRODUCAO

Toda a matéria (sélida, liquida ou gasosa) é capaz de vibrar, isto é,
de oscilar em torno de uma posicao de equilibrio. O estudo deste, que é chamado
fenémeno de vibragao, abrange a inter-relagao entre causas do movimento (forgas)
e 0 movimento em si (que nesta dissertacao sera representado por suas varidveis de
estado), e é de extrema importancia em todos os projetos de méaquinas de lavar,

peneiras, correntes transportadoras, prédios, entre outros.

Tendo em vista as dificuldades numéricas encontradas ao se resolver
problemas de integracao de tempo em estruturas dinamicas com oscilagoes, estudar
e aplicar-se-4 neste trabalho, um método de integracao numérica de tempo para tais

situacoes. Tal método é conhecido como Método Generalizado-a .

Iniciamente sera realizada uma rapida abordagem quanto a modelagem
de problemas envolvendo sistemas dinamicos com oscilagoes, com o intuito de demons-
trar o porque de tais problemas serem resolvidos por equagoes diferenciais de segunda
ordem. Constatar-se-a o grau de dificuldade com que nos deparamos ao tentar solu-
cionar algumas destas equagoes, procurando desta maneira mostrar a importancia

do uso de um método numérico eficiente.

A seguir é feita uma recapitulacao de alguns métodos numéricos diretos

como: Runge-Kutta-Felhberg, Houbolt, § de Wilson e Newmark.

Posteriormente apresenta-se o algoritmo do Método Generalizado-a.
Discutiremos alguns parametros dos quais depende a sua precisao e analisaremos o
seu desempenho. Também implementa-se este método numérico no MATLAB, afim
de solucionar algumas aplicagoes em sistemas dinamicos dotados de massas, molas e
amortecedores, e com vibracoes transversais em cordas aceleradas axialmente. Usa-
se o0 método de Galerkin para determinar as matrizes de massa, amortecimento e

rigidez associadas ao sistema.



2 SISTEMAS DINAMICOS COM DISSIPACOES

2.1 Sistemas Massa-Mola-Freio Amortecedor

O estudo tedrico dos fenomenos de vibracao é efetuado com base em
modelos: o modelo fisico, que é a representacao esquematica do sistema real, e
o modelo matematico, que é a representacao analitica, através de uma equacao
ou de um sistema de equagoes, que descreve o comportamento dinamico do modelo

fisico em estudo.

Os modelos fisicos envolvem basicamente trés elementos: massa (ele-

mento inercial), mola (elemento eldstico) e amortecimento (elemento dissipativo).

Afim de fazer um estudo de sistemas dissipativos com dois ou mais
corpos, considera-se uma massa m ligada a uma mola comum que possua uma
extremidade presa a uma parede fixa, e que resista a compressao, bem como ao
estiramento; o que serve como um exemplo relativamente simples das vibragoes que

ocorrem em sistemas dinamicos mais complexos.

Sendo assim, caso o corpo esteja sobre uma superficie horizontal sem
atrito, poderd movimentar-se apenas para frente e para tras; sendo que o desloca-
mento x em relacao a posicao original, de acordo com a Lei de Hooke, é diretamente

proporcional a forca restauradora Fj:
FS = —I{I.’L‘, (21)

onde k é a constante elastica da mola.

Considera-se também que o corpo de massa m esteja preso numa ex-
tremidade a uma mola e que a outra extremidade esteja presa a um dispositivo

amortecedor, conforme a figura:
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Posigio dniels]

F$

—

Figura 2.1 Um sistema massa-mola-freio amortecedor

Observe que o amortecedor produz uma forca freio F'r oposta ao movi-

mento e proporcional a velocidade da massa:

(2.2)

onde ¢ é uma constante positiva denominada de constante de amortecimento do freio
amortecedor. Geralmente consideramos Fr como representando forcas de atrito do

nosso sitema, tais como a resisténcia do ar.

Considerando ainda uma forga externa Fg agindo sobre o corpo, tere-

mos como forca resultante F' do sistema:

F =Fg+ Fr+ Fg (2.3)
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Usando a lei de Newton em (2.3) temos:
m.a = Fs+ Fr+ Fg, com a = aceleracao

mz" + cx' + kx = Fg (2.4)
que rege o movimento da massa.

Assim sendo, pode-se classificar um sistema dinamico com vibracoes

COImo.

e NAO AMORTECIDO: caso ¢ = 0;
e LIVRE: caso Fg(t) = 0;

e FORCADO: caso Fg(t) #0

2.2 Sistemas Dindmicos com n graus de liberdade

O numero de coordenadas generalizadas independentes necessdrias para
descrever a dinamica de um sistema de vibracoes determina o seu niimero de graus de
liberdade. Assim, o sistema vibratério que descreveu-se anteriormente é um sistema

com 1 grau de liberdade.

Nos casos em que se possui n corpos dotados de massa expostos a forcas
dissipativas (sistema com n graus de liberdade), aplicam-se métodos matriciais para

investigar as oscilagoes das varidveis de estado.

A figura (2.2) mostra trés massas ligadas a uma parede por trés molas
e trés amortecedores. Assume-se que essas massas deslizam sem atrito e que cada

mola obedece a Lei de Hooke.

Se os deslocamentos para a direita 1, x5 e x3 das trés massas (a partir

de suas posigoes de equiibrio) sao todos positivos, entao:
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Figura 2.2 Trés massas acopladas a molas

e A primeira mola e o primeiro amortecedor estao esticados da distancia

T,

e A segunda mola e o segundo amortecedor estao esticados da distancia

Tg — T,
e A terceira mola e o terceiro amortecedor estao esticados da distancia

T3 — T,

Portanto, considerando-se a equagao ma” + ca' + kx = F(t), tem-se:

mla:'l' + [Cll',l — CQ(.CU’Z — .T’l)] + [kll'l — /{72(1‘2 — Z’l)] = f1 (t)
moay + [ea(why — @) — es(wh — xh)] + [ka(w2 — 1) — k(x5 — 22)] = fo(t)  (2:5)
maxy + c3(xh — xh) + ks(z3 — x2) = f3(t)

onde fi(t), fo(t) e f3(t) sdo fungoes escalares que representam excitacoes externas.
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O sistema (2.5), em termos do vetor de deslocamento ¢(t) = [y, T2, z3]"

pode ser escrito na forma matricial:

Mq(t) + Cq(t) + Ka(t) = F(t) (2.6)
sendo:
my 0 0
M=|0 my 0 (2.7)
0 0 ms

a matriz de massa do sistema;

1+ Co —C9 0
C = —Co Co+C3 —C3 (28)
0 —C3 C3

a matriz de amortecimento do sistema;

kl + kg —kg 0
K = —kg kg + k3 —kg (29)

a matriz de rigidez do sistema; e

F(t) = [fi(t), fa(t), fs()]" (2.10)
o vetor das fungbes escalares f,(t) que representam as ecxitagoes externas.

Observando o comportamento dos deslocamentos das massas num sis-
tema amortecido com trés graus de liberdade, pode-se generalizar a notagao para

sistemas com n graus de liberdade:
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e ¢(t) é o vetor de deslocamento:

Q(t) - [:I;la X2y ery Ty

e ((t) é o vetor de velocidade:

Q(t) = [}, @y oy )T

e ((t) é o vetor de aceleragao:

my 0 0
0 meo 0

M =
0 O My,

e C é a matriz de amortecimento do sistema;

c1 + Co —C9 0
—C9 Co + C3 —C3
0 —C3 c3t+cy
0 0 —C4
0 0 Cn_l + Cn

o o o O

_Cn

Cn

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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e K ¢é a matriz de rigidez do sistema:

ki +ky  —ky 0
—ky kot ks —k3
0 —ks  ks+ky
0 0 —ky
0 0 kn—1+ kn
0 0 —kn

e F(t) é o vetor forga do sistema:

F(t) = [f1(t), f2(1), -, fa(O

o o o O

(2.16)

(2.17)

As fungoes escalares f,(t) representam excitagoes externas. Normal-

mente, sao considerados tres tipos especiais de excitacoes:

Excitagdo Impulsiva: onde F(t) = bd(t), possui a fungao Dirac §(t).

Excitagdo de Passo: onde F(t) = bH(t), possui a funcao Heaviside H(t).

Excitacdo Harménica: onde F(t) = bcos(wt + ¢).

sendo que o vetor b € R” é um vetor constante.

Pode-se encontrar respostas de alguns sistemas lineares amortecidos

pela solugao da equacao (2.6). A solucao desta equagao pode ser obtida pelo método

espectral ou pelo método operacional.

O método espectral envolve duas etapas:

1. A decomposicao da solucao em duas partes: uma livre e outra forcada;
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2. A obtencao da resposta para a vibracao livre, considerando-a como uma

funcao do tipo exponencial.

O método operacional consiste em converter a equacao diferencial, mu-
nida das condicoes iniciais (deslocamento e velocidade no tempo ¢ = 0), com o uso da
transformada de Laplace, numa equacao operacional de resolucao mais simples em
outra variavel. Determina-se a solucao desta equacao e, através da transformada in-
versa, volta-se a variavel original. Neste método, as condigoes iniciais apresentam-se

incorporadas a equacao resultante.

Em sistemas lineares classicamente amortecidos, as solucoes podem ser
obtidas pela analise modal. Porém, nao para sistemas amortecidos nao-cldssicos,

pois sao mais dificeis de integrar (Nicholson 1987).

Assim sendo, a obtencao das respostas de problemas vibratérios nem
sempre € possivel por procedimentos analiticos. Dai a grande importancia pratica de
sua determinacao com o auxilio de dispositivos computacionais, para tanto, faz-se

necessaria a utilizagao de métodos numéricos de integracao.



3 0S METODOS NUMERICOS DIRETOS DE INTEGRAGAO E O
METODO GENERALIZADO-«

3.1 Introducao

Neste capitulo, serao apresentados diversos métodos de integracao di-
reta que basicamente sao esquemas numeéricos em diferencas, isto é, aproximacgoes
pontuais para as grandezas envolvidas na equacgao diferencial matricial de segunda
ordem: o deslocamento, a velocidade e a aceleragao. Para tal proposito, na secao
3.2 sao descritos métodos em diferencas finitas classicos, isto é, que aparecem comu-
mente na literatura. J4, na secao 3.3, é apresentado um método que generaliza as
diversas idéias dos métodos apresentados na secao e que foi projetado para contro-
lar um fenomeno que acontece com relativa frequéncia denominado amortecimento

numeérico.

3.2 Meétodos Numéricos de Integragao

3.2.1 Meétodo de Runge-Kutta-Felhberg

Um bom integrador de equagoes diferenciais ordindrias deve exercer al-
gum controle sobre seu préprio desempenho, fazendo mudancas freqiientes no seu
tamanho de passo. Em geral, o objetivo deste controle adaptativo sobre o tamanho
de passo é atingir alguma precisao prescrita na solucao com o menor esforco com-
putacional. Tamanhos pequenos de passo sao requeridos quando a funcao de entrada
varia intensamente e tamanhos de passo maiores sao requeridos quando tal funcao
de entrada mostra pouca variacao. Dessa forma, o processo de solucao numérica

ganha enorme eficiéncia.

10
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A implementacao de um controle adaptativo no tamanho de passo re-
quer informacao sobre o desempenho do algoritmo e isto é feito mediante o calculo

de uma estimativa do erro de truncamento.

Este método faz parte dos métodos de tipo preditor-corretor [BUT 87|
com tamanho de passo variavel, caracteristicas muito desejaveis para a resolucao de
problemas “duros” (stiff problems) freqiientemente encontrados nas dreas da engen-

haria civil.

O sistema Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = f(¢) pode ser escrito como:

-
o
fle}
—~
~
~—
o
-
fle}
—
~
~—
o

= S . (3.1)

a(?) 0 I q(t) 0
q(t) -M'K —-M~!'C q(t) M~ (t)

quer dizer, como um sistema da forma:

w(t) = Gw(t) + g() (3.2)
onde w(t) = alt) G = 0 ! g(t) = 0
ai) | "MK -M-'C | M£(#)

Seja w; a aproximacao de w(t) e g; a aproximacao de g(¢). Temos o
método de Runge-Kutta de ordem 5 [BUT 87]:
16 6656 28561 9 2

v K k K, — —ks + —k .
Wirat = Wi 3281 o0 ¥s F oes0™t T 5070 T 550 (3.3)
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e 0 método de Runge-Kutta de ordem 4 [BUT 87]:

25 1408 2197 1
WitAt — Wi + mkl + 2565k3 + 41041{4 — gk5 (34)

onde:

k1 = At [CWt + gt] y

kQZAtC

Y

1k
Wit g4t + gt-l-ZlIAt

kngtC

3 9
Wy + 3—21{1 + 3—21{2) + gt+%m] y

k4:AtC

+2197k1_'2197k2+2197k3> +_gb%%%AJ !

439 3680 845
Wy + —k1 — Skg + k3 k > + gt+At] s

k5 = At |C - 4
216 513 4104

( 1932 7200 7296

8 3544 1859 11
k6 = At |C (Wt_§k1+2k2_ 2565k3_ 4104k4_4_0k5> +gt+%At

Considerando que w; &~ w(t) & W, e que o erro de truncamento local 7(At; ¢t + At)
do método (3.3) pode ser desprezado com respeito ao erro de truncamento local

7(At; t + At) do método (3.4), obtém-se a seguinte aproximacao:
L.
T(At, t + At) ~ Kt (Wt+At — Wt+At) . (35)

Além disso, como (3.4) é um método de ordem 4, existe uma constante ndo nula «
tal que:
(At t + At) = aAt' (3.6)

De (3.5) e (3.6) temos:

L.
OéAt4 =~ E (Wt+At — Wt+At) . (37)
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A idéia do método de Runge-Kutta-Fehlberg é determinar um tamanho adequado
qAt, ¢ > 0 de modo que o erro 7(qAt; t + At) pode ser limitado por certa tolerancia

€. Tem-se que:

4

T(qAt; t + At) = a(qAt)* = ¢*(aAt?) ~ i_t (Wirar — Werar)

Se é requerido que [|7(¢At;t + At)|| < e deve-se ter que:

a
At

||VAVt+At - Wt+At|| <,

isto é,

‘< ( Al )1/4. (3.5)

||Wt+At - Wt+At||
O parametro ¢ modifica At de modo que se tenha um passo muito pequeno em
regioes irregulares e um passo maior quando nao houver muita variacao entre as

aproximacoes (3.3) e (3.4).

3.2.2 Método de Houbolt

O método de Houbolt foi criado por J. C. Houbolt, em 1950, para
calcular as respostas estruturais de aeronaves sujeitas a cargas dinamicas. Utiliza o
conceito de diferenca de deslocamentos equivalentes para aproximar as componentes
de velocidade e aceleracao e, portanto, estabelece uma relacao de recorréncia que
pode ser usada para resolver a resposta da estrutura passo-a-passo. No método de
Houbolt, a generalidade e os aspectos fisicos do equilibrio basico sao preservados.
Do ponto de vista da estabilidade e precisao, é incondicionalmente estavel e possui
segunda ordem em precisao mas nao ¢ adequado para problemas dinamicos de alta
freqiiencia. Uma desvantagem desse método é a necessidade de utilizar um grande

volume de dados.
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Este método usa as seguintes aproximacoes em diferencas finitas:

. 1
qi+at = INE (2qu1ar — 5q; + 4di—at — di—24¢) (3.9)

. 1
di+Ar = 6AL (11lqirae — 18a; + 9di—ar — 2q—2a¢) (3.10)

cujos erros sio de ordem A2

Para achar a solu¢ao no instante seguinte de tempo, consideramos a

aproximacao da equacao
Md(t) + Cq(t) + Kq(t) = £(t)
no tempo t + At, que resulta:

Mdirar + Cairar + Kdipar = fia (3.11)

Substituindo (3.9) e (3.10) em (3.11) obtemos a seguinte expressao para qiiay

[BUT 87]:

At? 6AL At? At
4 3
- (EM ! Q—Atc> -a

1 1
— M+ — _ A2

2 11 5 3
<—M + ——C+ K) Airar = fpar+ <—M + —C> qy

onde necessitamos conhecer previamente os vetores qa; € qaa; que podem ser calcula-
dos conhecendo qg, qp € (o, mediante algum método possivelmente condicionalmente
estavel (por exemplo, o método de diferencas centrais ou o de Runge-Kutta, entre

outras possiveis). com passo de tempo igual a uma fragio suficientemente pequena

de At.
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A equacao (3.12) foi deduzida a partir de (3.11); esta dltima considera

a aproximacao da equacgao
Md(t) + Cq(t) + Kq(t) = £(t)

no tempo t + At, e por este motivo o método de Houbolt é implicito, diferente do

método considerado na subsecao 3.2.1.

3.2.8 Método 0 de Wilson

O método € de Wilson é essencialmente uma extensao da aproximacao
da aceleracao média em que a variacao entre os instantes de tempo n e n+1 é suposta

linear. Quando § = 1.4 obtem-se solu¢oes mais precisas e estdveis [BUT 87].

Este método supoe que a aceleracao é linear desde o instante ¢ até o

instante ¢t + At com ¢ > 1, quer dizer, se 0 < 7 < #At, supomos:

Qiyr = Q¢ + HA (Gr0ac — Ge) - (3.13)

Se integramos (3.13) com respeito a 7, obtemos:
2
o , 3.14
Quir = A+ T + 57 20At (Grroar — Q) (3.14)
e integrando novamente:

3

1
Qirr = q; +7q; + 27' qi + GOAT (Qroat — Q) - (3.15)

Fazendo 7 = 0At em (3.14) e (3.15) se chega as seguintes igualdades:

) OAt

Qiroar = Q¢+ N (Qrroar + Ge) (3.16)
2 A 42

Qitoar = g + 0ALq, + (Grtoar + 24) - (3.17)




3 OS5 METODOS NUMERICOS DIRETOS DEINTEGRACAO O METODO GENERALIZADO-o 10

Resolvendo (3.16) e (3.17), considerando como incognitas q;rons € qrigas, tem-se:

. 6 6 . .
Aeorr = Goaps (Aot — dr) — N 2q;, (3.18)
) 3 ) AL .
Qroat = P (Qutroar — qr) — 24, — — (3.19)
Agora, consideramos a aproximacao:
Md;roar + Cliront + Kaiioar = ft—l—&At; (3.20)

onde f gny = £, + 0 (f9a; — £;), isto é, usamos o vetor de forcas externas como a

projecao linear de f;. Substituindo (3.18) e (3.19) em (3.20) obtemos:

6 3 ; 6 6 . ..
<02At2M + @C + K) At+ont = ft+6‘At +M <02At2qt + GAtqt + 2qt>
3 ) OAL ..
+C (@Ch +2q; + TQt) ;

e obtemos sucessivamente q; 1 as, Qriar € Qriag que € a aproximacao desejada, usando

(3.13), (3.14) e (3.15) com 7 = At.

3.2.4 M¢étodo de Newmark

Em 1959, Newmark apresentou um método implicito para a solucao de
problemas em dinamica estrutural. O algoritmo assume que a aceleracao média é
constante sobre um passo de tempo de integracao. Belytschko and Hughes, 1983,
documentaram a familia # de Newmark conseguindo métodos implicitos ou explicitos
dependendo das escolhas dos dois parametros livres que controlam a estabilidade e
precisao dos algoritmos. Como esquema implicito, o método de Newmark é incondi-
cionalmente estavel e com precisao de segunda ordem. Como esquema explicito, o
método de Newmark é apenas condicionalmente estavel e com precisao de segunda

ordem.
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Este método, como o anterior, supoe que a aceleracao q, é linear, isto

Ar+par = (1 — B)ae + Blrrar, para 0 < f < 1

e considera as seguintes equacoes que sao aproximacoes de Taylor de primeira e

segunda ordem da velocidade e do deslocamento no tempo t + At, respectivamente,

Qrae = @+ [(1—0)q + G a] At, (3.21)

) 1 . .
dirar = 9 + QAL+ [(5 — CY) q: + CYQt+At] AP, (3.22)

onde os parametros « e § podem ser determinados de modo que se obtenha estabi-
lidade e precisdo. Se 6 = 1/2 e o = 1/6, as equagoes (3.21) e (3.22) correspondem
ao método 0 de Wilson com 6 =1 (ver as equagdes (3.16) e (3.17)). Com 6 =1/2 ¢

« = 1/4 obtém-se um método incondicionalmente estével.

Utiliza-se a aproximacao :
M ar + Cirar + Karar = £ a1, (3.23)

para determinar g4 ¢ do seguinte modo: de (3.22) obtém-se:

.._1( )1. L) (3.24)
di+at = PYNE Qi+at — At aAtht %0 di, .

e substituindo (3.24) em (3.21) tem-se:

, 5\ 5\ .
Qerar = (Qerar — qr) + (1 - a) q: + (2 - &> e, (3.25)

por ultimo substitui-se (3.24) e (3.25) em (3.23) para obter q;;a¢.

Para controlar o amortecimento algoritmico, tém sido feitas extensoes
e/ou modificagdes utilizando a familia Newmark de esquemas trapezoidais como

ponto inicial. O método « de Hilber-Hughes-Taylor (HHT), [BUT 87], entre muitos
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outros, apresenta formulacoes com o propdsito de controlar o amortecimento al-

goritmico.

3.3 Algoritmo do Método Generalizado-«

Atualmente sao conhecidos inimeros algoritmos de integracao de tempo
para solucionar sistemas vibratorios, entre eles podemos citar: o método de New-
mark (1959), o método v de Wilson (1968), o método HHT-« de Hilber, Hughes e
Taylor (1977), o método WBZ-a de Wood, Bossak e Zienkiewicz (1981), o método
p de Bazzi e Anderheggen (1982) e o método 6, de Hoff e Pahl (1988).

Todos esses métodos usam determinados algoritmos com o intuito de
obterem respostas particulares a partir de uma fun¢ao ¢ = ¢(t) que satisfaz a equagao
matricial

Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = F(t) (3.26)

para todo te[0,ty], txy > 0, com condigoes iniciais:

q(0) =d (3.27)

4(0) = v (3.28)

onde d e v sao respectivamente, os vetores de deslocamento inicial e velocidade

inicial.

Apresenta-se aqui, uma nova familia de algoritmos conhecida como
Método Generalizado-a que consiste em expressoes pelas quais d,11 e v,41 Sa0
aproximados como combinagoes lineares de d,, v, e a,.1, € uma terceira equacao

que determina a,.; a partir de uma versao modificada da equagao (3.26); sendo

dn+1 = q(tn+1), Vg1 = Q(tn+1) € dpt1 = (j(tn+1)-
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O Método Generalizado-« consiste num algoritmo de um passo, e sua

forma basica é dada por:

1
dpi1 = dp + Atv, + At2((§ — B)ay, + Bayi1) (3.29)
Unt1 = Up + At((l - ’y)an + f)/a’n-l-l) (330)
Man—l—l—am + Ovn—l—l—af + Kdn—l—l—af = F(tn—l—l—af) (331)

Q€ (uy, sao constantes

do =d (3.32)
vy =0 (3.33)
ap = M~ (F(0) — Cv — Kd) (3.34)
onde:
Ani1-a; = (1 — af)dpi1 + aydy (3.35)

Uni1-a; = (1 = af)vng1 + aguy, (3.36)
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Uni1—a, = (1 — ap)api + apay (3.37)

tn+1_af = (1 - O{f)tn+1 + O[ftn (338)

nos quais n € 0,1,..., N — 1, e N é o nimero de passos de tempo At.

3.4 Analise do Algoritmo Generalizado-«

As atualizagoes do deslocamento e da velocidade do Método Generalizado-
o, descritas pelas equacoes (3.29) e (3.30), sdo idénticas ao algoritmo de Newmark.
A estrutura destas equacoes foi obtida restringindo-se a soma dos coeficientes das
condicoes de aceleragao para igualar ao coeficiente do termo de aceleracao em uma

expansao da série de Taylor para d(t,41) e v(t,+1) em fungao de t,.

Para solucionar tal problema, o novo método usa a equagcao de equilibrio
(3.31), que resulta da combinagao dos métodos HHT-av ¢ WBZ-«; A eficiéncia do

método depende da escolha dos parametros ay, oy, 8 e 7.

Podemos constatar que a nova familia de algoritmos teve sua origem
nos métodos HHT-a, WBZ-a e de Newmark, pois uma vez escolhidas expressoes
apropriadas para (3 e vy, entao:

® se a,, = 0, o método se reduz ao método HHT-q;

e se ay = 0, 0o método se reduz ao método WBZ-q;

® se o, = ay = 0, o método se reduz ao método de Newmark;
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3.5 Relagoes Entre os Parametros a,,, ay, 3 ey

Como vimos anteriormente, a eficiéncia do Algoritmo Generalizado-«
depende da escolha dos parametros a,,, ay, 3 e 7.

As relagoes que serdo apresentadas sao resultados encontrados em (Hughes,1987).

Hughes determina as relagoes necessarias entre os parametros ay,, oy,

[ e v a partir do estudo do problema escalar:
u" + 26wu’ + w?u = 0 (3.39)

sendo: u(0) =d e u'(0) =v

Inicialmente, Hughes aplica o algoritmo do Método Generalizado-oc em

(3.39) e escreve o sistema na forma:
X1 = AX,, 00,1, .., N — 1] (3.40)

na qual X,, = [d,, Atv,, At?a,)’ e A é a matriz de ganho.

Assim sendo, constatou que a precisao do novo algoritmo pode ser de-

terminada pelo seu erro de truncamento local 7, definido por:
3 .
T = At_22(—1)1AiU(tn+1_i) (341)
=0

onde: Ay = 1, A; é o traco da matriz A, As é a soma dos menores principais da
matriz A e A3z é o determinante da matriz A. Considerando que um algoritmo de
k-6sima ordem ¢ preciso se 7 = O(At*), o Método Generalizado-a: é preciso em
segunda ordem se:

1
T=3 — Qpy + Oy (3.42)
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Também segundo Hughes, a estabilidade e a dissipagao de um algoritmo
dependem dos autovalores de sua matriz de ganho. Desta forma, sendo o raio

espectral p de uma matriz definido por:

p = maz (|, [Aal, [As]) (3.43)

onde Ai, Ay e A3 sao autovalores de A e considerando que um algoritmo é absoluta-
mente estavel se e somente se 0 < p < 1, o Método Generalizado-« é absolutamente

estavel se:

IA
N[ =

«

m O!fg
g =

(3.44)
+ %(Oéf — am)

L

Continuando o estudo dos valores possiveis para o raio espectral, Hughes,
constatou que para o Método Generalizado-a dissipacoes de altas freqiiéncias sao
maximizadas quando |A3| < |A12| e A12 s@0 autovalores complexos conjugados, e

isso ocorre se e somente se:

ﬂziﬂ—am+wf (3.45)

Assim sendo, pode-se definir o novo método em fungao de apenas dois

parametros: o, e oy, ao invés de quatro, usando as equagoes (3.42) e (3.45).

Hughes também afirma que as dissipagoes de freqiiéncia que aparecem
nos métodos HHT-a e WBZ-a podem ser minimizadas pelo valor do raio espectral

dentro do limite de altas freqiiéncias p. = [A7%], sendo:

af — Qpy — 1
A = ———— 3.46
= o (3.46)

Assim, determinado p.,, podemos definir «,, e o para:
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e 0 Método HHT-a:

(0% =
" 1 (3.47)
J— _poo
af 1+poo
com po € [1,1/2]
e 0 Método WBZ-a:
af =
g 1 (3.48)
J— poo_
s |

com poo € [0, 1]

Isso levou Hughes a crer que as dissipagoes de baixas freqiiéncias seriam

minimizadas se |A3] = |A12|, 0 que resulta em:

A3 = —L
TR (3.49)
C\ff et —am3+]'

0 que é mais conveniente escrevermos como:

O = 2p50—1
" peetl (3.50)
af = %

Desta maneira, pode-se obter respostas absolutamente estaveis para
equacoes de segunda ordem utilizando o algoritmo do Método Generalizado-a se
forem observadas as equagoes (3.42), (3.45) e (3.50), pois tais parametros tornam o
algoritmo preciso, com uma 6tima combinagao de alta freqiiéncia e baixa dissipacao

de frequéncia.

Afim de verificar a veracidade das condicoes de obtencao de precisao

para o Método Generalizado-a, observa-se os graficos a seguir:
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e O primeiro grafico (figura 3.1) ilustra a solugao exata (linha azul) para
um sistema livre de 1 grau de liberdade caracterizado por z” +0.05z' +
4z =0, z(0) =1 e 2/(0) = 0 obtida pela método espectral; e a solugao
determinada pelo Método Generalizado-« (linha vermelha) com coefi-
cientes (ay = 0.4 e oy, = 0.2), que segundo Hughes garantem uma boa

precisao:

ozl 1 lintia azal = solupio exata

[ | ¢ linha vermelha = solugio aproximada

O—=ZmMZ 00 omo
[}

- 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 20 a0 50 60 70 =T ag 100 1
TEMPO

Figura 3.1 Solugdo exata e aprozimada de " + 0.052" + 4o = 0 com z(0) = 1,
2'(0) =0, af =04 e o, = 0.2

Pode-se observar que para estes valores de af e av,, 0 Método Generalizado-

a realmente fornece uma solucao precisa.

e O segundo gréfico (figura 3.2) ilustra o mesmo sistema do caso ante-
rior (solugao exata em azul e do Método Generalizado-«v em vermelho),
porém, os valores usados para oy e oy, neste caso, foram respectiva-
mente, 0.5 e 0.506; valores que contradizem as condicoes de precisao

determinados por Hughes.
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oz | 1 linha azul = solucio exata i

[ | e linha vermella = sofucdo aproximada

OAZMT OO MmO
[m]

- 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 20 a0 50 60 70 =T ag 100
TEMPO

Figura 3.2 Solugdao exata e aproximada de " + 0.052" + 4x = 0, com X(0) = 1,
2(0) =0, ay = 0.5 e ay, = 0.506

Pode-se observar que tais valores de o e a;, realmente provocam erros

em frequéncia e amplitude que aumentam com o tempo.

3.6 O Método Generalizado-a na Resolugao de Problemas com n
Massas Acopladas a Molas e Amortecedores

Com o intuito de resolver problemas envolvendo sistemas vibratorios

com n graus de liberdade, implementa-se o Método Generalizado-a em MATLAB.

Primeiramente consideremos um sistema livre com trées graus de liber-
dade, conforme a figura (3.3) onde m; = my = m3 = 1, ¢; = 0.1, ¢ = 0.075,

C3:0.05ek1:]€2:k3:1.
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Figura 3.3 Sistema livre com 3 graus de liberdade

Através das equagoes (2.14), (2.15) e (2.16) obtemos as matrizes de

massa, amortecimento e rigidez respectivamente iguais a:

100
M=1010
00 1

0.175 —0.075 0

C=1]-0075 0125 —0.05
0  —0.05 0.05

2 -1 0

K=|-1 2 -1
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Assim sendo, para as condigoes iniciais: posigao inicial X (0) = [1,0, 0]
e velocidade inicial X'(0) = [0, 0, 0]; usando ay = 0.4, a, = 0.2 e At = 0.05 obteve-
se os seguintes resultados pelo Método Generalizado-a (figuras 3.4, 3.5 e 3.5 que
indicam os deslocamentos xy, xs e x3, as velocidades a7, x}, e x} e as aceleragoes z,

xl e x4 de cada um dos trés corpos dotados de massas respectivamente).

B ! ! ! ! ! ! ! ! !

(ST I (T SNt/ SO/ T B 1
Terton

Figura 3.4 Deslocamentos no dominio tempo - Sistema nao Forc¢ado
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A | | ! | | ! | ! |

(ST N S T N1/ N T TR TS
Tempo

Figura 3.5 Velocidades no dominio tempo - Sistema nao For¢cado
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Tergg

Termpe

A | | ! | | ! | ! |

I T N (A T J | BT S Y | A
Termpo

Figura 3.6 Acelerag¢oes no dominio tempo - Sistema nao For¢ado
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Nas figuras 3.7, 3.8 e 3.9 temos os resultados fornecidos pelo Método
Generalizado-a para o problema anterior, com os mesmos dados, porém considerando-

o forcado, ou seja, considerando que cada corpo esteja submetido a uma forca

externa na direcao horizontal, sendo estas: fi(t) = 6_3.003(1075), fo(t) =
) 10
(22 +2). 55 e f(t) = .50

0t J
xl(j)
1 I I I I I I I I I
1 ] 10 14 a 3a 34 40 45 &0
Ternpo
1.5 T T T T T T T T T
1 J
yt)s -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ] 10 14 20 6 3a 34 40 45 &0
| Tempo
v) '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ] 10 14 20 26 k1] 34 40 45 &0
Tempo

Figura 3.7 Deslocamentos no dominio tempo - Sistema For¢ado
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Tamyo

i

A | | ! | | ! | ! |

I T (1 S J | NS SY SY | A |
Termp

Figura 3.8 Velocidades no dominio tempo - Sistema Forcado
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4 | | 1 | | 1 | 1 |
0 § 10 1§ QUT 5 30 35 40 45 il
emno
4 T T p T T T
l
I
xz(’)
0
. | | ! | | ! | ! |
0 § 10 1§ 20 15 30 35 40 45 il
Terpe

A | | ! | | ! | ! |

I T (1 S J | NS SY SY | A |
Termp

Figura 3.9 Aceleracoes no dominio tempo - Sistema Forcado



4 VIBRACOES TRANSVERSAIS NUMA CORDA ACELERADA
AXIALMENTE

Muitos mecanismos tecnolégicos envolvem vibragao transversal de ma-
teriais movendo-se axialmente. Por exemplo, o rolamento de uma fibra em alta
velocidade, sistemas de fita magnética, linhas de fio, aletas de laminas de serras,
correias e tubos transportando fluidos. Intimeros pesquisadores [Ulsoy e Mote,1982;
Wickert e Mote, 1988], tém analisado a resposta dinamica de tais sistemas. Vi-
bracoes acopladas da correia e tensiometro na industria automotriz tém sido inves-
tigadas experimentalmente e analiticamente [Chonan,1986]. Em 1994, Pakdemirli
et al. consideraram o sistema mostrado na figura, no qual uma corda continua passa

por duas polias com uma velocidade constante v.

Figura 4.1 Sistema de duas polias acopladas a uma correia

As equacgoes do modelo sao derivadas utilizando o principio estendido
de Hamilton para o modelo de uma corda simplesmente apoiada [Younger, 1958|,
[Mote,1965] sendo que a discretizagao espacial foi realizada através do método de

Galerkin.

33
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Tabela 4.1 Tabela de Simbolos

Simbolo designacao

densidade
area da secao transversal
comprimento
deslocamento transversal
velocidade axial da corda
tensao da corda
constante de deformacao
modulo de Young
forca externa
deslocamento longitudinal da correia

Do g N

A energia cinética T do sistema é dada por

_pA [t
-2

T (5 + vy')? + v¥dx, (4.1)

e a energia potencial Vj, incluindo o trabalho W realizado pela forca F, é dada por

L
EA
Vo = / [Pe+ ==¢ + FAdr, (4.2)
0
onde () denota a derivada em relagiao ao tempo e (') a derivada em relagao ao espago.

Aplicando o principio estendido de Hamilton,

5 (/:(L + W)dt) 0, (4.3)

onde L=T—-V,V =V, —W e d denota a variacao, decorre a equagao de vibragao

transversal

pA(j + 1y') + (pAv? — P)y" = 0. (4.4)
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Essa equacao do movimento linear para vibracao transversal de cor-
das movendo-se axialmente é valida para pequenos deslocamentos y e para grandes

valores de P, a forca de tensao.

Através do método de Galerkin, é possivel resolver a equacao (4.4)

escolhendo uma aproximacao da forma

y(x,t) = Zui(t)sen(im:/L), (4.5)

onde n é o nimero de termos (nés) considerados e sen(irx/L) é o i-ésimo modo da
corda estaciondria simplesmente apoiada, e u;(t) sao os deslocamentos generalizados,

obtendo-se assim uma equagao diferencial da forma [Pakdermirli et al., 1994]

Mq(t) + Ca(t) + Kq(t) = 0 (4.6)

onde os elementos dass matrizes M, C' e K sao dadas como:

L ' : L/2, i=j
mij; = / sen <m> sen <ﬂ> dx = / / (4.7)
0 L L 0 i# )

0, =7
Lora jrx 1T S
Cij = —cos | =— | sen| — ) dr = 0, 1# 7, 1+5 =2k
o L L L Avii
sl i, i+j=2k+1
(4.8)
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k.._/L P2 (im I on (Y 1+ o (7Y o (7 | 4
ij = . pA I SEN I SEN I I cos I SEN I T
(P/(pA) = v*)(jmw/L)’L/2, i=j
_ 0, i#j,  i+ji=2k (4.9)
o
.21”‘7.2, i#£j, i+j=2k+1,
=7

para i e j (nimero de linha e coluna) variando de 1 até n.

A seguir mostramos algumas respostas obtidas através da implementagao
do Método Generalizado-a em MATLAB, usando o método de Galerkin para de-
terminar as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, com aproximagoes de 8

termos (nds) no primeiro caso e 20 no segundo.

Para as primeiras respostas, o Método Generalizado-a é usado com
ap = 0.4, o, = 0.2 e 1000 passos com intervalos de tempo de 0.01, sendo fornecidos
os dados da tabela 4.2, onde a velocidade axial é assumida ser constante, assim

determinando um parametro v:

Tabela 4.2 Dados para a primeira simulagao

Parametro Valor numérico Unidade

P 76.22 N

p 7754.0 kg/m?
A 0.5202 x 107° m?
L 0.3681 m

v 30 m/s
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Figura 4.2 Primeira componente do vetor deslocamento

w10t
]

Figura 4.3 Quinta componente do vetor deslocamento no intervalo [2,5]
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Figura 4.5 Segunda, quarta e sexta componentes do vetor velocidade

90



4 VIBRACOES TRANSVERSALS NUMA CORDA ACELERADA AXIALMENITE o9J

1000 . . : . . : . : .
n
“2(3) o 1
1000 L L 1 L L 1 L 1 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 n.s n.G6 0.7 0.a 0.9 1
1000 . . : kapo : . : .
]
“4(1') 0 |
-1000 L
u] 0.1 0.2 on.3 0.4 0.4 o6 n.7 0.8 0.9 1
so0 _tompo
n
uglt) o ]
500
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.3 0.9 1
fpo

Figura 4.6 Segunda, quarta e sexta componentes do vetor aceleragao
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Para as proximas respostas o método Generalizado-a também é usado
com af = 0.4, a,, = 0.2 e 1000 passos com intervalos de tempo de 0.01, sendo

fornecidos os seguintes dados da tabela 4.3:

Tabela 4.3 Dados para a segunda simulagao

Parametro Valor numérico Unidade

P 9 N
p 7 kg/m?
A 0.005202 m?
L 1 m
v 1.5 m/s
« 10
1.6
1
0.4
“m(f) ’
0.5
A
1.5 H
.2 .
0 0.2 0.4 0.6 0.2 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
fempo

Figura 4.7 Décima componente do vetor deslocamento
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Figura 4.9 Vigésima componente do vetor deslocamento no intervalo [2, 5]
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Figura 4.10

10

Décima quinta

®

10

tempo

componente do vetor deslocamento no intervalo [5,7.5]

tempo

Figura 4.11 Vigésima componente do vetor deslocamento no intervalo [5,7.5]
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Figura 4.12 Quarta, oitava e décima sequnda componentes do vetor velocidade

Figura 4.13 Quarta, oitava e décima sequnda componentes do vetor aceleracgo



5 CONCLUSOES

Constata-se que a obtencao de resposta para problemas envolvendo
sistemas dinamicos com vibragcoes esta associada a resolucao de equacoes diferenciais
de segunda ordem; respostas estas que nem sempre podem ser obtidas facilmente

através de métodos analiticos.

Apresenta-se, entao, um método numérico de integracao de tempo, o
Método Generalizado-a, que possibilita a resolucao de tais problemas independen-

temente do seu grau de complexibilidade.

O algoritmo do novo método consiste em atualizar numericamente os
valores do deslocamento d,; de cada uma das massas envolvidas no sistema e de
suas velocidades v,.; como combinagoes lineares de d,,, v, € a,1; € 0s valores das
suas aceleracoes a,y; a partir de uma equacao modificada da equacao diferencial
de segunda ordem. Constituindo-se num método de passo simples, que depende do
deslocamento inicial e da velocidade inicial como dados iniciais para a determinacao
do deslocamento, da velocidade e da aceleracao dos corpos dotados de massas do

sistema no dominio tempo.

Através da andlise dos estudos realizados por Hughes, constata-se que
a eficiéncia do método numérico depende da escolha apropriada de dois parametros:
ay e a,. Uma vez tomados valores apropriados para estes parametros, o Método
Generalizado-« torna-se preciso para equacoes diferenciais de segunda ordem (nao

interessando o nimero de graus de liberdade do problema).

Enfatiza-se que o Método Generalizado-a pode ser considerado uma
sintese dos métodos HHT-a e WBZ-a; e que o seu desempenho melhorado nao é
obtido aumentando a complexidade do algoritmo, pois apesar de triplicar a ordem

das matrizes de massa, amortecimento e rigidez fornecidas pelas equagoes (2.14),
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(2.15) e (2.16) para um problema de n graus de liberdade, pode ser facilmente

implementado em programas numeéricos como o MATLAB.

Usa-se o Método Generalizado-«, também, para solucionar problemas
vibratorios transversais em cordas que se movem axialmente. Para tanto, primeira-
mente, obtivemos as matrizes de massa, amortecimento e de rigidez do sistema,
através do método de Garlekin, sendo dados: a tensao da corda, sua densidade, a

area de sua seccao transversal, seu comprimento e sua velocidade.

Pretende-se que este trabalho sirva de motivagao para futuros estudos.
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