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RESUMO

Neste trabalho, resolve-se a Equacao de Cinética Espacial da teoria de Difusao de Néu-
trons em geometria cartesiana unidimensional, dominio homogéneo e heterogéneo, com
dois grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados. A metodologia
proposta consiste em expandir os fluxos escalares de néutrons (rapido e térmico) e as
concentracoes de precursores de néutrons atrasados em séries de Taylor para a variavel
espacial, trazendo a dependéncia temporal para os coeficientes dessas séries. Truncando
as séries de Taylor na ordem quadréatica, obtém-se um conjunto de sistemas recursivos de
equacoes diferenciais ordinarias, onde aplica-se o Método da Decomposicao modificado,
dividindo a matriz dos coeficientes em duas, uma diagonal constante e outra, inserida no
termo fonte, com os termos restantes e a dependéncia temporal. Através desse procedi-
mento, elimina-se o carater stiff das equacoes e dispensa-se a utilizacdo da continuacao
analitica, ou seja, a solucao ¢é calculada para qualquer instante de tempo sem a necessidade
de determinar os instantes anteriores. O trabalho tem por objetivo obter uma solugao
com representacao analitica livre de rigidez, com controle de erro, andlise de estabilidade
e convergéncia. O estudo da convergéncia e calculo dos residuos sao realizados utilizando
a propria equacao diferencial como estimativa. Sao apresentados graficos e tabelas para

ilustracao e comparacao dos resultados obtidos com os presentes na literatura.

Palavras-chave: Cinética Espacial; Equacao de Difusao de Néutrons; Séries de Taylor;

Método da Decomposicao de Adomian modificado; Representacao analitica.



ABSTRACT

In this work we solve the Space Kinetic Equations of the Neutron Diffusion theory in
one-dimensional cartesian geometry, homogeneous and heterogeneous domain, for two
energy groups and six groups of delayed neutron precursors. The proposed methodology
consists in expanding the scalar neutron fluxes (fast and thermal) and the concentrations
of delayed neutron precursors in a Taylor series in the spatial variable, assigning the
time dependence to the coefficients of these series. By truncating the Taylor series in
quadratic order, one obtains a set of recursive systems of ordinary differential equations,
where a modified Decomposition method is applied, spliting the coefficient matrix into
two, one constant diagonal matrix and another, inserted in the source term, with the
remaining terms and the time dependence. Through this procedure, the stiff character
of the equations is eliminated and the analytical continuation is dispensed, that is, the
solution is calculated for any instant of time without the necessity to determine the
previous ones. This work aims to obtain a solution with analytical representation free of
stiffness with error control, stability and convergence analysis. The study of convergence
and residues calculation are performed using the differential equation itself as an estimate.
Graphs and tables are presented for illustration and comparison of obtained results with

those found in the literature.

Keywords: Spatial Kinetics; Neutron Diffusion Equation; Taylor series; Modified Adomian

Decomposition Method; Analytical representation.
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SOMMARIO

In questo studio, si risolve 'Equazione della Cinetica Spaziale della teoria della Diffusione
dei Neutroni in geometria cartesiana unidimensionale, dominio omogeneo ed eterogeneo,
con due gruppi di energia e sei gruppi di precursori di neutroni ritardati. La metodologia
proposta consiste nell’espandere i flussi scalari di neutroni (veloce e termico) e le con-
centrazioni dei precursori di neutroni ritardati in serie di Taylor per la variabile spaziale,
portando la dipendenza temporale per i coefficienti di queste serie. Troncando la serie di
Taylor nell’ordine quadratico, si ottene un set di sistemi ricorsivi di equazioni differenzi-
ali ordinarie, dove viene applicato il Metodo della Decompozione modificato, dividendo
la matrice dei coefficienti in due, una diagonale costante e un’altra, inserita nel termine
fonte, con i termini rimanenti e la dependenza temporale. Attraverso questa procedura,
si elimina il carattere stiff delle equazioni e non si usa la continuazione analitica, cioé,
la soluzione viene calcolata per ogni istante di tempo senza la necessita di determinare
gli istanti precedenti. L’obiettivo di questo lavoro é quello di ottenere una soluzione con
rappresentazione analitica libera di rigidita, con controllo di errore, analisi di stabilita
e convergenza. Lo studio della convergenza e calcolo dei rifiuti vengono eseguiti utiliz-
zando 'equazione differenziale stessa come una stima. Grafici e tabelle sono presentati

per illustrazione e confronto dei resultati ottenuti con i trovati in letteratura.

Keywords: Cinetica Spaziale; Equazione della Diffusione dei Neutroni; Serie di Taylor;

Metodo della Decomposizione di Adomian modificata; Rappresentazione analitica.
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complexo positivo

fapros Solucao aproximada da equacao
fezata Solucao exata da equacao
fi(E) Probabilidade de um néutron atrasado apresentar energia entre £

e F 4+ dFE como resultado do decaimento do i-ésimo emissor

f(t) Fungio da Transformada inversa de Fourier

FW,(s) Transformada de Fourier complexa da matriz W

g Grupo de energia

G Niamero total de grupos de energia

G Matriz diagonal dos coeficientes dos fluxos

Gn,sr Restricao do problema

H Constante da equacao para o espectro de fissao

H, Vetor com a atualizacao dos parametros heterogéneos

Hag Atualizacao dos parametros heterogéneos para o fluxo rapido

Hb, Atualizacao dos parametros heterogéneos para o fluxo térmico

Hce;p Atualizacao dos parametros heterogéneos para as concentragoes de
precursores

7 Grupo de precursor de néutrons atrasados

I Matriz identidade

J Termo da expansao do método da Decomposicao modificado
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Ordem de truncamento do método da Decomposicao modificado
Matriz Jacobiana

Densidade de corrente de néutrons na regiao A, em=2s7!

Densidade de corrente de néutrons na regiao B, cm 2571

Densidade de corrente de néutrons, cm 25!

Fator de multiplicacao de néutrons

Matriz de coeficientes dos elementos fora da diagonal dos fluxos
Fator de multiplicacao efetivo de néutrons

Fator de multiplicacao infinito de néutrons

Kernel do problema do método de WH

Célula espacial, cm

Ultima célula espacial, cm

Comprimento de difusao de néutrons, cm

Fronteira 1 do problema heterogéneo

Fronteira 2 do problema heterogéneo

Fronteira 3 do problema heterogéneo

Fronteira 4 do problema heterogéneo

Funcao Lagrangeana

Distancia extrapolada, cm

Constante usada na escala e quadratura

Matriz genérica dos coeficientes das EDO’s com os ML
Matriz genérica dos coeficientes das EDOs com os ML
Matriz genérica dos coeficientes das EDO’s com os ML
Matriz genérica dos coeficientes das EDO’s com os ML
Niamero de termos da série de Taylor

Densidade de néutrons, cm ™3

Matriz dos coeficientes das equacoes dos fluxos que atualiza
as concentragoes de precursores

Funcao da Equacao de WH

Coeficiente do polindémio do numerador do aproximante de Padé

Numerador do aproximante de Padé

Coeficiente do polindémio do denominador do aproximante de Padé
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QM Denominador do aproximante de Padé

Q) Vetor fonte

Q(r, E,t) Fonte de néutrons, cm™3s™*

Q! (r, E,t) Fonte externa de néutrons, cm 3571

r Vetor posicao espacial, cm

r Regiao

R Funcao resultante da aplicacao do método de WH

Ry Regiao 1

Ry Regiao 2

Rs Regiao 3

R, Regiao com os parametros médios ponderados

R Expansao em série de Taylor relacionada com os aproximantes de Padé

s Variavel transformada (de Fourier)

1 Variavel transformada (de Fourier) no plano real

So Variavel transformada (de Fourier) no plano complexo

S Area de superficie do volume V, cm?

Sti(r,t) Fonte de néutrons rapidos provenientes da fissao, em 3571

Sta(r,t) Fonte de néutrons térmicos provenientes da fissao, ecm 3571

ST Sub-regiao ou subdominio

SR Ntmero total de sub-regides para cada regiao

S(t) Vetor fonte da EDO quando n =0

t Variavel temporal, s

TrE Termo residual do erro

Trp Termo residual da perturbacao

U™ (s) Funcao desconhecida da Equacao de WH definida no plano complexo
superior

v(E) Velocidade do néutron, em/s

(1 Velocidade do néutron para o grupo rapido, cm/s

Vo Velocidade do néutron para o grupo térmico, cm/s

1% Volume arbitrario, em?

Voj-1 Matriz com os elementos fora da diagonal dos coeficientes dos fluxos

mais a atualizacao dos precursores
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V=(s) Funcao desconhecida da Equacao de WH definida no plano complexo

inferior

W Matriz diagonal dos elementos constantes de W ()

Wonew Matriz Wq sem o termo de fissao do grupo rapido

Worelax Matriz Wo com relaxamento

Wi (1) Matriz dos elementos fora da diagonal de W (t) mais os dependentes
do tempo

Winew Matriz W7 com o termo de fissao do grupo répido

Wirelax Matriz W4 com relaxamento

W(t) Matriz dos coeficientes do sistema de EDO’s

X Centro do intervalo espacial, cm

X Comprimento total da placa, cm

X(0) Condigoes inicias do problema

Xa(t) Vetor solugao dos coeficientes da série de Taylor na forma genérica

Xnj(t) Vetor solucao dos coeficientes da série de Taylor e método da

Decomposicao na forma genérica
X(t) Vetor solugao genérico dos coeficientes da série de Taylor e método

da Decomposi¢ao de Adomian modificado

Y (¢) Vetor solucao genérico das EDO’s com os ML
Y Estimativa inicial
Y. Solugao melhorada iterativamente no método de Newton

Simbolos Gregos

I} Fracao de néutrons atrasados

Bi Fragao de néutrons atrasados para o grupo ¢ de precursores
v Multiplicador de Lagrange

r Condicao de interface

I Caminho de integragao

I'y Caminho de integragao

A Vetor com uma pequena variagao da estimativa inicial

Ax Incremento no espaco, cm

¢ Autovalor do modelo monoenergético na criticalidade

n Dominio no plano complexo onde as funcoes de analiticidade
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dy Fluxo de néutrons na regiao A, cm 2571

dp Fluxo de néutrons na regiao B, em 257!

o(r) Fluxo de néutrons independente dos grupos de energia, cm 25!
(r, F,t) Fluxo escalar de néutrons, cm™2s™!

o, Fluxo escalar de néutrons do grupo rapido, em 2571

d, Fluxo escalar de néutrons do grupo térmico, em 251

X(E) Espectro de fissao

X1 Espectro de fissao para o grupo rapido

X2 Espectro de fissao para o grupo térmico

v Conjunto de ML para cada equacao e regiao da placa

Q Equacao diferencial parcial

0 Meio (regiao com determinado tipo de material) um

0 Meio (regiao com determinado tipo de material) dois

T Variavel auxiliar de integragao no tempo, s

Y Funcgao a ser minimizada

& Parametro para acelerar a convergéncia do método de Newton
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1 INTRODUCAO

A populagao mundial comegou uma transformacao socioeconémica vigorosa apos a
industrializacao pos-guerra, proporcionando melhores condicoes de vida e satide. Diante
desta continua transformacao, a energia garante o funcionamento e desenvolvimento das
cidades, novas tecnologias, comércio, indistria, comunicagao, satude, servi¢os publicos,
producao de alimentos, transportes e assim por diante, bem como da prépria popula-
cao. Inevitavelmente, para que todos os setores que compoem uma sociedade moderna
prosperem, foi preciso e ainda é um desafio, promover e dispor de energia elétrica.

Com essa demanda global crescente e continua por energia, existem varios fatores
a serem satisfeitos: producao de forma confiavel e segura, preco adequado, preservacao
do meio ambiente e preocupagoes com a mudanca climatica. A energia nuclear é uma
alternativa apropriada para solucionar os aspectos levantados. Segura, econdémica e com
praticamente insignificantes impactos ambientais, a sua utilizacao pode diversificar e re-
forcar as matrizes energéticas mundiais e do Brasil.

Como mencionado, uma das questoes imprescindiveis para operacao de uma usina
nuclear ¢ garantir a seguranca para a producao de eletricidade e de forma econémica, ou
seja, usufruindo de sua eficiéncia com confiabilidade. Além disso, o projeto de construcao
de um reator nuclear deve analisar a geometria, composicao do sistema e termo-hidraulica.
Para tanto, é necesséario estudar todos os processos e simular previamente seu comporta-
mento de forma suficientemente precisa através de modelos matematicos que descrevam
todas as variaveis relevantes. Um dos principais focos é analisar o comportamento da
populacao de néutrons perante criticalidade e variacoes no reator, pois acidentes podem
ocorrer quando existir uma discrepancia entre a producao e as perdas de néutrons. Cabe
ressaltar que usinas nucleares sao constituidas por varios sistemas de seguranca que ga-
rantem que um possivel superaquecimento seja evitado e solucionado, como por exemplo,
a torre de refrigeracao, estrutura de contencao, etc. O modelo fisico-matematico que go-
verna o comportamento previamente citado é conhecido como a Equacao de Transporte de
Néutrons. Quando dependente do tempo e considerando os néutrons atrasados, determina
de forma completa a populagdo de néutrons [Duderstadt e Hamilton, 1976]. Porém, o fato
de possuir sete variaveis (trés espaciais, duas angulares, uma energética e outra temporal)

a torna uma equacao de dificil solucdo, tanto numericamente como analiticamente. Im-



pondo hipoéteses fisicas apropriadas, pode-se simplificar essa equacao obtendo-se modelos
mais simples.

Uma das aproximacoes comumente utilizada é tratar a Equacao de Transporte
como um processo difusivo, conhecida como Equagao de Difusao de Néutrons [Lamarsh,
1966|. Essa teoria ¢ largamente utilizada no estudo de criticalidade de reatores (problema
de autovalor), cuja solugdo determina o fator de multiplicagao efetivo e a distribuigao
da poténcia no nucleo do reator nuclear, imprescindivel para obter a taxa na qual as
varias reacoes existentes ocorrem. FEla consiste em uma equacao de derivadas parciais
que descreve o balanco entre a producao e perdas, determinando a variacao da populacao
de néutrons. As Equactes de Difusao de Néutrons, objeto de estudo deste trabalho, sao
geralmente utilizadas nos codigos de usinas nucleares brasileiras e internacionais [Soares,
2014]. Esses codigos devem incluir calculos para licenciamento, anélises requeridas para
suporte, avaliacao de acidentes, entre outros. Devido a este fato, muitas vezes é preferivel
analisar o comportamento dos néutrons através da Teoria de Difusao, que apresenta um
formalismo mais apropriado e simples para situacoes reais. Além disso, a maioria dos
estudos tratam o movimento dos néutrons como um processo difusivo, onde admite-se
que os néutrons tendem a se difundir de regioes de alta densidade para regides de baixa
densidade |Lamarsh, 1966].

A Equacao de Difusao de Néutrons, para muitos ou poucos grupos de energia,
utiliza secoes de choque previamente calculadas e é adequada quando ocorrem mudan-
cas espaciais e temporais na distribuicdo de néutrons. A dependéncia temporal ocorre
quando acontecer alguma mudancga no regime de funcionamento do reator, que acarreta
um desvio na condigdo de equilibrio (perdas e ganhos), alterando a sua poténcia. Esse
comportamento é descrito pelas Equacoes de Cinética na Teoria de Difusao, que se di-
videm em Equacao de Cinética Pontual e Espacial. Considerando os néutrons atrasados
nesses modelos implica trabalhar com a caracteristica chamada rigidez (ou stiffness em
inglés), pois esses sao gerados através do decaimento dos produtos de fissao com grandezas
temporais na ordem de 107! segundos a minutos (reatores térmicos), enquanto que 0s néu-
trons prontos, gerados imediatamente ap6s a fissao, possuem escalas temporais na ordem
de 107* a 107° segundos. Os néutrons atrasados devem ser contabilizados mesmo repre-
sentando menos de 1% da populacdo de néutrons no reator, pois garantem a seguranca

de sua operacao através do controle de reagoes em cadeia, na medida em que atrasam a



resposta do reator. Essa particularidade exige empregar incrementos na variavel temporal
bastante pequenos, gerando um aumento no tempo computacional do algoritmo numérico
para se obter uma solucdao que primeiramente convirja e, segundo, que seja suficiente-
mente precisa. Diante disso, as solucoes analiticas, semi-analiticas ou com representacao
analitica, destacam-se por eliminar, ou pelo menos minimizar, a caracteristica de rigidez
do problema.

As Equacoes de Cinética Pontual sao modelos mais simples, que consideram ape-
nas a amplitude do fluxo variando com o tempo, assumindo total separabilidade do espago
e tempo, com a fun¢do forma espacial do fluxo conhecida [Petersen, 2011; Keepin, 1965].
Esses modelos sao empregados na fisica de reatores para uma previsao em tempo real
de situacoes dinamicas do funcionamento de um reator. Seus parametros cinéticos de-
monstram, de forma sucinta e clara, caracteristicas relevantes da operacao de um reator
nuclear como, por exemplo, a fissdo. Através de abordagens analiticas, numéricas e hi-
bridas, essas equagoes tém abundantes métodos de solugao [Aboanber e Nahla, 2002a,b;
Nahla, 2008, 2011; Nahla e Zayed, 2010; Petersen et al., 2011b; Ganapol, 2013; Da Silva,
2013; Tumelero et al., 2016].

As Equacoes de Cinética Espacial de Difusdo podem ser consideradas modelos
mais apropriados para previsao do comportamento da popula¢do de néutrons |Yasinsky
e Henry, 1965]. Conforme objetivos de estudo, empregam-se um, dois ou muitos grupos
de energia nas equacoes, que também podem ser uni, bi ou tridimensionais. Dentre
as pesquisas numeéricas, analiticas e hibridas sobre as Equacoes de Cinética Espacial de
Difusao de Néutrons, destacam-se os trabalhos abaixo apresentados, juntamente com uma
breve descricao, ja que essas equagoes serao objeto de pesquisa nesta tese e o acima
apresentado demonstra a importancia de seu estudo.

Iniciando a revisao por literaturas mais antigas, Kaplan, 1962 aplicou um principio
variacional para construir solucoes aproximadas para o modelo de Difusao tridimensional,
usando solugoes dos modelos uni e bidimensionais.

Yasinsky e Henry, 1965 realizaram comparacoes numeéricas entre solugoes exatas e
aproximadas para a Equacgao de Difusao Espacial dependente do tempo, para dois grupos
de energia. Geraram resultados utilizando as Equacoes de Cinética Pontual, aproximacgao
adiabatica, método de sintese espaco-tempo e também analisaram dois métodos nodais.

Ott e Madell, 1966; Ott e Meneley, 1969 abordaram a dinamica espacial utilizando



uma abordagem quase-estatica, com uma sequéncia de métodos que fatorizam o fluxo em
uma func¢ao forma e amplitude.

Shober et al., 1977 desenvolveram dois métodos para as Equacoes de Difusao tran-
siente, composta por grandes regidoes nodais homogéneas; o primeiro método consiste
em acoplar as constantes nodais em um esquema analitico e no segundo através de uma
expansao polinomial do fluxo.

No trabalho de Lawrence e Dorning, 1980, apresentou-se um método nodal para
a equagao na forma multidimensional baseado na forma linear da equacao de balanco
nodal, escrita em termos da média das correntes parciais que atravessam as superficies
do no; utilizam-se as fungoes de Green para gerar um conjunto acoplado de equacgoes
integrais unidimensionais, que representam uma solucao local exata encontrada por um
procedimento residual ponderado dentro de cada no, juntamente com a forma linear da
equacao nodal de balanco.

Utku e Christenson, 1994 apresentaram o método de subdominio temporal (TSM)
para a solucao da Equagao de Difusao multigrupo dependente do espaco e tempo. A
parte espacial foi formulada como um conjunto de elementos finitos, usando um sistema
de duas dimensoes retangulares, subdividida em elementos triangulares contiguos. Tam-
bém utilizando formulacoes de elementos finitos, Jagannathan, 1985 realiza a integracao
numérica, reduzindo o acoplamento dos noés desconhecidos, para resolver a Equacao de
Difusao multidimensional dependente do tempo.

Koclas, 1998 realizou uma revisao da derivacao do Método Nodal Analitico e apli-
cou para diferentes aproximacoes, com o objetivo de obter uma aproximagao de diferencas
finitas com malha centrada.

Dahmani et al., 2001 melhoram o método quase estatico (IQS) e utilizam um
esquema semi-implicito para resolver as equacoes dos precursores.

Barros et al., 2003 descrevem avancos nos métodos nodais aplicados a ordenadas
discretas (Sy) e problemas de Difusdo em geometria cartesiana para sistemas multipli-
cativos de néutrons. Além disso, mostram a aplicacao dos métodos nodais espectrais na
difusao dependentes do tempo em célculos de cinética de reatores.

Lemos et al., 2002, 2003; Lemos, 2005 resolveram de forma analitica o problema
de autovalor para o fluxo de néutrons, aplicando Transformada de Laplace no conjunto

de Equagoes de Difusao em uma placa plana em um meio heterogéneo, considerando um



modelo de multigrupo de energia, com a inversao realizada pela Transformada Inversa
de Laplace (utilizando a técnica da expansao de Heaviside). Além disso, resolveram de
forma analitica o problema de fonte fixa e, aplicando um esquema iterativo, o problema
de funcao auxiliar para uma placa plana heterogénea, considerando um modelo de duas
regioes e dois grupos de energia.

Dentre os trabalhos que empregam o método de Runge-Kutta, um dos mais re-
centes foi elaborado por Aboanber e Hamada, 2007 com o objetivo de desenvolver um
método numérico computacionalmente eficiente. Nele, utiliza-se o0 método de quarta or-
dem com uma solucao de terceira ordem incorporada para o calculo da estimativa do erro
de truncamento e controle do passo de tempo.

Corno et al., 2008 desenvolveram um método analitico para a solucao da Equacao
Cinética Espacial de Difusao para sistemas nao homogéneos através da Transformada
de Laplace, utilizando recursos matematicos para os autovalores e ortogonalidade das
autofuncoes.

Vilhena et al., 2008 apresentaram solucoes analiticas para o problema de autova-
lor do fluxo de néutrons em um retangulo com geometria de duas dimensoes, com um
procedimento de dois passos por Transformadas Integrais (Transformada de Laplace e
método GITT). Em Ceolin, 2010 obtém-se uma solucao analitica para o problema unidi-
mensional em geometria cartesiana, monoenergético e com multigrupos, aplicando uma
expansao espectral e solucionando o problema matricial resultante por Transformada de
Laplace. Ainda no mesmo contexto, Ceolin et al., 2011 apresentam uma solucao analitica
para a Equacao Cinética de Difusao de Néutrons multirregiao utilizando o método GITT
(Generalized Integral Transform Technique) e o Método da Decomposicdo de Adomian
modificado, reduzindo o problema heterogéneo a um conjunto de problemas recursivos
com parametros constantes. Petersen et al., 2011a também aborda solucoes analiticas
para o modelo de Cinética Espacial em um paralelepipedo homogéneo, considerando dois
grupos de energia e seis de precursores de néutrons atrasados, através da aplicagao do mé-
todo GITT na direcao vertical e 0 Método da Decomposigao de Adomian modificado, onde
os termos com dependéncia do tempo sao inseridos na fonte e corrigidos recursivamente.

Nahla et al., 2012 utilizam o método de diferencas finitas para reduzir as Equacoes
de Difusao de Néutrons dependentes do espago e tempo, com multigrupos e precurso-

res de néutrons atrasados, em equacgoes diferenciais ordinérias, na qual aplicam técnicas



numeéricas para as fungoes exponenciais da matriz dos coeficientes.

Picca e Furfaro, 2012 aplicaram os Processos Gaussianos (GPs), que consistem em
um novo problema reverso para Cinética Espacial e Pontual de Néutrons, aplicados a
sistemas ADSs (Accelerator-driven systems).

Rokrok et al., 2012 realizam um tratamento numérico com técnicas de discretizagao
EFG (Element-free Galerkin) em geometria X-Y. Utiliza-se o MLS (Moving Least Square)
para construir as fungoes forma, fornecendo resultados mais estaveis para a variacao do
tamanho do dominio de apoio e arranjos nodais distorcidos.

Oliveira, 2013 apresenta uma solucao analitica por meio do método espectral para
Cinética de Difusao Espacial unidimensional, em geometria cartesiana e cilindrica, para
meios homogéneos multiplicativos subcriticos com fonte externa; considerou-se um e G
grupos de energia com e sem precursores de néutrons atrasados, para diferentes tipos de
transientes. A ideia bésica é a expansao da soluc¢ao em séries de autofungoes (seno para
cartesiana e Bessel para cilindrica), que substituidas nas equagoes de cinética obtém-se
uma equacao diferencial matricial linear de primeira ordem de solugao conhecida.

Guyot e Gubernatis, 2015 utilizam um modelo de cinética espago-tempo tridimen-
sional acoplado com fenémenos termo-hidraulicos, aplicado para resolver efeitos espaciais
durante um transiente de um acidente severo.

Ceolin et al., 2013, 2014, 2015a,b apresentam solugoes com expressoes analiticas
através da série de Taylor, onde os coeficientes sao encontrados usando a equagao diferen-
cial e as condicoes de contorno e interface, para o problema estacionario unidimensional e
bidimensional e modelo de Cinética de Difusao unidimensional multigrupo e multirregiao.
A ideia béasica desse método consiste em: expansao do fluxo de néutrons e concentracao
de precursores de néutrons atrasados em série dupla de Taylor na variavel espacial e tem-
poral; substituicao dessas expansoes na equacao de cinética e construcao de um sistema
algébrico linear que permite calcular os coeficientes da expansao em série pela aplicagao
das condicoes de contorno e continuidade de fluxo e corrente de néutrons nas interfaces
da malha. Cabe mencionar, que foi considerada como condicao inicial desse problema a
solugdo encontrada por essa metodologia para o respectivo problema estacionario [Ceolin
et al., 2013, 2014]. Neste mesmo contexto, Schramm, 2016 resolve a Equagao Cinética de
Difusao multigrupos bidimensional de néutrons com uma aproximacao polinomial em um

dominio homogéneo retangular, com condigoes de contorno nao homogéneas. A relevante



caracteristica dessa solucao com representacao analitica encontrada, reside no fato de que
é exata para o conjunto finito e discreto de pontos do dominio, caracterizados pelos nos
da malha.

Zanette, 2017 apresenta uma solucao para as equagoes multigrupo, multirregiao,
estacionaria e em geometria cartesiana pelo método da poténcia via fronteiras ficticias.
Nesse contexto, Tavares, 2018 soluciona as equagoes de cinética espacial multigrupo em
geometria cartesiana, utilizando um método iterativo de fonte baseado no método da
poténcia.

Diante da literatura existente, uma preocupacao eminente nesta tese é a busca por
solucoes analiticas ou com representacao analitica, a fim de descrever o comportamento
da populacao neutronica com precisao satisfatéria e confiabilidade, buscando estudar a
convergéncia e controle de erro além de simples critérios de parada no algoritmo. Por se
tratarem de equacoes diferenciais parciais acopladas, a dificuldade de resolugao se torna
evidente. Porém, como mencionado anteriormente, existe a necessidade de se desenvolver
estudos com esses tipos de solugoes para prever o comportamento e seguranca de reatores
nucleares.

Deste modo, o objetivo deste trabalho é apresentar uma solucao com representacao
analitica livre de rigidez para a Equagao de Cinética de Difusao de Néutrons considerando,
sem perda de generalidade, dois grupos de energia, seis grupos de precursores de néutrons
atrasados, em dominio cartesiano unidimensional homogéneo e heterogéneo (constituido
de multiplacas), incluindo analise de convergéncia e controle de erro da solucao.

A contribuigao desse trabalho, em relacao ao de Ceolin et al., 2014, consiste na
determinacao da solucao com representacao analitica da Equacao de Cinética de Difusao
de Neéutrons com dois grupos de energia, seis grupos de precursores de néutrons atrasados,
em geometria cartesiana unidimensional e bidimensional, dominio homogéneo e heterogeé-
neo, contornando o problema de rigidez através da aplicagao do Método da Decomposicao
de Adomian modificado [Adomian, 1988, 1994; Adominan e Rach, 1996; Petersen, 2011;
Da Silva et al., 2014] para solucionar a variavel temporal. Além disso, ressalta-se que
a dependéncia temporal é incluida nos coeficientes da série de Taylor, diferentemente
dos trabalhos citados anteriormente, o que propicia a utilizacao da expansao em séries
de Taylor das varidveis com o Método da Decomposicao modificado. Diferentemente de

métodos A-estaveis para problemas rigidos que sao lancados em um sistema de equagoes



linear, o método relatado neste trabalho consiste primeiramente em um desacoplamento
das equacoes com diferentes escalas de tempo caracteristicas, que sao entao subsequen-
temente corrigidas por um esquema recursivo com os termos fonte. A inicializacao das
recursoes é definida pela parte desacoplada do sistema de equacgoes, enquanto as etapas
consecutivas das recursoes usam os termos cruzados como termos da fonte. Mais especi-
ficamente, cada etapa de recursao corrige a solucao para cada respectiva escala de tempo
separadamente, contornando assim a rigidez desde o inicio, uma clara vantagem diante
dos métodos presentes na literatura.

Em resumo, a metologia consiste em expandir os fluxos escalares de néutrons e
as concentracoes de precursores de néutrons atrasados em séries de Taylor nas variaveis
espaciais (aplicando a metodologia discutida por Ceolin et al., 2014) carregando a depen-
déncia temporal nos coeficientes dessas séries, encontrando-se um sistema recursivo de
equacoes diferenciais ordinarias dependentes do tempo. Contorna-se o carater de rigidez
desse sistema recursivo de EDO’s utilizando a ideia de Da Silva et al., 2014 (aplicada
na solugdo do problema de cinética pontual de néutrons), transformando o problema em
um sistema recursivo através do método da Decomposicao, permitindo calcular a depen-
déncia do tempo dos coeficientes dessas séries e, obtendo assim, a solucao pela aplicacao
das condicoes de contorno e de continuidade de fluxo e corrente de néutrons nas interfa-
ces entre os subdominios. Formalmente, a matriz dos coeficientes da equacao diferencial
ordinaria obtida é dividida em uma matriz constante e diagonal, ji a segunda é com-
posta dos termos restantes fora da diagonal e os com a dependéncia temporal. Assim, a
segunda matriz é colocada na fonte do sistema. Com a solucao das EDO’s conhecidas,
a inicializacao das recursoes recebe a condicao inicial advinda do problema estacionério
[Ceolin et al., 2014| e todas subsequentes possuem condi¢ao inicial nula e utilizam a so-
lucao da recursao anterior. O fato de cada recursao atualizar a dependéncia do tempo
para todos os momentos permite calcular a solugao para qualquer valor sem a necessi-
dade da integracao sucessiva no tempo, conhecida como continuacao analitica, presentes
nas abordagens progressivas no tempo nos métodos acima citados. Cabe ressaltar que
com a nao utilizacao da integracao sucessiva no tempo, espera-se a geragao de resultados
com reduzido tempo computacional por nao precisar calcular todos os instantes de tempo
anteriores. Além disso, a representacao em série de Taylor da dependéncia espacial em

cada subdominio descreve continuamente a solucao, enquanto as representacoes numeéri-



cas comumente empregadas, como esquemas de elementos finitos, possuem um dominio
de malha discreta. Completa-se a analise matematica realizando o estudo de convergéncia
da solucao encontrada para os problemas estudados, bem como o controle do erro, através
da utilizacao da propria equacao diferencial usando a norma méaxima. Ademais, também
comparam-se as solucoes encontradas com resultados presentes na literatura.

Face a robustez do método proposto sob o ponto de vista matematico para a so-
lugao do problema de Cinética Espacial de Difusao de Néutrons, considerando geometria
cartesiana com uma dimensao, dominio homogéneo e heterogéneo, com dois grupos de
energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados, fica ressaltada sua importan-
cia dando continuidade aos estudos e trabalhos da literatura apresentados, em vista de
analisar e prever o comportamento de néutrons em tempo real e suficientemente preciso
na operacao do nicleo de um reator nuclear.

A presente tese encontra-se organizada da seguinte forma: no capitulo 2, apresen-
tam-se conceitos de fisica de reatores nucleares, juntamente com a derivacao da Equacao
de Difusao de Néutrons, abordando os seguintes aspectos: energia continua, multigrupos,
dois grupos e um grupo de energia; criticalidade; cinética; condigoes de contorno e inter-
face. No capitulo 3, desenvolve-se a metodologia aplicada para as equacoes de cinética
espacial de difusao unidimensional em geometria cartesiana, dominio homogéneo, com
dois grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados. Além disso,
mostram-se os resultados numeéricos obtidos comparando-se com os presentes na litera-
tura, estudo de convergéncia da solucao encontrada, bem como a estimativa do controle do
erro. No capitulo 4, relatam-se os procedimentos aplicados para o problema heterogéneo
unidimensional, uma analise de sensibilidade de convergéncia perturbando os parametros
nucleares e as consideracoes sobre os testes realizados, onde detalhes sobre cada estratégia
e graficos sao apresentados no APENDICE A. No capitulo 5, dissertam-se as conclusoes

e perspectivas futuras do trabalho.
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2 EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS

Na teoria de reatores nucleares, estuda-se a distribuicao de néutrons no nicleo do
reator através do transporte ou difusao de néutrons. A Equacao de Transporte de Néu-
trons, considerando a dependéncia espacial, angular, temporal e energética, sem simplifi-
cacoes, nao possui solucao analitica e as numeéricas sao de dificil implementacao. Devido
a este fato, muitas vezes é preferivel analisar o comportamento dos néutrons através da
Teoria de Difusao, que apresenta um formalismo mais apropriado e simples para situa-
coOes reais. Além disso, a maioria dos estudos tratam o movimento dos néutrons como um
processo difusivo, onde admite-se que os néutrons tendem a se difundir de regioes de alta
densidade para regioes de baixa densidade [Lamarsh, 1966].

Diante disso, este capitulo trata-se de uma analise detalhada sobre a distribuicao
de néutrons no reator, identificando como as varias reacdes nucleares acontecem através
da difusao de néutrons. Para isso, serd deduzida a Equacao de Difusao de Néutrons com
tratamento continuo da energia, multigrupos, monoenergéticos e com dois grupos. Além
disso, estuda-se essas equagoes na criticalidade e também a Cinética de Difusao, onde sao

incluidos os néutrons atrasados.

2.1 Equacgao de Difusao de Néutrons com energia na forma continua

Os néutrons podem penetrar /interagir em qualquer nicleo por serem eletricamente
neutros, sofrendo varios tipos de reacoes dentro do reator nuclear, que envolvem perdas e
producoes, compondo um balanco. Desta maneira, nesta se¢ao é construida a equagao de
balanco de néutrons, considerando efeitos de fuga e is6topos fissionéveis, com a finalidade
de descrever fendmenos de criticalidade em sistemas multiplicativos de dimensoes finitas
[Lewis, 2008|, admitindo a energia na forma continua.

Para iniciar a construcao da equacao de balanco de néutrons, primeiramente consi-
dera-se um volume arbitrario V' de area de superficie S localizado no interior de um reator,
o qual deve-se examinar minuciosamente para determinar como a populacao de néutrons
varia. Para tanto, é necessario conhecer a velocidade com que os néutrons se movem e suas
interacoes com ntcleos presentes no reator. Sabe-se que a probabilidade de uma reacao
ocorrer entre os néutrons e niicleos é proporcional & massa dos niicleos e & velocidade em

que os néutrons estao se deslocando dentro do reator. Desta maneira, utilizando a teoria
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estatistica na qual a média dos valores sao calculados, define-se a densidade de néutrons

para descrever a distribuicao dos néutrons no reator:

Ntmero esperado de néutrons
em d3r na posigao r, em dE =n(r, E,t)dr. (2.1)

com energia F' e no instante ¢

A representacao estatistica completa da densidade de néutrons exige sete variaveis,
trés para as coordenadas espaciais (vetor r que indica a posi¢ao), duas angulares (diregao
do movimento), uma para a energia cinética (E que é proporcional a velocidade) e uma
temporal (¢, o instante de observagdo). Porém, na maioria dos calculos de fisica de
reatores, os detalhes da dependéncia angular nao sao necessarios.

Para determinar a probabilidade na qual um néutron vai atingir um ntcleo e causar
uma reagao nuclear, utiliza-se o conceito de se¢ao de choque macroscopica X (area alvo
total disponivel de todos os nicleos contidos em uma unidade de volume) e a velocidade

de néutrons (v), ou seja:

Frequéncia
=v(E)X(r, E,t). (2.2)
da interacgao
Cabe destacar que as secdes de choque sdo definidas para cada tipo de reacdo. A
reacao esta diretamente relacionada com a quantidade de energia do néutron incidente e
o tipo de ntcleo alvo. Como os néutrons possuem um amplo espectro de energia, varios
tipos de reacoes podem acontecer. Essas reagoes sao discutidas a seguir.

Multiplicando a frequéncia da interacao pela densidade de néutrons, pode-se definir

a densidade da taxa de interacao como:

Densidade da
= F(r, E,t)d°rdE = v(E)%(r, E, t)n(r, E, t)d’rdE. (2.3)
taxa de interacao
Na Teoria de Difusao, outra grandeza importante é o fluxo escalar, que é obtido

pela multiplicacao da densidade de néutrons pela sua velocidade, presente na equacao

anterior. Entao:

Fluxo escalar
=®(r,E,t) =v(E)n(r, E,t). (2.4)

de néutrons

Por estimar a taxa na qual varios tipos de reacoes ocorrem entre néutrons e ntucleos por
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unidade de volume, através da multiplicagao do fluxo pela secao de choque macroscopica
correspondente, é mais adequado utilizar o fluxo de néutrons (®(r, £,t)). Vale destacar
que o fluxo escalar de néutrons leva em consideracao néutrons em todas as direcoes.

Portanto, levando em consideracao a Equacao 2.4, pode-se reescrever a Equacao 2.3 como:
F(r, E,t)d*rdE = X(r, E,t)®(r, E,t)d°rdE. (2.5)

Diante disso, constroi-se uma equacgao para o fluxo de néutrons utilizando a ideia
de que a variacao do ntimero de néutrons com o passar do tempo, no volume definido,
vai ser determinada pela diferenca entre a producao e a perda de néutrons por volume
unitario:

Taxa de variagao
Producao Perdas
do nimero de = - : (2.6)
em V em V
néutrons em V

A produgado no volume V' é constituida por fontes de néutrons (por exemplo a
fissdo), néutrons que entram pela superficie S do volume V' e néutrons de diferentes
energias que sofrem colisoes de espalhamento para dentro do intervalo de energia de
interesse. Ja as perdas sao advindas da saida dos néutrons através da superficie S do
volume V e de colisoes, que removem um néutron através da interacao de absorcao e
através do espalhamento de néutrons com energia F para outras energias. A contribuicao
sobre toda a superficie S comumente é tratada em apenas um termo, denotado perda por
fuga, no qual sao computados os néutrons saindo, subtraindo os que estao entrando pela

superficie [Duderstadt e Hamilton, 1976].

Diante desses conceitos, a equacao de balanco de néutrons deve ter a forma:

Taxa de variagao

Perda por Perda por Fonte de
do nimero de = — — +
fuga absor¢ao néutrons
néutrons em V'
Espalhamento de Espalhamento de
néutrons para néutrons para
— | fora do intervalo | + | dentro do intervalo | . (2.7)
de energia de energia
Ee EF+dE Ee EF+dE




13

Portanto, a taxa de variacao do niimero de néutrons em V deve representar o ntimero de
néutrons na posicao r, no instante ¢ e com energia no intervalo ' e E'+dFE. FEssa variacao
é nula no caso estacionario (sistema critico), o qual mais detalhes serdao vistos adiante.

Assim, integrando essa quantidade no volume definido, obtém-se:

Taxa de variacao

0
do namero de =7 [/ n(r,E,t)d%} dE. (2.8)
tLv

néutrons em V

Utilizando a Equacao 2.4, pode-se reescrever a taxa de variacao do nimero de

néutrons em V como:

& Ly n(r, BOET] dE = 5 | [, s ®(x, B, e | d =

8<I>rEt
|y sy 280 | dE.

(2.9)

A fuga, como mencionado anteriormente, representa a taxa de néutrons difundindo,
ou seja, entrando ou saindo de um pequeno volume arbitrario sem a ocorréncia de inte-
ragoes, na posi¢ao r, no instante t e energia no intervalo £ e E 4+ dE. Sendo J(r, Et) a
densidade de corrente de néutrons, que esta relacionada a um elemento de superficie, logo
V - J(r, E,t) relaciona-se ao seu volume, ou seja, para obter todos os termos da equacao

de balango integradas sobre o volume V' utiliza-se o Teorema de Gauss, obtendo-se:

Perda por | _ VSJ(r, E,t)dS] dE = [/VVJ(r, E,t)d?’r] dE. (2.10)

fuga

Para relacionar a densidade de corrente (grandeza vetorial) com o gradiente espacial
do fluxo escalar de néutrons (grandeza escalar), emprega-se a aproximagao estabelecida
pela Lei de Fick com a finalidade de que a equagao dependa somente de uma incognita.
Apesar dessa teoria se tratar de uma aproximacao, apresenta resultados satisfatorios em
calculos globais em fisica de reatores. Sua origem, na realidade, se deu para solucionar o
problema de difusao quimica, onde mostra-se que um soluto sofre difusao de uma regiao de
maior concentracao para uma regiao de menor concentragao. Pode-se dizer também, que
a taxa do fluxo do soluto é proporcional ao gradiente da concentragao em sentido oposto
[Lamarsh, 1966]. Desta maneira, assume-se que os néutrons tém um comportamento
similar: se o fluxo de néutrons é maior em uma parte do reator nuclear, ocorre difusao para

uma regiao de menor densidade. Isso se deve ao fato de que ocorrem maiores densidades
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de colisao em posigcoes de maiores densidades de néutrons.
Para relacionar o fluxo escalar com a corrente de néutrons utilizando a Lei de Fick,

faz-se as seguintes suposicoes [Schramm, 2013]:
e O fluxo angular deve ter dependéncia linearmente anisotropica;

e As fontes externas necessitam ser isotropicas;

A densidade de corrente altera-se lentamente comparando com a escala de tempo

médio de colisao;

A probabilidade de absorcao precisa ser consideravelmente menor que a de espalha-

mento;

A variacao espacial de néutrons é linear.

Reforca-se que uma das aproximacoes feitas para se chegar ao Modelo de Difusao é
considerar a taxa de variacao da densidade de corrente muito mais lenta que a frequéncia

de colisao, ou seja:

1 ’dJ(r,E,t)

I B0 dt ’ <(B)Xr(r, B, 1), (2.11)

onde Xp(r, E,t) é a secdo de choque macroscopica total.

Entao, considerando a Lei de Fick:
J(r,E,t) = —D(r, E,t)V®(r, E, 1), (2.12)

onde D(r, E,t) é o coeficiente de Difusdo, que pode ser representado pela seguinte relagao:

1
D(r,Et) = ——— 2.13
(r7 ) ) 32#,.(1‘, E,t)’ ( )

onde Y. (r, E,t) é a secao de choque macroscopica de transporte. A secao de choque

macroscopica de transporte pode ser definida como:
Y =X — @2, (2.14)

onde [i é o cosseno do angulo médio de espalhamento e Y. é a secao de choque macroscopica
de espalhamento. Entao, a secao de choque macroscédpica de transporte se reduz a secao

de choque macroscopica total, pois para espalhamento isotropico i = 0. Diante dessas
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consideragoes, obtém-se o termo das perdas por fuga:

Perda por
_ {/V~D(r,E,t)V<I>(r,E,t)d3r dE. (2.15)
fuga 4

Contudo, enfatiza-se que a aproximacao pela Lei de Fick é limitada em meios fortemente
absorvedores de néutrons, em regioes proximas a fonte ou as fronteiras, e também quando
o espalhamento é vigorosamente anisotropico, impondo uma limitacao a Equagao de Di-
fusao.

J& a absorcao é definida como a taxa de néutrons absorvidos pelos niicleos na

posicao r, tempo t e energia entre £ ¢ E' 4+ dE em um elemento de volume V:

Perda por 5

_ / S (r, B, )8 (r, B, t)dr | dE, (2.16)
absorc¢ao v
onde X, (r, E,t) é a segdo de choque macroscopica de absorgao, que representa a proba-
bilidade por unidade de percurso para um néutron sofrer a reacao de absorcao.

Define-se a fonte de néutrons como a taxa de néutrons produzidos na posicao r,

tempo t e energia entre F e F 4 dE:

Fonte de | _ { / Q(r,E,t)d?’r] dE. (2.17)
1%

néutrons

A fonte de néutrons também pode ser escrita separando-se em dois termos, um que re-

presenta as fissoes e outro, uma fonte externa:
Qr, B,t) = X(E)/V(E')zf(r, B, 0)d(r, B, )dE + Q“(x, E, 1), (2.18)

onde v(E)E¢(r, £ t)®(r, E',t) é a taxa de producdo de néutrons por fissao, x(E) é
o espectro de fissao, que representa a probabilidade que um néutron pronto (emitido
imediatamente apods a fissdo) apresente energia entre £ e E + dFE como resultado de uma,
fissdo, v(£') é o ntimero médio de néutrons produzidos por fissao, X;(r, E',t) é a sessdo
de choque macroscopica de fissdo e Q“'(r, F,t) é a fonte externa. Segundo Watt, 1952,
a probabilidade do néutron pronto estar na energia de interesse como resultado da fissao,

presente na equagao anterior, pode ser aproximada pela seguinte equagao:

X(E) = H exp(—aE)sinh(VbE), (2.19)
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onde a e b sdo constantes que dependem do is6topo que vai sofrer fissao e da energia do

néutron incidente. Sua normalizagao é definida da seguinte maneira:

/ V(E)E =1, (2.20)
0
e H (outra constante) é dada por:

2/3 -
H:2a exp( b/4a). (2.21)

V()

Para ilustragdo e completo entendimento, o espectro de fissdo (x(E)) para o U-235 é

apresentado na Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Espectro de fissao do U-235.

Pode-se perceber analisando a Figura 2.1, que a maioria dos néutrons sao gerados
com energia maior que 1 MeV, em média com 2 MeV de energia. Porém, pela Figura
2.2 apresentada a seguir, a secao de choque de fissao para essa energia ¢ baixa, ou seja,
fissoes nessa faixa de energia sao pouco possiveis. Cabe ressaltar, que quando os néutrons
sao produzidos, possuem energia cinética elevada (aproximadamente 1 até 10 MeV) e,

devido a esse fato, sao definidos como néutrons rapidos. Através do processo de modera-
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¢ao, no qual cedem energia ao meio devido as colisoes, atingem energias intermediarias
(em torno de 1 até 1000 keV'), passando a serem chamados de néutrons intermediarios.
Quando alcangam energias baixas, proximas a energia térmica (aproximadamente 0,025
eV'), denominam-se néutrons térmicos [Duderstadt e Hamilton, 1976]. Contudo, em re-
atores térmicos, em torno de 85% a 90% dos néutrons produzidos sdo moderados até
atingirem energia térmica. Também vale destacar que a probabilidade de um néutron
induzir uma reacao de fissao com um niicleo fissil', como por exemplo com o U-235, é
ordens de magnitude maior para néutrons térmicos (~ 97%) do que para néutrons rapidos
(~ 3%). E por esta razio, que utilizam-se moderadores de néutrons nesse tipo de reatores.
As poucas reacoes de fissao que os néutrons rapidos induzem acontecem com materiais
nao fisseis, como o U-238. Isto pode ser observado na Figura 2.2, onde sao ilustradas
as secoes de choque de fissdo e captura (absor¢do de néutrons seguida de emissao de um
foton) para o U-235 e U-238. Ja a Figura 2.3 mostra o esquema do ciclo de néutrons em

um reator térmico, a qual resume o que foi anteriormente discutido.

Capture (F‘:'“r:‘
Fission

Cross section (barns)
-
o
Cross section (bams)

. 'J‘“

10 10 10 10° 10 10 Tt 107 10° 100 10°
Energy (eV) Energy (eV)

Figura 2.2 — Secoes de choque de fissao e captura do U-235 e U-238 em fungao da
energia. [Adaptado de Garland, 2014]

A fissdo nuclear ocorre sempre em atomos pesados, dividindo-os em dois (produtos
de fissao) e liberando em torno de 200 MeV de energia para o U-235. A maior parte dessa
energia (~ 187 MeV) é liberada instantaneamente, sendo aproximadamente 167 MeV em
energia cinética dos produtos de fissao, 5 MeV de energia cinética dos néutrons liberados,

5 MeV de energia instantanea dos raios v e 10 MeV de energia de captura dos raios v. Uma

! Material capaz de sustentar uma reacdo em cadeia, sendo fissionado por néutrons térmicos.
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Figura 2.3 — Esquema do ciclo de néutrons em um reator térmico.

pequena parte dos 200 MeV (~ 23 MeV) é de energia atrasada, sendo aproximadamente
7 MeV das particulas  emitidas pelos produtos de fissao, 6 MeV dos raios v emitidos
pelos produtos de fissao e mais 10 MeV de energia dos neutrinos. Porém, a energia dos
neutrinos nao é somada a energia total, pois ndo sao absorvidos pelo reator [Heinen, 2009].

Quando a fissao ocorre, os produtos de fissao se aproximam mais da regiao de
estabilidade quando além da fragmentacao também néutrons sao emitidos (). Em um
reator nuclear, onde a reacao em cadeia é controlada, apenas um néutron dos produzidos
na fissao causa outras fissoes. Os néutrons restantes desaparecem pelos tipos de eventos
citados anteriormente. Depois da reacao de fissao, os produtos de fissao ainda podem
possuir muitos néutrons, deixando-os em estado instavel. Esses nuclideos podem decair
emitindo particulas S ou emitir mais néutrons. Para diferenciar os néutrons emitidos
imediatamente apos a fissao dos emitidos depois, denomina-se respectivamente de néu-
trons prontos (na ordem de 107* a 1075 segundos') e néutrons atrasados (na ordem de
107! segundos a minutos). Esse assunto sera discutido na segao de Cinética de Difusao
de Néutrons.

Prosseguindo com a construcao da equacao de balanco, os termos seguintes sao os
de espalhamento. Assim, como o espalhamento é uma colisao mecanica do néutron com o

ntcleo, sua energia pode mudar, ou seja, o néutron pode ser removido do seu intervalo de

IEscalas de tempo para um reator térmico.
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energia, ou ainda, espalhado para o mesmo intervalo [Lamarsh, 1966|. Entao, representa-
se o espalhamento de néutrons para fora do intervalo de energia ' e E + dF como a taxa
de néutrons espalhados para energias diferentes da quantidade E e E + dFE na posicao r,

instante ¢ e energia entre £ e F + dFE:

Espalhamento de
néutrons para
fora do intervalo | = { / Ys(r, E,t)®(r, E, t)d’r | dE, (2.22)

de energia '

EFe E+dE

onde Y4(r, F,t) é a secdo de choque macroscopica de espalhamento, que representa a
probabilidade por unidade de percurso para um néutron sofrer espalhamento para energias
diferentes do intervalo F e F + dFE.

Em seguida, estabelece-se o espalhamento de néutrons para dentro da energia F e
E + dE como a taxa de néutrons espalhados para o intervalo £ ¢ F + dE na posi¢ao r,
instante ¢ e energia entre ' e E' +dFE’. Em outras palavras, s2o os néutrons que estavam
em outros intervalos de energia e entraram dentro do intervalo de interesse devido a reacao

de espalhamento:

Espalhamento de
néutrons para
dentro do intervalo | = V /Zs(r, E' — E,t)®(r, B t)dE'd’r| dE. (2.23)

de energia "

EFeFE+dE

Substituindo as Equacoes 2.9, 2.15, 2.16, 2.18, 2.22 e 2.23 na Equacao de balanco

2.7, obtém-se:

Jy dr| s 2EED G D(x, B 1)V (x, B, 1) + Sr(r, B, )(r, B, 1)~

[Es(x, B — E,0)®(r, E',t)dE — x(E) [v(E)Z¢(r, B/, t)P(r, £, t)dE’ (2.24)
+Q“!(r, E,t)|dE = 0,

onde:

Yp(r, B t) = E,(r, Ejt) + X4(r, EL L), (2.25)
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que representa a secao de choque macroscopica total.
Portanto, o integrando é nulo pois o volume V foi escolhido arbitrariamente. Assim,

a Equacao de Difusao dependente do tempo pode ser escrita como:

2B = V- D(x, B, t)VO(r, B, t) — Sr(r, B, H)0(r, B, )+
[3s(x, B = E, t)®(x, E',t)dE + X(E) [v(E)S(x, E', t)®(x, B, t)dE’ (2.26)

+Qext(r7 E? t)'

Cabe destacar que o primeiro termo do lado direito da igualdade, que representa a fuga
de néutrons, tem sinal positivo mas representa perda de néutrons. O sinal positivo surge
como resultado do sinal negativo presente na Equagao 2.12 entre a corrente de néutrons

e gradiente do fluxo.

2.2 Discretizacao da energia: Equacoes de Difusao de Néutrons Multigrupos

Até o presente momento, tratou-se a energia dos néutrons (E) como uma variavel
continua. No entanto, na maioria dos casos, nao se utiliza a energia nessa forma para
resolucao das equagoes. Pela Figura 2.2 é possivel perceber que existem regioes de res-
sonéncias (normalmente para néutrons com energia entre 0,1 a 1000 eV) que apresentam
comportamento complexo, onde héa forte absor¢cao de néutrons por nicleos pesados. A
maioria dos isdtopos apresentam esse comportamento, embora os picos na regiao de res-
sonancia geralmente aparecerem mais numerosamente em elementos com maior massa
atomica.

A forma mais conveniente e usual é reescrever a Equacao 2.26 em multigrupos,
dividindo o dominio energético em um determinado nimero G de divisdes. Cada uma
dessas divisdes sao denominadas grupos de energia (g), comecando no grupo 1 (intervalo
com maior energia) até o grupo G (intervalo com menor energia). A expressao a seguir

mostra a discretizacao do dominio energético:
Ey>FE > .. Eqg_1 > Eg. (227)

A ordem decrescente dos grupos se deve ao fato de que os néutrons surgem com
altas energias e, geralmente, assume-se que somente cedem energia ao meio ao colidir com
ntcleos. A discretizacdo da energia e os grupos podem ser vistos na Figura 2.4.

A precisao da solucao do Modelo Multigrupos depende do namero de grupos es-
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Grupo G Grupog Grupo 1
Eg Egq Eg g1 E, Es Eo
| [ ] I I
; R Ll
FracBes Energia dos Néutrons Alguns
de um eV MeV

Figura 2.4 — Discretizagao do dominio energético e grupos de energias dos néutrons.

colhidos. Admite-se que as secoes de choque macroscopicas e demais parametros sao
calculadas apropriadamente a partir de suas médias sobre os correspondentes intervalos
de energia. Bibliotecas de dados sobre as secoes de choque estao disponiveis para con-
sulta em dominio publico, como por exemplo a base de dados Evaluated Nuclear Data
File (ENDF) |Garland, 2014]. Assim sendo, pode-se reescrever as se¢oes de choque ma-

croscopicas, espectro de fissao e coeficiente de difusao para cada grupo g como:

Q'(x, E,t) = Qg™ (r, 1),
X(E) = Xq,
V(ENSs(r, B t) = vy Xy g(r,t),
Ys(r, B — Et) = Xgg4(r, 1),
Yr(r, B t) = Xp,(r, 1),
D(r,E.t) = Dy(r,1),

(2.28)

onde, para todos parametros e variaveis acima e a seguir, os indices g, ¢, ¢'g, 99’ e gg
representam, respectivamente, grupo g, grupo ¢’, saindo do grupo ¢’ para o g, retirando-se
do grupo g para o ¢’ e conduzindo-se do grupo g para 0 mesmo grupo.

Partindo da Equacao de Difusao de Néutrons com energia continua, definida na
Equacao 2.26, com o intuito de obté-la na forma discretizada em multigrupos de energia,
e aplicando o conceito de balanco de néutrons para um dado grupo de energia, o qual

néutrons podem entrar ou sair deste grupo, define-se o fluxo de néutrons no grupo g como:

By
Py (r,t) E/ O(r, E,t)dE, (2.29)
Eg
onde:
®,(r,t) para E € (E;, E, 1) onde B, < E < E,_;. (2.30)

Do mesmo modo, aplicando a mesma integral para o termo do lado esquerdo da
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Equacao 2.26 tem-se:

1 0®(r,Et) _ 9 Eq_1 1
o(B) ot a(ngg 1mq>(r, E,t)dE)

(2.31)
=90 <‘I’g(l‘,t)> 1 0%y(rt)
ot Vg Ty ot
onde: .
-1 1
1 Je, " s @ B t)dE 0.32)

vy [2 &(x, B, t)dE

g

ou seja, o coeficiente 1/v,, assim determinado, representa a integral ponderada do fluxo
sobre o intervalo de energia do grupo pertencente.

Para o termo com o coeficiente de difusdao, obtém-se a seguinte expressao:

V- D(r, E,t)V®(r,E,t) = V- (fégl Dix, E,)Ve(r, E’t)dE> (2.33)

=V - D,(r,t)VO,(r,1),

onde: .
= D(r, E,t)V(r, E, t)dE
D,(r,t) = I, - . (2.34)
[0 V(r, E,t)dE

g

No termo difusivo, o coeficiente de difusao é ponderado por V@, o fator de fluxo do termo
citado.
Lembrando da Equacao 2.25, o termo de absorcao mais o espalhamento para fora

do grupo g sao representados da seguinte maneira:

Eg 1
(e, B, )0 (x, E, 1) = / (e, B0 (r, B, )dE = Sy, )0, (r, ), (2.35)
Eg
onde: .
T Yp(r, E )O(r, B t)dE
Sp,(r,t) = I, . (2.36)

Eq_
ngg " ®(r, B, t)dE
Ja para o espalhamento para dentro do grupo g, que representa os néutrons que

sao espalhados dentro do grupo ¢ oriundos de todos os grupos de energia, tem-se:

Iy Ss(x, B — E t)®(x, E' t)dE'

G
= ( S 5! Sy(r, B — B0, E, t)dE') dE
g —1 g
g (2.37)

Eq

G
= Z ng—l (fggi/l ES(I‘, B E,t)CI)(r,E’,t)dE/) dE
g/:l g
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onde:

1 Ey 1 Eg’—l
Loy (0,1) = o / (/ So(r, B — B, )0(r, E’,t)dE’) dE.  (2.38)

g (r,1) E, Ey
Para finalizar, o iltimo termo que representa a fissao ¢ definido como:
fo V(ENE¢(r, B t)O(r, E' t)dE
= ij "X(E) [ v(E) Sy (x, B )@ (x, B t)dE'dE (2.39)
= [ X(B)AE [ v(E")Sy(x, B, 1)@ (x, B, t)dE".

Lembrando da Equacao 2.28, pode-se escrever:

fEb;g 1 dEfo (E") Ef( B 1)(r, E', t)dE'
= Xg fo V(E)Sy(r, B 1) ®(x, E', t)dE" (2.40)

el
= Xy Z ng "V(ENEs(r, BN ) O(x, BN t)dE = X, Zlyg,Efg,(r,t)CDQ,(r,t),
g'=

onde,

1 Eg—1
Vg Xy (1) = 3. /E v(E"Ss(x, E', t)®(x, E' t)dE". (2.41)
g ) g

Reescrevendo todos os termos, chega-se & Equacao de Difusao de Néutrons Multi-

grupos de Energia:

1 s
Vg

O, (r,t) =V - Dy(xr,t)VP,(r,t) — Xpy(r, 1) Py(r, 1) + > Xegy(r,t)Py(r,t)

Q@
gl

G
+Xg Z I/g/ng/ (I‘, t)q)g/(r, t) + Q;xt(r, t)
g'=1

Sem perda de generalidade, é usual trabalhar com as se¢oes de choque macroscopicas e
coeficiente de difusao sem dependéncia da variavel temporal:

10 G

v_8_q) (r,8) =V - Dy(r)VPy(r, 1) — Trg(r)Dy(r, 1) + 3° Nsgrg(r) Py (r, 1)

/

G =1 (2.43)
+Xy4 Zl Vg Xy (r)Py(r,t) + ngt(L ).
g'=

Na pratica, quando um reator esta em operacao, a energia dos néutrons viajando
pelo nicleo do reator predominantemente é maior do que a energia do meio ao qual estéi
colidindo. Por essa razao, admite-se que os néutrons nao ganham energia com a reacao

de espalhamento, ou seja, nao ha upscattering. Os néutrons rapidos sao moderados, ou
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seja, perdem energia através das colisoes até atingirem o estado térmico. Portanto:
Ysgg = 0, para ¢’ > g. (2.44)

Como consequéncia da hipdtese acima afirmada, pode-se simplificar o termo que repre-
senta o espalhamento para dentro do grupo g, pois o grupo térmico, que possui energia

menor que 1 eV, nao espalharé para grupos de energias maiores. Diante disso, obtém-se:

G g—1
Z Vsgrg() Py (1, 1) — Uigy(r) Py (r, 1) = Z Ysgrg(r) Py (r, 7), (2.45)

onde X,,,(r) é a secdo de choque macroscopica de espalhamento intragrupo, que representa
a probabilidade de um néutron espalhar e perder uma quantidade pequena de energia,
tal que permaneca no mesmo grupo [Duderstadt e Hamilton, 1976]. Quando admitida
essa simplificacao, pode-se unir o termo de espalhamento intragrupo com os termos de

absorcao e espalhamento para fora do grupo g de energia (X7,(r)®,(r,t)), resultando em:

09(0) = Ly (1) — Loy (1), (2.46)

onde X,4(r) é a se¢do de choque macroscopica de remogao, que representa a probabilidade
de um néutron ser removido do grupo g de energia devido uma interagao. Definidas as

simplificacoes, a Equacao 2.43 torna-se:

g—1
LI, (r,t) =V - Dy(r)VP,(r,t) — Byy(r)Py(r, 1) + Z Yegrg(T) Py (T, 1)
G =1 (2.47)
+Xg O Vg lgy (r)Py(r, t) + ng(r,t).
g'=1

2.2.1 Equacoes de Difusao de Néutrons Multigrupos na criticalidade

A criticalidade ocorre quando deseja-se manter a producao de néutrons sem a
presenca de fontes externas e, portanto, na dependéncia somente de fontes fissionaveis.
Para que isso aconteca é necessirio que permaneca uma reacao em cadeia sustentavel,
caso contrario o reator nuclear se desligara. Isso significa que deve existir um néutron dos
v néutrons produzidos pelo processo de fissao apds ocorrerem todas reagoes possiveis de
perda (desaparecimento no contorno do reator, absor¢ao no meio material e por captura
no proprio combustivel). Desta forma, a Equacao de Difusdo de Néutrons Multigrupos

na criticalidade, assumindo que nao ha upscattering, ignorando a dependéncia temporal
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e a presenca de fonte externa, é definida como:

= V- Dy(r)VP(r) + Xy (r)Py(r) = X_: Visgrg(r) Py (T) + Xg Z Vg Xgg (r)Py(r). (2.48)

Porém, a Equacao 2.48 apresenta somente como solucao a trivial, a menos que a
composicdo e geometria do reator esteja combinada de forma exata, o que fisicamente
pode-se admitir como impossivel. Para introduzir sentido fisico na equacao, introduz-
se um parametro arbitrario £ que se define como fator de multiplicacdo de néutrons.
Esse parametro pode ser entendido como a razao entre o ntimero de néutrons em uma
geracao pelo nimero de néutrons da geracao anterior. Em outras palavras, se em cada
grupo de energia onde ocorre fissao forem produzidos um determinado nimero médio de
néutrons v, = vy/kerr, entdo a equagao apresenta um balanco perfeito de néutrons em
relacao a geometria, dimensao e composicao do sistema multiplicativo para a Equacao
de Difusao de Néutrons Multigrupos [Petersen, 2011]. Se o reator for considerado de
dimensao infinita, nao ocorrerao fugas de néutrons e denomina-se fator de multiplicacao
infinito (k). No entanto, se o reator for admitido com dimensoes finitas, contabilizam-se
as fugas e intitula-se como fator de multiplicacao efetivo (k.ss). Incluindo esse parametro,

obtém-se a Equacao Estacionaria Multigrupo de Difusao de Néutrons:

—V - Dy(r)VOy(r) + 3,4(r)Py(r) = 9/231 Ysgrg(T) Py (1)
9=l (2.49)

G
+$X9 21 Vg Xgg (1) Py (T).
g'=

A Equacao 2.49 forma um sistema de G equagoes diferenciais parciais em que a
solucdo ®,(r) é o fluxo escalar de néutrons do grupo g de energia. Pode-se perceber, que a
equacao contera um conjunto de autovalores dos quais apenas o maior deles, o dominante,
equivale a uma autofungdo ®,(r) ndo negativa e fisicamente relevante. Detalhes sobre o
conjunto de autovalores e autovetores serao discutidos mais adiante. O valor do kes¢
aponta o estado em que se encontra o reator, se k.;y < 1 o sistema estd em estado
subcritico (populacdo de néutrons sendo reduzida de gera¢do para geracdo), se kepp = 1
esta critico (populacdo de néutrons estavel de geracdo para geragao) e se kesr > 1 esta
supercritico (populagao de néutrons sendo aumentada de geragao para geracao).

Para compreender o significado fisico do fator de multiplicacao efetivo cita-se o

seguinte exemplo: Suponha que o valor encontrado para k¢ para um determinado caso
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particular é 1,1. Isso indica que o termo fonte (fissdo) é grande o suficiente para tornar
o reator supercritico. Com o intuito de tornar o sistema critico, deve-se reduzir em 10%
a fonte. Deste modo, a producao e as perdas equilibram-se. Isso pode ser realizado
de inimeras maneiras, como ajustando a absorcao ou mudando o tamanho do reator.
Tipicamente, ja tem-se a dimensao do reator definida, entao é mais apropriado controlar
a criticalidade através do termo de absor¢ao [Garland, 2014], por exemplo, movimentando

as barras de controle no nucleo do reator.

2.3 Equacao de Difusao de Néutrons Monoenergéticos

Nesta secao, apresenta-se a Equacao de Difusao de Néutrons Monoenergéticos par-
tindo do Modelo Multigrupos. A utilizacao desse modelo, embora simplificado, se justifica
devido a sua importancia na fisica de reatores, ja que é consideravelmente facil gerar solu-
coes detalhadas e suficientemente realisticas. Cabe ressaltar que sao obtidas quantidades
nao exatas para a distribuicao de néutrons, afinal o modelo contempla toda faixa de
energia em um Unico grupo, além disso a difusdao ja é uma aproximacao do Modelo de
Transporte de Néutrons. De fato, sabe-se que a energia dos néutrons no reator pode variar
entre 1073eV a 107eV e que as secoes de choque dos néutrons dependem sensivelmente de
energias nesse intervalo [Heinen, 2009]. Contudo, para que nao se perca tantas informa-
¢oes do Modelo Monoenergético, as secoes de choque sao calculadas corretamente. Esses
calculos sao realizados numericamente utilizando uma estrutura refinada para o dominio
energético multigrupos (100 grupos ou mais). A solugdo encontrada pode ser utilizada
para determinar secoes de choque ponderadas para a aplicacao em modelos com poucos
grupos de energia.

Partindo da Equacao 2.47, pode-se obter a Equacao de Difusao de Néutrons Mono-
energéticos admitindo as defini¢oes que seguem. Primeiramente, para o fluxo de néutrons,
tem-se que:

Eg1 o0
B, (r,1) = /E B(r, E,t)dE = O(r,t) = / B(r, B, )dE. (2.50)
; 0

Para o termo 1/v,, obtém-se:

By 1 ~
1 fo T sl ®(r, B t)dE Ll s 0(r, B, t)dE 21
vg fgg“’* O(r, B t)dE v [P, E, t)dE :
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Em seguida, define-se o termo difusivo como:

B,
' D(r, E)V®(r, E,t)dE *D(r, E)V®(r, E,t)dE
D,(r) = I, _ = D(r) = Jy D E)VO(r, B,1) (2.52)
ngg—l Vo(r, E,t)dE Jo VO(r,E t)dE
Relembrando das Equacoes 2.25, 2.45 e 2.46, a absor¢ao é dada por:
Ey 1
I (v, B)®(r, E, t)dE XY (r, EY®(r, B, t)dE
Yag(r) = fE" = Y,(r) = Jo” a(r, E)O(r, B, 1) (2.53)

o, B, H)dE

S~ ®(x, E,t)dE
e os termos de espalhamento, considerando apenas um grupo, simplificam-se desta ma-
neira:

— N (r)Py(r,t) + gi Ysgrg(£)Py(r,t) = —Es(r)P(r,t) + Es(r)P(r,t) = 0.  (2.54)

g'=1
Em outras palavras, considera-se no Modelo Monoenergético que nao ha perda nem ganhos
de néutrons pelo processo de espalhamento, pois assume-se que quando essa reagao ocorre,
o néutron simplesmente volta para o grupo de energia tinico.

Para o espectro de fissao, tem-se:

Ey 1 o)
Xg = / X(E)E = x = / X(E)dE =1, (2.55)
E, 0
e o termo de fissao: .
D VS (r) Py (r,t) = VI (r)B(r, ). (2.56)
g'=1

Finalmente, a fonte externa torna-se:

Q" (r,t) = Q°™!(r,t). (2.57)

Reunindo todas as definicoes anteriormente citadas, encontra-se a Equacao de Di-

fusao de Néutrons Monoenergéticos:

%%@(r,t) =V D(x)Vo(r,t) — X, (r)®(r,t) + v;(r)®(r, 1) + Q' (r, t). (2.58)

2.3.1 Equacao de Difusao de Néutrons Monoenergéticos na criticalidade

Nesta secao, apresenta-se uma anéalise para o Modelo Monoenergético de Difusao
de Néutrons na criticalidade, ou seja, sem a variacao temporal e sem fonte externa e, por-

tanto, os néutrons produzidos sao oriundos somente da fissao nuclear. Entao, a Equagao
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2.08 é escrita como:
— V- D(r)VP(r) 4+ X, (r)D(r) = vXs(r)P(r). (2.59)

Vale destacar que se as propriedades (v, X, %,, D) forem consideradas constantes
e independentes do fluxo, a Equacao 2.59 torna-se uma equacao linear homogénea. Deste
modo, quando encontrada uma solucao, uma combinacao linear também é uma solucao
para a equacao. Primeiramente, assume-se que o reator tem dimensoes infinitas, fazendo
com que todos pontos no espaco se tornem “equivalentes”, ou seja, o fluxo também vai ser
constante ao longo do espaco. Além disso, o termo de fuga é desconsiderado. Portanto, a

Equacao Monoenergética em um meio infinito uniforme é dada por:
vipd — ¥, 0 =0, (2.60)
em que a tnica solucao é a trivial, a menos que:
VY = Xa, (2.61)

ou seja, a composicao e forma do reator sejam exatamente satisfeitas. A Equacao 2.61 é
denominada condicao de criticalidade para um reator infinito uniforme.

Se a condicdo de criticalidade (Equacao 2.61) nao for satisfeita, ndo existird uma
solugdo nao trivial. Para torna-la fisicamente relevante, introduz-se um fator (k) que
modifica a equacao, como no caso multigrupos, obtendo-se:

5
%@ —¥,® = 0. (2.62)

o0

A Equacgao 2.62 tem solucao nao trivial garantida por:

yEf
koo = . 2.63
5 (263)

Assim, o valor de k., deve ser igual & unidade e qualquer desvio desse valor indica quanto

o reator, em relagao a composigao original, estd distante da criticalidade.
Posteriormente, analisa-se um reator de dimensoes finitas uniforme. Desconside-

rando a variacao temporal da Equacgao 2.58 e a variacao espacial dos parametros, exceto

para o fluxo de néutrons, que altera-se perto dos contornos, tem-se:

— DV?®(r) + X,®(r) = v, 0(r), (2.64)
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ou ainda:
— V20(r) = BZ®(r), (2.65)
onde:
VX — 0
B2 = 21 ~a 2.66
G D ) ( )

em que B2 representa o buckling geométrico do reator |Garland, 2014]. Seu significado
fisico pode ser entendido reescrevendo a Equacao 2.66 como:

~V20(r)
O(r)

B% = (2.67)

ou seja, o buckling geométrico fornece a informacao relativa ao perfil da curva do fluxo de
néutrons ao longo das direcoes ortogonais do niicleo do reator, ou ainda, o perfil da fuga
de néutrons do sistema. Se o reator considerado é finito e homogéneo, a curvatura relativa
¢ uniforme e negativa, caso contrario, como em reatores reais, as curvaturas relativas do
fluxo e do buckling podem também ser positivas.

Usando a definigao de B%, pode-se reescrever a Equagio 2.64 como:
DBZ®(r) + X,P(r) = v, d(r). (2.68)

A Equagao 2.68 tem as mesmas caracteristicas da Equacao 2.60, e sua tinica solucao

é a trivial, a menos que:

DBZ + %, = vy, (2.69)

Entao, do mesmo modo como citado anteriormente, isso significa que a composicao e
geometria do reator deve estar exatamente em equilibrio. Logo, esta é a condicao de
criticalidade para um reator finito uniforme. Se essa condicao nao for satisfeita, nao
existird solu¢ao nao trivial. Assim como foi realizado para o meio infinito, pode-se garantir
a existéncia de solugoes nao triviais introduzindo um parametro:

1% E f
kery

DB¢(r) + B,P(r) = d(r), (2.70)

em que a solucao nao trivial sempre é encontrada selecionando um valor para ks do tipo:

I/Ef
ke = o, 2.71
" S.+ DB} (2.71)
ou.
vip
B ="t (2.72)

D
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Deste modo, a equacao da criticalidade monoenergética em meio finito pode operar em
estado critico com um fluxo nio nulo. E facil observar o sentido fisico do fator de multi-
plicacao efetivo na Equacao 2.71, que é a razao da taxa de producao pela taxa de perdas
(absorgao e fugas). O valor da Expressao 2.71 deve ser igual a unidade no estado critico.

Assim sendo, pode-se escrever:

1231
IDIFEEDY -1 ko—-1
B =2 B T 2.

onde L2 = D/Y, representa o comprimento de difusdo de néutrons. No lado esquerdo
da Equagio 2.73, B2 ¢ uma quantidade geométrica, como explicado anteriormente. J&
no lado direito da equacao, tem-se uma funcao somente de propriedades nucleares, nao
dependendo de quantidades geométricas. Esta expressao, denominada buckling material
(B32,), é definida por:

9 koo — 1

Bhy = =5 (2.74)

Portanto, B2 = B3, que representa a condi¢ao de criticalidade.
Para concluir, considerando-se a Equacao 2.70 linear com condicoes de contorno
(fluxo zero na distancia extrapolada), que serdo detalhadas mais adiante, tem-se um

problema de autovalor. Para melhor visualizacao, pode-se reescrevé-la como:

(B + DBZ)®(r) = (v¥;®(r), (2.75)
onde:
(= (2.76)
ey '

que representa o conjunto de autovalores do modelo. Como mencionado anteriormente,
0 mesmo vale para o caso monoenergético: hd um conjunto de autovalores e autovetores
distintos, onde o maior deles é o utilizado. Para compreender a razao de empregar o auto-
valor dominante, apresenta-se um exemplo considerando um reator na forma de uma placa
de comprimento [ na dire¢ao x e comprimento infinito nas dire¢oes y e z (unidimensional)
[Garland, 2014|. A Figura 2.5 ilustra o esquema do reator.

Para esse caso especifico, a Equacao de Difusao pode ser escrita da seguinte ma-

neira;
d*®(x)
dx?

A solucao da Equagao 2.77 pode ser facilmente encontrada como sendo ®(z) =

+ B&®(z) = 0. (2.77)
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: Contornos
Contornos fisicos extrapolados

Figura 2.5 — Representacao de um reator infinito do tipo placa plana.

c1sen(Bgz) + cacos(Bgx). Como o fluxo ndo deve ser negativo (da condigdo que o fluxo
¢ finito 0 < ®(z) < o0), sen(Bgx) ndo é uma solugao fisicamente aceitavel. Logo, a
solugdo tem a forma ®(x) = cecos(Bgz), onde ¢y é uma constante. Diante disso, a
condi¢ao de contorno do problema ®(l.,/2) = 0 (onde [, ¢ a distancia extrapolada) deve
ser satisfeita ®(l../2) = coc08(Bg - ler/2), resultando que os valores de Bg sdo limitados
por Bg = (nm)/le,. A Figura 2.6 mostra os resultados para n = 1,2 e 3 para o fluxo de

néutrons.

Fluxo de néutrons

-0.8- e n=2 ;"

Figura 2.6 — Fluxo de néutrons para n=1, 2 e 3.

Observando os resultados apresentados na Figura 2.6, ¢ possivel perceber que a

unica solucao aceitavel é para n = 1, pois em todas as outras as fun¢oes assumem valores
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negativos. Deste modo, o valor do buckling o qual fornece sentido fisico € o menor dos
matematicamente possiveis (Bg = (7/l.;)?), e o correspondente valor para ks ¢ o maior

deles (ver Equacao 2.71).

2.4 Equacoes de Difusao de Néutrons com dois grupos de energia

Na secao 2.1, apresentou-se a Equacgao de Difusao de Néutrons Monoenergéticos e
salientou-se que esse modelo apresenta limitacoes quanto & precisao, pois o intervalo de
energia dos néutrons pode variar de oito a nove ordens de magnitude (aproximadamente
0,01 eV até 10 MeV). Regioes de baixa energia (< 0,1 eV), onde a se¢ao de choque de
absor¢ao decresce acentuadamente com o aumento da energia dos néutrons (ver Figura
2.2), a secao de choque é inversamente proporcional a velocidade do néutron. Ja para
regioes com energia entre 0,1 a 1000 eV, a secao de choque de absorcao cresce muito
rapidamente para certas energias e entao cai novamente. Em outras palavras, pode-se
interpretar esse comportamento analisando a quantidade de tempo que o néutron perma-
nece na “vizinhancga” do nticleo: quanto maior a velocidade do néutron, mais rapidamente
ele se retira dessa “vizinhanca” e menor a chance de ser absorvido e causar uma fissao.
Entao, como a maioria das fissoes acontecem no grupo térmico, gerando néutrons com
energias elevadas, ¢ comum utilizar dois grupos de energia. Desta maneira, denominam-
se néutrons térmicos os néutrons com energias menores que 1 eV e néutrons rapidos os
néutrons com energia entre 1 eV e 10 MeV. A Figura 2.7 mostra a divisao da energia dos
néutrons em dois grupos de energia para um reator térmico. Em vista disso, com dois

grupos de energia e utilizando parametros ponderados através de muitos grupos com a

Teoria de Transporte, a solucao se torna suficientemente precisa para calculos em difusao.

Grupo 2 (térmico) Grupo 1 (rapido)

A A
[ \ \

E=0 E~1leV Eo~10 MeV

Figura 2.7 — Divisao da energia dos néutrons em dois grupos de energia para um reator

térmico.
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Utilizando-se dois grupos de energia, por consequéncia, deve-se ter dois fluxos (P4
e ®5), onde o primeiro representa o grupo rapido e o segundo, o grupo térmico. Também
precisam-se de duas se¢oes de choque macroscopicas de remogao (3,1 e X,2), duas se¢oes
de choque macroscopicas de fissao (Xf e Xf2), seus respectivos nimeros de néutrons
produzidos na fissdo (11 e v,) e dois coeficientes de difusdo (D; e D).

Diante disso, pode-se definir inicialmente:

Fluxo Eo
= Py(r,t) = / O(r, E,t)dE, (2.78)
Rapido Ey
e:
Fluxo Ey
= Oy (r, 1) :/ o(r, E,t)dE. (2.79)
Térmico E;

Nesse caso, com dois grupos de energia, as fissdes ocorrem no grupo térmico, em
que os néutrons possuem energia apropriada para causar esse tipo de reagao. Os néutrons
gerados aparecem no grupo rapido, pois possuem grandes energias. Esse fato pode ser
observado na Figura 2.8, que exibe o comportamento do fluxo e do espectro de fissao para

o modelo a dois grupos. Assim, para o espectro de fissao pode-se assumir que:

2

thermal

Sl Energy, E
10 eV 1eV 2 MeV

Figura 2.8 — Comportamento do fluxo e do espectro de fissao para o modelo a dois

grupos. |[Adaptado de Garland, 2014]

X1 = /EO X(E)dE =1, (2.80)
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e:
Eq
X2 = / X(E)dE = 0. (2.81)
Es
Deste modo, a fonte de néutrons rapidos (S (r,t)) provenientes da fissao nuclear
¢ dada por:

Sri(r,t) =X (r)P(r, 1) + 12X po(r) Do(r, 1), (2.82)

enquanto que, para a fonte de néutrons térmicos (Sy(r,t)), tem-se:
Spa(r, 1) = 0. (2.83)

Admitindo que nao ocorrem espalhamentos com upscattering, ou seja, os néutrons
do grupo térmico nao espalham para o grupo rapido, entdo X1 (r) = 0. Portanto, a se¢ao

de choque macroscopica de espalhamento do grupo térmico pode ser escrita como:
232(1') = ngl(r) -+ 2322(1') = ESQ(I') = 2322(1'), (284)

e por consequéncia, a secao de choque macroscopica de remogao para o grupo térmico

torna-se:
Yra(r) = Epa(r) — Xgoo(r) = Xga(r). (2.85)

Diante desses conceitos e simplificagoes, a Equacao de Difusdao de Néutrons com

dois grupos de energia ¢ definida como:

Lf’%—gﬂ — V- Dy(r)V®(r,t) — Spy (r) Dy (r, 1) + 142 1 (r) Dy (x, 1)
128 52 (1) Py (r, 1), (2.86)
L 9%200t) — 7. Dy (p)V Dy (T, ) — Saa(r)Pa(r, t) + Sy12(r) Py (1, 1).

Vo ot

Observando as Equagoes 2.86, pode-se perceber que o fluxo rapido é o termo fonte
para os néutrons térmicos através da reacao de espalhamento do grupo 1 para o 2, en-
quanto que o fluxo térmico é a fonte para o grupo répido através da reacao de fissao.
Devido a esse fato, néutrons térmicos e rapidos tem uma distribuicao espacial diferente,
além da energética, que ja foi citada anteriormente. Isso se justifica pela razao de que a
regiao dos moderadores tem a probabilidade maior de “desacelerar” os néutrons rapidos
e a regiao do combustivel de causar fissdes com os néutrons térmicos, gerando néutrons

rapidos.
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2.4.1 Equacoes de Difusao de Néutrons com dois grupos de energia na criti-

calidade

Assim como procedeu-se para o caso monoenergético, primeiramente assume-se um
reator de dimensoes infinitas e uniforme. Entao, todos pontos no espaco sao “equivalentes”,
ou seja, o fluxo de néutrons e as propriedades sao constantes no espaco. Além disso, o

termo de fuga pode ser desconsiderado. Logo, pode-se escrever as Equagoes 2.86 como:

2P =X Pr + 10X Py,
EG,Q@Q = 2512(1)1,

(2.87)

as quais podem ser escritas mais claramente como um sistema linear homogéneo de duas

equacoOes da seguinte forma |Garland, 2014]:

(Xp1 —11251)P1 — (10X f2) P2 = 0,
(—Xs512)P1 + (Xa2) P2 = 0.

(2.88)

A Equagao 2.88 tem solucao nao trivial somente se o seu determinante for igual a

zero, ou seja:

(27‘1 — Vlzfl)(ECQ) — (VQZfQ)(ESlg) =0. (289)

Assim como nos casos multigrupos e monoenergético, se esse balanco nao for exata-
mente satisfeito, entao nao existe solucao nao trivial para o sistema. Portanto, novamente

inclui-se o parametro k., para proporcionar sentido fisico ao sistema:

(B =222 @, - (222) @, =0,
(—3612)P1 + (Xa2) P2 = 0,

(2.90)

e sua devida condigao de criticalidade é:

(z:ﬂ - %) (Lao) — (”if2> (Z12) = 0. (2.91)

A partir da condicao de criticalidade dada pela Equacao 2.91, obtém-se o valor do

fator de multiplicacao infinito:

121502 + Vadifadisio

koo =
ErlzaQ

(2.92)

Posteriormente, realiza-se a mesma anéalise para um reator finito uniforme. Assim,
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as Equagoes 2.86 tornam-se:

—D1V2<D1(I') + Erlq)l(r) = VlZﬂ(I)l(r) -+ 1/22]02(1)2(1'),

(2.93)
—D2v2q)2(1‘) =+ ZaQ(DQ(I') = 2812(1)1(1').

Pode-se buscar uma solugao para o fluxo de néutrons da seguinte forma |Garland,
2014]:
Dq(r Ao(r
AN ETORY 29
Dy(r) Az(r)
ou seja, reescrevem-se os fluxos de maneira que se obtenha a amplitude dependente dos

grupos vezes o fluxo independente dos grupos. Substituindo essa Equacgao 2.94 dentro da

segunda Equagao do sistema 2.93, obtém-se:
— D2A2V2¢(r) + A22a2¢(r) = A12512¢(r), (295)

ou reescrevendo de outra formas

V2¢(1‘) _A12512 — As¥go

o(r) Dy Ay

(2.96)

Assim como no caso monoenergético, analogamente a Equagao 2.66, do lado di-
reito da equacao tem-se uma quantidade independente do espaco. Diante disso, pode-se

escrever:

V20, (r) = —BZ®,(r), para g = 1,2. (2.97)

Retornando para a anélise das Equacoes 2.93, pode-se reescrevé-las na forma de

um sistema linear homogéneo, substituindo a defini¢ao de B, obtendo-se:

(DlBé + Erl — Vlzfl)q)l(r) — (VQZfQ)@Q(I‘) = O,

(2.98)
(—=Xa2)®1(r) + (D2BE + a2)Po(r) = 0,

em que a unica solu¢ao nao trivial existird se o determinante da Equacao 2.98 for igual a

Zero, ou seja:
(D1BE + %01 — 1341)(DaBE + Ya2) — (Sa12) (12X 1) = 0. (2.99)

Se essa condicao nao for satisfeita, entao a solucao trivial é a tnica solucao do sistema.



37

Incluindo o fator de multiplicacao efetivo a fim de obter solugoes nao triviais, obtém-se:

(DiB2 + 50 = 520 ) @y(x) — (222 ) @a(r) = 0,

hess (2.100)
(—2312)(1)1<I'> + (DQB% + Zaz)q)Q(r) = 07
onde seu determinante, que proporciona a condicao de criticalidade, é dado por:
120 Vo2l
(DlBé iz, -4 fl) (DyB + T03) — (Su1z) ( 2 ”) ~0. (2.101)
eff Kery
Logo:
Y )(DyB% + % PN )y
oy — (1 271)(D2BE + Yaz) + (Barz) (v5Xg2) (2.102)

(D1BE + %,1)(D2BE + Xa2)

2.5 Cinética Espacial de Difusao de Néutrons

Os modelos propostos nas se¢oes anteriores ainda nao mostram explicitamente a
contribuicao dos néutrons atrasados para a geracao de néutrons no reator nuclear. Desta
forma, essa secao tem a finalidade de apresentar os modelos matematicos do comporta-
mento transiente do fluxo de néutrons incluindo explicitamente a contribuicao dos mesmos.

Nem todos néutrons sao gerados simultaneamente com a fissao, h& os néutrons
atrasados que surgem ap6s a fissao nuclear, quando ha a origem de fragmentos instaveis
que decaem e os emitem. Esses nuclideos que sofrem decaimento sao chamados pre-
cursores de néutrons atrasados. Quando esses néutrons surgem, possuem energia baixa
(aproximadamente 0,5 MeV enquanto que os néutrons prontos gerados na fissdo possuem
aproximadamente 2 MeV) e percorrem uma distancia mais curta comparados aos néu-
trons rapidos, o que gera uma menor probabilidade de fuga do nicleo do reator. Apesar
de representarem menos que 1% da populagdo total de néutrons no reator, eles exercem
um papel muito importante no controle do ntcleo, pois mudam drasticamente o com-
portamento do sistema. Outro fator importante a ser destacado, é que possuem uma
probabilidade menor de provocar fissoes rapidas do que os néutrons rapidos por sua ener-
gia estar abaixo do minimo necessario para essa reacao. Vale destacar que a fissao por
bombardeamento com néutrons acontece se um desses néutrons for absorvido pelo niicleo
e a soma da energia cinética do néutron com a energia de ligacao do nicleo for maior que
o limiar de energia para a fissao.

Existe um grande nimero de isd6topos de produtos de fissao que decaem pela emis-

sao de néutrons, que podem ser reunidos em uma “familia” de precursores de néutrons
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atrasados. Em estudos de cinética de néutrons, é suficiente agrupar esses fragmentos ins-
taveis em seis grupos (Cq, Cy, C3,Cy, C5 e Cg) de acordo com as escalas de tempo (meias-
vidas), que os conferem propriedades semelhantes. Portanto, cada grupo ¢ é caracterizado

pelos seguintes parametros nucleares:
e [3;: fracao de néutrons atrasados no grupo i de precursores;

e )\;: constante de decaimento radioativo do grupo ¢ de precursores, que representa a
fracao do nimero inicial de &tomos do precursor que decai em determinada unidade

de tempo.

Para relacionar um e seis grupos de precursores de néutrons atrasados, pode-se

6
utilizar a relacao de equivaléncia (% => Ai) Na Tabela 2.1, apresentam-se valores de
i=1""

coeficientes tipicos utilizados para os precursores de néutrons atrasados.

Tabela 2.1 — Parametros cinéticos para o U-235. |Fonte: Adaptada de Garland, 2014|

Grupo i Meia-vida (s) A\;(s7!) Bi
1 54,51 0,0127  0,0002641
2 21,84 0,031 0,00148035
3 6,0 0,1155  0,0013066
4 2,23 0,310  0,00282865
5 0,496 1,397 0, 0008896
6 0,179 3,871 0,0001807

6
Conforme os valores da Tabela 2.1, pode-se perceber que 5 = > 5; = 0,00695.

i=1
Isso significa que os néutrons atrasados representam 0, 695% dos néutronls produzidos pela
fissao. Apesar de ser uma porcentagem relativamente pequena, em longas escalas de tempo
(até um minuto) em relagao as escalas de tempo da fissdo, esses néutrons podem mudar
drasticamente o comportamento do reator, pois garantem a seguranca de sua operacao
através do controle de reacoes em cadeia, na medida em que atrasam a resposta do reator.
Para inclui-los nas equagoes previamente apresentadas, primeiramente analisa-se
a variagao da concentracao dos precursores de néutrons atrasados no reator, apos deve-se
adicionar no termo que representa as fissoes a contribuicao desses néutrons na Equacao

de Difusao Dependente do Tempo 2.26.
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Define-se a concentracao dos precursores de néutrons atrasados como:

Nimero esperado dos i-ésimos

precursores em d°r )
= Ci(r,t)d’r, (2.103)

em torno de r que sempre

emitem um néutron atrasado

para i = 1: 1. A expressao que determina a variacao da concentracao de emissores de

néutrons atrasados C;(r,t) em uma posi¢ao r e instante ¢, deve incluir perda e produgao:

Niamero esperado Nimero de
0C;(r, t)d®r de precursores recursores
/ # = P - P ) (2.104)
4 ot produzidos em V decaindo em V
no instante ¢ no instante ¢

A producao dos precursores ocorre através da fissao, que pode ser contabilizada
pela multiplicacao da fracao de néutrons atrasados pela taxa de producao de néutrons

por fissao:

Ntmero esperado

de precursores , A
_ / / Buw(ENS,(x, B, )0(r, B, )dE | dPr.  (2.105)
v

produzidos em V

no instante ¢

Ja a perda é ocasionada pelo decaimento radioativo, que pode ser determinada
pela multiplicagdo da concentragdo do precursor C;(r,t) e sua constante de decaimento

A; correspondente:

Numero de
precursores
= i\T, i r. .
/ Cy(r, O] (2.106)
Vv

decaindo em V

no instante ¢

Substituindo as Equacoes 2.105 e 2.106 na Equacgao 2.104:

/ dr {w — /BZ-V(E’)Zf(r, E' )®(r, E' t)dE" + N\ Ci(r,t)|= 0. (2.107)
v ot

Deste modo, o integrando é nulo pois o volume foi escolhido arbitrariamente. Assim, a

equacgao que expressa a variacao da concentragao dos precursores em um reator nuclear é



40

dada por:
_aog: 1 / B (ENSs(r, B )®(x, E' 1)dE" — X\Cy(r, 1), (2.108)

parai=1:1.
Agora, acrescenta-se na Equagao 2.26 a contribuicdo dos néutrons atrasados. Pri-
meiramente, o nimero de precursores de néutrons atrasados que decaem e contribuem

para a fissao:

Producao dos
= Z fi( E)AiCi(x,t), (2.109)

néutrons atrasados

onde f;(E) representa a probabilidade de um néutron atrasado apresentar energia entre

E e E+ dF como resultado do decaimento do i-ésimo emissor. Vale destacar que:

/fz‘(E)dE = 1. (2.110)

Em seguida, define-se o nimero de néutrons produzidos pela fissao subtraido da
contribuicao dos néutrons oriundos de decaimentos dos produtos de fissao, ou seja, so-

mente os néutrons prontos:

Producao dos , , , ,
= /(1 — B)x(E)W(E)Ss(r, ', t)®(r, £ t)dE". (2.111)
néutrons prontos
Portanto, as Equagoes de Difusao Dependente do Tempo com tratamento continuo

da energia, acrescentando-se a contribuicao dos néutrons atrasados, pode ser escrita como:

5 2EED = . D(r, B,)VO(x, B,t) — Sr(r, B, )®(r, E, 1)

+ [(1 = B)X(E)W(E")Ss(x, E' t)®(x, E', t)dE
O(r

+ f Zs(ra El — E; t) 7E/’ t)dE/ + Zfz(E)AzOz(r, t) 4 C?e:(;t(r7 E, t), (2112)

00 — [ By(E)Sy(x, B, £)B(x, B, )dE' — \Cy(x, 1),

parai=1:1.
Ja para as Equacoes de Difusao de Néutrons Multigrupos definidas em 2.47, con-

siderando os néutrons atrasados, sao dadas por:

g—1
%%Cbg(r,t) =V Dy(r,t)VP,(r,t) — T,y(r, )Py (r, 1) + Zl Yogrg(r, 1) Py (T, 1)
g'=
G
+Xg<1 - 5) Z I/g/ng/ (I‘, t)CDg/(r, t) + Z fig/\iCl-(r, t) + Q;‘“(r, t), (2113)
g'=1 i

oC;(r.t) G
28t7 - /21 BiVng’ (r, t)q)g’ (1'7 t) - /\iOi(r7 t)a
g =



41

parat=1:1.
No caso monoenergético, acrescentando a contribuicao dos néutrons atrasados na

Equacao 2.58, obtém-se:

10¢(r,t) =V - D(r)VO(r,t) — S(r)®(r, t) + (1 — B)vZs(r)®(r, 1)+
Z AiCi(r, 1) + Q' (x, 1), (2.114)
9D — GBS, )B(r, ) — NCi(r, 1),

parai=1:1.
Por fim, utilizando-se dois grupos de energia, conforme Equacao 2.86, e novamente

incluindo os néutrons atrasados, chega-se em:

LI0wD) — 7. Dy (£)VP (1, 1) — S (£) Py (1, ) + (1 — B) (11 Sp1 (1)@ (x, )

v1 ot
+1 8 o) Do (x, 1)) + 3 NCi(r, 1),
1 0%a(rt) _ -V DQ( )Vq)Q(r, t) — Eag(r)q)2<r, t) + 2812<r)q)1<1‘, t)’

v2 ot

YD) — 3,11 D41 (1) P (1, 8) + 158 o (1) Do (1, 1)) — N Ci(x, 1),

(2.115)

parai=1:1.
Nas equagoes de criticalidade ignora-se a diferenciagao de néutrons prontos e atra-
sados, pois com a invariancia no tempo nao importa quando os néutrons estao “nascendo”,

mas sim quantos.

2.6 Condicoes de contorno classicas de Difusao de Néutrons

Definidas as Equacoes de Difusao de Néutrons, é necessério especificar as condigoes
de contorno espacial e interface em regioes nas quais o fluxo satisfaz as equacoes, para
determinar as constantes arbitrarias.

Primeiramente, precisa-se respeitar os requisitos fisicos: a solucao deve ser real,
nao negativa, ter um tnico valor e o fluxo deve ser diferente de infinito, exceto para pontos
singulares das distribui¢oes da fonte.

A equacao de difusao geralmente é resolvida em meios com altas densidades, como
em moderadores de néutrons (dgua e grafite, por exemplo) e pode ser limitado pelo ar.
O livre caminho médio do néutron no ar, por ex., ¢ muito maior que na regiao do mode-
rador, podendo assumi-lo como vacuo nos calculos de distribuicao do fluxo de néutrons

[Contributors, 2018]. Esta condigdo supde que os néutrons ndo podem entrar uma vez
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que sairam do meio. Considerando que os néutrons nao sao refletidos do vacuo para o

volume, pode-se derivar da Lei de Fick a seguinte condicao:

1dd 3 -1 (2.116)
ddn  2,13120p Lo '
onde [, é a distancia extrapolada, d®/dn é derivada normal da superficie e:
lez = 0,7104)\,, (2.117)

onde A, é o livre caminho médio do meio obtido da Teoria de Transporte. A interpretacao
geométrica da Equacao 2.116 é que o fluxo de néutrons relativo perto do contorno tem
um declive de —1/I.,, ou seja, o fluxo extrapola linearmente para 0 a uma distancia [,
alem do contorno (d®/dx = 0 em = = [l.;). Considerando que o fluxo ¢ nulo (& = 0)
na distancia extrapolada, e que [., ¢ muito menor que as dimensoes do sistema, entao o
fluxo de néutrons obtido pelas Equagoes de Difusao desaparece em uma pequena distancia
extrapolada a partir do contorno. Desta maneira, lembrando da Equacao 2.13, que pode

ser escrita como D = )\y./3, e assumindo que D ~ lem, obtém-se:
lez = 0,7104)\; ~ 0,7104 X 3 ~ 2cm, (2.118)

que é muito menor que a dimensdo do reator. Portanto, assume-se que ®(superficie) = 0,
ou seja, desaparece no contorno do sistema.

Outras condicoes necessarias sao as que especificam as condicoes na interface entre
dois meios diferentes. Sabendo que o nicleo do reator é heterogéneo, ou seja, apresenta
regides distintas (combustivel, barras de controle, refrigerante, entre outros) e que nao
ocorre acumulagdo de néutrons nas interfaces (desde que nao haja uma fonte), é preciso
impor uma condicao de continuidade entre as interfaces para o fluxo e para a corrente de

néutrons. Logo:
Py = Pp,

(Ja)n = (IB)n,

onde @4 e ®p sao os fluxos de néutrons nas regides A e B, respectivamente, e (J4), e (J5),

(2.119)

sao as componentes normais da corrente de néutrons nas regioes A e B, respectivamente.
Mais detalhes sobre as condicoes de interface serao abordados no capitulo da construcao

da solucao do problema heterogéneo.
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3 SOLUCAO DAS EQUACOES DE CINETICA ESPACIAL DE NEU-
TRONS UNIDIMENSIONAIS EM UM DOMINIO HOMOGENEO

3.1 Aplicagao da Metodologia

A metodologia, apresentada nesta secao, consiste na determinacao da solugdo com
representacao analitica da Equacao de Cinética Espacial de Difusao de Néutrons, com
dois grupos de energia, seis grupos de precursores de néutrons atrasados, em geometria
cartesiana unidimensional e dominio homogéneo. A ideia resume-se em: expandir o fluxo
escalar de néutrons e as concentragoes de precursores de néutrons atrasados em séries de
Taylor na variavel espacial, utilizando a metodologia discutida por Ceolin, 2014; Ceolin
et al., 2015a; Schramm, 2016, mas deixando a dependéncia temporal nos coeficientes
dessas séries (diferente dos métodos citados); substituir essas expansoes nas Equagoes
de Cinética Espacial de Difusao de Néutrons, encontrando-se um conjunto de EDO’s
recursivo, onde aplica-se o Método da Decomposicao de Adomian modificado na variavel
temporal [Adomian, 1988, 1994; Adominan e Rach, 1996; Petersen, 2011; Da Silva et al.,
2014] com desacoplamento das equacoes com diferentes escalas de tempo caracteristicas,
que sao entao subsequentemente corrigidas por um esquema recursivo com os termos
fonte. Assim, é possivel calcular a solucao para qualquer instante sem a necessidade
da integracao sucessiva no tempo, encontrando-se a solucao desejada e superando por
esse procedimento o cardter de rigidez da solu¢ao. A Figura 3.1 apresenta o resumo da
aplicagao da metodologia proposta com os passos a serem desenvolvidos nesta secao.

Iniciando a metodologia, parte-se da Equacao 2.115 admitindo-se que alguns pa-

rametros nucleares sao constantes devido o dominio ser homogéneo, obtendo-se:

LBCI)l—(:r,t) = D1V2<I>1(:1:,t) — Eﬂ@l(x,t) + (1 — ﬁ)(mZﬂ@l(:c,t) + VQZfQ(I)Q(.I‘, t))

V1 ot
6
+ > ACi(x, 1),
i=1 (3.1)
L0020 — D,V2Ds(x,t) — Saa(t)Da(x, 1) + Se1a®i (1),
é?C’ia—(;:,t) = Bl-(ylEﬂ(I)l(:c,t) + ngfgq)g(ﬂi, t)) — )\zCz(x,t),

onde i = 1:6. O termo X,o(t) na segunda Equacao do sistema 3.1 foi escrito com a
dependéncia temporal, pois a maioria dos casos transientes na literatura consideram a
variacao nesse parametro. No entanto, é possivel aplicar a metodologia com a variagao

temporal em qualquer outro parametro, ou mesmo, considera-lo constante. As condicoes
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Figura 3.1 — Resumo da metodologia proposta.

iniciais do problema sao dadas por:

Dy (2,0) = Dy (x),
CDQ(I, 0) — (1)2,0(x)7

(3.2)

Cz‘(l', 0) = %[Vlzflq)lp(l‘) + ]/22]“2@270(1;)]

e a condicao de contorno:

onde g =1,2 e |a| + |b] > 0.

ad,(x,t) +

bﬁtbg(m, t)
ox

=0,

(3.3)

O dominio espacial global é segmentado em um conjunto de subdominios suficien-

temente pequenos, onde em cada um deles a solugao é representada por uma expansao em

série de Taylor na varidvel espacial, em que o ponto expandido é centralizado no respectivo

subdominio de tamanho 2Az, como pode ser visto na Figura 3.2.

As expansoes das variaveis @1, 5 e C; em séries de Taylor no espaco sao dadas
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Figura 3.2 — Segmentacao do dominio espacial.

por:

oz, 1) = z AR () (x — @),

0

ol(a,t) = > BYW) (@ — 20", (3.4)

n=0

Mz, t) = 32 M (1) (w — zo)",
n=0

onde zo é 0 centro do intervalo espacial de tamanho 2Az; Al (1), BY (t) e Cz[lll(t) sS40 0s
coeficientes da expansao em séries de Taylor para o fluxo rapido, térmico e as concentra-
coes de precursores de néutrons atrasados do grupo i, respectivamente, e onde [ = 1: L
é o nimero da célula no espaco. Destaca-se que a dependéncia do tempo se encontra nos
coeficientes das expansoes em séries de Taylor, diferentemente dos trabalhos de Ceolin
et al., 2015b, 2014, 2015a; Schramm, 2016, sendo assim, uma nova proposta de solucao
diante da literatura existente. Isto implica que serd obtido um sistema recursivo de equa-
coes diferenciais ordinarias dependentes do tempo, que posteriormente serd solucionado
através do Método da Decomposicao de Adomian modificado. Esta mudanca na expansao
da série propicia a utilizacao em conjunto da expansao em série de Taylor com o Método
da Decomposicao modificado.

Aplicando as expansoes dadas pela Equacao 3.4 na primeira Equacao do sistema

definido em 3.1, tem-se:

[e.e]

i 2 A =20 = Dy (4 Do+ DAL (0o = )
=S 2 AV - 20)" + (1= D T AN~ 7o) (3.5)

n=0

ER7S f; B (t)(x — wo)") + 2 i 2 c[” L) (@ — @),
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onde:
V2 Al — o) = 3+ 1)+ 2) ALy (1) o) (36)

Isolando as expansoes em séries de Taylor definidas na Equacao 3.4 na Equacao

3.5, encontra-se:
&2 AN —20)" = X A () (x = w0)"(=Srvr + (1 = B Epm)
n=0 n=0

6

_ 20 B (t)(x — 20)"((1 — B)raSpav1) — 20 (1) (@ — o) (1 3 N) (3.7)

_ f;o(n + 1) (n +2)AY (1) (@ — 20)"(Dyvy).

Para a Equacao 3.7 ser satisfeita para todo x é necessario que o coeficiente de cada poténcia
de x seja nulo, pois diferentes poténcias de n em z sao linearmente independentes. Deste

modo, obtém-se:

LA — AV (=Znv1 + (1= B Savm) — B()((1 = B o)

l (3.8)
(B0 3 N) = (n+ D+ 24, () (D).

Em seguida, utilizando a segunda Equacao do sistema 3.1 e substituindo as expan-

soes da Equacao 3.4, encontra-se:

e}

L4 Bl — a0 = D2 T (n+ D+ 2)BUL (1) (w — 20)" )
(1) go BI(#)(x — 20)" + Saz i AV (@ — o), |
onde: . .
V2> Btz —x0)" =D (n+1)(n+2) BN, () (x — )" (3.10)

Isolando as expansoes em séries de Taylor na Equacao 3.9, tem-se:

55 Bl =20 = & B0 - a0 (~aa(t)eo)

_ io Al (@ = 20)"(So12v2) = Z (n+ 1)(n + 2)B", () (z — 20)"(Dyvy).

(3.11)

Da mesma maneira, para a Equacao 3.11 ser satisfeita para todo x é necessario que o

coeficiente de cada poténcia de x seja nulo, ou seja:

4B — AU(E)(S1000) — BY(E) (—Sua(t)vs) = (n+ 1)(n + 2)BY,()(Daws).  (3.12)

Aplicando o mesmo procedimento para a ultima Equacao do sistema 3.1, encontra-
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se:
5> szn<t>(‘r —20)" = Bi( s D Al (@ — zo)"+
sy g (3.13)
Ve¥ipe 3 Ba' (t)(x — x0)") — Ai D2 Ciyy(8) (7 — 20)".
n=0 n=0
Isolando as expansoes aplicadas na Equacgao 3.13, tem-se:
& X Cin(h)(x — )" = 3 AU (H)(x —20)" (BirSp1)
o =0, (3.14)
= X Bl ()@ = w0 (BuaTpz) = 2 CL((@ = 20)" (=) =0,
e portanto:
acll (1) — Al ) (Buns ) — BR() (BsSys) — C (1) (=) = 0. (3.15)

Reescrevendo as Equacoes 3.8, 3.12 e 3.15 na forma matricial, obtém-se um sis-
tema recursivo valido para qualquer n e cada instante de tempo de equacoes diferenciais

ordindrias com os coeficientes da série de Taylor dependentes do tempo, definido como:

_ Ag] () ] | =Y+ (1 =) iXpvr (1= B)edpvr Mvr Avr Agvy
B ) Y12 — S (t)vs 0 0 0
Cy,]n(t) B2 BivaXifo -0 0

d Cg,}n(t) B Parn X1 BaloX g2 0 =X O
at CZ[SI,]n(t) P31 251 Bara X fo 0 0 —X3
Cz[f,}n(t) Bar1Xf1 Bavadifo 0 0 0
Cg}n(t) P51 X1 Bsv22 2 0 0 0
i Cf[il,]n(t) | i Bev12 51 Be2X f2 0 0 0
Mo o A | L AYS T [ o+ D+ 248 @) ]
0 0 0 By (t) vsDy(n + 1)(n+2) B, (1)
0 0 0 el (1) 0
N ) | _ | (3.16)
0 0 0 el () 0
~X 00 el () 0
0 =X O el () 0
0 0 x| [CGho]| | 0 |

Cabe ressaltar que os coeficientes AELQ(t) e BELQ(t) advindos do termo de fuga
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das equacoes para o fluxo répido e térmico foram colocados no termo fonte do sistema de
EDO’s. Cumpre observar que o sistema de Equagoes 3.16 é semelhante as Equacoes de
Cinética Pontual de Néutrons.

Evidentemente, deve ser realizado um truncamento a fim de tornar esse problema
tratavel do ponto de vista computacional. Para isso, é realizado o truncamento das ex-
pansoes apresentadas na Equacao 3.4 levando em consideragao os resultados e anélises
dos trabalhos feitos por Ceolin et al., 2014; Tumelero, 2015; Schramm, 2016 com relacao
a ordem de truncamento das séries, utilizam-se trés termos, ou seja, polinomios quadra-
ticos. De fato, a maior contribuicao para a solugao esta no primeiro termo e decresce sua
importancia conforme o crescimento da ordem do coeficiente. Os estudos citados mostram
que polindémios de grau dois sao mais eficientes, sendo mais vantajoso reduzir o tamanho
do subdominio do que aumentar o grau polinomial em relagao ao tempo computacional
e estabilidade aritmética. Essa discussao serd abordada mais especificamente na analise
de convergéncia e controle do erro, onde serao apresentados instrumentos que justificam

o que acabou de ser afirmado. Assim sendo, as expansoes truncadas sao definidas como:

(2, 1) = A5 (8) + AV (1) (w — 20) + A (1) (& — x0)”,
Dy (x,t) = By () + BY (1) (w — x0) + By (1) (& — wo)?, (3.17)
(1) = Clo(t) + Ch (D) (@ — o) + CH (1) (x — 20)”

Com o truncamento das séries, as Equacoes 3.8, 3.12 e 3.15, podem ser escritas da

seguinte forma, primeiramente para n = 0:

AT () = AT (=Spv1 + (1= By Epv1) = Be(t)((1 = B)raSpovn)
~clo)e Y30 = A 0D,

(3.18)
LBY(t) — A (1) (Sa12v2) — B”<t><—za2<t>v2> = B (t)(2Dyv,),
1C8(t) — A ) (B Sp) — By ()(BaSya) — Cib(t) (=) =0,
para n = 1:
#AV (1) = AV (=1 + (1= HmSpen) = B~ B)raLpnn)
- U] U1 ; i) =
Ca(H(@1 32 M) =0 519

4l (1) — Al@) (D m)—BW(><—za2<t>v2>=o7
aell(t) — AV ) (BnEn) — BY ) (BnSye) — CLL(#)(—\) =0,
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e para n = 2:

4 AWty — AL (S0 + (1= BT pon) — BY()((1 = B)mSo0r)
_Cz'[f]2(t)(vl i i) =0,
=1
4B (1) = AL (t)(Sazv2) — BY (1) (~Saalt
aell(t) — AV () (BinSn) — BY () (BivaZ ) — Clh(1)(= i) = 0.

)

(3.20)

~—
<
)
~—r
I
=

o~

Destaca-se que Ag] (1), Bg] (1), AZ] (t) e BE] () sdo iguais a zero, pois a série foi truncada
no terceiro termo. Portanto, a equacao diferencial para n = 0 é heterogénea e as equacoes
para n = 1 e 2 sao homogéneas.

Deste modo, os sistemas de EDO’s na forma matricial correspondentes para n =

0,1 e 2 sao definidos, respectivamente, como:

A1) Al) 20,0, AU (1)
U B || 26080
- | co®) | —W) | ey | = 0 , (3.21)
| Cib(t) | a0
Al AV ] [o]
] B(t) B(t) 0
P iy | -w | ey | =101, (3.22)
L Cih(t) | e | |0
Al [ A ] [o]
] B(t) By(t) 0
7| Cho) | =WO | cho [ =0 | (3.23)
i (t) ) 0|
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onde:
| =0+ (1= B)iZpvr (1= BmXpvr o1 davr Asvr Moy
Y1909 — Yo (t)vg 0 0 0 0
Brivi¥is BrvaXfo -0 0 0
W(t) = Bav1¥if1 Bl fo 0 —X 0 0
Bs1 251 B3 fo 0 0 —-Xx3 0
54V12f1 54V22f2 0 0 0 —\4
Bs12 41 P51 fo 0 0 0 0
i BeV12 11 B2 X 2 0 0 0 0
AsU1 AgU1 ]
0 0
0 0
! ! (3.24)
0 0
0 0
—Xs O
0 —X |

As Equagoes 3.22 e 3.23 tem a mesma estrutura, portanto Ag] = HA[ll], onde k representa
a escala entre os coeficientes lineares e quadraticos, e 0 mesmo vale para os coeficientes
B e,

Os sistemas de Equacoes 3.21, 3.22 e 3.23 também podem ser escritos na forma

diferencial matricial linear compacta da seguinte maneira:

ax ) — W(HXY(t) = s(p),
axP(t) - WXt =0, (3.25)
X3 (1) = kX1 (1),

T
onde XE](t) = A,[nf](t) B,[f](t) C}l}z(t) } paran =0,1e2comi=1:6e¢e Sl (t) =

T

20, D1 AV (1) 20,D,BY (@) 0 0 0 0 0 0 } :
O proximo passo consiste em aplicar a ideia modificada do Método Classico da De-
composi¢do de Adomian [Adomian, 1988, 1994; Adominan e Rach, 1996; Petersen, 2011;

Da Silva et al., 2014] para resolver o sistema de equagoes diferenciais ordinérias. Cabe
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ressaltar neste ponto que, as equacoes objeto de estudo sao lineares e nao é necessario cal-
cular os coeficientes da expansao como no método classico, somente a técnica de expansao
¢ empregada. Em resumo, a ideia consiste em expandir as varidveis, no caso da presente
tese os coeficientes das séries de Taylor dependentes do tempo, em uma série truncada
e em seguida substitui-las nas equacoes diferenciais desejadas; forma-se um conjunto de
sistemas recursivos de equacoes diferenciais; no primeiro sistema utiliza-se a condicao ini-
cial, formando um sistema homogéneo de equacoes diferenciais de primeira ordem com
entradas constantes; os sistemas restantes formam equagoes diferenciais de primeira or-
dem nao homogéneas, pois carregam a dependéncia temporal no termo fonte; as respostas
das recursoes sao obtidas utilizando solugoes conhecidas para as equacoes diferenciais ma-
triciais de primeira ordem [Petersen, 2011]. Assim, para iniciar a aplicagdo do Método
da Decomposi¢io modificado, expandem-se os coeficientes Al (1), B (t) e szn<t) (para

n=0,1 e 2) em séries truncadas como:

o
o=

~
SN—

I

M~

o~
—~

~
S—

]:0 TL,j
1 T
Bl(t) =Y BY(1), (3.26)
Jj=0
J
0 ]
Cz’,n(t> - Z Ci,n,j(t)'

<
Il
[en]

Aqui, J indica o truncamento da soma infinita mas convergente para J — 0o, sendo que
a quantidade de termos desse truncamento serd apresentada nos resultados desta tese.
Para a aplicagao da metodologia, reescreve-se a matriz W(t), apresentada na Equa-
cao 3.24, em uma matriz diagonal Wq composta dos elementos constantes da diagonal
de W(t), mais outra matriz W1 (¢) com os elementos fora da diagonal de W(t) e que
carrega os termos com dependéncia do tempo, caso existam. Para isso, reescreve-se
Yao(t) = Xa20 + Xa21(t), ou seja, a secao de choque macroscopica de absor¢ao do grupo
térmico é dividida em uma parte constante e outra dependente do tempo, onde, na litera-
tura, inserem-se perturbacoes. Isso permite desacoplar, ji na recursao de inicializacao, as

equagoes com suas escalas de tempo associadas, contornando o problema de rigidez que
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de outra maneira seria aparente. Deste modo, as matrizes citadas tém a forma:

=01+ (1= B Xpn 0 0 0 0 0 0 0
0 —Ya20v2 0 0 0 0 0 0
0 0 - 0 0 0 0 0
W, — 0 0 0 =X 0 0 0 0 (3.27)
0 0 0 0 —=X3 0 0 0
0 0 0 0 0 =X 0 0
0 0 0 0 0 0 =X 0
i 0 0 0 0 0 0 0 —X |
e
[ 0 (1 =B aXpvr Aur Agvr Asvr Aqur Asv1 Agtn ]
Y1202 —a21(t)ve 0 0 0 0 0 0
Blylzfl 51V22f2
Wa(t) = BariXip BavaXipo (3.28)

Ba1 241 B po
Ba1 X g AZIN
Bs12 41 Bs12X ¢2
Bev12if1 Bev22 2

o o o o o o
o o o o o o
o o o o o o
o o o o o o
o o o o o o
o o o o o o

Inserindo as expansoes da Equacao 3.26 no sistema de equacoes diferenciais obtém-

se as equacoes constitutivas que determinam os coeficientes A Bl e el

njs Bnj € Cin - Como serd

mostrado adiante, o sistema recursivo corrige a solucao até uma precisao prescrita, deste
modo, o nimero de recursoes é finito e encerra em determinado passo J. Assim, o que era
originalmente um conjunto de trés sistemas de equacoes, cada um com oito componentes,
agora se torna um nimero infinito de equacoes recursivas. Vale destacar que esta expansao
d4 origem a um maior nimero de coeficientes desconhecidos do que de equacoes, entao o
problema original é transformado em um conjunto infinito de equagoes que poderiam, em
principio, serem resolvidas exatamente. A construcao do esquema recursivo é organizado
de maneira que, para uma determinada recursao, todos parametros sao determinados
unicamente para o esquema adotado. E importante ressaltar que este procedimento de
divisao nao ¢ tnico, existe uma variedade de possibilidades e a escolha para o esquema

apresentado baseia-se no fato de as solugoes para cada passo serem conhecidas. Expli-
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cando de maneira mais especifica, a estratégia é reagrupar os termos de tal forma que o
termo fonte seja sempre composto por termos conhecidos da recursao anterior [Da Silva
et al., 2014]. O termo fonte ndo pode dominar a solugao, pois se as corre¢oes forem muito
grandes, podem ocorrer oscilacoes na convergéncia e problemas aritméticos. Essa imple-
mentacao da Decomposigao ainda nao possui um critério matematico rigoroso, mas um
trabalho estd em andamento com base no namero de condicionamento como critério para
indicar quais componentes podem ser colocadas no termo fonte para garantir convergéncia
[Ladeia et al., 2018].

Diante disso, os sistemas lineares compactos da Equacao 3.25 podem ser escritos

da seguinte maneira:

94X (t) — WoXy (1) = SI(t) + W1 (1)Xg (1),

axtl@) — woxte) = wy (X (1), (3.29)
XY () — WX (1) = Wi (H)X5 (2).

Diante da segmentac¢ao da matriz W (t), agora substituem-se as expansoes da Equa-

¢ao 3.26 dentro da Equacao 3.18 (para n = 0), resultando em:

L(AG () + .+ AT (1) = (ATp (1) + . + AL (D) (= havs + (1= B)iEpimn)
= (AL (1) + ..+ AY, (1) (2Dyv) + (B(1) + -+ By, (0))((1 = B)raXpovy)
+(Cl o) + o+ Cl () (0 z A,
G(Boo(1) + -+ Byly(1)) = (Bio(t) + .+ Byly (1)) (=S ge2) (3.30)
= (BYy(#) + ... + BY (1)) (2D2vs) + (Ao (t) + oo + AL (£)) (Zs1202)
+(Bojp(t) + .- + By (£) (= Saz 1 (t)v2),
A(Cho®) + -+ C (1) = (€ (1) + ..+ C (1) (=)
= (Afo () + .+ A, (1) (B Sp) + (Byo(t) + .. + BY, () (BaSya).

Do mesmo modo, substituindo na Equacao 3.19 (para n = 1), obtém-se:

<[” () + .+ AL (1) = (A () + . + AL (0) (=S + (1 = By Ev)
= (B{y(t) + [” LN = By pav)+(CL o) + .. + L (¢ ”(”é&')’
%(B&’Jom B () = (BYo(t) + o+ B (0) (= Saagv) (3:31)
= (AT () + ..+ AL (1)) (Sazve) + (BY (1) + .. + B (£)) (—Saza ()v2),
)

el o) + o+ Cl 1) — (€ ot) + o+ ClL ) (=)
= (AU + o+ A O) (B Zp) + (BIS () + . + BIL(0) (BraE),
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ja para a Equagao 3.20 (para n = 2), tem-se:

<A5]o<t>+.--+A¥b<t>>—(Aé%(t)+...+A¥L<t>><—zﬂv1+<1—mmzﬂvl)

= (Bap() + o+ Baly (D)1 = BT o0 +(Clap(t) 4+ €l (D) (00 L ),
F(Bro(t) + -+ By (1) = (Byg(t) + -+ By (1) (~Lazov2) (3.32)

= (Ago(t) + oo + AP () (Ss12v2) + (BYG(t) + . + By () (— Sz (t)v2),
L(Clho(t) + ..+ C (1) — (Clh (1) + . +cm<t>< i)

= (AD(8) + o + AY () (B Zp1) + (Byh(t) + oo + By (£) (BivaZye).

(=
)

Porém, como mencionado anteriormente, os sistemas de Equacoes definidos em
3.30, 3.31 e 3.32 possuem 8 x J incognitas e apenas oito equagoes para cada n (com
n = 0,1 e 2), tornando os sistemas indeterminados. Entretanto, em vista de contornar
esse problema, constroem-se sistemas recursivos, em que o primeiro termo da expansao

(7 = 0) da solugao é definido paran = 0,1 e 2 como:

AN () — AS () (=Smv1 + (1 — B Spon)= AL ()(2D1wy),
4 BU (t) = BU (1) (= Sas.0v2)= B (1)(2Ds0s), (3.33)
! l
aell o) —Clh o) (=)= 0,

Al @) — Al ) (=01 + (1= B S o) =0,
4B (1) — BY(1)(~Sanov2) = 0, (3.34)
acll o) —Cl o) (=\) =0,

GA450(0) = Ago(D)(~Srvn + (1= BYnS o) =0,
#B50(0) = Byp(D)(~Zazova) = 0, (3:35)
#Cuzo(t) = Cioo()(=A) = 0.
Para n = 1 e 2, novamente tem-se equacoes com mesma estrutura e, portanto, A[Ql}o =

! . .
/iA[l}O, ou ainda na forma matricial compacta:

4Xo.0(t) — WoXglo(t) = Sp/(1),
4Xo (1) — WoXo(t) =0, (3.36)
X30(t) = #Xq(1).
Portanto, a inicializacao para o sistema recursivo forma sistemas de equacoes diferenciais

homogéneos para n = 1 e 2, enquanto que para n = 0 é heterogéneo com as contribuicoes

difusivas na fonte.
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Em sequéncia, definem-se os termos genéricos da solucao com 5 = 1 : J, para

n = 20,1 e 2, respectivamente:

LA = AT (0 (=Zmv1 + (1 = BB pawv) = Ay, (H)(2Dyey)
6
B (1= B)mSpn) + oy (D 1A,
4B (#) — By (1)(~Zaz0v2) = By (£)(2Davs) + AL (£)(Es1202)
+B([)l,]j—1(t)(_za2,lv2),
%Cl[fg),j (t) - Cz[fg),j@)(_)‘z) = A([)l}j_l(t)(ﬁil/lzfl) + B([)l,]j—1<t> (Biy22f2>,

AV () = AL (O(=Spv + (1= B)mSpw) = BY (0)((1 = B pv)
6
l
O (D 3N,
4B (1) = BU(6)(—Saava) = AV (8)(Sa1av2) + B (1)(—Zaz,1v9),

acll (1) —ch,)(=x) = AL (0)(BaaSn) + B (0)(BinTs),

! l l
LAY () — Ay () (~Ep0n + (1 = B)nEpv) = By () (1 — B)raEav1)
6
l
+cl () XA,
[ [ l [
BI (1) — BY(£)(—Saavs) = AL (£)(Zg1002) + BYL_ (1) (—Eaz1v2),
l l ! !
aell (#) —Cl.(0)(=x) = AL (0)(BanZp) + BY._ (6)(BieSss),
ou escritos na forma matricial compacta:
IXUL(8) — WoXpi(t) = S{(t) + Wi ()X (1),

1 1 1
ax i) = Woxl (1) = W)Xl (1),

1 1 1
DXL (1) — WX (1) = Wy (XD, (1).

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Logo, o sistema de equagoes diferenciais ordinarias construido, com j = 1 : J, é nao

homogéneo e a fonte depende da variavel temporal. Sendo que o termo fonte, para cada

equacao diferencial ordinaria, ¢ determinado através da recursao anterior j — 1. Neste

ponto, é preciso notar que, como explicado anteriormente, esta decomposicao é feita de tal

maneira que o cumprimento da Equagao 3.25 ¢ garantido embora nao seja tinico, a menos

da matriz Wy (t) que ndo aparece na Equagao 3.36, mas aparece em 3.40. Ressalta-se que

a solucao das Equacoes 3.36 e 3.40, equacoes diferenciais ordinérias lineares de primeira

ordem, sao conhecidas e determinadas de modo direto. Cabe destacar também que a
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divisdo da matriz W (t) dos coeficientes em duas facilita a convergéncia, pois a recursao
de inicializacao é gerada utilizando a matriz diagonal Wy e as préoximas corrigem a solucao,
inserindo a contribuicdo de W (t). Com esse artificio, nao é necessaria a utilizagdo da
continuacao analitica e, portanto, determina-se a solucao para cada valor do tempo sem
precisar determinar as anteriores [Da Silva et al., 2014]. Cada recursao capta e corrige
simultaneamente a evolugao temporal da curva em todos os tempos precedentes. Na
literatura anteriormente citada para resolver as Equacoes de Cinética Espacial de Difusao
de Néutrons nao foi utilizada essa ideia, todas obras utilizam a continuacao analitica.
Rescrevendo o sistema de Equacoes 3.40 na forma diferencial matricial linear com-

pacta genérica, obtém-se:
%X[l] (t) — WoXU(t) = QU(¢), (3.41)

onde XW(t) é o vetor das variaveis dependentes e QW(t) é o vetor fonte. Portanto, a
solucao dessa equacao matricial é bem conhecida, utilizando a técnica da Transformada
de Laplace com a propriedade de convolucao, dada por:
t
X (f) = exp(Wot)XI(0) + / exp(Wor)QU(t — 7)dr, (3.42)
0
onde XM (0) sdo as condicdes iniciais do problema. Destaca-se que os termos da integral
na equacao acima sao conhecidos e pode-se resolvé-la analiticamente.
No caso em que a fonte é igual a zero na Equagao 3.41, a solucao é determinada
por:
XU (1) = exp(Wot)X1(0). (3.43)
Lembrando que, como X[l](O) representa os coeficientes das expansoes em Taylor para o

instante ¢ = 0, importam-se os coeficientes para o mesmo problema na forma estacionéria

(Equagao 2.93), advindos da metodologia utilizada por Ceolin, 2014:

ol (2) = Az — 20)2 + Al — 29) + A, (3.44)
o(z) = BY (2 — 20)? + B2 — 20) + BY, (3.45)

onde resumidamente resolveu-se o problema de difusao de néutrons na criticalidade ex-
pandindo as varidveis espacias em séries de Taylor e resolvendo o sistema linear formado

juntamente com as equagoes para as condicoes de contorno e interface. Sendo que as con-
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digoes iniciais importadas do problema estacionario somente sao aplicadas na inicializacao
do Método da Decomposigao modificado (j = 0). Para as demais recursoes, a condigao
inicial imposta é nula.

Analisando a aplicacao da metodologia, observa-se que a contribui¢ao da depen-
déncia do tempo dos parametros nucleares entram através do termo fonte na integral da
Equacao 3.42. Desta forma, a inicializa¢ao (j = 0) determina a maior contribuigao para
a solucao e as recursoes seguintes, dadas pelo termo integral, corrigem a solugcao com
as contribuicoes da rigidez do problema. Para pequenos instantes de tempo, a integral
fornece pequenas contribui¢oes, enquanto que para instantes grandes de tempo o termo
exponencial domina o integrando, o qual resulta ainda em pequenas contribuicoes. So-
mente para tempos onde o integrando nao é pequeno, grandes contribui¢oes aparecem na
solucao. Além disso, a solugao da evolugao do tempo é corrigida simultaneamente para
todos os tempos, entao as correcoes na regiao temporal onde a integral tem contribuicoes
significantes determinam a profundidade do passo de acordo com a precisao prescrita da
solugdo, uma clara vantagem em relagao a métodos progressivos |[Ceolin, 2010; Ceolin
et al., 2014, 2015b; Petersen, 2011; Oliveira, 2013].

O problema de rigidez presente em varias abordagens nao aparece neste método,
pois a origem do carater de rigidez ¢ manifestado em diferentes ordens de magnitude dos
valores numéricos da diagonal dos elementos da matriz Wj. As correcoes da solugao alte-
ram os componentes de cada escala de tempo separadamente, pois a matriz exponencial
no integrando é diagonal, deste modo, os termos fonte adicionam somente termos para
cada contribuicao com suas respectivas escalas de tempo.

Uma vez definida a solugao para cada célula, como o problema é homogéneo, a
conexao entre as células é feita por continuacao analitica, a qual assegura continuidade
das densidades de fluxo e corrente. Na primeira célula, aplica-se a condicao de contorno

do tipo fluxo nulo e na interface a continuidade da densidade de corrente:

AP @) (D)2 — AP (1) (Ax) + AP (1) =0,

1 1 1 2 2 2 (3'46)
~DMAY (t)(Ax) + A (1)) = — DY 245 (1) (Ax) — AP (1)),

onde os indices superiores indicam o numero da célula, Az é a distancia entre x e x.
Nas células subsequentes até a célula L — 1, onde L ¢ o namero total de células,

aplica-se na interface esquerda continuidade de fluxo e na interface direita conservacao da
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densidade de corrente:

A0 Ax) + A7) (Ax) + Ay (1) = A (0)(A2)? — A (0)(Ax) + A (1),

A7
—DJ (243 (1)(Az) + A1) = =Dy A (1) (Az) — AT (). o

Na tltima célula, aplica-se na interface continuidade de fluxo e no contorno a condicao

de fluxo nulo:

A[2L71] (t)(ALU)2 + A[lLfl] (t)(ASE) + AgLfl} (t) _ A[QL] (t)(A37)2 _ A[lL}@)(A:L’) + ABL} (f}),

AP @) (Az)?2 + AP @) (Az) + AP (1) = 0.
(3.48)

Esta analise é analoga para o coeficiente Bl (t). Vale lembrar que um grau de liberdade
no espacgo é fixado com a condigao inicial da solucao estacionéria da referéncia Ceolin,

2014.

3.1.1 Estimativa do erro e anilise de convergéncia e estabilidade

Na literatura, encontram-se poucos trabalhos que tratam sobre a convergéncia e
controle do erro de métodos hibridos, semi-analiticos ou numéricos. Em sua maioria
apresentam poucas informacoes ou tratam critérios de parada como sendo um critério
de convergéncia. Cabe ressaltar que para problemas lineares existe o Teorema de Lax-
Milgram que relaciona estabilidade e consisténcia com a convergéncia. Assim, afirmar
que um método converge com certa quantidade de iteragoes ou recursoes, apos ter alcan-
cado determinado nimero de digitos significativos nao é suficiente, pois o procedimento
pode falhar e divergir, um exemplo conhecido é uma divergéncia logaritmica. Apesar do
problema desta tese ser linear, a metodologia apresenta sistemas recursivos e, devido a
caracteristica de rigidez, aritmeticamente podem ocorrer divergéncias.

Inicialmente, vale destacar que a maior contribuicao dos termos das séries de Taylor
estd no primeiro termo e decresce sua importancia com o aumento do grau do polinémio,
como pode ser visto nos trabalhos de Ceolin et al., 2014; Tumelero, 2015; Schramm, 2016.
Assim sendo, utilizar polinomios de elevado grau para as séries de Taylor nao melhora
significativamente a solucao, e ainda, pode aumentar substancialmente o tempo computa-
cional do algoritmo. Um estudo aprofundado ¢ realizado por Tumelero, 2015, considerando
o grau do polindémio, tamanho do passo e também passo adaptativo (conforme precisao

desejada), mostrando a comparagao de tempo computacional e erros gerados. Portanto,
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com polinomios de baixa ordem pode-se alcancar a convergéncia para os casos estudados.
A contribuicao das recursoes dos Métodos da Decomposi¢ao modificado e dos coeficientes
das séries de Taylor serao ilustrados na secao dos resultados numeéricos.

Deste modo, neste trabalho além de apresentar as recursoes necessarias para atingir
determinado ntimero de digitos significativos, mostra-se o controle do erro e um critério
para estimativa de estabilidade calculando os termos residuais gerados com a variacao
espaco-tempo e, garantindo assim, a convergéncia do método. A ideia desta estimativa
de erro e convergéncia baseia-se em utilizar a propria equacao diferencial.

Uma analise de convergéncia consistente pode ser determinada, na maior parte dos
casos, com testes de convergéncia como o Teste da Razao, Cauchy-Hadamard, etc. Po-
rém, no presente trabalho, encontrar expressoes para os coeficientes empregados se torna
um problema complicado, se nao impossivel. Além disso, encontram-se dificuldades com
a paridade dos coeficientes, onde pode-se encontrar coeficientes nulos faltando informa-
coes acerca do raio de convergéncia da série espaco-temporal. Levando em conta essas
observacoes, reforca-se a ideia de utilizar a propria equacao diferencial como estimativa.

Relembrando, em cada intervalo uma expansao em série de Taylor foi utilizada
e necessita-se um critério para a qualidade da solucao em todo o dominio. Para isso,
emprega-se o sistema de equagao diferencial original junto com a norma maxima, a fim de
determinar o termo residual, pois sendo suficientemente pequeno representa um critério
necessario para a convergéncia. A variacao dos coeficientes determinados e sua influéncia
nos termos residuais, os quais sao definidos abaixo, mostram se os coeficientes encontrados
resultam na menor norma maxima, ou seja, mais proxima da solucao verdadeira. Para o

estudo da anélise proposta |Ladeia et al., 2018|, considera-se:

Q[ fezata) = 0, (3.49)

onde €2 é a equagao diferencial parcial com todos os termos levados ao lado esquerdo da
equacao igualada a zero e fe.qq € solucao exata da equacao. Ou seja, substituindo a
solugdo exata dentro da equacao diferencial obtém-se uma identidade (0 = 0).

No método proposto, a solugao encontrada nao é uma solucao exata, pois a série
de Taylor é truncada em determinado grau no espaco e para o tempo em determinado
numero de recursoes do Método da Decomposicao de Adomian modificado. Nesse caso,

esta solu¢ao aproximada ( faprox) gera um termo residual que pode ser maior ou menor que
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zero. A utilizacao da norma méxima para a Equacao 3.49, mas com a solucao aproximada

obtida, gera um termo residual positivo:

Q2 faproz]lloc = Tre, (3.50)

onde Trp é o termo residual do erro. O termo residual é uma grandeza préoxima de
zero, tomando o maximo valor no dominio inteiro. Sabe-se que mesmo sendo um valor
pequeno, todos os outros serao melhores devido a definicao de norma méaxima, obtendo-
se uma estimativa para o erro. A condi¢ao necessaria é entdo que com o aumento das
recursoes o termo residual descreve uma sequéncia nula.

O critério suficiente para encerrar a andlise de convergéncia consiste em mostrar a
estabilidade do presente método. Para isso, realiza-se um processo inverso, introduzindo
uma perturbacao na solucao dos coeficientes e analisando-se como o termo residual se
comporta. No caso em que o conjunto de coeficientes determinar o menor termo resi-
dual na norma maxima, a solucao encontrada é¢ a melhor possivel para o tamanho de

segmentacao do dominio e grau do polinémio. A perturbagao pode ser definida como:

HQ[fapmx + Afaproac]“oo = TRP7 (351)

onde Trp € o termo residual da perturbacao. Através dessa variacao e a prévia discussao,
pode-se afirmar que a solugao aproximada fgyp..; estd convergindo, apesar de nao ser
uma prova matematicamente rigorosa, pois a solugdo obedece o critério de parada (ndo
muda mais para um determinado nimero de digitos significativos), tem um termo residual

pequeno e ainda é estével diante de perturbacoes.

3.2 Resultados Numéricos para o Problema 1

A fim de demonstrar a viabilidade da metodologia apresentada neste presente capi-
tulo, aplica-se o método proposto nas Equacoes de Cinética Espacial de Néutrons em um
dominio homogéneo em geometria cartesiana unidimensional, com 2 grupos de energia e 6
grupos de precursores de néutrons atrasados. Também é apresentada a estimativa de con-
vergéncia, controle do erro e estabilidade, juntamente com a comparacao aos resultados
da literatura.

No primeiro caso, a metodologia proposta ¢ aplicada em um problema, que pode

ser encontrado em Ceolin, 2010, em que sua geometria consiste em um dominio de com-
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primento X = 160 cm em um meio homogéneo com condigoes de contorno do tipo vacuo
(©(0,t) = (X, t) = 0), apresentada na Figura 3.3. A condicdo inicial é obtida através da
metodologia proposta por Ceolin, 2014 e é apresentada na Figura 3.4 para o fluxo rapido e
térmico normalizados. Cabe ressaltar que o incremento no espaco utilizado foi Az = 0,25

CIn para esse Caso.

VAcuo

Vacuo
X

Figura 3.3 — Geometria do Problema 1.
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— —Fluxo térmico
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Fluxo de néutrons normalizado [1/cm”2.s]

80
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Figura 3.4 — Condicgoes iniciais normalizadas para o fluxo rapido e térmico para o

Problema 1.

Os parametros nucleares utilizados nesse caso sao apresentados na Tabela 3.1 e os

referentes aos néutrons atrasados, na Tabela 3.2.
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Tabela 3.1 — Parametros nucleares para o Problema 1. |Fonte: Adaptada de Nagaya e

Kobayashi, 1995

Parametro Grupo Rapido Grupo Térmico

Dlem] 1,0 0,5
v[em/s] 1,0- 107 3,0-10°
Yy lem ™1 0,02 0,08

Ys1alem™] 0,01 0
v flem™ 0,005 0,099

Tabela 3.2 — Parametros referentes aos néutrons atrasados para o Problema 1. |Fonte:

Adaptada de Nagaya e Kobayashi, 1995]

1 Bi Ails™]
1 0,00025 0,0124
2 0,00164 0,0305
3 0,00147 0,111
4 0,00296 0,301
5 0,00086 1,14

6 0,00032 3,01

Para visualizar o comportamento do fluxo rapido e térmico, apresentam-se as Fi-
guras 3.5 e 3.6, para os instantes t = 1,5 e 10 s. O comportamento do fluxo mostra um
caso subcritico, pois tende a diminuir com o passar do tempo, como era esperado através
do conjunto de parametros utilizados. Ja nas Figuras 3.7 e 3.8 é possivel observar esse
comportamento assintotico dos fluxos para varios instantes de tempo em representacao
tridimensional. Também sao apresentados os resultados dos fluxos na Tabela 3.3 para o

instante t = 5 s.
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Figura 3.5 — Fluxo rapido para o Problema 1.
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Figura 3.6 — Fluxo térmico para o Problema 1.
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Figura 3.7 — Fluxo rapido para o Problema 1 em varios instantes de tempo.

Figura 3.8 — Fluxo térmico para o Problema 1 em vérios intantes de tempo.

64



65

Tabela 3.3 — Valores dos fluxos rapido e térmico no instante ¢t = 5 s para o Problema 1.

zlem]  ®@i[em™s7 Pylem s
0 0 0
1 0,00000514073 0,00000064169
10 0,00009085999 0,00001133128
20 0,00018258168 0,00002276923
30 0,00026724643 0,00003332706
40 0,00034188886 0,00004263549
50 0,00040320929 0,00005028227
60 0,00044907166 0,00005600141
70 0,00047764768 0,00005956481
80 0,00048791982  0,00006084572
90 0,00047930962 0,00005977170
100  0,00045233304 0,00005640741
110  0,00040818132 0,00005090169
120 0,00034814770 0,00004341509
130  0,00027479932 0,00003426822
140 0,00019091658 0,00002380773
150  0,00009968143 0,00001243035
160 0 0

Para a analise da convergéncia da solucao para o fluxo rapido e térmico, primeira-
mente varia-se o numero de termos do Método da Decomposicao de Adomian modificado.
No trabalho desenvolvido por Ceolin, 2010, utilizou-se o mesmo método para a solucao da
variavel temporal, porém empregando GITT na variavel espacial com continuacao ana-
litica. A fim de comparar a quantidade de termos necessarios para atingir a precisao
desejada da solucao comparado ao método citado da literatura, apresentam-se nas Ta-
belas 3.4 e 3.5 os valores dos fluxos de néutrons aumentando o nimero J de termos da
série expandida na variavel temporal, na posicdo x = X/2 e no instante ¢ = 1 s. Ja na
Figura 3.9, apresentam-se as contribuicoes de cada recursao do Método da Decomposicao
de Adomian modificado para cada coeficiente dependente do tempo da série de Taylor,
para a mesma posicao e instante de tempo, onde o coeficiente A se refere ao fluxo rapido,
B ao fluxo térmico, os indices 0,1 e 2 ao coeficiente da série de Taylor de ordem cons-
tante, linear e quadratica, respectivamente, e 7 a recursao do Método da Decomposicao

modificado.
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Tabela 3.4 — Valores para o fluxo rapido na posigdo z = X/2 e no instante t = 1 s,
aumentando o nimero de termos do Método da Decomposicao modificado para o

Problema 1.

J  Dylem s
2 0,00014454598
10  0,00052324994
20 0,00073721052
30 0,00082348593
40 0,00085788806
50  0,00087148094
100  0,00088012141
150 0,00088019442
200 0,00088019499
300 0,00088019499
400 0,00088019499

Tabela 3.5 — Valores para o fluxo térmico na posi¢ao z = X/2 e no instante t =1 s,
aumentando o nimero de termos do Método da Decomposicao modificado para o

Problema 1.

J ®ylem s
2 0,00001753745
10 0,00006422107
20 0,00009118650
30 0,00010228426
40  0,00010678391
50  0,00010858685
100  0,00010975359
150 0,00010976386
200 0,00010976394
300 0,00010976394
400 0,00010976394

Observando os resultados da Tabela 3.4, pode-se perceber que com a soma de 200
termos obtém-se uma precisao de 8 algarismos significativos, enquanto que no trabalho de
Ceolin, 2010 atingiu-se com 40 termos. Entretanto, essa diferenca se justifica pela utili-
zagao da continuacao analitica, que alcanca a precisao de 8 algarismos mais rapidamente,

mas com a necessidade de calcular todos instantes de tempo anteriores (em cada passo de
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Figura 3.9 — Contribuicao de cada recursao do Método da Decomposicao modificado

para os coeficientes da expansao em séries de Taylor dependentes do tempo do Problema
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tempo). As solugbes para o fluxo térmico na Tabela 3.5 indicam que a precisdo de 8 al-
garismos também foi alcangada com 200 termos. A necessidade de mais recursoes se deve
ao fato de que a metodologia corrige a variacao temporal precedente, pois nao se calcula
os instantes anteriores. Em outras palavras, o método proposto nesta tese precisa de 200
recursoes no total para alcancar 8 algarismos significativos de precisao, enquanto que os
métodos com continuacao analitica precisam de determinado nimero de recursoes para
cada passo de tempo At, precisando de cada vez mais iteracoes para instantes maiores.
Assim, o método da presente tese gera resultados na ordem de segundos, pois necessita
calcular somente o instante de tempo desejado. Vale destacar aqui, que para instantes
pequenos de tempo nao hé significativos ganhos computacionais sem a utilizacao da con-
tinuacao analitica, porém com o aumento do instante pretendido atingem-se beneficios
expressivos. Apesar de precisar de 200 termos para alcangar a mesma, precisao, através da
Figura 3.9, nota-se que com aproximadamente 60 recursoes ja é possivel obter bons resul-
tados. Na mesma figura, percebe-se que os coeficientes da expansao de ordem quadratica
e linear sao suaves, como era esperado e foi afirmado anteriormente, tanto para o fluxo
rapido como para o térmico. Isso se deve ao fato de que cada polin6mio representa um
pequeno passo no espaco, com uma variacao quase insignificante dentro desse intervalo
(quase constante), sendo a variacdo temporal captada pela dependéncia do tempo desses
coeficientes. A oscilagao das contribuicdes em todos os coeficientes se justifica pela fonte
das EDO’s, que corrige a solucao, ter sinal negativo.

Em seguida, dando sequéncia a andlise de convergéncia, na Figura 3.10 e na Ta-
bela 3.6 apresentam-se os termos residuais no instante ¢t = 5 s para o fluxo répido e
térmico, utilizando a propria equacao diferencial para a estimativa, conforme discutido
anteriormente. Por esta tabela, pode-se perceber que o maior termo residual para o fluxo
rapido é da ordem de 107°, enquanto que para o fluxo térmico é de 107°. Para outros
instantes de tempo, pode-se visualizar os termos residuais para o fluxo rapido e térmico,

respectivamente, nas Figuras 3.11 e 3.12.
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Figura 3.10 — Termos residuais dos fluxos rapido e térmico no instante ¢ = 5 s para o

Problema 1.

Tabela 3.6 — Termos residuais dos fluxos réapido e térmico no instante t = 5 s para o

Problema 1.

x[em]

Termo residual do ®,

Termo residual do ®,

0
1
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160

4,0
7.1
1,4
2,1-
2,7
3,1
3,5
3,7-
3,8
3,7
3,5
3,2
2,7
2,1
1,5
7,8

0
1077
1076
1075
1075
1075
107°
107°
107°
1075
1075
107°
107°
107°
1075

-1075

106
0

0
3,2-1078
5,7-1077
1,1-1076
1,6-1076
2,1-1076
2,5-1076
2,8.1076
3,0-1076
3,1-10°6
3,0-1076
2,8.1076
2,5-1076
2,2-1076
1,7-1076
1,2-1076
6,3-1077
0
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Figura 3.11 — Termo residual do fluxo rapido para o Problema 1 em varios instantes de

tempo.

érmico
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Figura 3.12 — Termo residual do fluxo térmico para o Problema 1 em varios instantes de

tempo.

A representacao tridimensional dos termos residuais mostra que, tanto para o fluxo
rapido como para o térmico, ocorrem mais erros no instante inicial e no centro do dominio
espacial. Depois, os termos residuais para o fluxo rapido diminuem e em ¢ = 8 s ha um
pico e volta a decrescer. Ja para o fluxo térmico, depois do instante inicial existem mais

dois picos, em t =4 e 10 s.
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Em relacao a estimativa de estabilidade, perturbam-se os coeficientes constante,
linear e quadrético da série de Taylor, para visualizar o comportamento da solucao. Na
Figura 3.13, apresentam-se graficos que mostram os termos residuais para os fluxos rapido
e térmico, inserindo a perturbagao nos coeficientes de ordem quadratica (A[Ql] (t) e Bg] (1)),
linear (Al(¢) e BY(t)) e constante (Al(t) e BI(t)). E possivel ver claramente por esses
graficos que a determinacao da solucao é significativa para o primeiro e segundo termo da
expansao em série de Taylor, enquanto que o terceiro (quadratico) pouco influencia. Isto
pode ser observado devido a diferenca da grandeza de porcentagem que se pode incluir e
o termo residual pouco se altera, enquanto que o constante e linear sao mais sensiveis a
perturbacao. Percebe-se que, indicando a melhor solucao para o tamanho de segmenta-
¢ao do dominio e grau do polindmio, com uma perturbagao no coeficiente constante de
aproximadamente 0,003% o termo residual do fluxo rapido zera e com aproximadamente
0,0161% o termo residual do fluxo térmico também zera; para o coeficiente linear, com
uma perturbacao de ~ —1,55% para o fluxo rapido e &~ 17% para o fluxo térmico; para
o coeficiente quadratico, com uma perturbagao de ~ 45% para o fluxo rapido e ~ 68%
para o térmico. Cabe ressaltar, que as perturbacoes dos coeficientes A, e B, foram in-
seridas conjuntamente e o instante de tempo utilizado como exemplo foi ¢ = 5 s e na
posicao x = X/2. Destaca-se aqui também que através dessa otimiza¢ao, como a soluc¢ao
nao é exata devido o truncamento das séries, obtém-se as melhores estimativas para os

coeficientes que geram a solucao aproximada.
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Figura 3.13 — Termos residuais dos fluxos inserindo perturbacgoes nos coeficientes

constantes, lineares e quadraticos para o Problema 1, em ¢ = 5 s e na posicao x = X/2.
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A geometria do Problema 2 consiste em um dominio de comprimento X = 10 cm
em um meio homogéneo com condigoes de contorno % =0e ®(X,t) =0. A condigao
inicial é obtida através da metodologia proposta por Ceolin, 2014, apresentada na Figura
3.14 para o fluxo rapido e térmico normalizados. Cabe ressaltar que o incremento no

espaco utilizado foi Az = 0,025 cm para esse caso. Os dados e condicoes desse problema,

Resultados Numéricos para o Problema 2

para comparagao, estao presentes no trabalho de Oliveira, 2013.
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Problema 2.

Os parametros nucleares utilizados para simulagao numérica sao 0os mesmos apre-

Figura 3.14 — Condicoes iniciais normalizadas para o fluxo rapido e térmico para o

sentados na Tabela 3.1 para o Problema 1 e os referentes aos néutrons atrasados estao

listados na Tabela 3.7.



Tabela 3.7 — Parametros referentes aos néutrons atrasados para o Problema 2.

i Bi Ails™']
1 0,00022 0,0124
2 0,00164 0,0305
3 0,00147 0,111
4 0,00296 0,31
5 0,00086 1,14
6 0,00032 3,01
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O comportamento do fluxo rapido e térmico podem ser visualizados através dos

graficos das Figuras 3.15 e 3.16 para os instantes de tempo ¢t = 1,5,10 e 30 s. Ja nas

Figuras 3.17 e 3.18, pode-se observar os fluxos para varios instantes de tempo em represen-

tacao 3D. Também apresentam-se os valores dos fluxos na Tabela 3.8. O comportamento

do fluxo, como no primeiro caso, tende a diminuir com o aumento do tempo (subcritico).

Fluxo rapido [cm”-2 s"-1]

0.014

0.012 4

0.014

0.008 ~

0.006 ~

0.004 ~

0.002 ~

—t=1s
— —t=5s
---t=10s

t=30s

Figura 3.15 — Fluxo rapido para o Problema 2.

X [em]
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Figura 3.16 — Fluxo térmico para o Problema 2.
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Figura 3.17 — Fluxo rapido para o Problema 2 em véarios instantes de tempo.
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Figura 3.18 — Fluxo térmico para o Problema 2 em varios instantes de tempo.
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Tabela 3.8 — Valores dos fluxos rapido e térmico no instante t = 5 s para o Problema 2.

zlem]  ®@i[em™s7Y Pylem s
1 0,00731725697 0,00062768532
2 0,00705094955 0,00060484053
3 0,00661066401 0,00056707161
4 0,00600796949 0,00051537107
) 0,00525693698 0, 00045094586
6 0,00437685634 0,00037545081
7 0,00338910600 0,00029071977
8 0,00231789796 0,00019882967
9 0,00118928342 0,00010201519
10 0 0

Em seguida, analisa-se a convergéncia da solucao para o fluxo rapido e térmico
aumentando o nimero de termos do Método da Decomposicao de Adomian modificado.
A fim de comparar a quantidade de termos necessarios para estabilizar a solu¢ao compa-
rando com o método da literatura Oliveira, 2013, apresentam-se nas Tabelas 3.9 e 3.10 os
valores dos fluxos de néutrons aumentando o nimero J de termos do Método da Decom-
posicao modificado na variavel temporal, na posicao * = 4 cm e no instante t = 1 s. Na
Figura 3.9, apresentam-se as contribuigoes de cada recursao do Método da Decomposicao

de Adomian modificado para cada coeficiente dependente do tempo da série de Taylor,
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para a mesma posicao e instante de tempo, onde o coeficiente A se refere ao fluxo rapido,
B ao fluxo térmico, os indices 0,1 e 2 ao coeficiente da série de Taylor de ordem cons-
tante, linear e quadratica, respectivamente, e j a recursao do Método da Decomposi¢ao
modificado. Cabe destacar que no trabalho desenvolvido por Oliveira, 2013 resolveu-se

esse caso empregando séries de autofuncoes seno para expandir as variaveis.

Tabela 3.9 — Valores para o fluxo rapido aumentando o niimero de termos do Método da

Decomposi¢ao modificado na posicao = 4 cm e no instante t = 1 s para o Problema 2.

J  Dylem s
2 0,00050525007
10 0,00366129935
20  0,00713685609
30 0,00916795671
40  0,01018104957
50  0,01064764682
100  0,01099629575
150 0,01100015502
200 0,01100018912
300 0,01100018939
400 0,01100018939

Tabela 3.10 — Valores para o fluxo térmico aumentando o nimero de termos do Método

da Decomposicao modificado na posicao x = 4 cm e no instante t = 1 s para o Problema

2.

J Dylem s

2 0,00001620303
10 0,00025349618
20 0,00056792531
30 0,00076213264
40  0,00086145881
50  0,00090789450
100 0,00094312193
150 0,00094352264
200 0,00094352625
300 0,00094352628
400 0,00094352628

Verificando os resultados na Tabela 3.9, pode-se perceber que com a soma de 300
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Figura 3.19 — Contribuicao de cada recursao do Método da Decomposi¢ao modificado

para os coeficientes da expansao em séries de Taylor dependentes do tempo do Problema
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termos obtém-se uma precisao de 8 algarismos significativos, enquanto que no trabalho de
Oliveira, 2013 afirma-se que se atingiu 5 algarismos com 150 termos. Os resultados para o
fluxo térmico na Tabela 3.10 indicam que a precisao de 8 algarismos também foi alcancada
com 300 termos. FEntretanto, na Figura 3.9 percebe-se que com aproximadamente 80
recursoes obtém-se resultados satisfatorios. Na mesma figura, nota-se que os coeficientes
da expansao de ordem quadratica utilizada sao suaves e assim contribuem pouco para a
solucao.

Posteriormente, ainda analisando a convergéncia e o controle do erro, na Figura
3.20 e na Tabela 3.11 mostram-se os termos residuais no instante ¢ = 5 s para o fluxo
rapido e térmico, conforme procedimento discutido anteriormente. Analisando essa tabela,
pode-se perceber que o maior termo residual para o fluxo rapido é da ordem de 107% e
para o fluxo térmico 107>, ambos no inicio da placa. Para outros instantes de tempo,
pode-se visualizar os termos residuais para o fluxo rapido e térmico, respectivamente, nas

Figuras 3.21 e 3.22.

0.0006

—Residuo do fluxo rapido
----- Residuo do fluxo térmico

0.0005 A

0.0004 -

0.0003 A

Residuo

0.0002 A

0.0001

Figura 3.20 — Termos residuais dos fluxos rapido e térmico no instante ¢ = 5 s para o

Problema 2.
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Tabela 3.11 — Termos residuais dos fluxos rapido e térmico no instante t = 5 s para o

Pr

oblema 2.

x[em] Termo residual do ®; Termo residual do @,

2,7

© 00 N O T = W N

—_
]

5,9 -
5,6 -
5,3
4,8
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3,5-
1074
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9,6 -

1074
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1074
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10~*

3,0-107°
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2,2-107°
1,8-1076
1,4-107°
9,7-1076
5,0-1076
0

0.003

0.002

0.001

Residuo do fluxo rapido

Figura 3.21 — Termo residual do fluxo rapido para o Problema 2 em varios instantes de

tempo.
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Residuo do fluxo térmico

Figura 3.22 — Termo residual do fluxo térmico para o Problema 2 em varios instantes de

tempo.

Nas representacoes tridimensionais dos termos residuais, pode-se perceber que para
o fluxo répido o termo residual diminui com o passar do tempo e para o fluxo térmico
ocorre um pico em torno do instante ¢ = 10 s.

Em seguida, para completar a analise com a estimativa de estabilidade para o
Problema 2, perturbam-se os coeficientes da expansao das séries para visualizar o com-
portamento da solucao. Na Figura 3.23 apresentam-se os graficos que mostram os termos
residuais para os fluxos rapido e térmico, inserindo a perturbacao nos coeficientes de or-
dem quadratica (A[Ql](t) e Bg}(t)), linear (A[ll](t) e By](t)) e constante (A([)”(t) e B([)l](t)).
Neste caso, o primeiro e o segundo termo sao significativos para a solucao, enquanto que
o de ordem quadratica pouco contribui. Esse fato é constatado nos graficos pela diferenca
da grandeza de porcentagem que se pode inserir sem que ocorra discrepancia na solucao
final para A[Ql] (t) e Bg] (), ocorrendo o oposto para os demais. Percebe-se também, que a
melhor solu¢ao para o tamanho de segmentagao do dominio e grau do polindmio para os
coeficientes constantes ocorre com uma perturbacao de aproximadamente 0,00003% para
o fluxo rapido e aproximadamente 0,00016% para o fluxo térmico. Ja para os coeficientes
lineares, para o fluxo rapido com aproximadamente 0, 11% de perturbacao inserida e 0, 6%
para o fluxo térmico. Para o quadratico, com ~ —10% para o fluxo rapido e ~ —85%

para o fluxo térmico. Cabe ressaltar também que as perturbagoes inseridas em todos os
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coeficientes geram maior perturbacgao na solucao do fluxo térmico. Para o Problema 2, as
perturbagoes dos coeficientes A, e B, (com n = 0,1 e 2) foram inseridas conjuntamente

e o instante de tempo utilizado como exemplo foi ¢ = 5 s e posicao z = 4 cm.
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constantes, lineares e quadréticos para o Problema 2, ¢t = 5 s e na posicao x = 4 cm.
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4 SOLUCAO DAS EQUACOES DE CINETICA ESPACIAL DE NEU-
TRONS UNIDIMENSIONAIS EM UM DOMINIO HETEROGENEO

4.1 Apresentacao do problema

Nesta secao, apresentam-se os procedimentos aplicados para a determinacao da
solucao das Equacoes de Cinética Espacial de Difusao de Néutrons, com dois grupos
de energia, seis grupos de precursores de néutrons atrasados, em geometria cartesiana
unidimensional e dominio heterogéneo. Apesar de nao se ter obtido a solugao final do
problema, este capitulo tem por objetivo advertir e instruir futuros trabalhos com o
mesmo tema desta tese, como também para outras areas do conhecimento, que utilizam
o método da Decomposigao, ou tenham presenca de rigidez, assim como em metodologias
com dificuldade na aplicagao das condigoes de interface em meios heterogéneos.

Um problema com dominio heterogéneo apresenta parametros fisicos nucleares com
diferentes valores para cada regiao do reator e, por isso, sao descontinuos sobre as interfa-
ces entre refletores, combustivel, barras de controle ou moderador. Essas descontinuidades
em alguns casos apresentam grandes saltos. As condicoes de interface sao conhecidas como
continuidade de fluxo e de corrente, que garantem que a componente tangencial do fluxo

e a componente normal sao continuas através da superficie em questao.

Figura 4.1 — Interface entre os meios {2; e €)5.

Cabe evidenciar que o parametro nuclear que gera grandes saltos entre as interfaces
é o coeficiente de Difusao, que é a constante de proporcionalidade que relaciona a densi-
dade de corrente com o gradiente espacial do fluxo, como mencionado anteriormente. FEsse

parametro surge da aplicacao da Lei de Fick, onde se assume um meio infinito. Entao,
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vale lembrar que ela ¢ valida somente se as dimensoes do problema sao maiores que alguns
livres caminhos médios da borda do meio, uma vez que o termo exponencial desaparece
rapidamente com uma pequena distancia. Também se faz a suposicao de um meio uni-
forme, assim, na fronteira entre dois meios com diferentes valores para o espalhamento, a
Lei de Fick ainda vale, desde que nao se altere rapidamente a variacao do fluxo. Portanto,
a Lei de Fick é valida se a segunda derivada do fluxo nao variar consideravelmente.

Para ilustrar todos os procedimentos a serem apresentados neste capitulo, toma-se
como exemplo a configuracao apresentada na Figura 4.2, que é um esbo¢o de um dominio
contendo trés regides. A regiao 1 é limitada pelas posicoes de interface x = 0 cm e z = 40
cm, a regiao 2 por ¢ = 40 cm e x = 200 cm e a regiao 3 por x = 200 cm e z = 240
cm, sendo que as regioes 1 e 3 sao constituidas pelo mesmo material. Os parametros
nucleares podem ser visualizados na Tabela 4.1 e os referentes aos néutrons atrasados sao
os mesmos que para o Problema 1 (Tabela 3.2). A condigao inicial do problema, gerada

com a metodologia descrita por Ceolin, 2014, pode ser visualizada na Figura 4.3.

VACUO vacuo

Regido | Regido ! Regido
1 i 2 i3
o 40 200° 50

Figura 4.2 — Geometria do problema heterogéneo.

Tabela 4.1 — Parametros nucleares para o problema heterogéneo.

Regiio DY DF 20 = wnel wsl o

[em] [em] [em™'] [em™'] fem”'] [em7'] [em”']
le3 1,5 0,5 0,026 0,18 0,01 0,2 0,015
2 1,0 0,5 0,02 0,08 0,005 0,099 0,01
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Figura 4.3 — Condicgoes iniciais normalizadas para o fluxo rapido e térmico para o

problema heterogéneo.

As equagoes que descrevem o problema sao as mesmas do caso homogéneo, contudo
considerando que cada célula espacial tem seus parametros caracteristicos distintos em

diferentes regioes, pode-se reescrevé-las como:

U
&2 = Diveelle, ) - Sl 1) + (1= Ao ell (e, ) + w el (@, 1)
6
+ Z )‘Zczm (.T, t)a
i=1

o0l (2.t ! ! Z 1 1 0 [
10%wh — pivel(x,t) — sl t)e) (x,1) + 2,00 (. 1),
a0l (z ¢ 0 10 1

lai ) = 52‘(V12£v]1q)[1](907 t) + V225c£¢£]($7t)) —ACH (1),

(4.1)
ondei=1:6eondel =1:L é&o nimero da célula no espaco. As condi¢oes iniciais do

problema sao dadas por:

[ l
oY (x,0) = @ (x), (4.2)
[ . [ ! ! [
(@, 0) = 2} @1 (2) + 1S5 (2)],

l . . ~ . , . ~ .
onde @g]o(:c) indica a solugao do fluxo para o problema estacionario, nao confundir com
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os indices da série de Taylor e Decomposicao. E as condicoes de contorno e interface:

o(0,¢) = 0,
(X, 1) =0,

o (x,1) = o) (2, 1),

_plaeien _ _ pit oz e
Dy =5~ ="Dy g

(4.3)

4.2 Cuidados computacionais

Primeiramente, vale destacar que para construir o algoritmo e realizar as simula-
¢Oes numéricas, utilizou-se o programa Scil.ab. Aliado & mudanca drastica de parametros
entre materiais distintos, ainda se deve lidar com as dificuldades que ja existiam anterior-
mente, como a rigidez que gera um mau condicionamento nas matrizes e a sensibilidade da
convergéncia, que se agrava diante dos degraus dos fluxos nas interfaces. Para caracterizar
um problema como rigido, a sua “medida de rigidez” deve ser elevada (> 500). Nas re-
gides 1 e 3 da placa apresentada, o condicionamento das matrizes sdo: cond(Wy) ~ 107,
cond(W1) ~ 10%" e cond(W) ~ 10'!. Nesse tipo de caso, comandos numeéricos, como
por exemplo, inversao e exponencial de matrizes devem ser ratificados. Uma maneira de
validar a inversao de uma matriz computacionalmente é multiplicar a inversa da matriz
calculada através do comando do programa pela matriz original repetidas vezes, se a in-
versao esta certa deve-se obter como resposta uma matriz identidade, ou muito proximo
dela. No software utilizado, o Scil.ab, a inversao das matrizes nao causou inconvenientes.
No entanto, o pacote que calcula a exponencial da matriz, sim. A Figura 4.4 mostra o
resultado da exponencial da matriz Wy - ¢ na regiao 1.

—-—> expm(W0_R1*t)
ans =

0.9979119807779501805101 . . . . . . .
. 0.9837970958166579826809 . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .

Figura 4.4 — Exponencial da matriz Wy na regiao 1 através do comando “expm” do

Scilab.
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O comando do Scilab “expm” calcula a exponencial da matriz primeiro diagona-
lizando em blocos e, em seguida, aplicando uma aproximacao de Padé em cada bloco.
Como pode ser visto na Figura 4.4, o valor obtido pelo comando esta errado, pois se
espera que nas duas primeiras linhas se obtenham valores muito préximos de zero e nas
seguintes, aproximadamente um. Segundo Molery e Loanz, 2003, os erros de arredon-
damento e custos computacionais das aproximacoes por Taylor ou Padé aumentam com
o aumento de t ou quando a propagacao dos autovalores aumenta. Estas dificuldades
podem ser contornadas utilizando a escala e quadratura, uma propriedade fundamental

das fungoes exponenciais:
exp(Wot) = (exp((Wot)/m))™, (4.4)

onde m deve ser escolhido de tal maneira que |[(Wot)/m|| < 1. A Figura 4.5 mostra um
exemplo.

--> expm(W0_R1*t/1000)"1000

ans =

column 1 to 5

. . . . .
. . . . .
. . 0.9876Te56321167T04107801 . .
. . . 0.9699604320674091173515 .
. . . . 0.8594938T48928854 7214983
. . . . .
. . . . .
. . . . .

column & to B

. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
0.74007TTT27467T025443176 . .
. 0.31981902181618726555 .
. . 0.0492916787604587916527

Figura 4.5 — Exponencial da matriz Wy na regiao 1 através do comando “expm” do

SciLab utilizando escala e quadratura.

Ressalta-se que para grandes valores de t, o comando pode falhar, sendo que uma
outra possibilidade ¢ escrever: exp(Wot) = ((exp(Wo/m))™)". Como pode ser observado

na Figura 4.5, os elementos da diagonal das duas primeiras linhas resultam em zero através
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do comando referido, pois o valor é tao préoximo de zero que computacionalmente o assume
assim. Utilizando a escala e quadratura e fazendo uma expansao em série de Taylor com
20 termos, obtém-se os valores ~ 1,48 - 107323 e ~ 4,44 - 107323 para os elementos da
diagonal da matriz nas duas primeiras linhas (relacionada as equacoes para os fluxos).
Apesar de ser um valor muito pequeno, sendo lido como zero computacionalmente e a
fonte contendo elementos grandes, pode ocasionar uma dificuldade de convergéncia na
solucao. Em outras palavras, o termo que deveria ajustar o tamanho da correcao esté
sendo arredondado computacionalmente para zero. Vale destacar aqui, que testou-se o
calculo das exponenciais e simulou-se algumas recursdes do método da Decomposigao em
outros programas, como C++ e Fortran, a fim de verificar o nivel de precisao e nao se

obteve melhoras significativas.

4.3 Abordagens para aplicacao das condic¢oes de contorno e interface e ar-

tificios aplicados para obtencao da solugao

Problemas com caracteristicas distributivas como, por exemplo, densidade de par-
ticulas, de energia, de fluxo e corrente em dominios heterogéneos globalmente, mas sec-
cionalmente homogéneos, podem ser resolvidos por expansoes locais da solu¢ao (como
no caso da presente tese), onde a coordenada de referéncia da expansdo nao deve estar
localizada no contorno de dominios vizinhos a fim de evitar divergéncias. Dependendo
das caracteristicas da equacao diferencial parcial que descreve a continuidade dinamica da
funcao em questao, a continuidade da funcao que depende do gradiente, pode nao existir.
Um exemplo é a propria Equacao de Difusao, onde a continuidade do fluxo escalar e a
densidade de corrente nas fronteiras deve ser assegurada. Na presente tese, esses graus
de liberdade possibilitam construir a solu¢ao em cada célula (homogénea) utilizando a
mesma metodologia. Isso implica que existem “degraus” entre as solucoes das varias re-
gioes consideradas, que surgem pelo fato de que os parametros nucleares sao distintos.
Assim, com o intuito de obter uma solucao global mantendo a invariancia de escala com
os parametros nucleares pré-determinados, é possivel fixar escalas com espectros apropri-
ados, de modo que a continuidade ajuste a magnitude do fluxo de néutrons garantindo o
acoplamento das interfaces.

Pode-se também, para que ocorra a conexao de todos os coeficientes das expansoes

em séries incluindo as condicoes de interface, realizar uma otimizacao nas condicoes de
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interface em cada troca de regiao, por exemplo, através dos Multiplicadores Lagrangeanos.
Esta técnica realiza uma otimizacao do problema através da melhor combinacao entre os
parametros existentes, cumprindo o vinculo nas interfaces. Na realidade, a solu¢ao de uma
regido ¢ estendida sobre as outras (mesmo que nao seja verdadeira) para determinar a
curva tangente com as restrigoes do problema (condigoes de contorno e interface). Entao,
essa metodologia ¢ uma estratégia para encontrar maximos e minimos locais de uma
funcao que esta sujeita a restricoes exatas, como o problema de difusao em que deve-
se impor a continuidade de fluxo e corrente de néutrons. Porém, os Multiplicadores
de Lagrange adicionam novas incégnitas as equagoes originais, podendo gerar grandes
sistemas e também uma implementacdo numeérica mal condicionada. A construcao da
solucao das Equacoes de Cinética Espacial da Difusao de Néutrons juntamente com os
Multiplicadores Lagrangeanos para assegurar a aplicagao das condigoes de contorno e
interface é apresentada na Subsecao 4.3.1.

Outra alternativa seria empregar a técnica de Wiener-Hopf, que possibilita a resolu-
cao explicitamente de equagoes diferenciais parciais lineares que estao sujeitas a condicoes
de contorno em dominio semi-infinitos. Esta metodologia faz uso de transformadas inte-
grais, como a Transformada de Fourier ou Mellin, explorando as propriedades analiticas
das fungoes complexas. Com sua aplicagao, transformam-se equagoes, condicoes de con-
torno e interface em um sistema, definindo um par de funcoées complexas. Essas fun¢oes
sao analiticas nas metades superior e inferior do plano complexo, coincidentes em uma
determinada regiao que contém o eixo real e a continuidade analitica garante ser uma
funcao analitica simples em todo o plano complexo. Essa ideia pode ser utilizada na pre-
sente tese para resolver o conjunto de EDQO’s obtido pela aplicacao das séries de Taylor
juntamente com as condicoes de contorno e interface transformadas, ou seja, em cada
recursao da Decomposicao resolve-se o sistema linear resultante da aplicagao da técnica
de Wiener-Hopf até a j-ésima recursao. O desenvolvimento dos calculos e aplicacao da
metodologia sao apresentados na Subsecao 4.3.2.

A construcao da solucao para cada célula espacial pode ser feita levando em con-
sideracao a equacao diferencial ordinaria resultante da aplicacao das séries de Taylor na
varidvel espacial para n = 0, em que ha a conexao dos coeficientes constante e quadratico,
juntamente com as condicoes de contorno e interfaces expandidas da mesma maneira.

Assim, o coeficiente constante é determinado pela resolucao da EDO e os lineares e qua-
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dréaticos através das equacoes da continuidade de fluxo e corrente de néutrons expandidas
que formam o sistema linear. Deste modo, todos os coeficientes da série de Taylor depen-
dentes do tempo conectam-se resolvendo o sistema linear resultante de tamanho 6Lx6L,
onde L é o numero total de células espaciais. O sistema é resolvido em cada recursao do
método da Decomposicao até chegar na precisao desejada. Essa abordagem é apresentada

detalhadamente na Subsecao 4.3.3.

4.3.1 Multiplicadores de Lagrange

Uma alternativa para incluir as condi¢oes de interface de forma que, por con-
sequéncia, ocorra a conexao de todos os coeficientes da expansao em série é a utilizacao
dos Multiplicadores Lagrangeanos (ML). Os ML, otimizando o problema, podem fazer o
vinculo das interfaces, escolhendo a melhor combinacgao entre os parametros, respeitando
a condicao de continuidade de fluxo e corrente de néutrons. A solugdao nos contornos
nao ¢é realmente verdadeira, pois a ideia consiste em estender a solugao de uma regiao
sobre a outra, mesmo que essa nao seja relevante, para encontrar a concordancia da curva
tangente com as condicoes de interface. Em outras palavras, nao se pode aplicar os ML
somente no ponto de troca de interface, as restricoes do problema sao funcoes que se
manifestam em torno das interfaces.

Na maioria de problemas continuos, ou em métodos de solucao direta, podem
existir dificuldades na imposicdo direta de restrigoes |Zienkiewicz e Taylor, 2005]. Os ML
podem auxiliar nesses casos, pois sua ideia basica é introduzir um conceito mateméatico
necessario para uma certa equacao, forcando com que esta restricao externa do problema
seja satisfeita. Em outras palavras, converte-se um problema restrito em um otimizado
nao restrito. Tradicionalmente, esse método é uma estratégia para encontrar maximos
ou minimos locais de uma funcao sujeita a restricoes exatas. Os ML sao amplamente
empregados na termodinamica para determinar um potencial quimico, bem como em
transformagoes de substancias fixando proporcoes [Kremer e Liu, 1980; Altino et al.,
2016]. Encontram-se muitas metodologias na literatura que o utilizam juntamente com o
método dos Elementos Finitos [Facco, 2012; Gomes, 2013; Zienkiewicz e Taylor, 2005].

Os ML incluem incognitas adicionais ao problema original, e em alguns casos, por
andalise adimensional, pode-se atribuir-lhes interpretacao fisica. Dependendo do nimero

de variaveis adicionadas, pode-se gerar grandes sistemas de equacoes e sua implementacao
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numérica pode ser mal condicionada |Zienkiewicz e Taylor, 2005]. No caso da restrigdo
ser a conexao entre as interfaces, como no caso da presente tese, a resolucao se torna
mais complicada com o aumento do niimero de regioes. Isso se justifica pelo fato de estar
acrescentando mais variaveis desconhecidas em cada nova interface.

Neste contexto, consideram-se solucoes locais para o fluxo que sao representadas
por expansoes em séries de Taylor truncadas CIDLST] (sendo n o truncamento e sr o subdo-

minio ou sub-regiao) para formular o seguinte problema de otimizagao:

Jonor = (1074 — @7 [min: (4.5)

ssryn;rel

onde sr+ simbolicamente significa qualquer um dos possiveis subdominios adjacentes, I"
representa uma condicao de interface e || - ||min;,,.,.cp € uma (semi-)norma' minima no
contorno. A conservacao da densidade de corrente é entao tratada como uma restricao,
em vez de uma condi¢ao de contorno, a qual como mencionado anteriormente, tornaria a

solucao inviavel. Assim, a restricao pode ser escrita como:
= ||Vl — vl [min; = 4.6
Gn,sr = H n - n Hmlnvsr;n;rel" = Csryn- ( . )

Para o modelo de difusao, esta é a razao inversa das constantes de difusao, proporcionais
a Y. Vale destacar que tanto f como g devem ter primeira derivada parcial continua.
Para combinar o problema de otimizacao f sujeito a restricao g, utiliza-se a técnica dos

ML, onde a fungao Lagrangeana é definida como:

L(r,t,v) = f(r,t) —v(g(r) — o), (4.7)

onde L é a fun¢do Lagrangeana, f(r,t) é a equagdo a qual se deseja adicionar as restri¢oes,
v é o ML, g(r) é uma restricdo. Se f(rg,t) ¢ um minimo de f para um problema restrito,

entao existe um 7y o qual a func¢do Lagrangeana L(r,~) tem um ponto estacionario:
Vf=~Vg. (4.8)

Nota-se que os pontos estacionarios tem derivadas parciais nulas de £. No entanto, em
geral nem todos os pontos estacionarios produzem uma solucao do problema original, a

qual pode impor uma limitagao ao método proposto.

!Uma semi-norma satisfaz todas as propriedades de norma, com excegao do primeiro axioma (||x|| > 0,
Vx € X; ||x]| =0< x =0).
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Para dois dominios adjacentes, o problema pode ser formulado como um tnico
problema restrito com o objetivo de minimizar f sujeito a restricao g. Para uma expansao
além da ordem zero existem mais incognitas do que equacoes. Assim, é preciso recorrer
a restri¢oes que (devido & ndo existéncia de uma solugdo como acima mencionado) terao
carater dinamico para permitir uma aproximagao e que seja proxima o suficiente da solucao

verdadeira. Para isso, existem pontos, linhas, superficies ou hipersuperficies (dependendo

VI _ 4 Vg

N Sl entao existe

da dimensao das coordenadas do espaco em consideragao) onde
v = i com sign(vy) = sign(Vf - Vg).

A partir da construcao do problema de otimizagao, aplica-se a regra de L.’Hospital
e entao se conclui que nos dominios onde o peso do termo da curvatura se mantiver, o
ML deve permanecer o mesmo, pois:
Vg

=V Vg|?’

‘ V/-Vg (4.9)

VIVl
e portanto, para subdominios homogéneos adjacentes é simplesmente a curvatura a qual
na teoria de difusao classica é D~! (onde D é o parametro de difusdo). Observando a
Figura 4.2, como existem trés regides ha duas trocas de interface (na posicao 40 e 200).
Em cada interface sao necessarios dois ML para o fluxo réapido e dois para o fluxo térmico,
pois precisa-se impor duas condicoes: continuidade de corrente e de fluxo de néutrons.
Logo, para o dominio inteiro adicionam-se oito novas varidveis. As expressoes abaixo

mostram a defini¢do de cada ML e a condigao de interface (restri¢do) que se refere:

Yran(t) = o\(z,t) = o (z, 1),

Yraz(t) = —DU 2oz 1) = —DP 20 (x, 1),

Yoan(t) = oM (2, 1) = P (2, 1),

Yoaa(t) & —Dy 20 (x,t) = —DP 2o (x,1), (4.10)
Yipat) = o (1) = & (2, 1),

Yipa(t) = —DP 2o () = —D 2ol (2, 1),

Yo (t) = O (1) = B (x,1),

Yopa(t) = —DP L0 () = —DJ 2ol (2, 1),

onde os sobrescritos nos fluxos indicam a regiao e onde v sao os ML, em ordem os subindi-
ces referem-se respectivamente: equacao para o fluxo rapido (1) e térmico (2), interface (a

para posi¢ao 40 ou b para posi¢ao 200) e tipo de condi¢ao de interface, de continuidade de
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fluxo (1) e corrente (2). Ressalta-se novamente que as restrigdes do problema sao fun¢oes
que se pronunciam em torno das trocas de interface, por isso nao se escreve as restricoes
aplicadas especificamente nos pontos a e b.

Considera-se agora a Equacao Cinética de Difusao de Néutrons unidimensional
em geometria cartesiana, com dois grupos de energia e seis de precursores de néutrons

atrasados em um dominio heterogéneo, incluindo os ML, definida como:

E[lr] _ 1 84’ en) _ DMVQCI)M@} t) + E[

U1 8t

1ol (2,t) — (1 - B) (1S} (x, 1)

r

6
+A 120 (2, 1) — S N (@, t) — 0],
i=1 (4.11)

£y = 1o piiggll(y 4y + s 6ol @, 1) — sthel (@, 1) — ol

V2 Bt
r 80 (z,t Pl alr] [ rlw[r] & [r r
£lly = 25 — g IS el @, 1) + 0 (2, 6) + MCl (@, 1),
com r = 1,2,..., R, onde o indice [r] representa a respectiva regiao, sendo R o nimero
total de regides (no caso apresentado, R = 3) e U sdo os ML para cada equacdo e regido

da placa. Os V¥ sao definidos como:

W = ()@ (2, t) — P (2, t
D[2 8 (I)[? (x ))

WY = o () (0D (x, t) <1>”< 1)) + Y2.02(t) (— DY 2 @Y (2, 1)

)) + Y1a2(t)(— DV 20 (2, 1)
t)
5 (1)),
WP = ()@ (2, t) <I>[2]< £) + Maz()(— DI 2ol (@, 1)
+DP 20l 1))+
Y (0@ (@, 1) — B (@, ) + 7142(8) (= DY 2 (x, 1)
+D 20 (x, 1)),

U = 0,01 (0)(®5 (2, 1) — B (2, ) + Y2.02(t) (— DY 20z, 1)
+DP 20, 1))+
vQ,b,1<t><<I>§]<x,t> — (2, 1)) + Yap2(t)(— D5 20T (2, 1)

[3 d q)[3( ))

\v?}:%,b,ﬂt)(@?](x t) — <1>[3]< 2,1)) + Y102(t) (D 2P (x, 1)
+D 20 (x, 1)),

W5 = a1 (8) (@5 (1) — @““( 2,1)) + You2(t) (DS 20T (x, 1)
+DY1 2 ol (2, 1)).

(4.12)

O proximo passo consiste em tomar a derivada de cada funcao Lagrangeana £ em

relacao a x, t e cada 7y separadamente, iguala-las a zero, e entao resolver o sistema de
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equacoes. Assim, obtém-se as equagoes %, %, % igualadas a zero. Agora, aplica-se a
expansao em série de Taylor, andlogo ao problema homogéneo, trunca-se a série e obtém-
se equacoes diferenciais ordinarias dependentes do tempo. Como esperado, a insercao dos
ML aumenta substancialmente o nimero de variaveis e de equacgoes a serem resolvidas.
As equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem obtidas tém a forma genérica:

d
@YHW (t) + My (1) + Mo oYL E (1) - YL E() = o, (4.13)

e as de segunda ordem sao definidas genericamente como:

j—;YnM (t) + %(Nl,nm(twn[“] () + %(Nz,n[wn[sﬂ(t) YL ) =0, (4.14)
comsr=1:SR,r=1:3en=20:2, onde Ml’nm(t), sznm, Nl,nm(t) e szn[r] sa0
matrizes genéricas dos coeficientes das equacoes diferenciais resultantes, que dependem do
indice n da expansao em série de Taylor e da regiao r a qual pertence. As Equacoes 4.13
e 4.14 obtidas sao nao lineares e estao genericamente representadas para cada regiao, sub-
regiao e indice da série de Taylor. Englobando todas as equacoes com suas variaveis ao
mesmo tempo obtém-se um tnico sistema. Cabe destacar que a nao linearidade surge da
multiplicagao dos ML pelos coeficientes da série de Taylor, pois as condi¢oes de interface
sao descritas por variaveis dependentes. Nessas mesmas equacoes nao existem termos em
que os ML aparecem sozinhos (lineares), o que pode dificultar a obtenc¢ao de uma solugao.

Uma maneira de otimizar a metodologia é estender as funcoes referentes a cada
regiao, que possuem determinados parametros nucleares, sobre as regides vizinhas. Em
seguida, as condigoes de interface (de continuidade de fluxo e densidade de corrente de
néutrons) sdo inseridas através dos ML como restri¢oes apenas na “vizinhanca” da inter-
face. Em outras palavras, através da utilizagdo de uma funcao suave, como uma tangente
hiperbolica, pode-se inserir essas condi¢coes como uma funcao “envoltéria” na interface,
ou com “efeito dissipativo”, a qual espera-se suavizar as oscilacoes em torno das interfa-
ces e realizar a conexdo entre a solucao de cada regidao. Assim, a solugdo final pode ser
interpretada como um somatorio da solugao de cada regido (foprox = Zle fé}"}m), reali-
zando o vinculo das interfaces em torno das mesmas com a utilizacao da funcao tangente
hiperbolica. Cabe ressaltar que a escolha da tangente hiperbodlica se deve ao fato de que,
pelo seu comportamento grafico, suaviza a mudanca dos parametros nucleares a partir de

um certo ponto em torno das interfaces, pois se fosse utilizada uma funcao Heaviside, por
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exemplo, poderiam aparecer degraus na solugao final.

Infelizmente essa abordagem nao funciona para o caso desta tese, nem mesmo
aplicando os ML em todo comprimento da placa ou com uma funcao “envoltéria” nas
interfaces, pois sendo um problema com convergéncia sensivel, acrescentar oito novas
varigveis (ML) e tornar o sistema nao linear, além de gerar EDO’s complexas com a dife-
renciacao de cada funcao Lagrangeana em relacao a cada variavel dependente, transforma
o problema para um ainda mais complexo e dificil de ser resolvido. Cabe destacar, que
essa abordagem pode ser facilmente empregada para outras metodologias, no entanto, no
caso da presente tese, lida-se com uma dificuldade de convergéncia computacional pela

aritmética do problema.

4.3.2 Método de Wiener-Hopf

A técnica de Wiener-Hopf (WH) primeiramente foi empregada para a solu¢ao de
equacoes integrais especiais e, mais tarde, em problemas da teoria de difracao que fo-
ram formulados como equacoes integrais. O Método de Wiener-Hopf permite resolver
explicitamente equacgoes diferenciais parciais lineares, sujeitas a condi¢oes de contorno em
dominios semi-infinitos. Problemas com condigoes de contorno mistas (diferentes con-
dicoes em diferentes regioes do contorno, como condi¢oes de Robin ou uma mistura de
condigoes de Neumann e Dirichlet) sdo dificeis de solucionar até mesmo sem transientes e
solugoes com abordagem analitica ou semianalitica se tornam possiveis pela aplicacao do
Método de WH [Noble, 1988; Crighton et al., 1988|. Além disso, pode-se resolver equagoes
singulares em dominios multidimensionais e problemas de contorno de Hilbert, na qual
o contorno consiste de arcos e linhas, onde as fungoes associadas & condicao de contorno
sao descontinuas.

A metodologia explora as propriedades analiticas de funcdes complexas, utilizando
geralmente a Transformada de Fourier, mas outras transformadas também podem ser
empregadas. As equacoes e condigoes de contorno sao transformadas e o sistema resultante
é utilizado para definir um par de funcoes complexas, que sao analiticas nas metades
superior (+) e inferior (-) do plano complexo. Esse par de fungoes coincide em uma
determinada regiao do plano complexo, em uma estreita faixa que contém o eixo real,
como pode ser visto na Figura 4.6. A continuidade analitica garante que essas duas

funcoes definem uma funcao analitica simples em todo o plano complexo.
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Figura 4.6 — Ilustracao dos dominios nas metades superior (+) e inferior (-) do plano

complexo e a regiao de analiticidade entre eles.

De uma forma geral, pode-se resumir a aplicacao do Método de WH da seguinte
maneira [Wright, 2004]:

1) Determinar as condigbes de contorno e interface do problema em questao;

2) Aplicar a Transformada de Fourier para obter equagdes algébricas ao invés de
diferenciais;

3) Aplicar as condigbes de contorno e interface transformadas nas metades superior
(+) e inferior (-) do plano complexo, cujos dominios de analiticidade se sobreponham;

4) Manipular essas relagoes na forma da equagao geral de Wiener-Hopf (a ser
apresentada adiante);

5) Fatorar e decompor fun¢oes para obter uma igualdade entre as fungoes (+) e
(-);

6) Usar o teorema de Abel para deduzir o comportamento no infinito do compor-
tamento fisico esperado na borda, onde a condicao de contorno muda;

7) Usar o teorema de Liouville para deduzir a forma da fung¢do inteira do seu
comportamento no infinito;

8) Resolver as varidveis transformadas;

9) Inverter a transformada para obter a solu¢ao desejada.

A equagao geral de Wiener-Hopf pode ser representada da seguinte maneira [Wright,
2004]:

K(s)U(s)+V (s)=P(s), a<n<p (4.15)

onde K (Kernel do problema) e P sao conhecidos e U™ e V™ desconhecidos. Os sobres-
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critos mais e menos indicam as transformadas de Fourier generalizadas das fungoes sobre
os valores positivos e negativos da sua variavel independente (z por exemplo). Onde o
dominio de analiticidade de Ut é para n > « e de V'~ para n < 3, e no plano complexo
esses dominios de analiticidade sobrepoem-se. O procedimento é rearranjar esta equacao
tal que um lado da igualdade seja todo (+) e o outro (-). Isto pode ser feito fatorando K

como K™K~ e dividindo a equacgao por K~:

v- P
KUt — = —
TR TR

R (4.16)

com K~ nao nulo. Agora, decompde-se R como uma soma, R = Rt + R~ e rearranja-se:

K+U+—R+:R_—V—:, (4.17)

K
onde o lado esquerdo é analitico para n > « e o direito, para n < . Observando os
dois lados da Equacao 4.17, percebe-se que cada lado forma uma continuacao analitica
do outro, pois as duas funcoes sao analiticas sobre os dominios que se sobrepoem e sao

iguais nessa regiao, entao deve existir uma tnica funcao que é analitica sobre ambos os

dominios (E(s)). Portanto:

K+U+—R+:R—%EE(S>. (4.18)

A solucao para o problema das Equacoes Cinéticas de Difusao de néutrons unidi-
mensionais heterogéneas segue o mesmo procedimento que o problema homogéneo para as
varidveis espaciais e temporal. Portanto, continua-se a resolver aplicando séries de Tay-
lor na varidvel espacial nas equacoes diferenciais parciais, obtendo equacoes diferencias
ordinarias acopladas. Com a aplicacao das séries de Taylor, reescrevem-se as condicoes
de contorno e interface. A parte temporal é resolvida pelo Método da Decomposicao da
mesma maneira, com a divisao da matriz dos coeficientes com o intuito de contornar a
rigidez e tornando o problema duplamente recursivo. Com a técnica de WH, nas equa-
coes diferenciais ordinérias obtidas pelas séries de Taylor e nas condigoes de contorno e
interface serao aplicadas as fungées Transformadas de Fourier nas metades superior (+)
e inferior (-) do plano complexo, cujos dominios de analiticidade se sobreponham. Desta,
maneira, obtém-se um sistema linear para as fun¢oes (+) e (-) em cada recursdo do Mé-
todo da Decomposicao, que por sua vez, atualiza os coeficientes até que seja necessario

(J termos). Entdo, aplica-se a Transformada Inversa de Fourier para finalmente escrever
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os fluxos e concentragoes de precursores de néutrons atrasados (polinomios quadraticos)
com os coeficientes encontrados.

A aplicacao da metodologia de WH, inicia-se a partir da EDO para n = 0:
%XOJM (t) - WO[Z]XOJM (t) = Sjm + Wl[l] (t)XO,jfl[l]; (4-19)

T
onde Xo;(t) = Ag,]j(t) Bg}j(t) Ci[,lg),j(t) .j=1:J,i=1":6, o indice [ repre-
sentando o numero da célula no espaco. Aqui é importante ressaltar que primeiramente
realizou-se testes sem um transiente severo, considerando ¥,2;(f) = 0 e tornando todos
elementos da matriz W, " (t) constantes (portanto Wlm), que é um caso mais simples para

ser resolvido. Suas condicoes de contorno e interface para as células 1, intermediérias e L

sao0, respectivamente:

AP (Az)2 — Al ) (Ax) + Al (@)

=Dy (2431 (Ax) + Aj(1) = =D (2475(6)(A > ALO: )
By (t)(Ax)? — Bii(t)(Ax) + B (t) =
—DY 2By (t)(Ax) + B (1) = 21(235} (t)(A > B(1)),
AN ) (Ar)2 + AT (Ax) + AGS (1) = AL (D) (Ax)? — AL (0)(Ax) + AG (),
—D{2AY(t)(Ax) + A (1) = =DM 24T (1) (Ax) — AV (1)),
By (1) (Ax)? + B V(1) (Ax) + By () = By (1)(Ax)? — BY(t)(Ax) + By (1),
—D{ 2By, (t)(Ax) + B, (1)) = —D{ T @B (1) (Ax) — B (1)),

(4.21)

= BY(t)(Ax)? — Bi(t)(Az) + B (),

1,j

(4.22)
Entao, define-se a Transformada de Fourier complexa na variavel temporal:
F(s) = F{F(t)} = / £(1) exp(—ist)dt, (4.23)

onde s = s; +isy. Aplicando a transformada apresentada na Equacao 4.23 na EDO 4.19,
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obtém-se:

(Iis — Wo)Fo () = Fy 311 + W1 lTFg 5 41, (4.24)

sendo que a derivada da transformada é F'(s) = isF(s), Fo;"(s) representa a Transfor-
mada de Fourier dos coeficientes da série de Taylor para o fluxo rapido e térmico e as
concentragoes de precursores de néutrons atrasados (Ag}j (1), B([)l}j (t) e C’y]oj(t))

Rearranjando, tem-se a solucao:
Fo;'l(s) = (Iis — Woll) 1 (Fal + W, 1Fg; 4 ). (4.25)

Agora, aplicando a Equacao 4.23 nas condicoes de contorno e interface 4.20, 4.21

e 4.22, tém-se:

Fa l(s)(Ax)* — Fu ' (s)(Az) + Fo (s) = 0,

1 9 (4.26)
— D [2F 5 (s)(Ax) + Fi 3l (s)] = — D [2F42(s) (Ax) — Fy 3 (s)),

Fag(s) (A0)? + Frg(s) (Ar) + Foy")(s)
= Fay(5)(A2)? = ) (s)(A) + Fol(5), (4.27)
=D 2F34"()(A) + Frl(s)] = =Dy 2R (s)(A) = By,

Fy it 1(s)(Ax)* + Fu v (s) (Ax) + Fot~1(s)
— Fyy Y (s)(A)? — Fy7(s) () + Fos), (4.28)
Fa ! (s)(A)? + F1 41 (5) (Ax) + FogM (s) = 0.

O ponto crucial da metodologia de WH é decompor a fung¢ao em um par de fungoes
complexas, que sao analiticas nos semiplanos superior (+) e inferior (-) do plano complexo.
Para isso, decompoe-se a TF da seguinte forma:

F(s) = / £(t) exp(—ist)dt + / () exp(—ist)dt, (4.29)
I )

F(s) =F (s) + F*(s), (4.30)

onde os contornos I'y e I'y; sao paralelos ao eixo real e pelo Lema de Jordan, para ¢t > 0
pode-se fechar o contorno I'1 na metade inferior do plano complexo e, para t < 0 pode-se
fechar o contorno I's na metade superior do plano complexo. Cabe ressaltar que F' ¢

uma func¢ao analitica de ¢ na regiao so > a e F~, na regiao s; < f3.
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Assim sendo, aplicando a decomposicao definida na Equacao 4.30 em 4.25:

Fo; U(s) + Fo;tU(s) = (Tis — Wol) 1 [(Fg; ™1 4 Fy 1)

(4.31)
+ W (Foy_1 1 = Foyy W],
e nas condicoes de contorno e interface definidas nas Equacoes 4.26, 4.27 e 4.28:
[F251(s) + Fog M ())(A)? — [F15-W(s) + Foytl(s)](A)
+Fo; M(s) + FogM(s)] =0,

} [Fos () )= | o
=D} [2(Fa5 1M (s) + Fot () (Az) + (Fu3~(s) + FyyPl(s))] =
~DP2(Fay~P(s) + Foy"P(s))(A2) — (FryP(s) + Fry P (s))),
[sz_’”_”(S) + Fo M (s)](A2)? + [Fry 7 (s) + Foy ™)) (Ax)

+H[Foy 1 71(s) + Fog M (s)] = [Fay 1 (s) + Fo gt l(s)](Ax)?

[Fu U(s) + Fay™(s)](Ax) + [Foy~1(s) + Foy ™ (s)], (4.33)

—DY'[2(F2y~0(s) + Faytl(s)) (Ax) + (Fry~(s) + Fogtli(s))]) =
— DI [2(Fay = (s) 4 Foy Wl (s)) (Az) — (Fyy =l (s) + Fyym 01 (s))),

[Fa i " (s) + Fay ()] (A)? 4 [Fy - (s) + Fo W (s))(A)
+[Fo ;1 (s) + Fog P (s)] = [Py~ (s) + Fay ™ (s)](Ax)?
—[Fry 7 (s) + Fr " (s))(A7) + [ i)+ FoymH(s)], (4.34)
[Fa i~ (s) + Fo 7 (s)](Az)? + [F l,ji’[ W(s) + Fo P (s)](A)
+[Fo5 1(s) + Foy7(s)] = 0.

Por conseguinte, separam-se as func¢oes (+) e (-) de forma a obter uma igualdade,
resultando na Equacao de WH como em 4.18 para o problema de cinética de difusao de

néutrons unidimensional:

Fo; U(s) — (Iis — Wol') L (Fp;~0 + W, g, ~ 1) =

(4.35)
—Fo;7U(s) + (Iis — Wol) 1 (Fy ;0 4+ W, UFg;_, 1),

Fa; W(s)(A2)* — Fy -_’[”( )(Az) + Foy () =

(4.36)
—F2; " (s)(Az)? 4+ F1 771 (s)(Az) — Foym(s),
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— D2y~ (s) (Aw) + Fry = (s)] + DY 2P P (s)(Az) — FiyPl(s)) =

(4.37)
Dgl] [ZFZ,J-*’[”(S)(Ax) + Fl,jJ“[”(s)] _ D[12] [2F2,j+7[2](8)(A1’) — Fj’;{?](s)];
By~ 0(s)(A0)? + Fa 10 (s) (A) + Fo 1 1(s) — By~ (s) (Ax)?
+F —,[” A _ F _7[” —
1 0(s)(Az) — Fo (s) (4.38)
—F, M) (Ar)2 — Fy P () (Az) — Fo P U(s) + FyHl(s)(Ax)?
—F1+’m(s)(Ax) + FOJ“U](S),
~DllaFs (s) (ae) + By o))+ DR ) a0) - By =
DY, 1 (s) (Aw) + Fy 0 (s)] — DIFR2F, 0 (s) (Aw) — Fy 1 (s)), |
Fy () (Az)? + Fy - (s) (A7) + Fo 7 1(s) — Fo - H(s)(Ax)”
+F(s) (Az) = Fo~(s) = (4.40)
—F2+’[L_1](5)(Ax)2 . F1+’[L_1](8)(AI) _ F0+7[L—1}(8) + F2+’[L](S) (Ax)2 .
_FlJ“[L](s)(A:L") + F0+’[L]<S)7
Fy M (s)(Az)? + Fr o H(s) (Az) + Fo 1 (s) = (4.41)

—F, P (s)(Az)2 — Fy P (5)(Az) — Fo ™l (s).

Nas Equacoes 4.35-4.41, o lado esquerdo é analitico no semiplano inferior, enquanto
que o lado direito, no semiplano superior e a continuagao analitica garante a existéncia
de uma funcao em todo o plano, que coincide com o lado direito ou esquerdo em seus
respectivos semiplanos. Além disso, a funcao analitica em todo o plano complexo tende
a zero quando s — oo (limitada no infinito) em qualquer dire¢ao e entdo, o Teorema de
Liouville é identicamente zero.

Para montar o sistema linear e encontrar os valores dos coeficientes, ainda é neces-
sario aplicar a Transformada Inversa de Fourier nas equacoes acima, definida por:

£(f) — /oo F(s) exp(—ist)ds, (4.42)

:% N
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em que, para as Equagoes 4.35, particularmente tém-se:

gy 1 (P W Ry ) exp(ist)
Fo; (1) = 5 frl (Tis—Woll) s, (4.43)
il g W R0 ) expist) '
FO,j ( ) fl“g (Iis— Wo[”) 5

A integral da Equacao 4.43 possui um polo em —Wji, conforme Figura 4.7. Lem-
brando que a matriz Wy possui somente elementos negativos, por isso —Wyt fica na parte

positiva do eixo imaginario.

-
=
=

PANILE. RN - (nf'
L ATAAA'A A

» Re

Figura 4.7 — Ponto de ramificagao.

Como o que interessa é a parte real, pode-se escrever:

— [l] . 0 (F27~7‘[l] +W1[l] FO 17 l])exp(ist)
F ( ) - 27r — 00 ] Tise “;0 ) dS, (4 44)
Fq . (Fao ;U4 Wi Ry ;o 1) exp(ist) d :
O, — 27 fO (Iis— WO[Z) S.

Deste modo, para cada recursao do Método da Decomposicao, constroi-se um sis-

tema linear para as equagoes (+) e outro para as (-), relembrando que:
F=F +F' (4.45)

e assim, esta solucao determina os coeficientes da série de Taylor truncada dependentes
do tempo.

No entanto, as solugoes das integrais nas Equagoes apresentadas em 4.44 ¢ a cha-
mada exponencial integral (FE;(ist)), e esta fun¢do se comporta da seguinte maneira nos

limites de integracao: E;(—oc0) — 0, E;(0) — —oo0 e E;(00) — 00, que pode ser visuali-
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zado na Figura 4.8. Deste modo, nao é possivel determinar os fluxo e as concentragoes de
precursores de néutrons atrasados porque a solugdo converge para infinito nas recursoes

da Decomposicao.

Lil

-a . L7 2 4

Figura 4.8 — Fun¢do Exponencial Integral Ei(x).

4.3.3 Sistema linear com as condigoes de contorno e interface

Para assegurar a continuidade de fluxo e de corrente de néutrons nas interfaces,
uma das alternativas testadas foi construir um sistema linear de tamanho 6L.x6L, sendo L
o niimero total de células no espaco de tamanho 2Ax, constituido das seguintes equagoes:
solu¢do da EDO para o fluxo rapido e térmico com n=0 (referente a série de Taylor)
e expansao em série de Taylor das condicoes de contorno e interfaces de cada fluxo,
respectivamente de cada célula espacial.

Deste modo, compdem o sistema linear as solugoes das seguintes EDO’s para o
fluxo rapido e térmico, respectivamente (construgao das solugoes descritas no Capitulo
3):

G405(1) = A (O(=Sv + (1= BmEjpo) = By (((1 ~ B)raSpymn)
<0l ) + AB 0D ). (4.46)

l l l l l l l
By (t) — Bojy (1) (—qyva) = Agli_y (1)(Z10v2) + By (1) (2D3 ),

Primeiramente, reescreve-se o sistema de EDO’s (Equagao 3.41) considerando as
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células espaciais, pois os parametros nucleares tem diferentes valores em cada regiao:
400 (1) — WollXo (1) = QU(r). (4.47)

e a solucao:

Xo!l() = exp(Wol"t)Xo(0) + exp(Wol't) + QU(r), (1.48)

As condicoes de contorno e interfaces, respectivamente de cada célula espacial, sao

dadas por:

e Na primeira célula, aplica-se a condicao de contorno do tipo fluxo nulo e na interface

a continuidade da densidade de corrente:

Aé{i-(@(A@?—A&%L-()( > +AYL(D)
—D£”<2A£{L<t><m>+A“]-< >> DP AR () (A > AP @),
By (t)(Ax)? — B (t)(Ax) + By(t)
D[”<2B”<><Ax>+8]<>> ~DP 2B (t)(A > BPN(1)),

(4.49)

onde os indices superiores indicam o numero da célula, Ax é a distancia entre x e

Zo-

e Nas células subsequentes até a célula L—1, onde L é o niimero total de células, aplica-
se na interface esquerda continuidade de fluxo e na interface direita conservagao da

densidade de corrente:

Ay (Ax)? + AT () (Az) + A (8) = ASL(6)(Ax)? — AL (1) (Ax) + A (),
-D ”<2A¥L< >< )+ Al (1) = —DI Al 1) (Ax) — AT (1)),
By () (Ax)? + B () (Az) + By (t) = ByL(t)(Ax)® — B [”<>< Az) + Byi(t),

~DP 2B (t)(Ax) + BY,(t)) = - DI 2By T () (Ax) — BTV (1)).

2,j

(4.50)

e Na iltima célula, aplica-se na interface continuidade de fluxo e no contorno a con-

di¢ao de fluxo nulo:

Ay () (Aw)? + ATV (@) (Aw) + AR (8) = AL (0)(Aw)? — AVN() (Ax) + ARI(D),
Aé@(t)(A) + Al ) (A7) + AfL®) =0,

By (0)(Ax)? + By (1) (Ax) + [“<t> BgL)<><A> — Bty (Ax) + BY@),
Béi(t)( x)? + By (t)(Az) + By (t) = 0.

(4.51)
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Desta maneira, os coeficientes constantes sao determinados pelo sistema de EDO’s
com n = 0 e o coeficiente linear e quadratico, através das condi¢oes de contorno e interface,
que formam um sistema linear a ser resolvido em cada recursao da Decomposicao. Ou
seja, os coeficientes constantes sao colocados no vetor coluna e os lineares e quadraticos
sao as incognitas, sendo duas para cada célula espacial. Vale lembrar que um grau de
liberdade no espaco é fixado com a condicao inicial da solucao estacionaria da referéncia
Ceolin, 2014.

A Figura 4.9 mostra o comportamento do fluxo rapido com a solucao da Equacao
4.48 para o instante t =4 s e com J = 100 termos, ja a Figura 4.10 mostra a contribuicao
de cada recursao do Método da Decomposi¢ao modificado para os coeficientes (constante,
linear e quadratico) do fluxo rapido, na posicao z = 1 cm. Pode-se notar que nao ocorre
convergéncia da solucao, pois as contribuicoes das recursoes aumentam com o crescer
de J e observa-se que ocorre uma divergéncia ainda mais discrepante na proximidade
das interfaces, devido a diferenca dos parametros fisicos dos materiais. Cabe dizer que
somente sao apresentados os resultados para o fluxo rapido, pois as outras variaveis tém

comportamento analogo.
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Figura 4.9 — Comportamento do fluxo rapido com a solucao da Equacao 4.48 para o

instante t =4 s e com J = 100 termos.
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Figura 4.10 — Contribuicao de cada recursao do Método da Decomposi¢ao modificado
para os coeficientes constante, linear e quadratico do fluxo rapido com a solucao da

Equacao 4.48, para o instante t = 4 s e na posicao x = 1 cm.

O APENDICE A mostra diferentes procedimentos aplicados, divididos em 9
secoes, com a finalidade de se obter a convergéncia da solugdo com a tltima abordagem
apresentada para aplicacao das condicoes de contorno e interface. Outra observacao é que
primeiramente realizaram-se testes considerando .21 (t) = 0, que é um caso mais simples
para ser resolvido.

A primeira tentativa consiste em uma pequena mudanga nas matrizes dos coefici-
entes das EDO’s resultantes, levando o termo que representa as contribuigoes por fissao
do grupo rapido para a fonte do sistema de EDO’s. Desta maneira, as contribuicoes por
fissao do grupo rapido passam a ser corrigidas através da solucao da recursao anterior da
Decomposicao. As novas matrizes e os resultados obtidos sao apresentados na secao do
APENDICE A.1.

A segunda ideia resume-se em transformar as unidades de medida do tempo de
segundos para centésimos de segundos, com o intuito de diminuir as escalas de grandeza
dos elementos que compoem as matrizes, pois elas contém exponenciais e elementos de

valor grande na fonte para corrigir as recursoes. Espera-se com esse artificio, melhorar a
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convergéncia aritmética computacional do problema. As transformagcoes e resultados sao
apresentados na secio do APENDICE A.2.

A terceira solucao apresentada tem por objetivo nao zerar as duas primeiras linhas
da exponencial da matriz, referentes aos fluxos de néutrons, através de um relaxamento
da matriz Wy, dividindo as duas primeiras linhas por um fator e compensando na fonte
o balanco. Os resultados obtidos e a apresentacao da metodologia sao exibidos na secao
do APENDICE A.3.

Na quarta secao, tem-se o intuito de atrasar as corregoes feitas pela fonte das
EDO’s. Isto é feito dividindo o termo fonte em pequenas parcelas que sao introduzidas
aos poucos nas recursoes. Deste modo, pode-se analisar o comportamento dos termos
situados na fonte, ou seja, se a correcao que ¢é feita em cada recursao é muito grande,
gerando afastamento da solugdo exata e oscilagoes, e consequentemente a divergéncia
da solucao. O esquema de parcelamento e os resultados sao apresentados na secao do
APENDICE A .4.

A quinta abordagem baseia-se na ideia desenvolvida por Ceolin et al., 2011, onde
o problema original de difusao é homogeneizado na recursao de inicializacao da Decom-
posicdo. A técnica consiste em fazer uma média ponderada dos parametros nucleares
na inicializacao e as correcoes subsequentes introduzem a atualizacao dos parametros
heterogéneos. Utilizam-se as fungoes Heaviside na fonte referentes a cada fronteira das
regioes e a solucao é melhorada recursivamente para uma heterogénea. A construcao do
procedimento e os resultados sio apresentados na secio do APENDICE A.5.

A sexta solucdo apresentada na secio do APENDICE A.6 consiste na modifi-
cacao da ordem de truncamento da série de Taylor. Ao invés de utilizar uma expan-
sao quadratica para representar a solucao dos fluxos e as concentracoes de precursores,
truncou-se a série no quarto termo, obtendo um polindémio cibico. Apesar de ja se ter
afirmado através dos trabalhos publicados por Ceolin et al., 2014; Tumelero, 2015; Sch-
ramm, 2016 que um polinémio de ordem quadratica é eficiente para representar a solucao
local em cada célula espacial, o objetivo deste teste foi verificar se incluindo um novo
termo e consequentemente realizando a conexao de mais coeficientes através das EDO’s
obtidas com os respectivos termos fonte, adicionaria mais contribui¢oes as recursoes que
causariam a convergéncia desejada. A justificativa é que como espaco-tempo sao acopla-

dos, o truncamento na varidvel espacial leva um espaco incompleto para a parte temporal
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que pode se manifestar na solucao. Os resultados sao apresentados na secao citada.

No sétimo teste efetua-se um desacoplamento nas equacoes dos fluxos e as concen-
tracoes de precursores de néutrons atrasados. As equacoes que descrevem o comporta-
mento das concentragoes dos precursores de néutrons atrasados sao relativamente faceis
de se lidar numericamente, pois nao possuem termos de grande escala multiplicando nos
seus elementos, como ocorre para os fluxos com as velocidades. O processamento das
suas exponenciais é despreocupante. Deste modo, separar as equacoes dos fluxos e as
concentragoes de precursores pode ser uma boa alternativa por reduzir o tamanho das
matrizes, pois com o desacoplamento as matrizes para os fluxos geradas sao 2x2 e para os
precursores pode-se resolver diretamente sem a necessidade da representacao matricial.
Assim, pode-se melhorar o condicionamento das matrizes e a aritmética computacional
do problema. Para visualizar o desacoplamento ver a secio do APENDICE A.7. Desta
maneira, a atualizacao dos precursores entra na fonte das equacoes dos fluxos e vice-versa.
Os resultados sao apresentados na segao citada.

Ja na secio do APENDICE A.8, descreve-se o integrando de cada recursio por
uma parametrizacao com funcgoes racionais. O objetivo é, através dessa parametrizacao,
escrever o integrando de uma forma mais simples carregando a dependéncia do tempo
das recursoes anteriores, de forma que a resolucao da integral se torne mais facil e na
tentativa de que ocorra convergéncia na sua resolucao. Para este fim, utilizam-se apro-
ximantes de Padé para descrever o integrando, formando um sistema de equacoes que
determinam os coeficientes dos polinémios do numerador e denominador. Para solucio-
nar o sistema encontrado, utiliza-se o algoritmo de Levenberg-Marquardt que retine as
principais vantagens de dois conhecidos métodos: Gauss-Newton e Gradiente. O primeiro
possui forte taxa de convergéncia, mas somente quando estd proximo de um minimo da
funcao custo. No entanto, por utilizar a inversao de matrizes, pode conduzir a matri-
zes singulares ocasionando a divergéncia da solugdo. O segundo possui relativamente
baixa taxa de convergéncia, ou seja, necessitam-se de bastante iteracoes para se obter
a solucao desejada. Entretanto, possui uma estabilidade notoéria, dispensando inversoes
matriciais. Devido a um parametro escalar caracteristico do algoritmo, o Método de
Levenberg-Marquardt possui a velocidade do método de Gauss-Newton com a estabili-
dade do método do Gradiente. Todo desenvolvimento da metodologia para aplicar os

aproximantes de Padé para descrever o integrando de cada recursao da Decomposicao
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do problema da presente tese e detalhes sobre o método de Levenberg-Marquardt sao
apresentados na secio do APENDICE A.8.

Na ultima abordagem, apresentada na secio do APENDICE A.9, realizou-se
uma mudanca na estrutura das EDO’s. O objetivo é testar uma solugao para as equacoes
ordinarias onde as exponenciais de matrizes nao estejam presentes, pois na aritmética
computacional nas duas primeiras linhas obtém-se o valor zero, como pode ser visto na
Figura 4.5. Para este fim, coloca-se a matriz dos coeficientes das equagoes diferenciais
cheia (todos termos) na fonte. Os resultados obtidos, com gréficos e valores para os

coeficientes, sao apresentados na mesma secao.

4.4  Analise de sensibilidade de convergéncia da metodologia: Perturbacao

dos parametros nucleares

Esta secao tem por objetivo analisar a sensibilidade de convergéncia da metodo-
logia proposta nesta tese, diante dos diferentes parametros nucleares. Para isso, fez-se
simulacgoes variando-os e observando a contribuicao dos coeficientes da série de Taylor.
Para exibir os resultados obtidos, apresentam-se graficos somente para o coeficiente cons-
tante do fluxo rapido, pois este é o que mais adiciona correcoes durante as recursoes.
Todos os testes foram realizados originalmente em uma regiao caracterizada pelos para-
metros do Problema 1 homogéneo (Tabela 3.1), em que foi obtida convergéncia da solugao,
e variou-se cada uma das constantes nucleares separadamente.

O primeiro parametro fisico a ser analisado é a secao de choque de remocao do
grupo rapido. A Figura 4.11 mostra as contribuigoes das recursoes do coeficiente constante
do fluxo rapido, variando a secao de choque de remocao do grupo rapido, com J = 100.
Pode-se perceber que ocorre convergéncia do coeficiente a partir do valor »,; = 0,019.
Valores comumente encontrados na literatura sao os casos das Subfiguras 4.11f (3,; =
0,02) e 4.11g (2,1 = 0,026) [Nagaya e Kobayashi, 1995].

O segundo parametro nuclear analisado é a segao de choque de remoc¢ao do grupo
térmico. A Figura 4.12 exibe as contribuicoes das recursoes do coeficiente constante
do fluxo rapido, variando a secao de choque de remocao do grupo térmico, com J =
100. Pode-se perceber que ocorre convergéncia do coeficiente a partir do valor ¥, =
0,075. Valores correntemente vistos na literatura sao os casos das Subfiguras 4.12a (2,5 =

0,0186), 4.12f (X, = 0,08) e 4.12g (X, = 0,18) [Nagaya e Kobayashi, 1995|, ou seja,
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para X, = 0,0186 a metodologia diverge.

A terceira constante nuclear analisada é a secao de choque de espalhamento do
grupo rapido para o grupo térmico. A Figura 4.13 mostra as contribui¢des das recursoes
do coeficiente constante do fluxo rapido, variando a secao de choque de espalhamento do
grupo rapido para o grupo térmico, com J = 100. Nota-se que ocorre convergéncia do
coeficiente para os casos com valor menor e igual que ¥4 = 0,011. Frequentemente, vé-se
na literatura os casos das Subfiguras 4.13c (X415 = 0,01), 4.13f (X2 = 0,015) e 4.13h
(3s12 = 0,02201) [Nagaya e Kobayashi, 1995], ou seja, dentre estes para g9 = 0,015 e
Yis12 = 0,02201 a metodologia nao converge.

O quarto parametro analisado é o termo que representa a fissao do grupo rapido
v3¥r. A Figura 4.14 mostra as contribuigoes das recursoes do coeficiente constante do
fluxo rapido, variando v¥ ¢, com J = 100. Observa-se que ocorre convergéncia do co-
eficiente para os casos com valor menor e igual que ¥ = 0,006. Valores usualmente
utilizados na literatura sao os casos das Subfiguras 4.14b (vXs = 0,0034164), 4.14d
(vXp = 0,005) e 4.14h (vXy; = 0,01) [Nagaya e Kobayashi, 1995], ou seja, destes para
v¥g = 0,01 a metodologia diverge.

O quinto parametro nuclear analisado é o termo que representa a fissao do grupo
térmico vXfe. A Figura 4.15 expoe as contribui¢oes das recursoes do coeficiente constante
do fluxo rapido, variando v¥y,, com J = 100. Constata-se que ocorre convergéncia do
coeficiente para os casos com valor menor e igual que vXf = 0,1. Geralmente, encontra-
se na literatura os casos das Subfiguras 4.15a (vX s = 0), 4.15¢ (vXs = 0,099), 4.15e
(v = 0,13933) e 4.15f (vX sy = 0,2) [Nagaya e Kobayashi, 1995], ou seja, destes para
viip = 0,13933 e vX s = 0,2 a metodologia nao converge.

Para o coeficiente de difusao, a andlise perturbativa nesse parametro nao gerou
alteracio nos resultados dos coeficientes da série de Taylor. A primeira vista, parece ser
uma boa resposta as perturbagoes inseridas. No entanto, investigando mais profunda-
mente o algoritmo numeérico, constatou-se que os arredondamentos computacionais nas
exponenciais da matriz Wq para zero faz com que se percam as correcoes referentes as
fugas no decorrer das recursoes do método da Decomposicao.

Diante desses resultados, pode-se afirmar que a metodologia proposta nesta tese
nao converge para todos conjuntos de parametros nucleares. Ao examinar a Tabela 4.1

referente as constantes fisicas do problema heterogéneo, encontram-se varios parametros
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com valores que causam a divergéncia da solugao: X1, X1 € VX9 nas regioes 1 e 3.

E inerente que a sensibilidade é causada devido & aritmética computacional ao
computar as exponenciais de matrizes. Um valor muito pequeno arredondado para zero
computacionalmente pode causar a perda das correcoes necesséarias para tender os coefi-
cientes da série de Taylor & zero com o crescer das recursoes da Decomposicao. Portanto,
regioes como refletores em que ¥, e X,9 sao baixas, ou entao, em nicleos onde Y49, VX 1
e VYo sao grandes, a metodologia nao converge. Cabe destacar que é possivel combinar
diferentes conjuntos de parametros e a anéalise feita aqui, apesar de englobar diversos tipos
de casos, nao abrange todas possibilidades, somente casos julgados mais oportunos foram

apresentados.
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Figura 4.14 — Contribuigoes das recursoes do coeficiente constante do fluxo rapido,

variando o termo de fissdo do grupo répido.
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4.5 Consideragoes sobre os testes

Levando em consideragao as abordagens para a aplicacao das condicoes de con-
torno e interface, as estruturas de solucoes empregadas e a andlise de sensibilidade de
convergéncia variando os parametros nucleares caracteristicos do problema, pode-se infe-
rir que a metodologia possui contratempos na convergéncia para a solugao exata, causada
por arredondamentos aritméticos computacionais. Mais especificamente, nas exponenciais
matriciais com o arredondamento aritmético computacional para zero nas duas primeiras
linhas ocorre perda de informacoes nas correcoes necessérias para convergéncia dos coefi-
cientes da série de Taylor, fazendo que com o aumentar das recursoes da Decomposicao
os coeficientes crescam sem controle. Todas as tentativas de solucao apresentadas, trans-
formando as matrizes, fazendo relaxamento, parcelamentos, entre outros, nao auxiliaram
para a resolucao deste empecilho. Outro fato a ser destacado é que através dos testes das
transformacoes de unidades e do parcelamento da fonte, pode-se reforcar a afirmagao de
que a dificuldade estd na exponencial da matriz, pois estes dois procedimentos retarda-
ram as corre¢oes e/ou tornaram mais pequenas e mesmo assim a solucgao divergiu. Isto
posto, nao se pode afirmar categoricamente que as propostas de aplicacdo das condigoes
de contorno e interface funcionam ou nao, pois primeiramente precisa-se da convergéncia

da solucao para investigar isto a fundo.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho é apresentada uma solugao com representacao analitica para as
Equacoes de Cinética Espacial da teoria de Difusao de Néutrons, considerando dois gru-
pos de energia, seis grupos de precursores de néutrons atrasados, em geometria cartesiana
unidimensional e dominio homogéneo. Além disso, comparam-se as solucoes obtidas com
resultados da literatura e realiza-se um estudo de convergéncia da solucao encontrada
para os problemas estudados, bem como do controle do erro utilizando a propria equacao
diferencial como estimativa. Ademais, apresentam-se os resultados da aplicacdo da me-
todologia com diferentes abordagens para o problema heterogéneo, inclusive para impor
as condicoes de continuidade de fluxo e de corrente de néutrons entre as interfaces das
regioes.

A expansao em séries de Taylor carregando a dependéncia temporal nos coeficientes
dessa série é uma novidade diante da literatura existente. A aplicacao da expansao até o
terceiro termo implica a segmentagao do dominio original em subdominios. O tamanho do
subdominio é escolhido de tal forma que o polindmio se aproxima da solugao atingindo uma
precisao prescrita. Com a aplicacao da expansao assim definida, obtém-se um conjunto de
sistemas recursivos de equacoes diferenciais ordinarias dependentes do tempo. Destaca-
se que o estudo da estimativa de convergéncia demonstra que as maiores contribuicoes
sao dadas pelos primeiros termos e decresce sua importancia com o aumento da ordem
do polinomio. Percebe-se, através dessa andlise, que a contribuicao do termo de ordem
quadratica é suave. Assim, a ordem escolhida ¢é suficiente e bem definida, em vista de que
polinomios de ordens mais elevadas poderiam gerar mais erros de maquina na execucao
do algoritmo numeérico.

A mudanca na expansao da série de Taylor, deixando os coeficientes com a de-
pendéncia temporal, propiciou a utilizacao do Método da Decomposicao modificado re-
sultando em um sistema recursivo. Esse, por sua vez, com o simples artificio aritmético
computacional, que consiste na decomposicao da matriz dos coeficientes em duas, uma
diagonal com elementos constantes e a outra, inserida na fonte, carregando os termos
restantes e a dependéncia temporal (caso exista), contorna a caracteristica de rigidez do
problema. A inicializacao das recursoes considera apenas a matriz diagonal constante,

desacoplando contribuicoes com constantes de tempo de diferentes ordens de magnitude.
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Todas as recursoes subsequentes consideram os termos dependentes do tempo e fora da
diagonal da matriz original, utilizando os resultados determinados nas recursoes anterio-
res. Esse procedimento evita a utilizacao da continuacao analitica, ou seja, a integracao
em cada intervalo de tempo. Deste modo, a solucao obtida é calculada para o instante
de tempo desejado, sem a necessidade de resolver os anteriores. Cada recursao capta
e corrige simultaneamente a evolugao temporal da curva em todos os tempos preceden-
tes. Em consequéncia disso, geram-se menos erros de arredondamento e de maquina,
pois métodos que empregam continuagao analitica acumulam esses erros no decorrer das
iteracoes temporais. Cabe destacar que devido a esse fato, o esforco computacional é
pequeno. Para instantes de tempo baixos nao héa significativos ganhos computacionais,
mas a medida que se aumenta o momento pretendido atingem-se beneficios expressivos.
Portanto, ressalta-se a contribuicao do método proposto com representacao analitica para
problemas aplicados a fisica de reatores nucleares, em virtude de solucionar equacoes ri-
gidas, caracterizadas pela grande diferenca de escala de tempo entre os néutrons prontos
e atrasados. Em equacoes desse tipo, normalmente com transientes de curta duracao,
obtém-se solucoes somente com a utilizacao de métodos numéricos A-estaveis.

A solucao para as Equacoes de Cinética Espacial de Difusao apresentada tem
representacao analitica nao rigida, tendo em vista que nenhuma aproximacao ¢ feita ao
longo do desenvolvimento da metodologia, a nao ser o truncamento das expansoes em
séries. Além disso, a abordagem matricial da solucao é conveniente para problemas de
matrizes de ordem elevada advinda do ntmero de precursores de néutrons atrasados,
grupos de energia e niimero de regioes.

A metodologia de solucao proposta é simples e robusta diante das abordagens
através de métodos numeéricos, os quais normalmente requerem a interpolacao entre passos
subsequentes, devido a discretizacao do dominio. No entanto, o emprego de polinémios
para as variaveis espaco-temporal descrevem continuamente a solucao.

Os resultados obtidos para conhecidos benchmarks para o problema homogéneo,
juntamente com o estudo de convergéncia e a estimativa do controle do erro, mostram a
precisao, estabilidade e convergéncia da metodologia. A abordagem desenvolvida acerca
deste estudo foi além de elementares critérios de parada, apesar de nao terem sido desen-
volvidas provas matematicamente rigorosas. Deste modo, além de apresentar o niimero de

recursoes necesséarias para atingir determinado nimero de digitos significativos, mostra-se
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um critério para estimativa de erro, convergéncia e estabilidade, calculando os termos
residuais gerados com a variacao espaco-tempo utilizando a propria equacao diferencial
como estimativa pela norma maxima. Assim, obtiveram-se termos residuais pequenos e
a solucao mostrou-se estavel diante de perturbacoes. Com essa andlise, pode-se confir-
mar que a solugao encontrada esta proxima da solucao verdadeira. Cabe ressaltar que a
maioria das abordagens presentes na literatura utilizam apenas critérios de parada com
as solucoes obtidas para dois passos consecutivos, os quais sao insuficientes para afirmar
que o método converge.

Em vista da anterior discussao, o presente trabalho possui um estudo completo
sob o ponto de vista matematico, pois apresenta resultados satisfatérios para o problema
homogéneo, juntamente com uma analise de controle de erro, convergéncia e estabilidade.
Assim, diante desses resultados satisfatorios, simplicidade do método e implementacao do
algoritmo, carater analitico, nova proposta de expansao em série de Taylor com coefici-
entes dependentes da variavel temporal e eliminacao da rigidez do problema utilizando a
Decomposi¢ao de Adomian modificado com o desacoplamento das diferentes escalas tem-
porais, ressalta-se a relevancia do método proposto na solucao de problemas em cinética
de reatores nucleares.

Ja para os resultados obtidos para o problema heterogéneo, tendo em vista as
abordagens para a assegurar o cumprimento das condigoes de contorno e interface, o tra-
tamento das estruturas de solucoes empregadas e a analise de sensibilidade de convergéncia
por meio da variacao dos parametros nucleares das Equacoes Cinéticas de Difusao, pode-
se afirmar que a metodologia possui dificuldades na convergéncia para a solucao exata
diante de diferentes conjuntos de constantes fisicas caracteristicas. Constatou-se que ar-
redondamentos aritméticos computacionais nas exponenciais matriciais causam perda de
informacgoes nas corregoes necessarias para convergéncia dos coeficientes da série de Tay-
lor, fazendo que com o aumentar das recursoes da Decomposicao os coeficientes crescam
descontroladamente. As estruturas de solucao e procedimentos apresentados com o intuito
de induzir & convergéncia, transformando as matrizes, fazendo relaxamento, parcelamen-
tos da fonte, entre outros, nao auxiliaram para a resolucao deste empecilho. Diante disso,
os procedimentos apresentados para a imposicao das condicoes de contorno e interface
nao podem ser julgados categoricamente se funcionam ou nao para o caso da presente

tese, pois isto s6 seria possivel afirmar se a convergéncia da solucao tivesse sido alcancada
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para o conjunto de parametros que caracterizam o benchmark heterogéneo testado.

As perspectivas futuras consistem em procurar uma abordagem menos sensivel a
particularidades como parametros nucleares e com convergéncia aprimorada, para resolver
o problema em uma e duas dimensdes em dominio heterogéneo, bem como calcular a
estimativa de convergéncia, estabilidade e controle do erro, analogamente aos casos ja

elaborados.
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APENDICE A — Técnicas aplicadas para induzir a convergéncia da solugao

A.1 Solugao 1: Secao de choque de fissao na fonte do sistema

Com o intuito de testar se as recursoes da Decomposicao convergem, realizou-se
uma pequena alteragao nas matrizes Wy e W, : o termo que representa as contribuigoes
por fissao para o grupo rapido foi transferido para a fonte. Desta maneira, nao altera-
se a ideia original da tese de desacoplar as equagoes com diferentes escalas de tempo,

contornando a rigidez. Entao, as novas matrizes ficam assim definidas:

—sy 0 o 0 0 0 0 0
o %, 0o o0 0 0 0 0
0 0 -\ 0 0 0 0 0
] 0 0 0 -y 0 0 0 0
WOnew 5 (A].)
0 0 0 0 —A3 0 0 0
0 0 0 0 0 -\ 0 0
0 0 0 0 0 0 —Xs5 0
0 0 0 0 0 0 0 — X6
(1 — ﬁ)ylﬁgﬂlvl (1 — ﬂ)ygng]Qvl )\1?)1 )\21)1 )\31)1 )\41)1 )\51)1 )\61)1
il 0 o 0 0 0 0 0
517/1255]1 511/2255]2 0 0 0 0 0 0
W U 52’/125511 B2V2E££}2 0 0 0 0 0 0
lnew =~ —
53”125511 53V22£ﬂ2 0 0 0 0 0 0
/34V125£]1 54V22¥]2 0 0 0 0 0 0
551/12&1]1 551/22% 0 0 0 0 0 0
B6V12££]1 ﬁﬁVQZ% 0 0 0 0 0 0

(A.2)

Com esta nova configuragao, a Figura A.1 mostra a solucdo para o fluxo rapido
com J = 100 recursoes, para t = 4 s. A Figura A.2 mostra a evolucao das recursoes
para os coeficientes constante, linear e quadratico, respectivamente, na posicao r = 1
cm (equivalente a célula 20, pois [ = 1/(2Az)). Pode-se perceber que a solu¢do nao
converge, tende a crescer com o aumento das recursoes. Os ntimeros de condicionamento

das matrizes se mantém aproximadamente os mesmos, no entanto a solucao diverge para
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um valor menor nas interfaces comparada as anteriores.
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Figura A.1 — Comportamento do fluxo rapido com a configuracao definida nas Equacoes

A.le A.2 com J =100 recursoes, para t =4 s.
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Figura A.2 — Contribuicao dos coeficientes constante, linear e quadratico do fluxo

rapido, respectivamente, com a configuracao definida nas Equactes A.1 e A.2, parat =4

s e na posicao r = 1 cm.

A.2 Solugao 2: Transformacgao nas unidades de medida

Como trabalha-se com os elementos das matrizes de valores grandes, pensou-se em

fazer uma transformacao nas unidades do tempo para diminui-los. Para a matriz Wl

ao converter de segundos para centésimos de segundos, aplica-se a seguinte transformacgao

em cada elemento da matriz:

) 0
0 [l
0 0
Wil 0 0
0 0
0 0
0 0
I 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

[10508] 0
0 [10565
0 0
0 0

]

[

@] (@) ) e} e} o

100cs

]

[

] (aw] [a) ] ] (a] (@)

100cs

]
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No entanto, para a matriz Woll ndo se obtém beneficios com esta transformagio,
pois a exponencial da matriz multiplica por ¢ no argumento (exp(Wo!'t)) e as unidades

e a fonte das fugas, as duas primeiras linhas

se simplificam. Porém, para a matriz W,
ficam divididas por um fator de 100 e 10000, e isso poderia ajudar na convergéncia por

atualizar as recursoes com valores menores.

[100ss]  [100m] 700w 1ees] |00 100) [ 7005 160%5)
[100] [ 700e5] 0 0 0
[ 150s) [ 0085 0 0 0
W, = [106es] [ 700e] 0 0 0
[ 10%)05} [ 10%05] 0 0 0
[100] [ 00e3] 0 0 0
[156e] [ 700e] 0 0 0
i [10%)&9} [10%)05} 0 0 0
(100 1005 ) [To0es 10055) | 70005 To0es )
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 (A.4)
0 0 0
0 0 0
0 0 0o |

Com esta modificagdo, contudo, os graficos obtidos para o fluxo rapido e as re-
cursoes dos coeficientes sao os mesmos das Figuras A.1 e A.2, indicando que nao ha a

necessidade de realizar as transformacoes de unidades.

A.3 Solucao 3: Relaxamento da matriz dos coeficientes

Com o intuito de nao zerar as duas primeiras linhas da exponencial da matriz, fez-se
um relaxamento na matriz Wy [1]7 dividindo as duas primeiras linhas por uma determinada

velocidade de néutrons e colocando na fonte do sistema a compensacao do balangco. A



nova matriz Wo!! fica assim definida:

WOrelax 1 —

—x1 g

0

o o o o o o

0 0
~Yh/ve 0
0 -\
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

e insere-se na matriz W1 os termos que conservam a igualdade:

erelax e

A2y

0

o O o o o O

U

21202
pin ng]l
Barn ng]l
By 25511
Ban E%
Bsin ng]l
Be1r ng]l

Asv1 Aq0;

0 0

o o o o o o
o o o o o o

sl (—vg 4+ v1) + (1 = B

AsU1

0

o o o o o o

v

A6U1

0

o o o o o o

onde vy é uma constante com unidades de velocidade [cm/s].

(1 B)rx]
— 20 (—vo + v2)

51V2255]2
52V22%
53V2Z££}2
B4y22592
B5V22££]2
66V22££]2

o o o o o o o

21

A1y

0

o o o o o o
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(A.5)

(A.6)

Cabe lembrar que ao modificar a estrutura das matrizes, nao desacopla-se mais as

equacgoes com diferentes escalas de tempo. A Figura A.3 mostra o resultado para o fluxo

rapido parat = 4 s com J = 10 recursoes e a Figura A.4 mostra as contribuicoes das recur-
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soes para os coeficientes constante, linear e quadratico, respectivamente, do fluxo rapido
na posicdo x = 1 cm (equivalente a célula 20, pois [ = 1/(2Ax)). Percebe-se que o fluxo
rapido e os coeficientes divergem mais rapidamente que nos casos anteriores. H& muita

contribuicao a ser corrigida na fonte, o que dificulta a convergéncia da Decomposi¢ao.
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Figura A.3 — Solugao para o fluxo rapido com o relaxamento da matriz Wy, parat =4 s

com J = 10 recursoes.
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(a) Coeficiente constante. (b) Coeficiente linear.  (c) Coeficiente quadratico.

Figura A.4 — Contribui¢do de 10 recursoes para os coeficientes constante, linear e
quadratico do fluxo rapido, respectivamente, com relaxamento da matriz Wy, para t = 4

s na posicao x = 1 cm.

A.4  Solucao 4: Parcelamento da fonte

Em vista de atrasar a correcao feita pelos termos que ficam na fonte das EDO’s,
divide-se o termo fonte em parcelas que sao introduzidas aos poucos nas recursoes para
compor a solugdo |Ladeia et al., 2019|. Esse procedimento tem por objetivo introduzir
valores de grandeza menor nas recursoes corrigindo-as mais lentamente, pois as velocida-
des dos néutrons sao grandes e geram termos significantes a serem corrigidos nas duas
primeiras linhas devido a brusca mudanca de parametros entre as regioes materiais.

Para compreender como é feito o parcelamento da fonte e como sdo introduzidas
nas recursoes, apresenta-se um exemplo com originalmente J = 4 termos e o parcelamento
da fonte (PF) também 4. Entao, o novo numero de iteragoes serd PF-.J = 16 = . Assim,

L L A Tabela A.1 mostra

= 15

cada recursao original é multiplicada por um fator PF/T =

como sao introduzidas as recursoes originais parceladas dentro das ¢ = 16 iteragoes.
Cabe destacar que depois de terminar de introduzir as parcelas de determinada
recursao, elas continuam a ser corrigidas nas préoximas, a Tabela A.1 mostra somente a
posicao de insercao.
A Figura A.5 mostra a solucdo para o fluxo térmico com parcelamento da fonte,
para o instante t = 4 s, com J = 50 termos e PF=1, 2, 4, 6, ¢ 10. O parcelamento da

fonte igual a um (PF=1) equivale a solucdo original e o resultado utilizando 50 termos é
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Tabela A.1 — Distribuicao das J=4 recursoes da Decomposicao com parcelamento da

fonte.
i j=1 j=2 j=3 j=4
1 &
2 & ®
3 & ® ®
4 ® ® ® ®
5 ® ® ® ®
6 & & & ®
7 & ® ® ®
8 & ® ® ®
9 ® ® ® ®
10 & & & ®
11 X ® & ®
12 & & & ®
13 & ® &
14 & ®
15 ®
16

diverso dos graficos anteriores, pois para cada incremento na recursao da Decomposicao,
mais a solucdo diverge (pois ela aumenta ao invés de convergir para zero). A primeira
vista, parece que as oscilagoes na interface estao diminuindo e que a solucao aparenta
melhorar. Porém, aumentando o parcelamento da fonte gradativamente, verifica-se que na
verdade toda a curva esta convergindo para zero. A multiplicacao das recursoes pelo fator
m torna-as tao pequenas que, pela aritmética computacional, perdem-se informacoes

a serem corrigidas. Cabe destacar que foram testados diferentes valores para o PF, mas

todos testes chegam no mesmo resultado.
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Figura A.5 — Solucao para o fluxo térmico com parcelamento da fonte, para o instante

t=4s, com J =50 termos e PF=1,2,4,6, e 10.

A5 Solucao 5: Reducao a um problema homogéneo corrigido recursiva-

mente para um heterogéneo

Para superar os grandes degraus causados pela diferenca dos parametros nucleares
em materiais diferentes, uma das ideias foi realizar uma homogeneizacao da placa na
recursao de inicializacao da Decomposicao de Adomian modificado. Para isso, faz-se
uma média ponderada dos parametros (considerando o tamanho de cada regiao) e, em
seguida, nas recursoes posteriores, suas correcoes sao introduzidas conectando & equacao
com o termo fonte, tornando o problema heterogéneo [Ceolin et al., 2011]. Em outras
palavras, reduz-se o problema heterogéneo em um conjunto de problemas com parametros
constantes em uma placa multirregiao. Inclui-se a correcao dos parametros nucleares como
termo fonte nas equacoes, e as recursoes melhoram a solucao obtida para uma heterogénea.

Neste procedimento, considera-se o sistema de equacoes:
Xo05"(t) = WoXo (1) = Wi (1) Xo-1" () + Ho (1), (A7)

onde Wy e W, foram escritos sem o indice [, pois agora sao compostos pelos mesmos pa-

rametros, mas com a média ponderada de cada um nas 3 regides, ou seja, sao constantes
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nos diferentes materiais. O termo fonte correspondente as fugas SJ[H também é ponde-

. . . 1 . ~ A
rado, por isso foi incluido no termo HE)], que representa a atualizacao dos parametros

heterogéneos. O novo termo fonte Hg} é dado por:
Haom (t)
H, t)=| Hb" (t)
HCi70[Z] (t)

Y

com ¢ = 1: 6, onde:

Hag'(t) = v[(H(x — L) — H(z — Ls))((Df* — Df") AJ(¢)
—(Sf = SE AT () + (1= B) 02 — AL, (1)
+(1 = B) (1S — X By (1))
+(H(z — Ls) — H(z — L))((Df* — D) AL (#)
— (25 = BEMAYL () + (1= B) (S — S AL (1) (A.9)
+(1 - B)(1nSfs — VQE%B& /()
+(H(z — Ly) — H(x — Ly))((Df* — D) AL (1)
—(Sf — SEMAL () + (1= B) (02 — AL, L (1)
+(1 - B) (Sl VQER”)B([)”] L)),

Hbo[l] (t) =vo|[(H(x — Ly) — H(z — L?,))((Dé%1 - Dé%m)Bg,]j@)
)

~ (20 = T Buya (1) + (S — Zi5) Ay (1)
_ T — 2 nBRm [l]'
+(H(x — Ly) — H(z — Ly))((D3? — DY) BY.(#) (A1
—(2 — 2B (1) + (28, - SR AL ()
+(H(x — Ly) — H(z — L1))((D3? — DRm> ByL(#)
~(28 — BBy () + (28 - 2R Al @),
Heiol(t) = [(H(x — Ls) — H(z — Ls))((8:) (1S — mSfm) Ay, (1)
+(8:) (nSfy — 1S BYL (1)
- T — Lo i) (1 RQ—Vl m) Al
+(H(x — Ly) — H(z — L2))((8;) (1D She) AL () A1)

H(8) (S — 2Bl (1)
H(H(z — L) — H(x — L)) ((8) (25 — 2 AYL_ ()
+(8:) (nSfs — B BYL (1)),

onde os indices Ry, Ry, R3 e R,, representam as regioes 1, 2, 3 e com parametros mé-
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dios ponderados, respectivamente; H denota a funcao Heaviside; L4, L3, Lo e Ly sao as

fronteiras de cada regiao, conforme Figura A.6.

VAacuo vacuo
R, R; Rs
H H X
0 40 200° 240
Ly Ls L, L,

Figura A.6 — Fronteiras Ly, L3, Lo e Ly referentes a funcao Heaviside.

Cabe destacar que como anteriormente, na recursao de inicializacao, considera-se
como condicao inicial a solugao do problema estacionario, e o resultado ¢ dado somente
pela placa com parametros médios ponderados, e as recursoes seguintes corrigem o pro-
blema com a atualizagao dos parametros heterogéneos, tornando-o multirregiao. Salienta-
se também que com esse procedimento, continua-se a contornar a rigidez do problema,
pois mantém-se o desacoplamento das escalas de tempo nas matrizes Woll e W1l como
previamente.

A Figura A.7 exibe o resultado para o fluxo rapido com a solu¢ao reduzida a
um problema homogéneo, corrigido recursivamente para um heterogéneo, para o instante
t =4secomJ =100 (Figura A.7a) e J = 200 termos (Figura A.7b). J4 a Figura A.8
apresenta a contribuicao de cada recursao do Método da Decomposicao modificado para
os coeficientes do fluxo rapido, no mesmo instante, com J = 200 termos e na posicao r = 1
cm. Porém, pelos resultados obtidos percebeu-se que conforme as recursdoes aumentam,
as contribuicoes crescem sem controle e a solucao diverge. No entanto, as oscilacoes
nas trocas de interface nao se pronunciam como anteriormente, apesar das recursoes dos

coeficientes nao tenderem a zero como desejado.



Fluxo rapido [emA-2 sA-1]
.
1

0 50 100 150
X [cm]

200

(a) J = 100 recursoes

140

0.04
0.02+

04
-0.02 A
-0.04
-0.06
-0.08

Fluxo rapido [cm*-2 s*-1]

-0.1
-0.12 4

-0.14 T T T
0 50 100 150

X [em]

200

(b) J = 200 recursoes.

Figura A.7 — Comportamento do fluxo rapido com a solucao reduzida & um problema

homogéneo, corrigido recursivamente para um heterogéneo, para o instante t = 4 s e com

J =100 e J = 200 termos.
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Figura A.8 — Contribui¢do de cada recursao do Método da Decomposigao modificado

para os coeficientes do fluxo rapido com a solucao reduzida & um problema homogéneo,

corrigido recursivamente para um heterogéneo, para o instante ¢ = 4 s, com J = 200

termos e na posicao r = 1 cm.
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A.6  Solugao 6: Truncamento da série de Taylor

Em relacao aos coeficientes de expansao das séries, o truncamento da série de Taylor
no espaco em trés termos traz a consequéncia de se perder contribuicoes para a solucao. O
truncamento na ordem quadrética gera trés sistemas recursivos instantaneos de equagcoes
diferenciais ordinarias: no primeiro (para n = 0) ha ligagao entre os coeficientes de indice
0 e 2 (na fonte); o segundo para n = 1 é homogéneo, ficando com a fonte igual a zero (pois
Az e Bj sao nulos); no terceiro, para n = 2, tem-se uma EDO homogénea também (ver
Equacao 3.25). Isto significa que conserva-se a paridade par da solugao, pois em nenhum
dos sistemas ocorre a ligagao dos coeficientes para n = 1 com os demais. Portanto,
observa-se que falta uma conexao dos coeficientes com n = 1 com os demais coeficientes
que compoem a solucao. Essa desconectividade pode causar um salto entre uma regiao e
outra, causando uma descontinuidade da solucao. Vale ressaltar que mesmo com ordens
mais altas de truncamento, sempre existirao coeficientes que ficarao desconexos. Via
equacao diferencial, sabe-se que os coeficientes estao ligados entre si, porém as expansoes
tanto por Taylor, como por Decomposicao, podem nao conservar esta conexao. Outra
questao, em relacao ao truncamento, é que quando trunca-se a série de Taylor no espaco
e depois aplica-se o Método da Decomposicao para resolver a variavel temporal, leva-
se um espaco incompleto para a parte temporal, e como espago-tempo sao acoplados,
a parte incompleta pode se manifestar na solucao. De fato, como ja foi mencionado,
segundo Ceolin et al., 2014; Tumelero, 2015; Schramm, 2016 termos com ordens mais
elevadas nao contribuem significativamente para a melhora da solucao. Cabe destacar
que as equacoes referentes aos precursores de néutrons atrasados nao possuem nenhuma
ligacao dos coeficientes para n = 0,1 e 2, porém isso nao é necessario, pois elas dependem
diretamente do fluxo rapido e térmico.

A Figura A.9 mostra o grafico do comportamento do fluxo rapido utilizando apro-
ximagao cibica para a série de Taylor com J = 100 recursoes e t = 4 s. Na Figura A.10,
pode-se visualizar a contribuicao dos coeficientes constante, linear, quadratico e cubico,
respectivamente, para a solucao do fluxo rapido, parat = 4 s e na posicao r = 1 cm. Com-
parando o resultado da aproximagao ciubica (Figura A.9) com a quadratica (Figura A.1),
percebe-se que a ordem da expansao nao ocasiona melhoras na solugao, pelo contrério,
mais erros de aritmética computacional se acumularam nas trocas de interface, onde para

a aproximacao quadratica era de &~ —4 nas posicoes x = 40 e 200 cm, na cibica resultou
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em =~ —5, 8. Além disso, observa-se nos gréaficos dos coeficientes que as contribui¢oes nao

convergem para zero com o crescer das recursoes.

Fluxo rapido [emA-2 sA-1]
' 5 \
(3.}

-6 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240

X [em]

Figura A.9 — Solucao para o fluxo rapido utilizando aproximacao cibica para a série de

Taylor com J = 100 recursoes, para t =4 s.
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Figura A.10 — Solucao para os coeficientes constante, linear, quadratico e ctbico,
respectivamente, do fluxo rapido utilizando aproximacao ctibica para a série de Taylor,

parat =4 s e na posicao r = 1 cm.

A.7 Solucao 7: Separacao dos fluxos e precursores nas equagoes

Esta claro que a sensibilidade do problema acerca dos parametros é principal-
mente causada pelos grandes valores das velocidades de néutrons nas equacoes referentes
ao fluxo. Uma pequena variagao entre uma regiao e outra, multiplicada pelas velocida-
des, pode fazer com que as recursoes tomem a direcao errada e divirjam. As equacoes
referentes aos precursores de néutrons atrasados sao relativamente faceis de se lidar com-
putacionalmente, apesar de dependerem diretamente dos fluxos, mas nao apresentam esse
problema tao pronunciado.

Para separar fluxos e concentragoes de precursores, com o intuito de corrigir as
suas respectivas recursoes separadamente, pode-se construir dois sistemas de EDO’s da

seguinte maneira:

%BOJM (t) — G[”Bo,j[” (t) = Vo,qu (t) + Sj[l] (t),
dell (1) = =NCh () + B2 Ao (1) + BunSih By (1),

LY

(A.12)
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onde By (] () é o vetor que contém os coeficientes da série de Taylor para o fluxo rapido

e térmico (Ao ;(t) e By;(t)) e:

—xly 0
Gl = it l : (A.13)
0 —xly,
Vo 10(t) = K'Bg; 1 1(t) + 0UCo;_,"(2), (A.14)
onde:
_ U _ [0
K[l] . (1 63”12]“11]1 (1 6)”22]02@1 ’ (A15)
s v, 0
O[l] . )\11}1 )\21)1 )\31)1 )\41)1 )\51)1 >\6U1 7 (A16)
0 0 0 0 0 0
oDUy, Ay (¢
sy =] "7 20| (A.17)

2D£”U2.B2’j (t)

Com esta estrutura, resolvem-se os fluxos com o sistema de EDO’s definido na
Equacao A.12, aplicando a condicao inicial do problema estacionério na recursao de ini-
cializacao como era feito até entao e, em seguida, atualizam-se as concentracoes de pre-
cursores de néutrons atrasados. Nas proximas recursoes, primeiro corrigem-se os fluxos
e depois atualizam-se as concentracoes de precursores com a condicao inicial nula até a
j-ésima recursao da Decomposicao.

A Figura A.11 mostra a solucdo para o fluxo rapido com J = 100 recursoes, para
t =4 s. A Figura A.12 mostra a evolucao das recursoes para os coeficientes constante,
linear e quadratico, respectivamente, do fluxo rapido na posicao x = 1 cm. Nota-se que o
comportamento da contribuicao das recursoes dos coeficientes é diferente do que os casos

anteriores, mas continua a divergir.
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Figura A.11 — Solucao para o fluxo rapido com a configuracao definida na Equagao A.12

com J = 100 recursoes, para t = 4 s.

0.005 0.005
0 0.0045
0,005 0.004
001 0.0035
= = 0003
<,-0.015 =
< <'0.0025
-0.02
0.002
-0.025 0.0015
-0.03 0.001
-0.038 0.0005
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Recursées Recursées
(a) Coeficiente constante. (b) Coeficiente linear.
-16-06
-26-06
g 3e-06
<
-46-06
-56-06

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Recursées

(¢) Coeficiente quadratico.

Figura A.12 — Contribuicao dos coeficientes constante, linear e quadréatico,
respectivamente, para o fluxo rapido com a configuracao definida na Equacao A.12, para

t =4 s na posicao r = 1 cm.
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A.8 Solugao 8: Parametrizagao com funcgoes racionais

Uma maneira de facilitar os calculos da integral presente na Equacgao 4.48 é rees-
crever o integrando através de uma parametrizacao em funcoes racionais, pois assim cada
recursao continua a carregar a dependéncia do tempo das precedentes e pode melhorar
a convergéncia da integral. Para isso, pode-se utilizar aproximantes de Padé para cons-
truir funcées que descrevem o integrando. Por exemplo, para determinar a recursio 3 (4°

termo) analiticamente deve-se resolver:

X5 (t) = exp(Wollt) « {W1 () {exp(Wolt) + [W1U(2)[exp(Wollt) « [W1 (1)

[exp(Wo!"1) X0 (0) + exp(Wollt) + 8o ()] + S11(1)] + 821 (1)]] + S5 (1)1}
(A.18)

Deste modo, através de funcoes racionais para descrever o integrando a partir da recursao
1, pode-se escrever genericamente uma expressao mais simples para resolucao em cada
recursao da Decomposicao.

Para este fim, inicia-se considerando uma expansao do tipo [Navarro et al., 1999]:

R(t) = i Rot", (A.19)

onde N nao é necessariamente finito. Os aproximantes de Padé associados com a Equacao
A.19 sao racionais, ou seja, quocientes de dois polinomios, que representam a expansao e
sao caracterizados por dois inteiros positivos L e M, graus do numerador e denominador
da funcao racional (representados por [L/M]r)), respectivamente.

Entao, o aproximante de Padé [L/M] é definido por:
P(t)
Qum(t)’

onde Py, (t) representa o polinomio para o numerador e Qu(t), para o denominador da

(L/M] = L,M >0, (A.20)

aproximacao de Padé, com:

PL(t) = po + p1t + pat’ + ... + prt” (A.21)
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Sem perda de generalidade, toma-se qq igual a identidade:
Qum(t) =1+ ait + qot® + ... + qut™. (A.23)

Os coeficientes p; e qm das Equacoes A.21 e A.23, respectivamente, sao determi-

nados a partir de Ry, na Equagdo A.19 através da condigao:

~ Pu(®)
Qm(?)

que garante que R(f) e o aproximante de Padé diferem apenas por termos da ordem

R(t) = O(tF M+, (A.24)

de tL+M+1 A condicio da Equacdo A.24 proporciona um sistema de equacoes lineares
algébricas para os coeficientes p; e qm, em termos dos coeficientes Ry,. Se o sistema obtido
admitir solucao unica, o aproximante de Padé existe e é tinico. A partir da Equacao A.24,

escreve-se:

Py (t) = R(H)Qui(t) + O(t+1), (A.25)
ou ainda:

pPo + pit + pat? + ... + putl = (Ro + Rt + Rat? + ..) (1 + qut + qaot®+

(A.26)
o+ gmtM) + O(#EHMEL),

Desenvolvendo o lado direito desta expressao e comparando termos de mesma poténcia

de t, encontra-se o seguinte sistema L + M + 1 de equacoes algébricas:

po= Ro
p1 = Ri+Roax
pz = Rz + Riq: + Roqz

p. = Ri+Rp_1q:+...+Roqr (A.27)
0= Rp41+Rias + ... + Ro_m+19m
0= Rrpi2+Rpyqr + ... + Ro_mi2qm

0= Rpim+Rismoaar+...+Ream
comR,=0sen<0eqy=0sem> M.
O sistema definido na Equacao A.27, de L + M + 1 equacoes, determina os coe-

ficientes dos polinémios Py, e Qn em termos dos coeficientes R, da expansao original.



148

Evidentemente, deve-se ter L+ M +1 < N, limitando as possibilidades para os graus dos
polindmios, mas como N nao é necessariamente limitado, a familia de aproximantes de
Padé pode ter infinitos membros. Obs.: se L = M o aproximante correspondente se diz
diagonal; se M = 0, coincide com a expansdo original até o termo Ry,t".

Para resolver o sistema apresentado na Equacao A.27, que determina os coeficien-
tes da fungao racional, utiliza-se o algoritmo de Levenberg-Marquardt (LM). O método
de Levenberg-Marquardt retine as principais vantagens de dois conhecidos métodos: o
Método de Gauss-Newton e do Gradiente. O primeiro possui forte taxa de convergén-
cia, mas somente quando esta préximo de um minimo da funcao custo. No entanto, por
utilizar a inversao de matrizes, pode conduzir a matrizes singulares ocasionando a diver-
géncia da solucao. O segundo possui relativamente baixa taxa de convergéncia, ou seja,
necessitam-se de bastante iteracoes para se obter a solucao desejada. Entretanto, possui
uma estabilidade notoéria, dispensando inversoes matriciais. Devido a um parametro es-
calar caracteristico do algoritmo, o Método de Levenberg-Marquardt possui a velocidade
do método de Gauss-Newton com a estabilidade do método do Gradiente. Assim, o algo-
ritmo comporta-se estavelmente quando esta longe do minimo (baseando-se na avaliagao
sucessiva da func¢ao custo) como o método do Gradiente e quando se aproxima o para-
metro escalar é modificado, permitindo que o algoritmo se caracterize como o método
de Gauss-Newton e acelere rapidamente a convergéncia em dire¢do ao minimo da fun¢ao
custo [Chapra e Canalle, 2008].

Para determinar raizes de funcoes numericamente, o método baseia-se em dados
sobre o residuo quadrético entre a curva de ajuste e os dados medidos e em suas derivadas
parciais, com relagao a cada uma das constantes a serem estimadas. Deste modo, essas
derivadas permitem tanto a estimativa de zeros de fun¢oes como também a otimizacao de
fungoes com o somatorio de residuos quadréticos.

Para compreender como é a construcao do algoritmo de Levenberg-Marquardt,

inicia-se considerando uma fun¢ao nao linear [Franca et al., 2009]:
F(Y) =X, (A.28)

onde X € RM e Y € RY sao vetores e M > N. Dada uma estimativa inicial SA(, 0
método de Newton a melhora assumindo que F(Y + A) = F(Y) 4+ JacA, onde Juc € a

matriz Jacobiana e A é um vetor com uma pequena variagao da estimativa inicial. Assim,
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deseja-se encontrar Y que minimiza ||Y|| que esta sujeito & X = F(Y) + Y. Para isso,
minimiza-se:

||T_JacAH7 (A29)

que é equivalente a resolver:

Jac JacA =Jo' X (A.30)

e a solucao Y}, melhorada iterativamente, é definida como:
Y. =Y+ A (A.31)

Em Levenberg, 1944 apresentou-se uma modificacao no método de Newton com a

finalidade de acelerar a convergéncia da solucao, introduzindo um parametro na Equagao
A.30:
(Jac' Jac FIEA = T, 0T, (A.32)

em que em cada iteracao o parametro £ é alterado.

Em Marquardt, 1963, propos-se uma alteracao no algoritmo de Levenberg devido
ao fato de que, com o crescimento do valor de £, o algoritmo se tornava instavel. Para
isso, sugeriu-se que cada componente do gradiente fosse ponderado de acordo com sua
curvatura. Deste modo, ocorre uma maior chance de convergéncia na direcao em que o

gradiente ¢ menor. Para este efeito, reescreve-se a Equacao A.32 como:
(Jac' Jac + diag(Jac’ Jac)E)A = T’ T, (A.33)

conhecida como o algoritmo de Levenberg-Marquardt.

Iniciando a aplicacao ao problema da presente tese, relembra-se que a recursao de
inicializa¢do da Decomposicao ¢ dada por (para o coeficiente constante da série de Taylor
n=0):

X0l = exp(Wollt) XU (0) + (Wo!) " (exp(Wolt) — T)So ", (A.34)

e para j = 1:

t
X071[l] = / eXp(WO[l] (t — T))(Sl[l](T) + Wl[l]X(),lm(T))dT, (A35)
0
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Substituindo a recursao 0:

Xo,lm = fg exp(WO[l] (t — T))[Sl[” (1) + Wlm(eXp(Wo[l]T)XW(O)—f—

(A.36)
(Wolh) =Y (exp(WolT) — T)So")]dr.

Entao, na Equacao A.36 para X1 reescreve-se o integrando através dos aproximantes de
Padé:
t
X1 = / R(, t)dr, (A.37)
0

onde:

R(7,t) = exp(Woll(t — 7))[S11%(7) + W1 (exp(W,l!' 1) X (0)+

(A.38)
(Wol") =1 (exp(Woll7) — T)So)].

Como a multiplicacao de matrizes nao é comutativa, deve-se multiplicar as matrizes apre-
sentadas na Equacao A.38 para aplicar as derivadas posteriormente. Realizando esse

procedimento para cada termo da expressao, pode-se escrever genericamente:

R(r.1) = c1 exp(csT) exp(cst) | (4.30)

o exp(cyT) exp(cgt)

onde os ¢’s sao constantes genéricas advindas da multiplicacao dos elementos das matrizes
na Equacao A.38. Cabe relatar neste ponto, que este procedimento foi realizado somente
para os fluxos de néutrons, as concentragoes dos precursores de néutrons atrasados nao
necessitam de aproximacoes por funcoes racionais, ja que suas integrais apresentam bom
comportamento.

Primeiramente, parte-se da série de Taylor e quer-se encontrar cada um dos seus

coeficientes:
R/(0,t)r  R”(0,t)7?
T

R(r.t) = R(0,¢) + (A.40)

sendo:

R(0.1) = | Pl | (A.41)

o exp(cgt)

Agora, calculam-se os préoximos termos da série de Taylor:

crc3 exp(cst)

R/(0,t) = , (A.42)
cacy exp(cgt)



R(0,t) =

ou seja:

R"(0,1) =

c1(c3)? exp(cst)
ca(cq)? exp(cgt)

c1(e3)™ exp(cst)
co(eq)™ exp(cet)

onde R™(0,t)/n! = Ry, na Equacao A.38.

Em seguida, define-se o aproximante de Padé:

Pa(r)

Po + P17 + p27?

2/3] =

Assim, tem-se a relagao:

Po + P17 + P272 = (Ro + Ri7 + Ra7m? + R37® + Ry7! + Rs7°)

(1 4+ au7 + qa7? + q373) + O(79),

ou seja:

pPo+ P17 + P27 = Ro + (Roq: + R1)7 + (Roqz + R1q; + Ro)7?

Qs(7) 14 quT + qer? + qamd

+(Roas + R1qz + Rzq1 + R3)7® + (R1qs + R2q2 + Rsqy + Ry) 7

+(R2q3 + R3qz + Raq1 + Rs)7° + O(79).
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(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

Comparando os dois lados da igualdade, isto é, os termos de mesma poténcia, obtém-se:

Po = Ro

p1 = Roa: + R4

p2 = Roq2 + R1q1 + R

0 = Roqs + R1q2 + R2q:1 + Rs

0 =Riq3 + Rzq2 + R3q; + Ry

0 = R2q3 + R3qz2 + R4q1 + Rs

ou ainda:

o o o o o

Po
P1
P2
1
q2
as

Ro
Rq
R

o o o o o o

Y

(A.48)

(A.49)
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onde o sistema acima é resolvido pelo método LM. O software Scil.ab fornece uma rotina

pronta do algoritmo LM chamada “Isqrsolve”. Determinados os coeficientes, basta integrar:

t 2

_l_

Xo1 = / Po T P17 +2p27 _dr. (A.50)
0 1+q17'+q27' +qsT

O proximo passo ¢ calcular a recursao 2, seguindo os mesmos passos descritos para
acima. Esse processo se repete até a j-ésima recursao da Decomposicao.

Teoricamente, a ideia de aproximar o integrando por polindmios de Padé estd bem
definida. Porém, ao observar a Equacao A.44, todas as derivadas da funcao do integrando
possuem um termo exponencial que computacionalmente retorna o valor zero (ver Figura
4.5), zerando todas derivadas e consequentemente elementos da matriz e do vetor no
sistema linear apresentado na Equacao A.49. Assim, a metodologia nao funciona para o

caso a ser resolvido.

A.9 Solucgao 9: Reformulacao do conjunto de EDQO’s

Ainda com o intuito de testar uma solucdo em que nas recursées da Decomposi-
€40 nao aparecam exponenciais que retornem zeros como solucao computacionalmente,
pensou-se em modificar a estrutura do sistema de EDQO’s. Para este fim, reescreve-se o

sistema de equacgoes diferenciais ordinarias como:
%Xo’j[l} = Sj[l] + V\/’[I}XOJ_I[Z]7 (A.51)

onde W (#) representa a matriz cheia dos coeficientes das equacdes originais (para vé-la,
vide Equacao 3.24). Cabe ressaltar que este teste modifica evidentemente a estrutura
da solucao, mas mais importante que isso é destacar que, com esse novo padrao, a ideia
original de desacoplar as equacoes com diferentes escalas de tempo, que sao corrigidas
com os termos fonte, nao acontece mais. No entanto, como mostra-se a seguir, esta nova
solugdo inclui apenas a condigdo inicial (solu¢do estacionaria) e as fugas de néutrons na
recursao de inicializagao, e nas seguintes corrige-se a solu¢ao com o transiente da cinética.
Além disso, o objetivo principal é escrever a solucao de cada recursao sem as exponenciais
que zeram 0s termos.

Deste modo, a solucao da recursao de inicializacao, considerando o conjunto de

EDO’s (Equagao A.51), é dada por:
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X0l = XI(0) + Solt, (A.52)

ou seja, somente a solucdo do problema estacionério (XU(0), Figura 4.3), mais os efei-
tos difusivos (SO[”). As préximas recursoes, admitindo ainda que a secao de choque de

absor¢ao do grupo térmico é constante, sao definidas como:

XOJ[l] = WHXI(0)t + W[l]SO[l]% + s, (A.53)
X! = (W[”)QXU](O)g + (W[l])QSOW% + W[llsl[llg + 8,1, (A.54)

ou seja:

Xo!! = [(WH)iSoU] A5 + [(WH)IXI(0)] & + (L, (W1 58; 4, 1). (A.55)

A Figura A.13 mostra o grafico para o fluxo térmico com a solu¢ao das Equacoes
A.52 e A.55, para o instante t = 4 s e J = 10 recursbes. Percebe-se que a solucao
tem comportamento ainda pior que nos testes anteriores, inclusive longe das trocas de
interface, onde a solucio esti na ordem de 10*', mas no grafico ndo consegue-se identificar
visualmente. A Figura A.14 mostra o resultado para 10 recursoes da Decomposicao para
os coeficientes constante, linear e quadrético, respectivamente, do fluxo térmico na posicao
x =1 cm (equivalente a célula 20, pois | = 1/(2Ax)). Nota-se que as recursoes divergem
muito rapido e crescem volumosamente. A causa para esse crescimento acentuado é a
matriz W que contém elementos grandes, que quando elevada nas poténcias da Equacio
A.55 diverge a solugao rapidamente. Os termos que deveriam controlar essa evolugao
seriam #/71/(j 4+ 1)! e #/(j)!, mas ndo o fazem porque ndo sdo pequenos o suficiente.
Nesta subsecao, apresentou-se a solucao para o fluxo térmico pois o fluxo rapido teve
resultado ainda pior, sendo dificil a visualizacao grafica. Entretanto, este teste demonstra
que o desacoplamento das respectivas escalas de tempo utilizando as matrizes Wy e Wy,

ao invés de usar a matriz cheia dos coeficientes W, facilitam a convergéncia da solucao.
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Figura A.13 — Comportamento do fluxo térmico com a solucao das Equacoes A.52 e

A.55, para o instante t =4 s e J = 10 recursoes.
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(a) Coeficiente constante. (b) Coeficiente linear. (¢) Coeficiente quadratico.

Figura A.14 — Contribuicao de 10 recursoes para os coeficientes constante, linear e
quadratico, respectivamente, do fluxo térmico com a solucao das Equacgoes A.52 e A.55,

para o instante ¢ = 4 s e na posicao x = 1 cm.
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