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1. CONSIDERACOES GERAIS

1.1. Introducéo

Quando temos t grupos de observagdes independentes, originadas de
populagdes normalmente distribuidas e buscamos compara-las através de suas
médias, utilizamos a analise de varidncia (ANOVA) para determinar se existe pelo
menos uma média de um grupo que se diferencie das demais. Quando, pela ANOVA
conclui-se que as médias s@o significativamente diferentes, pode-se comparar as
médias dos grupos duas a duas por um simples teste t o0 que nem sempre é a melhor
solugdo, pois quando sdo realizados testes com este procedimento, a cada
comparagdo a siginificancia € acrescida de um erro.

Para solucionar este problema, utiliza-se 0 método das comparagGes multiplas,
o qual tem sido desenvolvido para varios problemas de comparagdo, como 0s

descritos abaixo:

P1) Intervalo de confianga para todas as diferencas ; — M (1<i<t, i #k) onde

consideramos H; como a média de uma populagdo controle e t o nimero de

populagdes a comparar.



P2) Intervalo de confianga para todas as diferengas duas a duas A — 4

4
(1<i<t,1<k<t i#k) e todos os contrastes lineares Zciﬂi onde

i=1

€15C55++.,C, € um conjunto arbitrario de constantes reais satisfazendo a condicdo

{
P3) Intervalo de confianga para todas combinagdes lineares Zailui onde

i=1
a,,4a,,...,4; éum conjunto qualquer de constantes reais.

Tanto a ANOVA como as comparagdes multiplas tém como hipdtese a
homogeneidade das variancia. Neste caso, encontramos vasta literatura descrevendo
as suas metodologias.

Quando as varidncias dos grupos sdo possivelmente heterogéneas, técnicas
alternativas foram estudadas e serdo apresentadas neste trabalho. Além destas
técnicas, outros procedimentos também s3o eficazes para contornar este tipo de
problema, como por exemplo a transformagdo dos dados observados para uma outra
escala que reduza a variabilidade e em onde os dados ndo satisfazem as exigéncias
para uma analise paramétrica dos dado um procedimento natural € recorrer a analises
ndo-paramétricas.

Mais especificamente daremos alternativas para o problema de
heterogeneidade de varidncias na ANOVA quando temos um ou dois fatores fixos.
Estas alternativas surgem como uma extensdo da solugdo do problema de Behrens-

Fisher. O problema de Behrens-Fisher se caracteriza quando desejamos comparar as



médias de duas amostras independentes, normalmente distribuidas e que ndo
podemos assumir igualdade entre as varidncias dos grupos. Este problema tem uma
demonstragdo dificil e todas as possiveis solugdes sdo geralmente criticadas
(Tambhane [6]).

A proposta de fazer inferéncia sobre dados que apresentassem varidncias
heterogéneas recebeu atengdo de muitos autores. No caso do teste F convencional
(para varidncias homogeéneas) citaremos as alternativa de Welch [3], que é uma
extensdo modificada para o teste t considerando k grupos e a alternativa de Brown-
Forsythe [4] que propde uma discussdo para o uso do procedimento de Scheffé
aplicando uma aproximagdo para as distribui¢des de algumas estatisticas como as
usadas no problema sugerido por Behrens-Fisher.

Para as comparagGes multiplas serdo mostradas os métodos de Welch [5] e o
método de Banerjee [6], que sdo testes aproximados. Também sera discutido o teste
exato sugerido por Hochberg [7]. Todos os testes de comparagdes multiplas
mencionados utilizam intervalos de confianga na sua concepgao.

No trabalho de Brown-Forsythe [4], existe uma alternativa para o teste F
quando temos problema de heterogeneidade de varidncias para a ANOVA com dois
fatores fixos, que sera mostrada no Capitulo 5.

No Apéndice acrescentamos a alternativa de Welch para o problema de
Behrens-Fisher e alguns lemas usados por Banerjee pra obter os intervalos de
confianga para comparagdes multiplas.

Neste trabalho serdo simuladas trés situagdes para comparar os resultados dos

teste tradicionais com os alternativos:



S1) grupos com médias diferentes e varidncias levemente heterogéneas, que
propiciam uma aceitagdo da hipotese de igualdade das variincias mas com uma
probabilidade de erro tipo I ndo muito superior a 0,05;

S2) grupos com médias diferentes e varidncias acentuadamente diferentes; e

S3) grupos com médias iguais e variancias acentuadamente diferentes.

Para obter os resultados dos testes propostos que serdo comparados, foi
implementado, no programa Excel, uma rotina de calculos que a partir dos dados
observados dard como resposta primeiramente uma tabela com as estatisticas F
calculadas assumindo a homogeneidade dos grupos a serem comparados (F
convencional) e mais duas, a Fw e a Fgr, sugeridas pelos autores Welch [3] e Brown-
Forsythe [4].

Na seqiiéncia serdo mostrados os resultados dos procedimentos de
comparagdes multiplas através de intervalos de confianca construidos pelos métodos
sugeridos pelos autores Welch [6], Banerjee [6] e Hochberg [7] e usaremos o teste de

Tukey para comparar com as técnicas alternativas.

1.2. Justificativa

Pesquisadores das mais diversas areas, quando tém por objetivo o teste de
efeitos fixos através do modelo de Analise de Varidncia e posterior comparagdo
multipla de médias, freqiientemente se deparam com grupos que apresentam
variancias heterogéneas.

Com o objetivo de estudar e trazer a discussdo as alternativas para o teste F e

comparagdes multiplas quando temos um fator fixo e ndo é possivel assumir a
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igualdade das varidncias dos grupos, este trabalho realiza um levantamento das

principais referéncias bibliograficas sobre o assunto.

1.3. Nota Histérica

Neste breve historico, comegamos com o procedimento alternativo sugerido
por Welch (1938) através de intervalos de confianga que garantem um nivel de
confianga aproximado e envolve distribuigdes t student com grau de liberdade
aleatorio. Banerjee (1961) propde um conjunto de intervalos que garantem um nivel
de confianca especifico para diferencas entre médias. Em 1962, Banerjee e Slepian
implementaram um método para obtengo de intervalos com uma populagio controle
€ para contrastes ortogonais.

Uma importante referéncia é Miller (1966) que faz um apanhado de todos
esses métodos de comparagdes multiplas, descritos até 1966.

Quando o teste de comparagdes multiplas envolvem intervalos e comparagdes
ndo ortogonais, os procedimentos dados por Banerjee sdo conservadores, mas como
alternativa ainda podemos citar Spdjotvoll (1972), baseado no teste de Scheffé e
Hochberg (1976) baseado no teste de Tukey. Procedimentos buscando a solugdo do
problema de Behrens-Fisher sdo sugeridos através de calculos em dois estagios, mas
essas técnicas ndo serdo abordadas neste trabalho, mas cabe mencionar Stein [15],

Chapman [16] e Gosh [17].



3. ANALISE DE VARIANCIA (ANOVA )

Sabemos que duas médias amostrais podem ser comparadas pelo teste t para
duas amostras. A generalizacido deste problema para k grupos, k>2, nos leva para um
conjunto de técnicas conhecido como Analise de Varidncia. Temos um modelo com
um fator quando existe somente um classificagido considerada. Basicamente, existem
duas situagdes distintas, que sdo modelos fixos (modelo I) e modelos com fatores
aleatorios (modelo II). Vamos restringir nosso contexto ao modelo I, quando os
grupos da amostra representam grupos especificos nos quais estamos interessados,
onde os resultados podem ser considerados apenas para o conjunto especificado de

grupos.

3.1. Modelo Matematico

A forma mais simples de um experimento ocorre quando comparamos OS
niveis de um tunico fator e a mesma caracteristica é medida em cada individuo

(Johnson e Leone [8] e Gomes [9]). Suponhamos que temos t grupos de observagdes
YisesYim,>Ya -o+>Y2n 5> Yns-->Ys, independentes, de k populagdes
normalmente distribuidas com médias £4,,..., 4, , € com mesma varidncia .

O modelo de analise de variancia considerando um fator fixo € dado por
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(.1)

onde:

Y

ij . observag@o da varidvel resposta da j-ésima repeti¢do do tratamento i;
WL : constante inerente a todos os dados (média geral);
T; . efeito do tratamento i, modelo fixo;

€jj . erro experimental (ndo observavel);

t : numero de niveis de um unico fator;

nj . numero de repeti¢des para o tratamento 1.

3.2 Suposicoes do modelo

As suposi¢des do modelo para ANOVA fixo com um fator, de acordo

com Johnson e Leone [8] e Gomes [9], sdo as seguintes:
1) Yij sdo fungdes lineares de €jj ;

i) os erros €;; sdo independentes e tém distribui¢do N ( 0, az);



3.3. Analise de variancia com um fator: modelo I

Para proceder o teste F convencional da analise de variancia, as condi¢des de
normalidade, aditividade e homogeneidade de varidncias devem estar satisfeitas.

Esses resultados sdo convenientemente e convencionalmente resumidos numa tabela

de analise de variancia.

Quadro 1: Quadro da analise de varidncia

Causas da GL. Soma de Quadrado
Variagéo Quadrado Médio F
Tratamento t-1 SQT QMT QMT
(entre grupos) QME
Erro 4 SQE QME
>t
i=1
Total t SQtotal
>on -1
i=1
Onde

5= 2k
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t B ~ 2
i\ Y.— Y.
QMT - i=1 ( ] )
r—1

Sabemos também que:

0 que as vezes pode ser util para o céalculo das somas de quadrado.

3.4 Teste de Efeito dos Tratamentos

A hipétese de nulidade €

Ho: T;=0 Vi=1,2 .t

que € equivalente a testar Hy: pi=p1 Vi=1, 2 ...t, ou seja, desejamos testar se o efeito
dos tratamentos, em média, € nulo. Para testar esta a hipotese, usaremos a estatistica

F, que consta no Quadro 1.

Rejeitaremos a hipotese se o valor da probabilidade de erro tipo I for menor do

que o nivel de significancia adotado.
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Cabe salientar que a hipétese alternativa da ANOVA € que T; # 0 para algum i,

isto implica que quando rejeitamos Hy ndo sabemos qual tratamento tem efeito ndo
nulo, por isso a necessidade de realizarmos testes de comparagdes multiplas que

serdo descritos mais adiante.

3.5. Teste de homogeneidade de variancias

Vamos citar as técnicas de Bartlett e Levene para verificar a suposigdo de
homogeneidade de varidncias. Entretanto, percebemos que a estatistica F (na
ANOVA) ¢ um teste robusto para diferengas de médias desde que:

a) o niimero de observagdes por grupo € superior a dez;
b) as médias através dos grupos ndo sdo correlacionadas com os desvios padrdo
através dos grupos, o que pode ser facilmente verificado através de um grafico entre

as médias e os desvios padrao de cada tratamento.

3.5.1. Teste de Levene

O teste de Levene € um teste robusto para testar a condi¢do de homogeneidade

de variancias. Neste método, € realizado uma analise de varidncia para a variavel

dependente X ; dada por

onde Y: é média de cada tratamento.
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Se o teste de Levene € estatisticamente significante, entdo a hipotese da

homogeneidade de varidncia pode ser rejeitada.

3.5.2. Teste de Bartlett

Outro teste € o de Bartlett que é baseado na distribuigdo qui-quadrado. A

estatistica do teste € dada por, Riboldi [22]

onde:

t _ t
M =23026 | > ( -1log s > = (r,—log s |
i=1

i=1

o valor 2,3026 converte logaritmo na base decimal para logaritmo na base €,

2

> -1
Z;(r,-—l) ,

1 SU | 1

Y -
"36-1) ,Z:;(ri—l) i(r,._l)

2

Sen=r,=--=r,=r,entdo

-— i —
M =23026(r —l{tlogs ’~>logs lzi| "

i=1

t
> s
2= i=1
t

Ay

2
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1+_ti
31(r 1)

M
Sob Hy F Ny 2(t—l), logo rejeita-se Hy ao nivel o de significancia se

2 2
A calculado > J a(t-1).

3.6. Teste F proposto por Welch

Podemos entender a ANOVA com um fator como uma generalizagdo do teste
t-student para duas amostras. Considerando t amostras para o modelo (3.1), a

estatistica F proposta por Welch ¢ dada por

[zw(yy .)zl/(t-l)

. - (3.2)

A2 1), w,
2 ") L
=1 i:lf:'

=

<
I

1+

1

W.

onde:
2
Wi :ni/si >
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Sob a hipétese nula temos que

oy F(fl:fz)
onde:
fi=t-1e
2 -1
3 &1 W,
f, = —| 1 I
- tz—lzf

- t

i=1 %4 2:
Wi

i=1

Quando temos t = 2, este procedimento se reduz a um teste t para duas

amostras com variancias desiguais.

3.7. Teste F proposto por Brown e Forsythe

Quando ndo € satisfeita a condi¢do de homogeneidade de varidncia entre os
grupos, podemos proceder o teste proposto por Brown-Forsythe.
A soma de quadrados para o numerador usual da ANOVA com um fator €

t

- _ 2
dado por Z n,.(y,._—y__) e seu valor esperado sob a hipétese nula

i=1

€ Zt:(l—ni/n)o;2 onde n:ini ey :Zl:nzﬁ
P =1 i=1 n

i=1 j=1

IT ~ .

Entdo, a hipotese nula pode ser testada pela estatistica
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/4 = =
Zni(yi._ y)2
Fop = 1=1¢ . (3.3)
i=1 n
Esta estatistica pode ser aproximada por uma estatistica F com t - 1 e f graus
de liberdade, onde

1 - (:1.2
— 2 e
f i=1 n: —1

(-2
¢, =——<—— conforme Satterthwaite [23].



4. COMPARACOES MULTIPLAS EM MODELOS
ANOVA COM UM FATOR COM VARIANCIAS
DESIGUAIS

Quando, pela ANOVA conclui-se que as médias sdo significativamente
diferentes, ndo podemos definir quais médias diferem entre si. Procede-se, entfio um
teste de comparagbes multiplas, para entfo, determinar quais médias estio mais
proximas e quais realmente sdo responsaveis pela diferenga observada.

Quando as varidncias sdo heterogéneas e desconhecidas, o problema das
comparagdes multiplas torna-se relativamente mais complicado. Varios métodos tém
sido sugeridos para solucionar este problema. Em especial, destacaremos as
sugestdes de Banerjee, Welch e Hochberg.

Segundo Tamhane[6] "procedimentos conservadores baseados no método de
Banerjee para a solug@o do problema de Behrens-Fisher foram propostos quando se
deseja comparar as médias dos grupos em relagdo a média de uma populagdo
controle ou quando se deseja comparagdes duas a duas e contrastes lineares para as
médias dos grupos. Desde que esse procedimento evidenciou ser muito conservador
na pratica, um procedimento aproximado baseado nos métodos de Welch aparece
como alternativa. Ambas técnicas necessitam somente da tabela de probabilidades da
distribuigdo t-student para sua aplica¢do e sdo muito simples na pratica".

Os dois procedimentos serdo descritos na seqiéncia deste trabalho, assim

como o procedimento proposto por Hochberg.
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Considerando o modelo (3.1), trataremos dos problemas de comparagdes
multiplas através do calculo de intervalos de confianga para os seguintes casos

descritos na introdugio:

P1) Intervalo de confianca para todas as diferencas A4 — M (1<i<t 1<k<t,i=K)
onde consideramos A4 como a média de uma populagio controle.

P2) Intervalo de confianga para todas as diferengas duas a duas &; — H;

t

(1<i<t, lskSt,iik) e todos os contrastes lineares Z CiH; onde €,Cy5--+,C; éum
i=1

k

conjunto arbitrario de constantes satisfazendo a condigdo Z Gy = 0 ;

i=1
4
P3) Intervalo de confianga para todas combinagdes lineares Zai:ui onde

=1

a,,a,,...,4; éum conjunto de constantes reais.
4.1. Método de Banerjee

Os intervalos de confianga proposto por Banerjee sdo desenvolvidos com base

em alguns lemas que serdo apresentados no Apéndice.
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4.1.1. Comparagdes Multiplas com Controle (P1)

Considerando o modelo (3.1) e supondo que H; é a média da populagio

controle, temos que os coeficientes de confianca de cada uma das familias de

intervalos de confianga é no minimo 1 - ac se B <1 - (1 - o).

(1) intervalo de confianga unilateral superior: para , (léiSI, 1<k<t,i ik)
1
S 2 t2 S 2 é
v, n vi,B K
4.1
n, (4.1)

ﬂi—ﬂkgjfi—jfk+

(ii) intervalo de confianga unilateral inferior: para (lsi <t, 1<k<t,i ¢k)

t2 S2 l_2 S2 %
My = e 2 =yt | S

n, 4.2)

(iii) intervalo de confianga bilateral: para (lsi <t, 1<k<t,i ;tk)
_ e
2 2 @\
S,
. - |5 /

!
vk,/y
M, —H €1 Y, — Vi T
n, (4.3)

i

Nas equagdes de [4.1] a [4.3] temos que:

n; ¢ o namero de observagdes no tratamento i,

= w
=25 /n,
Jj=1
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Z(Y ~Yi) /(n,.—l),e

v,=n—1.

Esta mesma notacio sera utilizada nos demais métodos.

4.1.2. Comparacio de médias duas a duas e contrastes ortogonais

(P2)
1) Intervalo de confianga para comparagio de médias duas a duas
Para comparagGes de médias duas a duas, considerando todos os grupos,

Banerjee propde o seguinte intervalo de confianga para as diferengas

i 2 2 2 /bz
- tv,-,%Si N /2S
MH; — My, € yi_yki +
n, n, (o<t 1<ksti={ (4.4)

e neste caso também temos um nivel de confianca de pelo menos 1-a se

g <1- (1 _ a)2/r(z-1).

ii) Intervalo de confianga para contrastes ortogonais

Os intervalos de confianga para contrastes ortogonais sdo dados por:

i ( 2 Siz vﬂ/sZ }/WW
2y, >l c) kn

ied, jen,

Zt:ci:ui € Zt:ci .)_)i =% F r (4-5)
=1 =1
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t
para todos os contrastes(c,...c,); Zc,. =0 e tem coeficiente de confian¢a de no

i=1

minimo 1-o se f <1— (1 - a)zﬂ(t_l).

4.2 Comparacdes multiplas baseadas no método de Welch

Outro procedimento para comparagdo de médias quando ndo ¢ satisfeita a
condigdo de homogeneidade de varidncia € o proposto por Welch. Esta técnica €

analoga a de Banerjee, com algumas modificagées

4.2.1. Comparacdes Miiltiplas com Controle (P1)

(1) Intervalo de confianga unilateral superior: para(l <i<t, 1<k<t,1 ¢k),

12

S? §;

7

g &Y= Pk i
lLll ILtk yl yk - n. nk (4.6)

1

(ii) Intervalo de confianga unilateral inferior: para (1<i<t, 1<k<t,i #k)

1/2

S22 §?
L : g
U, — 1, 2y, —y,+t I 4+ = .

vies |\ M, n, (4.7)

1

(iii) Intervalo de confianga bilateral: para (1Si£t, 1<k<t,1i :tk)
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2 2 1/2
L -

Hi—H € }i_j}kib

Vie.gl2\ M. nk (4.8)

4.2.2. Comparagdo de médias duas a duas e contrastes ortogonais

(P2)

Vamos buscar um intervalo de confianga para a diferenca das médias.

O Intervalo de confianga bilateral: para (lsiSt, lskSt,i;tk) pela proposta de

Welch é dada através de (4.9) e o coeficiente de confianga € aproximadamente 1-« .

2 2V

o c s,

b~ My €| Y=Yt SR I
wH\ 1, n, (4.9)

A

Nas equagdes de (4.6) a (4.9) V ik ¢ dado por:

2
2

5 5
_}___

i n.n,

(4.10)
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A

onde V ik ¢ aleatorio (n3o necessariamente um inteiro), e o valor pode ser

Vie 02
interpolado na tabela t. Entdo, estes intervalos de confian¢a tem a mesma concepgio

que o de Banerjee, exceto que o proposto por Welch € utilizado para a aproximacéo

de probabilidades individuais.

4.3. Procedimento baseado no método de Hochberg

4.3.1. Comparacio de médias duas a duas e contrastes nio

ortogonais (P3)

Este procedimento € uma extensdo do método de Tukey para condi¢des onde a
homogeneidade da variancia ndo € verificada. Aqui, apresentaremos somente o caso
para tamanhos de amostras iguais.

Os intervalos de confianga para os contrastes ndo-ortogonais sdo obtidos
através do Teorema 1:

Teorema 1: O coeficiente de confianca para a familia de intervalos de confianga
t t B

{Z C,H; € {Z ¢, y.xg. (@(,... b,)}} ,paratodo /e R* (43.1)
i=1 i=1

€ exatamente 1 - a.
Onde:

t € nimero de grupos a serem comparados,



g,, () obtido através da Tabela 1,

v =m =1,
c.S.
s s
b=—1,¢€
/2

n

sendo,

p(c) o conjunto de indices i para os quais ¢; > 0,

z(c)o conjunto de indices i para os quais c; < 0.

Tabela 1 - Valoresde g, , _, (@)

T
o« m 2 3 4 5 6 71 8 9 10
0,0 5 291 3,73 426 4,66 499 527 550 572 501
8 2,66 337 381 413 439 461 479 495 509

10 2,58 326 3,68 398 422 442 459 474 487

15 2,49 3,13 352 3580 402 4,19 435 448 459

20 2,45 3,07 3,44 371 3,92 409 423 436 447

30 2,40 3,01 337 3,63 3,83 3,99 4,13 424 435

40 238 298 334 359 3,79 394 4,08 419 4,29

60 236 2,95 330 3,55 3,74 3,90 4,03 4,14 424
050 5 3,63 449 505 547 582 6,12 637 6,60 6,80
8§ 324 395 440 473 499 521 540 55605,71

10 3,13 3580 422 452 476 496 5,13 528 541

15 3,00 3,62 400 427 449 466 481 494 505

20 2,94 354 390 416 436 453 4,67 479 4,89

30 2,88 346 381 405 425 440 453 465 4,74

40 285 342 376 400 4,19 434 447 458 4,67

60 2,82 339 3,72 395 413 428 441 451 4,60

Referéncia: Hochberg [7]

4.3.1)

28
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4.4. Procedimento baseado no método de Brown-Forsythe

4.4.1. Comparacio de médias duas a duas e contrastes ortogonais

(P2)

Este procedimento € uma extensio para o método de Scheffé
convencionalmente utilizado quando a condi¢do de homogeneidade de variancia ndo
¢ satisfeita. O nivel de confianga obtido para todos os contrastes possiveis € de 1 - a.

Intervalos de confianga para contrastes ortogonais sdo dados por:

t ! B tods?

Z;c,.,u,.e éciyii (t—l)F(l_a);‘_l;fZ:; "1-' (4.4.1)
onde
1 & d
7_§ni—l )

L g aa
n.
Z( - “’Jsf
i=1 h



S. ANOVA COM DOIS FATORES FIXOS

Quando o experimento em estudo envolve dois fatores, € de interesse
determinar o efeito da agdo conjunta desses fatores sobre as observagdes.
Neste capitulo, daremos um opgdo para a ANOVA quando o modelo envolve

dois fatores e ndo € satisfeita a condi¢do de homogeneidade de variancia.

5.1. Modelo Matematico

Admitindo-se um modelo em delineamento completamente casualizado,

Riboldi [22]
Kjk:ﬂ+ai+ﬁ]'+a i T Eik (5.1)

=028 =1 20d; =12, F, 6l

u : média geral
a,: efeito do i-ésimo nivel do fator A, definido como &; = H; — H

B, efeito do j-ésimo nivel do fator B, definido como B JTH; T H

af, - efeito da interagio entre o i-ésimo nivel de A e 0 j-¢ésimo nivel deB e ¢
definido como OC,B,j = H —(/—l +a; +lBj): My =l —H; T H

e, . . 2
& variavel aleatéria normalmente distribuida com média zero e varidncia O .



Temos que as restrigdes a seguir, sdo devidas as definigdes dos pardmetros do

modelo:

a b
Zai:o; Z'BJ':O
i=1 Jj=1

gaﬂij:O,vj o
= > y.af,=0.

b
2apy =0y, =7
j=1

o) o

E 0 como suposi¢do do modelo temos Y ~ N (/.t +a,+ B, +ap;;

independentes e &, ~ N ( 0,0'2).
5.2 Teste de efeito de tratamentos

A hipotese nula é dada por:

i) H,:a, =0, V, , onde testa-se a hipotese de ndo existir efeito do fator A,
ii) H,: B, =0, V, , onde testa-se a hipotese de ndo existir efeito do fator B,
iii) H,:aff; =0, V,,V,; , onde testa-se a hipotese de ndo existir efeito da interagdo.

A seguir, teremos uma tabela de analise de varidncia para o modelo (5.1)

Causas da GL. Soma de Quadrado F
Variagio Quadrados Médio

Tratamento A a-1 SQA QMA QMA / QME
Tratamento B b-1 SQB QMB QMB / QME
Interagdo AxB (a-1)(b-1) SQAxB QMAxB QMAxB /QME
Erro ab(r-1) SQE QME

Total abr-1 SQtotal
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Onde:
a 2 2
Ji. Y
SQA = =i
Q ='rb abr’
b 2
Fi.
SQB =
Q ; ar

IR AL/ ARl B R E A
- o r abr |T rb abr ‘w ar  abr |’

a b r _ 2
SQE= 2., (ya-k—yg-),
i1 ol ke

Os quadrados médios sdo dados por:
QMA =SQA/(a-1),

QMB =SQB /(b -1),

QMAxB =SQAxB/(a-1)(b-1) e
QME = SQE / ab(r -1).

Para proceder o teste F, quando ndo podemos assumir a condigdo de
homogeneidade de variancia, Brown-Forsyhe [4] sugere um teste F com a mesma
concepgdo de um teste F convencional (assumindo variancias homogéneas) fazendo
um correcdo nos graus de liberdade do erro. Na ANOVA convencional, para testar o
efeito do fator A, teriamos uma F com (a -1) e ab(r-1) graus de liberdade, a sugestdo
de Brown-Forsythe ¢ fazer uma correg¢do nos graus de liberdade do denominador.
Entdo, teriamos uma estatistica com distribui¢do F aproximada com (a-1) e f graus

de liberdade, onde f é dado por:
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onde:

Analogamente, para testar o efeito do tratamento B (ou da interagdo) teriamos

uma estatistica com distribuigdo F aproximada com (b -1) e f (ou (a-1)(b-1) e f) graus

de liberdade.



6. APLICACAO

Serdo apresentadas trés simulagGes para aplicagdo numérica para as técnicas
sugeridas. Os exemplos 1, 2 e 3 sdo simulagdes de valores amostrais teoricamente
extraidos de populagdes normais cujos pardmetros foram intencionalmente
estipulados. Em cada situagdo temos entdo cinco grupos amostrais com seis
repetigdes cada, aos quais arbitraremos médias e varidncias para posterior discussdo.
O objetivo € verificar diferengas entre as técnicas de compara¢des multiplas e obter
algumas conclusdes de suas aplicagdes.

Para gerar estes grupos amostrais, foi utilizado o aplicativo Excel do Windows
[20]. Através deste programa foi criada uma rotina que nos fornece os valores e
probabilidades da estatistica F.

Os intervalos de confianga para cada conjunto de dados ndo podem ser obtidos
diretamente, pois precisam de valores especificos da tabela t. Neste caso, utilizamos
o programa Statistica [21] para obtengdo dos valores t tabelados.

Para testar a hipotese de homogeneidade de varidncia entre os tratamentos,
usaremos o teste de Levene, o qual sera obtido através do pacote estatistico
SPSS/8.0.

Em cada uma das simulagdes somente foram construidos intervalos de
confianga para comparar médias duas as duas. Os procedimentos utilizados sdo os
sugeridos por Banerjee, Welch, Hochberg. O teste de Tukey serd utilizado para

efeito de comparacio. Para esses resultados, as diferengas entre médias dos
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tratamentos cujos os intervalos construidos ndo contiverem o valor zero, indicam que
ndo ha evidéncias amostrais que nos levem a rejeitar a hipotese de que essas médias

sejam iguais.

Simulacéo 1.

Neste caso, sdo simulados cinco grupos de observages com seis repeti¢des

cada. Foram geradas amostras oriundas de popula¢es normalmente distribuidas com

g =1(20;23;25:24:27) € o =(2,00:2,65:5,48;3,16;1,23). Foi simulada uma

situagdo em que os grupos apresentam médias diferentes e varidncias levemente
heterogéneas, isto €, aceitamos a igualdade entre variancia dos grupos, mas com
valor proximo a 0,05 de nivel de significancia.

Para verificar a condigdo de homogeneidade dos grupos, foi realizado o teste
de Levene que apontou um p = 0,072. Podemos aceitar a condigdo de
homogeneidade, mas devemos perceber o valor de p ¢ muito proximo ao 0,05 da
significancia.

Realizamos o teste ANOVA para verificar se pelo menos uma meédia se
diferencia das demais médias dos grupos. Foi, entdo, realizado um teste F (anova
convencional), Fw (sugerida por Welch) e Fgr (sugerida por Brown-Forsythe). Neste
caso, somente o teste F modificado sugerido por Welch evidenciou que existe
diferencga entre as médias dos grupos, conforme Figura 1.

Apés verificarmos que existe diferencas entre as médias, precisamos

determinar quais médias dos grupos se diferenciam entre si.
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Para isso, utilizamos o procedimento de criar intervalos de confianca para

verificar se as médias apresentam diferenca significativa. Foram obtidos intervalos

sugeridos por Banerjee, Welch, Hochberg e Tukey (Figura 2). Podemos observar que

os intervalos sugeridos por Banerjee, Welch e Hochberg captaram diferenca

significativa entre as médias dos grupos 1 e 5, que sdo a menor e maior média

respectivamente. O intervalo de Welch ainda captou diferenga significativa entre as

médias dos grupo 1 e 4, onde o grupo 4 € a segunda maior média. Foi realizado,

também, um intervalo de confianga pelo método de Tukey (embora esse ndo seja

indicado nesta situagdo) e este ndo captou diferenga entre a média de nenhum dos

Srupos.

A Hlmosuﬂ Excel SIHUIAC}.U ‘cls

f2
.
Lt
3 |
| 5

—Grupot Grupo2  Grupo3  Grupod Gﬂﬁ.
1828 2474 19,82 237
21,08 250 1274 2238 25.29
245 18,39 821 2804 686
1756 204 3478 2662 2752
2353 30,25 2887 2352 Jas
2140 2346 2400 2655 278
20,50 23,56 2390 2492 2733
488 1526 58,95 489 251
Teste F para ANOVA segunda & sugestéo dos autores
Eel Ew FBr
1 calculado 205 783 23
ol numerador 4 4 4
gl denaminacior 3 12 10
probabilidade(p) 012 000 013




X\ Microsoft Excel - SIMULACAD xls
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i@

el %l‘;M

V_}_.,}f;.é@*’ HM il

[l feoialon]

- SESTET%mAA
Utz

Inervalos de confianca para diferengas entre as médias com confianca de %6%

Banerjee Welch Hochherg Tukey
diferencas] LI LS U 1S U LS U IS
MIM2 | 329 715 | 810 197 | 142 4% |-0D1  3§7
MI-M3 | 2132 1450 | 1294 613 | 1897 1215 |0 3R
Mi-M4 | 146 282 | J74 110 8% 013 [HFE 2R
Mi-ME | 1281 0457 9B 3B Y 107 208 71387 03
M-M3 | 1870 1902 | 988 92 | -5 152 | 718 B
M2-M4 | -1153 882 | £ 38 941 B0 | 88 53
MAME | 1316 64 | 845 13 | HE2 440 |00 3B
MIMA | 1890 1687 | 1053 851 | 657 HE | 7% 53
MIME | -079 1434 | 1317 673 | 1878 1234 |06 372

432 30 | &6 0 B0 25 | 815 4713

- "diferenca significativa




Simulacio 2.

Foram geradas amostras oriundas de populagdes normalmente distribuidas

com 4 = (20;15:25;24;27) € o = (6,33,0,78;5,47,3,16,9,49) - Foi simulada uma

situagdo em que os grupos apresentam médias diferentes e varidncias
acentuadamente heterogéneas.

Para verificar a condi¢do de homogeneidade dos grupos, foi realizado o teste
de Levene que apontou um p < 0,001, portanto, rejeitamos a condigdo de
homogeneidade entre as varidncias.

Realizado testes de analise de varidncia para este conjunto de observacdes,
percebemos que os testes F, Fw e Fpr evidenciaram diferengas entre médias para os
grupos (Figura 3).

Para os testes de comparagGes multiplas, pelos procedimentos de Banerjee
Welch e Hochberg verificou-se diferenca entre as médias dos grupos 1 € 2 e os
grupos 2 e 4. O método de Welch ainda captou diferencga entre os grupos 1 e 4. Os
intervalos gerados pelo método de Tukey evidenciam diferenca entre a média do
grupo 2 em relagdo ao grupo 5, que sdo os que apresentam a maior diferenca entre
médias e possuem a menor e maior variancias respectivamente (Figura 4).

A seguir mostraremos um resumo dos resultados obtidos na Simulagéo 2.
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wiosoft Excel -

Grupat Gpo2 ~ Cnpod  Grupod
BE 53 R I3
AB MR U DI B
A5 WR BA BU 4B
7% ME MB BR AR
BH 27 B¢ BR AR

AL 5% MN BE BN

médasmostl 2050 W BN uR T®
varignciaamostrel 486 03 5635 469 18R

Teste F para ANOVA segundo 8 sugestao dos aulores
, fe e .
{ calculado M B% 1A
o numerador i 4 4
ol denominador 5 1 8

probabiiede(p) i 004 00 od
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 Inemalos de cunﬁanca para diferengas ertre as médias com confianga de 5%

Banerjee Welch Hochberg Tukey
dierencas] U LS 18 4 v i A
MAMZ | 040 3B 3 886 % 13 10427 6% 180
MIM3 |22 1450 | 1234 613 | 8% 1215 |8 873
MM | -6 282 | FM4A 00 8% 013 (6% T2
Mi-MG | -3B10 2418 | BB 1046 | B3 0 |90 4@
M-M3 | -681 806 |-1910 083 | 2484 63 [-242 286
M-M4 | 1509 40 % 304 7R Y 476 SBT-EEB 1B
MIME | 4B5 1738 | DT 43 | Hp MR |58 1A 7
M:M4 | 1830 1687 | -1053 8A1 | 657 13 |31/ 1113
M:ME | 971 310 | AR 132 | R\ AN |60 88
MEME | -ME7 BR[| 0% U | 1R X3 1518 810

* diferenca significativa
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Simulacdo 3.

Neste caso, foram geradas amostras oriundas de populagdes normalmente

distribuidas com , = (20;20;20:20;20) € o = (6,33:0.78:5,48:3,16:9,49) . Foi

simulada uma situagdo em que os grupos apresentam médias iguais e varidncias
acentuadamente heterogéneas.

Para verificar a condigdo de homogeneidade dos grupos, foi realizado o teste
de Levene que apontou um p < 0,001, logo rejeitamos a condigdo de homogeneidade
entre as variancias (Figura 5).

Realizado testes de analise de varidncia para este conjunto de observagdes,
percebemos que nenhum dos testes F, Fw e Fpr evidenciaram diferengas entre médias
para os grupos. Apesar da alta heterogeneidade entre as varidncias dos grupos,
quando as médias s3o iguais, os trés testes sdo robustos para ndo rejeitar a hipotese
de igualdade. Consequentemente, teste de comparagdes multiplas, neste caso, ndo se
faz necessario.

Mesmo neste caso, as comparagdes multiplas foram feitas e ndo foi encontrada
nenhuma diferenca significativa, sendo todos os intervalos robustos para ndo

evidencias diferenca entre as médias.
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A seguir mostraremos um resumo dos resultados obtidos na simulagio 3.

Grupot v
1810 194 137 2033 83
118 1835 1281 1959 354
A5 2051 414 1887 KT
807 1930 5 1858 1489
2258 1935 19.04 1089 352 L
0% 1T 1 O - V. -

médaamostdl 303 195 9% 1846 2%
vaidncaamesil 5179 0% MY 153 18®

Teste F para ANOVA sequndo & sugestio dos aulores
Fc Fv  For

{ calculado 0 04 040
i numerador 4 4 4
of denominacor 5 0

087 080 08t




C'omplementando, temos os intervalos

Htcmsuﬂ Excel SIHU[AE.&U? xls

43

lﬁwﬂ éﬁw a%w i wlm ww w1
m 0 r;n 15| §§§Ei@%m38 EE _-0-A
w s )

A ¢ D E G &F 1 =
13 Inervalos de confianga para diferencas entre as médias com confianga de 3% o
1 Banerjee Welch Hachbery Tukey
6 dferencas] U LS | U IS i 18 {818 L
B MM2 | 1299 1991 | S5 1278 | 1Y 183 | 941 163 2
7 MM | 779 B | TR0 | 178 7| 98 153

_8_.,. MI-MA | 1409 2323 | 4R3I 1377 | 107 1941 | 83 174

_§; M-ME | -B21 FE | 5R 1946 | B0 1M |08 14U

10 M2M3 | 133 128 | 774 6% | 1206 1A |38 124

1 vem | 791 1003 | 400 62 $% 918 |17 138

12 NME | 1286 2987 | 19101631 | 866 X8 |47 148

{13 [M3Md | -4 1718 | 60 907 | 03 137 |M1B WP

4 (M3Me | W77 R | -B1BBA | BB TH |3% 1D

15 MAME | 3499 B/ | 197914 | 7T BT |58 1038

h * diferenca significativa




7. ROTINA NO EXCEL

Para o teste F e comparacdes multiplas, quando temos um fator com cinco
tratamentos e seis repeticdes, foi implementada uma rotina de célculos no Excel.

A partir da planilha Apresentagéo temos:

N Mictosolt Excel - SIMULACAD sl

” ™ f; ST r‘ e
o lotes observados em experimente com um fatar, _
__L cinca tratamentos com geis repetigdes -
4 | Os valores observados no
J;; experimento devem ser
L1 | digitados na seqiiéncia.
18
n
| n -
B Interualos de Welch: entra com o5 wlores de t tabehdo — _ _ b
Rbarchde a2 hsinwbert
.j:: Mi-M2 o 5 0028 275 b Os valores de t tabelado o
Bl M43 g T e —® | devem se digitados de »
n M- 8 s a8 o
B MIMS 3 005 269 — * | acordo com a/2 € 0s
1 | B2 5 0088 a8 | graus de liberdade
mn Ma-Me 5 005 278 I oo i
2 | M2-MS 5 0gs  as | Indicaaos
| M- 9 0085 2w
fw M3-M5 ? 0025
5 M-MS 8
28

Onde Wi § 3 médi do tratamente i




Os calculos serdo desenvolvidos, e os resultados sdo mostrados através das

planilhas ANOVA e Comparagdes Miltiplas, onde temos:

45

Os valores observados
TF & [ W 1] sdonovamente
Vm_mvy | apresentados
Grupot Gupo2  Ghupod  Grupod  Grupod
1810 1924 1377 208 83 5
182 1835 128 1958 N3 i
A5 261 414 1887 KERX L
pidil 1930 XM 18% 148
P 1935 1904 1089 382 i
309 1935 2506 A8 22 -
_ . E apresentada
pafis 1957 19,38 1846 T -
EIRE 036 I 15, N oriincia
Teste F para ANOVA sequndo & sugestao dos autores
Fc_ Fv Fer

f caloulado 03 04 0 Quadro

o numerador T R com as

of denominador % 10 H estatisticas

F propostas |
probabilidade(p) 087 080 O# ri
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3 Inervalos de confianga para diferencas entre as médias com confianga de 96%
i Haneree Welch Hochberg Tukey
5 fdeencss| U 1S | U 1S [ U 18 [U I8
B M2 | 1299 1931 | SB 1278 | 1Y 183 | 94 6H
7 MM | 779 BB | JON30 | NB TR | SR 158
8 MM | M BB | 4B 137 | 07 194 | 83 174
9 MM | B TH | ER19E | B0 DI |08 UM
10 ewMs |3F 128 | M BR | 206 N4 |38 24
oMt | 79 1013 | 40 62 | 6% 918 [N 13%
o M2ME | 286 B8 | 1910163 | B8 X® |-UT 14
MIMA | 404 178 | 603 907 | 043 137 (NP UR
MIME | 7T 280 | 8182 | BX TS |3k 1Y
M | D BB | WA | Q7 BT |58 103

: dﬁemnga SIQ"iﬁc Intervalos de confianga

O obtidos




8. CONCLUSAO

Neste trabalho procuramos abordar um problema muito comum que é a
heterogeneidade entre as varidncias dos grupos envolvidos para comparagio de
médias. Procuramos enfatizar que, especificamente num modelo de um Gnico fator
fixo, quando ocorre a ndo homogeneidade entre as varidncias caimos num caso
classico conhecido como problema de Behrens-Fischer, que € a situagdo onde temos
duas populagdes com variancias diferentes. Proposto este problema, foram sugeridas
algumas alternativas para contorna-lo.

Existem técnicas eficazes para contornar a heterogeneidade das varidncias,
como por exemplo a transformag@o dos dados observados para uma outra escala
que reduza a variabilidade. Outra alternativa seria recorrer a andlises ndo
paramétricas, como por exemplo testes de Kruskall-Wallis, Friedman, entre outros.

Com o objetivo de chegar a resultados robustos podemos verificar a
normalidade e a heterogeneidade das varidncias. Caso forem satisfeitas estas
condi¢des, estamos em condi¢des de continuar a ANOVA. A propriedade da
normalidade parece ser o problema de menor relevéncia, ja que ANOVA assume
normalidade das médias para grande amostras, e o Teorema Central do Limite da
suporte para o fato de que mesmo populagdes ndo normalmente distribuidas tém
médias assintoticamente normais. Caso a ANOVA ndo seja significante, ndo temos

maiores preocupagdes se as varidncias sdo desiguais, ja que isso aumentaria o erro
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tipo I (rejeitar a hipétese nula quando ela é verdadeira, evidenciando diferencas
onde ndo existe) mas no caso de encontrar diferengas significativas e existir grupos
com varidncias heterogéneas, devemos levar em consideragdo alguns aspectos:

a) ANOVA ¢ robusta mesmo com a violagdo da homocedasticidade se tivermos
dados balanceados e um tamanho grande da amostra.

b) heterogeneidade de varidncia torna-se um problema quando temos amostras
pequenas e particularmente um grupo apresenta varidncia muito maior em relagio
aos outros grupos. O problema ndo € tdo relevante se existir heterogeneidade e um
dos grupos apresentar varidncia muito pequena. [10].

Neste trabalho foram abordados testes alternativos para analise de variancias
e posteriores testes de comparagbes multiplas, através dos quais podemos chegar a
conclus@o de que o teste F tradicionalmente utilizado chega aos mesmos resultados
de aceitagdo ou ndo, do que os testes sugeridos por Welch e por Brown-Fosythe,
quando ndo é assumida a condi¢do de homogeneidade de varidncia. Através da
literatura pesquisada e das simulagdes efetuadas, percebemos que os referidos
testes tem robustez para ndo evidenciar diferencas entre médias quando estas sdo
muito proximas, mesmo quando existem varidncias heterogéneas.

Foram abordados os testes de comparagdes multiplas sugeridos por Welch,
Banerjee e Hochberg. O método de Banerjee € notoriamente o mais conservador.
Os intervalos propostos por Hochberg tem maior amplitude que os propostos pelos
outros métodos, e sdo exatos.

Recentemente, programas computacionais tem implementado em suas

rotinas testes aplicaveis quando a varidncia dos tratamentos € heterogénea.
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O programa SPSS/8.0 traz, no procedimento GLM (general linear model),
testes paramétricos de comparagSes multiplas. O teste Tamhane's T2 € um teste
conservador, baseado no teste t para comparagdes de médias duas a duas. Dunnett’s
T3 é baseado no modulo maximo studentizado, o teste de Games-Howell ndo €
muito rigoroso, € o teste Dunnett’s C é baseado numa escala studendizada. Todos
os testes mencionados, sdo uteis para comparagdo de médias duas a duas, sem

nenhuma restri¢do.



9. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] MILLER, R. G. (1966). Simultaneous Statistical Inference in the Anaysis of
Variance. Ann. Math. Statist. 22, 600-2.

[2] ONEILL R. and G.B. WETHERILL (1971) The Present State of Multiple
Comparasion Methods. Journal of the Royal Statistical Society, B, vol. 33 pp 218-
241.

[3] BROWNLEE, K.A. Statistical Theory and Methodology in Science and
Engineering, John Wiley and Sons, Inc, 1960.

[4] BROWN, MB. and FORWYTHE, Alan B.,, The ANOVA and Multiple
Comparasions for Data with Heterogeneous Variances, Biometrics, 30 (december
1974), 19-24)

[5] WELCH, B.L. (1983) The Significance of the Difference between Two Means
when the Population Variances are Unequal, Biometrika 25, 350-62

[6] TAMHANE, A. C. (1977). Multiple Comparasions in model I One-Way.
ANOVA with Unequal Variances. Communications in Statistics, A6, 15-32.

[7] HOCHBERG, Y. (1976). A Modification of the T-Method of Multiple
Comparasions for a One-Way Layout with Unequal Variances. Journal of the
American Statistical Association, 71, 200-203.

[8] JOHNSON N.L. and LEONE F.C. (1977) Statistical and Experimental Design
in Engineering and the Physical Sciences. 2nd edition, John Wilwy & Sons, Inc.

[91 GOMES, F.P. Curso de Estatistica Experimental. 10a. edi¢do, Livraria Nobel
S.A., Piracicaba, Sdo Paulo, 1982.

[10] http://www/earthsystems.org/list/ecolog-1/0594.html

[11] MILLER, R.G. Jr (1977). Developments in Multiple Comparasions.(1966-
976. Journal of the American Statistical Association, vol. 72 pp 779-778.

[12] NELSON, P.R. (1989) Multiple Comparasion of Means using Simultaneous
Confidence Intervals. Journal Quality, vol 21, n° 4 pp 232-241.



51

[13] FEDERER, W.T. Experimental Design, Theory and Aplication. 1st edition,
Copyright, 1955, by the Macmillan Company

[14] RAY, W.S. An Introduction to Experimental Design. Departament of
Psychology Pennsylvania State University, The Macmillan Company, New York,
1960.

[15] STEIN, C. (1945). A Two-sample Teste for a Linear Hypothesys whose
Power is Independent of the Variance. Ann. Math. Statist. 16. 243-58.

[16] Chapman, D. G. (1950). Some Two-sample Tests. Ann. Math. Statist. 21. 601-6.

[17] GHOSH, b. K. (1975). A Two-stage procedure for the Behrens-Fisher
Problem. J.Amer. Statist. Assoc. 70. 457-62.

[18] ESARY, J.D., PROSCHAN, F. e WaLKUP, D. W. (1967). Association of
Randon of Variables with Applications. Ann. Math. Statist. 38, 1466-74.

[19] KIMBALL, A. W. (1951). On Dependent Tests of Significance in the
Analysis of Variance. Ann. Math. Satist. 22, 600-2.

[20] EXCEL, Copyright©1985-1997 - Microsoft Corporation
[21] Statistica for Windows, V. 4.3 - Copyright©StatSoft, Inc. 1993.

[22] RIBOLDI, J. (1995). Experimentos Fatoriais, UFRGS, Instituto de Matematica,
Cadernos de Matematica e Estatistica, Série B, n° 28.

[23] SATTERHWAITE, F.E. (1941). Synthesis of Variance, Psychometrika, 6.



APENDICE



53

1. Alternativa de Welch para o problema de Behrens-Fisher

Apresentaremos aqui uma opgdo para o método de Welch para contornar o

problema de Behrens-Fisher.

Consideremos duas populagdes normalmente distribuidas com médias L 1 e U 2
e varidncias o, e o), respectivamente. Quando desejamos testar a igualdade entre
as meédias de suas respectivas amostras, devemos considerar dois casos:

. 2 2 . N
1) se o, € 0, podem ser iguais, podemos usar

(5’1‘5’2}
U= = - 8.1
S,
T ()
(’11'*'”2_2) nonm

para testar distribui¢do t com = (n; + n, -2) graus de liberdade,
ii) se arazdo de 0'12 e 0. éconhecida, um teste parecido a (8.1) pode ser usado,
mas se a razdo é desconhecida, ndo haveria um teste exato para ser utilizado. A
solugdo para esse teste de hipOtese foi proposta por R. A. Fischer utilizando o
conceito de uma distribui¢do aproximada. Fischer percebeu a equivaléncia deste teste
com o ja proposto por W.V. Behrens.

A validade deste teste foi questionada por M. S. Bartlett. Entdo, uma

alternativa foi sugerida,

@rzj
V = - (8.2).
. Yi PRE
j=1 j=1

o+ —1) e+ (m,—1)
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Esta estatistica tem como referéncia uma tabela da distribui¢do normal se as
amostras forem suficientemente grande. Para amostras pequenas, nio é tdo claro o
teste e a distribuicdo associada. Quando € assumida a igualdade das varidncias,
Fisher verificou que na pratica U tem sido satisfatoriamente utilizada, com base
numa distribui¢do t, no sentido de que este controla de maneira segura a chance de
rejeitar a hipdtese quando esta € realmente verdadeira. U é provavelmente o melhor
critério quando desejamos detectar diferencas entre médias considerando varidncias

heterogéneas. Entretanto, pode ocorrer que utilizando U pode ocorrer situagdes em
. ; 2 3 .
que o teste pode ser realizado com diferengas entre o; € O, e que isso mascare

diferencas entre as médias, apontando nio significdncia quando na realidade existe.

Nem sempre U tem uma distribuigéo t-student, pois o quadrado do erro padrio

- — 2 2
de ( Yo yzj € (UA +G%j que € uma quantidade sob a raiz em U um estimador
2

2 12 2 2
ndo viciado de (o’ +(m, ~ o (l+iJ Isso é igual a (6—‘+g2—j somente
m+n, - 2) noon n n

se 0 =07 oun; =n, Temos que, utilizando V ndo sofremos essa imposigao, mas

esta distribuicio ainda depende da grandeza do valor obtido em &7 /o . Entdo, um

problema é determinar uma distribui¢do para U e V. A alternativa € determinar uma
distribuigdo aproximada.

A distribuig¢do aproximada de U e V quando g, = u, pode ser escrita por

2 2 r r
(YI_YZJ = l'\fa—“fﬁ; D VR =X D,Y5 = Xsonde x? .,z e 3, sdo
B = i=1

variaveis independentes com distribui¢do qui-quadrado com (n;-1) e (nz-1) graus de
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liberdade respectivamente. E possivel, entdo, escrever U e V sob a forma de

¥ - 4
¥ = = (8.3)
Jagi+b2  Aw
Onde:
O-] — 4+ — 0'2 4+
a= nl n2 e b s nl n2

2 2 2 2 )
(n,+n - {5‘——+2] (nl+n2—2{6—‘+gz—J
moon moon

2. Lemas para comparag¢des multiplas de Banerjee

Para proceder testes de comparagdes multiplas a partir das técnicas sugeridas

por Banerjee, deve-se utilizar os seguintes lemas (Tamhane [6]).

Lema 1: Consideremos U e V; variaveis aleatorias com distribui¢do qui-quadrado

com um 1 e v, graus de liberdade, respectivamente, sendo U independente de V; e

1<i<t. Consideremos, também A >0 (1 <i< k) um conjunto de constantes, sendo

1
que Z A, =1 . Entdo,

i=1

pegedioe
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Lema 2: Deixemos Y1>°“:Yk (Zi:'"azi) serem variaveis aleatdrias

normalmente distribuidas com matriz de correlagio
(o} i, ).

Se Py 21, (1 <i< t-l), entdo para qualquer conjunto de constantes reais

a19a2>"':ak,tem08

Py, <a,...Y,<a}>P{ <a,..Z <a).

Lema 3: Consideremos Y1 seees Yk , variavel aleatoria normalmente distribuida
com uma matriz de correlagdo {,Oiv } Entdo, para qualquer conjunto n3o negativo de

constantes @1,y ,...,a;  temos

Y| <a)>][P{Y|<a}

i=1

PlY|<a,...,

Para desenvolver o proximo lema, € necessario utilizar a seguinte defini¢io
devida a Esary, Proschan e Walkup [18].
Defini¢o: Variaveis aleatorias V),--+»V; sdo ditas associadas (correlacionadas) se
para todas fungdes reais ndo decrescentes de ¢ e v de k argumentos, nos temos

cov(@(Y,,.... Y, hw(Y,,..., Y, )) =0,

No seguinte lema teremos a generalizagdo do resultado obtido por Kimball

[19].
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Lema 4: Sejam X1 4 2seees Xk variaveis aleatorias a valores reais independentes e
v; (Xl . Xl - P)funqﬁo ndo negativa a valores reais as quais sdo

fungdes ndo decrescentes para cada um de seus argumentos X ; (1 - & k). Entao,

fazendo Yj = Wj(Yla' . -:Yk ), temos

E IEIYJ- 2]B[E{YJ}

j:] =
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