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RESUMO

Neste trabalho, é apresentado um método genérico de solug@o analitica para as
aproximagdes Sy, Py, Wy, Chy, Ay e LDy da equagdo linear de transporte em uma dimensdo. A
idéia basica do método consiste na aplicagdo da transformada de Laplace para solugdo do sistema
de equagdes diferenciais associadas as aproximagdes consideradas e resolugdo do sistema
algébrico resultante‘ pelo algoritmo de Trzaska. A solugdo unidimensional sera estendida a
problemas de transporte em duas dimensdes, transformando o problema bidimensional em
problemas unidimensionais acoplados, através da aproximag¢do do fluxo angular em uma série
truncada de fung¢des na variavel espacial y. S3o apresentadas simulagdes numeéricas para todas as
solugdes unidimensionais consideradas, tendo por objetivo o estudo da eficiéncia das
aproximagdes, no sentido de descobrir qual delas fornece resultados com precisdo desejada com
menor ordem de quadratura. Sdo, também, obtidas solu¢Ges numéricas para o fluxo bidimensional

pela técnica proposta acima, as quais sdo comparadas com outras solugdes conhecidas.



ABSTRACT

"A Generic Method of Analytical Solution for Approximations of the Linear

Transport Equation",

In this work, it is presented a generic method of analytical solution to the one-
dimensional Sy, Py, Wy, Chy, Ay and LDy approximations of the linear transport equation. The
main idea of this method consists in the application of the Laplace transform to solve the system
of differential equation related to the considered approximations and solution of the resultant
algebraic system by Trzaska's algorithm. The one-dimensional solution will be extended to two-
dimensional problems, transforming the two-dimensional problem into one-dimensional coupled
problems, by the approximation of the angular flux in a truncated series of functions at the spatial
variable y. Numerical simulations are reported for all considered one-dimensional solutions, with
the goal of study its efficacy, in the sense to find out which one furnishes results with desired
accuracy with lower order of quadrature. Numerical solutions for the bimensional flux are too

obtained by the above proposed technique, which is compared with another knowing solutions.



LISTA DE SIMBOLOS

=t

Il 5>

Il >

o

D, (s)

o

n.m

E(p)

f(p)

] b

Tef®)

Espessura da placa na variavel x.

Matriz dos coeficientes das componentes do fluxo angular.

Matriz dos coeficientes das componentes do fluxo angular.

Matriz LTSy

Matriz LTSy modificada por operagdes elementarcs.

Espessura da placa na variavel y.

Matriz dos coeficientes das componentes do fluxo angular.
Matriz dos coeficientes das componentes do fluxo angular.
Matriz do método recursivo de inversdo da matriz LTSy,

Numero médio de particulas emitidas por colisdo.

Matriz dos coeficientes das componentes do fluxo angular.

Matriz dos coeficientes das componentes do fluxo angular.

Determinante de B (s).
=1
Momento do fluxo angular na aproximagéo Wy,

Erro absoluto de p relativoa p* .

Fluxo angular incidente na fronteira x = 0.

Parametro de espalhamento.

Matriz identidade.

Aproximagdo da integral por quadratura de Gauss.

Vil



1" (x)
k\
o
L, ([-1,1], p(1))

L, ([0,b],p(y))

o ol

>

[n/2]

(n+m) mod 2

p(p)

Q(x.1)
Qxy)
Qu(x)

QP (x), QL (x)
QL(x), Q% (x)
QP (x,1), Q' (x,1)

Q)

Q"(x), Q' (x)

Corrente transmitida.
Combinagdo de k elementos m a m.

Espago de Hilbert composto das fungSes de quadrado integravel em
[-1,1] com fungdo peso p(ﬁ).

Espaco de Hilbert composto das fungdes de quadrado integravel em
[0,b] com fungdo peso p(y).

Produto interno.

Parte inteira de n/2.

Adi¢ao em modulo 2 dos nimeros n e m em representagio binaria.

Vetor nulo.

Polindmio de Legendre.

Matriz adjunta de En(s) .

Momento do fluxo angular na aproximagio Wiy
Fungdo peso.

Termo de fonte unidimensional.

Termo de fonte bidimensional.

Momento do termo de fonte.
Momentos do termo de fonte Q(x,1).
Momentos do termo de fonte Q(x,L).

Transformagdo de Kuznetsov do termo de fonte Q(x, ).

Vetor de elementos Q,,(x).

Vetores de elementos le (x)e an (x), respectivamente.

viil



gp(x), 91 (x) Vetores de elementos Qp(x,pk) e Q' (x,1y ), respectivamente.

9] (x), 92 (x) Vetores de elementos Qin(x) g Q;";(x), respectivamente.

§(s) Transformada de Laplace de _Q(x) ;

QP(S), (—_)I (s) Transformada de Laplace de QP(x) e gl (x), respectivamente.

§] (s), §2 (s) Transformada de Laplace de 9' (x) e 22 (x), respectivamente.

Ry (n) Fungdes de Rademacher [44].

T, (1) Polindmio de Chebyshev.

u(x, 1), vix,u) Variaveis dependentes da transformagdo de Kuznetsov [35].

u(x,y, 1), v(x,y,w) Fungdes resultantes da transformagdo dada pela equagio (4.2.2).

ui(x, 1), vi(x, 1) Coeficientes da expansdo de u(x,y,|t) e v(x,y,u) em série de
poténcias.

ul'(x), vi'(x) Coeficientes da expansdo de u;(x,p) € vi(x,u) em polindmios de
Chebyshev.

u(x, iy ), v(x, ) Variaveis u(x, 1) e v(x, ) calculadas nas ordenadas discretas.

u(x), v(x) Vetores de elementos u(x, [ty ) € V(X[ ).

u(x), v(x) Vetores de elementos uj' (x) e vi(x).

u(s), v(s) Transformadas de Laplace de u (x) e v (x).

X Variavel espacial.

y Variavel espacial.

o, (k) Momento do fluxo angular.

o (%) Coeficiente das aproximagdes Wy e Chy.

o.(x) Vetor constituido de elementos o, (x).

X



a(s)
B
B (k)
B ()
B(x)
B(s)

m

Xn

Xn (k)

8
S(H—Hp)
BBy By
ex(n)

O (x)

O (X)), Em(x)
o(x)

¢

@, (1)
P(x, 1)
@n(x)

0(x)

?\‘m

n

i

Transformada de Laplace de o.(x) .
Momento do fluxo angular na aproximagdo Chy,

Momento do fluxo angular.
Coeficiente da aproximagdo Wy,

Vetor constituido de elementos B, (x).
Transformada de Laplace de ﬁ(x).

Momento do fluxo angular na aproximagio Chy
Momento do fluxo angular na aproximagdo Chy,
Delta de Kronecker.

Delta de Dirac.

Matrizes resultantes do algoritmo de Trzaska [29].

Momento do fluxo angular.

Fluxo escalar médio.

Coeficientes da aproximag@o LDy,

Fluxo escalar.

Angulo azimutal.

Fungdo peso utilizada no calculo de momentos.
Fluxo angular na dire¢do L e posi¢do x.

Fluxo angular na dire¢do u,,.

Vetor de elementos ¢, (x).

Momento do fluxo angular.

Diregdo de propagacdo da particula.



Lk Discretizagcdo do dominio angular.

(KgsMy) Diregdo da quadratura angular.

T Peso da formula de quadratura de Gauss.

O, Fungdo ortogonal na variavel angular.

0,(y) Fungdo ortogonal na variavel espacial y.

S Quadrado da norma de ®_, (1) ou O (y).

Pk Autovalores das matrizes LTWy, LTChy, LTAx e LTLDy

p Menor autovalor das matrizes LTWy, LTChy, LTAy e LTLDy,
p Autovalor discreto de Case [42].

o Sec¢do de choque de espalhamento.

ay Secdo de choque total.

Ty (n) Momento do fluxo angular na aproximagdo Chy

O, Peso da formula de quadratura de Gauss.

o, (1) Fungéo de Walsh.

mln(u) Extensdo impar da fun¢do de Walsh ao intervalo [-1,1].

mﬁ(u) Extensdo par da fungio de Walsh ao intervalo [-1,1].

Y, (%) Coeficientes da expansdo do fluxo angular em fungdes ortogonais.
Y(x) Vetor constituido de elementos v, (x).

E(s) Transformada de Laplace de ‘¥(x).

Y(x,vy,0) Fluxo angular bidimensional.

Y (x.¥) Fluxo angular bidimensional na diregio L, .

‘I-’II: (x) Coeficiente da expansdo de ‘¥, (x,y) em polinémios de Legendre.
* Operagido de convolugdo.

Xi



INDICE

1.

INTRODIUICAD -oiciosicossssessossrissneassssnsstimmssnssssneasssermssssaossusmsssissssssssesssnsansnssnsassestsasrsnsosss 1

APROXIMACAO DO FLUXO UNIDIMENSIONAL POR UMA SERIE

TRUNCADA DE FUNCOES ORTOGONATS .occossssssscumssiamssussassvssnepmissossonsshasssnsssrser 5
2.1, INEOOHUCHD (v ucsssonsssuissssusnsssnsessossssssssunsansrsasansensannannsosassansansosssennssssss sbbARSRIRS SR SARRRASHATARES 5
2.2, 0 MEL0A0 LIV N sossivneonivmvsnonsosisssmsssstmsonasiosnsssine s isasss unsssss sot i sessssaeass nsomnsusinsn s 7
2.3, O MEtodo LT O cuimvsssssossivsssssvassossssrssrasasiorisassossons ssisssissssisnsondsssosssusssussnsvssnsinesean 12
2.4. A Formulacio Generalizada ........cccuvueiiiiiiniiicnnnsinssssssessessesssssssssssesssssessssssssasassisssss 16

SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DE
TRANSPORTE ATRAVES DA DISCRETIZACAO DO DOMINIO

ANGULAR  cirmivssissaivnsianminsim s aases s ms iy s s i s R Ao 19
3.1 INENOAUCHD snsissssivssssvisrunessissrissnsesisiunssssssbnnsasssseisvssiasssssassssssansussnsnessessues ammemsassassennisn 19
3.2. Método Recursivo de Inversdo da Matriz LTSN eecciiicrininiiciiciinnnnnnnicnsninneniesssssnens 20
3.3, A FormUERCRO LEE AR i cievssveossmmmsrnsssorsssss ot cossssssssirssssnsss syamseasssssses i ssssssssseiassonssssassras 25
3.4. Fluxo Angular com Dependéncia Continua na Variavel Angular ......ccccevviiinnnnne 28
3.5, DiMetodo LTLIN cmmmsmvimssessmssssmssssissmammssstnsssns s s s om s s essssy 30

SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA BIDIMENSIONAL DE

TRANBPORTE ciiciusuissoniisinsimsiinssiionsssssaisssnisminiessnsomssaoansessivssissssmissnidsmnsisisas 34
AL DIVET ORI s sovunnisnvmmonns s s oo anis sk oo s e saasasss eSS BRSNS R 34
4.2. Formula¢dio LTChy e Série de Poténcias na Variavel y.........cccceervvcurrcssnnennssacsnnens 35
4.2.1. Mudanca de Variavel na Equaciio de Transporte.........ccccecerceneenrecsccnnnenens 35
4.2.2. Aproximacdo na Varidvel ESpAcial ¥......ccccecreernininnsnniessracsssnnsassonnsessnsenes 36

Xii



4.2.3. O Método LTChx no Problema Bidimensional.......coecevvseeresecsscccrsessssssessans 39

4.3. Método LTSy e Polinomios de Legendre na Variavel Y......ccccocveresicnrecnscreesssirnisnane 44
4.4, Formulacio LTSy e Série de Func¢des Ortogonais em ¥ ......ccecervcrecssssnnnissanenccaiosns 49
5. RESULTADOS NUMERICOS .......ccoseeerremcssnssssssmsssassosssssssssssssssssssssssassssassssssssss 52
O B 15 s i e P TN 52
5.2. Problemas Unidimensionais com Espalhamento ISotropico.......cccccevvvunicercniscnranans 53
5.3. Problemas Unidimensionais com Espalhamento Anisotrépico Linear .................. 63
5.4. Problemas Bidimensionais de Transporte........coceeeiesscissnniniessssssssnssssosssssssssssssisnass 65
6. CONCLUSOES.........coorevirnenssssssesesssnnsesssnasensessessssssssssssessssssssssassssssasssssasssassssssssassassasses 67
TR T TR INIC LA s monicissionssssn oS nss ss meshim s R R A AR 70
ANEXO 1
AR FUNCOES DE WAL s do s s s aiss G i 75
ANEXO II
DERIVACAO DA APROXIMACAQD Wi.ouvorresnsinensensssssssessssasssessossssssessessssssssaons 78
ANEXO III
TRATAMENTO DE GRANDES ESPESSURAS ......ccccetiriietinnetnicnsaensessensacsssarsnses 79

xiii



INDICE DE FIGURAS

Figura. Pag.
2.2.1. As funcoes G)E(u) e m!,(p.),paran=0:7 ...................................................................... 7
5.4.1. Geometria dolProblema Bidimensional.........iiiiiniienniinnnisinsiieesas 65
ALl An Funic0es G WaISH.imvmsisismissssa st ien s s ssAra RsAL s s s e 76

Xiv



INDICE DE TABELAS

Tabela. Pag.

5.2.1. Comparaciio numérica dos resultados para o fluxo escalar, obtidos pelos

métodos LTWy, LTChy, LTAN, LTLDN € SN cecccirscecssrressrnssssnccsnssssnesssnssssssessassssssssanes 53

5.2.2. Comparacio numérica dos resultados para a corrente transmitida, obtidos

pelos métodos LTWy, LTChy, LTAN, LTLDN € Snecuiiicissencissnnssssnnssessnessssarsssssnsressasns 54

5.2.3. Simulacio numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacdes LTWy,

LTChy, ETAx € LTLDy DAFA & = LU, concmmsmsassmenssivasssconsirssisssnssisssorsnnmmorssisssissiissinnsssn ah

5.2.4. Simulacio numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacdes LTWy,

LTChy, LAy & LYV DA = T cnisanommissasismsmninsssnmsnassorsassasnsansammnarenassnss 56

5.2.5. Simula¢io numérica para o fluxo escalar pelas formulacdes LTWy, LTChy,

LTAw e LTLEDx com X = 100, . vessisevssussineasenisssvisssnsissssssmnsnennssssosoasenusssrsinsonsumsnssivsomnns 56

5.2.6. Simulacio numérica para o fluxo escalar médio pelas formula¢ées LTWy,

LTChy; LTAy e LTLDg parga = 10, cucrissuniocsnnisossisssspsmsasisiasnssssscissosissssscuinunsoses 57

5.2.7. Simulacdo numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacdes LTWy,

LTChy, LAy € LTLDx-pani 4= 100iaimiminsissasinismasosinsesiimsassssiiornats 58

5.2.8. Menores autovalores e numero de condicionamento das matrizes LTWy,

LTCHKg LT Ay 8 LT LD siisiinmmnisiosmiismimanssmsinsssatsssimmnssamasenissssascaisssssssmsassnsanes 59

5.2.9. Simula¢do numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacoes LTWy,

LTChy, LTAx € LTLDy PAFA 8= 10, w..cocuessumsessesseossssaessnssssssssssssssssssssssssssnsssamsssassssassoss 60

5.2.10. Simulacdio numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacées LTWy,

LTChxy LT Ay & LTLD, pani & = Yhiisonassimnivimmasiosssiicsirssissssirsssisinmsenassesess 61

5.2.11. Simula¢io numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacoes LTWy,

LTChy, LTAx ¢ LTLDs: para a = 100 qasisinassoiissysaiveiisiissssmssnssssssossssssissssssnsnsss 61

5.2.12. Comparac¢des numéricas para o fluxo angular com dependéncia angular

contini € SOTR0 LI R cninmsmianmmimiissisii i i nbyassirmmss cesnnss 62

XV



5.3.1. Comparacio numérica dos métodos LTWy, LTChy, LTAy, LTSy, LTPy e

SGF Sy para o fluxo médio em uma placa homogenea............ccceeceeiiiersecnserssccssnssncsanes 63

5.3.2. Comparagao numérica dos métodos LTWy, LTChy, LTSy, LTPy e SGF Sy

para o fluxo médio em uma placa RELETOZEMEA. ....ccvvcsecmsensssssensonsssssssssassssssasssansassasanass 64

5.4.1. Simulacio numérica da corrente angular pelos métodos LTChy-SPy, LTSk,

B L o T —" 66

Xvi



1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos diversas aproximagdes tém sido propostas para solugdo da equagdo
linear de transporte de particulas. Entre estas, pode-se identificar os métodos variacionais, como
elementos finitos e colocagd@o, entre os quais encontramos o método Fy [1], e os métodos de
aproximagdes, tanto do termo integral por formula de quadratura, como do fluxo angular em uma
série truncada de funq;,c”)es ortogonais na variavel angular, entre os quais, cita-se as aproximagdes

Sx [2], Px [2], Wx [3], Chy [4,5], Ax [6] e LDy [7,8], que serdo discutidas a seguir.

As equagdes Sy sdo estabelecidas aproximando-se o termo integral da equagdo de
transporte pelo esquema de quadratura de Gauss. O sistema de equagdes diferenciais resultante
tem sido resolvido por métodos de diferengas finitas, sendo que recentemente, Barros e Larsen
[9] propuseram um esquema numeérico livre de erro de truncamento para resolver esta
aproximagao, denominado SGF-Sy. Este esquema foi estendido para problemas
multidimensionais, através dos métodos nodais [10], ou seja, fazendo-se a integra¢do transversa
da equagdo de transporte multidimensional. No inicio desta década, Vilhena e Barichello [11-14]
encontraram uma solugdo analitica para o sistema de equagdes diferenciais Sy aplicando a
transformada de Laplace na wvariavel espacial, resolvendo o sistema linear resultante
analiticamente e fazendo a inversdo do fluxo transformado, pela técnica de expansdo de
Heaviside. Esta solugdo foi estendida para problemas de multigrupo [15], problemas
unidimensionais sem simetria azimutal [16,17], problemas com dependéncia temporal [16],
problemas multidimensionais [18-20] e a problemas bidimensionais em dominios convexos [21],
bem como permitiu a construgdo de uma solugdo analitica com dependéncia continua na variavel

angular & partir da solugdo LTSy [16,22,23].

Nos trabalhos acima citados [11-23], a solug@o analitica do sistema algébrico linear foi
obtida considerando este sistema como uma equagdo matricial, calculando-se o determinante e a
matriz adjunta para esta matriz, denominada matriz LTSy. Este processo € possivel devido a
estrutura da matriz LTSy [12]. E relevante relatar que o nimero de operagdes requeridas por este
método de resolugdo do sistema algébrico é proporcional a N!, e, conseqiientemente, este
processo torna-se inapropriado, do ponto de vista computacional, para resolver problemas de
transferéncia radiativa [24], os quais exigem altos valores para N. Portanto, para melhorar a

eficiéncia computacional do método LTSy na resolugdo de problemas de transferéncia radiativa,



neste trabalho propde-se um novo esquema de resolugdo do sistema algébrico linear [25]. Para

tal, a matriz LTSy, para o caso de espalhamento isotropico, ¢ modificada por operagdes

elementares, de maneira que a matriz resultante possua uma estrutura especial quando vista como
blocos, ou seja, as primeiras (n-1) linhas e colunas da matriz LTS,, com n = 2:N, coincidem com a
matriz LTS,.;. Assim, procedendo recursivamente, comegando com n = 2, a inversa da matriz
LTSy é obtida calculando-se a matriz LTS, (para n = 2:N) em termos da matriz LTS,.,,

aplicando-se sucessivamente o método de partigdo [26].

Por outro lado, o método Py [2] é obtido aproximando-se o fluxo angular por uma série
truncada de polindmios de Legendre, substituindo-se na equagdo de transporte e tomando-se
momentos, ou scja, multiplicando-se a equagdo resultante por cada polindmio de Legendre e
integrando-se em p € [-1,1]. A resolugdo analitica do sistema de equagdes Py, obtida por Streck
[27,28], através da aplicagdo da transformada de Laplace e sua inversdo analitica estabelecida

pelo algoritmo de Trzaska [29], é denominada formulagdo LTPy.

Baseado nos excelentes resultados numéricos obtidos pelos métodos LTSy e LTPy, para
N < 16, e pelo fato que a combinacdo da transformada de Laplace e do método de Trzaska
possibilita a determinagdo de solugdo analitica para estas aproximagdes, propde-se, neste
trabalho, a extensdo desta técnica para outras aproximacgles da equagdo de transporte, assim
como uma formulagdo geral para todas as aproximagdes citadas inicialmente, com dependéncia

continua e seccionalmente continua na variavel angular.

A aplicagdo das fungdes de Walsh [30] na solugdo da equagdo unidimensional de
transporte, considerando modelo isotropico de espalhamento e um grupo de energia, foi
introduzida por Seed e Albrecht [3]. A idéia deste método ¢ baseada na expansdo do fluxo
angular de particulas em termos das fungdes de Walsh, com o dominio angular estendido ao
intervalo [-1,1j. Assim, truncando-se e substituindo-se esta expansdo na equagdo de transporte, e
tomando-se momentos, como no método Py [2], um sistema linear de equagdes diferenciais de
primeira ordem para as componentes espaciais do fluxo de particulas é estabelecido e denotado
aproximagdo Wy. Este método € estendido para o problema de transporte com espalhamento
anisotropico e a solugdo destas equagdes pela transformada de Laplace e algoritmo de Trzaska é

denominada LTWy [31,32].

A aproximagdo Chy para a equag@o de transporte linear, considerando espalhamento
anisotropico e um grupo de energia, ¢ obtida expandindo o fluxo angular em uma série truncada
de polindmios de Chebyshev [33] na variavel angular, substituindo-se esta expansdo na equagédo

2



de transporte ¢ tomando-se¢ momentos. O Vsistema diferencial linear de primeira ordem resultante ¢
resolvido para os coeficientes espaciais do fluxo de particulas pela aplicagdo da transformada de
Laplace. A inversdo dos coeficientes transformados é feita, também analiticamente, usando o
algoritmo de Trzaska e a técnica de expansdo de Heaviside. Este procedimento € denotado

método LTChy [4,5].

O método Ay, proposto por Coppa e Ravetto, resolve a equagdo de transporte linear em
qualquer geometria, considerando espalhamento isotropico [6] e linearmente anisotropico [34].
Este método consiste da aplicagdo da transformada de Fourier na variavel espacial, mudanga da
variavel angular para o intervalo [0,1] e da aproximagdo do termo integral desta equagdo pelo
esquema de quadratura de Gauss. Um sistema linear de equagdes diferenciais de segunda ordem
na variavel espacial é obtido procedendo a inversdo analitica da transformada de Fourier. Neste
trabalho, a aproximagdo Ay da equagdo de transporte unidimensional em geometria cartesiana,
para espalhamento anisotropico, € obtida de uma nova maneira, utilizando-se a transformagédo de
Kuznetsov [35], que mapeia a varidvel angular no intervalo [0,1], e aproximando-se o termo
integral da equagdo de transporte por quadratura de Gauss. O sistema de equagdes diferenciais Ay
¢ entdo resolvido analiticamente aplicando-se a transformada de Laplace, na variavel espacial, e
inversdo analitica. Denota-se esta solugdo como LTAy [36]. Neste trabalho, propde-se também a
constru¢do de uma solugdo analitica para esta aproximagdo, também com dependéncia continua

na variavel angular.

Recentemente, Barros [7] desenvolveu um esquema numérico para solu¢do do problema
de transporte aplicando o método dos elementos finitos na variavel angular e resolvendo o sistema
de equagdes diferenciais resultante, denominado LDy, pelo método nodal SGF [9]. No presente
trabalho, também encontra-se uma solugdo analitica para as equagdes LDy, aplicando-se a
transformada de Laplace neste sistema de equagdes diferenciais e resolvendo-se o sistema linear
algébrico resultante pelo algoritmo de Trzaska, com inversio analitica do fluxo angular

transformado. Este procedimento € denominado método LTLDy [8].

Além disso, foram obtidas solugGes exatas da equagdo de ordenadas discretas (Sy) em
duas dimensdes por Zabadal et alli [18-19] e Barros e Larsen [10] para os fluxos médios e fluxos
angulares na fronteira, através dos métodos nodais, ou seja, procedendo-se a integragdo
transversa do fluxo angular em cada uma das varidveis espaciais, Neste trabalho, apresenta-se
uma formulagdo analitica para as aproximagdes Chy e Sy da equagdo de transporte em duas

dimensdes, expandindo-se o fluxo angular, na variavel espacial y, em uma série de poténcias ou

3



em uma série truncada de fungdes ortogonais e aplicando-se a transformada de Laplace na
variavel espacial x. Destas aplicagdes, resulta um sistema linear para as componentes do fluxo
angular transformado, que € invertido pelo algoritmo de Trzaska [29]. A principal caracteristica

deste método consiste no fato de que este fornece uma solugdo analitica para o fluxo angular em

duas dimensdes.

Finalmente, cabe ressaltar que o método geral de solugo analitica para as aproximagdes
mencionadas, resultante da aplicagdo da transformada de Laplace e do algoritmo de Trzaska,
permite que seja feito um estudo comparativo entre as diversas aproximagdes consideradas, com
o objetivo de verificar qual delas fornece resultados com precisdo desejada com menor ordem de

quadratura.

Este trabalho € apresentado da maneira que segue: no capitulo 2, sdo descritos os
métodos LTWy e LTChy, bem como uma formulagdo generalizada para as aproximagdes do fluxo
angular em uma série truncada de fungdes ortogonais e sua resolugdo pela aplicagdo da
transformada de Laplace e pelo algoritmo de Trzaska. No capitulo 3, € inicialmente discutido o
método recursivo de inversdo da matriz LTSy, bem como o método de solugdo das aproximagdes
An e LDy aplicando transformada de Laplace e algoritmo de Trzaska. No capitulo 4, é
estabelecida a solugdo do problema bidimensional de transporte usando expansdo do fluxo
angular em uma série de poténcias ou em uma série truncada de fun¢des ortogonais na variavel
espacial y ¢ os métodos LTChy ou LTSy. No capitulo 5, sdo apresentados e comparados os
resultados numeéricos para as formulagdes expostas acima. As conclusdes deste trabalho sdo

estabelecidas no capitulo 6.



2. APROXIMACAO DO FLUXO UNIDIMENSIONAL POR UMA
SERIE TRUNCADA DE FUNCOES ORTOGONAIS

2:1, Introducio

Neste capitulo, sdo apresentadas as aproximacdes da equag@io unidimensional de
transporte [2], considerando espalhamento anisotropico e um grupo de energia, obtidas por uma
expansio do fluxo angular em uma série truncada de fungGes ortogonais, continuas ou
seccionalmente continuas, na variavel angular. O sistema de equagdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem resultante é resolvido analiticamente pela aplicagdo da transformada de Laplace e
as componentes espaciais transformadas do fluxo angular sdo obtidas, também de forma analitica,

pelo algoritmo de Trzaska [29] e expansdo de Heaviside.

Para tal, considera-se o seguinte problema de transporte:

L
D (a2t ]
Ox k=0

n £ B () || Py (0)00c k)i + Qi ), (2.1.1)

onde ¢(x,p) € definido como o fluxo angular de particulas na posi¢do x € [0,a] e diregdo ,

sujeito, por exemplo, as seguintes condi¢des de contorno:

o(0,p)=f(pn),sep>0 (2.1.1a)
e
o(a,—n)=0,sepn>0. (2.1.1b)

Os coeficientes fx sdo pardmetros do modelo de espalhamento anisotropico e as fungdes P (1)
denotam os polindmios de Legendre [33].
As formulagdes LTWy e LTChy sfo estabelecidas, respectivamente, nas se¢des 2.2 e 2.3.

Na seg¢do 2.4, € apresentada uma formulagdo generalizada para aproximagdes da equagio de

transporte obtidas pela expansdo do fluxo angular em uma série truncada de fungdes ortogonais



na variavel angular, bem como sdo representados os métodos LTPy, LTWy e LTChy nesta

formulagio.



2l O Método LTWy

As fungdes de Walsh (vide Anexo I [30]) constituem um conjunto ortonormal completo

de fungdes seccionalmente continuas em Ly([0,1], 1). Portanto, a solugdo do problema linear de

transporte (2.1.1), através da expansdo do fluxo angular em uma série truncada das fungdes de

Walsh na variavel 11, requer uma extens@o de dominio destas fungGes para o intervalo [-1,1]. Com

esta finalidade, as fun¢des de Walsh ©,(u) sdo estendidas de forma par e impar,

respectivamente, como segue [31-32]:

B O,(p),sepn=0
0, =

Op (1), se 1 < 0

0,(n)=

~0,(-p),sep <0

(2.2.1)

(2.2.1a)

comn=0:N. As fungdes o ﬁ(u) & mfj(u) sdo apresentadas, para n = 0.7, na Figura 2.2.1.
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Figura 2.2.1. As fungdes mz(u) e (oﬁ(u) » paran = 0:7.
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Uma fungdo (), definida no intervalo [-1,1], pode ser expandida em termos destas fungGes

estendidas, ou seja:

£ = 3 [an0n () + by (W),

n=0

onde:

_LE P
ap = [, fon wdu

1 ¢l
by =] fon () du.

(2.2.2)

(2.2 2a)

(2.2.2b)

Neste ponto, € relevante enfatizar que Seed e Albrecht [3] procederam de uma forma diferente

para estender o dominio das fungdes de Walsh para o intervalo [-1,1] (vide Anexo II).

Com o objetivo de utilizar as fun¢des de Walsh para resolver o problema (2.1.1), o fluxo

angular € aproximado pela expanséo truncada:,

N
00,1 = 3 [en (o7, (1) +By (o), (1)

n=0

(2.2.3)

Substituindo-se esta expressdo para o fluxo angular na equagdo (2.1.1), multiplicando-se por

mi(u) , considerando m = O:N, e integrando-se no intervalo [-1,1], resulta:

N [L/2) N

d ,
ZDMI%(X)%- an(x) =Y @k+1fy P> P o, (x)+QF (x)
n=0 k=0 n=>0

e, similarmente, multiplicando-se por mfn (u) e integrando-se, obtém-se:

N [(L-1)/2]

do il e
ZDll,md_;(x)+Bln(x) . Z (4k+3)f21~;+l P]%’lk-'-] Zpﬁkﬂ BH(X)-I-Q{“(X),
n=>0 k=0 n=0

(2.2.4)

(2.2 4a)



onde [L/2] denota a parte inteira de L/2,

1f2.8en=m

D, m=1-2"%? se(n+m)mod2 = 2", kinteiro positivo, (2.2.4b)
0, em outro caso
3 1 P B
Q) = [ Q0o () du (2.2.4¢)
€
1
Q) = [ QU)o (W)du, (2.2.4d)

sendo que a notagdo (n + m) mod 2 denota a soma em modulo 2 dos digitos binarios de n e m

[30] e D,,, resulta de uma combinagdo das equagbes (Al.4) e (Al.7) do Anexo I. Os

coeficientes P,'.fl sao calculados pela integral:

s 1
Py, = jopk(l-l)@m(u)d!—l, (2.2.4¢)

e tabelados, para k, m = 0 : 7, por Cardona [31]. As equagdes (2.2.4) e (2.2.4a) sdo denominadas

equagdes Wy.

Para resolver o sistema de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem (2.2.4)-

(2.2 4a), aplica-se a transformada de Laplace nestas equagdes, resultando a equagdo matricial:

A D][ae] [DBO] [ )

ikt ™ HE (2.2.5)
sD B || B(s) Da()] Q)

onde a matriz D tem seus elementos definidos por (2.2.4b) e as matrizes A e B slo definidas,

respectivamente, por:



[L/2]

(A),  =Bum = X @k+Dfyy PREPZY (2.2.52)
’ k=0
€
L g 2k+] p2k+]
T
(E)nm =8ym— 2, @k+3)fn Py Py, (2.2.5b)
’ k=0

— = . =P —1
com &, ,, denotando o delta de Kronecker. Os vetores a(s), B(s), Q (s) e Q (s) denotam,
respectivamente, a transformada de Laplace dos vetores o (x)= [ao(x)...ch (x)]T,

T T T
B(x)=[Bo(x)..BN ()], gP(x):[Qa’(x)...Qﬁ(x) e Q (x)= [Qé(X)...Qir(X)] . Os vetores
a(x) e B(x) sdo determinados resolvendo a equagdo matricial (2.2.5) pelo algoritmo de Trzaska

[29] e pela inversdo da transformada de Laplace pela técnica de expansdo de Heaviside, sendo

dados por:
a(x)]  [2N+2 DB(0)] (2n+2 Q' (x)

= (Pxx)A »| + (PxX)A, p*| ™ ; (2.2.6)
B {gm P =‘~} D a(0) {k—z:]exp P =1*} Q')

onde os coeficientes py sdo as raizes do polindmio caracteristico da matriz que aparece no lado

esquerdo da equagdo (2.2.5) e ék sdo matrizes resultantes da aplicag¢@o do algoritmo de Trzaska.
O simbolo * denota a operagéo de convolugao.
Os vetores desconhecidos o (0) e B(0) sdo determinados usando-se as condigdes de

contorno (2.1.1a) e (2.1.1b) com o fluxo angular expandido em termos das fung¢des de Walsh

estendidas, multiplicadas por o, (it) e integradas em n € [0,1]. Este procedimento resulta no

seguinte sistema linear:

0 (0)+ B (0) = [ F ()0 ()l (2.2.7)
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a,@)+BL(a)=0,m=0N. ‘ (2.2.7a)

Substituindo-se os valores de a.(x) e B(x), dados em (2.2.6), nas equagdes (2.2.7) e
(2.2.7a), obtém-se um sistema linear para os vetores desconhecidos & (0) e B(0). Finalmente,

resolvido este sistema linear, as fungdes o, (x) e B, (x), dadas por (2.2.6), ficam completamente

determinadas e, conseqiientemente, uma formulac¢@o analitica para o fluxo angular em termos das

fungBes de Walsh estendidas € estabelecida na equagéo (2.2.3).
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2.3. 0O Método LTChy

Expandindo-se o fluxo angular, na variével 11, em termos dos polindmios de Chebyshev

[5-6], ou seja:

N
1 5
O(%, 1) = 3 0, (x) Ty (1), com N impar, (23.1)
\{ 1- HZ n:,(")
substituindo-se na equagdo (2.1.1), multiplicando-se por T,,(it), sendo m = O:N, e integrando-se

em | no intervalo [-1,1], obtém-se o seguinte sistema de equagOes diferenciais lineares de

primeira ordem para a componente espacial o, (x) :

N dot T &9k o
2 B 200+ o0 (%) = 2 fi B 3B 0 (%) + Quu(x), (23.2)
n=0 o ~Omyo k=0 2 n=0
onde
R .. (2.3.22)
nm ~ 2(2 = Snﬂn’]) > Jd.za
2 L,
Brk =, TG0 P du, (2.3.2b)
1T, () Py () dp
Bg}k =j'_1 I(L) R(z) I (2320)
\/l—u
e
1
Qun(¥) = [, Q1) T () dn, (2.3.2d)

com 6, ,, denotando o delta de Kronecker.
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Os coeficientes Bﬁ,k e Bi,k sdo calculados por uma formula de recorréncia derivada da

multiplicagdo das formulas geradoras dos polindmios de Legendre e de Chebyshev [30] e
integracdo da equagdo resultante. Deste procedimento obtém-se:
2k +1

m
Bike = of Bnrix +

m k

n-1k _EBER—] ,comm=2ou3, (2.3.3)

para k > 2, enquanto que para k = 0 e 1 os coeficientes B;zl,k e Bg,k assumem os valores:

0, se n+k € impar

L S
Pak = ———~(]+k)22_n2,sen+képar ()
e
3 LTI )
P— . % A.33b
ﬁn,l\ 2_8}"0 ( )

As equagdes diferenciais ordinarias (2.3.2) sdo denominadas equagdes Chy e sdo

resolvidas analiticamente pelo uso da transformada de Laplace, resultando na equag@o matricial:

(si+g).§(s)=é,g(0)+§(s), (2.3.4)

onde as matrizes A e B so definidas, respectivamente, por:

(A),.. =Batma (2.3.4a)
e
n EBkE), 2 o3
(E)n m - i 6“’“‘ N Z fk Bﬂ—l,k Bm—l,k > (234b)
v 2 81,11‘1 k=0 2

sendo que os vetores i(s) e §(s) denotam, respectivamente, a transformada de Laplace de
a () =[ae()..an®]" e Q) =[Qx). Qn(x)]". O vetor a(x) ¢ determinado

13



resolvendo-se a equacgdo matricial (2.3.4) pelo algoritmho de Trzaska [29] e pela inversdo da

transformada de Laplace pela técnica de expansio de Heaviside, sendo dado por:

2N+2 2N+2
o (x) :{ Zexp(pkx)gk}gg(on{ Zexp(pkx@k}* Q) (23.5)

k=1 k=1

onde os coeficientes p, sdo os autovalores da matriz é"lg e AL sdo matrizes resultantes da
aplicagdo do algoritmo de Trzaska. O simbolo * denota a operag@o de convolugio.

O vetor desconhecido «(0) € determinado utilizando-se as condigdes de contorno

(2.1.1a) e (2.1.1b) com o fluxo angular expandido em termos dos polindmios de Chebyshev,

multiplicadas por T (i), considerando m = 0, 2, 4,..., N-1, e integradas no intervalo [0,1],

resultando no seguinte sistema linear:

i}xﬁ‘ 0, (0) = [} 1) T (1) (23.6)
=

e

N

> D)'yxn an(a) =0, (2.3.6a)
n=0

onde

[ 4 (~1)(m+n+1)/2

, Se n impar
m? — n? P
m J n
=Sy _—_—Q—_-,%¢n=m . 2.3.6b
A EYC I L

|0, em outro caso

Substituindo-se os valores de o.(x), dados em (2.3.5), nas equagdes (2.3.6) e (2.3.6a),

resulta um sistema linear para o vetor o(0). Sendo este resolvido, ficam completamente
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determinadas em (2.3.5) as fungdes o, (x) e uma formulagdo analitica para o fluxo angular em

termos dos polindmios de Chebyshev € estabelecida por (2.3.1).
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2.4. A Formulacio Generalizada

Visando generalizar as formulagdes apresentadas nas seg¢des 2.2 e 2.3, considera-se um

conjunto completo de fungdes ortogonais, ®,(u), linearmente independentes que constituem

uma base do espago de Hilbert L, ([-1,1],p(n)), dotado do produto interno [30]:

<u(u, v >= [ p() () viw) du, 241

para todas as fun¢des u(n) e v(u) neste espago. Entdo, expandindo-se o fluxo angular em uma

série truncada destas fungdes, tem-se;

N

O(x,1) = 2 W, (x)Oy (1), N impar. (2.4.2)
n=0

Substituindo-se (2.4.2) na equagdo (2.1.1), resulta:

L dy o] -

Z{ud—x"(XH \Pn(X)}@n(u) Z fi Pe(i) D- 0, (k) w (%) + QUx, ), (2.4.3)
n=0 k=0 n=0

onde;

o, (k) =j_]l P (1), (1) dut. (2.4.3a)

As equagdes da formulagdo generalizada sdo obtidas pela aplicagdo do produto interno da

equagdo (2.4.3) por O, (1):

2k +1

N
ZA dli!n —(X) + W (x) = Z fiBm (k)Y oty (k) (x) +Qpy (%), (2.4.4)
k=0 n=0

comm = O:N, onde 3, denota o quadrado da norma de ©,, (1),

N!Tll s l-l'en(l-l)=®n1(u)>: (2443)
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Bm(k) = P]\(LI.),@m(Ll) > ' (2.4.4b)

Q. (x) =< Q(x,11), 0, (1) >. (2.4.4c)

Para resolver o sistema de equagdes diferenciais ordinarias (2.4.4), aplica-se a

transformada de Laplace, resultando a seguinte equagdo matricial:
(sA+B)¥(s) = A¥(0) +Q0s), (245)

onde os vetores W¥(x) e Q(x) sdo definidos, respectivamente, como [‘Uo by s wN(x)]T e

[Qo(x)...QN(x)]T. Os componentes a;; e b;; das matrizes A e B sdo, respectivamente,

8]

definidos por:
a;; =N} (2.4.5)
e
U Okl
by =885 =2, fi B (K)o iy (k) . (2.4.5b)
k=0

A barra representa transformada de Laplace na variavel espacial e o coeficiente 6;; denota o

delta de Kronecker. Invertendo-se a matriz sA +B pelo algoritmo de Trzaska [29] e o vetor

transformado E(s) , resulta:

N N
() = {Zexp(pnx) gn} AW(0)+ {Zexpmnx) gn}* Q). (24.6)

n=0 n=()

As constantes p, que aparecem na equagdo (2.4.6) sdo os autovalores da matriz é'lg e as
matrizes én sdo as resultantes da aplicagdo do algoritmo de Trzaska. O simbolo * denota a

operacdo de convolugio.
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Visando-se determinar os (N+1) componentes do vetor W(0), (N+1) condigdes devem
ser estabelecidas. Para tal, sio aplicadas as condigdes de contorno (2.1.1a) e (2.1.1b),
multiplicadas pelas fungdes pré-determinadas @, (1), com m = 0:(N-1)/2, e integradas em 1 no

intervalo [0,1]. Este procedimento gera o seguinte sistema de equagdes:

N

S [} (1O, ()@ (1) di1 v, (0) = [ £) D (1) (24.7)
n=0 :
[ +]

L

> [, PO, (1) @y (W) d vy (2) = 0 (2.4.72)
n=0

Substituindo-se W(0) e ¥(a), dados pela equagio (2.4.6), nas condi¢gdes de contorno (2.4.7) e

(2.4.7a), resulta um sistema linear, que resolvido determina os componentes do vetor ‘¥(0).

Deste modo, o fluxo angular de particulas expresso pela equacdo (2.4.2) fica completamente

determinado em forma analitica.

Concluindo, obtém-se uma formulagdo que generaliza as aproximagdes da equagdo
unidimensional de transporte resultantes da expansdo do fluxo angular na variavel angular em uma
série truncada de fungdes ortogonais continuas (polindmios de Legendre, no método LTPy, €
polindmios de Chebyshev, no método LTChy) ou seccionalmente continuas (fungdes extendidas
de Walsh, na formulagdo LTWy), com solugdo analitica pela aplicagdo da transformada de

Laplace e inversdo analitica pelo algoritmo de Trzaska.
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3. SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DE
TRANSPORTE ATRAVES DA DISCRETIZACAO DO DOMINIO
ANGULAR

3.1 Introducio

Neste capitulo, apresenta-se solugdes analiticas para aproximacdes da equagdo
unidimensional de transporte discretas na variavel angular (aproximagdes Sy [11-12] e Ay [36])
ou solug¢des por elementos finitos no dominio angular (aproximagdo LDy [7-8]). O sistema de
equagdes diferenciais lineares de primeira ordem para os fluxos angulares nas diregdes discretas é
resolvido pela aplicago da transformada de Laplace na variavel espacial, resolugdo do sistema

algebrico resultante e inversdo dos fluxos transformados.

Este capitulo é organizado na seguinte maneira: na se¢do 3.2, é apresentado um método
recursivo de inversdo da matriz LTSy; na secdo 3.3, ¢ estabelecido o método LTAy, para
espalhamento anisotropico; na seco 3.4, ¢ obtida uma solugo analitica para o fluxo angular pela
formulagdo LTAy com dependéncia continua da variavel angular; e na segdo 3.5, o método

LTLDy é descrito para problemas de transporte com isotropia.
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3.2, Método Recursivo De Inversio da Matriz LTSy

A principal dificuldade na aplicagdo do método LTSy, sendo N > 16, consiste na
inversdo da matriz LTSy [11-12]. A seguir descreve-se um método alternativo de inversdo desta

matriz, decompondo-a em blocos e invertendo-os recursivamente. Este esquema € denominado

método recursivo.

Com o objetivo de elucidar a idéia do método recursivo, considera-se o seguinte

problema Sy isotropico [11-12]:

do B i
d"(X)Hpn(X):EZka(X), com n=I:N, (3.2.1)
X

k=1

Hy

onde 1, e ®, denotam as abscissas e os pesos da férmula de quadratura utilizada, ¢,(x)

representa o fluxo angular na diregdo |1, e ¢ denota o nimero médio de particulas emitidas por

colis@o.
Para este problema, a matriz LTSy é escrita como [11-12]:
1 ce co i
Gdpreier—s e - TN
o 21 2u 2y
_cw, : 1 co, _cay
A 8= 21, ey 2@y 21, . (3.2.2)
cw co 1
s T s I T ...
2un 2un Hn o 2HN

Realizando operagdes elementares sobre a matriz éN(S) , ou seja, subtracdes de linhas, obtém-se

a denominada matriz LTSy modificada, denotada A;(s) , cujos elementos s3o expressos como:
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c :
(1+5s1,)0j) —Emj s Fed=l

« _ J(1+sp),sei#lei=] (3.2.3)

—(1+spy)sei#lei=j+1]

0, em outro caso

onde &, ; entende-se como o delta de Kronecker.

Para calcular recursivamente a inversa da matriz A; (s), comega-se definindo as

seguintes matrizes:

— C ]
__0)11
2
0
En(s) = Eﬂ‘l(S) . (324)
0
0 - 0 —(l+spy) (l+spy))

paran=2Ne B (s)=(1+spy) - %m] . E importante observar que B (s) tem estrutura possivel
=== =n

de ser invertida pelo método do particionamento [26]. Seguindo este procedimento, resulta a

seguinte formula para a inversa da matriz B (s)
g =1

I =L _pn _o
En (s)= Dn(s)z (s), comn=2N, (3.2.5)

onde D, (s) denota o determinante da matriz B (s) e P"(s) é a matriz adjunta de B (s), cujos
= = =n

elementos sdo definidos como:

21

EBCOLE DE ENGENUAHIA
BIBLIOTECA



Pai(s) = (1+ 5151 PR7j (5),
sej=1:(n-1), ou:
PL(s)=—.0q B (),
sei1=1:(n-1), ou: |

P1]11,n (s)=Dy_1(s),

ou:

p— C i T
P! (5).Dy(s) + 5 P B (9)- PRy (8).(1+ sy )

Pi’j (S) ) Dn—l(s)

2

g8 D, (8 &0 el j= Lin-1), o

PR (8) = — (14 8y ).
I,J() 2 ( = 2) mn—l-Du—Q(S)

se D,_1(s)=0ei,j=1:(n-2), ou

1
P (8i=(1+80, ) Pry (),

se D, 1(s)=0¢ej=1:(n-2), ou:

5 2
¢ Op 1. (I+spy)+o,. (1+su, ) pn-2

Pi?n—l (s)=
n-1

se D, ;(s)=0¢ei1=1:(n-2), ou

Prrll—l,n—] (S) = (] + 5Ly ) Dn—2 (s),

22

2 2
(A +sp)+oq. (1+sp,, . .
n—| n n n 1)-Pii}1 2(3).13“ %J(S)_‘_

P (s)
Dn—2 (S)

- &

(3.2.62)

(3.2.6b)

(3.2.6¢)

(3.2.6d)

(3.2.6€)

(3.2.6f)

(3.2.62)

(3.2.6h)



i c
se D, ;(s)=0, com n = 3:N. Aqui, para n = 2, temos: P2 (s) = 1+ 51y Plzz(s):zmz;
2 9 c
B (9)= L+ sy ¢ P(9)= Loty ~o.

Explorando a estrutura da matriz B (s), a seguinte formula de recorréncia para seu
=n

determinante € obtida e dada por:

n-I|

D, (s)=(1+su,).D, () —%mn.n(l+suk),n =3'N, (3.2.7)
k=1

¢
onde tem-se que Dz(s):(1+sl.t])(1+su2)—E[ml(l+sp12)+co2(1+sul)]. Entdo,

substituindo-se (3.2.7), para n decrescente, sucessivamente no lado direito da equagdo (3.2.7),

obtém-se que:

n C n n
Dy =[]0+su) -2 Zom [J0+sup),n=2:N. (3.28)
k=1 m=| k=l
k#m

Finalmente, observando-se que é;(s)z EN(S), a solugdo LTSy € entdo apresentada

como [11-12]:

N
Q(X)={Z exv(SDX)Qn}E ; (3.2.9)
n=0

onde os vetores coluna @(x) e I' sdo definidos, respectivamente, como [(po(x)...(pN(x)]T e

4§ 4
[ulq)](()) p.chz(O)ﬁul(p](O)...uN(pN(O)~uN_1(pN_](O)] , 0s coeficientes s, denotam os

autovalores da matriz éN(s) e:

_ 1 N
A = Dy () P (sy). (3.2.10)

Aqui, D (s) denota a derivada de Dy (s) .
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Concluindo, é relevante enfatizar que a matriz adjunta P"(s), descrita pelas equagBes
(3.2.6), esta bem definida, porque os determinantes D, ;(s) e D, ,(s) nfio se anulam

simultaneamente quando s = s;. Este resultado pode ser facilmente obtido de uma cuidadosa
observagdo das equagdes (3.2.7) e (3.2.8). SimulagSes preliminares para N = 180, com pequeno
tempo de computagio, indicam que o método recursivo de inversdo da matriz LTSy € um
algoritmo promissor, sob o ponto de vista computacional, no sentido de permitir a aplicagdo do

método LTSy na solu¢do de problemas Sy com elevada ordem de quadratura.



3.3. A Formulagio LTAy

A aproximagdo Ay, proposta por Coppa e Ravetto [6], da equagdo de transporte
unidimensional em geometria cartesiana, para espalhamento anisotropico, € obtida de uma nova
maneira, utilizando-se a transformagio de Kuznetsov [35], que mapeia a variavel angular no
intervalo [0,1], e aproximando-se o termo integral da equagdo de transporte por quadratura de
Gauss. Este sistema de equagdes diferenciais € entdo resolvido, de forma analitica, aplicando-se
transformada de Laplace na variavel espacial e inversdo analitica do fluxo angular nas dire¢Ses

discretas. Esta solugdo é denominada LTAy [36].

Para expressar esta idéia, aplica-se a transformacgdo de Kuznetsov [35] no problema

(2.1.1), definida como:

u(x, ) +vix, ), sepn>0

co(x,u)={ (33.1)

u(x,—p) — v(x,—p),se p<0 ’

aproxima-se o termo integral da equagdo (2.1.1) pelo esquema de quadratura de Gauss e utiliza-

se a idéia das ordenadas discretas, resultando:

[L/2]

ov 4m+1
My o Co ) Hu0 ) = 3 ———— Fo Pon (i) Tom(x) + Q7 (x, 1) (3.3.2a)
m=()
e
ou (L D2T 4 4 3
Hi &(X,Hk) +v(X, 1) =8, Z Tf2m+] Pym+1 (le)Jguﬂ(x) + QI(X>le), (3.3.2b)
m=0

sendo que as condi¢des de contorno sdo reescritas como:

u(0, 1y )+ v(0, g ) = fpy) (3.3.2¢)
€
u(a,py ) —v(a,py ) =0, (3.3.2d)
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parak =12, ..., N, onde

QP (x ) = 2ot l)zQ(x’_“), (3.3.3a)
Qe 1) = Q(x, ) ;Q(Xru) ’ (3.3.3b)
N
Jym(x) =2 Z T P (1) ulx, 1y ) (3.3.3¢)
k=1
€
N
Ban (=2 my Py () vx, 1y (3.3.3d)
k=1

O pardmetro 8, assume o valor um, se L # 0, e zero, se L = 0, e [L/2] denota a parte inteira de

L/2. As constantes T e L, denotam os pesos e as abscissas referentes a quadratura de Gauss.

Para resolver o problema (3.3.2), aplica-se a transformada de Laplace nas equagdes

(3.3.2a) e (3.3.2b), resultando a seguinte equagdo matricial:

u ©] | qQ
(sI—A) fl(s) {E }r ?P(S) , (3.3.4)
v O] [Q (s

onde os vetores u(x), v(x), gp(x) e gl(x) sdo definidos como [u(x,u])...u(x,uN)]T,

T Tl / P P I / I Frisel”
[VOG)- V)] 5 QT () 7 1y QT (i) iy | € | QU () /1y Q (k) iy |
respectivamente. O simbolo 1 denota a matriz identidade e os elementos da matriz A sdo

definidos como:
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(5 1 P
Di——,sei=j—N
Hi
i 1 . :
Ej——,sel—N:J
(ﬂ). = B : (3.3.52)
= B g.sejENim>Nei-N=j

I

DI™N  sei<N,j>Nei#j-N
|0, nos demais casos

onde:

[L52] 4m+1 b
R = Z - f2m PZin(I‘lk) —%. PZm(“n) (3.3.5b)

m=( HK

€

(D21 4m 43 n
DE =d1, Z T fom+1 Pamer (i) '“_nplmﬂ (y). (3.3.5¢)
m=0 K

A barra denota a transformada de Laplace, na variavel espacial, das componentes do fluxo angular
e da fonte. Resolvendo-se a equagdo matricial (3.3.4) pelo algoritmo de Trzaska [29] e

invertendo-se a transformada de Laplace por meio da técnica de expansdo de Heaviside, obtém-

S€:
u(x)] (2N u(0)] (2v Q' (x)

= exp(pix) A + exp(px) A »* | , (3.3.6)
L(x)} Lzl k =k}L(OJ {LZ] # =‘*} Q*(x)

que € a solugdo para o problema (3.3.2), onde os coeficientes py sdo os autovalores da matriz A
e as matrizes ék resultam da aplicagdo do algoritmo de Trzaska. Os vetores desconhecidos u(0)

e v(0) sdo entdo estabelecidos aplicando-se as condi¢Bes de contorno (3.3.2¢) e (3.3.2d). A
solugdo da aproximag@o Ay € entdo obtida usando-se (3.3.6) em (3.3.1), e o fluxo escalar é

determinado por J ON(X) /2 na equagdo (3.3.3c).
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34. Fluxo Angular com Dependéncia Continua na Varidvel Angular

Com o objetivo de obter uma solug@o aproximada para o problema de transporte (2.1.1)
com dependéncia continua na variavel angular, a transformagdo de Kuznetsov (3.3.1) é entdo

aplicada na equagdo (2.1.1), resultando:

= (1) +u(x ) = @y (u(x), ), (3.4.1a)
(&

ou
ua(x,u) +v(x, 1) = @5 (v(x), 1), (3.4.1b)

sujeitas as condigdes de contorno:

u(O, W) +v(O, W) =f(uw), u > 0 (3.4.1¢c)
e
u(a,u) —v(a,n) =0, u > 0, (3.4.1d)
onde:
[L/2] N
O (u(x)w) = > (@m+1) by Py () D m, Py (g Y ulx, by ) +QF (x,1) (3.4.2a)
m=0 n=1
e
e .
(D_? (!(X):“) = Z (4[1'1 + 3) f2m+[ P2m+] (H) Z T P21_n+1 (Hn)V(X,LLn)+ QI(X: M) (342b)
m=0 n=1

As fungdes @, (u(x),1) and @,(v(x),1) sdo estabelecidas, calculando-se o termo integral por
1adratura de Gauss e considerando-se que os vetores u(x) e v(x) sio expressos pela solucdo

LTAy na equagdo (3.3.6).
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E bem conhecido que um sistema de duas equagBes diferenciais ordinarias de primeira
ordem € equivalente a uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem [37].

Consequentemente, o problema (3.4.1) pode ser reescrito como:

59
1 T o)+ 200 = 0~ u%(x,u), (3.43a)

sujeito as condigdes de contorno:

-~

—u%(O, ) + %0, 1) = £(1) — (0, 1) (3.4.3b)

u%(a,u) +x(a,p) = n(a,n). (3.4.3c)

E importante notar que que o problema (3.4.3) é satisfeito por ambas fungdes u(x,11) e

v(x,11), e tem como solugdo [37]:

—alp

n(a,u) = %jf (%(xr,u) " %} e—X' i dx}exfp

1) = [e
(3.4.4)

f(u)*ﬂ(O,M)_l x (@ | _E_,(X',Ll)) X' g0 | a—x/p
4{—2 2-[0 ax'(x,l,l) —u e dx}e ;

Quando o problema € considerado para u(x,u), as fungdes E(x,pn) e m(x,u) assumem

respectivamente os valores @, (u(x),1) e @,(v(x),1), enquanto que para v(x,1L) as fungdes sdo

dadas respectivamente por ®,(v(x),n) e ®;(u(x),u).

Finalmente, conhecendo-se as fungdes u(x,1t) e v(x,1t), obtém-se uma solugdo analitica
para o fluxo angular com dependéncia continua na variavel angular, simplesmente substituindo-se

a equac¢do (3.4.4) na equagdo (3.3.1).



3.5. O Método LTLDy

Para obter as equagdes LDy [7-8], primeiro discretiza-se o dominio angular

uniformemente, ou seja, define-se uma parti¢do Wy, = =1, l3,..., UN_12. HNa2 =1, onde

2 .
Wiz ~Wg-i2 = o> cOM k = ©I:N. Entdo, para cada elemento angular arbitrario

H-172 <K < Hyap,comm= 1N, a equagdo de transporte (2.1.1), considerando espalhamento

isotropico, ou seja, L = 0, sera reescrita da seguinte forma:

a(P a(l) S Hacir2
(= Han) =06 ) + b — (1) + 0%, 1) = ;“g [ o0 n) i+ Qe ), (3.5.1)

um 172t Bmti/2
2

onde ., . A notagio utilizada € padrio [38]. Entdo, o fluxo angular pode ser

linearmente aproximado em cada elemento, ou seja:

O, 1) =y () +N (- ) &y (%), (3.5.2a)
onde:
O (%) = ZI J.::,l,z o(x,p)dp’ (3.5.2b)
e
3N?
Em(x) = —L:fl‘;( Ut ) O(x, ') dp' (3.5.2¢)

Integrando-se a equagdo (3.5.1) em p no intervalo [Lt,,_1/2, L m+1/2 ] € multiplicando-se por N / 2,

resulta:

¥ dim() d¢

3N d m(x)+¢m(x)— OZd) (‘()“i‘Qm(X) (3533)

nl
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Similarmente, multiplicando-se a equagéo (3.5.1) por

2

intervalo [{p, 112, Lme1s2 1, ObtEm-se:

1 dbn

d)ll] dé-_m = ) i
e Ry LB (x) = Q2 (x), comm = I'N.

m

Os coeficientes Q}, (x) e Q2 (x) sdo dados por:

N Hm+1/ ' )
Q:n(x) = ?J-u ! 2Q(x,u ydp

m-1/2

3N2 Hmy 1 ' 1
QL (x) = — [ ™" (W—pt ) Qx, ) d'

(L —Wy,) e integrando-se em L no

(3.5.3b)

(3.5.3¢)

(3.5.3d)

2 Hm-1/2

As equagdes (3.5.3) acima sd@o denominadas equacdes LDy e sdo resolvidas pela aplicagdo da

transformada de Laplace na variavel espacial, de onde resulta a seguinte equag@o matricial:

[ =3

=1
+ 2 (3.5.4)

L1 sB1l|le@® | [2] | Qe
N=

BH-A sool 1159

onde | denota a matriz identidade de ordem N, e as matrizes A e B tém seus elementos,

respectivamente, definidos como:

(g)n,m - f]‘\]i (3.5.5&)
e
(E)m = Uy Sy - (3.5.5b)
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Aqui, a barra denota a aplicagio da transformada de Laplace nos vetores
T T L

0 =[] e[ QW=[Qleh)] e

gz(x):[le(x)...Q%I(x)]T. Os vetores y e X sdo definidos, respectivamente, como

¢(O)+ﬁ£§(0) e %I?(O)+BE‘.(O). Resolvendo-se (3.5.4) para os vetores ¢(x) eg(x),

B

utilizando-se o algoritmo de Trzaska [29], obtém-se:

$(9 {m " }1 {ZN } Q'(%)
S = "KA ) + epkxA x| — b (356)
L(x)} 5 A )& A o

onde os coeficientes pi sdo os autovalores da matriz que aparece no lado esquerdo da equagéo

(354)e ék denotam as matrizes resultantes da aplica¢do do algoritmo de Trzaska. Os vetores

desconhecidos y e A sfo entdo determinados pela resolugdo do sistema linear resultante do

calculo as condigdes de contorno (2.1.1a) e (2.1.1b) para o fluxo angular definido no elemento
angular por (3.5.2a) e utilizando-se a equagdo (3.5.6). Assim, o fluxo angular para o elemento

dado pode ser completamente estabelecido pela equagdo (3.5.2a), onde as fungdes ¢, (x) e

€n(x) sdo determinadas por (3.5.6). O simbolo * denota a operagido de convolugio.

Neste ponto, € importante ressaltar que as equagdes LDy podem ser obtidas para
problemas de transporte com espalhamento anisotrépico, desde que sejam observados com
cuidado os calculos com os polindmios de Legendre. E mais, substituindo-se a aproximacao linear
(3.5.2a) em cada elemento, por uma aproximagdo quadratica, ou ainda, uma aproximacio
polinomial de' uma ordem arbitraria, poder-se-4 obter resultados mais precisos. Assim, por

exemplo, as equagdes LDy para espalhamento linearmente anisotropico sdo descritas por:

] B, @ fy <
om0, 200 44,9 = 2009 300 + Q9 (3.57)

n=1

32



%%(@—(x)+pm%p~(x)+8m(x) :2%(;)+Qﬁl(x), | (3.5.7b)

comm = 1:N, onde:

N
W(x) = Z{f' Ha ¢n(x)+3ign(x)} . (3.5.7¢)

N N2

n=1
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4. SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA BIDIMENSIONAL DE
TRANSPORTE

4.1. Introducio

Recentemente, foram obtidas solugdes exatas da equag@o de ordenadas discretas (Sx) em
duas dimensdes por Zabadal et alli [18-19] e Barros e Larsen [10] para os fluxos médios e fluxos
angulares na fronteira, utilizando-se método nodal, ou seja, realizando-se a integragdo transversa

do fluxo angular nas variaveis espaciais x e y.

Neste capitulo, apresenta-se uma formulag@o analitica para as aproximagdes Chy [4-5] e
Sy [18-19] da equagdo de transporte em duas dimensdes, expandindo-se o fluxo angular, na
variavel espacial y, em uma série de poténcias ou em uma série truncada de fungdes ortogonais e
aplicando a transformada de Laplace na variavel espacial x, com inversdo analitica, resultando em
um sistema linear para as componentes do fluxo angular transformado, o qual ¢ invertido pelo
algoritmo de Trzaska [29]. A principal caracteristica deste método consiste no fato de que a

solugio, para o fluxo angular bidimensional, ¢ encontrada em forma analitica.

Este capitulo é apresentado da seguinte forma: na segdo 4.2, o fluxo angular
bidimensional € aproximado por uma série de poténcias truncada, na variavel y, € por uma série
truncada de polindmios de Chebyshev na varidvel angular; nas seg¢des 4.3 e 4.4, a equagio de
ordenadas discretas bidimensional € aproximada, expandindo-se o fluxo angular nas dire¢Ses
discretas em uma série truncada de polinémios de Legendre e em uma série truncada de fungdes
ortogonais, respectivamente. Em ambas as se¢des, o sistema de equagdes diferenciais resultante é

resolvido pela aplicagéo da transformada de Laplace na variavel espacial x, com inversdo analitica.
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4.2, Formulacio LTChy e Série de Poténcias na Variavel y

Nesta segdo, apresenta-se uma solugdo analitica para o problema bidimensional de
transporte, aproximando-se o fluxo angular em uma série truncada de polindmios de Chebyshev
na variavel angular e em uma série de poténcias na variavel espacial y, resultando em um sistema
de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem na variavel espacial x, que sera resolvido pela
aplicagdo da transformada de Laplace, com inversdo analitica. Esta formulagdo sera denominada

LTChy-SPy.

4.2.1. Mudanca de Variavel na Equacfo de Transporte
Considera-se, a principio, a seguinte equagdo bidimensional de transporte [2,38]:

%k 4 ¥
cos¢—(-;?(x,y,¢) - sendyg(x,y,tb) +0¥(x,y,p)

(4.2.1)
= GS

e j_"n ¥(x,y,0")dd’' + Q(x,y),

271

sujeita as condigdes de contorno: reflexdo em x =0 ey =0, e vicuo em x =a e y = b, onde

o, e o denotam, respectivamente, as se¢des de choque total e de espalhamento e ¥(x,y,d)

representa o fluxo angular na dire¢dio ¢, com0<x<aeO<y<b.

Supondo-se que o fluxo angular ¥(x,y,$) tenha expressdes diferentes para ¢ > 0 e para

¢ < 0 e escrevendo-se estas expressdes como a combinagdo linear de duas fungdes u(x, y, 1) e

v(x, y, i), com p=cos ¢ € (-1, 1), ou seja:

send {u(x,y,u) +v(x,y,u)}, sed >0
Y(x,y,¢) = : (4.2.2)
—send {u(x,y,n) - v(x,y,n)}, se ¢ <0

Substituindo-se (4.2.2) no problema bidimensional de transporte (4.2.1), resulta:
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ou ov
u;;(x,y,u) o1~ n? 5(x,y,u) +ou(x,y,n) =

(4.2.3a)
1 a, rl 3
= - [—5— [ utxy,n)du +Q(x,y)]
TS R
e
2 Ou
H @(x,y,u) +y1- 12 =(x,y,1) + 0, v(x,y,1) =0, (4.2.3b)
X oy
sujeitas as condi¢des de contorno:
U(O: Y:H) = U(O, Y,_U): com L > O: (424&)
v(0,y,11) =v(0,y,—),com 1 >0, (4.2.4b)
u(a,y,~p)=0,compu>0, (4.2.4c)
v(a,y,—p)=0,com L >0, (4.2.4d)
v(x,0,1t) =0,com pn €(-1,1), (4.2.4e)
e
u(x,b, 1) = v(x,b, ), com p (-1,1). (4.2.4f)

4.2.2. Aproximacio na Varidvel Espacial v

O teorema de Weierstrass [39] (“Toda fungdo real continua, definida em um conjunto
compacto K, é o limite de uma seqiiéncia de polindmios uniformemente convergente em K”)

sugere que as fungdes u(x,y,u)ev(x,y,i) podem ser aproximadas, na variavel y, por um

polindmio de grau M. Assim sendo, os fluxos angulares u(x,y, ) e v(X,y, L) sdo escritos como:
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u(x,y, ) = Zu (x, u)( ] | (4.2.5a)

1=0

- Sy 3 i (4.2.5b)
v(x,y, 1) =Y vi(x,w) K
i=0

e substituidos nas equagdes (4.2.3), resultando:

i

M i-1 M
Zu—‘(x u)( j +Z\/1“L12 vi(x,u)%—(%] +0[Zui(x,u)(%j =
i=1 i=0

1=0
(4.2.6a)

I u; (%, u)du( J %

i= O \j

gz (x u)( ) +Zﬂu (x,11)— ( Jiﬂl+cl§)vi(x,u)(gi =), (4.2.6b)

sujeitas as seguintes restrigdes:

M

o (6, 1) = 3 [vi (6 1) — u; (x, )] (4.2.72)
i=

e

vo(x,n)=0,com0<x<aep e(-L1), (4.2.7b)

resultantes da substituicdo das equagdes (4.2.5) nas condigdes de contorno (4.2.4¢) e (4.2.4f).

m
Multiplicando-se as equagdes (4.2.6) por (%j , com m = 0:(M-1), integrando-se sobre o

dominio de y e utilizando-se as restrigdes (4.2.7), obtém-se que:
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M : ' s
uZ{ : %(x,u)— 2 %(x,u)}ﬂﬂ‘uzz — V(1) +
i=1

o lm+1 ox (m+D(m+i+1) o —i+m

ib
(m+1D(m+i+1)

ui(x,u)} = Qm_(x) + (4.2.8a)

V1- uz
ib

1 o bl ;
+ r—]_uz ng{er]J.—lVl(X,u) L (m+l)(m+i+1)'[—1u (x,1b) H}

Bl %
+0 —v;(x, 1) —
[E{mﬂ i(x, 1)

e
M M M
b ov; 5 i b
L — (X)) +yl1-u° uw(x,u)+o, Yy —vi(x,11) =0, 42.8b
l~iz=;‘m+i+1('3*x( H) " ;‘iﬂn () l;m-’r—l'l'] (%) ( )
onde
b y m
Qm(>><)=J.0 (E) Q(x,y)dy . (4.2.80)

As condi¢gdes de contorno sdo obtidas das equagdes (4.2.4a)-(4.2.4d), observando-se que

identidade de polindmios requer igualdade de seus coeficientes, portanto:

uy, (0,1) =u,, (0,-u), com p >0, (4.2.9a)
vV (0,1) = v, (0,—p), com p > 0, (4.2.9b)
u,(a,-p)=0,comu>0, (4.2.9¢)
e

Vi, (a,—1)=0,comp>0,sendom=1: M. (4.2.9d)

Neste ponto, € importante ressaltar que as condi¢des de contorno (4.2.9), mediante a aplicagio

das restrigOes (4.2.7), sdo satisfeitas por ug(x,p) e vo(x, ).
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4.2.3. O Método LTChy no Problema Bidimensional

O sistema de equagdes (4.2.8), sujeito as condicdes de contorno (4.2.9), € entdo
resolvido para u,,(x, 1) e vy, (x, 1), com m = 1:M, pela aplicagdo do método LTChy [4-5], ou
seja, as fungdes desconhecidas u,(x,1t) e v, (x,1t) sdo expandidas em uma série truncada de

polindmios de Chebyshev:

N
U (%, 11) = e 3" (%) T, (10) (4.2.10a)
\/l—uz n=0
e
va (x) Tn (), (4.2.10b)

vln(x:}"‘) =
\[1—}1 n=(0

e substituidas nas equagdes (4.2.8) e (4.2.9). As equagdes resultantes sdo entdo multiplicadas pelo
polindmio de Chebyshev T, (1) e integradas sobre o dominio da varidvel angular p, resultando no

seguinte sistema de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem:

M n .
i )Z{ b L) - 2 B )}

= =i (m+1)(m+i+1) ox

oy %{ ( )— ib k(X) +§8 (n)§ i n( ) 5] )
2—81\.,0 i +1 " (m+])(m+i+1)ul e k i=1i+mV1 X ( .. 11a
=7nQ (X)5 + 7o Z v(x) - ib W)l
R m+] (m+1)(m+i+1) &0
e
Z"*(“)Z Zsk(n)z —uf'(x)
y B (4.2.11b)

M

T s ®  kx)=o,

2—6}\-() i:1m+|+1
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comm — 1:M e k = 0:N, sujeito as condi¢gdes de contorno:

up (0)=0, (4.2.12a)
v (0)=0, (4.2.12b)
T i N-1 : =
7 Um(@) - > ax(Mmyuy(a) =0 (4.2.12¢)
n=0
par
€
T = n
7 Vn@= 2 1 (Mva@)=0, (4.2.12d)
n=0
};ar

comm = 1:M e k = 1N impar, onde:

Tc[ak,nﬂ + 6k,n—l ]

T (n)= ’ (4.2.13a)
2(2=8y4n1)
: F: ] se k +n par
ex(n)=91-(k+n)* 1-(k—-n)*’ (4.2.13b)
0, em outro caso
g
_ ko (k-2
xk(n)—k2 w1 ; (4.2.13¢)
—n

sendo que &, denota o delta de Kronecker.

No sistema de equagdes diferenciais lineares (4.2.11), é aplicada a transformada de

Laplace, na varidvel espacial x, resultando na seguinte equacio matricial:
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sA +B, sA, +B, | [u(s) f A u(0)+A, v(0) . Q(s) -
C A +B, | | v(s) A, v(0) 0| B

sendo que a barra denota a transformada de Laplace dos vetores:
0 0 1 N AT
u(x) = [ul (X]  ws Ulx) ulx) e Uy (x)] :
0 0 ] s A
v(x) = [VI () ... vwyx wEx ... VM(X)I

e Q(x), o qual tem seus elementos definidos como:

(g(x))iﬂ_M =71Qi(x)8;4 ,comj=0Nei=1M, (4.2.152)

A notagdo 0 representa um vetor formado apenas de zeros. Os elementos das matrizes

A s . B r B, ,B_ eC sdo definidos, respectivamente, como:
— — =L =2 —_—

=3"=

ibty

(Al) ; =kt tk@= (4.2.15b)
=/ m+kM,i+nM m(m + 1)

_b1g(n)
(éz]m+kM,i+nM_ m (4.2.15¢)

b
(A3) o =bn) (4.2.15d)
=~2/m+kM,i+nM (m+1)

imb iTth &1
(B ) _ :&5“} Sro— = GT = , (4.2.15e)
=/m+kMi+nM m(m+1) : ; m(m+i) (2—6]\.’0)

iak_(n) TCbO'[ Ttb()'s
B = i ,
(=2)m+kM,i+uM m+i—1+m(2_5kﬂ)8“ak - 81,0 9k.0s (42.15)
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nbo ‘
2 5 ———8k 4215
(:3)m+kM,i+nM (m 4 i)(Z — 8]{1“) n.k ( g)

{2 - SN (4.2.15h)
=/m+k Mi+nM m -1 =1

Resolvendo-se a equacdo (4.2.14) pelo algoritmo de Trzaska [29], para E(s) e g(s), e

invertendo-se a transformada de Laplace, utilizando a expansio de Heaviside, obtém-se que:

ZM(N+1) i 2M(N+1)
{U(X)]‘{ 2 e“kxék}!_l}{ Z+ ePkXAk}*[Q(X)], (4.2.16)
v(x) k=1 — ) | L k=1 N 0

onde os coeficientes p;, com k = 1:2M(N+1), sdo os autovalores da matriz que aparece a

esquerda da equacdo (4.2.14) e as matrizes ék sdo aquelas resultantes da aplicagdo do algoritmo
de Trzaska. Os vetores I'; el', sdo, respectivamente, definidos como él u(0) + iz v(0) e
A, ¥(0).

Com o objetivo de encontrar os vetores desconhecidos u(0) e v(0), usa-se as condigdes
de contorno (4.2.12) e a equagdo (4.2.16). Conhecidos estes vetores, os fluxos
u(x,y, 1) e v(x,y, 1) sdo entdo estabelecidos pelas equagdes (4.2.16), (4.2.10) e (4.2.5). Assim,

finalmente, o fluxo angular fica completamente determinado pela equagio (4.2.2), para qualquer

posi¢do (x, y).

42



4.3 Método LTSy e Polindmios de Legendre na Variavel y

Nesta segdo, € apresentada uma solu¢do analitica para o problema bidimensional de
ordenadas discretas, expandindo-se o fluxo angular em uma série truncada de polindmios de
Legendre, na variavel espacial y, e resolvendo-se o sistema de equagdes diferenciais resultantes
pela aplicagdo da transformada de Laplace na variavel espacial x, com inversdo analitica. Esta
formulagdo é deﬁom_inada LTSy-P.. Com o objetivo de apresentar este método, seja a seguinte
equagdo Sy em duas dimensdes com simetria azimutal, considerando espalhamento isotropico e

um grupo de energia [11-12]:

A

M
Hm Og‘xm.(x,y) + My C‘3;1’);:1.0(,3/) +0Fu(x,y) = ;’_;Emn‘i"ﬂ(x,y) +Q(x,y), (43.1)

comm=1:M, onde M = (N+2)N/2, 0 < x<ae0<y<b. As condi¢gdes de contorno sdo reflexdo

emx=0ey=0,evacuoemx=aey=Db, ou sejam;

Y (0,y) = Yrp2-me1 (0,y) , m= 1:M/4, (4.3.1a)
Yr-m1 (0,Y) = Ypmia4m (0, ), m= LM/4, (4.3.1b)
¥ (x,0) = Wy e (x.0), m= 1:M/2, (4.3.1¢c)
Ywasm (@, y) =0, m=1:M/2, (4.3.1d)
e

Yu/24m (X%,0) =0, m=1:M/2. (4.3.1e)

Neste problema, ‘¥,(x,y) denota o fluxo angular de particulas na dire¢do discreta (pi,,,n,,);
o, €0, denotam, respectivamente, as se¢des de choque total e de espalhamento; e ®,, denota o

peso referente a dire¢do (,,M,) na quadratura angular usada [38, 40].
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Expandindo-se o fluxo angular ¥, (x,y) em uma série truncada de polindmios de

Legendre [33], na variavel espacial y, ou seja:

L i 2y-b
Yn(x,y)= Z‘I’fﬁ(X)Pk( » ],com m=1M, (43.2)
k=0

. 2y—-b ;
substituindo-se na equagdo (4.3.1), multiplicando-se por Pj(yTj, com j = 0:(L-1), e

integrando-se em y € [0,b], obtém-se que:

b *F K :
B i | 8 l KYW \PJ =
2i+1 ox ( )+Tlml§8( ) m(X)+ T m(X)
(4.3.3)
b
P (x) +
S i Zco (x) +Q;(%),
onde
bd 2y-b
Sj(k)=f(~[l’ L )] ) gy = f —(v)P (v) dy (4.3.32)
) dy b
€
b 2y-b
Q;(x) = j'n Q(x,y) P; (YT) dy . (4.3.3b)
Os coeficientes ¢;(k) sdo definidos recursivamente por:
+1 ] 2j+2
J(k>- e (k=) 2}.1 e (k- 1)+ JJ 8 1, (4.3 .42)

paraj > 0 ek >0, onde £;(0)=0, para j 2 0, e g,(k)=1-(- ])]‘ para k > 0. A equagio

(4.3 4a) ¢ obtida pelas formulas de recorréncia para os polindmios de Legendre e suas derivadas

[33]. E mais, resolvendo-se recursivamente a equagdo (4.3.4a), obtém-se que:
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2,se j+kimpare j<k
e:(k) = ; (4.3.4b)

0, em outro caso

As condi¢des de contorno emy = 0 e y = b geram restrigdes para ‘Pgl(x) ,comm= 1M,

quais sejam:
IJ =
Piti24m(®) = =Y (%) (4.3.52)
k=1
(5]
I
P %) = = 2 {DF B0 + 2000 B (0}, (43.5b)
k=1

para m = 1:M/2, as quais tornam desnecessario o momento L nas equagdes (4.3.3). Assim,

substituindo-se as restrigdes (4.3.5) nas equagdes (4.3.3), obtém-se LxM equagdes diferenciais

lineares de primeira ordem para as LxM fun¢Ges incognitas ‘P,ifl (x), ou seja:

L

dyk dyk .
Z{bu,{(1)“Txm—(x)+eo<k)——f"’d;m—“(x)]—nm80(k)‘1’,h(x) +

bo M L
+bot[( DRPE (x) + £ (k) P, m+1(x)]} = Z K (x) + (43.6a)
n=—-+l k=1
b M/" ) ) i
Z{(_l)“LPA‘ () + £0(0) P11 ()} = Qo(x), para m = 1M /2,
n=1 k=1

Ik k
Z{bum i (1)~ T80 ¥E () + b ¥ (m)} Z‘P“(x)+
k=1 M,
n72 1 (4.3.6b)
e Kk k M
2 2 ACD ) +0(0) i1 ()] - Qo0 para m = (- DM,
n=1 k=l
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b b o 4 ;
W ()= ——D o, P(x)+Q:(x),
2j+1 m( ) 2j+]275n=] n n( ) j( ) (43.6¢)

bl"‘m ak[)rjn % k
—— %} g (kYW (x)+
2j+] 7y (x) TIme::] _]( ) m()

para j>0em=1M.

As LxM condi¢des de contorno sdo obtidas tomando-se momentos, na variavel y, sobre as M

condi¢des de contorno em x = 0 e x = a, resultando:

wE) =k, (0),m=1:M4dek=1L, (4.3.72)
Py (0 =W, (0), m=1M/4ek=1L, (4.3.7b)
e

YK em(@) =0, m=1M2ek=1L. (4.3.7c)

O problema diferencial descrito por (4.3.6) e (4.3.7) € entdo resolvido pela aplicagdo da

transformada de Laplace na variavel espacial x, resultando a seguinte equagdo matricial:

(sA+B)¥(s) = A ¥(©0)+Q(s), 43.8)

onde a barra denota a transformada de Laplace dos vetores W(x) e Q(x), que tém seus

elementos definidos, respectivamente, por:

()4 m = ¥t (x) (4.3.92)
€
(QE),, i = QX)-2Qu(x) 35, (4.3.9b)

para i=1:M e j=0:(L-1), onde Si’j denota o delta de Kronecker. As componentes das matrizes

A eB sdo definidas, respectivamente, como:
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k+1 ‘
(8) 1 i = D[ D18 +0 (K4 DB jpr-mu |

sem=1:M/2,j=1:Mek=0:(L-1),

(é)m.nHkM =Bitm ,

sem=(M/2+1):M e k = 0:(L-1),

222
=/m+nMm+aM 2 41’

sem=1Men=1:(L-1),

¢ bo :
k+l k+1
(E)m,chM =bo (=D 8jm—MmEo(k+1)d;, _2—7:031 I,
sem,j=1M/2ek=0:(L-1),
bo,
(E)m,j+kM =boygy(k+ 1)Sj,M—nHl - r,??(mj T O M- go(k+ 1)),

sem=1:M/2,j=(M/2+1)Mek = 0:(L-1),

bo

(B = (bO’l —T’]mﬁo(k+ 1))63=m —7—1:—((1)1' +mM—j+l 80(k+ 1)),

:)rn,j+kM
sem, j=(M/2+1):M e k = 0:(L-1),

b
(=)m, M zc;s

(UJ (71)k+[’
sem=(M/2+1)M, j=1:M/2ek=0:(L-1), e

bo bo; (o]
B) =l B e 1. T
(= m+nM, j+kM 2n+161"“61"" Mk +D0jm ntl znak,n,
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(4.3.10a)

(4.3.10b)

(4.3.10¢)

(4.3.10d)

(4.3.10e)

(4.3.100

(4.3.10g)

(4.3.10h)



sem,j= 1:M, k=0:(L-1) e n = 1:(L-1). O vetor ¥(x) ¢ entdo determinado rcsolvendo-se a
equagdo matricial (4.3.8) pelo algoritmo de Trzaska [29] e pela inversdo da transformada de

Laplace pela técnica de expansio de Heaviside, sendo dado por:

LM LM
¥(x) :{Zexp(pkx)gk}gf(on >4, exp(Py)*Qx), *3.11)
k=1 k=1

onde os coeficientes p, sdo os autovalores da matriz A~ Be ék sdo matrizes resultantes da
aplicag@o do algoritmo de Trzaska.
O vetor desconhecido Y(0) é determinado utilizando-se as condigSes de contorno

(43.7) e a equagdo (4.3.11). Assim, o fluxo angular nas dire¢des discretas, ‘¥ (x,y), fica

completamente estabelecido pelas equagdes (4.3 2), (4.3.5) e (4.3.11).
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4.4, Formulagiio LTSy e Série de Fung¢des Ortogonais em y

Nesta se¢do, generaliza-se o método de solugdo da equagdo de ordenadas discretas
bidimensional apresentado na segdo anterior. Com este objetivo, considera-se um conjunto

completo de fungdes ortogonais, @, (y), que constituem uma base do espago de Hilbert

L, ([0,b], p(y)), dotado do produto interno [30]:

<u(y).v(y) >= [ py) uy) v(y)dy. (44.1)

para todas as fungdes u(y) e v(y) neste espago. Portanto, expandindo-se o fluxo angular ¥, (x,y)

em uma série truncada destas fun¢Ges ortogonais, na variavel espacial y, ou seja:

L
YL (xy)= Z ‘P},‘; (x) Oy (y),comm=1M, (44.2)
k=0

substituindo-se na equagdo (4.3.1), e tomando-se o produto interno por ®j(y), com j = 0:(L-1),

obtém-se que:

M

oV E _ . o ‘
T Km(x) + M D 85(K) P (x)+ 850, W) (x) = 9, iZmn Wi(x) +Q;(x), (4.4.3)
k=0 n=I
onde 9 denota o quadrado da norma de ©(y),
de
gi(k)=<—=(y),0;(y) > (4.4.3a)
dy
€
Q;(x) =<Q(x,y),0;(y)>. (4.4.3b)
As condigdes de contorno em y = 0 e y = b geram restrigdes para ‘Pr?l(x) ,comm=1:M,
quais sejam:
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L "
Ok () (4.4.42)

go .
Mr--l-m(x) g @0(13)

k
PMm/24m (%)

O (0 \P,‘;(x)} (4.4.4b)

01 (0) O(b) i~ 2t
M m+l 90(0)

\P() =
mi¥) = Z{ 0,(0)  ®y(b)

para m = 1:M/2, as quais tornam desnecessario o0 momento L nas equagdes (4.4.3). Assim

substituindo-se as restrigdes (4.4.4) nas equagdes (4.4.3), obtém-se LxM equagdes diferenciais

lineares de primeira ordem para as LxM fung¢des incognitas ‘I’rﬁ (%), ou seja:

2150 0p(0) Og(b)] dx B(b) d

L{ H@m @ub)}d‘m mit (yy , O10) d m()}

©4(0) @ub)}yM R ®k<b)wk(x)}}:

“ lm k q’]}ﬁ S
N €0 (k) Y (x) + 00'1|:[ ©,(0)  ©y(b) 0, (b)
M/2 ©(0) O (b) 0, (b) (4.4.5a)
= §,28 k k - Db gk
25 2" Z{[GO(O) %(b)J RN “}*
+9’0 Z Z(ak(b)‘l’k( )—Qp(x), param=1M/2,
; ~190(b)
n——2—+
1
: Oy (b) ¥y Bylb) ok | _
E]{Soum@n(b) o (X) = N €0 (k) i () + 9 t(’%(b)‘ym(x)}_
M/2
Ox(0) 04 (b) O (b) i
uZl Z{[@)U(O) @)o(b)} Mot ()4 ®O(b)Tn(x)}+ ol
M O (b) .k M
%1:“ .z eng; a0l QB m = 3
e
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0

‘{11];1 4 ¢ i ag M :
() + N 2. €5 (k) ¥ (x) + 8; 0, ¥ (x) = 9 i35 20. 00 +Q;(9),
k=1 n=1

Sj Hm
(4.4.5¢)

para j=1L(L-1)em=1M,

desde que £;(0)=0, ou seja, ©®y(y) constante. As LxM condigdes de contorno sdo obtidas

tomando-se momentos, na variavel y, sobre as M condigdes de contorno em x = 0 e x = a,

resultando:

WE0) = ¥/ (0), m= 1:M/4 ek =1L, (4.4.6a)
P (0) =P (0), m=1:M/M4 ek =1L, (4.4.6b)
€

Wi (@) =0, m=1:M2 ek =1L, (4.4.6¢)

O problema diferencial descrito por (4.4.5) e (4.4.6) € entdo resolvido pela aplica¢do da
transformada de Laplace na variavel espacial x, com inversdo analitica pelo algoritimo de Trzaska

[29] e técnica de expansdo de Heaviside.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

5.1, Introducio

As formulagdes LTWy, LTChy, LTAy e LTLDy, propostas nos Capitulos 2 e 3, serdo
aplicadas a problemas unidimensionais de transporte em uma placa plana, considerando um grupo
de energia, espalhamento isotropico e linearmente anisotropico, tendo por objetivo a analise do
comportamento destas solugdes, para fluxos incidentes em x = 0, do tipo continuo e
seccionalmente continuo, tanto para pequenas e grandes espessuras, como para diferentes valores
da secdo de choque de espalhamento. Problemas de transporte com fonte também serdo
abordados, bem como a solugio LTAy com dependéncia continua na varidvel angular. A
formulagdo LTChy-SPy serd aplicada para problema bidimensional de transporte e comparada

com resultados de formulagSes encontradas na literatura.
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52, Problemas Unidimensionais com Espalhamento Isotrépico

Considera-se os seguintes problemas:
1. Problema isotrépico de transporte com um grupo de energia em uma placa homogénea
de espessura a = 40, fluxo incidente f(11)=1 e sem fonte. Os resultados numéricos obtidos pelos

métodos LTW,, LTW3, LTCh;, LTChs, LTA,, LTA4, LTLD; e LTLDj, para fluxo escalar em x =

20 e corrente transmitida em x = 40, definidos, respectivamente, como:

d(x) = J-jl(P(Xakl)dLl, (5.2.1)
e:
I = Jl(lpup(x,u)du, (5.2.2)

sdo comparados com resultados considerados exatos (Sss [41]) e apresentados, respectivamente,

nas Tabelas 5.2.1e 522

Tabela 5.2.1. Comparacio numérica dos resultados para o fluxo escalar, obtidos pelos

métodos LTWy, LTChy, LTAy, LTLDy € Sy.

r 0.999 0.980 0.950 0.900 0.800
LTW, 567x107" 1.11x1072 5.86x107" 2.40x107° 3.53x1077
LTW; 5.79% 107! 1.25x1072 o 3.29x107 6.09x107
LTChs 583x107" 131x1072 7.75x107 3.78x107 8.15x107
LTChy 5.83x107" 1.30x1072 7 66x107* 3.64x107 725%107
LTA 583x107! 1.30x1072 7.58x107" 3.51=10" 6.30x107
LTA, 5.83x107" 1.30x1072 7.65x1077 3.63x107 7.24x1077
LTLD, 5.83x107] 1.30x1072 7.58x107* 3.51x107 6.30x107/
LTLD,4 5.83x107! 1.30x1072 7.64x107* 3.62x107° 7.14x1077

Sas 5.83x107" 1.30x1072 7.65x10~ 3.63x107 7.24x1077
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Tabela 5.2.2. Comparaciio numérica dos resultados para a corrente transmitida, obtidos

pelos métodos LTWy, LTChy, LTAy, LTLDy e Sy.

fo 0.999 0.980 0.950 0.900 0.800
LTW, 6.904x107> | 0.994x107> | 4502x10™° | 1.121x107"° | 0381x107"
LTW; 7464x107 | 1.303x107° | 6.992x107 | 2.216x107"° | 1.238x107"°
LTChs | 7447x107 | 1399x107 | 8.142x107° | 2.980x107'° | 2.381x107"
LTCh; | 7625107 | 1.417x10° | 8.031x107° | 2.750x107® | 1819x107%?
LTA, 7.652x107 | 1.412x107° | 7.848x10° | 2.524x107'" | 1.284x107"
LTA, 7653x107 | 1.420x107° | 8.040x10° | 2.750x107'° | 1.811x107"3
LTLD: | 7652x10 | 1.412x107° | 7.848x107° | 2.524x107° | 1.283x1071
LTLD: | 7653x107° | 1.419x10° | 8.026x10™° | 2.731x10710 | 1745x10713

Sug 7654x10° | 1.420x107° | 8.041x10°® | 2.750x107"" | 1.815x107"

Pode-se observar nas Tabelas 5.2.1 e 5.2.2, que a solugdo LTA, tem um maior nimero

de algarismos significativos idénticos a solugdo exata (Sus).

II. Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 10, com fluxo

incidente f(11)=1 e sem fonte. Os resultados numéricos obtidos pelos métodos LTWSs, LTCh;,,
. . 1
LTAs e LTLDs para o fluxo escalar médio, definido como ¢,,(x) = Ed}(x), emx=0,5¢ 10, sdo

apresentados e comparados na Tabela 5.2.3.
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Tabela 5.2.3. Simula¢io numérica para o fluxo escalar médio pelas formulagdes LTWy,

LTChy, LTAx e LTLDy para a = 10.

f, =099 x=0 x=5 k=19
LTW; 0.905131 0327373 2.85616x107
LTCh, 0.906231 0.327796 2.83543x 1072
LTAq 0.905105 0.327710 2.86536x107
LTLDg 0.905106 0.327729 2 86507x 1072
fo =08 x=0 x=5 R=10
LTW; 0.690983 1.53532x1072 2.54897x 10~
LTChy, 0.695424 1.54780x 1072 2.58232x107%
LTAs 0.690983 1.54642x 1072 2.60614x10~
LTLDs 0.690983 1.54647x1072 2.59865x10~"
fy =05 x=0 Xx=35 x=10
LTW; 0.585786 2.27769%107 1.30183x107°
LTChy, 0.592225 2.30941x107> 1.37635x10°
LTAs 0.585786 2.30787x107> 1.44391x10°
LTLD; 0.585786 2.30800x107° 1.37545x 107
£y =01 x=0 x=5 E=10
LTW; 0.513167 6.12525x 107 2.18058x 107
LTChy 0.521660 6.24215x107 2.48306x107°
LTAs 0.513167 6.24323x107 2.94070x107°
LTLD, 0.513167 6.24306x 107 2.44992x107°

Analisando-se a Tabela 5.2.3 acima, pode-se observar que a coincidéncia dos resultados

obtidos pelas diversas formulagdes diminui com a diminuigdo de f, e o aumento da espessura

calculada.

ITII. Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 100, com os
mesmos parametros do Problema II. Os resultados numéricos obtidos pelos métodos LTWs,
LTChy;, LTAs e LTLDg para o fluxo escalar médio em x = 0, 50 e 100, sdo apresentados e

comparados na Tabela 5.2 4.
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Tabela 5.2.4. Simulacio numérica para o fluxo escalar médio pelas formula¢des LTWhy,

LTChy, LTAy e LTLDy para a=100.

f, =099 x=0 X =50 x = 100
LTW; 0.909091 1.56026x10~* 4.90801x10~
LTCh 0.910177 1.58763x107 5.02612x10~
LTA, 0.909090 1 58580x10™ 7.28653x107°
L.TLD: 0.909091 1 58714x10~ 5.07902x10™°
fo =08 x=0 x =150 x =100
LTW; 0.690983 1.72492x107' -7.73974x10~
LT Chsi 0.695424 2.00980x 10716 -2.65091x107"°

I TA, 0.690983 2 00737x10716 6.44454x107’
LTLD; 0.690983 1.98408x1071¢ 2.37068x107"3
f, = 05 x=0 X =50 x =100
LTW; 0.585786 1.36653x107% 9.99765x10"’
LTChy, 0.592225 3.67148x 10722 2.58938x10~1*

LTAs 0.585786 3.57379x10 %% 6.30470x107
LTLDs 0.585786 2 68523x 1022 -4.32410x107"3
fy:= 61 x=0 x =350 x =100
LTW; 0.513167 126163x1072 8.86531x107"
LTChy, 0.521660 3.16508x 1072 -1.98814x10 7'

LTA, 0.513167 2 454291024 4.58339x107
T 0.513167 7.43733x1072 -2.29572x10714

Os sinais negativos encontrados na Tabela 5.2.4 para o fluxo escalar em x = 100,
possivelmente, devem-se ao erro de arredondamento, o que pode ser justificado observando-se os
baixos resultados obtidos para o fluxo escalar médio em x = 100, para a mesma placa, porém

subdividida em 38 regides homogéneas, apresentados na Tabela 5.2.5.

Tabela 5.2.5. Simula¢io numérica para o fluxo escalar pelas formulagées LTWy, LTChy,

LTAy e LTLDx em x = 100.

Método fo =099 f, =08 f5 =03 fp =01
LTW; 4.4234x107° 1.6961x 107> 1.2351x10~* 1.6601x107>"
LTChy 4.9930x10~° 4.4143x107>2 5.8045x10~ 3.2062x 104
LTA, 8.7884x 10" 2.8373x107%2 | 8.6067x10~% 1.2282x10~*
LTLD, 5.0135x10~° 12963101 | 1.7672x10™" | 6.5841x107*®
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IV. Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 10, sem fonte e
fluxo incidente em x = 0 dado por: f(u)=1,se 0<pu <05, ouf(n)=0,se 0.5<p<1. Os
resultados numéricos obtidos pelos métodos LTWs, LTChy;, LTAs e LTLD; para o fluxo escalar

médio em x =0, 5 e 10, sdo mostrados na tabela 5.2.6.

Tabela 5.2.6. Simula¢iio numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacdes LTWy,

LTChy, LTAy e LTLDy para a =10.

fo =099 x=0 x=>5 2= 1
LTWs 0.365567 5.92747x 1072 5.16994x 1073
LTCh;, 0.372843 6.02040x1072 5.20568x10°
LTAs 0.364047 5.75848x 107 5.03352x107°
LTLD, 0.365705 5.06404x 1072 5.21194x107>
fo =08 x=0 x=5 =10
LTWs 0.312451 2.14063x107° 3.53313x107°
LTChy, 0.319931 2.19477x107 3.63150x107
LTAs 0311863 2 07844x 10> 3.48183x10™°
LTLD; 0.312459 2.17475x1073 3.62383x10™°
fy =05 x=0 x=5 x =10
LTW; 0.280018 1.78064x10~ 0.98532x107°
LTChy, 0.287732 1.84977x107% 1.04886x107°
LTA; 0.279777 1.72250x10™* 1.14590x 107
LTLD, 0.280001 1.84478x107* 1.04207x107°
fo =01 x=0 x=5 =10
LTW; 0.254827 0.83752x107 0.26624x107"
LTChy, 0.262737 0.92224x10°° 0.30998x 107/
LTAs 0.254792 0.79820x107> 1.45447x1077
LTLD; 0.254822 1.00307x10> 0.29715x107

V. Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 100, com os
mesmos pardmetros do Problema IV. Os resultados numéricos obtidos pelos métodos LTWs,
LTChy;, LTAs e LTLDs para o fluxo escalar médio em x = 0 e 50, sdo apresentados na Tabela
521,
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Tabela 5.2.7. Simula¢io numérica para o fluxo escalar médio pelas formula¢des LTWy,

LTChy, LTAy e LTLDy para a = 100.

f, =099 x=0 x =50
LTW; 0366284 8.88375x107
LTChy, 0373567 922755107
LTA: 0.364747 2.78557x 10>
T E Y 0.366429 2.88722x10°

“fo =08 x=0 x=50
LTW; 0.312451 2.39048x 1077
LTChy, 0319931 2.82380x10"7

LTAs 0.311863 2.67565x107"7
LTLD; 0.312459 2.76520x107"7
fy =035 x=0 x =50
LTW; 0.280018 1.03186x107%3
LTChy, 0.287732 2.64353x107%

LTAs 0.279777 2.50181x107%3
LTLD; 0.280001 2.01282x10 2
f, = 0.1 x=0 x =50
LTWs; 0.254827 0.15309x 10726
1.TChy; 0.262737 -6.62014x 10726

LTA, 0.254792 2.53045x 10726
LTLDs 0.254822 0.86414x1072°

Visando estimar a precisdo dos resultados obtidos nos problemas anteriores, calcula-se
os menores autovalores das matrizes LTWs, LTCh;,, LTAs e LTLDg, comparando-0s com os

autovalores discretos da solugdo de Case [42], para diferentes valores de f,. Para tal, para cada

autovalor p, considera-se a fungdo f(p), definida por:

£(p) =ltgh(ﬂ] , (5.2.3)
p - \fy

a qual assume o valor um para o autovalor discreto de Case. Entdo, calcula-se o erro absoluto,

E(p), dos menores autovalores p, das diversas aproximagdes consideradas, relativo ao autovalor

discreto de Case [42], p°, definido como:
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E(p) =| f(p")~L(p) |. (5.2.4)

Estes resultados sdo apresentados na tabela 528, em conjunto com o numero de

condicionamento das matrizes das formulagdes LTWs, LTCh;;, LTAs e LTLDs.

Tabela 5.2.8. Menores autovalores e nimero de condicionamento das matrizes LTWy,

LTChy, LTAy e LTLDy.
fy =099 Autovalor p E(p) Condicionamento
LTW; 0.1729 4510~ 4583
LTChy, 0.1725 1.0x107° 38.69
LTAq 0.1725 10x10°8 164.33
LTLD; 0.1725 10x107° 75.40
fy =08 Autovalor p E(p) Condicionamento
LTW; 0.7137 18x10°3 11.41
LTChy, 0.7104 6.0 x10~° 9.66
LTAs 0.7104 6.0 x10-° 40.24
LTLD;s 0.7107 L 4x10~4 18.63
fy =05 Autovalor p E(p) Condicionamento
LTW; 0.9830 22 x1072 8.64
LTChy 0.9570 44x107 7.48
LTAq 0.9589 12x1073 30.22
LTLDg 0.9671 83x1073 14.06
fy =01 Autovalor p E(p) Condicionamento
LTW; 1.1081 9.8 x102 8.08
LTChy, 1.0067 6.7 %10~ 7.51
LTAq 1.0297 29x1072 28.63
LTLDs 1.0655 6.2 x1022 13.21

Sabe-se que a solug@o assintotica do fluxo angular, dada pela solugdo de Case, é descrita
pelo autovalor discreto. Portanto, analisando os resultados que aparecem na Tabela 5.2.8 para
E(p), verifica-se o menor autovalor da formulagio LTChy € o que melhor se aproxima do
autovalor discreto de Case, o que permite concluir que o método LTChy deve ser o mais preciso

para problemas de transporte em placas de grande espessura, com baixa ordem de aproximagdo.
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Este resultado também é confirmado quando é analisado o nimero de condicionamento das

diversas matrizes consideradas.

VI. Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 10, parimetro
f, =08, fluxo incidente f(pt) =1 e uma fonte unitaria na regido da placa compreendida entre x
=9 e x = 10. Os resultados numéricos obtidos pelos métodos LTW;, LTWs, LTCh;, LTChy,,
LTA,, LTAs, LTLD; e LTLDg para o fluxo escalar médio em x = 0, 5 e 10, sdo apresentados e

comparados na Tabela 5.2.9.

Tabela 5.2.9. Simulacio numérica para o fluxo escalar médio pelas formula¢des LTWy,

LTChy, LTAx e LTLDy para a =10.

Método x=0 x=5 x= 10
LTW, 0.690851 420707x1072 0.921383
LTCh; 0.707254 5 48755x 10> 0.848213
LTA; 0.690819 530061x10~3 0921114
LTLD, 0.690818 5.3006])(10‘3 0921114
LTW; 0.690815 527247%103 0.913648
LTChy, 0.695254 5290777102 0.896233
LTAs 0.690812 533598x10°° 0.913656
LTLDg 0.690813 533717102 0.913524

VII. Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 100, com os
mesmos pardmetros do Problema VI e uma fonte unitaria na regido da placa compreendida entre x
=99 e x = 100. Os resultados numéricos para o fluxo escalar médio em x = 0, 50 e 100, obtidos

pelos métodos LTW,, LTWs, LTChs, LTCh,;, LTA,, LTAs, LTLD; e LTLDg, sdo apresentados e

comparados na Tabela 5.2.10.
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Tabela 5.2.10. Simula¢fio numérica para o fluxo escalar médio pelas formula¢des LTWy,

LTChy, LTAy e LTLDy para a = 100.

Método x=0 x =50 x =100
LTW, 0.690983 0 03896x 102 0921119
LTCh, 0.707423 PR 0.847950
T A 0.690983 A 48938027 0.920864
LTLD; 0.690983 Py——— 0.920864
LTW; - 0.690983 5 88115x10~" 0.913393
LTChy, 0.695424 6.83866x10~" 0.895975
LTA; 0.690983 T 0.913396
LTLD; 0.690983 Py 0.913264

VIIL Problema de transporte em uma placa homogénea de espessura a = 1000, com os
mesmos pardmetros do problema VI e uma fonte unitaria na regifio da placa compreendida entre x
= 999 e x = 1000. Os resultados numéricos obtidos pelos métodos LTWs, LTCh;;, LTAs e
LTLDs para o fluxo escalar médio em x = 0, 500 e 1000, séo apresentados e comparados na

tabela 5.2.11.

Tabela 5.2.11. Simula¢do numérica para o fluxo escalar médio pelas formulacdes LTWy,

LTChy, LTAx e LTLDy para a = 1000.

[ Método x=0 X =500 x = 1000
LTWs; 0.690983 193132x10°136 0.913393
LTChy, 0.695424 9 94390x10 %0 0.895975
LTAs 0.690983 997973x 107136 0.913396
LTLD: 0.690983 8 65178x 10156 0.913264

Cabe ressaltar que este problema foi também testado para placas de espessura 100.000 e
10.000.000.000, obtendo-se os mesmos resultados para os extremos da placa e zero no centro da
mesma. Este fato, confirma a eficiéncia da solugio, por estes métodos, de problemas com grandes
espessuras, usando a modificagdio da base de solugio correspondente & autovalores positivos [43]

(vide Anexo IIT).
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IX. Problema de transporte em uma placa plana, com os seguintes parametros: a = 10,
f, =097, Q(x) = 0 e f(u)=1. Os valores numéricos para o fluxo angular emergente na
fronteira, encontrados pelas formulagdes LTA, e LTA; com dependéncia continua na variavel
angular sdo comparados com os valores resultantes da aplicagdo do método LTA, e apresentados

na Tabela 5.2.12.

Tabela 5.2.12. Comparag¢des numéricas para o fluxo angular com dependéncia angular

continua e solucio LTA,.

Fluxo angular emergente em x = 0.
Diregdo LTA, LTA; LTA,
K 0.6661033693 0.6663437076 0.6663906946
15 0.7334774701 0.7329063981 0.7328784876
K3 0.6235205526 0.6239531276 0.6239986866
Hy 0.8022269183 0.8005795571 0.7999795512
Fluxo angular emergente em x = 10.
Direg@o LTA, LTA; LTA,
Th 0.0277934165 0.0277969089 0.0277942625
1P 0.0197109613 0.0197724099 0.0197753481
I3 0.0346725447 0.0346584249 0.0346559200
Ly 0.0134747093 0.0136012605 0.0136427853

Os resultados reportados na tabela 5.2.12, mostram que a solugdo para o fluxo angular
pela formulagdo LTAy, nas diregdes discretas, foram reproduzidos com uma boa precisdo através
dos métodos LTA; e LTA; com dependéncia continua da variavel angular. Por este motivo,
acreditamos que resultados de mesma precisdo podem ser obtidos, usando dependéncia angular

continua, com uma menor ordem de quadratura da formulagio LTAy.
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5.3. Problemas Unidimensionais com Espalhamento Anisotrépico Linear

Considera-se os seguintes problemas:

I. Problema de transporte em uma placa plana homogénea de espessura a = 100,
pardmetros f, = 0.99 e f; = 0.8, e fluxo incidente na fronteira f(p)=1. Os resultados obtidos
pelos métodos LTW,;, LTW5, LTCh;, LTChy, LTA, e LTA, para o fluxo escalar médio em x = 0,
50 e 100, séo comparados com 0s resultados dos métodos LTSg [11-12], LTP; [27-28] e SGF Sg

[9], e apresentados na tabela 5.3.1.

Tabela 5.3.1. Comparacio numérica dos métodos LTWy, LTChy, LTAy, LTSy, LTPy e

SGF Sy para o fluxo médio em uma placa homogénea.

Método 0 (0) O (50) ¢, (100)
LTW, 0.83703 0.09312x 107! 0.03495 x 107>
LTW; 0.82690 0.14268 x 107! 0.08912 x 1073
LTCh; 0.82941 0.16545 x 107! 0.11888 x 10~
LTCh, 0.82599 0.16472 x 107! 0.12043 x 107>
LTA, 0.82306 0.16438 x 107! 0.12192 x 107>
LTA, 0.82300 0.16452x 107" 0.12222 x 107>
LTP, 0.82284 0.16470 x 107" 0.12250 x 10~
LTE; 0.82284 0.16471 x 107" 0.12251 x 107
SGF Sq 0.82284 0.16470 x 107! 0.12250 x 107

Analisando a tabela 5.3.1, podemos observar que a solugdo LTA, apresenta resultados
que coincidem em um maior nimero de algarismos significativos com as formulagdes LTP;, LTSs

e SGF-Ss.

II. Problema de transporte em uma placa plana heterogénea consistindo de trés regides

de espessuras 20, 50 e 30, respectivamente, fluxo angular incidente f(u)=1, e os seguintes
pardmetros: na primeira ¢ terceira regides, f; = 0.9 e f; = 0.8, e na segunda regido, f, =2/3 e

f; =05. Os resultados obtidos pelos métodos LTW;, LTW;, LTCh; e LTCh; para o fluxo escalar
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médio em x = 0, 20, 70 e 100, sdo comparados com os resultados dos métodos L.TSg [11-12],

LTP, [27-28] e SGF Sg [9], e apresentados na tabela 5.3.2.

Tabela 5.3.2. Comparag¢io numérica dos métodos LTWy, LTChy, LTSy, LTPy € SGF Sy

para o fluxo médio em uma placa heterogénea.

Método | &, (0) Oy (20) O (70) O (100)
LTW, 0.63037 0.19663x 107 0.02798x10™"° 0.00604x107"*
LTW; 0.61698 0.34046x 107 0.17883x107'° 0.09799x 1072
LTCh; 0.62362 0.41773x1072 0.37516x107"° 0.28644x107"°
LTCh, | 0.61844 0.41061x107 0.32306x107"° 0.23965x107"°
LTP, 0.61112 0.41033x1072 0.32316x107" 0.24323x107"
LTSs 0.61112 0.41033x 107 0.32316x107"° 0.24323x107"
SGFSs | 061112 0.41033x107 0.32316x1071° 0.24323x107"
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S5.4. Problemas Bidimensionais de Transporte

Considera-se o problema de transporte com espalhamento isotropico em uma placa

quadrada homogénea com 20 cm de lado e fonte de itensidade 1 neutron/(cm’ seg), localizada em

um dos vértices, conforme Figura 5.4.1.

Yacuo — 4 cm —
. T
Regido 4
de cm
R
a Fuga l
20 £ v
cm 1 a
e
c
= u
5 1 cm
& 0
Q=11 em
Reflexao
I 20 cm {

Figura 5.4.1. Geometria do problema bidimensional.

Utiliza-se as formulagdes LTCh;-SP, e LTCh;-SP, para calcular a corrente angular na
regido de fuga, para as segdes de choque de espalhamento o, = 099 cm™ e 6, = 0.5 cm™, e
compara-se os resultados obtidos, na Tabela 5.4.1, com os dos métodos LTSs, LN e SGF-ExpN
[18].
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Tabela 5.4.1. Simulac¢iio numérica da corrente angular pelos métodos LTChn-SPy, LTSy,

LN e SGF-ExpN.

Formulagdo o, =0.99 cm™ o, =05cm’
LTCh;-SP, 1,0x 107 7,6 x 107
LTCh;-SP; 19x% 1072 26x 107
LTSs 45x107° 23x 10712
SGF-ExpN - 20 nos 42 % 1073 22 x 10712
LN - 20 nos 6.0x 1073 4,0x 1071

Os resultados obtidos na tabela 5.4.1, para as formula¢gdes LTCh;-SP; e LTCh;-SP; ndo
apresentam uma boa coincidéncia com os dos métodos LTSs, LN e SGF-ExpN, o que € esperado,
devido a baixa ordem de aproximagdo considerada, bem como o tipo de aproximag¢do usada na
variavel y (polinomial). Cabe ainda observar que nos métodos LN e SGF-ExpN o fluxo angular
transverso € aproximado, respectivamente, linear e exponencialmente, enquanto que o proposto é
exato, a menos do truncamento da aproximagdo polinomial em y, uma vez que nenhuma

aproximagdo foi feita ao longo de sua derivagdo.
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6. CONCLUSOES

Os resultados numéricos obtidos pelos métodos propostos, permitem as

seguintes conclusdes:

L

Desenvolvimento de um método geral que resolve as aproximagdes Py,
Wy, Chy, Sy, Ay e LDy da equagdo de transporte unidimensional, em
forma analitica, aplicando transformada de Laplace, resolvendo o sistema
algébrico resultante pelo algoritmo de Trzaska [29] e invertendo
analiticamente o fluxo transformado. E importante salientar que, embora as
solugbes propostas tenham sido encontradas para fluxo incidente
conhecido na fronteira, estas solugdes sdo facilmente estendidas para

outros tipos de condigdes de fronteira.

O carater analitico das solugdes encontradas permitiu uma mudanga de
base no espago de solugdo [43], tornando-as eficientes na resolugéo de
problemas de transporte unidimensionais de grande espessura (vide Anexo

1119

O carater analitico da solugdo LTAy, permitiu estabelecer uma solugdo

analitica LT Ay com dependéncia continua na variavel angular.

Apesar de todos os problemas de pequena espessura, apresentados nas
Tabelas 523, 526 e 5.2.9, terem sido rodados com baixa ordem de

aproximagd@o, constata-se que os métodos sdo equivalentes no que diz

~ respeito a precisdo dos resultados. Para problemas de grande espessura,

apartir de 100 livres caminhos médios, 0 método LTChy mostrou-se mais
eficiente, no sentido de apresentar resultados de mesma precisio com

menor ordem de quadratura, vide Tabelas 5.2.4, 5.2.5,5.2.7 ¢ 5.2.10.

A comparagdo entre 0 menor autovalor das aproximagdes propostas € o
autovalor discreto de Case [42], apresentado na Tabela 5.2.8, reforga a
indicagdo da eficiéncia da formulagdo LTChy na solugdo de problemas de

grande espessura, com baixa ordem de aproximagio, devido ao fato que o
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menor autovalor da matriz LTChy € 0o que melhor aproxima o autovalor

discreto de Case.

6. As conclusdes dos itens 4 e 5, sugerem que a formulagdo LTChy € a mais

precisa entre os métodos considerados, para aproximagdes de baixa ordem.

7. Observa-se, em problemas de grande espessura, que o erro absoluto E(p)
aumenta com a diminuigdo da segdo de choque de espalhamento. Por outro
lado, ndo observou-se, na precisio dos resultados, influéncia da variagéo

do fluxo angular incidente na fronteira.

8. Os resultados obtidos no problema bidimensional para as formulagdes
LTCh;-SP, e LTCh,-SP; ndo apresentam uma boa coincidéncia com os dos
métodos LTSs, LN e SGF-ExpN, o que é esperado, devido a baixa ordem
de aproximagdo considerada, bem como o tipo de aproximagdo usada na
variavel y (polinomial). Cabe ainda observar, que nos métodos LN e SGF-
ExpN o fluxo angular transverso ¢ aproximado, respectivamente,
linearmente e por uma exponencial, enquanto que o método proposto é
exato, a menos do truncamento da aproximag@o polinomial em y, uma vez

que nenhuma aproximagéo ¢ feita ao longo de sua derivagio.

9. O método recursivo de inversio da matriz LTSy para espalhamento
isotrépico, introduzido no Capitulo 3, foi implementado no CRAY e
mostrou-se eficiente, sob o ponto de vista computacional, para calcular a
exponencial da matriz LTSy, com N = 180, com pequeno tempo de
computagdo. Cumpre observar que a idéia da recursividade € aplicavel as
matrizes dos demais métodos. Acredita-se que, uma vez aplicada a
recursividade a matriz LTSy anisotropica, o método LTSy tornar-se-a um
método atrativo e eficiente de solugdo de problemas unidimensionais de
transporte, uma vez que, deste modo, sera possivel estimar o erro da

solugéo.
Como trabalhos futuros, sugere-se:

1. Implementar o método recursivo, apresentado na se¢do 2.2, na formulagdo

LTS
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2. Generalizar este método a matriz LTSy anisotropica e as demais matrizes

das formulagdes consideradas.

3. Como o método proposto no capitulo 4 transforma o problema
bidimensional em problema unidimensional, sugere-se a utilizagdo do
método recursivo de inversdo de matrizes para aumentar a ordem de

aproximagdo e, conseqiientemente, a precisdo dos resultados.

4. Geragdo de problemas Benchmark em uma e duas dimensdes.
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ANEXO I - AS FUNCOES DE WALSH

Um conjunto ortonormal de fungdes periddicas retangulares foi introduzido em 1922 por

Rademacher [44]. A primeira delas, R (1L), é uma onda quadrada de amplitude unitaria e periodo

igual a um, ou seja;

1,se0<u‘<1/2
Ry(n) = , Ro(u+1)=Ry(n). (AL1)
-1,sel/2<pnu<l1

Cada fungdo subseqiiente, Ry (1), € uma onda quadrada com a metade do periodo da fun¢do de

Rademacher anterior, Ry _; (1) . Assim, pode-se escrever que:

Ry (1) = Ry(2* ), (A1.2)

para k = 1, 2, 3, ... No entanto, estas fun¢des definidas por Rademacher apresentam simetria
impar em 1 = 0 e p = 1/2, significando que este conjunto de fun¢des € incompleto, pois uma
combinagdo linear de qualquer nimero destas fungdes apresentara uma simetria impar em torno
destes dois pontos. Este fato torna impossivel a expansdo de fungdes com simetria parem L =0 e

i =1/2 em uma série de R, (n) [30].

Assim, em um trabalho datado de 1923 [45], J. L. Walsh combinou as fungdes descritas
por Rademacher com o objetivo de determinar um conjunto ortonormal completo de ondas

retangulares peri6dicas. A primeira destas fungdes, ®((lt), € constante igual a um. As demais
fungdes, @, (1), sdo definidas como o produto das fun¢Ses de Rademacher escolhidas conforme

a representagio binaria de n ,ou seja,
o,@) =R, (1)-Ry (1)-...-R,, (1) (A1.3)

onde n=2" +2Y2+,. +2V% sendo v; <v;,; inteiros positivos, com i =1:k. As fungdes de

Walsh ©,(1t) s@o apresentadas na Figura A1.1 abaixo, comn=0:7.
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Figura Al.1. As func¢des de Walsh

Uma propriedade importante das fungdes de Walsh, reside no fato de o produto de duas
destas fungGes ser obtido pela adigdo em mddulo dois da representagdo binaria de seus digitos.

Assim,

Op(H) 0w = O (n+m) wad 2 (KLY (Al.4)

onde (n+m) mod 2 denota a adigdo em modulo dois da representagdo binaria de n e m.

Toda fungio absolutamente integravel no intervalo [0,1] pode ser expandida em uma

série de fungdes de Walsh:
o0

f() = ¥ Cao,(n), (A1)
n=0

onde as constantes C, sdo obtidas pela ortogonalidade destas fung¢des, ou seja:

Ca = [ f)0n (1) du. (A16)
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De particular interesse, ¢ a expansdo em fungSes de Walsh da fungdo f(p) = p—[u], na qual os

coeficientes C,, sdo dados por [46]:

1/2,sen=20

C,=4-2"%*? gsen=2% com k inteiro positivo, (A1.7)

0, em outro caso

onde [11] denota o maior inteiro menor que L.

77



ANEXO II - DERIVACAO DA APROXIMACAO Wy

A utilizagdo das fungdes de Walsh para gerar a aproximagdo Wy da equagdo de
transporte unidimensional depende de um acerto entre a variavel angular da equag@o de transporte
(1 € [-1,1]) e o dominio [0,1] das fungdes de Walsh. Este acerto foi realizado por Cardona e
Vilhena [32] de duas formas diferentes, as quais resultam em aproximag¢des idénticas da equagdo
de transporte. Na pﬁmeira, a transformacdo de Kuznetsov (3.3.1) € aplicada na equagdo de
transporte (2.1.1) resultando em um sistema de duas equagdes integro-diferenciais para as
fungdes u(x, ) e v(x,u), definidas em p € [0,1]. As fungdes u(x,1t) e v(x,t) resultantes sdo entdo
expandidas na variavel angular em uma série truncada de fungdes de Walsh, substituidas neste
sistema de equagdes integro-diferenciais e, tomando-se momentos, resulta a aproximagao Wy. Na
segunda maneira, as fun¢des de Walsh sdo estendidas ao intervalo [-1,1] de forma par e impar
(vide equagdes (2.2.1)) e, entdo, as equagdes Wy sdo obtidas expandindo-se o fluxo angular na
variavel angular em uma série truncada destas fungdes, substituindo-se esta expansdo na equagio

de transporte e tomando-se momentos.

Uma terceira derivag@io da aproximag@o Wy foi obtida por Seed e Albrecht [3], onde as

fungdes de Walsh sdo definidas recursivamente no intervalo [-1,1] da seguinte forma:

®20sp() = (DM Pfo, 2u+ 1) + ()P o, 2 - D) (A21)

onden=0,1,2,..ep=0oul, com

Lse—=l=n<l
0) = : (Al.8a)
0, em outro caso

com [n/2] denotando a parte inteira de n/2. Entdo, expandindo-se o fluxo angular em uma série

truncada destas fungGes resulta em um sistema de equagdes diferencias de primeira ordem,

denominadas equagdes Wi.
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ANEXO III - TRATAMENTO DE GRANDES ESPESSURAS

A solugdo do problema de transporte em uma dimensdo pelas formulagdes estabelecidas

neste trabalho, é apresentada na seguinte forma:

M M
P(x)= D eP* AL(0)+ > e AL *Q(x)+
k=1

K= (A3.1)

Mz

M
+> e N AT W(0)+ Y e X AL *Q(x),

k k=1

onde p, denota os autovalores da matriz da aproximagdo em questdo. A constante M assume os
valores: N+1; (N-1)/2; N; N, respectivamente, para as aproximag¢des Wy, Chy, Ay € LDy, A
presenga de autovalores positivos, aliada a existéncia de um simétrico negativo, apresenta-se
como um complicador quando aumenta-se a ordem de quadratura, pois os autovalores podem ser

extremamente elevados, gerando problema no calculo das exponenciais para grandes espessuras.

Uma forma de resolver esta dificuldade, é dividir o dominio espacial em subregides,
aplicar a formulagdo em questdo para cada regido, usando a continuidade na fronteira entre duas
subregides como condi¢do extra. Esta técnica foi aplicada nos problemas 52.1 e 5.3.2,
considerando 20 subregides para as formulagdes com menor ordem de quadratura (N = 4) e 32
regides para problemas com maior ordem de quadratura (N = 8), bem como aos trabalhos
publicados até entdo . Computacionalmente, esta técnica mostra-se inviavel para altas ordens de
quadratura (problemas de transferéncia radiativa em nuvens [24], por exemplo), porque sio
necessarias muitas subregides, causando um excessivo tempo de computagdo e uso da memoria

da maquina, bem como erros de arredondamento.

Assim, visando resolver o efeito de autovalores positivos no tratamento de problemas de

grande espessuras, propde-se que a solugdo (A2.1) seja reescrita como [43]:

M M
¥(x) =Y e ™0 AL wr(0)+ Y e AlxQ(x)+
k=1 k=1
A4
N " (A3.2)
+ 2P AL W (0)+ D e PeX AL HQ(x),
k=1 k=1
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onde h denota a espessura da placa considerada e W' (0) engloba as devidas corregdes impostas
pelas modifica¢des realizadas. Esta técnica elimina o overflow no tratamento de problemas de
transporte em placas de grandes espessuras e aproximagdes com altas ordens de quadratura,

porque as exponenciais s3o aplicadas sempre sobre niimeros negativos.
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