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Resumo

Neste trabalho analisamos processos com a propriedade de longa dependéncia
e sazonalidade, com inovagoes normais ou a-estaveis. Os processos com inovagoes
a-estaveis apresentam a caracteristica de ter variancia infinita, além da propriedade
de longa dependéncia. Apresentamos um estudo tedrico de estimacao paramétrica
e semiparamétrica, demonstrando propriedades de novos estimadores paramétricos,
baseados no estimador proposto por Fox e Taqqu (1986). Além disso, realizamos um
estudo baseado em simulagoes de Monte Carlo, comparando os diversos estimadores
definidos. Para a estimacao semiparamétrica, utilizamos a metodologia de Geweke e
Porter-Hudak (1983) e Reisen (1994), com suas versoes robustas. Para a estimagcao
paramétrica, empregamos as propostas de Fox e Taqqu (1986) e os novos estimadores
sugeridos.

Abstract

In this work we analyze processes with the property of long dependence and
seasonality, with normal or a-stable innovations. The processes with a-stable in-
novations present infinite variance characteristic, besides the property of long de-
pendence. We also consider a theoretical study of parametric and semi-parametric
estimates, we prove properties of new parametric estimators, they’re based on the es-
timator proposed by Fox and Taqqu (1986). Moreover, we accomplish a study based
on Monte Carlo simulations comparing the several defined estimators. For the semi-
parametric estimate, we use the methodology of Geweke and Porter-Hudak (1983)
and Reisen (1994), with their robust versions. For the parametric estimate, we use
the proposals of Fox and Taqqu (1986) and the new suggested estimators.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre séries temporais. Uma série tem-
poral é um conjunto de observagoes ordenadas no tempo. Uma caracteristica essen-
cial em séries temporais é que observagoes proximas sao dependentes e, em alguns
casos, mesmo observacoes bastante espacadas no tempo possuem dependéncia, e
esse fenomeno é o que chamamos de longa dependéncia. O objetivo de analisar o
comportamento das séries temporais é encontrar modelos que expliquem o seu com-
portamento, sendo possivel assim, fazer previsoes dos futuros valores. Encontrar
modelos que expliquem a série temporal possibilita descrever efetivamente o seu
comportamento. Ser capaz de prever observagoes futuras da série possibilita fazer

planos a respeito do fenomeno estudado e tomar decisoes apropriadas.

Séries temporais sao aplicadas nas mais diversas areas do conhecimento. Podem
ser aplicadas em economia, por exemplo, em séries que descrevem os precos didrios
de agoes ou taxas mensais de desemprego ou taxas de exportacoes mensais. Também
podem ser aplicadas em epidemiologia, descrevendo o niimero de casos contabiliza-
dos de AIDS por més, ou de outras doengas. Outra aplicacao bastante util é em

meteorologia, no registro de temperaturas ou de marés.

Existem diversos processos ja propostos pela literatura para modelar séries tem-
porais. Neste trabalho, iremos abordar dois grandes grupos de processos: processos

com distribuicao normal e processos com distribuicao a-estavel.

Dentre os processos que serao apresentados neste trabalho, encontram-se os pro-
cessos ARFIMA e SARFIMA com processo de inovagao tendo distribui¢ao nor-
mal. Estes processos possuem a propriedade da longa dependéncia. Tal pro-
priedade é caracterizada por funcao de autocovariancia nao absolutamente somavel,
no dominio do tempo, e funcao densidade espectral ilimitada em zero, no dominio

das frequéncias.



No outro grupo de processos que sera estudado, encontram-se os processos AR-
FIMA e SARFIMA com processo de inovacao tendo distribuicao a-estavel. Estes,
além de apresentarem longa dependéncia, tem a caracteristica de apresentar variancia

infinita.

Processos ARFIMA com variancia finita foram introduzidos por Granger e Joyeux
(1980) e Hosking (1981), e tém sido alvo de muitos estudos. No entanto, muitas séries
temporais reais possuem alta variabilidade, sendo necessaria a utilizagao de novos
processos, que apresentem variancia infinita. Neste sentido, tem aumentado muito o
interesse em estudar processos com distribuicao a-estavel, introduzidos inicialmente
por Samorodnitsky e Taqqu (1994) e Kokoszka e Taqqu (1995).

O objetivo deste trabalho é utilizar diversos estimadores semiparamétricos e pa-
ramétricos para a estimacao dos parametros nos modelos considerados. Dentre as
metodologias semiparamétricas que serao abordadas, para processos com inovagoes
normais, estao a metodologia proposta por Geweke e Porter-Hudak (1983) utilizando
regressao classica e robusta, além de uma modificacao do estimador anterior uti-
lizando o periodograma suavizado de covariancias, proposta por Reisen (1994). Para
a estimacao semiparamétrica de processos com inovacoes a-estaveis iremos propor
modificacoes aos estimadores descritos anteriormente, utilizando o periodograma
normalizado e um novo periodograma normalizado suavizado de correlagoes. As
metodologias paramétricas aplicadas a processos com inovagoes normais que Serao es-
tudadas sao: o método de méaxima verossimilhanca exata e aproximada, esta tltima
proposta por Fox e Taqqu (1986). Consideraremos, também, duas modifica¢oes ao
estimador proposto por Fox e Taqqu (1986). Estas duas modifica¢oes ainda nao
sao conhecidas na literatura e estao sendo sugeridas neste trabalho. Para estes
novos estimadores sugeridos, provamos a consisténcia e a distribuicao assintética.
As metodologias paramétricas que serao aplicadas a processos com inovagoes -
estdveis sao: a proposta de Kliippelberg e Mikosch (1996) e trés modificagoes novas
deste estimador, utilizando um novo periodograma, que sera definido no trabalho.
Além disso, iremos sugerir dois métodos de previsao para séries temporais, um para

processos com distribuicao normal e outro para processos com distribuicao a-estavel.

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 iremos
apresentar conceitos iniciais sobre séries temporais, que serao utilizados nos capitulos
posteriores. No Capitulo 2 apresentamos os modelos ARMA, ARIMA, ARFIMA,
SARFIMA com distribui¢goes normais e a-estaveis. Além disso, apresentamos dois

modelos de previsao. No Capitulo 3 apresentamos diversos métodos de estimagao,



paramétricos e semiparamétricos. Dentre os estimadores apresentados, varios ja
sao conhecidos na literatura, mas propomos alguns novos estimadores, visando a
melhora na estimacao. No Capitulo 4 descrevemos o processo de simulacao utilizado,
bem como os resultados encontrados. No Capitulo 5 apresentamos as conclusoes e

propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Conceitos e Propriedades Basicas

Vamos apresentar neste capitulo algumas defini¢oes, teoremas e proposigoes
fundamentais a compreensao do restante deste trabalho. Na Se¢ao 1.1 iremos abor-
dar defini¢coes gerais de processos estocasticos, séries temporais, estacionariedade,
funcoes média, autocovariancia e autocorrelagao e propriedades das mesmas. Na
Secao 1.2 apresentamos os estimadores das fungoes média, autocovariancia e auto-
correlacao. Finalmente, na Secao 1.3, abordamos a andlise espectral de processos es-
tocésticos, definindo a funcao densidade espectral, o periodograma, o periodograma

suavizado de covariancias e suas propriedades.

1.1 Analise de Séries Temporais

Comecaremos com algumas definigoes e propriedades basicas sobre analise de

séries temporais.

Definigao 1.1. Sejam (2, A, P) um espago de probabilidade, (S, o) um espago men-
suravel e 7 um conjunto de indices. Definimos um Processo Estocdstico como uma

colec@o de fungdes mensuraveis de (€2, A,P) em (S, o) indexadas por 7.

Lembre que um espaco de probabilidade (€2, .4,P) é composto por Q o espaco
amostral, A uma o-algebra e P uma medida de probabilidade. Um espaco men-
suravel (S, 0) é um conjunto S dotado de uma o-algebra. Em geral, temos S = R e

o = B(R) (borelianos de R), dessa forma, um processo estocastico serd uma cole¢ao



de variaveis aleatérias, indexada por 7 = N ou Z ou R, em um espaco de probabi-
lidades (2, A,P). Série temporal é uma realizagao do processo, ou seja, é uma das

possiveis trajetérias da familia de varidveis aleatérias { X }rer.

Se T for finito ou enumeravel, como T = {t,...,t,}, T =Z ou T =N, diz-se
que o processo tem parametro discreto. Se T for um intervalo de R, ou mesmo o

préprio R, obtemos um processo com parametro continuo.

A seguir apresentamos a definicao de distribuicoes finito dimensionais de um

processo estocastico.

Definicao 1.2. Sejam n € N e tq,ts,...,t, elementos quaisquer de 7. As dis-

tribuigoes finito dimensionais do processo estocastico { X }ier sdo dadas por

F(x1, 29, .. Tpity,to, .o ity) =P(Xy, <y, Xy, <) (1.1)

Temos que, um processo estocédstico estara especificado, se conhecermos todas
as suas distribuicoes finito dimensionais. Uma familia de distribuicoes finito di-
mensionais definida a partir de um processo estocastico, satisfaz duas condi¢oes de

compatibilidade:

CCl) Se¢:{1,...,n} — {1,...,n} é uma permutacao, entao
F (1,22, .., xnsti oy ooy tn) = F(To(1)s To2)s - - - Tom)i to(1) Lo(2)s - - - > L))
CC2) Se t,.1 € T, entao

F(x1, %0, .oy Ty, 005t Loy ooty tut) = F (21, Tay ooy Ty by, tay ooy Ty).

Também pode-se demonstrar, a partir do teorema de existéncia de Kolmogorov
(ver Billingsley, 1995), que se tivermos um conjunto de distribuigoes finito dimen-
sionais satisfazendo as condicoes CC1 e CC2, existe um processo estocastico com

tais distribuicoes finito dimensionais associadas.

Como, na maioria dos casos, nao conhecemos as distribuicoes finito dimensionais,
precisamos de outras maneiras para obter informagoes sobre o processo a ser estu-
dado. Duas dessas maneiras sao as fungoes média e autocovariancia de um processo,

que estao definidas a seguir.

Definigao 1.3. A fun¢do média de um processo {X;},e7 é definida por

u(t) = E(X,) (1.2)



emqueteT.

Defini¢ao 1.4. A fun¢ao de autocovariancia de um processo {X;}ier é
’VX(tlv t2> = COU(thvth) = E<Xt1Xt2) - E(th)]E(Xt2> (13)

em que ti,to € T.

Defini¢ao 1.5. A func¢do de autocorrela¢ao de um processo { X }ier €

Vx(t 1) (1.4)

Pt = e TV ar %)

em que ti,ty € T.

Em particular, na Definicao 1.4, se tivermos t; = t5 = t, a funcao de autoco-

variancia nos da a variancia do processo:

vx(t,t) = Var(X;) = E(X?) — E*(X,), paratodo t€T. (1.5)

A seguir veremos a definicao de processos fortemente estacionarios.

Definicao 1.6. Um processo estocastico é dito ser fortemente estaciondrio se to-
das as distribuicoes finito dimensionais permanecem as mesmas sob translacoes no

tempo, ou seja,
F(xy, . yxp;ty + 7,0ty +7) = F(xr, .o Tty ooy ), (1.6)
para todo tq,...,t,,t1 +7,...,t, + T pertencentes a T e x1,...,x, € R.

A Defini¢ao 1.6 é um tanto exigente e muito dificil de ser verificada na pratica.

Assim, apresentamos a definigao de processos estocasticos fracamente estacionarios.

Definicao 1.7. Um processo estocastico € fracamente estaciondrio se e somente se:

a) E(X;) = u(t) = u, constante Vt € T;
b) E(|X:|?) < oo, Vt € T;

C) ’Yx(tl,tg) = ’}/){<t1 + 1,1 +t), para ti,t2,t1 +t, 10+ 1 € T.



Neste trabalho, estaremos interessados apenas nos processos que satisfazem a
Definicao 1.7. Para simplificar a denominacao, chamamos estes processos sim-
plesmente de estaciondrios. Também iremos considerar o conjunto 7 = Z =
{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Observagao 1.1. Se { X, }1cz é um processo estaciondrio, entao vyx (t1,t2) = vx(t1 —
t9,0), Vt1,ty € Z. Assim, é conveniente definirmos a fun¢ao de autocovariancia em

uma Unica variavel,
vx(h) = vx(h,0) = Cov(Xiin, X3), (1.7)

para todo t,h € Z.

A funcao de autocorrelacdao é definida analogamente,

px(h) = (1.8)
para todo t, h € Z.

A seguir iremos apresentar algumas propriedades das fungoes de autocovariancia

e autocorrelacao.

Proposicao 1.1. Seja {X;}iez um processo estaciondrio real discreto, de média

zero, entdo as fungoes yx(h) e px(h) satisfazem as sequintes propriedades:

a) Var(X:) =vx(0) >0, para todo t € Z;
b) vx(—=h) = vx(h), para todo h € N ;

¢) |yx (k)] < 7x(0), para todo h € Z;

d) px(0) =1;

e) px(—h) = px(h), para todo h € N;

f) |px(h)| <1, para todo h € Z.

Observacao 1.2. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o processo tem
média zero, pois, caso contrario, basta considerarmos o processo {X; — i}z, em

que pu = E(X;), para todo t € Z.



1.2 Média, Autocovariancia e Autocorrelacao A-

mostrais

Podemos caracterizar um processo estacionario Gaussiano por sua média pu,
fungoes de autocovariancia vyx(-) e de autocorrelagao px(-). Como, na prética,
nao conhecemos previamente estas fungoes, precisamos de estimadores para estes
valores. A seguir definimos estimadores para i, vx(-) e px(+), obtidos pelo método

dos momentos, para um processo estacionario {X; };ez com

a) E(X;) = u, para todo t € Z;

b) Var(X;) = 0%, para todo t € Z;

¢) Cov(X 11 Xy) = vx(h), para todo t € Z.
Consideramos uma série temporal com N observagoes, {X;}¥ ,, obtida a partir do
processo {X;}ez.

Definicao 1.8. Um estimador nao viciado para a média p é a média amostral,

definida por
_ 1
X =— X, 1.9
¥ 2; (1.9)

que é a média das N observacoes obtidas da série temporal {X;} ;.

Definicao 1.9. Um estimador da funcao de autocovariancia de ordem h é a func¢ao

de autocovariancia amostral, dada por

N—h
. 1 ¥ <
Fx(h) = 5 D_ (X = X)(Xin — X)), (1.10)
=1
ou
N—h
Aao:—i—gyx—xwx ~X), emque h=0,1,2 (1.11)
X N_hi:1 i i+h ) g Ly Ly e :

Observacao 1.3. Neste trabalho, iremos apenas utilizar o estimador com denomi-

nador N, visto que este apresenta menor variancia (para maiores detalhes ver Wei,

1990).



Definicao 1.10. O estimador da funcao de autocorrelagao de ordem h é a funcao

de autocorrelacao amostral, dada por

px(h) = ) = ) para h e N. (1.12)

Para obter uma andlise com maiores detalhes sobre as Definigoes 1.8, 1.9 e 1.10,
ver Wei (1990) e Brockwell e Davis (1991). Na préxima secao iremos apresentar

conceitos sobre representacao espectral de processos.

1.3 Representacao Espectral de Processos

A andlise espectral é uma area interessada em entender melhor o comportamento
das séries temporais, tais como periodicidades e longa dependéncia. Diversos campos
do conhecimento aplicam a analise espectral, como nas Engenharias, Fisica, Econo-
mia, Meteorologia, entre outros. A seguir veremos o conceito de funcao densidade
espectral, que é utilizada para a analise espectral de séries temporais estacionarias.
A funcao densidade espectral também é conhecida, simplesmente, como espectro,
e, nada mais é, do que o estudo das séries temporais no dominio da frequéncia.
De fato, a funcao densidade espectral é a transformada de Fourier da funcao de

autocovariancia do processo.

Definigao 1.11. Seja { X}z um processo estocastico estaciondrio real, com funcao

de autocovariancia absolutamente somével, ou seja, > |yx(h)| < oco. Entao, a
hez
funcao densidade espectral ou espectro é definida como a transformada discreta de

Fourier de vx(h), isto é,

)= o= 3 e ™, A€ [-m 7] (1.13)

h=—o00

Proposicao 1.2. A funcao densidade espectral de um processo estaciondrio real

{Xi}iez, pode ser escrita da sequinte forma

Fe() = %m(o) 123 x(h) cos(AR)], A€ [, (1.14)



Demonstragao: Pela Definicao 1.11, temos que

2
_ % S Ax(h)[cos(Ah) — isen(Ah)]
= % vx (h) cos(Ah) — % Z vx () sen(Ah)
=—00 h=—o00
1

.-

— ZVX cos(Ah) — % h;oo vx (h)sen(Ah)
Z’yx sen(Ah)

= —fyX Z’yx cos(\h) —|— — nyx ) sen(\h)

Z vx (h) sen(Ah)
= )+ 2 ZVX cos(Ah)].

Observacao 1.4. A funcao de autocovariancia de um processo estaciondrio { X; ez

pode ser obtida através da transformada discreta inversa de Fourier de fx(+), ou seja

= / Fx(N)eMd. (1.15)

Portanto, fx(-) e yx(:) formam um par de Fourier.

O teorema a seguir apresenta algumas propriedades basicas da funcao densidade

espectral de processos estocasticos estaciondrios reais.

Teorema 1.1. Considere um processo estaciondrio real {X;}iez com fungdo de au-
tocovariancia absolutamente somdvel, entdo a fungao densidade espectral fx () € li-
mitada, ndo negativa e uniformemente continua. Além disso, fx () € par e periddica

com periodo 2.

Para maiores detalhes e demonstragao, ver Morettin e Toloi (2004).

10



A definicao a seguir apresenta um estimador para a funcao densidade espectral.

Definigao 1.12. Considere uma série temporal com N observagoes, { X;}¥,, obtida
a partir do processo estacionario {X;}iez. A fungdo periodograma, denotada por
In(+), é definida por

2

. vVeloa (1.16)

N
§ Xte—i)\t
t=1

Proposigao 1.3. A funcao periodograma de uma série temporal estaciondria € dada

1
In(A) = N

por
In()) = % S Ax()e ™ Ve [-m . (1.17)

|h|<N

A demonstragao da Proposi¢ao 1.3 pode ser encontrada em Morettin (2004).

Lembre que um estimador é assintoticamente nao viesado, quando a esperanca
do estimador converge ao parametro a ser estimado. Além disso, dizemos que um
estimador ¢é consistente, quando ele converge em probabilidade ao parametro a ser
estimado. Assim, a fung¢ao periodograma definida na equagao (1.16) é um estimador
assintoticamente nao viesado do espectro, entretanto, é nao consistente. Assim,
mesmo aumentando o nimero de observagoes, a variancia de Iy(A) nao decresce.
Em virtude disso, foram propostos na literatura estimadores alternativos com a
propriedade de consisténcia. Iremos definir, a seguir, um novo periodograma, que é

nao viesado e consistente para a funcao densidade espectral.

Definigao 1.13. A funcdo periodograma suavizado de covariancias, denotada por
Is()\), é definida como

N+1
1 . —iAh
Is(A) = o h__z(];_l)wM(h)VX(h)e ; (1.18)

em que, yx(-) é a fungdo de covariancias do processo e wy/(+) é uma sequéncia de

pesos ou janela, satisfazendo para um natural M < N,

a) 0 <wp(h) <wy(0) =1;
b) wyr(h) = wy(—h), para todo h;

¢) wy(h)=0,]h| > M.

11



Observagao 1.5. Para o estimador Ig(-) ser um estimador da fungao densidade

espectral consistente, precisamos impor algumas condicoes sobre a escolha de M:

a) M é uma funcao de N tal que M — oo;

b) & — 0 quando N — co.

Geralmente considera-se M = N?, B < 1. Neste trabalho, consideraremos 3 =
0.9 fixo.

Vérias janelas ja foram sugeridas na literatura, como a janela retangular, a janela
de Bartlett, a janela de Daniell, e janela de Blackman-Tukey, a janela de Parzen
entre outras (para maiores detalhes ver Brockwell e Davis, 1991). Neste trabalho

utilizaremos a janela de Bartlett, que sera definida na Subsecao 3.1.3.

12



Capitulo 2

Modelos para Séries Temporais

Neste capitulo iremos apresentar alguns modelos para séries temporais que
serao estudados ao longo da dissertagao. Inicialmente definiremos um modelo pro-
posto por Box e Jenkins (1976), este é denominado processo auto regressivo integrado
de médias méveis, denotado por ARIMA (p, d, q), que é obtido de termos de equagoes
de diferengas lineares com coeficientes constantes. Em seguida, iremos definir uma
generalizagao dos modelos ARIMA, chamados de modelos ARFIMA(p, d, ¢), denomi-
nados processos auto regressivos fracionariamente integrados de médias méoveis, que
foram propostos por Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981). Sua funcao densi-
dade espectral ¢ ilimitada apenas na frequéncia zero. Os processos ARFIMA(p, d, q)
sao utilizados para modelar séries que apresentam a propriedade de longa dependén-
cia. A definicao técnica de longa dependéncia sera apresentada mais adiante, neste
capitulo, mas, intuitivamente, longa dependéncia quer dizer que mesmo observagoes

distantes no tempo possuem dependéncia entre si.

Muitos fenomenos reais, além de apresentarem a caracteristica de longa de-
pendéncia, apresentam sazonalidade. Sazonalidade quer dizer que o processo se
repete durante um certo periodo de tempo fixo, sua duragao é definida como periodo
sazonal e representada por s. Este tipo de processo recebe o nome de SARFIMA, e
¢ uma generalizacao do processo ARFIMA. Além disso, sua funcao densidade espec-
tral é ilimitada em um nimero finito de frequéncias em [0, 7|, chamadas frequéncias

sazonais.

Os processos ARFIMA e SARFIMA serao apresentados em duas segoes. Na

Secao 2.1, conforme a defini¢ao tradicional, com inovagoes Gaussianas e, na Segao
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2.2, com inovagoes tendo distribuicao a-estavel simétrica.

Antes de definirmos os processos ARFIMA e SARFIMA, é conveniente intro-
duzirmos as seguintes notagoes Zs> = {k € Z;k > 0} e Z<« = {k € Z; k < 0}.

2.1 Processos com Inovacoes (Gaussianas

Iniciamos esta secao apresentando a definicao de ruido branco.

Definigao 2.1. Uma sequéncia de varidveis aleatérias {g; }cz é dita ser um ruido

branco se

o2, se h=0,
E(e) =0, Var(g;) = o2 e v:(h) = { 0 e ht0

Se as variaveis aleatérias possuem distribuicao normal, dizemos que o processo

{et}tez é um ruido branco Gaussiano.

Antes de definirmos os processos ARFIMA e SARFIMA, é necessério definirmos

alguns operadores, que serao utilizados ao longo do texto.

Definigao 2.2. Seja { X}z um processo estocastico qualquer.

a) Operador translacao para o passado, denotado por B, é definido por

B<Xt) = thlu Tt 7Bm(Xt) = thm; (2-1)

b) Operador diferenga, denotado por V, é definido por
V(Xt) - Xt - thl - (1 - B)(Xt> (22)

Logo temos que V=1 — B.

¢) Para qualquer D > —1, definimos o operador diferenga fracionéria sazonal por

vl = (1-B)P i()
k=0

D(D=1) ., DD —1)(D-

= 1-DB+
b 2! 3!

2)635 o (2.3)
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em que

d\ I'(d+1)
k)  T(k+DI(d—k+1)
na qual I'(+) é a fungdo Gama, definida por
Joot et dE, se x>0,

['(z) =400, se =0,

' T(1+1x), se z<0.
Se tivermos D = d e s = 1, entdao V¢ é o operador diferenca fraciondria.

A seguir, definimos o processo auto regressivo de médias moéveis, denotado por
ARMA (p, q).

Definigao 2.3. Se um processo estocdstico { X, }ez satisfaz a seguinte equagao
(B)(X, — ) = 0(B)er, t €L, (2.4)

em que p é a média do processo, {&; ez é um processo ruido branco, ¢(-) e 6(-) sao
polinémios, com coeficientes constantes reais, de ordem p e ¢ (inteiros nao negativos),

respectivamente, dados por
P(B) =1—¢1B— ¢p82 —--- — ¢, B; (2.5)

0(B)=1— 6.8 —0,8—---— 0,8 (2.6)

Entao dizemos que {X;}iez é um processo auto regressivo de médias méveis de

ordem p e ¢, denotado por ARMA(p, q).

As duas definigoes a seguir podem ser aplicadas aos processos ARMA (p, ¢), mas

também a outros processos que ainda serao definidos.

Definigao 2.4. Um processo {X;}iez € dito ser causal se existe uma sequéncia de

constantes {1;}jez. tal que Z |1h| < oce
jEZZ

Xi=)Y e, teL (2.7)

jEZZ

Definigao 2.5. Um processo {X;}iez € dito ser inversivel se existe uma sequéncia
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de constantes {7;};cz. tal que Z || < o0 e
jEZZ

gt = Z Wth_j, t e . (28)

Os dois teoremas seguintes apresentam condi¢oes para que um processo ARMA
(p, q) seja causal e inversivel. As demonstragoes podem ser encontradas em Brockwell
e Davis (1991).

Teorema 2.1. Seja {X;}iez um processo ARMA(p,q) em que os polinémios ¢(-)
e 0(-) nao possuem raizes em comum. FEntio {X;}iez € causal se e somente se
¢(z) # 0, para todo z € C tal que |z| < 1. Os coeficientes {1;}jez. que satisfazem

a equagao (2.7) sao determinados pela relagdo
P(z) = Z P2l = ==L em que |z| < 1. (2.9)

Teorema 2.2. Seja {X;}iez um processo ARMA(p,q) em que os polinémios ¢(-)
e 0(-) nao possuem raizes em comum. Entao {X;}icz € inversivel se e somente se
0(z) # 0, para todo z € C tal que |z| < 1. Os coeficientes {7;}jcz, que satisfazem

a equacao (2.8) sao determinados pela relagdo

m(z) = Z T2 = %, em que |z| < 1. (2.10)

JEZL>

O teorema seguinte apresenta a funcao densidade espectral de um processo

ARMA (p, q) e sua demonstracao pode ser encontrada em Brockwell e Davis (1991).

Teorema 2.3. Seja {X;}iez um processo ARMA(p, q) satisfazendo a Definigao 2.3
onde os polinomios ¢(-) e 0(:) nao possuem raizes em comum no circulo unitdrio.

Entao { X, }iez possui fungao densidade espectral dada por

B CT_? ’9(6—1‘)\)|2

fx(\) = 2m (e’ em que X € [0, ). (2.11)

Os modelos ARMA(p, q) sao utilizados para descrever séries estaciondrias, mas
muitas séries nao possuem essa caracteristica. Algumas séries tornam-se estacionarias
se as diferenciarmos. Assim, definimos os modelos ARIMA(p, d, q) que sdo uma ge-

neralizagao dos modelos ARMA (p, q), propostos por Box e Jenkins (1976).
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Definigao 2.6. Um processo { X}z é dito ser um processo auto regressivo inte-
grado de médias méveis de ordem (p, d, ¢), com média i, denotado por ARIMA(p, d, q),

se satisfaz a equacao
d(B)(1 — B) (X, — p) = 0(B)sy, em que t€Z, (2.12)

em que (1 — B)%(X; — ) é um processo ARMA(p,q), com d € N. Os polindmios
#(+) e 0(-) sao dados pelas equagoes (2.5) e (2.6), respectivamente, e {e;}tcz é um

ruido branco.

Observacao 2.1. a) O modelo dado na Definigao 2.6 supde que a d-ésima dife-

renga do processo { X }yez pode ser representada por um modelo ARMA(p, q);
b) Na maioria dos casos praticos, temos d = 1 ou d = 2;

¢) Para que o modelo dado na Definicao 2.6 seja causal e inversivel exige-se as
mesmas suposicoes do modelo dado pela Definicao 2.3, que sao dados pelos

Teoremas 2.1 e 2.2.

Uma generaliza¢ao do processo ARIMA(p,d,q) é o processo ARFIMA(p,d, q),
que é definido de maneira totalmente andloga ao ARIMA, no entanto, considerando
d € R. O processo ARFIMA(p, d, q) é chamado processo auto regressivo fracionério
integrado de médias moveis e possui a propriedade de memoria longa. Assim, iremos

definir, primeiramente, a propriedade de longa dependéncia.

Definigao 2.7. Considere { X, };c7 um processo estacionario. No dominio do tempo,
dizemos que {X; };ez é um processo com a propriedade de longa dependéncia se existe

um nimero real d € (0,0.5) tal que
px(h) ~ K h**71 quando h — oo,

em que K; # 0 e px(-) é a funcdo de autocorrelagao do processo. Isto é, a funcdo
de autocorrelagao decresce de forma hiperbdlica (suavemente) para zero. De forma

equivalente, no dominio da frequéncia, se
fx(\) ~ Ky|A[7*¢,  quando X\ — 0,

em que Ky > 0e fx(-) é a fungao densidade espectral do processo.

Observacao 2.2. a) A notagdo f(z) ~ g(x), quando x — 0, significa que

lim m:1;

=0 g(x)
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b) No dominio do tempo, quando d € (0,0.5), px(:) decai tao lentamente que
3" Jox ()] diverge:

hEZZ

¢) O caso em que d = 0 é chamado de curta dependéncia.

d) Uma defini¢do alternativa de longa dependéncia diz que a fun¢do densidade
espectral pode ser infinita em outra frequéncia, que nao seja a A = 0, ou em

mais frequéncias no intervalo [0, 7].

A defini¢ao abaixo apresenta o processo ARFIMA(p, d, q).

Definigao 2.8. Seja {X;}icz um processo com média u satisfazendo a seguinte
equacao
P(B)VUX, — ) = 0(B)ey, para todo t € Z, (2.13)

em que {&; }1ez é um ruido branco, os polinomios ¢(-) e 6(-) sao definidos nas equagoes
(2.5) e (2.6), d € (—0.5,0.5) e V¢ = (1 — B)Y. Entao, dizemos que {X;}icz é
um processo auto regressivo fracionario integrado de média moveis, denotado por

ARFIMA(p, d, q).

Os teoremas a seguir apresentam algumas propriedades dos processos ARFIMA
(p,d, q), e suas demonstragoes podem ser encontradas em Hosking (1981) e Brockwell
e Davis (1991).

Teorema 2.4. Seja { X}z um processo ARFIMA(p,d, q), dado pela Defini¢ao 2.8.
Suponha que os polindmios ¢(-) e 0(-) nao tenham raizes em comum e que as raizes

das equagoes ¢(z) =0 e 0(z) = 0 estejam fora do circulo unitdrio. Entdo

a) sed < 0.5, o processo { Xy }iez € causal com representagao média mdvel infinita

dada por
Xi= > e, (2.14)

k‘EZz

em que {Yx frez. satisfazem a relagdo

U(z) = (1-2)7%

b) se d > —1, o processo { X }ez € inversivel com representacdo auto regressiva
mfinita

Et = Z WkXt—k (2].5)



em que {ﬂ'k}kezz sao os coeficientes que satisfazem a relacao

(2) = 5= )

¢) a fungao de autocorrelagao px(-) e a fungao densidade espectral fx(-) satis-

fazem, para d € (—0.5,0.5) e d # 0,

px(h) ~ Ch*='  quando h — oo, (2.16)
em que C'#0, e
aZ |0(e= ™) _in—2a 02 [0(1) ’ —2d
PO = Sl =T~ ) (217)

quando X — 0.
Assim, a partir do Teorema 2.4 (item c), conclui-se que o processo ARFIMA(p, d, q)
possui a propriedade da longa dependéncia se d € (0,0.5).

O préximo processo que iremos definir é uma extensao dos processos ARFIMA
(p,d,q). Denominado processo SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s, esse processo tem

como caracteristica se repetir durante um periodo de tempo fixo.

Definigao 2.9. Seja { X}z um processo satisfazendo a seguinte equacao
G(B)®(B)VIVY (X, — ) = 0(B)O(B%)et, (2.18)

em que p é a média do processo, {&; }1ez ¢ um ruido branco, s € N é a sazonalidade,
#(+), 0(-) sao os polinomios de ordem p e ¢ dados pelas equagoes (2.5) e (2.6),

respectivamente, ®(-) e O(-) sdo os polinomios de ordem P e () dados por
d(B)=1—-&,B— B> —-.. — dpB”; (2.19)

OB)=1-60,B—-0,8—---—0,8%. (2.20)

Entao, {X;}iez é um processo sazonal auto regressivo fracionariamente integrado
de média mével de ordem (p,d,q) x (P, D,Q)s, denotado por SARFIMA(p, d, q) x
(P, D,Q)s, em que o grau de diferenciacdo e o grau de diferenciacao sazonal sao d e

D, respectivamente.

A seguir, apresentamos um teorema com diversas propriedades dos processos
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SARFIMA (p,d,q) x (P, D,Q)s; sua demonstragao e maiores detalhes podem ser
encontrados em Bisognin (2007) e Bisognin e Lopes (2009).

Teorema 2.5. Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p,d, q) X (P, D,Q)s dado pela
Defini¢ao 2.9. Suponha que as equagoes ¢(z)P(z°) =0 e 0(2)O(2°) = 0 ndo tenham

raizes em comum. FEntdo valem as sequintes propriedades.

a) Se |[d+ D| < 0.5, |D| < 0.5, o processo tem fun¢ao densidade espectral dada

A
2 —
w(2)

b) O processo € estaciondrio se d+D < 0.5, D < 0.5 e todas as raizes da equagao

por

Q

210 |0(e™Y)?

fx(A) = [p(e=)[2 [B (e M) 2

[\
Y|

em que 0 < A < 7.

d(2)®(2°) = 0 estao fora do circulo unitdrio.

c) O processo € causal sed < 0.5, D < 0.5 e todas as raizes da equagdo ¢p(2)P(2°) =

0 estao fora do circulo unitdrio.

d) O processo € inversivel se d > —0.5, D > —0.5 e todas as raizes da equagdo

0(2)0(2°) = 0 estao fora do circulo unitdrio.

e) O processo estaciondrio possui longa dependéncia se 0 < d+D < 0.5,0< D <

0.5 e todas raizes da equacdo ¢(2)P(z°) = 0 estdo fora do circulo unitdrio.

A secao seguinte trata dos mesmo modelos apresentados nesta secao, no entanto,

considerando processos com inovagoes a-estaveis.

2.2 Processos com Inovacoes a-estaveis

Na secao anterior, foram definidos diversos processos, todos com inovagao na
forma de um ruido branco Gaussiano. Tais processos apresentam variancia finita, e
acabam nao explicando bem muitas séries temporais que apresentam variabilidade
alta. Neste sentido, veremos nesta secao novos processos que apresentam a carac-
teristica de ter variancia infinita. Iremos considerar os mesmos processos da secao

anterior, entretanto, com inovagoes a-estaveis. Inicialmente veremos o que quer
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dizer uma variavel aleatéria ter distribuigao a-estavel e algumas propriedades desta

distribuicao, em seguida, definiremos os modelos com inovagoes a-estaveis.

Definicao 2.10. Uma varidvel aleatéria X ¢é dita ter uma distribuicao estavel se e
somente se para quaisquer constantes positivas c; e co, existem constantes ¢ > 0 e
0 € R tais que

aX,+eXoLeX +0 (2.22)

em que X; e X, sdo amostras independentes de X e £ denota a igualdade em
distribuicao.
Definicao 2.11. Uma varidvel aleatéria X é dita ter uma distribuigao estritamente

estavel se 6 = 0 para qualquer escolha de ¢ e c¢s.

Definicao 2.12. Uma varidvel aleatéria X ¢é dita ter uma distribuicao estavel

simétrica se é estavel e simetricamente distribuida em torno do zero, isto é, X 4 —X.

A proxima definicao é equivalente a Defini¢ao 2.10, como pode ser visto em Feller

(1971).

Definicao 2.13. Uma varidvel aleatoria X ¢é dita ter uma distribuicao estavel se

para cada n > 2, existem constantes ¢, > 0 e §,, tais que
Xi+Xo+ -+ X, L, X +6, (2.23)

em que a variavel aleatéria X nao é concentrada em um ponto (caso degenerado) e

X, X1,..., X, sao independentes e com a mesma distribuicao.

As Definigoes 2.10 e 2.13 sado equivalentes, como é demonstrado em Feller (1971).
O préximo teorema caracteriza as constantes normalizadoras ¢, e sua demonstracao

pode ser encontrada em Feller (1971).

. . 1
Teorema 2.6. As constantes normalizadoras sio da forma ¢, = na, para n > 2
e com 0 < a < 2. O indice a € chamado expoente caracteristico ou indice de
estabilidade.

Exemplo 2.1. Considere uma variavel aleatéria X tendo distribuicao N (u,0?),

entao X tem distribuicao estavel com o = 2. De fato,

X1+ eXo ~ N((ey + e)p, (& + 2)o?),

=

entdo, pela Definicao 2.10 temos ¢ = (¢? +¢3)2 e d = (¢; + ¢o — ).
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Outra definicao equivalente as Definicoes 2.10 e 2.13, serd dada a seguir.
Definicao 2.14. Uma variavel aleatoria é dita ter distribuicao estavel se tem um
dominio de atracgao, isto é, se existe uma sequéncia de variaveis independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) Y7, Y5,..., uma sequéncia de nimeros positivos
{dn}n>1 € nimeros reais {a, }n>1, tais que

Yi+Yy+--+Y,
R e

em que -4+ ¢ a notacdo usada para convergéncia em distribuicao.

A préxima definigao também é equivalente as Definigoes 2.10, 2.13 e 2.14.

Definicao 2.15. Uma variavel aleatéria é dita ter distribuicao a-estavel se exis-
tem parametros 0 < o < 2,0 > 0,—1 < g < 1 e p real, tais que a sua fungao

caracteristica é da seguinte forma

exp {—o®|t|* (1 —i8(signt) tan %) +iut}, se a#l,

E(e) = |
exp {—olt| (1+ %(Signt} In|t]) +ipt} se a=1.

A funcao signt é definida como

-1, se t<0,
signt =<0, se t=0,

1, se t>0.

Se uma varidvel aleatéria X tem distribuicio a-estdvel, denotamos por X <

Sala, B, ).

Se X for a-estavel com § = pu = 0, entao dizemos que X é a-estavel simétrica, e

denotamos por SaS. Sua funcao caracteristica é da seguinte forma,

E(eitX):eﬂf"‘ltla7 com teER e O0<a<2

O parametro o é chamado parametro de escala, § parametro de assimetria e

parametro de shift.

Observagao 2.3. Se 0 < a < 2, entao E|X|P = oo, para p > «, e para 0 < p < «,
E|X|P = ¢(p,@)oP, em que ¢(p, o) ndo depende do parametro de escala o. Portanto,

se 1 < a < 2, a variancia da variavel X serd infinita.
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A seguir iremos definir os processos com caracteristica de longa dependéncia e

inovacoes a-estaveis.

Defini¢ao 2.16. Um processo ARFIMA(p, d, q) a-estavel satisfaz a equagao (2.13),
tendo processo de inovagao {e;}icz formado por varidveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas, com distribuicao a-estavel simétrica, 1 < a < 2.

Definigao 2.17. Um processo SARFIMA(p, d,q) x (P, D,Q)s a-estavel satisfaz a
equagao (2.18), tendo processo de inovagao {&;}sez formado por varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas, com distribui¢ao a-estavel simétrica,

l<a<?2.

Os processos com inovacoes da forma ruido branco sao caracterizados basica-
mente pela funcao de autocovariancias e funcao densidade espectral. No entanto,
nos processos com inovagoes a-estaveis nao existe funcao densidade espectral, pois
as variaveis aleatérias a-estaveis tem variancia infinita. Em virtude disso, define-se
uma nova fun¢ao no dominio das frequéncias, denominada funcao poder de trans-
feréncia. Esta funcao foi inicialmente definida para os processos ARFIMA, mas
podemos generalizar para os demais processos citados neste trabalho, a qual sera

apresentada no Teorema 2.7 a seguir.

O proximo teorema apresenta algumas propriedades dos processos SARFIMA
(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estaveis.

Teorema 2.7. Seja { X, }iez um processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s a-estdvel,
dado pela Defini¢ao 2.17. Suponha que as equagoes ¢(2)P(2°) =0 e 0(2)0(2°) =0
nao tenham raizes em comum e que |D+d| <1—21e|D|<1—2 coml<a<2.

Entao valem as sequintes propriedades.
a) Se a solugdo da equagdo ¢(2)P(z°) = 0 estiver fora do circulo unitdrio, entao

{Xi}tiez € causal. Os coeficientes {1;}jez. da representacao média movel in-

finita sao dados por

b= Xl = SIS0 -9 -2 @2

b) Se a solugdo da equacdo 0(2)0(2°) = 0 estiver fora do circulo unitdrio, entdo

{Xi}ez € inversivel. Os coeficientes {m;}jez. da representagdo auto regressiva
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infinita sao dados por

m(z) =) ma = Wu —2)4(1 = 2°)P. (2.25)

Pt 2)0(z°)

c) Se o processo for causal, a fun¢do poder de transferéncia do processo {Xi}iez,

¢ dada por
0 (O 2 A 2] s |
gx(A) = TN (0N 2 2 sen 5 2 sen >
¢
00 2
= | e (2.26)
5=0
Demonstragao:

a) Seja {X;}iez um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q) a-estavel, com média

zero, dado pela expressao

o(B)®(B°)(1 - B)'(1 - B°)"X, = 0(B)O(B")e:.

Pelo artigo de Diongue et. al. (2007), temos que, se o processo SARFIMA
(p,d,q) x (P,D,Q)s, com P = Q = 0, satisfaz as condi¢ées [D +d| <1 —1,
|D| <1— é, com 1 < o < 2 e aequagdo ¢(z) = 0 nao tem raizes no circulo

unitario, entao o processo é causal. Logo, podemos escrever

6(B)
6(B)(1— B)i(1— B°)P""
d(B)X, = O(B")Z, (2.27)

O(B)X, = OB

onde Z; = ¢(B)(1—(ZS()Bd)(1—Bs)D5t é um processo SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s

com P = = 0 e processo de inovacao {&; }ez.

Assim, basta mostrarmos que o processo dado em (2.27) é causal.

Temos, por hipdtese, que ®(z°) # 0, para todo |z| < 1. Logo, ﬁ ¢ uma
funcao analitica e pode ser expressa em série de poténcias. Assim, existe

e > 0, tal que

1 .
B(z5) Z 20 =¢&(2), para todo |z] <1 +e.

jGZZ
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Como a série converge para |z| < 1+ € e converge para |z| < 1+ 5. Entao,

temos que, .
lim & (1+5) =0,

j—o0 2

Ou seja, a sequéncia {SJ (1 + g)j} converge, logo ¢é limitada. Portanto,
>0

existe uma constante K > 0 finita tal que, para todo j > 0,

€\’ ) , e\ ~J
fj(1+§) < K, isto é, |§j|<K(1+§> .

Entao,

dIGI<K Y <1+§>_j<oo.

jGZZ jEZZ

Além disso, £(2)®(2°) =1, para |z] < 1.

Logo, pela Proposicao 3.1.2 de Brockwell e Davis (1991), o operador £(z) =

3 &2, com Y €] < oo, quando aplicado a processos estaciondrios, herda
JEL> JEL>
as propriedades algébricas das séries de poténcias. Assim, aplicando o operador

&(z) a ambos os lados da expressao (2.27), obtemos X; = £(B)O(B*)Z,.

Portanto, temos a representacao

X = Z e, paratodo t € Z,

JEL>

em que os coeficientes {¢;};cz. sdo dados pela expressao (2.24). Desta forma,

o processo { X }iez é causal.

Seja { X }1ez um processo SARFIMA((p, d, q) x (P, D, Q) a-estavel, com média

zero, dado pela expressao

o(B)®(B*)(1 - B)'(1 - B*)"X, = 0(B)O(B")e:.

Pelo artigo de Diongue et. al. (2007), temos que, se o processo SARFIMA
(p,d,q) x (P, D, Q) a-estavel, com P = @ = 0, satisfaz as condigoes |D+d| <

1-1 D] <1—=2 com1<a<2eaequagao #(z) =0 nao tem rafzes no
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circulo unitéario, entao o processo ¢ inversivel. Logo, podemos escrever

@(Bs)%( - B)1-BYP’X, = O(B%)s

O(B)Z, = O(Be. (2.28)

onde Z; = %(I—B)d(l—BS)DXt e { X} }tez ¢ um processo SARFIMA(p, d, q) x
(P,D,Q)s com P =@ =0 e processo de inovagao {Z;}icz.

Assim, basta mostrarmos que o processo dado em (2.28) é inversivel.

Temos, por hipétese, que O(z*) # 0, para todo |z| < 1. Logo, ﬁzs) pode ser

expressa em série de poténcias. Assim, existe € > 0, tal que

1 .
=Y =), V<1
O(z9) ]2 J

Seguindo os argumentos do item a) teremos que Y |n;| < oo, além disso,
JEL>

n(2)0(z°) =1, paratodo |z| <1.

E, novamente pela Proposi¢ao 3.1.2 de Brockwell e Davis (1991), podemos

aplicar o operador 7n(z) = > 7,2/ a ambos os lados da expressao (2.28),
jEZZ
obtendo

n(B)®(B*)Z; = n(B)O(B%)e; = ¢; para todo t € Z.
Portanto, temos a representagao

g = Z 7; Xy, paratodo t€Z,

jGZZ

em que os coeficientes {7;};ez. sao dados pela expressao (2.25). Desta forma,

0 processo é inversivel.

¢) E a definigdo de funcdo poder de transferéncia de um processo causal.

Observacgao 2.4. Neste trabalho, iremos considerar 1 < a < 2, pois, caso a = 2,

teremos a distribui¢ao normal.
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Observagao 2.5. Pelo artigo de Kokoszka e Taqqu (1999), consideramos que uma
série temporal com variancia infinita tem longa memdria, quando a correspondente
série com variancia finita (inovagdes na forma de ruido branco) tem longa memoéria.
Logo, em um processo SARFIMA(p, d, q) X (P, D, Q) a-estével, dado pela Defini¢ao
2.17, teremos longa memoria quando 0 < d+ D < % eld<D< % (ver Teorema 2.5,
item e)).

I
r
i

0 T n 0 x a b1 T
2 2 z
Frequéncia Frequéncia Frequéncia
(a) b (c)
o L_j_/'\_k}
0 & .o 0 x kA 0 s n
2 2 2
Frequéncia Frequéncia Frequéncia

(d (© (0

Figura 2.1: Graficos das fungoes densidade espectral (em preto) e poder de trans-
feréncia (em vermelho) dos seguintes processos: (a) ARFIMA(p,d,q), com p = 1,
d=02 qg=0e¢ =07 (b) ARFIMA(p,d,q), comp =0, d =02, ¢ = 1e
0; =0.7; (c) SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)scomp=gq=0=P=Q,d=D =02¢
s =2; (d) SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s,com P=1,p=q¢q=0=Q,d=D = 0.2,
s=4e®; =0.7; (e) SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, com P=1p=qg=0=0Q,
d=D=02s=6e®d;, =—0.Te (f) SARFIMA(p,d, q)x (P, D,Q)s, comq=1=Q,
p=0=P,d=D=02 s=6,0,=02¢0, =0.7.

A Figura 2.1 apresenta alguns graficos da funcao densidade espectral de processos

com inovagoes ruido branco (em preto), comparando com graficos da fun¢ao poder de

transferéncia (em vermelho) dos mesmos processos com inovagoes a-estéveis. Note
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que a funcao poder de transferéncia é a densidade espectral multiplicada por uma

constante.

Como nos processos com inovagoes a-estaveis nao existe a funcao densidade
espectral, mas existe a funcao poder de transferéncia, é natural a necessidade de um
novo estimador para essa fungao. Kliippelberg e Mikosch (1996) definem a funcao

periodograma normalizado conforme a seguir.

Definicao 2.18. Seja X, X», ..., Xy um série temporal obtida a partir do processo

{Xi}iez. A fungdo periodograma normalizado, denotada por ]NN(-), ¢ dada por

2
: em que A€ [—7,7]. (2.29)

N N -1 N
[N()\) = (Z XtQ) ZXteil/\t
t=1 t=1

Proposicao 2.1. A funcao periodograma normalizado pode ser escrita da sequinte

forma

In(\) = px (h)e ™ em que X € [—m, 7], (2.30)
em que px(-) € a funcao de autocorrelagao amostral do processo (ver Defini¢ao 1.10).

Demonstracgao: Iremos supor, sem perda de generalidade, que o processo tem

média zero. Assim, pela Definigao 1.9, temos que

Entao

Fazendo a mudanca de varidveis h =t — s, teremos



Ou seja,

> Ix(h) i

IN(A) = —F € '
0

¥x(0)

px (h)

= > x(me

|h|<N

|h|<N

Observagao 2.6. O periodograma normalizado é um estimador nao consistente da

ax(N)
¢,2 ’

em que gx(A) é a funcdo poder de transferéncia e

W=D,

]'GZZ

funcao

com {9;}jez. sendo os coeficientes da representagdo média movel infinita do pro-

cesso, dados pela equagdo (2.24). Kliippelberg e Mikosch (1994) definem um esti-

gx ()

s aplicando um filtro linear em I, ~N(+).

mador suavizado consistente para

ax ()
wQ )

Neste trabalho iremos definir um novo estimador consistente de que chamare-

mos de periodograma normalizado suavizado de correlacoes.

Definicao 2.19. O periodograma normalizado suavizado de correlagoes é dado por

Isx(N) = Y wulh)px(h)e ™ (2.31)
h=—(N-1)

em que, px(-) é a fungao de autocorrelagoes do processo e wys(h) é uma sequéncia

de pesos satisfazendo, para um natural M < N,

a) 0 <wp(h) <wy(0)=1;
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b) war(h) = wy(—h), para todo h;
c) wy(h)=0,]h| > M.

Teorema 2.8. A funcdo periodograma normalizado suavizado de correlacoes, dada

na Definicao 2.19, é um estimador consistente para a func¢ao g’;(;\), em que gx(\)

¢ a funcao poder de transferéncia e * = > ]2-, onde {1;};ez. sdo os coeficientes
JEL> -
da representa¢ao média mével infinita do processo, dados pela equagao (2.24).

Demonstragao: Para verificarmos que este novo estimador é consistente, veja que,

da equagao (2.30), temos

v = = 3" 2mpu(h)e™, A€ [omq] (2.32)

Logo, a transformada de Fourier discreta inversa de I, ~(A) torna-se

T

2mpx (h) = / In(\)ean,

-7

ou seja,
™

/ In(A)e . (2.33)

—Tr

1

" or

px(h)

Pelo artigo de Kliippelberg e Mikosch (1994), temos o periodograma suavizado

normalizado, dado por

Tyx(\) = Z W (h)In(A),

|h|<M
em que A\, = A+ % Além disso,
;| N
_ —iMh
Wy () = > wu(h)e
=—(N-1)

Kliippelberg e Mikosch (1994) mostram que

p . 9x(A)

TVN,X()\) —— e quando N — oo, emque A€ (0,7),
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se valerem as seguintes condigoes:

a) X¢ = Y, e, com {e;}ez uma sequéncia i.i.d. simétrica SaS, a € (1,2),
J€Z>
os coeficientes {1;}ez. , satisfazem > [;]]j| < oo;
- jEZZ
b) {Wn}nen é uma sequéncia de pesos satisfazendo: Wy (k) = Wn(—k), Wy (k) >
0, paratodo k€ Ne > Wy(k)=1;

[kl<M
c) M = My é uma sequéncia em N tal que: My — oo e % — 0, quando
N — oo.
Assim, usando (2.33), temos que
N N+1
Isn(A) = Z war (h)px (h)e™"
h=—(N—1)
N+1 1 s
= ). wnr(h) - / Iy (w)e i O=hy,
h=—(N—1) o
7 1 N+1 _
= /% Z war(h)e = T (w)dw.
e h=—(N—-1)
WN?;_W)

Ou seja,
Ton(h) = / W (A — ) T (w)doo

— /WN(/\)TN(W — A)d.

Como podemos escrever o periodograma normalizado suavizado de correlagoes
em funcao da janela espectral do periodograma normalizado suavizado, teremos que

o periodograma normalizado suavizado de correlagoes, também ¢é consistente para a

ax(N)
17[}2 9

funcao sob as condigoes a-c.
[

Observacgao 2.7. Geralmente considera-se M = N”, 3 < 1. Neste trabalho, uti-

lizamos [ = 0.9.
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No préximo capitulo estudaremos a estimagao dos parametros dos processos
apresentados neste capitulo, mas, antes disso, iremos estudar métodos e propriedades

de previsao nos processos descritos neste capitulo.

2.3 Previsao

Nesta secao iremos tratar de um dos principais objetivos no estudo de séries tem-
porais, que ¢é o de fazer previsoes, a partir de uma série temporal dada e do modelo
escolhido. Iniciaremos apresentando previsao para processos SARFIMA (p,d, q) x
(P,D,Q)s com inovagoes na forma de ruido branco, depois iremos apresentar pre-

visao para processos com inovagoes a-estaveis simétricas.

Suponha que tenhamos uma série temporal {X;}¥ | proveniente de um processo
SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q)s com inovagoes na forma de ruido branco Gaussiano,
e gostariamos de prever o valor de Xy, para h passos a frente. A previsao de erro

quadratico médio minimo é dado por

Xn(h) = E(Xnan| X1, -, Xn). (2.34)

Este valor minimiza o erro quadratico médio de previsao, dado por E(X i, —

Xn(h))%. O erro de previsio é dado por

€N(h) = XN+h — XN(h)
Para calcularmos as previsées usamos Os seguintes fatos

Xnn, se h <0,

a) E(Xnyn| X1, -, Xn) =1 .
Xn(h), se h>0.

EN+h se h < 07

0, se h>0.

b) E(enin| X1, -, Xn) =

O teorema a seguir apresenta alguns resultados para previsao em processos SAR-
FIMA (p,d,q) x (P, D, @), com inovagoes na forma de ruido branco e a sua demons-

tracao pode ser encontrada em Bisognin (2007).
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Teorema 2.9. Seja { X, }iez um processo SARFIMA(p,d, q) X (P, D, Q)s, com média

zero, causal e inversivel. Entdo, para todo h > 1, valem as sequintes afirmacoes:

a) A previsao de erro quadrdtico médio minimo € dada por

XN(h) = — Zﬂ'kXN(h — k’),

k>1
em que {Ty}rez. Sdo os coeficientes da representacdo auto regressiva infinita.

b) O erro de previsio é dado por

h—1
€N(h) = - Z WRE N+h—k;
k=0

em que {Uy}rez. sdo os coeficientes da representacdo média mdvel infinita.

¢) A wvariancia tedrica do erro de previsio é dada por

h—1
Var(ex(h)) = o2 Z e
k=0

em que {Ux }rez. sdo os coeficientes da representagao média mdovel infinita.

d) Se o processo {&;}iez € tal que ey ~ N(0,02), para cadat € Z, entdo o intervalo

de confian¢a a 100(1 — v)% de confian¢a para Xy, € dado por
h—1 1/2 he1 1/2
a0 [S ] <<ty [
k=0

em que 2o € o valor tal que P(Z > z,,5) = /2, 6. ¢ {@/A)k}kezz 5G0 08 parame-
tros estimados para o, e {Q/Jk}kezz (abordaremos a estimagdo dos parametros

no capitulo segquinte).

Se considerarmos processos com inovagoes a-estaveis simétricas (Sa.S), com 1 <
a < 2, o preditor definido em (2.34) nao é apropriado, pois, como a variancia do
processo de inovagao é infinita, pelo Teorema 2.9 item c), a varidncia do erro de
previsao serd infinita também, o que nao é adequado. Assim, vamos definir um novo

preditor para os processos com inovacoes a-estaveis simétricas.

Cline e Brockwell (1985) apresentam um preditor linear para processos ARMA

com variancia infinita, mas afirmam que este preditor pode ser usado em outros
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processos, desde que estes sejam causais. Iremos assumir que {X; }4e7 é um processo

causal e inversivel, portanto existem sequéncias {¢;};ez. e {7;}jez. , tais que

Xe= ) e, (2.35)

jEZZ

e= Y mXi (2.36)

JEZL>

Além disso, iremos assumir que o processo de inovacao {&; };cz tenha distribuicao
independente e identicamente distribuida SaS, tal que

B(fel > oh)
]}Lrgom—x , paratodo x> 0.

Para definirmos o novo preditor, considere uma varidvel aleatéria Y = Y r;e;,
jEL
se Y |rj|* < oo, definimos a dispersao de Y, denotada por disp Y, da seguinte forma
jez

dispY = Z |75

JEL

Veja que, podemos reescrever a equagao (2.35), fazendo a seguinte mudanga de

variaveis j =t — 1, ou seja, t =t — J,

X = Z 1/}15—2'52'7 com Q/Jt_i =0, t—1<0.

1=—00

Entao,

disp(X:) = > [eb[* = D> |yl

JEZ jGZZ
SeY = > rje;, entdo, dada uma série { X;}1¥ ;, definimos o preditor de dispersao

JEL
linear com erro minimo de Y, pela combinagao linear

N

Y =a; Xy +apXn_y + - +anXiy,

34



em que os coeficiente aq, - - -

, AN 1MINnimizam

disp(f/ -Y) = disp|l ey Xy + -+ +anX; — er€j>
JEz
= disp [ a1 Y UnyE o an ) v ey — Z’"jgj)
JET JEZ JEL
= disp Z(alz/JN_j + - tantj — 7“j)5j>
J€z
= D Ir— (@ + -+ antn)|"
JEZ
No caso em que Y = Xy, minimizamos, com relacao a aq,--- ,ay,

k-1
disp(Xn (k) = Xnaw) = > [e5]* + Z [V; — (a1j gk + -+ anji-n—i)|%,
7=0
pois, veja que
Xy(k) = Xnx = aXy+--+anX; — Z¢N+kfj5j
jez
= u Z Yn_jej+ - tan Z%—ﬁj - Z UN+k—jE€j
jez jez jez
= Z(CLWN—j + o antiog — Yngr—j)E -
jez
Logo,
disp(Xn (k) = Xnip) = Z [UNth—i — (@YN—i + - +anr)|* (2.37)
icZ
= Z |UN k- (et N—j) — (OON_(psN—j) + -
jez
Fant1—e+n—5))|" (2.38)
= D Wy — (@ + o+ antigney)| (2.39)

JEZ

Obtemos a equacgao (2.38), fazendo a mudanca de variavel j = k+ N —i, ou seja,

i =k+ N — j, na equagao (2.37).

Como temos ;_, # 0, apenas quando
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Y1_kp—n+j # 0, apenas quando 1 —k— N +3j > 0, ou seja, quando j > k+N —1 > k,

podemos escrever a equagao (2.39) como

k—1 00
disp(Xn (k) = Xnik) = D 051%+ )y — (aahjop + -+ + antbjpa-n—i)|*
=0 =k

No proximo capitulo iremos abordar diversos métodos de estimagao dos parame-

tros dos processos definidos até o momento.
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Capitulo 3

Estimacao dos Parametros

Existem, na literatura de séries temporais, diversos estimadores para os pa-
rametros dos modelos. Por exemplo, precisamos de estimadores para o valor de
02,d,D e para os coeficientes dos polinomios ¢(-), ®(-),0(-) e O(-) do processo
SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s. Assim, neste capitulo iremos abordar vérios esti-
madores paramétricos (estimam todos os parametros) e semiparamétricos (estimam
uma parte dos parametros). Iremos dividir este capitulo em duas se¢oes: uma de

estimadores semiparamétricos e outra de estimadores paramétricos.

A Secao 3.1 esta dividida em 3 subsecoes. A Subsecao 3.1.1 apresenta um es-
timador baseado na metodologia dos minimos quadrados e duas metodologias ro-
bustas de regressao. Na Subsegao 3.1.2 apresentamos um método de estimagao
dos parametros d e D baseado em analise de regressao, utilizando a funcao peri-
odograma, proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Na Subsecao 3.1.3 apre-
sentamos um método de estimacao dos parametros d e D baseado em andlise de
regressao, utilizando a funcao periodograma suavizado de covariancias, proposto por
Reisen(1994). A Secao 3.2 estd dividida em 8 subsegoes. Na Subsegao 3.2.1 anali-
samos o estimador de maxima verossimilhanca, que estima todos os parametros do
modelo. Na Subsecao 3.2.2 abordamos uma aproximacao ao estimador de maxima
verossimilhanca, proposta por Fox e Taqqu (1986). Na Subsegao 3.2.3 apresentamos
uma modificagdo ao estimador de Fox e Taqqu (1986). Na Subsegao 3.2.4 propo-
mos outra modificacdo ao estimador de Fox e Taqqu (1986), utilizando a fungao

periodograma suavizado de covariancias. Na Subsecao 3.2.5, apresentamos um es-
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timador para os processos a-estéveis, proposto por Kliippelberg e Mikosch (1996)
para processos lineares gerais com processo de inovagao a-estavel. Por fim, nas
Subsecoes 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.8 apresentamos trés modificacoes ao estimador proposto
por Kliippelberg e Mikosch (1996).

3.1 Estimadores Semiparamétricos

Nesta secao iremos apresentar dois estimadores semiparamétricos, que se ba-
seiam em metodologia classica e robusta de regressao. Estes estimadores estimam o
parametro d, nos processos ARFIMA, e os parametros d e D, nos processos SAR-
FIMA. Assim, esta é uma classe de estimadores que necessita de dois passos para
estimar todos os parametros do processo. Primeiramente iremos trabalhar com
processos com inovacoes na forma de ruido branco, posteriormente faremos uma
observagao para os processos com inovacoes a-estaveis. Na primeira subsecgao ire-
mos apresentar algumas propriedades de regressao classica e robusta, visto que estas

serao utilizadas nos estimadores semiparamétricos apresentados posteriormente.

3.1.1 Regressao Classica e Robusta

Inicialmente, definimos o modelo de regressao linear geral com [ variaveis inde-
pendentes Xy, 1 < k <[, t fixo, e uma variavel aleatéria Y; dependente, que possui

a forma a seguir

Yi=n+mXa+-+mXu+e. (3.1)

Assumindo ¢g(N) independentes observacoes de Y; associadas aos valores Xy,

para k € {1,--- .1}, o modelo (3.1) apresenta-se como
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Yi = not+mXu+--+nXu+ea
Yo = no+mXo+--+nXo+ e (3.2)

Yooy = o+ mXgmn + -+ mXgvy + €9,
em que os erros {¢, }, satisfazem as seguintes suposigoes, para todo j € {1,--- ,g(NV)},

a) Ele;) =0,

b) Var(e;) = o?

€

c) Cov(ej,e,) =0, se j # k.

O estimador de m = (ng,n1,- -+ ,m) pelo método dos minimos quadrados, deno-
tado neste trabalho por M@, é o valor 19y,0 = (70,71, -+ , ) € R*! que minimiza

a funcao perda

g(N)
G(g(N) =) 3, (3.3)
j=1
em que os residuos r; sao dados por
Tp=Y; — Mo — T — 0 — T (3.4)

Os estimadores obtidos através do procedimento M (@), sob a hipétese de norma-
lidade dos erros, sao consistentes e tem minima variancia entre todos os estimadores
nao viciados. A presenca de outliers e pontos de alavanca, que sao observagoes
muito distantes das demais, ou mesmo a perda da hipdtese de normalidade dos er-
ros sao responsaveis por um consideravel vicio e ineficiéncia dos estimadores M@,

para maiores detalhes sobre o assunto, ver Bisognin (2007).

Considerando a presenga de outliers e pontos de alavanca, surge uma nova pro-
posta, que sao os estimadores robustos. Estes nao sao afetados tao significativamente
por outliers. Um procedimento de estimacao robusta é o dos minimos quadrados
podados (denotados aqui por M@QP). Os estimadores baseados na regressao (3.2) e
obtidos através do procedimento M QP sao os valores 1,0p = (1o, 71, -+ , 1) € R+

que minimiza a fungao perda
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la(g(N) = > (r*)jum, (3.5)

em que (1?)1; < -0 < (1?)e0m sa0 os residuos ao quadrado ordenados e m* é
o numero de pontos usados no procedimento de otimizacao. O estimador MQP
foi utilizado por Lopes e Mendes (2006) para a estimagao do parametro de longa
dependéncia dos processos ARFIMA(p, d, q) e por Bisognin (2007) para os processos
SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s com inovagoes normais.

Outra classe de estimadores robustos utilizados em Lopes e Mendes (2006), de-
notados por MM, sdo definidos como a solugao 9,0, = (To, N1, -+ 1) € R*L que

minimiza a funcao perda

g(N)

b)) = Yo (2 (36)

sujeita a restrigao

19W) -
=Y (2) <. (3.7)
j=1

em que pi(-) e pa(-) sdo fungdes simétricas, limitadas e ndo decrescentes em [0, 00),
com p;(0) = 0, lim, o pi(u) = 1, para i = 1,2, s é um parametro de escala, b
¢ definido por Ey(p1(u)) = b, onde ¢ denota a fungao de distribuigdo acumulada

da normal padrao e r; sdo os residuos dados pela equagdo (3.4), para todo j =
1, g(N).

3.1.2 Estimador GPH

Procedimento proposto inicialmente por Geweke e Porter-Hudak (1983) para es-
timar o parametro d em um processo ARFIMA(p, d, q). Neste trabalho, apresentare-
mos uma adaptagdo baseada na proposta de Geweke e Porter-Hudak (1983) para
estimar, além de o parametro d, o parametro D, em um processo SARFIMA(p, d, ¢) X
(P, D, Q)s, proposto por Bisognin (2007).

Seja { X, }1ez um processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s, com d, D € (—0.5;0.5),

conforme a Definicao 2.9. A funcao densidade espectral deste processo é dada pela
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expressao (2.21). Podemos reescrever a expressao (2.21) da seguinte forma

A A
2 sen (§> 2 sen (%)

—2d —2D

fx(N) = fu(N) : (3.8)

em que

para todo 0 < A < 7.
Aplicando-se a fungao logaritmica a ambos os lados da equagao (3.8), tem-se

2

Infx (\)] = In[fy(\)] — dln [2 sen (%)} " b [2 sen (%)1 . (3.10)

Entao somando-se a ambos os lados da equagao (3.10) os termos In[fy(0)] e
In[In(A)], em que Ix(A) é a funcdo periodograma dada pela expressao (1.16), obte-

mos

In[fx(N)] +In[Iy(N)] = In[fy(\)] —dIn {2 sen (%)r —Dln {2 sen (%)]2
+In[Iy(A)] + In[fu(0)] — In[fy (0)],

ou seja,

m[Iy(V)] = lfy(0)] — din [2 sen (g)} b [2 sen (%)] 2
+n[fo(AN)] = In[fr(0)] + In[Ixn(N)] — In[fx (V)]

Logo, utilizando algumas propriedades da funcao logaritmica, temos

I[Iy(N] = In[fy(0)] — dIn {2 sen (g)r ~ DIn {2 sen <?)]z

+In HZES?] +1In B,Z—((iﬂ . (3.11)
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Substituindo A pelas frequéncias de Fourier, w; = 2%, na equacao anterior, temos

In[Iy(w;)] = In[fy(0)] —dln [2 sen (%)T — Dln [2 sen (%)T

+1n Hﬂgg‘(’m +1n L{i%ﬂ . (3.12)

Considerando o limite méximo de j igual a g(NV), tal que g(N) — oo, &) — 0,

, ~ fu(wy)
quando N — 00, e wj < wy(n), em que wyn) € pequeno. Entao o termo lnl\[ ;;(oj) ]
¢ desprezivel perante os demais termos da equagao (3.12). Assim, temos uma apro-

ximagao para a equagao (3.12), dada por

In[Ix(w;)] =~ In[fy(0)] —dln [2 sen (%)]2 —Dln [2 sen (%)}2

+1n UZEZZ” (3.13)

A equagao (3.13) é uma forma aproximada da equagao de regressao linear miltipla,

dada por
Yi Mo+ mxj +n2xj2 + €5, paratodo j=1,2,...,g(N), (3.14)

em que

yj =In[In(wj)]; xj =In [2 sen (%)]2, xjo =In [2 sen (%)]2, (3.15)

; :ln[ ' ] ki mo=In[fu(0)] —k; k=E (—m {]N(”j)b (3.16)

fx(w)) fx(wj)

m=—-d e my=—D. (3.17)

Temos que, €; sao varidveis aleatérias nao correlacionadas com média zero e
variancia constante, satisfazendo as exigéncias de um modelo de regressao linear.
Os estimadores semiparamétricos pelo método de regressao linear sao os valores
n = (7o, 71, 72) que minimizam a func¢do perda, dada pela equagao (3.3). Assim,
os estimadores para os parametros d e D, pelo método de Geweke e Porter Hudak

(1983), sao denotados por CZGPHMQ e ﬁGPHMQ. Quando utilizamos as metodologias
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robustas de regressao, os estimadores para os parametros d e D sao denotados por

dapramm © Dapayviv ou dGPHMQP € DGPHMQP-

Observacao 3.1. Neste trabalho iremos considerar g(N) = N*, com
k€ {0.5;0.55;0.60; --- ;C},

em que o ultimo valor {, depende do tamanho amostral N. Queremos um valor ¢
que compreenda o méximo de frequéncias de Fourier, no intervalo (0, 7). Assim, as
frequéncias de Fourier 2%] podem atingir no maximo ; logo, o valor maximo de j

que podemos considerar é

2mj Ny N
—_— =TT P —
N 775
Portanto,
N In (N/2)
N)=N¢=— = —".
g(N) 5 = ¢ (V)

Observacgao 3.2. Considerando {X;};cz um processo ARFIMA(p,d, q), entao o

estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983) tem a forma

— S9N (g — 7y,
. A Y
dapn =~ L, (3.13)
Zj:l (zj1 — 2)
Geweke e Porter-Hudak (1983) mostram que se d € (—0.5;0), entao
Jim dorn = d
Além disso, se lim (V)P _ 0, entao
N—o0 9(N)
dGPH —d L} Z,
VCLT(deH)
em que Z ~ N(0,1) e Var(dgpy) = % Robinson (1995) estende este

6375y (21 -)2
resultado para d € (—0.5,0.5).

Observagao 3.3. Para processos SARFIMA a-estdveis, propomos um ajuste na
metodologia apresentada nesta secao. Utilizamos, no lugar do periodograma, o

periodograma normalizado, dado pela Defini¢ao 2.18, e no lugar da fun¢ao densidade
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espectral, a funcao poder de transferéncia, dada pelo Teorema 2.7 item c), ou seja,

SA
S [ 2<) 2““(2)

~ (A)Qsen( > QSen(é\)

N Gl
Sl [B(e )2

—2D

e [B(e

gx(\) =

em que

3.1.3 Estimador BA

Como visto na Secao 1.3, o periodograma (ver equacao (1.16)) é um estimador
nao consistente da funcao densidade espectral de um processo. Como alterna-
tiva, definimos o periodograma suavizado de covariancias (ver equacdo (1.18)),
que sob certas condigoes, ¢ um estimador consistente da funcao densidade espec-
tral. Em virtude disso, Reisen (1994) sugere substituir o periodograma pelo peri-
odograma suavizado de covariancias, no estimador proposto por Geweke e Porter-
Hudak (1983). Reisen (1994) sugere em seu estudo a utilizagdo da janela de Parzen,
mas afirma que outras janelas podem ser utilizadas. Neste trabalho utilizaremos a

janela de Bartlett.

O processo de estimagao ¢é similar ao do estimador proposto por Geweke e Porter
Hudak (1983), descrito na Secao 3.1.2, apenas substituindo a fungao periodograma
pela funcao periodograma suavizado de covariancias, com a janela de Bartlett, ob-

tendo a seguinte equacgao

InlZs(ey)] =~ Mnlfu(©)] — din [25en (%2)]" = D1n [25en (%2)]°

[S(W‘) :|
+In {—j , 3.19
fx (W) (319)
em que w; = 2%] sao as frequéncias de Fourier, j € {0,1,2,...,9(N)}. A janela de

Bartlett é dada pela seguinte expressao

1= I—A}ﬁ[l, se |h] < M,
wy(h) = (3.20)
0, se |h]> M,
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em que M é o ponto de truncamento da janela e M = N? com 0 < 8 < 1. Neste
trabalho utilizamos 5 = 0.9.

Ao compararmos a equagao (3.13) com a equagao (3.19), vemos que a equagao
(3.19) também é uma forma aproximada da equacdo de regressao linear multipla,
dada por

Yi =m0 + T+ T e, Vi=1,2,...,9(N), (3.21)

em que

y; = In[Ig(w;)]; xj;; =In [2 sen (%)]2, Tjo =1n [2 sen (—)]2, (3.22)

m = —d e T2 = —D. (324)

Assim, os estimadores semiparamétricos pelo método de regressao linear multipla
sao os valores 1) = (7o, 71, 72) que minimizam a func¢do perda, dada pela equagao
(3.3). Os estimadores para os parametros d e D, pelo método proposto por Reisen
(1994), sao denotados por dp AMQ € ﬁBAMQ. Quando utilizamos as metodologias

robustas de regressao, os estimadores para os parametros d e D sao denotados por

dparvive € Dpaninr ou dpamgr € Dpangp-

Observacao 3.4. Para processos SARFIMA «-estaveis, propomos um ajuste na
metodologia apresentada nesta secao. Utilizamos, no lugar do periodograma, o
periodograma normalizado suavizado de correlagoes, dado pela Defini¢ao 2.19, e no
lugar da funcao densidade espectral, a funcao poder de transferéncia, dada pelo

Teorema 2.7 item c).

3.2 Estimadores Paramétricos

Nesta secao iremos apresentar diversos estimadores paramétricos, ou seja, esti-

madores que estimam todos os parametros do processo. Os estimadores apresentados
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nas Secoes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 e 3.2.4 sao utilizados em processos com inovacoes na
forma de ruido branco, enquanto os estimadores apresentados nas Secoes 3.2.5, 3.2.6,

3.2.7 e 3.2.8 sao utilizados em processos com inovacoes a-estaveis.

3.2.1 Estimador EMV

O estimador de méxima verossimilhanca é um estimador da classe paramétrica,
isto é, tem a capacidade de estimar todos os parametros necessarios de uma sé vez.
Para apresentar esse estimador, iremos considerar {X;}4cz um processo SARFIMA
(p,d,q) x (P,D,Q)s causal e inversivel, de média zero, com inovagoes na forma de
ruido branco com distribuicao normal. Vamos denotar por 1 o vetor com todos

parametros desconhecidos, a saber
n = (Uf,d,D,¢1,...,¢p,<b1,...,®P,91,...,Hq,@l,...,GQ).

Assim, temos quen € 9 CR¥* k=p+q+ P+ Q + 3.

Seja X1,..., Xy uma série temporal obtida do processo {X;}icz. Entao, como

estamos considerando um processo causal, podemos escrever

Xi=)Y e, tefl,... N},

jEZZ

além disso, estamos considerando que & ~ N(0,0?), para t € Z. Assim, a fungao

de distribuigdo conjunta de X = (Xj,..., Xy)" é normal multivariada, dada por
F(Xm) = (27)2(det Ty ()26 A X BRI X (3.25)

em que X' = (X1,...,Xy) e Xn(n) é a matriz quadrada N x N, cujos elementos

sao dados por
[EN(U)]l]:P)/X(Z_])a i7j€{1727"'7N}'

Logo, a fungao de verossimilhanca é dada por

L(n: X) = (27)"2(det Sy (7)) 263X Ev a1 X (3.26)
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e o logaritmo da funcao de verossimilhanca é

N 1 1
Um; X) = = In(27) — 5 In (det T (n)) — §X[EN(77)]_1X/- (3.27)

O estimador de maxima verossimilhanca é o ponto de maximo da funcao de
log-verossimilhanga, dada por (3.27), com relacao ao vetor de parametros 1, sera
denotado por 7 z,,,- Dahlhaus (1989) mostra que, sob determinadas condigoes, o es-
timador de maxima verossimilhanca exato é consistente e assintoticamente converge

para uma distribui¢cao normal.

O estimador de maxima verossimilhanca possui uma deficiéncia, que é seu baixo
desempenho computacional. Para calcular o maximo da fungao de log-verossimilhan-
¢a, faz-se necessario inverter matrizes, o que costuma ser muito demorado quando as
matrizes sao de ordem muito grande, por isso, especialmente para amostras muito
grandes (valores grandes de N), o estimador de méxima verossimilhanga pode ser

uma péssima escolha para estimar os parametros do processo.

Em virtude disso, Whittle (1951) sugeriu uma aproximagao para a matriz de
covariancias Xy (n), tal aproximacao foi utilizada por Hannan (1973) e Fox e Taqqu

(1986) para definir um novo estimador, que serd abordado na préxima secao.

3.2.2 Estimador FT

O estimador proposto por Fox e Taqqu (1986) baseia-se em uma aproximacao
proposta por Whittle (1951). Inicialmente faremos a dedugao para chegar ao esti-

mador aproximado, partindo do estimador de maxima verossimilhanca exato.

Veja que, na equacao (3.27), o primeiro termo é constante com relacdo a 1,
logo pode ser desconsiderado. Assim, precisamos de aproximagoes para os termos
sIn(detXn(n)) e 3 X [En(n)] ' X".

Para o termo In (det ¥y (1)) considere a seguinte aproximagao,

™

lim %ln (detXn(m)) = In (27) + %/ln fx(x;n)de, (3.28)

N—oo

—Tr

em que fx(x;m) é a funcdo densidade espectral, que depende do vetor de parametros

do processo. Nesta se¢ao ndo iremos considerar o parametro o2 presente no vetor
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n,assimn eV CR  v=p+q+ P+ Q+ 2, com

77:(d,D,¢1,...,¢p,@1,...,@p,@l,...,9q,@1,...,®Q).

Além disso, a igualdade (3.28) procede da teoria das matrizes Toeplitz, em
Grenander e Szegd (1958, p.65). Temos que X (n) é uma forma de Toeplitz, visto
que sua diagonal principal é constante. Segundo Grenander e Szegd (1958, p.17),

uma forma de Toeplitz tem associada uma fungao f(-), que tem série de Fourier
f(l’) _ cheina:’
nez

em que

1 T )
Cp = %/f(x)e_mxdx. (3.29)

Denotando por D, (f) o determinante da forma Toeplitz relacionada a fungao

f(+), Grenander e Szegé (1958, p.65) mostram que

™

TL]LIEO[Dn(f)]l/” = exp %/ln fz)dz|. (3.30)

—T

Veja que a fungao relacionada com a forma Toeplitz X (n), é a funcao 27 fx (\;n),
em que fx(A;m) é a funcdo densidade espectral do processo. Isso ocorre devido ao
fato que, a matriz Xx(n) é obtida a partir da funcao de autocovariancias. Pre-
cisamos escrever a funcao de autocovariancias de modo que ela fique na forma da

equacao (3.29). Pela Observacao 1.4, podemos escrever

f ) 1 f )
vx(n) = /fX()\; n)e?d\ = %/27#)(()\; n)e " d\ (3.31)
1 y
— o [2rixmme (o) (3.32)
2T
= L orpateme (333
— 27-(- Tix(xyn)e €T. .
Onde, fazendo A = —x, ou seja, d\ = —dzx, na equagao (3.31), obtemos a equagao
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(3.32).

Portanto, aplicando o resultado da equagao (3.30), temos que

1 s
lim [det Xn(n)]YY = exp 2—/111(27fo($;"7)d95
7r

N—o0

™

= exp % (In (27) +In fx(z;m)) dz

™

™

= exp ln(2ﬂ)+%/lnfx(x;n)dx . (3.34)

—T

Consequentemente, aplicando a funcao logaritmica, obtemos

™

lim %ln (det Xn(m)) =In (27) + %/ln fx(x;n)dz. (3.35)

N—oo
-

Observe que, para os processos que estao sendo abordados neste trabalho, pode-

mos escrever sua funcao densidade espectral como

2

fx(Xim) = SEk(Xim). (3.36)

em que a fungao k(A;n) varia dependendo do processo que é considerado. Uma das
condigbes impostas por Hannan (1973) e Fox e Taqqu (1986) para que valham os
teoremas sobre a consisténcia e distribuigao assintética do estimador proposto por

eles, é que esta fungao k(\;m) seja normalizada, ou seja,

™

/ In (k(\: 1))dA = 0. (3.37)

—T

Na verdade, é possivel demonstrar que a igualdade em (3.37) vale para processos

SARFIMA causais e inversiveis (ver Bisognin, 2007). Assim, se utilizarmos essa
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condigao, podemos reescrever a equacao (3.28), obtendo

.1 1 o?
]\}I_I}(l)oﬁln (detXn(m)) = In(2m) +%/ln {%k(aj,n)} dx

—Tr

— In(27)+In [;’—] +i7r / In [k(x; )] dz

™

= In(0?). (3.38)

Assim, encontramos uma aproximacao que depende apenas de 02, que nao esta-
mos considerando presente no vetor de parametros desconhecidos. Logo, é um termo
constante com relacao a m. Portanto, nesta aproximac¢ao podemos desconsiderar o

1 ~
termo 3 In (det X (7)) da equacao (3.27).

Agora falta encontrarmos uma aproximagao para o termo 1 X[Xy(n)] X’ da
equagao (3.27). Whittle (1951) propos aproximar a matriz [Xy(n)]™' pela matriz
An(m), de ordem N x N, com entradas [An(n)];; = a;—;(n), em que

1 f ijx Loy-1
m) = gz [ Tt e (3.3

—T

Entao, podemos reescrever a equagao (3.27) como

N N, 1 ,
ln; X) = —§IH(27T) - ?Jg - §XAN(77)X : (3.40)

2

Se multiplicarmos por —+

a expressao acima, temos

XAN(TI)X/'

¥ (3.41)

2
—Nﬁ(n; X)=1In(27)+ 0+

Note que maximizar a expressao (3.40), é o mesmo que minimizar a expressao
(3.41). Também observe que somente o tltimo termo da expressdo acima depende
de m. Logo, o estimador de maxima verossimilhanca aproximado é o valor m, no

qual a funcdo £(n; X) abaixo é minima.

Ly X)=—7" (3.42)
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Denotamos o estimador de maxima verossimilhanga aproximado por 7.
Fox e Taqqu (1986) utilizam o fato de

XAymX' 1 /ﬂ In(@)
N 21 ) k(x;m)

—T

L(n; X) = (3.43)

para propor um novo estimador para o vetor de parametros 1. Além disso, para

estimar a variancia do processo de inovagao, fazem 62 = 27 L(7n; X).

Fox e Taqqu (1986) demonstram que, sob certas condigoes, os estimadores de 0

e 02 sdo consistentes e que 7y tem distribuigao assintética normal.

Na prética, para utilizarmos o estimador proposto por Fox e Taqqu (1986),
considera-se a soma nas frequéncias de Fourier, ao invés da integral, assim mini-

mizamos a seguinte funcao com relacao a n

1 IN(wt)
Lo X) = = S 3.44
mX) =y S (3.44)
em que w; = % sao as frequéncias de Fourier, ¢t € Z,—% <t < L%J ([x] é a

parte inteira de x). Hannan (1973) mostra que os resultados sobre consisténcia e

distribuicao assintética também valem considerando esta aproximacao.

Na proxima secao vamos definir um novo estimador, baseado na proposta de
Fox e Taqqu (1986). Provaremos que este novo estimador apresenta as mesmas

propriedades do estimador proposto por Fox e Taqqu (1986).

3.2.3 Estimador FTmod

Como visto na secao anterior, na pratica, para utilizarmos o estimador proposto
por Fox e Taqqu (1986), considera-se a soma nos coeficientes de Fourier, no lu-
gar da integral. Assim, vamos modificar o estimador original, calculando a fungao
L*(n; X), dada pela expressao (3.44), ndo apenas nas frequéncias de Fourier, pas-

sando a calcular em mais frequéncias.

Considere a seguinte funcao

S%(n)z% t % (3.45)
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em que Wy = %, com ¢ € N — {1} fixo e finito, ¢t € Z,—% <t< [%J O
estimador modificado que estamos propondo, denotado por 7, ¢ o valor de i, no
qual a funcdo dada pela equacdo (3.45) é minima. Além disso, o estimador da

variancia do processo de inovagao é dado por 62 = 275%(7)y)-

Na aproximacao original, calcula-se a soma em N frequéncias, com essa nova
proposta estaremos somando em ¢V frequéncias. Pretende-se, assim, aprimorar os

resultados obtidos com o estimador original.

Para demonstrar os teoremas sobre a consisténcia desse estimador e de sua dis-
tribuicao assintética normal, precisamos supor que valem algumas condigoes. Va-

mos considerar {X;}iez um processo estaciondrio, causal e inversivel, com média

2

2
~ . . o . , PN .
zero e fungao densidade espectral fx(\;m) = 3=k(\;m), em que o é a variancia
do processo de inovacao ruido branco, m é o vetor de parametros a ser estimado,

n € ¥ C R'compacto,v =p+q+ P+ Q + 2, com

?7:(d,D,le,...,pr,(I)l,..‘,@p,Qh...,Qq,@l,...,@Q).

Também supomos que a funcao k(\;n) é normalizada, isto é,

™

/ In (k(\ ))dA = 0.

—T

Considere 1, e 03 o real valor dos parametros e suponha que 1, pertence ao

interior de ¥. Ainda considere ¥y = {n € ¥;k(\;n) > 0, A € [—m, 7]}, tal que

inf - / R(Asmmo) )y .
nedo 21 J_. k(\;n)

Além destas condigdes, supomos que a fungao k(\;m) satisfaz uma série de

condicoes que chamaremos de condigoes A.

Condigoes A: Existe 0 < a(n) < 1 tal que para cada § > 0:

Al) g(n) = [ In(k(x;m))dz pode ser diferenciada duas vezes sob o sinal da

integral;

A2) k(x;m) é continua para todo (x;n),z # 0, [k(z;n)]™! = k= (x; 1) é continua
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para todo (z;m) e
k(z;n) = O(|z|~*™=%) quando z — 0;
o2 k~1(x;m) sdo continuas para todo (z;m),

A3) 5k wim) e g

J

)
k7' (zim) = O(|2[*™~%), quando z—0, 1<j<v

on;

62
K (2;m) = O(|2]*™9),  quando = —0, 1<jk<uv

On;On

A4) Zk(x;m) é continua para todo (z;m),z # 0, e

2k(:lc; n) = O(|z|~*™~1=%) quando z — 0;

ox
A5) af;n,k_l(x; n) é continua para todo (x;m),x # 0, e
o 1 (M)—-1-35
k= (sm) = O(l[*P—~ d -0, 1<j<u;
9z, (z:m) (|| ), quando x ) < <

A6) L—k~(x;m) é continua para todo (z;n),z # 0, e

8220n;

83
mk‘_l(w;n) = O(|z|*M=279) quando =z —0 1<j<u;

A notagao f(z) = O(g(x)), quando = — a, quer dizer que, existem M, > 0 tais
que |f(z)| < M|g(z)|, para |x — a|] < 0.

Além das condigoes acima apresentadas, iremos supor que as fungoes %k’_l (A;mp)

e % In (k(X; 1)) sao de classe Lipschitz A,, a > 1, ou seja,

= 0(d%), para |\ — X <9

0 . o . _
SUP‘%’f 1()\1;"70)—%1C "3 mq)

=0(0%), para [\ — A <6.

0 0
sup on Ink(A;mg) — %ln k(A5 mp)

Para maiores detalhes sobre fungao Lipschitz, ver Zygmund (1959, p.42).
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Em todos os lemas, proposicoes e teoremas desta se¢ao serao consideradas todas

estas condigoes apresentadas.

Os dois teoremas a seguir apresentam as propriedades de consisténcia e dis-

tribuicao assintética do estimador 7, obtido minimizando-se a equagao (3.45).

Teorema 3.1. Sob as condicoes A, com probabilidade 1,

lim 71y = 7,
N—o0

. 2 /A _ Y0
W S U) = 5

Teorema 3.2. Sob as condi¢oes A, o vetor aleatorio vV N(ny — m,) converge em
distribui¢io a um vetor normal com média zero e matriz de covariancias Q71 (n,),

em que a (j, k)—ésima entrada da matriz Q(n) é dada por

1 [ 0 B

) = 1= [ G- (Ovm) o I (b ) (3.46)

—T

Para demonstrar esses teoremas, iremos utilizar alguns lemas, que serao apre-

sentados a seguir.

Lema 3.1. Quando n € 9y, temos que

2 i
. 2 _ 0Oy k(X m,)
LSV = e / Kovm)

—T

Demonstracao: Dado e > 0. Seja gr(\;n) > 0, com A € [—7, 7], a soma de Cesaro,

com T termos, da série de Fourier de ’€(+77) Esta é dada pela convolucao entre a

funcao T e o nucleo de Féjer de ordem T (ver Iério, 2007, p.134). Definimos o

1
ATD)
nucleo de Féjer de ordem T como a funcao Kt : R — C, dada por

T
Krp(z) = Z ( — %) €™ emque z€R.

n=-T
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Logo, temos que

_ 1 1 1Y ginr-
N = kU Ko(\) = — 1— ) e
qr(A;m) * Kp(A) QW/k(Im) n:z:T< T)e )
T
)\ 1 / L inova)
_ _n] L m x d
Z < T )2r ) k(wn)© )
n=-—T -7
T
In|\ . 1 / 1 —i
_ - inx L znxd
;T< T)° 2n) Kam)©
T n|
= Z Cn ( - ?) 67;77)‘;
n=—T

em que ¢, é o n-ésimo coeficiente de Fourier de k(fv;??)

Podemos escolher T' suficientemente grande de forma que
1 €

em que H = CLN > In(wet) < 00, pois temos uma soma finita de elementos finitos,
t

em que Wy = %, com ¢ € N — {1} fixo e finito, ¢t € Z,—% <t < L%J A

convergeéncia é uniforme, pois a soma de Cesaro converge uniformemente em (\;n),

para m € g, pois i é uma fungao continua e periddica, de periodo 27 (para

1
AT
maiores detalhes ver I6rio, 2007, p.135).

Entao, temos que

0~ g 3 Intemaram)| = | D) (it —artm)) |

1 1
W Z IN<wct)
t

IN

\m - QT(wct; "7)1

<e/H

1 €
< W ;IN(MCOE = €.
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Por outro lado, veja que

T
1 1 n .
N Et IN(wet)gr(wet;m) = N Et In(wer) E cn< ——lTl)em““

n=-—T

T
|7’L| 1 INWet
= Z Cn (1—? m;IN(wct)e .

n=-T

Utilizando a equacao (1.17) obtemos a seguinte expressao,

T
1 ' 1 n| 1 . —itwer(h—n)
C_NZ:IN(wct)QT(WctaT’) = Y Z Cn ( - ?) zt: N Z VX(h)e

n=—T |h|<N
T
1 |n| 1 N —iwet (h—mn)
- 5 X o (7)) Samyese
n=—T |h|<N t

Assim, precisamos calcular o somatério Y e~*<t("=")  Para isso, veja que
t

=1

| <N | _i2n (1 eN4L Y (hp o 2n e
S o _ CHROEIIOTI - (RO
= | SN | 1 — eien(h=n)
— |
0, se e fen(hm) £

= Y (3.47)
cN, se e~ien (h=n) = 1.

Temos que

e ien(=m) — 1 e e somente se h—n = L(cN), emque L €Z.

Entao, vamos supor que N > T, sem perda de generalidade, pois estamos bus-
cando propriedades assintéticas do estimador, isto é, quando o tamanho da amostra

tende ao infinito. Podemos dividir em 3 casos:
1°) Se h —n = 0, entdo h = n, logo
B B

Z emien0 = Z 1 =cN.

t:_LcN;,-lJ t:_LcN2+1J
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2°) Se n < 0, entao =1 < n < 0, ou seja, 0 < —n < T. Além disso, —N + 1 <
h<N-1.

Entao,
—N+1<h<h-n<h+T<N-1+T,

como N > T, temos que —N +1 < h—n < 2N — 1. Veja que o expoente h —n nao
passa pelos multiplos de ¢N, com excecao do zero. Logo, a soma dada na equagao

(3.47) s6 sera diferente de zero no caso h —n = 0, que ja foi tratado anteriormente.

3°) Sen > 0, entdo 0 < n < T, ou seja, =T < —n < 0. Além disso, —N + 1 <
h<N-—1.

Entao,
—N+1-T<h-T<h—-n<h<N -1,

como —N < =T, temos que —2N +1 < h—n < N — 1. Veja que o expoente h —n
nao passa pelos multiplos de ¢, exceto o zero. Logo, a soma dada na equacgao

(3.47) s6 sera diferente de zero no caso h —n = 0, que j4 foi tratado anteriormente.

Portanto, podemos escrever

T
1 ‘ 1 |\ 1 .
o D artean) = 50 37 e (1= ) ismen

Como temos que Jx(n) converge quase certamente para yx(n) (para maiores
detalhes, ver Brockwell e Davis, 1991, p.376), entao

T
1 1
N ;IN(wct)qT(wct; n) — Py n;T Cn < - %) vx(n), com probabilidade 1.

Podemos escrever a fungao de autocovariancia em termos da funcao densidade

espectral do processo, da seguinte forma yx(n) = [7_ ™ fx(X;n,)dA.
Também, temos que fx(\;my) = %k(A; Mo)-

Logo, segue que

57



1 1 |TL| " in 0-2
W;IN(MCJQT(W@;??) — or Cn <1—?> /_We Aﬁk(/\;rlo)al/\

n=-T
[1 a3 - n]\ i
et _ 1 1 m .
5 o n_E_T Cn ( T )¢ k(X;mg)dA

J/
-~

qr(XM)
o2

(27:)2 / g (X mk(A; 70)dA.

—T

Assim, temos

T

2

Sx(n) — (;TO)Q/QT(A;W)k(A;no)dA‘ <e

—T

Como a soma de Cesaro qr(\; 7) converge uniformemente para a fungao k='(\; 1),
segue o resultado do lema.

|
O lema a seguir nao serd demonstrado, mas sua demonstracao pode ser encon-
trada em Hannan (1973) e Brockwell e Davis (1991, p.377).

Lema 3.2.

1 f k(A; 1)
— d\ >1 )
o k()\ 77) > ) para mn 7£ nO

)

—T

Com estes dois lemas, ja podemos demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1:

Suponha, por absurdo, que 7}y nao converge para 1,, entao existe uma sub-
sequéncia convergindo para n’ € ¥, com n, # n'.

Vamos chamar esta subsequéncia de 7),,, em que m é uma subsequéncia de N.
Pelos Lemas 3.1 e 3.2, temos que

‘ ) . 1 ]N(Wct)
1 2 — 1 AT Tl 2
ml—I}go Sm<nm) ml_I};o cN Z k(wct; ﬁm)
0'(2) /k()\J?o)d)\ > O-_g
2m)* ) k(A7) 2m
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Entretanto, como 7),,, é o ponto de minimo de S%(n), por definicdo, existe algum
n € v, tal que

lim S%(7,,) < lim SZ(n). (3.48)
m—0o0 m—0o0
Pelo Lema 3.1, novamente, temos que

™

2
. 2 _ 0Op kE(X;myg)
A Sn) = oy / FOvm)

—T

Assim, como S?(,,) nao depende de m, aplicando o infimo nos dois lados da
equagao (3.48), temos

m—0o T Mev (271')2

—Tr

2 (). 2
lim S2(7),,) = inf [lim S2 ()] < inf |20 /k(k’"O)dA =0

m—00 nev

onde a ultima igualdade acima segue do Lema 3.2.

Portanto, chegamos a conclusao que

2 2
X0 < lim S%(h,) < 20
2w

m—o0 - o
O que ¢é uma contradicao, logo, devemos ter ' = n,. Portanto,
lim 7y =n,.
B My = To

Também temos que

2
' L B ) on k?()\§"70)
J&l_I)HOOSN(nN) = Nhfgo (zﬁ)2/l<:(>\;’l70)d)\
_ 9%
2

Para a demonstragao do Teorema 3.2, utilizaremos mais alguns lemas, que estao
enunciados e demonstrados a seguir.

Lema 3.3. Considere {by}nen uma sequéncia tal que by — 00, quando N — 00.

Seja bN%SJQV(nO) s Y, em que Y é um vetor aleatdrio. Entdo by(fy — 1) —L>

29



s

— 7 ()Y, em que Wi(n) = &= [ k(A;n)anfgnkk‘l(A;n)dA € o (j,k)-ésimo

-

elemento da matriz W (n).

Demonstracgao: Pelo teorema do valor médio, temos que

0 . 0 o R
%SJQV(T’N) - %512\1("70) = 8_7,'2312V(77N)<77N — 1) (3.49)
em que 7y < Ny < M.
Como, )y ¢ o minimo de S%(n), temos que %SJQV(TA]N) = 0, para N grande.

Entao, da equagao (3.49),

9 52 (o) =~ S (mi) i — o)
8,'7N770_ on? NTIN)\MN — To)-

Como temos, Ny < Ny < My € Iy — My, com probabilidade 1, do Teorema
3.1, segue que ny — My, com probabilidade 1. Consequentemente, 88—,,;25]2\,(77}‘\,) —

88—7;2512\, (n,), pela continuidade.

Pode-se demonstrar, de forma totalmente analoga ao Lema 3.1, que

lim 252 () = -2 W/c(x ) k1 umg)d = T8 ()
Ngnooa_’l’]Q N<770) - (271')2 3 Mo 8772 s Mo - T Mo)-

-

Assim, temos que

2
0, ~
_bN?OW(TIO)(T]N - "70) 45 Y.

Logo,
bn(fiy —Mo) —= —;W‘l(no)Y-

Lema 3.4. Para quaisquer j, k, 1 < j<wv,1 <k <wv eparatodom e CR" v=
p+q+ P+ Q+2, temos que

Wik(n) = Qx(n),

em que S € dada pela equagdo (3.46).
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Demonstragao: Temos que

Wik(n)

L ﬂk()\- =P

47 1 on;Ony, 1

1 [ B 19

e k(%"?)a—m __Wﬁ_mm’")] dA
- o 1

— [ k\m)— | - —ZIn (k(\;m)) | dA
ey n)am L k(Asm) Oy, (& n))]

[ [t et (k)|
1 ] 1 o2
L [k [ e lnac(A;n))] A

1 1 0 0
L [ixm [—ma—m’““?%—%l” (k(A;n))] i

—T

R /1 (k(x:m))dA
47 On;Ony, t a

—T
[\ J/
-~

=0

™

™

1 1 9 (X )i
an ) KOy on; oy,

—Tr

In (k(X\;m))dA

™

1 0 0
17 [ gy OS5I ()
ij(n)-

Lema 3.5. Seja In(A;e) o periodograma do processo de inova¢ao {&;}ez, ou seja,

]N(A;E)::—l—

2n N

N—oo

2
N .
, entao

inA
n:1€n€

™

: 0 1 0
a) P lim N2 [%E(UO;X)—l—g/IN()\;s)%lnk()\;no)d)\] =0,

—T
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0
b) P lim N1/2 on 52 (no) + ZIN Wet; € 1n/<(wct,no) =0,

N—o0

em que a notacdo Plimy_., quer dizer convergéncia em probabilidade, -2 an 252 (1),
quer dizer a derivada da func¢ao S%(n) com relagio am, aplicada em n, e L£(ny; X)

¢ dada pela equagdo (3.43).

Demonstragao:

a) Temos que

0
ot X) = 5o 27r/ )

- = JN(A)aﬂ [m] a\

- L [_%m;ng)] e NCED

—T

em que podemos trocar o sinal da derivada com o da integral, na segunda igualdade,

pois a funcao ) é continua, por hipdtese.

1
k(M

Por outro lado, temos que

K

1 9
. Iy (%) 5 In k(X mo)dA

LT (\:e) 9 k(himy)dx (3.51)

“on ) Y R gy o '

—T

Assim, somando as equagoes (3.50) e 3.51, obtemos

™

0 1 0
Lo X) + o / ()5 k(XA

—T

_ % / k(Al aa e m){ e) — k&(zi) dx. (3.52)

—T
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Note que

2

1
In(xe) = 5

N
§ Enezn)\
n=1

1 , 1 , ol
— AE h —iANh P . h/ —i\h 0
o § Ye(h)e ? - § Ye(h)e

o’
|h|<N h=—o0

em que a convergéncia é valida, pois sabemos que 4.(h) £ 7.(h) (na verdade temos
a convergencia quase certa, mas esta implica em convergencia em probabilidade, ver

Brockwell e Davis, 1991, p.376). Além disso, temos que

2 —
o5, se h=0,

0, se h#0.

Ye(h) =

Por outro lado, veja que, por (3.36)

1 Z ~ —i\h 1 —iM\h
- Yx(h)e - h)e
In(N) _ ’ |h|<N P QNfE:ZVX( ) _ 0_3
Kvng) - BE S x(e ™ B> ax(he 2
0" hez 0 hez

em que vale a convergéncia, pois temos Ax(h) £ ~vx(h).

Portanto, podemos concluir que

IN()‘) P

In(Xe) — om0 (3.53)

Assim, das equagoes (3.52) e (3.53), segue o resultado.

b) Sabemos que

9 o 1 In(wet)
2 g2 = o |l N2 o
an ~(10) on [cN - k(wct;’ﬂo)]
on k(we; mo)

1
= W ; IN(wct)
1

L 0
= W;IN(U}&) {—m} %k(u}mno), (3.54)

0 1
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Por outro lado, temos

ZIN Wet; € lnk(wct;"?o)
1 1 6
_ L In(Weps €)———— oL 3.59
cht: N(wa g)k(wcuno)aﬂ (e o) | )

Se somarmos as equagoes (3.54) e (3.55), chegaremos na seguinte expressao

0
a SN 770 Z]N Wcta 1nk(wct7n0)
IN(wct)
Wet; In(Wet;€) — ———| . 3.56
cNZk‘ (Wet; Mo) 617 (et; o) [ w{wet; €) k(wet; mo) ( )

Sabemos, pelo item a), que

Ivlwa) 5,

Inlwaie) = k(wet; o)

Entao, pela equagao (3.56), segue o resultado.

Com os lemas acima, ja conseguimos demonstrar o Teorema 3.2.
Demonstracao do Teorema 3.2:

Pelo Lema 3.3, temos que

\/N('f’N — 1) e —%W‘l(no)Y

Se aplicarmos o Lema 3.4, podemos escrever

VN — 1) 5 =207 ()Y

99

Entao, pelo Lema 3.3, veja que basta mostrarmos a distribuicao assintética de
\/N%SZQV(UO)' Para isso, chame de F(\) = %k‘l()\; My) € seja Fy(A) a N-ésima
soma de Cesaro da série de Fourier de F(\). Como F(A) é uma fungao de classe
Lipschitz de ordem 1/2 < o < 1, pelo Teorema 3.15, encontrado em Zygmund (1959,
p.91), temos que F(A) — Fn(A) = O(N~%) uniformemente em A, ou seja, existe xy

64



tal que F(A\) — Fy(A) < k1N~ Entao,

\/_CN ZIN wct Wct \/_ ZIN wct FN wct)

N— 1/2—a
R1

- D In(we) X250 (3.57)

< \/NW Zt: [N(wct)mN’a =
Também sabemos que

\/NLN ; In(wet) Frv(we) =~ / In(N)Fn(N)d. (3.58)

Além disso, temos que

™

N
g InO)F d)\——/IN JFv (A

—Tr

VN
- / IvON) [F(V) = Fa(A)] A

N ™
< —é%lN‘“/IN(A)d)\ - “21“2N1/2 e N0 () pois1/2<a<1. (3.59)
T T
—_——

K2

Logo, pelas equagodes (3.57), (3.58) e (3.59), temos que

\/_

In(N)F(N)dA X=82 0.
o

1
\/NC—N Zt: In(wet) F(we) —

Se fizermos 0 mesmo processo para a funcao G(\) = % In k(\;m,), concluiremos

que

\/NCLNZ:IN(%;@Q(%) \;: In(X;e)G(A)dA X=5° 0.

—T

Veja que, aplicando o resultado do Lema 3.5, basta considerarmos a demonstra-
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¢ao para %E(no; X). Em Fox e Taqqu (1986), podemos encontrar a demonstragao

de que
0

0.4
%E(no; X)-4 N (0; W—gﬂ(no)> :

Seja Y uma variavel aleatéria tendo distribuicao N (O; z—éﬂ(no)). Portanto, pelo

Lema 3.4, podemos escrever

~ ™
VN(UN_W()) e _pQ 1(770)Y'
0

Seja X a varidvel aleatéria X = —5Q07(n,)Y, entao,
0
E(X) =0;
T -1 i -2 i -1
Var(X) =Var | =07 (n)Y | = Q77 (ng) 5Q(n,) = Q27 (o).
o lofi s
O que completa a demonstracao. [ |

3.2.4 Estimador FTS

Outra proposta que temos para este trabalho, é substituir o periodograma, no
estimador proposto por Fox e Taqqu (1986), pelo periodograma suavizado de co-

variancias (ver equagao (1.18)). Assim, vamos definir a seguir este novo estimador.
Considere as seguintes funcoes

™

- 1 I,(\)
2 = — ® dA )
Sv(n) = o / oo™ (3.60)
~, 1 [s(wt)
Sxm) == : 3.61
N(n) N - k:(wt; ’I’]) ( )
em que 1 é o vetor de parametros a ser estimado e w; = % sao as frequéncias de

Fourier, t € 7Z, —% <t< L%J Os estimadores modificados que estamos propondo,
denotados por ny e 1y, sdo, respectivamente, os pontos minimos das equagoes
(3.60) e (3.61). Além disso, os estimadores da variancia do processo de inovagao sao

dados por 62 = 2r5% () € 62 = 2rS% (My).
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Demonstraremos que estes novos estimadores sao consistentes e possuem a mesma
distribuicao assintética do estimador proposto na secao anterior, para isso iremos,
primeiramente, demonstrar alguns lemas. Iremos supor que as condicoes A, descritas

na secao anterior, sao validas.

Lema 3.6. Quando n € 9y, temos que

2 ™
G2 i Q2 _ % k(A1)
Jim Sy(n) = lim Sy(n) = (%)2/ FOvn) .

—T

Demonstragao: Iremos provar apenas para S 2, 0 outro caso é inteiramente andlogo.
Dado € > 0, seja qpr(A\;m) > 0,\ € [—m, 7], a soma de Cesaro, com M termos, da

série de Fourier de —L—

k(xm)

Podemos escolher M suficientemente grande, de forma que

1 €
- \: —

em que H = % > I(wy) < oo, pois temos uma soma finita de elementos finitos. A
¢

convergeéncia é uniforme, pois a soma de Cesaro converge uniformemente em (\;n),

para 11 € vy, pois m
detalhes ver Iério, 2007, p.135).

¢ uma fungao continua e periddica, de periodo 27 (para

Entao, temos que

St~y S eomtsn)| = |53 1) (g —wtesm),
<y ) [y i)
P

Por outro lado, como sabemos que o periodograma suavizado de covariancias é
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consistente, temos que I,(w;) T= fx(ws;n,), entdo

%le(wt)qM(wt;n) — %fo(wt;no)qM(wt;n)

1 s
Moo %/fX(/\;no)QM(/\Q n)dA

1 [ o2
1 [,
27 27

—T

(N mo)an (X; m)dA

™

_ (QW)Q//{Z(/\;”?0>QM()‘§ n)dA

—T

Assim, temos que

™

/ qM(A;n)k(A;no)dA‘ <e

—Tr

2
0g

Sx(n) — 2r)

Como a soma de Cesaro qyr(\; i) converge uniformemente para a fungao k= (\;n),

segue o resultado do lema. [ |
O teorema a seguir apresenta a consisténcia dos estimadores definidos nesta

secao.

Teorema 3.3. Sob as condigcoes A, com probabilidade 1,

A e = i Ty = o

. &2 [ — 1 2= \_ 90
A}l_r)noo Sn(ny) = ]\}1_1}100 Sn(ny) = on

Demonstragao: Proceder exatamente como na demonstracao do Teorema 3.1,

utilizando Lema 3.6 no lugar do Lema 3.1.
[ |

Para demonstrarmos a distribuicao assintotica destes estimadores, precisamos de

alguns lemas, que estao a seguir.

Lema 3.7. Considere {by}nen uma sequéncia tal que by — 00, quando N — 0o.
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Seja by 2= o1 52 2(ng) & Y, em que Y é um vetor aleatdrio. Entdo

R ™ _
by (fy — mp) & =W "(mo)Y,
0

em que Wir(n) = & [ k(/\;n)anf;nk k=N m)dA.

—T

Demonstragao: Segue analoga ao Lema 3.3.

Observacao 3.5. O Lema 3.7 também é vélido se considerarmos S%(n).

Lema 3.8. Seja Is(\;e) o periodograma suavizado de covariancias do processo de

(N+1) )
mnovagio {e,}iez, ou seja, Is(Nje) = 5= > war(h)je(h)e ™", entao
h=—(N—1)
a) P lim N'/? 2.C(n ;' X) + i/ls(xe)ﬁlnk(xn JdA| =0
N—oo on "0 27 e o ’
b) P lim N2 93 —5%(n,) Z[ w lnk(w )| =0
Neroo 6 N\l S Wt; € ts Mo )

em que a notacao Plimy_., quer dizer convergéncia em probabilidade, (37 52 Y (M),
quer dizer a derivada da fun¢ao S%(n) com relagao am, aplicada em n, € L(ny; X)

€ a equagao (3.43).

Demonstragao:

a) Pelo Lema 5, de Hannan (1973), temos que

™

9, 1 3,
2 | =2 : il A . P
N 8n£(n0’X) +5- /IN()\,a)an Ink(A;my)dA| — 0.

—T
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Assim, note que

™

9, 1 0
1/2 . . .
N anﬁ('r)o,X) +5- /IN()\,s)an In k(\; my)dA

17 B 17 o
N2 | = [ 1)Lk (O mo)d —/I Ae) L k(O o) dA
o [ vk i+ 5 [ 1) ki)

— —7

1 0
1/2 Te( )\
N gy In(N) ( kQ()\;"?o)) ank()\,no)d)\

1 1 9
N2 —/1 \: —k(\:n,)d\
+ o N( ,g)k()‘;no) an ( a"70)

1 1 9 In(N)
= N2 —/ —k(\ (I Ae) — -~ >d)\ 0.
o | KOumg)y a0 IV = )

—Tr

Logo, devemos ter In()\;e) e kg(ﬁ\)) convergindo para a mesma expressao. Veja
o
que

1 . _ 1 _ od
Inve) = 5 30 Ae(ie ™ £ = 37 (e = 0,
|h|<N |h|<N
o2, se h=0,

pois sabemos que 4.(h) £= ~.(h) e, além disso, 7.(h) =
0, se h#0.

Portanto,
P 0(2)
In(\; 0
Consequentemente,
In(M 2
v e, o0 (3.62)
k(Aim) 2
Também temos que,
1 (N+1) 1 (N41)
. _ N —iAh P —iAh
Is(Xie) = o > wu(h)ie(h)e M £ o > wulh)ye(h)e ™,
h=—(N-1) h=—(N-1)
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e, como wy(0) = 1, temos

g,
Is(\;e) T ﬁ (3.63)

Portanto, temos

| 9
%/IS()\,e)% In E(A: ) dA

—T

1 1 9 In(\)
N1/2 —/ — k(X (1 \;e —N—) d\| 5 0,
2 k(A;no)é’n( o) | Is(Aie) k(X mo)

0
N2 = L(ny; X
anﬁ(n07 )+

pelas equagoes (3.62) e (3.63).
b) Temos que

o
Is(wie) T folwy) = ﬁ (3.64)
Além disso,
2
o
Is(we) > [x(wi;mg) = 2_Ok<wt§"70)

O que implica em
2
[S((.Ut) P 27Tk<wt7 770) — O-g . (3 65)
k(we; mo) k(we; mo) 2m

Portanto, pelas equagoes (3.64) e (3.65), temos que

N1/2 [8(3;~ ZIS Wy € ln k(wt,no)]

= N2 [N Z (o) 9 (wt,no) (Ig(wt;a) — %)] L50.

(we;mo)

Com os resultados mostrados até agora, estamos em condigoes de demonstrar a
distribuicao assintética dos estimadores.

Teorema 3.4. Sob as condi¢des A, os vetores aleatdrios vV N(fy —1,) € VN1 y —

1) convergem em distribuicio a um vetor normal com média zero e matriz de
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covaridncias 271 (n,), em que a (j,k)—ésima entrada da matriz Q(n) é dada por

1 [0 9
ij(n)—ﬂ/a—njln(lﬂ@\ ))a—nklnk()\ n)dA.

Demonstragao: Iremos fazer a demonstragao para 7n,. Pelo Lema 3.7, precisamos
mostrar um teorema para v [N 512\, (1,). Pelos mesmos argumentos da demonstragao

do Teorema 3.2, temos que

1 g _
ZIS ()b i) = - sO) 5k (mo)dA| 2250, (3.66)
Logo, ¢ indiferente considerarmos % v (ny) ou %S (n,), para a distribuicao

assintotica.
Analogamente, também temos que

1 5
ZIS Wy € ln k(wg;ng) — o /]S()\;s)%ln E(X\;mo)dXh | Y= 0.

—T

(3.67)

Assim, pelo Lema 3.8 basta considerarmos a prova para v N %5(770; X), que é
dada no artigo de Fox e Taqqu (1986),

0 ‘ d 'UE‘;
%ﬁ(no,X)—> N O,FQ(no) :

Y
Portanto, pelo Lema 3.7, podemos escrever

- T
\/NWN - 770) e _?Q 1(770)Y-

Portanto,

Var(x) = Var (= 207 ) ) = T30 5390m0) = 9 ().

completando a demonstracao. [
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3.2.5 Estimador KM

Nesta secao iremos estudar um estimador paramétrico para os processos -

estdveis. Para isso considere { X}z um processo linear geral,

Xi=> ey, teL (3.68)

JEL>

em que as inovagoes {&; }ez sdo varidveis independentes e identicamente distribuidas

a-estaveis simétricas (SaS), descritas na Segao 2.2. Considere a seguinte fungao

[ Iv
o2 (n) = / S, 3.69

w(m) Jogx(Nm) (369)
em que EV()\) é o periodograma normalizado, dado na Defini¢ao 2.18, e gx(\;m) é a

funcao poder de transferéncia, dada em (2.26), para o processo SARFIMA «-estével.

Um estimador para o vetor de parametros desconhecidos, proposto por Kliippel-
berg e Mikosch (1996), é o ponto de minimo da func¢ao (3.69), denotado por n}.
Inicialmente, Mikosch et al (1995) provam a consisténcia e distribui¢ao assintética,
se considerdssemos um processo ARMA (p, q) a-estével. Posteriormente, Kliippel-
berg e Mikosch (1996), provam que o estimador, considerando processos lineares

gerais, também ¢é consistente, sob certas condigoes, e que
N 1/ . B 1 o
<m) (my — 1) > 47Q 1("70)70 Zkakv
k=1

em que Yp,Yi,... sdo varidveis aleatérias independentes, Y, £ Sa/g(C’;fQ/ “1,0)

é a/2-estavel, {Y;}en sdo independentes e identicamente distribuidas SaS com

A 1 ,
parametro de escala o0 = cy/ ¢ C, é a constante

1-a
O — ) Te=acos(ma2) a1,

2 se a=1,

T
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['(+) é a fungdo Gama, definida em (2.2), Q7'(n,) é a inversa da matriz

™
2

0
Qo) = /gx(k;no)a—ﬁgil(k;no)d%

—Tr

e, para k € N, by é o vetor

1

- 0
o ik . —1 .
b, = _271'/6 g(A,'no)—ang (A mg)dA.

—T

Na prética, aproximamos a integral da equagao (3.69) pela soma nos coeficientes

de Fourier.

Ndongo et. al. (2010) apresenta um estudo com simulages utilizando este
estimador para processos SARFIMA(p, d, q) x (P, D,Q)s a-estaveis, com p = q =

0=P=0Q es=4. O estudo apresenta resultados promissores.

Iremos apresentar nas secoes seguintes, trés modificacoes para este estimador
proposto por Kliippelberg e Mikosch (1996). Com relacao aos estimadores propostos
nas Secoes 3.2.6 a 3.2.8 nao provamos as propriedades de consisténcia e distribuicao

assintética. Deixamos esta tarefa para futuros trabalhos.

3.2.6 Estimador KMmod

Como visto na secao anterior, na pratica, para utilizarmos o estimador proposto
por Kliippelberg e Mikosch (1996), considera-se a soma nos coeficiente de Fourier, no
lugar da integral. Assim, vamos modificar o estimador original, calculando a funcao
0%(n), dada pela equagao (3.69), nao apenas nas frequéncias de Fourier, mas em

mais frequéncias.
Considere a seguinte funcao

oxn(n) = 02—; ; % (3.70)

em que Wy = %, ¢ € N— {1} fixo e finito, t € Z,—% <t < L%J, TN(A) é
o periodograma normalizado, dado na Definigao 2.18, e gx(\;m) é a funcao poder

de transferéncia, dada em (2.26), para o processo SARFIMA «-estavel. O esti-
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mador modificado que estamos propondo, denotado por 77y, é o ponto de minimo

da equagao (3.70), com relacao a n.

3.2.7 Estimador KMS

Outra modificacao que queremos propor ao estimador proposto por Klippelberg
e Mikosch (1996), é a utilizagdo do periodograma normalizado suavizado de cor-
relacgoes, dado pela Definicao 2.19, no lugar do periodograma normalizado. Assim,

vamos definir a seguir este novo estimador.

Considere a seguinte fungao

[ Tsw())
_92 SN
52 (n) = / LG (3.71)
N gx(Aim)
em que I, sn(A) é o periodograma normalizado suavizado de correlagoes, dado pela
Defini¢ao 2.19 e gx(\;m) é a funcdo poder de transferéncia, dada em (2.26), para
o processo SARFIMA a-estavel. O estimador modificado que estamos propondo,
denotado por 7%, é o ponto de minimo da equagao (3.71). Na pratica, aproximamos

a integral pela soma nos coeficientes de Fourier.

3.2.8 Estimador KMSmod

Como, na pratica, para utilizarmos o estimador KMS definido na Subsecao 3.2.7,
consideramos a soma nos coeficiente de Fourier, no lugar da integral, vamos modificar
o estimador original, aproximando a funcao % (n), dada pela equagao (3.71), nao
apenas pela soma nas frequéncias de Fourier, passando a calcular a soma em mais

frequéncias.

Considere a seguinte fungao

) 271 ~— ILsn(wer)
2
= — § —_— 72
JN(n) cN 7 9X(%t§77)7 (3 ! )

em que wey = %, ¢ € N — {1} fixo e finito, ¢ € Z,—% <t < L%J, TSN()\) é
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o periodograma normalizado suavizado de correlacoes, dado pela Definicao 2.19 e
gx(\;m) é a funcao poder de transferéncia, dada em (2.26), para o processo SAR-
FIMA a-estavel. O estimador modificado que estamos propondo, denotado por 7}y,

é o ponto de minimo da equagao (3.72), com relagao a n.
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Capitulo 4

Simulacoes

Neste capitulo iremos apresentar o método de simulacao dos processos apresen-

tados no Capitulo 2. Além disso, iremos fazer a estimacao dos parametros para os

dados simulados através das diversas metodologias apresentadas no Capitulo 3.

Para gerarmos realizagoes dos processos iremos utilizar a representagao média

movel infinita (ver expressao (2.7)) com apropriado ponto de truncamento. Por ser

um processo complexo, este ponto de truncamento da expressao em (2.7) deve ser

um valor grande. Neste trabalho, o ponto de truncamento serd 9t = 10000+ N, em

que N é o tamanho da amostra, ou seja

m
Xt = Z@/J]Et_j. (4].)
j=0

A seguir iremos descrever os passos para as simulagoes das séries de tamanho N:

10

20

30

40

Passo: Calcular o filtro linear {wj}jmio, supondo os valores dos parametros

conhecidos.

Passo: Gerar as 9t inovagoes (ruidos brancos Gaussianos para processos nor-

mais e varidveis a-estaveis simétricas para processos a-estaveis).

Passo: Aplicar o filtro nas inovagoes, a partir da representacao média movel

infinita truncada, dada pela equagao (4.1).

Passo: Aplicado o filtro, é gerada uma série temporal de tamanho 10000 + N.

Desconsideramos as 10000 primeiras observagoes. Gerando, assim, uma série

77



temporal de tamanho N.

Iremos dividir este capitulo em duas se¢oes, uma apresentando as simulagoes para
processos com inovacoes ruido branco normais e outra para processos a-estaveis. Ire-
mos considerar para as simulagoes apenas os processos SARFIMA (p, d, ) x (P, D, Q)
normais e a-estaveis, pois sao 0s processos mais gerais que definimos neste tra-
balho. A seguir iremos apresentar as simula¢oes de Monte Carlo para os processos
SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s com média pu = 0 e diferentes valores de d, D, p, g,
P, Q e s. Consideraremos tamanhos amostrais N € {500, 1000, 2000}, além disso,
o processo de inovagao ruido branco tem distribuigao normal padrao, isto é, 02 = 1
em todas simulacoes de processos normais; nos processos de inovagao a-estaveis, o

parametro ¢ = 1 e o parametro a € {1.25;1.50;1.75}.

Os resultados apresentados sao baseados em 1000 replicagoes, com séries sazonais
geradas a partir do método descrito nos passos 1—4 acima. Para todos os estimadores
e casos considerados, foram calculados os valores empiricos da média (mean), do
vicio (bias), do erro quadrético médio (mse) e da variancia (var) em rela¢ao as 1000

replicagoes.

4.1 Resultados para Processos com Inovacoes

(GGaussianas

Nesta se¢ao, iremos apresentar tabelas com diversos resultados para a estimacao
semiparamétrica e paramétrica dos processos SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q) com
inovagoes na forma de ruido branco Gaussiano, estaciondarios e com a propriedade
de longa dependéncia, isto é, quando 0 < d+ D < 0.5, 0 < D < 0.5 e todas as raizes

da equacdo ¢(z)®(z*) = 0 estao fora do circulo unitdrio.

Resultados da Estimacao Semiparamétrica

Apresentamos simulagoes para os estimadores semiparamétricos definidos nas
Secoes 3.1.2 e 3.1.3 para processos normais. Além da metodologia dos minimos
quadrados, denotada por MQ, utilizamos as metodologias robustas MM e MQP,
abordadas na Secao 3.1.1. Diversos casos foram considerados nas simulagoes, mas,

por questao de espaco, apresentaremos apenas casos selecionados.
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As Tabelas 4.1 & 4.6 referem-se aos processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s,
nos casos p=q¢=0=P =Q,d=D =0.2, s € {4,6,12}, N € {500, 1000, 2000}
e k € {0.70;0.85}. No Apéndice A apresentamos os resultados da estimagao nos
processos SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, nos casos p=q=0=P=Q,d=D =
0.2, s € {4,6,12}, N € {500,1000,2000}, com o x maximo relativo a cada diferente
valor de N. Nao apresentamos no corpo do texto este caso, pois, como para cada
N temos um k diferente, nao teriamos como compara-los entre si, entao optamos
por apresentar os resultados utilizando o maior x presente nos diversos valores de
N, além de um valor menor de k para verificarmos a melhora na estimacao quando

Kk aumenta.

Analisando as Tabelas 4.1 e 4.2 e Figuras 4.1 a 4.3, quando N = 500, pode-
mos notar que, ao aumentarmos o valor de x, em geral, o vicio dos estimadores
diminui. O mesmo ocorre quando N = 1000, notamos ao observar as Tabelas 4.3 e
4.4. Apenas quando N = 2000 (Tabelas 4.5 e 4.6), que nao notamos essa melhora
com o aumento de k. Outro aspecto que notamos ao analisar estas tabelas, é que ao
aumentarmos o valor de NV, o valor do erro quadratico médio diminui. Note também
que, pelas Figuras 4.1 a 4.3 e Tabelas 4.1 a 4.6, os estimadores que utilizam o peri-
odograma suavizado de covariancias (denotados por BA), possuem menor vicio, nos
casos analisados. Dentre as metodologias utilizadas para o estimador BA (MQ, MM
e MQP), nenhum se sobressai, sendo variados os resultados encontrados. Também
observe que, entre os estimadores que utilizam o periodograma comum (denota-
dos por GPH), em quase todos os casos (com excegao de N = 500, s € {6,12} e
k = 0.70), o estimador utilizando a metodologia robusta MM, foi o que apresentou

menor vicio.

As Tabelas 4.3 e 4.4 referentes ao caso N = 1000 mostram que os estimadores
de d = 0.2 que se sobressaem sao os que utilizam o periodograma normalizado
suavizado de correlagoes (BA), que possuem menor vicio. Para estimar D = 0.2
destacam-se os estimadores BA MQ e BA MM.

As Tabelas 4.5 e 4.6 referentes ao caso N = 2000 mostram que os estimadores
de d = 0.2 que se sobressaem, possuindo menor vicio, sao os BA MQ e BA MQP.
Para estimar D = (0.2 destaca-se o estimador BA MQ.

A Tabela 4.7 refere-se ao processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s, no caso p = 1,
g=0=P=Q,d=D =02, ¢ =0.5, s € {4,6,12}, N = 1000 e x = 0.85. Note
que, a estimacgao dos parametros ficou péssima, indiferente do tipo de estimador

considerado. No Apéndice A apresentamos resultados semelhantes para o processo
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SARFIMA(p,d,q) X (P,D,Q)s, nocaso g =1, p=0=P =Q,d =D = 0.2,
0, = 0.5, s € {4,6,12}, N € {500,1000,2000} e x = 0.85. Tal fato, nos leva a
descartar a utilizacao dos estimadores semiparamétricos descritos neste trabalho,
quando temos processos SARFIMA(p,d, q) x (P,D,Q)s, com p # 0 ou g # 0 ou

P#£00ouQ#0.

Note que, em todos os casos considerados, o estimador GPH, independente da

metodologia utilizada, superestima o verdadeiro valor de d.
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Figura 4.1: Moédulo do vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, comp =q =0= P =@, N =500 e s = 4,
considerando os métodos cldssico (MQ) e robustos (MM e MQP). Os gréficos a
esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a) k = 0.70 e (b) K = 0.85.

88



0.0600 0.0400
0.0500 « oo \\
N 0.0300 N
0.0400 \\\
0.0250
\\ =+Ma \\\ ——11a
0.0300 0.0200
——n \\\ =
0.0150
0.0200 e MQP \\ e MQP
\\ 0.0100 A~
0.0100 \
w 0.0050 \
0.0000 T 1 0.0000 T
GPH BA GPH BA
(a)
0.0400 0.0250
0.0350 LY \
\\ 0.0200
0.0300 \\ \
0.0250 \ 0.0150 ‘\
\\ o -
0.0200
- -
o \\\ M 0.0100
\\\ —teiaP .\\ —a—moP
0.0100
\\ 0.0050
0.0050
NS Y
0.0000 : . 0.0000 !
GPH BA GPH BA

Figura 4.2: Moddulo do vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, comp =q =0= P =@, N =500 e s = 6,
considerando os métodos cldssico (MQ) e robustos (MM e MQP). Os gréficos a
esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a) k = 0.70 e (b) K = 0.85.
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Figura 4.3: Moddulo do vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, comp =q =0= P = Q, N =500 ¢ s = 12,
considerando os métodos cldssico (MQ) e robustos (MM e MQP). Os gréficos a
esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a) k = 0.70 e (b) K = 0.85.

Resultados da Estimacao Paramétrica

Iremos considerar, nas simulacgoes, os estimadores paramétricos definidos nas
Secoes 3.2.2, 3.2.3 e 3.2.4, denotados por FT, FTmod e FTS, respectivamente. Para
o estimador FTmod, no qual aproximamos a integral dada em (3.43) por uma soma
em mais coeficientes, além dos de Fourier, precisamos definir o valor de ¢, na equacao
(3.45), consideraremos nas simulagoes apresentadas ¢ = 5. Além disso, no estimador
FTS, iremos utilizar a janela de Bartlett na suavizacao do periodograma, dada pela

equagao (3.20).

As Tabelas 4.8 a 4.10 e a Figura 4.4 apresentam resultados para a estimagao
paramétrica, considerando N = 500, N = 1000 e N = 2000, respectivamente, em
um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s,comp=q=0=P=0Q,d=D =0.2
e s € {4,6,12}. Note que, para o estimador original FT, proposto por Fox e Taqqu
(1986), & medida que o N aumenta, a estimacao de d = 0.2 melhora, no entanto,
os estimadores propostos neste trabalho FTmod e FTS melhoram a estimacao de
d = 0.2, em todos os casos de N, diminuindo o vicio. O estimador para d = 0.2 com

menor vicio, para todos N e s considerados, é o F'TS. Na estimacao de D = 0.2, o
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estimador FT melhora a medida que N aumenta, chegando a zerar o vicio, quando
N = 2000 e s = 6, no entanto, os estimadores propostos melhoram a estimacao
em alguns casos, como quando N = 500 e s € {6, 12}, nesta situagao o estimador
FTmod é melhor que os demais, diminuindo o vicio, o erro quadratico médio e a
variancia.

Tabela 4.8: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando p = ¢ = 0 = P = @, d = 0.2
D =02, s¢ {4,612} e N = 500.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2

mean 0.2459 0.1939 0.2115 0.1893 0.1932 0.1743
bias 0.0459 -0.0061 0.0115 -0.0107 -0.0068  -0.0257
mse 0.0045 0.0019 0.0016 0.0015 0.0016 0.0021
var 0.0024 0.0019 0.0015 0.0014 0.0015 0.0015

s=6

FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2

mean 0.2429 0.1893 0.2089 0.1914 0.1941 0.1613
bias 0.0429 -0.0107 0.0089 -0.0086 -0.0059  -0.0387
mse 0.0042 0.0024 0.0015 0.0015 0.0015 0.0030
var 0.0023 0.0023 0.0014 0.0015 0.0015 0.0015

s =12

FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2

mean 0.2455 0.1691 0.2086 0.1921 0.1920 0.1289
bias 0.0455 -0.0309 0.0086 -0.0079 -0.0080  -0.0711
mse 0.0048 0.0032 0.0015 0.0014 0.0014 0.0066
var 0.0027 0.0023 0.0014 0.0013 0.0013 0.0016

Analisando as Tabelas 4.11 a 4.13, que apresentam resultados para a estimacao
paramétrica, considerando N = 500, N = 1000 e N = 2000, respectivamente,
em um processo SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, com p =1, g =0 =P = Q,
d=D =02, ¢, = 05 e s € {4,6,12}, observamos que, em geral, nos métodos
propostos, a estimacao dos parametros é melhorada quando o tamanho amostral N
aumenta. Veja que, para a estimacgao de d = 0.2, os estimadores FTmod e FTS sao
melhores que o F'T, no sentido de que o vicio é menor. Em alguns casos, FTmod
é melhor que o FTS e o contrario também ocorre, dependendo do tamanho de N
e s. No entanto, ambos os estimadores apresentam vicio, erro quadratico médio e
variancia pequenos. Na estimacao de D = 0.2, o estimador FTS tem menor vicio
apenas no caso em que N = 2000 e s = 4, nos demais, o estimador FTmod apresenta
menor vicio. Para a estimacgao de ¢; = 0.5, no caso em que N = 500 e N = 1000

(com excegao do caso s = 12), o estimador FTS tem menor vicio que os demais.
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paramétrica para O Processo
Q, d = 0.2

Tabela 4.9: Resultado da estimacao
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando p = ¢ = 0 = P =
D =0.2,s¢€{4,6,12} e N = 1000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2296 0.1989 0.2064 0.1954 0.1987 0.1881
bias 0.0296 -0.0011 0.0064 -0.0046 -0.0013  -0.0119
mse 0.0018 0.0010 0.0007 0.0007 0.0007 0.0009
var 0.0009 0.0010 0.0007 0.0006 0.0007 0.0008
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=02 d=02 D=02
mean 0.2281 0.1994 0.2058 0.1969 0.1974 0.1824
bias 0.0281 -0.0006 0.0058 -0.0031 -0.0026  -0.0176
mse 0.0019 0.0009 0.0007 0.0007 0.0007 0.0010
var 0.0011 0.0009 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2268 0.1915 0.2063 0.1970 0.1959 0.1669
bias 0.0268 -0.0085 0.0063 -0.0030 -0.0041 -0.0331
mse 0.0017 0.0011 0.0007 0.0006 0.0007 0.0019
var 0.0010 0.0010 0.0007 0.0006 0.0007 0.0008

Tabela 4.10:

Resultado da

s €{4,6,12} e N = 2000.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando p = q=0=P =Q, d = 0.2, D = 0.2,

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2191 0.2019 0.2039 0.1987 0.2008 0.1930
bias 0.0191 0.0019 0.0039 -0.0013 0.0008 -0.0070
mse 0.0008 0.0004 0.0003 0.0004 0.0004 0.0004
var 0.0005 0.0004 0.0003 0.0004 0.0004 0.0004
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=02
mean 0.2189 0.2000 0.2044 0.1983 0.1994 0.1902
bias 0.0189 0.0000 0.0044 -0.0017 -0.0006  -0.0098
mse 0.0008 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 0.0004
var 0.0004 0.0004 0.0003 0.0004 0.0003 0.0003
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2177 0.1974 0.2029 0.1992 0.1993 0.1840
bias 0.0177 -0.0026 0.0029 -0.0008 -0.0007  -0.0160
mse 0.0008 0.0004 0.0003 0.0003 0.0003 0.0006
var 0.0005 0.0004 0.0003 0.0003 0.0003 0.0004
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Figura 4.4: Moddulo do vicio dos estimadores paramétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, comp=q=0= P = Q, N € {500,1000,2000}.
Os graficos a esquerda s@o para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a) s =4, (b)
s=6¢(c)s=12.

Quando N = 2000, o estimador FTmod é o de menor vicio, erro quadratico médio
e variancia. De um modo geral, no caso abordado neste paragrafo, nenhuma das

estimativas do estimador FT teve menor vicio.

As Tabelas 4.14 a 4.16 referem-se a processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s,
N = 500, N = 1000 e N = 2000, respectivamente, com p =1, ¢ =0 = P = (@,
d=D=0.2,¢ =—-05es € {4,6,12}. Observamos que, em geral, nos estimadores
considerados, a estimacao dos parametros é melhorada quando o tamanho amostral
N aumenta. Veja que, para a estimacgao de d = 0.2, os estimadores FTmod e FTS
sao melhores que o F'T', no sentido de que o vicio é menor. Em alguns casos, FTmod

¢ melhor que o F'TS e o contrario também ocorre, dependendo do tamanho de N e
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Tabela 4.11: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quandop=1,¢=0=P =0Q,d =02, D = 0.2,
s €{4,6,12}, »; = 0.5 e N = 500.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=05 d=02 D=02 ¢;1=05 d=02 D=02 ¢1=05

mean || 0.3125  0.1728  0.4101 0.2402  0.1784  0.4607 0.1936  0.1660  0.4967

bias || 0.1125 -0.0272  -0.0899 || 0.0402 -0.0216  -0.0393 || -0.0064 -0.0340  -0.0033

mse || 0.0267  0.0028  0.0227 0.0127  0.0021 0.0143 0.0122  0.0029  0.0138

var 0.0141  0.0021 0.0147 0.0111  0.0016 0.0128 0.0122  0.0017  0.0138

S =
FT FTmod FTS

d=02 D=02 ¢,=051d=02 D=02 ¢, =05]| d=02 D=02 ¢ =05

mean 0.3094 0.1740 0.4057 0.2356 0.1843 0.4605 0.1926 0.1588 0.4952
bias 0.1094 -0.0260 -0.0943 0.0356 -0.0157 -0.0395 -0.0074  -0.0412 -0.0048
mse 0.0249 0.0029 0.0226 0.0108 0.0020 0.0128 0.0115 0.0033 0.0131
var 0.0130 0.0022 0.0137 0.0096 0.0018 0.0113 0.0115 0.0016 0.0131

s =12

FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=05 d=02 D=02 ¢;1=05 d=02 D=02 ¢1=05

mean 0.3068 0.1580 0.4096 0.2277 0.1860 0.4696 0.1785 0.1294 0.5074
bias 0.1068 -0.0420 -0.0904 0.0277 -0.0140 -0.0304 -0.0215  -0.0706 0.0074
mse 0.0248 0.0041 0.0221 0.0095 0.0016 0.0115 0.0108 0.0064 0.0121
var 0.0134 0.0023 0.0139 0.0088 0.0014 0.0106 0.0103 0.0014 0.0121

Tabela 4.12: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quandop=1,¢=0=P =Q,d=0.2, D = 0.2,
s € {4,6,12}, ¢»; = 0.5 e N = 1000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=05 d=02 D=02 ¢ =05 d=02 D=02 ¢1=05

mean 0.2704 0.1843 0.4398 0.2173 0.1910 0.4815 0.1819 0.1865 0.5144
bias 0.0704 -0.0157 -0.0602 0.0173 -0.0090 -0.0185 -0.0181  -0.0135 0.0144
mse 0.0207 0.0012 0.0191 0.0067 0.0009 0.0076 0.0079 0.0011 0.0086
var 0.0157 0.0010 0.0155 0.0065 0.0009 0.0072 0.0076 0.0009 0.0084

s=6

FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =051d=02 D=02 ¢1=05]|d=02 D=02 ¢ =05

mean 0.2790 0.1865 0.4318 0.2201 0.1915 0.4787 0.1813 0.1820 0.5131
bias 0.0790 -0.0135 -0.0682 0.0201 -0.0085 -0.0213 -0.0187  -0.0180 0.0131
mse 0.0161 0.0011 0.0148 0.0070 0.0009 0.0080 0.0079 0.0011 0.0085
var 0.0099 0.0010 0.0102 0.0066 0.0008 0.0075 0.0075 0.0008 0.0083

s =12

FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=05 d=02 D=02 ¢;1=05 d=02 D=02 ¢1=05

mean 0.2804 0.1826 0.4292 0.2106 0.1953 0.4875 0.1802 0.1657 0.5147
bias 0.0804 -0.0174 -0.0708 0.0106 -0.0047 -0.0125 -0.0198  -0.0343 0.0147
mse 0.0144 0.0013 0.0135 0.0058 0.0007 0.0067 0.0065 0.0019 0.0071
var 0.0079 0.0010 0.0085 0.0057 0.0007 0.0065 0.0061 0.0008 0.0069
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Tabela 4.13: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quandop=1,¢=0=P =0Q,d =02, D = 0.2,
s € {4,6,12}, 1 = 0.5 e N = 2000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=05 d=02 D=02 ¢;1=05 d=02 D=02 ¢1=05

mean || 0.2586  0.1897  0.4479 0.2087  0.1943 0.4905 0.1822  0.1945 0.5158
bias || 0.0586 -0.0103  -0.0521 || 0.0087 -0.0057  -0.0095 || -0.0178 -0.0055  0.0158
mse || 0.0093  0.0006  0.0088 0.0038  0.0004  0.0043 0.0046  0.0005 0.0049
var 0.0058  0.0005 0.0061 0.0038  0.0004  0.0042 0.0043  0.0004  0.0047

S =

FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢,=051d=02 D=02 ¢, =05]| d=02 D=02 ¢ =05

mean 0.2563 0.1922 0.4498 0.2082 0.1967 0.4897 0.1865 0.1913 0.5109
bias 0.0563 -0.0078 -0.0502 0.0082 -0.0033 -0.0103 -0.0135 -0.0087 0.0109
mse 0.0080 0.0005 0.0078 0.0037 0.0004 0.0042 0.0043 0.0005 0.0048
var 0.0048 0.0005 0.0053 0.0036 0.0004 0.0041 0.0041 0.0004 0.0047

s =12

FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=05 d=02 D=02 ¢;1=05 d=02 D=02 ¢1=05

mean 0.2525 0.1922 0.4530 0.2094 0.1968 0.4898 0.1864 0.1846 0.5102
bias 0.0525 -0.0078 -0.0470 0.0094 -0.0032 -0.0102 -0.0136  -0.0154 0.0102
mse 0.0073 0.0005 0.0070 0.0030 0.0003 0.0035 0.0037 0.0006 0.0042
var 0.0046 0.0004 0.0048 0.0029 0.0003 0.0034 0.0035 0.0004 0.0041

s. Mas, veja que, ambos os estimadores apresentam vicio, erro quadratico médio e
variancia pequenos. Na estimacao de D = 0.2, os resultados foram muito variados,
em alguns casos, o estimador FT tem menor vicio (por exemplo, no caso s = 4 e
N € {500,1000,2000}), em outros, o estimador FTmod tem menor vicio (quando
s =12 e N € {500,1000,2000}). Veja que, o estimador FTS nao teve menor vicio,
na estimacao de D = 0.2, em nenhum dos casos analisados. Para a estimacao de
¢1 = 0.5, os resultados encontrados sao variados, entretanto, todos estimadores

analisados apresentaram vicio, erro quadratico médio e variancia pequenos.

As Tabelas 4.17 a 4.19 apresentam resultados para a estimacao paramétrica,
considerando N = 500, N = 1000 e N = 2000, respectivamente, em um processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q),comqg=1,p=0=P=Q,d=D =0.2,0;, =05
e s € {4,6,12}. Em todos os casos considerados nestas tabelas, os estimadores
FTmod e FTS tiveram menor vicio que o estimador FT, além de erro quadratico
médio e variancia pequenos. Para a estimacao de d = 0.2, o estimador FTmod tem
maior vicio que o FTS, apenas quando s =4 e N € {500, 1000,2000}. Nos demais
casos, o estimador de d = 0.2, com menor vicio, é o FTS. Na estimacao de D = 0.2,
o estimador FTmod tem menor vicio. Apenas quando N = 2000 e s = 4, que o

estimador FTS tem menor vicio. Para a estimacao de #; = 0.5, no caso em que
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Tabela 4.14:

Resultado da

estimacao paramétrica para o processo

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quandop=1,¢=0=P =0Q,d =02, D = 0.2,
s €{4,6,12}, ¢, = —0.5 e N = 500.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=-05|d=02 D=02 ¢ =—-05|d=02 D=02 ¢ =-05
mean || 0.2544  0.1879  -0.5051 02131  0.1853  -0.4960 0.1930  0.1666  -0.4937
bias | 0.0544 -0.0121  -0.0051 00131  -0.0147  0.0040 || -0.0070  -0.0334  0.0063
mse || 0.0064  0.0023 0.0025 0.0025  0.0018 0.0023 0.0026  0.0029 0.0028
var || 0.0035  0.0021 0.0024 0.0023  0.0016 0.0023 0.0026  0.0018 0.0028
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =-05|d=02 D=02 ¢ =—-05|d=02 D=02 ¢ =-05
mean | 0.2472  0.1853  -0.5016 0.2066  0.1888  -0.4914 01946  0.1612  -0.4933
bias | 0.0472  -0.0147  -0.0016 0.0066  -0.0112  0.0086 || -0.0054 -0.0388  0.0067
mse | 0.0059  0.0024 0.0025 0.0024  0.0016 0.0024 0.0020  0.0032 0.0022
var || 0.0037  0.0022 0.0025 0.0023  0.0015 0.0023 0.0020  0.0017 0.0022
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=—05|d=02 D=02 ¢ =—05|d=02 D=02 ¢ =—-05
mean | 0.2472  0.1676  -0.5056 0.2036  0.1909  -0.4919 0.1845  0.1295  -0.4868
bias | 0.0472  -0.0324  -0.0056 0.0036  -0.0091 0.0081 -0.0155  -0.0705  0.0132
mse | 0.0061  0.0034 0.0026 0.0022  0.0015 0.0023 0.0024  0.0066 0.0025
var || 0.0039  0.0023 0.0025 0.0022  0.0014 0.0023 0.0022  0.0016 0.0023
Tabela 4.15: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quandop=1,¢=0=P =Q,d = 0.2, D = 0.2,
s €{4,6,12}, »; = —0.5 e N = 1000.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =-05|d=02 D=02 ¢ =-05]d=02 D=02 ¢ =-05
mean | 02319 01980  -0.5066 02060  0.1957  -0.4987 || 0.1978  0.1863  -0.4992
bias || 0.0319 -0.0020  -0.0066 0.0060 -0.0043  0.0013 || -0.0022 -0.0137  0.0008
mse || 0.0025  0.0010 0.0013 0.0011  0.0008 0.0011 0.0012  0.0009 0.0011
var | 0.0015  0.0010 0.0012 0.0010  0.0008 0.0011 0.0012  0.0007 0.0012
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢1=-05|d=02 D=02 ¢ =-05|d=02 D=02 ¢ =-05
mean || 02321  0.1972  -0.5035 0.2033  0.1967  -0.4961 01975  0.1828  -0.4954
bias || 0.0321  -0.0028  -0.0035 0.0033  -0.0033  0.0039 || -0.0025 -0.0172  0.0046
mse || 0.0026  0.0010 0.0012 0.0011  0.0007 0.0012 0.0010  0.0011 0.0011
var | 0.0016  0.0010 0.0012 0.0011  0.0007 0.0011 0.0010  0.0008 0.0011
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =—05|d=02 D=02 ¢ =—-05|d=02 D=02 ¢ =-05
mean | 0.2309 01880  -0.5030 02039  0.1960  -0.4965 01953  0.1664  -0.4925
bias || 0.0309 -0.0120  -0.0030 0.0039  -0.0040  0.0035 || -0.0047 -0.0336  0.0075
mse | 0.0026  0.0012 0.0012 0.0011  0.0007 0.0011 0.0010  0.0019 0.0012
var || 0.0017  0.0011 0.0012 0.0011  0.0007 0.0011 0.0010  0.0008 0.0012
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Tabela 4.16:

Resultado da

estimacao paramétrica para o processo

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quandop=1,¢=0=P =0Q,d =02, D = 0.2,
s € {4,6,12}, ¢, = —0.5 e N = 2000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =-05 d=02 D=02 ¢ =-05 d=02 D=02 ¢ =-05
mean 0.2217 0.1998 -0.5044 0.2045 0.1977 -0.5005 0.1993 0.1931 -0.4985
bias 0.0217 -0.0002 -0.0044 0.0045 -0.0023 -0.0005 -0.0007  -0.0069 0.0015
mse 0.0013 0.0004 0.0006 0.0006 0.0004 0.0006 0.0005 0.0004 0.0006
var 0.0008 0.0004 0.0006 0.0005 0.0004 0.0006 0.0005 0.0004 0.0006
s=26
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =-05 d=02 D=02 ¢ =-05 d=02 D=02 ¢ =-05
mean 0.2201 0.1997 -0.5037 0.2030 0.1982 -0.4989 0.1985 0.1916 -0.4986
bias 0.0201 -0.0003 -0.0037 0.0030 -0.0018 0.0011 -0.0015  -0.0084 0.0014
mse 0.0011 0.0005 0.0006 0.0005 0.0004 0.0006 0.0005 0.0004 0.0006
var 0.0007 0.0005 0.0006 0.0005 0.0003 0.0006 0.0005 0.0003 0.0006
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ¢ =-05 d=02 D=02 ¢ =-05 d=02 D=02 ¢ =-05
mean 0.2208 0.1964 -0.5048 0.2024 0.1982 -0.4986 0.1983 0.1825 -0.4974
bias 0.0208 -0.0036 -0.0048 0.0024 -0.0018 0.0014 -0.0017  -0.0175 0.0026
mse 0.0012 0.0005 0.0006 0.0005 0.0003 0.0006 0.0005 0.0007 0.0005
var 0.0008 0.0005 0.0006 0.0005 0.0003 0.0006 0.0005 0.0004 0.0005

N =500, o estimador FTmod tem menor vicio que os demais.

Diversos outros casos foram considerados nas simulagoes, mas, por questoes de

espaco, as tabelas apresentando os resultados encontram-se no Apéndice A. Ana-

lisando todas as tabelas de uma forma geral, vemos que quando N assume valores

maiores, os estimadores se equiparam, no entanto, quando N é menor (N = 500, por

exemplo), os estimadores novos propostos (FTmod e FTS), geralmente, apresentam

menor vicio, nos casos analisados.

4.2 Resultados para Processos com Inovacoes a-

estaveis

Nesta secao, iremos apresentar resultados para a estimacao semiparamétrica e

paramétrica nos processos SARFIMA (p, d, q) x (P, D, Q)s a-estaveis.
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Tabela 4.17:

s €{4,6,12}, 0, = 0.5 e N = 500.

Resultado da

estimacao

paramétrica para 0 Processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando ¢ =1, p=0=P =Q,d =02, D = 0.2,

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=05|d=02 D=02 6, =05|d=02 D=02 0,=05
mean | 0.2918  0.1847 05563 || 0.2345  0.1863  0.5194 || 0.1647  0.1798  0.4589
bias || 0.0918 -0.0153  0.0563 || 0.0345 -0.0137  0.0194 || -0.0353  -0.0202  -0.0411
mse | 0.0244 00023 00171 | 00140  0.0020  0.0142 || 0.0112 00022  0.0122
var || 00160 0.0021 00139 | 00129 0.0018  0.0138 || 0.0100  0.0018  0.0105
5=
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=05|d=02 D=02 6, =05|d=02 D=02 60;,=05
mean | 0.2947  0.1776 05625 || 0.2351  0.1874  0.5206 | 0.1684  0.1645  0.4617
bias || 0.0947 -0.0224 00625 | 0.0351 -0.0126  0.0206 || -0.0316 -0.0355  -0.0383
mse | 0.0247  0.0025  0.0186 | 0.0146  0.0019 00164 || 0.0113  0.0029  0.0127
var || 00158 00020 00147 | 00134 00017  0.0160 || 0.0103 0.0016  0.0112
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6;,=05|d=02 D=02 6, =05|d=02 D=02 6;=05
mean || 0.3030  0.1567 05774 | 02292  0.1868 05204 || 0.1740  0.1298  0.4699
bias || 0.1030 -0.0433 00774 | 0.0292 -0.0132  0.0204 || -0.0260 -0.0702  -0.0301
mse | 0.0272 00043 00213 | 00127 00018  0.0141 || 0.0109  0.0065  0.0128
var || 00166  0.0025 00153 | 00119 0.0016  0.0137 || 0.0102 0.0016  0.0119
Tabela 4.18: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando g =1, p=0=P =Q,d = 0.2, D = 0.2,
s €{4,6,12}, 6, = 0.5 e N = 1000.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=05|d=02 D=02 60, =05|d=02 D=02 0,=05
mean | 0.2904 01908  0.5697 || 0.2266  0.1926  0.5185 || 0.1721  0.1913  0.4678
bias || 0.0904 -0.0092  0.0697 || 0.0266 -0.0074  0.0185 | -0.0279  -0.0087  -0.0322
mse | 0.0194 00010  0.0152 | 0.0084  0.0009  0.0091 || 0.0070  0.0009  0.0079
var || 00113 00009 00103 | 0.0077 0.0009  0.0088 || 0.0062  0.0008  0.0069
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=05|d=02 D=02 6, =05|d=02 D=02 60;=05
mean | 0.2898  0.1886  0.5698 || 0.2299  0.1931  0.5239 | 0.1832  0.1844  0.4804
bias || 0.0898 -0.0114  0.0698 | 0.0299 -0.0069  0.0239 || -0.0168 -0.0156  -0.0196
mse | 0.0200 0.0011  0.0161 | 0.0095  0.0008  0.0099 || 0.0072  0.0010  0.0078
var | 00120 00009 00113 | 0008  0.0008  0.0093 || 0.0069  0.008  0.0075
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=05|d=02 D=02 6, =05|d=02 D=02 6;=05
mean | 0.2842 01808 05673 || 0.2190  0.1926 05133 || 0.1852  0.1656  0.4829
bias || 00842 -0.0192 00673 | 00190 -0.0074  0.0133 || -0.0148 -0.0344  -0.0171
mse | 0.0182 00013  0.0148 | 0.0077  0.0008  0.0091 || 0.0068  0.0020  0.0076
var | 00111 00009  0.0102 | 00073 0.0008  0.0090 || 0.0066  0.0008  0.0073
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Tabela 4.19:

Resultado da

s €{4,6,12}, 6; = 0.5 e N = 2000.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando ¢ =1, p=0=P =Q,d =02, D = 0.2,

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6;=05 d=02 D=02 6;=05 d=02 D=02 6;=05
mean 0.2738 0.1950 0.5617 0.2152 0.1966 0.5131 0.1830 0.1979 0.4794
bias 0.0738 -0.0050 0.0617 0.0152 -0.0034 0.0131 -0.0170  -0.0021 -0.0206
mse 0.0125 0.0004 0.0106 0.0043 0.0005 0.0047 0.0041 0.0004 0.0047
var 0.0071 0.0004 0.0068 0.0041 0.0005 0.0045 0.0039 0.0004 0.0042
s =
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6;=05 d=02 D=02 6;=05 d=02 D=02 6;=05
mean 0.2763 0.1915 0.5661 0.2170 0.1953 0.5146 0.1886 0.1931 0.4851
bias 0.0763 -0.0085 0.0661 0.0170 -0.0047 0.0146 -0.0114  -0.0069 -0.0149
mse 0.0129 0.0005 0.0111 0.0042 0.0004 0.0047 0.0039 0.0004 0.0043
var 0.0071 0.0004 0.0068 0.0039 0.0004 0.0044 0.0037 0.0004 0.0040
s =12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6;=05 d=02 D=02 6;=05 d=02 D=02 6;=05
mean 0.2711 0.1922 0.5603 0.2143 0.1958 0.5126 0.1922 0.1839 0.4909
bias 0.0711 -0.0078 0.0603 0.0143 -0.0042 0.0126 -0.0078  -0.0161 -0.0091
mse 0.0114 0.0005 0.0099 0.0038 0.0004 0.0046 0.0032 0.0006 0.0037
var 0.0064 0.0004 0.0062 0.0036 0.0004 0.0044 0.0031 0.0004 0.0037

Resultados da Estimacao Semiparamétrica

Apresentamos resultados obtidos de simulacoes para os estimadores semipara-
métricos definidos nas Secoes 3.1.2 e 3.1.3 para processos com inovagoes a-estaveis.
Além da metodologia dos minimos quadrados, denotada por MQ, utilizamos as
metodologias robustas MM e MQP, abordadas na Secao 3.1.1. Diversos casos foram
considerados nas simulagoes, mas, por questao de espago, apresentaremos apenas

casos selecionados.

As Tabelas 4.20 a 4.25 referem-se aos processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s
a-estéveis, nos casos p =q¢q=0=P =Q,d=D =02, a = 1.25, s € {4,6,12},
N € {500,1000,2000} e x € {0.70;0.85}. No Apéndice B apresentamos os resultados
da estimagao nos processos SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s, nos casos p=q =0 =
P=@Q,d=D =02, s € {4,6,12}, N € {500,1000,2000}, com o x maximo
relativo a cada diferente valor de N. Nao apresentamos no corpo do texto este caso,
pois nao teriamos como compara-los entre si. Note que, os métodos de estimacao

apresentados, melhoram as estimativas quando x aumenta.

Analisando as Tabelas 4.20 e 4.21 e Figuras 4.5 a 4.7, quando N = 500, podemos

notar que, ao aumentarmos o valor de x, em geral, o vicio dos estimadores diminui.
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Ao observar as Tabelas 4.22 e 4.23, notamos que o mesmo ocorre quando N = 1000.
Apenas quando N = 2000 (Tabelas 4.24 e 4.25), que ndo notamos essa melhora com
o aumento de k. Outro aspecto que notamos ao analisar estas tabelas, é que ao
aumentarmos o valor de NV, o valor do erro quadratico médio diminui. Note também
que, pelas figuras e tabelas, os estimadores de d = 0.2, que utilizam o periodograma
suavizado de covariancias (denotados por BA), possuem menor vicio. Entretanto,
dentre as metodologias utilizadas para o estimador BA (MQ, MM e MQP), nenhuma
se sobressai, sendo variados os resultados encontrados. Para estimar D = 0.2, o
estimador GPH, com a metodologia robusta MM, apresentou menor vicio no caso
k=0.85, s € {4,6,12}.

As Tabelas 4.22 e 4.23 referentes ao caso N = 1000 mostram que os estimadores
de d = 0.2, que se sobressaem, sao BA MQP e BA MM, possuindo menor vicio.
Para estimar D = 0.2, destacam-se os estimadores GPH MM e BA MQ.

As Tabelas 4.24 e 4.25 referentes ao caso N = 2000 evidenciam que os esti-
madores de d = 0.2, que se sobressaem, possuindo menor vicio, sao os que uti-
lizam o periodograma normalizado suavizado de correlagoes (BA), independente da

metodologia. Para estimar D = 0.2, destaca-se o estimador GPH MM.

A Tabela 4.26 refere-se ao processo SARFIMA (p,d, q) x (P, D,Q)s, no casop = 1,
g=0=P=Q,d=D =02, ¢, =05, a =125, s € {4,6,12}, N = 1000 e k =
0.85. Note que, a estimacao do parametro d = 0.2 ficou péssima, indiferente do tipo
de estimador considerado. Entretanto, a estimacao D = 0.2 nao ficou tao ruim, mas
buscamos um estimador que estime bem todos os parametros. No Apéndice B apre-
sentamos resultados semelhantes para o processo SARFIMA(p, d, q) x (P, D, @), no
casop=1,p=0=P=Q,d=D =02, ¢ =0.5, s € {4,6,12}, N € {500,2000}
e k = 0.85. Tal fato, nos leva a descartar a utilizacao dos estimadores semi-

paramétricos descritos neste trabalho, quando temos processos SARFIMA (p, d, q) x
(P,D,Q)s, comp#0ougqg+#0ouP #0ou@ #0.

Note que, em todos os casos considerados, o estimador GPH, independente da

metodologia utilizada, superestima o verdadeiro valor de d.
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Figura 4.5: Moddulo do vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, com p = ¢ = 0 =P = Q, a = 1.25
N =500 e s = 4, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP).
Os graficos a esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a) k = 0.70
e (b) Kk =0.85.

Resultados da Estimacao Paramétrica

Apresentamos os resultados da estimacao paramétrica, utilizando alguns dos es-
timadores definidos na Secao 3.2, para processos SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s
a-estaveis, com diversos valores de parametros. Escolhemos alguns casos para apre-
sentar neste momento, muitos outros foram considerados e as tabelas apresentando
os resultados encontram-se no Apéndice B. Iremos considerar, nas simulagoes, os
estimadores paramétricos definidos nas Secoes 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.8, denotados
por KM, KMmod, KMS e KMSmod, respectivamente. Para o estimador KMmod,
no qual aproximamos a integral dada em (3.69) por uma soma em mais coeficientes,
além dos de Fourier, precisamos definir o valor de ¢, na equagao (3.70), considerare-
mos o mesmo que utilizamos no estimador analogo para processos normais, ¢ = 5.
Além disso, no estimador KMS, iremos utilizar a janela de Bartlett na suavizagao

do periodograma, dada na equacao (3.20).

As Tabelas 4.27 & 4.29 e a Figura 4.8 referem-se a processos SARFIMA((p, d, q) X
(P,D,Q)s a-estaveis, comp = ¢ =0=P = Q,d = 0.1, D = 0.2, a = 1.50,
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Figura 4.6: Moddulo do vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estével, com p = ¢ =0 = P = @, o = 1.25,
N =500 e s = 6, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e MQP).
Os graficos a esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a) k = 0.70
e (b) Kk =0.85.

s € {4,6,12} e N € {500,1000,2000}. Note que, com estes valores de parametros,
pelo Teorema 2.7, temos um processo com longa dependéncia, causal e inversivel.
Analisando as tabelas, notamos que, para estimar d = 0.1, o estimador que apre-
sentou uma sensivel melhora foi o KMS, tendo menos vicio quando s = 4 e N €
{500, 1000,2000}, s =6 e N =500, s =12 e N € {1000,2000}, além de apresentar
erro quadratico médio e variancia minimos na maioria dos casos. Outro aspecto
que observamos, ao estimar d = 0.1, é que ao aumentarmos o tamanho amostral
N, aprimoramos a estimagao, diminuindo o vicio. Ao estimar D = 0.2, vemos que
o estimador KMS nao é tao eficiente, nao apresentou menor vicio em nenhum dos

casos, mas nenhum outro estimador se sobressaiu.

As Tabelas 4.30 a 4.32 e a Figura 4.9 referem-se a processos SARFIMA((p, d, q) x
(P,D,Q)s a-estéveis, comp=q=0=P=Q,d=02,D =02 a=125 s¢€
{4,6,12} e N € {500, 1000,2000}. Note que, com estes valores de parametros, pelo
Teorema 2.7, nao temos longa dependéncia, causalidade ou inversibilidade, mesmo
assim, observamos que os novos estimadores propostos neste trabalho (KMmod,

KMS, KMSmos) foram bastante eficientes, no sentindo de terem menor vicio em
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Figura 4.7: Moddulo do vicio dos estimadores semiparamétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estével, com p = ¢ =0 = P = @, o = 1.25,
N = 500 e s = 12, considerando os métodos classico (MQ) e robustos (MM e
MQP). Os graficos a esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para D = 0.2: (a)
k=0.70 e (b) Kk = 0.85.

todos os casos analisados. Ao analisar as tabelas, vemos que, para estimar d = 0.2,
o estimador que apresentou uma sensivel melhora foi o KMS, tendo menor vicio,
erro quadratico médio e variancia quando N € {500,2000} em todos valores de s
considerados. Ao estimar D = 0.2, vemos que os estimadores que apresentaram
melhor eficiéncia foram o KMS e KMSmod. O estimador KMS apresentou menor
vicio, erro quadratico médio e variancia quando N = 1000 e s € {4,6}, também
quando N = 2000 e s € {4,6}, nos demais casos, o estimador KMSmod apresentou

menor vicio.

As Tabelas 4.33 a 4.35 apresentam resultados referentes a processos SARFIMA
(p,d,q) X (P,D,Q)s a-estaveis, com p =1, ¢=0=P =Q,d =02, D = 0.2,
¢ =05, a =125 s € {4,6,12} e N € {500,1000,2000}. Note que, com estes
valores de parametros, pelo Teorema 2.7, nao temos longa dependéncia, causalidade
ou inversibilidade, mesmo assim, observamos que os novos estimadores propostos
neste trabalho (KMmod, KMS, KMSmos) foram bastante eficientes, no sentindo
de terem menor vicio na maior parte dos casos analisados. Observando as tabelas,

vemos que, para estimar d = 0.2 e ¢; = 0.5, o estimador que apresentou uma sensivel
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Tabela 4.27:

Resultado da

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 = P = Q,
D =02 a=150,s¢ {4,612} e N = 500.

estimacao paramétrica para o processo

= 0.1,

a = 1.50
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1356 0.1994 0.1102 0.1972 0.0913 0.1805 0.0902 0.1831
bias 0.0356 -0.0006 0.0102 -0.0028 -0.0087  -0.0195 -0.0098  -0.0169
mse 0.0033 0.0025 0.0013 0.0020 0.0010 0.0022 0.0011 0.0020
var 0.0020 0.0025 0.0012 0.0019 0.0010 0.0018 0.0010 0.0017
a = 1.50
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1355 0.1985 0.1097 0.2016 0.0915 0.1743 0.0885 0.1807
bias 0.0355 -0.0015 0.0097 0.0016 -0.0085  -0.0257 -0.0115  -0.0193
mse 0.0033 0.0030 0.0013 0.0022 0.0011 0.0029 0.0012 0.0026
var 0.0021 0.0030 0.0012 0.0022 0.0011 0.0023 0.0011 0.0022
a = 1.50
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1345 0.1846 0.1081 0.2068 0.0896 0.1465 0.0860 0.1629
bias 0.0345 -0.0154 0.0081 0.0068 -0.0104 -0.0535 -0.0140 -0.0371
mse 0.0034 0.0043 0.0013 0.0029 0.0012 0.0061 0.0013 0.0038
var 0.0022 0.0041 0.0012 0.0028 0.0011 0.0032 0.0011 0.0024

melhora foi o KMS, tendo menor vicio em todos os casos de N e s apresentados

pelas tabelas. Ao estimar D = 0.2, todos os estimadores considerados apresentaram

menor vicio em pelo menos um caso analisado.
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Tabela 4.28:

Resultado da

D =02 a=150,s¢€ {4,612} e N = 1000.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.1,

a = 1.50
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1243 0.2051 0.1063 0.2017 0.0955 0.1940 0.0949 0.1962
bias 0.0243 0.0051 0.0063 0.0017 -0.0045  -0.0060 -0.0051  -0.0038
mse 0.0015 0.0014 0.0006 0.0010 0.0006 0.0010 0.0006 0.0012
var 0.0009 0.0014 0.0005 0.0010 0.0005 0.0010 0.0006 0.0012
a = 1.50
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1211 0.2026 0.1044 0.2014 0.0945 0.1867 0.0927 0.1918
bias 0.0211 0.0026 0.0044 0.0014 -0.0055  -0.0133 -0.0073  -0.0082
mse 0.0013 0.0017 0.0005 0.0012 0.0005 0.0013 0.0006 0.0015
var 0.0009 0.0017 0.0005 0.0012 0.0005 0.0011 0.0005 0.0015
a = 1.50
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1243 0.2016 0.1064 0.2073 0.0958 0.1775 0.0933 0.1859
bias 0.0243 0.0016 0.0064 0.0073 -0.0042  -0.0225 -0.0067  -0.0141
mse 0.0015 0.0026 0.0006 0.0016 0.0005 0.0022 0.0006 0.0022
var 0.0009 0.0026 0.0005 0.0016 0.0005 0.0017 0.0005 0.0020
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Tabela 4.29:

Resultado da

D =02 a=150,s¢€ {4,612} e N = 2000.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.1,

a = 1.50
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1149 0.2040 0.1036 0.2011 0.0976 0.1966 0.0976 0.1990
bias 0.0149 0.0040 0.0036 0.0011 -0.0024  -0.0034 -0.0024  -0.0010
mse 0.0007 0.0010 0.0003 0.0007 0.0002 0.0004 0.0003 0.0005
var 0.0005 0.0009 0.0003 0.0007 0.0002 0.0004 0.0002 0.0005
a = 1.50
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1145 0.2037 0.1035 0.2023 0.0915 0.1743 0.0885 0.1807
bias 0.0145 0.0037 0.0035 0.0023 -0.0085  -0.0257 -0.0115  -0.0193
mse 0.0007 0.0007 0.0004 0.0006 0.0011 0.0029 0.0012 0.0026
var 0.0005 0.0007 0.0004 0.0006 0.0011 0.0023 0.0011 0.0022
a = 1.50
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D =02 d=0.1 D =02 d=0.1 D =0.2 d=0.1 D =0.2
mean 0.1133 0.2038 0.1027 0.2056 0.0977 0.1910 0.0975 0.1959
bias 0.0133 0.0038 0.0027 0.0056 -0.0023  -0.0090 -0.0025  -0.0041
mse 0.0006 0.0012 0.0003 0.0009 0.0002 0.0011 0.0002 0.0011
var 0.0004 0.0012 0.0002 0.0009 0.0002 0.0010 0.0002 0.0011
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Figura 4.8: Moddulo do vicio dos estimadores paramétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estaveis, com p = ¢ =0 =P = @, a = 1.50,
N € {500,1000,2000}. Os graficos a esquerda sao para d = 0.1 e os da direita para
D=02:(a) s=4,(b) s=6¢(c)s=12.
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Tabela 4.30:

Resultado da

D =02 a=125 s€ {4,612} e N = 500.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.2,

a=1.25
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2829 0.2326 0.2421 0.2175 0.1959 0.1965 0.1955 0.2002
bias 0.0829 0.0326 0.0421 0.0175 -0.0041  -0.0035 -0.0045 0.0002
mse 0.0115 0.0061 0.0053 0.0033 0.0013 0.0033 0.0015 0.0039
var 0.0046 0.0050 0.0036 0.0030 0.0012 0.0033 0.0015 0.0039
a=1.25
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2298 0.2166 0.2387 0.2236 0.1911 0.1927 0.1893 0.1971
bias 0.0298 0.0166 0.0387 0.0236 -0.0089  -0.0073 -0.0107  -0.0029
mse 0.0020 0.0018 0.0052 0.0045 0.0014 0.0047 0.0016 0.0044
var 0.0011 0.0016 0.0037 0.0040 0.0013 0.0047 0.0015 0.0044
a=1.25
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D=0.2
mean 0.2798 0.2233 0.2369 0.2327 0.1914 0.1717 0.1874 0.1871
bias 0.0798 0.0233 0.0369 0.0327 -0.0086  -0.0283 -0.0126  -0.0129
mse 0.0110 0.0081 0.0046 0.0061 0.0014 0.0066 0.0017 0.0059
var 0.0047 0.0076 0.0033 0.0050 0.0013 0.0058 0.0016 0.0057
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Tabela 4.31:

Resultado da

D =02 a=125 s€ {4,612} e N = 1000.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.2,

a=1.25
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2523 0.2240 0.2237 0.2117 0.1989 0.1999 0.2007 0.2043
bias 0.0523 0.0240 0.0237 0.0117 -0.0011  -0.0001 0.0007 0.0043
mse 0.0052 0.0031 0.0022 0.0017 0.0006 0.0014 0.0007 0.0019
var 0.0025 0.0025 0.0017 0.0016 0.0006 0.0014 0.0007 0.0019
a=1.25
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2521 0.2303 0.2257 0.2207 0.1974 0.2025 0.1978 0.2078
bias 0.0521 0.0303 0.0257 0.0207 -0.0026 0.0025 -0.0022 0.0078
mse 0.0053 0.0047 0.0028 0.0032 0.0007 0.0025 0.0007 0.0030
var 0.0026 0.0037 0.0022 0.0027 0.0007 0.0025 0.0007 0.0030
a=1.25
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D=0.2
mean 0.2471 0.2218 0.2196 0.2224 0.1968 0.1895 0.1963 0.1966
bias 0.0471 0.0218 0.0196 0.0224 -0.0032  -0.0105 -0.0037  -0.0034
mse 0.0043 0.0042 0.0019 0.0034 0.0005 0.0029 0.0006 0.0029
var 0.0021 0.0037 0.0015 0.0029 0.0005 0.0028 0.0006 0.0029
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Tabela 4.32:

Resultado da

D =02 a=125 s€ {4,612} e N = 2000.

estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.2,

a=1.25
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2344 0.2207 0.2156 0.2114 0.2006 0.2058 0.2035 0.2096
bias 0.0344 0.0207 0.0156 0.0114 0.0006 0.0058 0.0035 0.0096
mse 0.0026 0.0023 0.0014 0.0014 0.0004 0.0014 0.0005 0.0017
var 0.0015 0.0019 0.0011 0.0012 0.0004 0.0013 0.0005 0.0016
a=1.25
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2298 0.2166 0.2124 0.2103 0.2004 0.2016 0.2031 0.2061
bias 0.0298 0.0166 0.0124 0.0103 0.0004 0.0016 0.0031 0.0061
mse 0.0020 0.0018 0.0009 0.0012 0.0003 0.0011 0.0004 0.0013
var 0.0011 0.0016 0.0008 0.0011 0.0003 0.0011 0.0004 0.0013
a=1.25
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D=0.2
mean 0.2280 0.2148 0.2117 0.2135 0.2005 0.1964 0.2025 0.2016
bias 0.0280 0.0148 0.0117 0.0135 0.0005 -0.0036 0.0025 0.0016
mse 0.0017 0.0021 0.0008 0.0018 0.0002 0.0014 0.0003 0.0016
var 0.0009 0.0019 0.0007 0.0016 0.0002 0.0014 0.0003 0.0016
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Figura 4.9: Moddulo do vicio dos estimadores paramétricos para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estaveis, com p = ¢ =0 =P = @, a = 1.25,
N € {500,1000,2000}. Os graficos a esquerda sao para d = 0.2 e os da direita para
D=02:(a) s=4,(b) s=6¢(c)s=12.
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Veja que as Tabelas 4.36 a 4.38 apresentam resultados para o processo SAR-
FIMA (p,d,q) X (P, D,Q)s a-estavel, quandop=q=1=P =Q,d=0.1, D =0.2,
¢ =0.5, &y =—0.5, 0, = —0.5, ©; = 0.5, « = 1.50, s = 6 ¢ N € {500, 1000, 2000},
com estes parametros, estamos na situacao de processo com as propriedades de
longa dependéncia, causalidade e invertibilidade. Analisando as tabelas observamos
que, mesmo com o processo completo, isto é, apresentando todos parametros, a es-
timacao ainda apresenta vicio relativamente pequeno, se comparado com os resulta-
dos da estimacao semiparamétrica de processo apresentando alguns dos polinomios
diferentes de 1. Nao hd um estimador que se sobressaia nesta situacao, apenas
quando N = 2000, que o estimador KMmod apresenta estimativas com menor vicio
para todos os parametros, além de valores pequenos para o erro quadratico médio e

variancia.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Neste trabalho, além de apresentarmos diversas definigoes e propriedades co-
nhecidas na literatura de séries temporais, abordamos duas classes de processos
estocésticos, uma de processos com inovagoes na forma de ruido branco Gaussiano e
outra de processos com inovagoes a-estaveis. Para os processos SARFIMA((p, d, q) X
(P, D, Q), a-estaveis, destacamos o Teorema 2.7, que apresenta condigdes de causa-
lidade, inversibilidade e a funcao poder de transferéncia. Além disso, destacamos a
nova definicao de periodograma suavizado de correlacoes, sobre a qual mostramos
a convergéncia em probabilidade. Para a estimagao em processos com inovagoes na
forma de ruido branco, destacamos a definicao e demonstracao de consisténcia e dis-
tribuigao normal assintética dos estimadores paramétricos dados nas Segoes 3.2.3 e
3.2.4. Além disso, definimos diversos estimadores semiparamétricos e paramétricos
conhecidos na literatura. Para a estimacao em processos a-estaveis definimos outros
novos estimadores, além de estimadores conhecidos na literatura, que foram aplica-

dos em simulacoes.

Realizamos diversas simulagoes de Monte Carlo, variando os parametros do
processo SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s, normal e a-estavel, conforme a seguir:
p,q, P, Q € {0,1}, d, D € {0.2,0.1}, s € {4,6,12}, tamanho amostral N €
{500, 1000,2000} e ntimero de regressores, na estimacao semiparamétrica, g(N) =

N*, com k € {0.5;0.55;0.60; - - - ; (}, em que o dltimo valor ¢, depende do tamanho
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amostral V.

Nos resultados obtidos na estimacao semiparamétrica, para os processos SAR-
FIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s com inovagoes na forma de ruido branco Gaussiano,
notamos que em todos estimadores considerados, ao aumentarmos o valor de x, isto
é, a0 aumentarmos o nimero de regressores, diminuimos o vicio. Ao aumentarmos
o tamanho amostral N, diminuimos o erro quadratico médio. O estimador BA ¢é o
que apresentou menor vicio nos casos analisados, mas nenhuma das metodologias
se destacou. Dentre as metodologias utilizadas com o estimador GPH, se destaca
a metodologia robusta MM, apresentando menor vicio em grande parte dos casos.
Também constatamos que, se considerarmos processos mais elaborados, apresen-
tando mais parametros, como p = 1, a estimacao é fortemente afetada de forma
negativa, sugerindo que nao seja utilizada a estimagao semiparamétrica nesses ca-
sos. Outro fato observado ¢é que, em todos os casos considerados, o estimador GPH,

independente da metodologia utilizada, superestima o verdadeiro valor de d.

Os resultados encontrados para a estimacao paramétrica dos processos SAR-
FIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s com inovagoes na forma de ruido branco Gaussiano,
mostraram que, em todos os casos abordados no trabalho, a estimacao de d foi
melhorada, no sentido de diminuir o vicio, nos novos estimadores propostos FT-
mod e FTS, se comparados com o estimador original FT. J4, na estimacao de D,
os estimadores FTmod e FTS nao foram tao eficientes, apresentando maior vicio
que o estimador FT, em diversos casos. Outro fato observado é que, mesmo que
consideremos mais parametros no processo, como, por exemplo, p # 0 ou ¢ # 0, a es-
timagao, de forma geral, permanece eficiente, o que nao acontece com os estimadores
semiparamétricos, sugerindo, assim, a utilizacao dos estimadores paramétricos nos
casos de processos mais completos. Também concluimos que, na estimagao de d,
em geral, os estimadores paramétricos apresentaram menor vicio do que os semi-
paramétricos. Entretanto, na estimacao de D, os estimadores semiparamétricos

apresentaram menor vicio que os paramétricos.

Os resultados encontrados para a estimacao semiparamétrica dos processos SAR-
FIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s com inovagoes a-estaveis, notamos que em todos esti-
madores considerados, ao aumentarmos o valor de k, isto é, ao aumentarmos o
nimero de regressores, diminuimos o vicio. Ao aumentarmos o tamanho amostral
N, além de diminuirmos o vicio, também diminuimos o erro quadratico médio. Os
resultados apontam que, para uma grande parte dos casos analisados, as versoes uti-

lizando o periodograma normalizado suavizado de correlagoes, isto €, os estimadores
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BA MQ, BA MM e BA MPQ), apresentaram melhor desempenho na estimacao de d.
A versao utilizando o periodograma normalizado com a metodologia robusta MM,
isto é, o estimador GPH MM, apresentou maior eficiéncia na estimacao de D, em
diversos casos analisados. Também constatamos que, se considerarmos processos
apresentando mais parametros, como p = 1, a estimacao é afetada de forma nega-
tiva, especialmente na estimagao de d, sugerindo que nao seja utilizada a estimacao
semiparamétrica nesses casos. Outro fato observado é que, assim como nos processos
com inovacoes ruido branco normal, o estimador GPH, independente da metodologia

utilizada, superestima o verdadeiro valor de d.

Os resultados encontrados para a estimacao paramétrica dos processos SAR-
FIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s com inovagdes a-estaveis mostram que, para a maior
parte dos casos analisados, as versoes modificadas do estimador KM, isto é, os
estimadores KMmod, KMS e KMSmod, apresentaram melhor desempenho. Nos
casos que consideramos o processo SARFIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s a-estavel, com
p=q=0=P =@, para a estimagao de d, o estimador KMS se destacou, apresen-
tando menor vicio na maior parte dos casos. Ja na estimacao de D, os estimadores
modificados nao foram tao bons, sendo que o estimador original KMS apresentou
menor vicio que os demais em alguns casos. Se consideramos p = 1, entao, o es-
timador que apresentou menor vicio para estimar ¢; foi o KMS. Para o processo
completo, isto é, apresentando todos os parametros, perdemos um pouco da quali-
dade de estimagao, mas temos vicio relativamente pequeno, se compararmos com 0s
resultados da estimacao semiparamétrica de processos com alguns dos polinomios

diferentes de um.

5.2 Trabalhos Futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros, destacamos:

a) Demonstrar propriedades dos estimadores para processos a-estaveis, definidos

nas Secoes 3.2.6, 3.2.7 e 3.2.8, denotados por KMmod, KMS e KMSmod;
b) Estimar o parametro o nos processos a-estaveis;

¢) Fazer um estudo prético de previsao, com os preditores lineares definidos na
Secao 2.3;

d) Realizar uma aplicacao a série real.
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Apeéendice A

Resultados para Processos com

Inovacoes Gaussianas
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Neste apéndice apresentamos os resultados da estimacao semiparamétrica e paramétrica
dos parametros para processos SARFIMA((p, d, q) X (P, D, Q) que possuem inovagoes

na forma de ruido branco com distribui¢ao normal padrao.

Estimacao Semiparamétrica

132



2,¢00°0 6T00°0

0€00°0 ¢c00°0

LT00°0 ¥100°0

cv00°'0 ¢€e000

GL00°0 ¢S00°0

€€00°0 92000

JeAa

4000 61000 0£00°0  Z000 LT00°0  ¥T00°0 L7000 6£00°0 L1000 L5000 07000  9£00°0 osw
GG00'0  ¥000°0 GG00°0 91000~ || 0T00°0-  €¥00°0- GIZ0'0 89200 TT10'0 93700 98Z0°'0  60£0°0 selq
GG0Z'0  ¥00Z°0 GG0Z'0  ¥861°0 086T°0  LS61°0 GIZZ0  892C0 TeIT0  932g0 9622’0  60£¢0 || uesw

T0=ad To=p | c0o=d c¢Oo=p | co=d c¢o=p | co=ad c¢co=p|[C0=d TO=P | C0=d ¢O=pP

JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
Nﬂ = S
97000 0200°0 62000  €200°0 L1000 €T00°0 20000 0€00°0 €900°0  2500°0 62000 LT00°0 Tea
92000 0T00°0 6200°0  €200°0 L1000 ST00°0 62000  8£00°0 €900°0  £€900°0 €600°0  8£00°0 asw
6T000  ZT000 8T00°0  €000°0- || ¥T00°0- 83000~ 9¢T0'0  9820°0 6£000  €¥20°0 08T0'0  8TE0'0 serq
61020 21020 8T0Z'0  L66T°0 9861°0  TL6T'0 9¢12'0  982T°0 6€0C°0  €¥2T0 0812'0  8T€T'0 || ueswr
T0=ad ¢o0=p | c0=d ¢O=p | c0o=ad c¢o=p | co=ad c¢o0=p||c0=d T¢O0=P | C0=ad ¢O0=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD ININ HdD O HdD
@ =S
Gz00'0 0000 0£00°0 %2000 LT00°0  9T00°0 4000 0£00°0 €9000  ¥S00°0 62000 63000 TeA
GZ00'0  0T00°0 0€00'0  ¥T00°0 L1000 9100°0 20000 6£00°0 €900°0  0900°0 1€00°0 1%00°0 oswt
Ge00'0 20000~ 0£00°0  0T00°0 90000 L2000- || 2000  €0£0°0 11000 €200 LTT00  L¥€0°0 selq
Ge0z'0  €661°0 0€0z'0 01020 9002'0  €L6T°0 22020  €0€2°0 1102°0  TETT0 LT1T°0  LPET0 || uesw

T0=ad c¢o=p
JdOIN vd

¢co=ad ¢c¢co=p
NN vVd

T0=dad cTo=p
OIN vd

t0=d To0=Pp
JdOIN HdD

¢co=ad ¢c¢co=p
NN HdD

T0=dad To=p
O HdD

009 = N @ (owxpur ) 888°0 =¥ {g1'9'7} 25 ‘20=a ‘TO=P 'O
=d =0=b=dopuenb (‘7 ‘g) x (b‘p‘d)yINIIHVS 0sseo01d 0 ered esujgmwrerediuuss 0vYRUINSS D OPRIMSIY :1'Y B[R],

133



¢100°0 0T00°0

71000 01000

80000 ,000°0

LT00°0 GT100°0

€€00°0 6¢00°0

€T00°0 ¢100°0

JeAa

z1000  0T00°0 1000 0T00°0 8000°0 L0000 02000 AT000 €000 0£00°0 91000  ¥T00°0 osw
08000  ST00°0- 0000 L100°0- 0£00°0  €¥00°0- 9L10°'0  S€T0°0 02100 20100 L8100  GST0°0 selq
08020  S86T°0 0L02°0  €861°0 0€02°0  LS61°0 9L12°0  SETIZ0 02120 2010 L812°0  GSTZ'0 || ueswx
T0=ad To=p | c0o=d c¢Oo=p | co=d c¢o=p | co=ad c¢co=p|[C0=d TO=P | C0=d ¢O=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
Nﬂ = S
g100'0 01000 $100°0 1100°0 8000°0  2000°0 L1000 ¥100°0 0€00°0  §200°0 €100°'0  TT00°0 Tea
¢100'0 01000 $100°0 11000 8000°0 L0000 81000  AT00°0 08000 42000 G100°0 L1000 asw
07000 60000 Ge00'0  S000°0 1000 €000°0 76000  99T0°0 87000  GET0°0 GzZI0'0  ¥1T0°0 serq
0¥0z'0  600Z°0 ge0z'0  <00zZ°0 $102°0  €00Z°0 76020 99120 8700  SEIT0 GzIZ’0  ¥$1gg’0 || ueswr
T0=ad ¢o0=p | c0=d ¢O=p | c0o=ad c¢o=p | co=ad c¢o0=p||c0=d T¢O0=P | C0=ad ¢O0=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD ININ HdD O HdD
@ =S
110000 01000 £100°0 110070 8000°0 80000 91000 ST000 1€00°0 82000 z10000  TT00°0 TeA
110000 0100°0 £100°0 110070 8000°0  8000°0 91000  6T00°0 1€00°0 1€00°0 €100°'0 L1000 oswt
80000  2Z000 8000°0  TT000 90000  €000°0 G000 €0T0°0 7200°0-  S8T0°0 0L00°'0 L1200 selq
80020  2T0T0 800Z'0  TI0Z'0 900z'0  €00Z°0 Ge0z'0  £0TT0 9L6T°0  G81T0 0L02'0  L1gz’0 || weeowr
T0=dad ¢o0=pP || c0=d ¢O0=p | c0o=ad c¢co=p | c0o=ad ¢o0=pP||c0=d ¢O0=P | c0=ad c¢0=p
JdOIN vd NN Vd OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
ﬂ =S
0L0="%

'000T = N @ (owmxpwr %) 6680 =¥ {g19'7} 25 '20=qa ‘T0=p ‘O
=d =0=b=dopuenb (‘7 ‘g) x (b‘p‘d)yINIIHVS 0sseo01d 0 ered esujgmrerediuuss 0vIRUINSS D OPRINSIY 7'V B[R],

134



G000°0 G000°0

,000°0 9000°0

60000 80000

9100°0 €100°0

,000°0 9000°0

JeAa

90000  S000°0 40000 90000 00000  ¥000°0 0T00'0 60000 91000  ¥T00°0 8000°0 L0000 osw
0%00°0 20000 1600°0  L000°0- 62000 60000~ 0100 6800°0 6€£00°0  0800°0 STT10°'0  TIT0°0 selq
0%02°0  200Z0 1602°0  €66T°0 62020 16610 Z01z’0  6802°0 68020 08020 Q112’0  IIg0 || ueow

T0=ad To=p | c0o=d c¢Oo=p | co=d c¢o=p | co=ad c¢co=p|[C0=d TO=P | C0=d ¢O=pP

JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
Nﬂ = S
60000 S000°0 9000°0  9000°0 70000  ¥000°0 8000°0 80000 1000  ¥T00°0 9000°0 90000 TeA
G000'0  S000°0 9000°0  9000°0 $0000  $000°0 60000 60000 1000 ST00°0 9000°0 L0000 asw
6z00'0  ¥T00°0 Tg00'0 60000 6T00°0  8000°0 09000 20700 G000 0600°0 0L00'0  ¥TT0°0 serq
6z0z'0 %1020 TT0z'0 60020 6102°0 80020 0902°0 20120 Sv0z'0 06020 0L02°0  ¥$TIz’0 || ueewr

T0=ad ¢o0=p | c0=d ¢O=p | c0o=ad c¢o=p | co=ad c¢o0=p||c0=d T¢O0=P | C0=ad ¢O0=pP

JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD ININ HdD O HdD
@ =S

60000 S000°0 90000 90000 0000  ¥000°0 60000 80000 1000  ¥T00°0 9000°0 90000 TeA
90000 $000°0 90000  9000°0 0000 $000°0 60000  6000°0 10000 ¥100°0 90000  2000°0 oswt
€200°0 90000 .700°0 00000 22000 000070 S00°0 20100 61000  €.00°0 67000  ©TI00 selq
€202°0  900T°0 L2020 000Z°0 TT0z°0  000Z°0 5020  20TT0 61020  €.02°0 6¥02°0 ¢TIz 0 || ueewr

T0=ad c¢o=p
JdOIN vd

¢co=ad ¢c¢co=p
NN vVd

t0=d To0=Pp
JdOIN HdD

¢co=ad ¢c¢co=p
NN HdD

T0=dad To=p
O HdD

000 = N @ (owrxewr %) 8060 =¥ {g19'7} 25 'C0=qa ‘T0=p ‘O
=d =0=b=dopuenb (‘7 ‘g) x (b‘p‘d)yINIIHVS 0sseo01d 0 ered esrjgmwrerediuuss 0vIRUINSS D OPRINSIY €'Y B[OQR],

135



136

GE00'0  8ET0°0 000  STT0°0 61000  AT00°0 95000  0800°0 68000  6610°0 TH00'0  S€00°0 Tea
Ge00'0  £€TST0 G700°0 18820 ¥200°0  8TET0 19000  GI9T0 16000  &@S0%°0 0000  0601°0 osw
GZ00°0-  ¥88%°0- || T000°0-  €9TS°0- 12200 129¢€°0- €300 ¥16£0- LP10°0  $0gv0- 87S0°0  8¥TL0- selq
GL6T'0  ¥88C°0- 866T°0  €9T€°0- 1222’0 18910~ €TCC0  VI6T0- P10 $0€T°0- 82GT0  8FTI0- || ueow
T0=ad To=p | c0o=d c¢Oo=p | co=d c¢o=p | co=ad c¢co=p|[C0=d TO=P | C0=d ¢O=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
Nﬂ = S
0¥00'0  2200°0 1600°0  LST0°0 8T00'0  AT00°0 05000  2900°0 G800°0  LETO0 L1000 2£00°0 Tea
8%00°0 1861°0 L5000  €18%°0 L7000 €EET0 89000  69¥1°0 6000  GSLI0 6000  860T°0 asw
6L20°0  T9EF0- €620°0  ¥EST0- IPG0°0  829€0- || LZP0'0  0SLE°0- 76200 090%°0- 6800  992¢°0- serq
6300 920" €8TC°0  ¥£92°0- 1962°0  829T°0- || LZ¥20  0SLT°0- 76220 09020~ 6SL2°0  99Z1°0- || ueesuwr
T0=ad ¢o0=p | c0=d ¢O=p | c0o=ad c¢o=p | co=ad c¢o0=p||c0=d T¢O0=P | C0=ad ¢O0=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD ININ HdD O HdD
@ =S
87000 €000 9000  80T00 12000 LT100°0 08000 25000 GL000 €100 €000 62000 TeA
78000  ¥66T°0 00100  TFIT0 6000  TSFT0 00T0°0 89810 Z110°0 16L1°0 17100 %1210 oswt
68600  €8£¥°0- 6650°0  OTISF0- || L9800  88LE£0- G0LO'0  ¥88€°0- 71900  ¥807°0- 610T°0  €¥Pe0- selq
G8GZ'0  €8€T0- 6682°0 0120~ || 2982°0  88LT°0- G0LZ'0  ¥88T0- 1920  ¥80Z°0- 610€°0  €PPI°0- || weowr
T0=dad ¢o0=pP || c0=d ¢O0=p | c0o=ad c¢co=p | c0o=ad ¢o0=pP||c0=d ¢O0=P | c0=ad c¢0=p
JdOIN vd NN Vd OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
ﬂ =S
g8 0 ="

00S=N2G680="{e1'9F}35'¢0="920=qC0=PO=d
=(0=d ‘T=>bopuenb “*(®‘q‘qg) x (b‘p'd)VINIAYVS 0sseo01d o ered eosuourerediues ordeu)se ep opeinsey :§°'y B[OQR],



LT00°0 61100

Gc00°0 8L10°0

L200°0 1¥00°0

9700°0 Sv10°0

6T00°0 LT00°0

JeAa

LT000 69920 Gz00'0  L90€0 LT00°0  @8TT0 TE000  FSPI 0 %000  ZF0T0 07000  0%0T°0 osw
60000 086770~ €200°0  ¥.£9°0- 6L30°0  ¥Tve0- GZZ0'0  09.£°0- 10100 9S€¥°0- 8SF0'0  861L0- selq
60020 09620~ €20z°0  FLEL0- 6L22°0  ¥TFT0- GZZT’ 0  09L1°0- 1072’0 9S€Z°0- 8GYZ'0  S6TT'0- || uesw
T0=ad To=p | c0o=d c¢Oo=p | co=d c¢o=p | co=ad c¢co=p|[C0=d TO=P | C0=d ¢O=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
Nﬂ = S
¥200°0  $S00°0 €200°0  LTT00 0T00'0  8000°0 97000  6200°0 87000  2600°0 L1000 ST00°0 Tea
0€00°0 L9810 L8000 €T1T°0 0%00°0  S61T°0 ¥%00°0 TEET0 95000 08910 €900°0  0S0T°0 asw
€eT0°0  8GTF0- 9020°0  89FF0- PG00 6TVE0- 0e70'0  609¢°0- €820°0  646€°0- || LL90°0  LITEO- serq
€670 88TT0- 90220  89¥2°0- S¥SZ'0  6FVI0- 0e¥2’0  6091°0- €82%°0  6L6T°0- || LL92°0  LIZT'0- || ueswr
T0=ad ¢o0=p | c0=d ¢O=p | c0o=ad c¢o=p | co=ad c¢o0=p||c0=d T¢O0=P | C0=ad ¢O0=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD ININ HdD O HdD
@ =S
€200°0  6£00°0 6£00°0  TL000 0T00°0 80000 4T00°0 83000 %000 ¥.00°0 91000  €T00°0 TeA
1600°0 92810 €9000 01020 78000  LTET0 220000 ¥EPTO 1800°0  9891°0 $0T0°0  €9TT°0 oswt
87G0°0  LTT¥ O~ 68700  COFF0- 0S80°0  619¢°0- 11000 0SL€°0- 6500  STOF'0- || ¥€600  T6EE0- selq
8TST'0  LTTT 0~ 68V2'0  20¥T0- 0S82°0  6I9T°0- 11.2°0  0SLT°0- 61520  S10Z°0- ¥€62°0  T6LT'0- || uweowr
T0=dad ¢o0=pP || c0=d ¢O0=p | c0o=ad c¢co=p | c0o=ad ¢o0=pP||c0=d ¢O0=P | c0=ad c¢0=p
JdOIN vd NN Vd OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
ﬂ =S
g8 0 ="

'000T =N9¢80=%{e1'9F7;25'¢0="9C0=aq T0=P"'O=d
=(0=d ‘T=>bopuenb “*(®‘q‘qg) x (b'p'd)VINIAHVS 0sseo01d o0 ered eosuourerediues ordeu)se ep opeinsey :G'Y B[OQR],

137



8000°0 ¢600°0

¢100°0 7E€10°0

¥100°0 8¢00°0

Gc00°0 8600°0

6000°0 8000°0

JeAa

80000  899Z°0 z1000  9¥€€0 10000 0901°0 81000  E€TET0 97000 GL8T0 92000 99600 osw
1100°0-  SL0G0- 1€00°0 89950~ €0€0°0  8¥2L0- €0T0°0  §8SE0- €600°0  SIZH0- 90v0'0  960£°0- selq
6861°0  GLOEO- 1€02°0  899¢°0- €0€2°0  S¥TT0- €02Z'0  G8ST0- €602°0  G18T0- 90720  960T°0- || uesw
T0=ad To=p | c0o=d c¢Oo=p | co=d c¢o=p | co=ad c¢co=p|[C0=d TO=P | C0=d ¢O=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
Nﬂ = S
110000 82000 91000  ¥800°0 0000 S000°0 €100°'0  8T00°0 2000 0S00°0 60000  L000°0 Tea
1000 6.91°0 L1000 L86T°0 €200°0  0801°0 62000  0¥21°0 1€00°0  S6%T0 ¥7000  ¥660°0 asw
08100 €90%°0- GTT00  G9EF0- 0£S0°0  6.2€0- Z0r0'0  S6¥E0- 6920°0  208E'0- 96S0°0  ZVIL0- serq
0812°0  €90Z°0- STIZ'0  T9£T°0- 0£S2°0  6.21°0- 0vz 0 S6¥T0- 69220  TO8T0- 9682°0  TPIT0- || ueewr
T0=ad ¢o0=p | c0=d ¢O=p | c0o=ad c¢o=p | co=ad c¢o0=p||c0=d T¢O0=P | C0=ad ¢O0=pP
JdOIN vd NN VA OIN vd JdOIN HdD ININ HdD O HdD
@ =S
€T00°0  €300°0 0z00'0  S¥00°0 G000°0  ¥000°0 1000 STO00 L7000 0F00°0 600000 L0000 TeA
$£00°0 10LT°0 L1000 8S8T°0 ¥L00°0 L6110 09000  80€T°0 85000  9IST'0 18000  90TT°0 oswt
09700  960¥%°0- QI$0°0  LST¥0- 6280°0  TSVE0- 9,900  96S¢°0- 95600  T¥8¢°0- 9880°0  CIEL0- selq
09%2'0  960Z°0- SI¥Z'0  LSTT0- 678C°0  VSVT0- 94920  96S1°0- 96GZ°0  T¥8T'0- 9882°0  GIET'0- || ueow
T0=dad ¢o0=pP || c0=d ¢O0=p | c0o=ad c¢co=p | c0o=ad ¢o0=pP||c0=d ¢O0=P | c0=ad c¢0=p
JdOIN vd NN Vd OIN vd JdOIN HdD NN HdD O HdD
ﬂ =S
g8 0 ="

000 =N9¢80={e1'97;25'¢0="9C0=aq TO=P'O=d
=(0=d ‘T=>bopuenb “*(®‘q‘qg) x (b‘p'd)VINIAHVS 0sseo01d o ered eosuourerediues ordeul)se ep opeinsey :9°'V B[OQR],

138



Estimacao Paramétrica

Tabela A.T: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando ¢ = 1, p = 0 = P = Q, d = 0.2,
D =0.2,s€{4,6,12}, 6 = —0.5 e N = 500.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 0,=—05|d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6;=-05
mean || 0.2509  0.1907  -0.4837 || 0.2126  0.1888  -0.4952 || 0.1972  0.1733  -0.4944
bias || 0.0509  -0.0093  0.0163 0.0126  -0.0112  0.0048 || -0.0028  -0.0267  0.0056
mse | 0.0065  0.0022 0.0035 0.0026  0.0017 0.0025 0.0022  0.0022 0.0024
var || 0.0039  0.0021 0.0032 0.0024  0.0016 0.0025 0.0022  0.0015 0.0023
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6, =—05|d=02 D=02 6, =—05| d=02 D=02 6;=-05
mean | 0.2468  0.1890  -0.4865 | 0.2083  0.1912  -0.4996 || 0.1949  0.1599  -0.4935
bias || 0.0468 -0.0110  0.0135 0.0083  -0.0088  0.0004 || -0.0051  -0.0401  0.0065
mse || 0.0059  0.0022 0.0034 0.0021  0.0016 0.0025 0.0023  0.0031 0.0022
var || 0.0037  0.0021 0.0032 0.0021  0.0015 0.0025 0.0023  0.0015 0.0022
s =12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6, =-05
mean || 0.2468  0.1642  -0.4860 || 0.2064  0.1883  -0.5026 || 0.1898  0.1253  -0.4989
bias || 0.0468 -0.0358  0.0140 0.0064  -0.0117  -0.0026 || -0.0102  -0.0747  0.0011
mse || 0.0062  0.0038 0.0034 0.0021  0.0016 0.0024 0.0022  0.0071 0.0024
var || 0.0040  0.0025 0.0032 0.0021  0.0014 0.0024 0.0021  0.0015 0.0024
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Tabela A.S8: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(]L d, Q) X (P7 D, Q)Sa quando ¢ = 1, p = 0 = P = Q, d = 0.2,
D =0.2,s¢€{4,6,12}, 6 = —0.5 e N = 1000.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=-05]|d=02 D=02 0,=—05]d=02 D=02 0,=-05
mean | 0.2319  0.1966  -0.4903 | 0.2074  0.1937  -0.4981 || 0.1998  0.1862  -0.4968
bias || 0.0319 -0.0034  0.0097 0.0074  -0.0063  0.0019 || -0.0002 -0.0138  0.0032
mse | 0.0026  0.0010 0.0015 0.0012  0.0008 0.0012 0.0012  0.0009 0.0012
var | 0.0016  0.0010 0.0014 0.0012  0.0008 0.0012 0.0012  0.0007  0.0012
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 06,=—05|d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6, =-05
mean | 0.2319  0.1969  -0.4907 | 0.2066  0.1951  -0.4983 || 0.1969  0.1804  -0.4989
bias || 0.0319 -0.0031  0.0093 0.0066  -0.0049  0.0017 || -0.0031  -0.0196  0.0011
mse | 0.0026  0.0009 0.0014 0.0011  0.0007  0.0011 0.0010  0.0011 0.0010
var | 0.0016  0.0009 0.0013 0.0010  0.0007 0.0011 0.0010  0.0007  0.0010
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=-05|d=02 D=02 6, =-05|d=02 D=02 60;=-05
mean | 0.2318  0.1870  -0.4903 | 0.2049  0.1970  -0.5007 || 0.1974  0.1655  -0.4965
bias || 0.0318 -0.0130  0.0097 0.0049  -0.0030  -0.0007 || -0.0026  -0.0345  0.0035
mse | 0.0027  0.0011 0.0016 0.0011  0.0007  0.0011 0.0010  0.0020 0.0011
var | 0.0017  0.0010 0.0015 0.0010  0.0007  0.0011 0.0010  0.0008 0.0011
Tabela A.9: Resultado da estimacao paramétrica para o Processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando ¢ = 1, p = 0 = P = Q, d = 0.2,
D =0.2,s¢€{4,6,12}, 6 = —0.5 e N = 2000.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6, =—-05|d=02 D=02 6, =—05]|d=02 D=02 6;=-05
mean | 0.2200  0.2006  -0.4926 || 02038  0.1975  -0.4993 || 0.2015  0.1930  -0.4984
bias || 0.0200  0.0006 0.0074 0.0038  -0.0025  0.0007 0.0015  -0.0070  0.0016
mse | 0.0011  0.0004 0.0007 0.0006  0.0004 0.0006 0.0006  0.0004  0.0006
var || 0.0007  0.0004 0.0006 0.0006  0.0004 0.0006 0.0006  0.0004 0.0006
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6, =-05
mean | 0.2209 02007  -0.4934 || 02036  0.1977  -0.4997 || 0.1992  0.1918  -0.4980
bias || 0.0209  0.0007 0.0066 0.0036  -0.0023  0.0003 || -0.0008 -0.0082  0.0020
mse | 0.0011  0.0004 0.0007 0.0005  0.0003 0.0006 0.0005  0.0004  0.0005
var || 0.0007  0.0004 0.0006 0.0005  0.0003 0.0006 0.0005  0.0003 0.0005
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6,=—05|d=02 D=02 6, =-05
mean | 0.2191  0.1962  -0.4933 | 02039 01991  -0.4991 || 0.1982  0.1824  -0.4992
bias || 0.0191 -0.0038  0.0067 0.0039  -0.0009  0.0009 || -0.0018 -0.0176  0.0008
mse | 0.0010  0.0005 0.0007 0.0005  0.0003 0.0006 0.0005  0.0007  0.0005
var || 0.0007  0.0005 0.0007 0.0005  0.0003 0.0006 0.0005  0.0004  0.0005
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Tabela

A.10:

Resultado da estimacao paramétrica para o

processo

SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s, quando P =1,p=q¢=0=Q, d =02, D = 0.2,
s€{4,6,12}, &; = 0.5 e N = 500.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05
mean || 02638 02181 04737 || 02162  0.1557  0.5254 || 0.1959  0.0861  0.5818
bias | 0.0638  0.0181  -0.0263 | 0.0162 -0.0443  0.0254 || -0.0041 -0.1139  0.0818
mse || 0.0064 0.0170  0.0185 | 0.0018  0.0110  0.0108 || 0.0016  0.0204  0.0168
var || 00023 00167 00178 | 0.0016 0.0090  0.0102 || 0.0016  0.0075  0.0101
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05
mean | 0.2614 01693 05112 || 02150  0.1662  0.5108 || 0.1920  0.0633  0.5952
bias | 0.0614  -0.0307  0.0112 || 0.0150  -0.0338  0.0108 || -0.0080  -0.1367  0.0952
mse || 0.0065 0.0186  0.0194 | 0.0019  0.0098  0.0104 || 0.0018  0.0225  0.0146
var || 00027 00177  0.0193 || 00017 0.0087 00103 | 00017  0.0038  0.0056
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05
mean || 02433  0.0412  0.6481 || 02160  0.1422  0.5320 || 0.1920  0.0231  0.6205
bias || 0.0433 -0.1588  0.1481 | 0.0160 -0.0578  0.0320 || -0.0080 -0.1769  0.1205
mse || 0.0042  0.0297  0.0285 | 0.0020 00114  0.0108 || 0.0016  0.0322  0.0169
var || 00024 00044 00066 | 0.0018 00081  0.0098 || 0.0016  0.0010  0.0024
Tabela A.11: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando P =1,p=q¢=0=Q, d = 0.2, D = 0.2,
s€{4,6,12}, ®, = 0.5 ¢ N = 1000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 &; =05 d=02 D=02 & =05 d=02 D=02 &; =05
mean 0.2367 0.1942 0.4973 0.2103 0.1670 0.5238 0.2003 0.1113 0.5708
bias 0.0367 -0.0058 -0.0027 0.0103 -0.0330 0.0238 0.0003 -0.0887 0.0708
mse 0.0022 0.0104 0.0107 0.0009 0.0068 0.0072 0.0008 0.0132 0.0111
var 0.0009 0.0103 0.0107 0.0008 0.0057 0.0066 0.0008 0.0053 0.0061
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05 d=02 D=02 &; =05 d=02 D=02 &; =05
mean 0.2385 0.1800 0.5132 0.2086 0.1722 0.5188 0.2009 0.0896 0.5868
bias 0.0385 -0.0200 0.0132 0.0086 -0.0278 0.0188 0.0009 -0.1104 0.0868
mse 0.0025 0.0108 0.0110 0.0008 0.0066 0.0069 0.0008 0.0166 0.0123
var 0.0011 0.0104 0.0108 0.0008 0.0059 0.0065 0.0008 0.0044 0.0048
s =12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05 d=02 D=02 & =05 d=02 D=02 & =05
mean 0.2390 0.1149 0.5747 0.2094 0.1623 0.5260 0.1981 0.0373 0.6223
bias 0.0390 -0.0851 0.0747 0.0094 -0.0377 0.0260 -0.0019  -0.1627 0.1223
mse 0.0028 0.0175 0.0161 0.0008 0.0073 0.0077 0.0007 0.0280 0.0171
var 0.0012 0.0102 0.0106 0.0007 0.0059 0.0070 0.0007 0.0015 0.0022
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Tabela

A.12:

Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s, quando P =1, p=q=0=Q, d =02, D = 0.2,
s €{4,6,12}, &; = 0.5 e N = 2000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05
mean | 02193 01926 05031 || 0.2054  0.1782 05168 || 0.2020  0.1389  0.5529
bias | 0.0193 -0.0074  0.0031 || 0.0054 -0.0218  0.0168 | 0.0020 -0.0611  0.0529
mse || 0.0008 0.0059  0.0061 | 0.0004 00042  0.0045 | 0.0004  0.0077  0.0071
var || 0.0004  0.0059  0.0061 | 0.0004 00038  0.0042 || 0.0004  0.0039  0.0043
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05
mean || 0.2207  0.1807 05155 | 02049 01790  0.5166 | 0.2021  0.1191  0.5700
bias || 0.0207 -0.0193  0.0155 | 0.0049 -0.0210  0.0166 | 0.0021  -0.0809  0.0700
mse || 0.0009 0.0067  0.0068 || 0.0004  0.0035  0.0039 | 0.0003 0.0103  0.0090
var || 0.0005 00064 00066 | 0.0003 00031  0.0036 || 0.003  0.0038  0.0041
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05|d=02 D=02 & =05
mean || 0.2244  0.1372 05591 | 02057 01788  0.5164 || 0.2019  0.0699  0.6080
bias | 00244 -0.0628  0.0591 || 0.0057 -0.0212 00164 | 00019 -0.1301  0.1080
mse || 0.0011  0.0103  0.0098 || 0.0004  0.037  0.0040 | 0.0004 0.0196  0.0143
var || 0.0005 0.0064  0.0063 | 0.0004 00032  0.0038 || 0.0003  0.0027  0.0027
Tabela A.13: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando P =1,p=q¢=0=Q, d = 0.2, D = 0.2,
s €{4,6,12}, &; = —0.5 e N = 500.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05
mean | 0.2389  0.1895  -0.4875 02103  0.1851  -0.4879 01932  0.1555  -0.4625
bias || 0.0389 -0.0105  0.0125 00103  -0.0149  0.0121 0.0068 -0.0445  0.0375
mse | 0.0039  0.0034 0.0030 0.0017  0.0024 0.0027 0.0015  0.0043 0.0037
var || 0.0024  0.0033 0.0029 0.0016  0.0021 0.0025 0.0014  0.0023 0.0023
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05
mean || 02377  0.1768  -0.4741 02088  0.1830  -0.4822 01923 01409  -0.4499
bias || 0.0377  -0.0232  0.0259 0.0088 -0.0170  0.0178 || -0.0077 -0.0591  0.0501
mse || 0.0039  0.0041 0.0034 0.0016  0.0025 0.0026 0.0015  0.0058 0.0050
var | 0.0025  0.0035 0.0028 0.0015  0.0022 0.0023 0.0015  0.0023 0.0025
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05
mean || 0.2363  0.1359  -0.4390 02065  0.1828  -0.4759 0.1886  0.0910  -0.4105
bias || 0.0363 -0.0641  0.0610 0.0065 -0.0172  0.0241 -0.0114  -0.1090  0.0895
mse || 0.0041  0.0076 0.0067 0.0014  0.0022 0.0028 0.0016  0.0138 0.0106
var | 0.0028  0.0035 0.0030 0.0014  0.0019 0.0022 0.0015  0.0020 0.0026
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Tabela

A.14:

Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s, quando P =1, p=q=0=Q, d =02, D = 0.2,
s €{4,6,12}, &; = —0.5 e N = 1000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05
mean || 02245  0.1982  -0.4949 0.2063  0.1925 -0.4941 0.1980  0.1796  -0.4811
bias || 0.0245  -0.0018 0.0051 0.0063  -0.0075 0.0059 -0.0020  -0.0204 0.0189
mse || 0.0017  0.0014 0.0013 0.0008  0.0011 0.0011 0.0007  0.0015 0.0015
var || 0.0011  0.0014 0.0013 0.0007  0.0011 0.0011 0.0007  0.0011 0.0011
s=06
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05
mean | 0.2251 01792  -0.4785 0.2066  0.1934  -0.4938 01954  0.1711 -0.4731
bias || 0.0251  -0.0208 0.0215 0.0066  -0.0066  0.0062 -0.0046  -0.0289 0.0269
mse | 0.0018  0.0023 0.0018 0.0008  0.0010 0.0011 0.0007  0.0020 0.0019
var || 0.0012  0.0018 0.0014 0.0007  0.0010 0.0010 0.0007  0.0011 0.0012
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05|d=02 D=02 & =-05
mean || 0.2263  0.1765  -0.4747 02049  0.1927  -0.4908 01963  0.1453  -0.4532
bias || 0.0263  -0.0235 0.0253 0.0049  -0.0073 0.0092 -0.0037  -0.0547  0.0468
mse | 0.0018  0.0023 0.0019 0.0007  0.0010 0.0011 0.0007  0.0041 0.0035
var || 0.0011  0.0017 0.0012 0.0007  0.0009 0.0011 0.0007  0.0011 0.0013
Tabela A.15: Resultado da estimacao paramétrica para o processo

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando P =1,p=¢=0=Q, d = 0.2, D = 0.2,
s €{4,6,12}, &; = —0.5 e N = 2000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05 d=02 D=02 &; =-05 d=02 D=02 & =-05
mean 0.2176 0.2012 -0.4998 0.2028 0.1958 -0.4959 0.1997 0.1902 -0.4903
bias 0.0176 0.0012 0.0002 0.0028 -0.0042 0.0041 -0.0003  -0.0098 0.0097
mse 0.0008 0.0006 0.0006 0.0003 0.0005 0.0005 0.0003 0.0006 0.0007
var 0.0005 0.0006 0.0006 0.0003 0.0005 0.0005 0.0003 0.0005 0.0006
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 &; =-05 d=02 D=02 &;=-05 d=02 D=02 & =-05
mean 0.2150 0.1996 -0.4968 0.2024 0.1968 -0.4962 0.1982 0.1860 -0.4870
bias 0.0150 -0.0004 0.0032 0.0024 -0.0032 0.0038 -0.0018  -0.0140 0.0130
mse 0.0007 0.0007 0.0006 0.0003 0.0005 0.0006 0.0003 0.0007 0.0007
var 0.0004 0.0007 0.0006 0.0003 0.0004 0.0005 0.0003 0.0005 0.0005
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 & =-05 d=02 D=02 &;=-05 d=02 D=02 & =-05
mean 0.2158 0.1935 -0.4912 0.2030 0.1972 -0.4941 0.1977 0.1738 -0.4766
bias 0.0158 -0.0065 0.0088 0.0030 -0.0028 0.0059 -0.0023  -0.0262 0.0234
mse 0.0008 0.0007 0.0007 0.0003 0.0005 0.0006 0.0003 0.0012 0.0011
var 0.0005 0.0007 0.0006 0.0003 0.0005 0.0006 0.0003 0.0005 0.0006
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Tabela

A.16:

Resultado da estimacao paramétrica para o

processo

SARFIMA(p,d,q) x (P, D,Q)s, quando Q = 1,p=q=0=P,d =02, D = 0.2,
s €{4,6,12}, ©; = 0.5 e N = 500.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©,=05|d=02 D=02 ©,=05|d=02 D=02 ©,=05
mean | 0.2398 01682 04483 | 0.2098  0.1564  0.4485 || 0.1893  0.0725  0.3640
bias | 0.0398 -0.0318  -0.0517 | 0.0098 -0.0436  -0.0515 || -0.0107 -0.1275  -0.1360
mse || 0.0039 00124 00138 | 0.0020 00106  0.0146 || 0.0015  0.0192  0.0226
var || 00023 00114 00111 | 00019 00087  0.0120 | 0.0014 00029  0.0041
5=
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©,=05|d=02 D=02 ©;,=05|d=02 D=02 ©;,=05
mean || 0.2374  0.1184  0.3970 || 0.2045  0.1573  0.4465 || 0.1845  0.0597  0.3501
bias || 0.0374 -0.0816  -0.1030 || 0.0045 -0.0427  -0.0535 || -0.0155 -0.1403  -0.1499
mse || 0.0041 00136 00179 | 0.0020 0.0100  0.0143 || 0.0016  0.0219  0.0259
var || 00027 00070  0.0073 | 00020 00082  0.0115 | 0.0014 00022  0.0034
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;,=05|d=02 D=02 ©;,=05|d=02 D=02 ©;,=05
mean || 0.2376  0.0508  0.3162 || 0.2043  0.1451  0.4304 || 0.1858  0.0258  0.3093
bias | 00376 -0.1492  -0.1838 | 0.0043 -0.0549  -0.0696 || -0.0142 -0.1742  -0.1907
mse || 0.0042 00239  0.0366 | 0.0016 0009 00134 || 0.0016  0.0309  0.0379
var || 0.0027  0.0017  0.0029 || 0.0016 0.0066  0.0086 || 0.0014  0.0005  0.0016
Tabela A.17: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando Q@ =1, p=q¢=0=P,d =02, D = 0.2,
s € {4,6,12}, ©, = 0.5 ¢ N = 1000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ;=05 d=02 D=02 ©6;=05 d=02 D=02 ©6;=05
mean 0.2214 0.1872 0.4785 0.2056 0.1750 0.4731 0.1951 0.1123 0.4061
bias 0.0214 -0.0128 -0.0215 0.0056 -0.0250 -0.0269 -0.0049  -0.0877 -0.0939
mse 0.0014 0.0105 0.0106 0.0009 0.0067 0.0079 0.0007 0.0113 0.0129
var 0.0010 0.0104 0.0101 0.0008 0.0060 0.0072 0.0007 0.0037 0.0041
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ;=05 d=02 D=02 ©;=05 d=02 D=02 ©;=05
mean 0.2232 0.1567 0.4450 0.2040 0.1733 0.4670 0.1942 0.0909 0.3841
bias 0.0232 -0.0433 -0.0550 0.0040 -0.0267 -0.0330 -0.0058  -0.1091 -0.1159
mse 0.0016 0.0093 0.0106 0.0009 0.0062 0.0088 0.0007 0.0146 0.0169
var 0.0010 0.0075 0.0076 0.0009 0.0055 0.0078 0.0007 0.0027 0.0035
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;=05 d=02 D=02 ;=05 d=02 D=02 ;=05
mean 0.2252 0.0898 0.3726 0.2025 0.1644 0.4568 0.1922 0.0418 0.3325
bias 0.0252 -0.1102 -0.1274 0.0025 -0.0356 -0.0432 -0.0078  -0.1582 -0.1675
mse 0.0019 0.0158 0.0199 0.0008 0.0063 0.0079 0.0007 0.0260 0.0296
var 0.0013 0.0037 0.0037 0.0008 0.0051 0.0061 0.0006 0.0009 0.0015
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Tabela

A.18:

Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(]L d, Q) X (P?D>Q)S7 quando @ =1, p=¢q=0=P,d=02, D =02,
s€{4,6,12}, ©; = 0.5 e N = 2000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©,=05|d=02 D=02 ©,=05|d=02 D=02 ©,=05
mean | 0.2128  0.2070  0.5018 || 0.2022  0.1853 04840 || 0.1990  0.1513  0.4459
bias | 00128  0.0070  0.0018 | 0.0022 -0.0147  -0.0160 | -0.0010 -0.0487  -0.0541
mse || 0.0006  0.0064  0.0063 || 0.0004  0.0031  0.0039 || 0.0004  0.050  0.0061
var || 0.0005 0.0063  0.0063 || 0.0004 00028  0.0037 || 0.0004 00026  0.0031
5=
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©,=05|d=02 D=02 ©;,=05|d=02 D=02 ©;,=05
mean || 0.2135  0.1864  0.4814 || 0.2025  0.1841  0.4802 || 0.1987  0.1369  0.4313
bias || 0.0135 -0.0136  -0.0186 || 0.0025 -0.0159  -0.0198 || -0.0013 -0.0631  -0.0687
mse || 0.0007 0.0055  0.0057 | 0.0004 00031  0.0045 || 0.0003 0.0064  0.0075
var || 00005 00053  0.0053 | 00004 00029  0.0041 | 0.0003 00024  0.0027
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;,=05|d=02 D=02 ©;,=05|d=02 D=02 ©;,=05
mean || 0.2135  0.1411 04313 || 0.2021  0.1812  0.4759 || 0.1971  0.0855  0.3770
bias || 0.0135 -0.0589  -0.0687 || 0.0021 -0.0188  -0.0241 || -0.0029 -0.1145  -0.1230
mse || 0.0007 00071 00084 | 0.0004 0.0020  0.0041 || 0.0003 0.0147  0.0171
var || 0.0005 00037  0.0037 | 0.0004 0.0025  0.0035 | 0.003 0.0016  0.0020
Tabela A.19: Resultado da estimacao paramétrica para o Pprocesso
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando Q@ =1, p=q¢=0=P,d =02, D = 0.2,
s €{4,6,12}, ©; = —0.5 e N = 500.
s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;,=-05|d=02 D=02 ©,=-05|d=02 D=02 ©;,=-05
mean | 0.2483  0.1891  -0.4959 02105  0.1855  -0.4978 01980  0.1578  -0.4925
bias || 0.0483  -0.0109  0.0041 0.0105  -0.0145  0.0022 -0.0020  -0.0422  0.0075
mse | 0.0046  0.0033 0.0025 0.0017  0.0023 0.0022 0.0016  0.0042 0.0019
var || 0.0023  0.0032 0.0025 0.0016  0.0020 0.0022 0.0016  0.0024 0.0019
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©,=-05|d=02 D=02 ©,=-05]|d=02 D=02 ©;=-05
mean || 0.2500  0.1831  -0.4953 02112 01888  -0.4908 0.1967  0.1459  -0.4862
bias || 0.0500 -0.0169  0.0047 00112 -0.0112  0.0092 -0.0033  -0.0541 0.0138
mse || 0.0048  0.0032 0.0025 0.0016  0.0020 0.0022 0.0017  0.0050 0.0019
var | 0.0023  0.0030 0.0025 0.0015  0.0019 0.0022 0.0016  0.0021 0.0017
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;,=-05|d=02 D=02 ©,=-05]|d=02 D=02 ©;=-05
mean | 0.2497 01446  -0.5004 02105  0.1836  -0.4825 0.1948  0.1002  -0.4791
bias || 0.0497 -0.0554  -0.0004 0.0105  -0.0164  0.0175 -0.0052  -0.0998  0.0209
mse || 0.0052  0.0066 0.0024 0.0017  0.0023 0.0025 0.0016  0.0119 0.0017
var | 0.0027  0.0035 0.0024 0.0016  0.0020 0.0022 0.0016  0.0020 0.0013
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Tabela

A.20:

Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(]L d, Q) X (P?D>Q)S7 quando @ =1, p=¢q=0=P,d=02, D =02,
s €{4,6,12}, ©; = —0.5 e N = 1000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;=-05]|d=02 D=02 ©;,=-05|d=02 D=02 ©;,=-05
mean || 02314  0.1994  -0.4913 0.2065  0.1932 -0.4981 0.2008  0.1801 -0.4944
bias || 0.0314  -0.0006 0.0087 0.0065  -0.0068 0.0019 0.0008  -0.0199 0.0056
mse || 0.0020  0.0014 0.0013 0.0007  0.0011 0.0011 0.0007  0.0014 0.0011
var || 0.0010  0.0014 0.0013 0.0007  0.0010 0.0011 0.0007  0.0010 0.0011
s=06
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;,=-05]d=02 D=02 ©;, =—05|d=02 D=02 ©;=-05
mean | 0.2330  0.1956 -0.4962 0.2083  0.1939 -0.4938 0.1993  0.1738 -0.4924
bias || 0.0330  -0.0044 0.0038 0.0083  -0.0061 0.0062 -0.0007  -0.0262 0.0076
mse | 0.0021  0.0014 0.0013 0.0008  0.0010 0.0011 0.0007  0.0017 0.0010
var || 0.0010  0.0014 0.0012 0.0007  0.0009 0.0010 0.0007  0.0010 0.0010
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 ©;=-05]|d=02 D=02 ©;,=—05|d=02 D=02 ©;=-05
mean || 0.2292  0.1810 -0.4988 0.2049  0.1970 -0.5007 0.1995  0.1503 -0.4857
bias || 0.0292  -0.0190 0.0012 0.0049  -0.0030  -0.0007 || -0.0005  -0.0497 0.0143
mse || 0.0020  0.0021 0.0012 0.0011  0.0007 0.0011 0.0008  0.0036 0.0010
var || 0.0011  0.0017 0.0012 0.0010  0.0007 0.0011 0.0008  0.0011 0.0008
Tabela A.21: Resultado da estimacao paramétrica para o processo

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, quando @ =1, p=q¢=0=P,d = 0.2, D = 0.2,
s €{4,6,12}, ©; = —0.5 e N = 2000.

s=4
FT FTmod FTS
d=02 D=02 06;=-05 d=02 D=02 06;=-05 d=02 D=02 06;=-05
mean 0.2198 0.2013 -0.4959 0.2051 0.1963 -0.4990 0.2013 0.1920 -0.4954
bias 0.0198 0.0013 0.0041 0.0051 -0.0037 0.0010 0.0013 -0.0080 0.0046
mse 0.0009 0.0006 0.0006 0.0004 0.0004 0.0005 0.0004 0.0006 0.0005
var 0.0005 0.0006 0.0006 0.0004 0.0004 0.0005 0.0004 0.0005 0.0005
s=6
FT FTmod FTS
d=02 D=02 06;=-05 d=02 D=02 06;=-05 d=02 D=02 06;=-05
mean 0.2207 0.2020 -0.4945 0.2042 0.1972 -0.4971 0.2013 0.1866 -0.4960
bias 0.0207 0.0020 0.0055 0.0042 -0.0028 0.0029 0.0013 -0.0134 0.0040
mse 0.0009 0.0006 0.0007 0.0004 0.0005 0.0005 0.0004 0.0007 0.0005
var 0.0005 0.0006 0.0007 0.0004 0.0005 0.0005 0.0004 0.0005 0.0005
s=12
FT FTmod FTS
d=02 D=02 0;=-05 d=02 D=02 0©;=-05 d=02 D=02 0;=-05
mean 0.2198 0.1942 -0.4974 0.2026 0.1988 -0.4938 0.2003 0.1769 -0.4911
bias 0.0198 -0.0058 0.0026 0.0026 -0.0012 0.0062 0.0003 -0.0231 0.0089
mse 0.0008 0.0007 0.0006 0.0003 0.0005 0.0006 0.0003 0.0011 0.0006
var 0.0005 0.0007 0.0006 0.0003 0.0005 0.0005 0.0003 0.0005 0.0005
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Apendice B

Resultados para Processos com

Inovacoes a-estaveis
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Neste apéndice apresentamos os resultados da estimacao semiparamétrica e paramétrica
dos parametros para processos SARFIMA((p, d, q) X (P, D, Q) que possuem inovagoes
alpha-estéveis com « € {1.25;1.50; 1.75}.

Estimacao Semiparamétrica
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Estimacao Paramétrica

Tabela B.12: Resultado da estimacao paramétrica para o processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q), a-estavel, quando p = ¢ =0= P = @, d = 0.2,

D =02 a=1.75 s€{4,6,12} e N = 500.

a=1.75
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2520 0.2016 0.2163 0.1953 0.1966 0.1782 0.1974 0.1795
bias 0.0520 0.0016 0.0163 -0.0047 -0.0034  -0.0218 -0.0026  -0.0205
mse 0.0052 0.0026 0.0019 0.0018 0.0013 0.0022 0.0014 0.0023
var 0.0025 0.0026 0.0016 0.0017 0.0013 0.0018 0.0014 0.0019
a=1.75
s=6
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=02
mean 0.2541 0.1976 0.2165 0.1960 0.1963 0.1672 0.1953 0.1726
bias 0.0541 -0.0024 0.0165 -0.0040 -0.0037  -0.0328 -0.0047  -0.0274
mse 0.0054 0.0025 0.0018 0.0015 0.0014 0.0027 0.0015 0.0024
var 0.0025 0.0025 0.0015 0.0015 0.0014 0.0016 0.0015 0.0017
a=1.75
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2509 0.1766 0.2136 0.1973 0.1934 0.1359 0.1910 0.1527
bias 0.0509 -0.0234 0.0136 -0.0027 -0.0066  -0.0641 -0.0090  -0.0473
mse 0.0054 0.0038 0.0016 0.0018 0.0012 0.0062 0.0014 0.0040
var 0.0028 0.0032 0.0015 0.0018 0.0012 0.0020 0.0013 0.0017
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Tabela B.13:

Resultado da

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 = P = Q,
D =02 a=175s¢c {4,612} e N = 1000.

estimacao paramétrica para 0 processo

= 0.2,

a=1.75
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2335 0.2047 0.2099 0.1986 0.1993 0.1903 0.2018 0.1914
bias 0.0335 0.0047 0.0099 -0.0014 -0.0007  -0.0097 0.0018 -0.0086
mse 0.0024 0.0012 0.0010 0.0009 0.0007 0.0011 0.0008 0.0011
var 0.0012 0.0012 0.0009 0.0009 0.0007 0.0010 0.0008 0.0010
a=1.75
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2309 0.2051 0.2072 0.2012 0.1971 0.1870 0.1987 0.1901
bias 0.0309 0.0051 0.0072 0.0012 -0.0029  -0.0130 -0.0013  -0.0099
mse 0.0022 0.0013 0.0008 0.0009 0.0007 0.0011 0.0007 0.0011
var 0.0012 0.0013 0.0008 0.0009 0.0006 0.0009 0.0007 0.0010
a=1.75
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2314 0.1942 0.2071 0.1991 0.1974 0.1680 0.1975 0.1747
bias 0.0314 -0.0058 0.0071 -0.0009 -0.0026 -0.0320 -0.0025 -0.0253
mse 0.0021 0.0013 0.0007 0.0008 0.0006 0.0019 0.0007 0.0015
var 0.0011 0.0013 0.0006 0.0008 0.0006 0.0008 0.0006 0.0009

Tabela B.14:

Resultado da

estimacao paramétrica para o0 processo

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0= P = @, d = 0.2,
D =02 a=175s¢c {4,612} e N = 2000.

a=1.75
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=02]|d=02 D=02|d=02 D=021| d=02 D=0.2
mean 0.2201 0.2041 0.2050 0.1994 0.1998 0.1953 0.2030 0.1970
bias 0.0201 0.0041 0.0050 -0.0006 -0.0002  -0.0047 0.0030 -0.0030
mse 0.0009 0.0006 0.0004 0.0004 0.0003 0.0004 0.0004 0.0004
var 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0003 0.0004 0.0004 0.0004
a=1.75
s=6
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=02|d=02 D=02]|d=02 D=02| d=02 D=02
mean 0.2205 0.2036 0.2053 0.1999 0.2003 0.1926 0.2029 0.1953
bias 0.0205 0.0036 0.0053 -0.0001 0.0003 -0.0074 0.0029 -0.0047
mse 0.0009 0.0005 0.0004 0.0003 0.0003 0.0004 0.0003 0.0004
var 0.0005 0.0005 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0004
a=1.75
s=12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=02]|d=02 D=02|d=02 D=021| d=02 D=02
mean 0.2188 0.2006 0.2041 0.20 0.1993 0.1866 0.2013 0.1896
bias 0.0188 0.0006 0.0041 Oi(ﬁli -0.0007  -0.0134 0.0013 -0.0104
mse 0.0008 0.0005 0.0004 0.0005 0.0003 0.0007 0.0003 0.0005
var 0.0005 0.0005 0.0003 0.0005 0.0003 0.0005 0.0003 0.0004




Tabela B.15:

Resultado da

SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 = P = Q,
D =02 a=150,s¢ {4,612} e N = 500.

estimacao paramétrica para 0 processo

= 0.2,

a = 1.50
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2662 0.2130 0.2262 0.2016 0.1955 0.1812 0.1959 0.1836
bias 0.0662 0.0130 0.0262 0.0016 -0.0045  -0.0188 -0.0041  -0.0164
mse 0.0078 0.0031 0.0029 0.0019 0.0013 0.0021 0.0015 0.0022
var 0.0034 0.0030 0.0022 0.0019 0.0013 0.0017 0.0015 0.0019
a = 1.50
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2632 0.2118 0.2246 0.2080 0.1942 0.1773 0.1926 0.1822
bias 0.0632 0.0118 0.0246 0.0080 -0.0058  -0.0227 -0.0074  -0.0178
mse 0.0075 0.0038 0.0029 0.0029 0.0012 0.0035 0.0014 0.0031
var 0.0035 0.0037 0.0023 0.0028 0.0012 0.0030 0.0013 0.0028
a = 1.50
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2643 0.1970 0.2225 0.2109 0.1922 0.1493 0.1893 0.1650
bias 0.0643 -0.0030 0.0225 0.0109 -0.0078 -0.0507 -0.0107 -0.0350
mse 0.0076 0.0046 0.0024 0.0028 0.0013 0.0055 0.0015 0.0038
var 0.0035 0.0046 0.0019 0.0026 0.0012 0.0029 0.0014 0.0026
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Tabela B.16:

Resultado da

D =02 a=150,s¢€ {4,612} e N = 1000.

estimacao paramétrica para 0 processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.2,

a = 1.50
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2404 0.2122 0.2143 0.2035 0.1981 0.1939 0.2005 0.1959
bias 0.0404 0.0122 0.0143 0.0035 -0.0019  -0.0061 0.0005 -0.0041
mse 0.0033 0.0018 0.0013 0.0011 0.0006 0.0011 0.0007 0.0013
var 0.0017 0.0017 0.0011 0.0011 0.0006 0.0011 0.0007 0.0013
a = 1.50
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2393 0.2139 0.2130 0.2070 0.1975 0.1916 0.1988 0.1958
bias 0.0393 0.0139 0.0130 0.0070 -0.0025  -0.0084 -0.0012  -0.0042
mse 0.0032 0.0021 0.0012 0.0013 0.0006 0.0013 0.0007 0.0015
var 0.0016 0.0019 0.0011 0.0013 0.0006 0.0012 0.0007 0.0015
a = 1.50
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2386 0.2083 0.2121 0.2103 0.1969 0.1785 0.1970 0.1851
bias 0.0386 0.0083 0.0121 0.0103 -0.0031  -0.0215 -0.0030  -0.0149
mse 0.0031 0.0022 0.0011 0.0016 0.0006 0.0019 0.0007 0.0016
var 0.0016 0.0021 0.0010 0.0015 0.0006 0.0014 0.0007 0.0013
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Tabela B.17:

Resultado da

D =02 a=150,s¢€ {4,612} e N = 2000.

estimacao paramétrica para 0 processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.2,

a = 1.50
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=0.2
mean 0.2242 0.2089 0.2079 0.2024 0.2000 0.1977 0.2033 0.2000
bias 0.0242 0.0089 0.0079 0.0024 0.0000 -0.0023 0.0033 0.0000
mse 0.0014 0.0009 0.0006 0.0007 0.0003 0.0006 0.0004 0.0008
var 0.0008 0.0008 0.0006 0.0006 0.0003 0.0005 0.0004 0.0008
a = 1.50
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2243 0.2084 0.2077 0.2031 0.1999 0.1950 0.2027 0.1984
bias 0.0243 0.0084 0.0077 0.0031 -0.0001  -0.0050 0.0027 -0.0016
mse 0.0014 0.0011 0.0006 0.0007 0.0003 0.0006 0.0004 0.0008
var 0.0008 0.0010 0.0006 0.0007 0.0003 0.0006 0.0004 0.0008
a = 1.50
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=02 D=0.2 d=02 D=0.2 d=0.2 D =0.2 d=02 D=02
mean 0.2229 0.2089 0.2060 0.2068 0.1989 0.1911 0.2005 0.1961
bias 0.0229 0.0089 0.0060 0.0068 -0.0011  -0.0089 0.0005 -0.0039
mse 0.0012 0.0015 0.0005 0.0010 0.0003 0.0010 0.0004 0.0013
var 0.0006 0.0014 0.0004 0.0009 0.0003 0.0009 0.0004 0.0013
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Tabela B.18:

Resultado da

D=0.1,a=125 s€{4,612} e N = 500.

estimacao paramétrica para 0 processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.1,

a=1.25
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1322 0.0972 0.1136 0.1012 0.0953 0.0794 0.0943 0.0847
bias 0.0322 0.0972 0.0136 0.0012 -0.0047  -0.0206 -0.0057  -0.0153
mse 0.0036 0.0129 0.0016 0.0025 0.0008 0.0024 0.0009 0.0021
var 0.0025 0.0035 0.0014 0.0025 0.0008 0.0019 0.0008 0.0018
a=1.25
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1332 0.0901 0.1127 0.1017 0.0955 0.0713 0.0938 0.0819
bias 0.0332 0.0901 0.0127 0.0017 -0.0045  -0.0287 -0.0062  -0.0181
mse 0.0035 0.0117 0.0014 0.0023 0.0009 0.0028 0.0009 0.0021
var 0.0024 0.0036 0.0012 0.0023 0.0009 0.0020 0.0009 0.0018
a=1.25
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1287 0.0717 0.1083 0.1075 0.0914 0.0479 0.0892 0.0761
bias 0.0287 0.0717 0.0083 0.0075 -0.0086  -0.0521 -0.0108  -0.0239
mse 0.0029 0.0093 0.0011 0.0033 0.0009 0.0057 0.0009 0.0032
var 0.0020 0.0042 0.0010 0.0032 0.0008 0.0030 0.0007 0.0026
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Tabela B.19:

Resultado da

D=0.1,a=125 s€ {4,612} e N = 1000.

estimacao paramétrica para 0 processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.1,

a=1.25
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1195 0.0994 0.1079 0.1004 0.0972 0.0878 0.0971 0.0895
bias 0.0195 -0.0006 0.0079 0.0004 -0.0028  -0.0122 -0.0029  -0.0105
mse 0.0014 0.0017 0.0007 0.0011 0.0003 0.0009 0.0004 0.0009
var 0.0010 0.0017 0.0006 0.0011 0.0003 0.0007 0.0004 0.0007
a=1.25
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1202 0.0993 0.1076 0.1048 0.0977 0.0874 0.0961 0.0910
bias 0.0202 -0.0007 0.0076 0.0048 -0.0023  -0.0126 -0.0039  -0.0090
mse 0.0014 0.0020 0.0007 0.0020 0.0005 0.0018 0.0004 0.0015
var 0.0010 0.0020 0.0007 0.0019 0.0005 0.0016 0.0004 0.0015
a=1.25
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1182 0.0850 0.1058 0.1056 0.0967 0.0714 0.0951 0.0855
bias 0.0182 -0.0150 0.0058 0.0056 -0.0033  -0.0286 -0.0049  -0.0145
mse 0.0012 0.0022 0.0005 0.0018 0.0003 0.0026 0.0004 0.0018
var 0.0009 0.0020 0.0005 0.0018 0.0003 0.0018 0.0003 0.0016
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Tabela B.20:

Resultado da

D=0.1,a=125 s€ {4,612} e N = 2000.

estimacao paramétrica para 0 processo
SARFIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s a-estavel, quando p = ¢ =0 =P = @, d = 0.1,

a=1.25
s=4
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1114 0.0997 0.1051 0.1012 0.0992 0.0957 0.0993 0.0964
bias 0.0114 -0.0003 0.0051 0.0012 -0.0008  -0.0043 -0.0007  -0.0036
mse 0.0006 0.0008 0.0003 0.0007 0.0002 0.0008 0.0002 0.0009
var 0.0005 0.0008 0.0003 0.0007 0.0002 0.0007 0.0002 0.0009
a=1.25
s=06
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1118 0.0981 0.1036 0.1017 0.0986 0.0925 0.0982 0.0948
bias 0.0118 -0.0019 0.0036 0.0017 -0.0014  -0.0075 -0.0018  -0.0052
mse 0.0006 0.0007 0.0003 0.0007 0.0002 0.0007 0.0002 0.0008
var 0.0004 0.0007 0.0003 0.0007 0.0002 0.0007 0.0002 0.0007
a=1.25
s =12
KM KMmod KMS KMSmod
d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1 d=0.1 D=0.1
mean 0.1103 0.0936 0.1025 0.1032 0.0977 0.0848 0.0970 0.0911
bias 0.0103 -0.0064 0.0025 0.0032 -0.0023  -0.0152 -0.0030  -0.0089
mse 0.0005 0.0011 0.0003 0.0009 0.0002 0.0011 0.0002 0.0009
var 0.0004 0.0011 0.0003 0.0009 0.0002 0.0009 0.0002 0.0008
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