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I

Resumo

A presente dissertação consiste na aplicação do formalismo hamiltoniano para estu-

dar uma partícula relativística interagindo com um Wiggler modulado e um campo

de laser de amplitude constante. A partícula é injetada com uma velocidade lenta

e distante da região de máximo potencial. Após um regime ponderomotivo, que

pré-acelera a partícula e a coloca em ressonância com a onda portadora, a partí-

cula é capturada e acelerada para valores de velocidades próximos a velocidade da

luz. A escolha de um sistema de free-eletron-laser inverso, formado pelos campos

laser e Wiggler, que fornece a força de aceleração longitudinal de maneira mais es-

tável que a de um plasma. Enquanto a velocidade da partícula permanece menor

que a velocidade de fase da onda, é feita uma aproximação da sua dinâmica média

usando uma abordagem analítica do regime ponderomotivo. Para validar aproxima-

ção, utilizamos simulações numéricas, bem como para explorar várias características

do aprisionamento e aceleração ressonante.

Palavras-chave: onda eletromagnética, aceleradores, laser, potencial pondero-

motriz



II

Abstract

The present dissertation consists in the application of Hamiltonian formalism to

study the relativistic particle interacting with a modulated Wiggler and a constant

amplitude laser �eld. The particle is injected with a slowly velocity far away from

the maximum of potential. After a ponderomotive regime, which pre-accelerates

the particle and put it resonant with the carrier wave, the particle is captured and

acelerated towards speed of light. The choice of a system as inverse free-electron

laser setting, formed by the laser and Wiggler �elds provide the longitudinal accele-

ration force in a way more stable and robust that of a plasma. While the particles

velocity remains less than the carriers phase velocity, our analysis was made through

an analytical approach of ponderomotive regime. In order to validate this approach

we used numerical simulations as well as to explore various features of the resonant

trapping and acceleration.

key-words: electromagnetic wave, accelerators, nonlinear dynamics, pondero-

motive potential, laser
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Capítulo 1

Introdução

Os aceleradores de plasma laser (laser wake�eld accelerators, ou LWFA) são ace-

leradores de partículas carregadas, tais como elétrons, pósitron e íons. As partículas

são aceleradas devido aos fortes impulsos de laser que se propagam no plasma. Essa

técnica para aceleração de partículas é relativamente antiga, foi desenvolvida por

Tajima e Dawnson (1), porém avaliações expressivas experimentais desta técnica só

foram realizadas recentemente em consequência do desenvolvimento de laser extre-

mamente potentes e com pulsos muito curtos (2). A aceleração que ocorre devido as

ondas eletromagnéticas têm sido um assunto de muito interesse e de intensa análise

nos últimos anos. (1, 3, 4, 5).

Através da interação entre partículas carregadas com modos puramente eletro-

estáticos atuando como uma onda transportadora de alta frequência e modulação

lenta é possível alcançar a e�ciência na aceleração de partículas a partir de peque-

nas velocidades relativísticas de injeção. Esta aceleração é resultado da combinação

dos efeitos poderomotivos e ressonantes (6). Neste contexto o conceito de força ou

potencial ponderomotiva, qual representa o efeito de campo de alta frequência no

movimento lento das partículas devido aos modos eletrostáticos (7), é de suma im-

portância. A força ponderomotiva governa a dinâmica do centro-guia das partículas

e pode ser deduzida por análise perturbativa de primeira ordem na força de Lorentz

em torno do centro de oscilação (8).

Os modos eletrostáticos apropriados para aceleração podem ser obtidos em plas-

mas na forma de ondas de plasmas. As ondas de plasma se propagam dentro de um

espectro relativamente amplo de velocidade de fase, mas mantêm a sua própria ve-

locidade de grupo nula em sistemas frios (9). Estas duas condições (espectro amplo

e a velocidade de grupo nulo) são necessárias para criar um envelope estacionário

localizado de uma onda de alta frequência, permitindo obter um modo eletrostático
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Introdução 3

apropriado para aceleração.

Sabemos que plasmas são sistemas instáveis e de difícil controle externo (10). Po-

demos contornar essa di�culdade usando uma con�guração de um free-elecron-laser

(FEL) inverso, que ao invés de funcionar como os tradicionais FEL que transfere a

energia do feixe de elétrons para laser, o FEL inverso transfere a energia do laser

para o feixe de elétron (11). No presente trabalho o FEL inverso é constituído por

um Wiggler modulado e modos de laser (12, 13, 14). O efeito de beat-wave formados

pelos os campos Wiggler e laser atua de forma semelhante ao potencial elétrico do

modo eletrostático para fornecer as forças de aceleração longitudinal. A motivação

geral aqui, como mencionada anteriormente, é que, como os modos eletromagnéti-

cos não precisam de um ambiente de plasma o esquema geral seria mais estável e

robusto.

O proposito deste trabalho é investigar uma forma alternativa, mas similar, ao

esquema de aceleração através de modos eletrostáticos. Ao invés deles serão usados

modos eletromagnéticos. O estudo da dinâmica da partícula será feito usando o

formalismo hamiltoniano. Uma aproximação ponderomotiva descreverá o regime

em que a partícula tem a velocidade menor que a velocidade de fase da onda. Esta

aproximação descreve o comportamento médio da velocidade da partícula, e consiste

na busca de uma transformação canônica do hamiltoniano original do sistema.

A dissertação foi divida da seguinte maneira, começaremos descrevendo o modelo,

logo após analisaremos a dinâmica do sistema completo. No cap.4 descreveremos a

aproximação ponderomotiva e sua comparação com o sistema completo e por �m a

conclusão.



Capítulo 2

O modelo

2.1 Potencial vetor

A partícula será colocada a interagir com a ação combinada de um campo mag-

netostático de Wiggler com um laser de alta frequência, ambos circularmente pola-

rizados. O Wiggler é um dispositivo de interseção que produz um campo magnético

transversal estático, periodicamente alternado (15).

Os potenciais vetores dos campos eletromagnéticos dos dispositivos Wiggler e

laser serão descritos, respectivamente, por

Aw = Aw0e
−x2
σ2 [cos(θw)ŷ − sin(θw)ẑ] (2.1)

Al = Al0 [cos(θl)ŷ + sin(θl)ẑ] (2.2)

onde Aw0 e Al0 são, respectivamente, as amplitudes máximas do Wiggler e do laser,

θl ≡ klx − wlt e θw ≡ kwx são as fases da onda do laser e do Wiggler magnético.

A modulação do Wiggler é representada pelo fator exponencial gaussiano, onde o

parâmetro σ é comprimento característico do envelope da onda. A modulação é

necessária para providenciar as ótimas condições de aceleração.

Para garantirmos a condição de lenta modulação, analisaremos a função de po-

tencial vetor do sistema completo que é a soma das equações (2.1) e (2.2)

A =

(
Aw0e

− x2
σ2 cos(θw) + Al0 cos(θl)

)
ŷ −

(
Aw0e

−−x2
σ2 sin(θw)− Al0 sin(θl)

)
ẑ,

(2.3)

e seu módulo. Para tal separaremos a função nas suas componentes:

Ay = Aw0e
−x2
σ2 cos (θw) + Al0 cos (θl) , (2.4)

4



O modelo 5

e

Az = Aw0e
−x2
σ2 sin(θw) + Al0 sin(θl). (2.5)

Elevando-as ao quadrado e somando-as

|A|2 = A2
y + A2

z = A2
w0e

−x2
σ2 cos2 (θw) + 2Al0Aw0e

−x2
σ2 cos (θl) cos(θw) + A2

l0 cos2 (θl)

+ A2
w0e

−x2
σ2 sin2 (θw)− 2Al0Aw0e

−x2
σ2 sin (θl) sin(θl) + A2

l0 sin2 (θl)

obtemos

|A|2 = A2
y + A2

z = A2
w0e

−x2
σ2 + 2Aw0Al0e

−x2
2σ2 cos (θw + θl) + A2

l0. (2.6)

Escolhemos σ � 1/kl,w de modo a valer a condição de lenta modulação. A �gura

2.1 mostra dois grá�cos que ilustram a intensidade do potencial vetor (2.6) para o

instante de tempo �xo t=0. A curva em laranja exibida nos dois painéis foi gerada

para diferentes valores do parâmetro σ com kl = kw = 0.5 m−1, wl = 1 rad/s e

Al0 = Aw0 = 1 T/m. No painel (a) σ = 100 m e (b) σ = 1000 m. Os envelopes da

intensidade do potencial vetor, representados pela as linhas pontilhada na Figura

2.1 foram construídos usando apenas funções exponencias gaussianas.
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Figura 2.1: Grá�co da intensidade do potencial (2.6) versus x no instante de tempo
t = 0. Os grá�cos foram construídos para kw = k1 = 1 m−1, wl = 1 rad/s,
Aw0 = Al0 = 1 T/m, (a) σ = 100 m e (b) σ = 1000 m.

Na Figura 2.1 temos no quadro (b) modulação imperceptível comparada com

que é observado no quadro (a) no intervalo de −200 6 x 6 200. Então, o valor do

parâmetro σ que melhor satisfaz a condição de lenta modulação é de σ = 1000 (esse

será o valor usado no decorrer do trabalho).
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2.2 Formalismo Hamiltoniano

O lagrangiano de uma partícula relativística carregada q interagindo com um

campo eletromagnético arbitrário E = ∆φ− 1
c
∂A
∂t

e B = ∆×A é dado por

L = −mc2 1

γ
+ qA · v − qφ (2.7)

onde γ = 1√
1−v2

c2

é o fator relativístico, v é a velocidade da partícula, m é a massa

da partícula e c é a velocidade da luz no vácuo (16).

A partir do lagrangiano (2.7) conseguimos obter o hamiltoniano através de uma

transformação de Legendre do lagrangiano.

H =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L =

∑
i

q̇ipi − L, (2.8)

ou seja,

H = mc2γ + qφ, (2.9)

sendo γ =

√
1 + (p−qA)2

m2c2
nas coordenadas de momentum (16). O sistema estudado

é puramente eletromagnético (φ = 0).

O modelo é descrito em coordenadas cartesianas, sendo assim podemos reescrever

o hamiltoniano (2.9)

H =

√
1 +

p2
x + (py − qAy)2 + (pz − qAz)2

m2c2
. (2.10)

O hamiltoniano (2.10) não depende explicitamente das coordenadas y e z. Portanto,

py e pz são quantidades conservadas, i.e,

ṗy =
∂H

∂y
= 0 (2.11)

ṗz =
∂H

∂z
= 0. (2.12)

Incidindo a partícula paralela ao eixo x, teremos ṗy = ṗz = 0 durante toda a

dinâmica do sistema. Com isso, o hamiltoniano (2.10) simpli�ca-se para

H = mc2

√
1 +

p2
x + q2

(
A2
y + A2

z

)
m2c2

. (2.13)
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Substituindo (2.6) em (2.13), segue

H = mc2

√√√√
1 +

P 2
x + q2

(
A2
l0 + A2

w0e
−x2
σ2 + 2Aw0Al0e

−x2
2σ2 cos (θw + θl)

)
m2c2

. (2.14)

A velocidade de fase da onda portadora é vφ = wl
kl+kw

, formado pelo acoplamento

do tipo beat dos campos do Wiggler e de laser (θw + θl = (kl + kw)x− wlt) (17).
A�m de compactar a notação optamos por normalizar as coordenadas que des-

crevem a dinâmica do sistema em novas coordenadas adimensionais. Para esse �m

adotaremos um parâmetro adimensional α, que é a velocidade de fase da onda nor-

malizada pela velocidade da luz, de�nindo como
√
α ≡ wl

c
. Usaremos as seguintes

normalizações

H

mc2
→ H,

αpx
mc
→ px,

qA
mc2

→ A,

(kl + kw)x→ x, (kl + kw)σ → σ, wt→ t.

(2.15)

Portanto, o hamiltoniano (2.14) adimensional é

H =

√
1 +

p2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0e

−x2
σ2 + 2Al0Aw0e

−x2
2σ2 cos (x− t). (2.16)

Em vista da normalização supomos que a velocidade da partícula está em unida-

des medida de α1/2 e é igual a velocidade dimensional normalizada pela velocidade

da luz(vx
c
).

Realizando uma expansão em séries de Taylor do hamiltoniano (2.16) em torno

de Aw0 = Al0 = A = 0, isto é, nos regimes de baixa amplitude, temos:

H ≈
√

1 +
p2
x

α
+ A2 1 + e−

x2

σ2 + 2e−
x2

2σ2 cos(x− t)
2
√

1 + p2x
α

+O
(
A4
)
. (2.17)

O hamiltoniano que representa a dinâmica de uma partícula interagindo com um

campo puramente eletrostáticos vistas nas Refs.(6, 18) se a assemelha com a expres-

são (2.17). O primeiro termo da expressão é igual ao primeiro termo encontrado no

hamiltoniano nas Refs. (6, 18), já o segundo termo tem um comportamento seme-

lhante ao do potencial eletrostático. Outras semelhanças são que as duas dinâmicas,

eletrostática e eletromagnética (estudadas nessa dissertação), são unidimensional
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ao londo do eixo x contendo um termo de onda portadora de alta-frequência e de

modulação lenta que podem, portando acelerar e capturar as partículas.



Capítulo 3

Análise da dinâmica do Modelo

3.1 Sistema Completo

Iniciamos a análise do sistema explorando o comportamento geral da dinâmica

exata do Hamiltoniano (2.16).

As equações de movimento na forma canônica de Hamilton são

ẋ =
∂H

∂px
e ṗx = −∂H

∂x
. (3.1)

Aplicando as equações (3.1) ao hamiltoniano (2.16) obtemos,

ẋ =
px

α

√
1 + p2x

α
+ A2

l0 + A2
w0e

−x2
σ2 + 2Al0Aw0e

−x2
2σ2 cos (x− t)

(3.2)

ṗx =

Aw0e
−x2
σ2

[
x
σ2

(
Aw0e

−x2
σ2 + Al0 cos(x− t)

)
+ Al0 sin(x− t)

]
√

1 + p2x
α

+ A2
l0 + A2

w0e
−x2
σ2 + 2Al0Aw0e

−x2
2σ2 cos (x− t)

. (3.3)

Com o auxílio de uma rotina de Rugge Kutta de quarta ordem escrita em For-

tran90 podemos resolver o sistema de equações diferenciais. Como estamos interes-

sados na situação em que a partícula começa a interagir lentamente com o potencial

da onda. Para tal, a partícula será injetada muito distante da posição em que

o potencial começa a afetá-la signi�cativamente, isto é, muito distante da origem

x = 0 m. Então, durante o decorrer da análise da dinâmica sempre será usado

x0 = −10σ.

Para explorar o movimento da partícula, inicialmente, vamos �xar os valores de

amplitude máxima dos potenciais e do parâmetro α e variar a velocidade inicial de

9



Análise da dinâmica do Modelo 10

injeção v0

√
α. Foram �xados α = 0.9 e Aw = Al0 = 25.

Constatamos que para diferentes velocidade de injeção teremos diferentes com-

portamentos. Estes resultados estão ilustrado nas �guras 3.1 e 3.2. Na Fig 3.1 temos

a velocidade da partícula versus tempo e na Fig 3.2 o espaço de fase do sistema. Nos

painéis de ambas as �guras temos em (a) a menor velocidade de injeção, (b) temos

uma velocidade de injeção intermediária, (c) temos a maior velocidade de injeção

que proporciona a ressonância entre a velocidade da partícula com a velocidade de

fase da onda.
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Figura 3.1: Velocidade da partícula versus tempo para o sistema completo para
diferentes velocidades de injeção. A curva em azul representa o hamiltoniano (2.16)
e linha pontilhada marrom representa a velocidade de fase adimensional

√
α. Para

cada painel temos a seguinte velocidade de injeção (a) v0

√
α = 0.65, (b) v0

√
α = 0.72

e (c) v0

√
α = 0.9

Nas Figura 3.1 obtemos que para diferentes valores de velocidades de injeção da

partícula temos diferentes regimes. Sendo em cada quadro: (a) a partícula atingem
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velocidades �nais negativas que caracteriza o regime ponderomotivo re�exivo, já em

(b) as partículas são ejetadas com a mesma velocidade com que foram injetadas

caracterizando o regime ponderomotivo passante e em (c) onde a partícula atinge

velocidade de fase da onda e ultrapassa-a caracterizando o regime acelerador.
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Figura 3.2: Velocidade versus a posição para o sistema completo para diferentes
velocidades d injeção. A curva em azul representa o hamiltoniano (2.16) e linha
pontilhada marrom representa a velocidade de fase adimensional

√
α. Para cada

painel temos a seguinte velocidade de injeção (a) v0

√
α = 0.65, (b) v0

√
α = 0.72 e

(c) v0

√
α = 0.9

Reforçando os diferentes regimes obtidos na Fig. 3.1. O espaços de fase (Fig. 3.2)

mostra em: (a) o regime ponderomotivo re�exivo onde as partículas são re�etidas de

pela parede de máximo de potencial localizada nas vizinhanças da origem x=0, (b) o

regime ponderomotivo passante onde as partículas não interagem signi�cantemente

com o potencial e (c) o regime acelerador em que a partícula é capturas em torno

da região de x = 0.
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3.2 Mapas de parâmetros

Teremos uma visão mais geral de todos regimes e as respectivas transições entre

eles através de um mapa de parâmetros (Fig. 3.3) que é classi�cado por cores para

velocidades �nais vf e nos eixos a velocidade de injeção v0

√
α e o α.

Na Fig. 3.3 são exibidos, novamente, os três possíveis regimes. As cores acin-

zentadas representam velocidades �nais negativas e, portanto, o regime re�exivo.

As cores avermelhadas representam velocidades �nais positivas menores do que a

velocidade de fase da onda e, portanto, o regime passante. Finalmente, as cores

azuladas representam velocidades �nais iguais ou superiores a velocidade de fase da

onda e, portanto, o regime acelerador.
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Figura 3.3: Mapa de parâmetros para velocidades �nais dependente de α e da velo-
cidade de injeção. Neste caso temos Aw0 = Al0 = 25

É claro também que esse mapa de parâmetros exibe um diagrama de fase. Para

pequenos valores de α e de velocidades de injeção há possibilidade de transição entre

os regimes re�exivo e acelerador. Para os mesmos pequenos valores de velocidade,

mas com α acima de 0, 78 a transição é possível de acontecer entre os regimes

re�exivo e passante. A transição entre os regimes passante e o acelerador só ocorre

para maiores valores de velocidade de injeção.

Na Fig. 3.4 podemos fazer a comparação entre diferentes valores de velocidade
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de injeção para o mesmo valor do parâmetro α para o regime passante. No caso do

painel (a) a velocidade injeção é v0

√
α = 0.72 e nota-se um pequeno aumento de ve-

locidade no inicio da interação entre a partícula e o potencial seguida de uma queda.

Já no painel (b), como uma velocidade injeção maior que a citada anteriormente,

o aumento de velocidade é mais lento, estão com a velocidade mais próxima da ve-

locidade de fase. Esses máximos são um indício que estamos próximos do regime

acelerador, ou seja, com um pequeno aumento da velocidade de injeção a partícula

é capturada. Essa transição entres regimes pode ser reiterada com Fig. 3.3 citada

anteriormente.
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Figura 3.4: Velocidade versus tempo no regime passante com diferentes velocidades
de injeção. A curva em azul representa dinâmica do sistema completo e linha pon-
tilhada marrom representa a velocidade de fase da onda.As velocidade injeção para
cada painel são (a) v

√
α = 0.72 e (b) v

√
α = 0.865

Na Figura 3.5 (a) e (b) é mostrada a velocidade �nal em termos da velocidade

inicial de injeção para dois diferentes valores de α com a mesmo valor de amplitude

máxima dos campos do Wiggler e do laser. O padrão exibido reitera a observação

feita no parágrafo anterior referente ao mapa 3.3.
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Figura 3.5: Mapa de parâmetros da velocidade �nal em função das amplitudes dos
campos Aw0 = Al0 e da velocidade de injeção v0

√
α. Para os painéis (a) e (b) foram

usados diferentes valores de α

Na fígura 3.6 �zemos uma comparação entre o mesmo valor de velocidade de

injeção e diferentes valores para o parâmetro α e, também, para o mesmo valor de

α mas, diferentes velocidades de injeção.
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Figura 3.6: Velocidade versus tempo para regime ressonante para diferentes valores
do parâmetros α e de velocidade injeção com Aw0 = Al0 = 25. A curva em azul
representa o hamiltoniano (2.16) e linha pontilhada marrom representa a velocidade
de fase adimensional

√
α. No painel (a) α = 0.9 e v0

√
α = 0.6, (b) α = 0.77 e

v0

√
α = 0.6 e (c) α = 0.77 e v0

√
α = 0.7

Destacando o painel (c), que tem a maior velocidade de injeção, observamos

o aumento mais intenso de velocidade. O máximo de velocidade crescente com a

velocidade de injeção indica que estamos na iminência do regime acelerador. De

fato, essa transição entre o regime re�exivo e o acelerador é previsto para α = 0.77

pelo mapa mostrado na Fig. 3.5.(b).

3.3 Regime Acelerador

As partículas são conduzidas pela força ponderomotiva até o ponto no qual elas

são capturadas pelo poço de potencial de alta frequência. Nessas circunstâncias, que

a partícula é capturada, ocorre a quebra do regime ponderomotivo, isto é, a in�uência

do potencial sobre as partículas não se con�gura mais como força ponderomotiva. A

partir desse momento estamos interessados no ganho de energia cinética da partícula

visto que, em trabalhos anteriores (6, 18, 19) foi constado ganho de energia cinética

consideráveis provenientes da interação da carga com modos eletrostáticos.
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Na iminência na captura, partículas que inicialmente estavam defasadas em re-

lação a beat-wave foram aceleradas pelo campo ponderomotivo e agora estão se

movendo com velocidade próxima a velocidade de fase da beat-wave(6). Nesse ce-

nário os termos que representam a lenta modulação se tornam desprezíveis, ou seja,

x2/σ2 � 1, posto que a captura ocorre na vizinhança de x = 0. Por consequência,

a dinâmica do sistema tem apenas um grau de liberdade (a saber, depende apenas

da fase θ = x − t) e uma constante de movimento pode ser obtida. Atualizando o

hamiltoniano (2.16) obtêm-se

H =

√
1 +

p2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0 + 2Al0Aw0 cos(θ). (3.4)

Para o hamiltoniano (3.4)
∂H

∂t
= −∂H

∂x
, (3.5)

isto é, ṗx = ∂H
∂t

= dH
dt

e, portanto

H − px = Constante. (3.6)

Com base em que

vx =
∂H

∂px
=

px
αH

(3.7)

somos capazes de reescrever o hamiltoniano (3.6) em termos da velocidade da par-

tícula

H(1− αvx) = C, (3.8)

e H =
√

1
1−αv2x (1 + A2

l0 + A2
w0 + 2Al0Aw0 cos(x− t)) escrito em função da veloci-

dade.

A partícula experimenta a máxima velocidade no ponto mínimo de potencial que

é θ = π. Para explorar essa situação a velocidade de injeção é ajustada para vx = 1

e a fase θ = 0. Por conseguinte, conseguimos obter o valor da constante que é

C =
√

(1− α) (1 + A2
l0 + A2

w0 + 2Al0Aw0). (3.9)
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A velocidade é máxima em θ = π

1− αvmax√
1− αv2

max

=

√
(1− α) (1 + A2

l0 + A2
w0 + 2Al0Aw0)√

1 + A2
l0 + A2

w0 − 2Al0Aw0

,

1− αvmax√
1− αv2

max

=

√
(1− α)

(
1 + (Al0 + Aw0)2)√

1 + (Al0 − Aw0)2
. (3.10)

rearranjando os termos da expressão acima

v2
max

√
α
[
1 + (Al0 + Aw0)2 − 4αAl0Aw0

]
+ vmax

√
α
[
2
√
α
(
1 + (Al0 − Aw0)2

)]
−4Al0Aw0 + α

(
1 + (Al0 + Aw0)2

)
= 0, (3.11)

dividindo os dois lados do polinômio (3.10) por A2
w0 e de�nindo f ≡ Al0

Aw0
, obtemos

v2
max

√
α

[
1

A2
w0

+ (f + 1)2 − 4αf

]
+ vmax

√
α

[
2
√
α

(
1

A2
w0

+ (f − 1)2

)]
−4f + α

(
1

A2
w0

+ (f + 1)2

)
= 0. (3.12)

A equação (3.12) é uma função polinomial de segundo grau em relação a vmaxα,

desta maneira, admite duas soluções. Como a solução que considera a raiz negativa

é menor que solução que considera raiz positiva e estamos interessados na velocidade

máxima, desconsideraremos a solução de raiz negativa. Portanto, a solução é

vmax

√
α =

√
α
(

1
A2
w0

+ (1− f)2
)

+ 2

√
(α− 1)2f

(
1

A2
w0

+ (1 + f)2
)

1
A2
w0

+ (f + 1)2 − 4αf
. (3.13)

No caso em que as amplitudes unidimensionais do laser e do Wiggler são muito

maiores que 1 (Aw0, Al0 � 1), portanto, a velocidade máxima (3.13) é

vmax,dim

c
= vmax

√
α →
Aw0,Al0�1

√
α (f − 1)2 + 2

√
(α− 1)2 f (f + 1)2

(f + 1)2 − 4αf
+O

(
1

A2
(l,w)0

)
,(3.14)

para diferentes valores de f obtemos resultados diferentes para 3.14, ou seja,{
vmax

√
α =
√
α se 0 < f � 1 ou f � 1

vmax

√
α = 1 se f → 1

(3.15)
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A aproximação (3.14) nos sugere que aceleração é ótima, onde velocidade máxima

tende a velocidade da luz, é quando o laser e o Wiggler têm a mesma amplitude:

quanto maior amplitude comum, mais próxima à velocidade da luz a velocidade

máxima é. Por outro lado, se f 6= 1 a velocidade máxima será limitada no intervalo

entre a velocidade de fase do modo beat c
√
α e a velocidade da luz, não importando

quão grandes sejam as amplitudes dos campos. A velocidade máxima da partícula

não depende signi�cativamente da fase inicial.

A e�ciência da aceleração pode ser veri�cada através do ganho de velocidade que

é calculado pela seguinte equação Gvmax ≡ log
[

1−√α
1−√αvx(θ=π)

]
, que resulta quão perto

o valor de velocidade máxima é da velocidade luz c em comparação a velocidade

fase. Para ter uma visão mais geral deste caso plotamos um mapa de parâmetros

(Fig. 3.7) que reproduz o Gvmax em termos das amplitudes das Aw0 e Alo. A

�gura mostra que ao menos que as amplitudes sejam iguais, a aceleração não é

ideal. Mesmo quando aumentam as duas amplitudes, mas mantendo-as diferentes,

f 6= 1, temos valores menores para a velocidade máxima. Por outro lado, quando

f = 1 a velocidade �nal pode chegar mais próxima de c. Isto é, depende da escolha

adequada das amplitudes, que devem ser iguais como é mostrado na faixa central da

Fig. 3.7. Estes valores altos de amplitudes são compatíveis como os lasers de alta

frequência com os petawatt e futuramente dos exawatt (20) e lasers de infravermelho

auto focalizados de intensidades relativisticamente altas (21).

0. 100 200
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0.

100

200

A
w
0

0 7 14

Gvπ

Figura 3.7: Mapa de parâmetros do Gvπ em termos das amplitudes do Laser do
Wiggler. Neste caso usamos α = 0.9.
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3.3.1 Aceleração Adiabática

Iremos analisar como ocorre o processo de aceleração das partículas quando em

regime acelerador.

Quando tomamos f = 1 na expressão (3.14) a velocidade máxima aproxima-se

da velocidade da luz. Na �gura 3.8 a velocidade máxima calculada foi de, aproxi-

madamente, 99,9999% da velocidade luz.
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Figura 3.8: Velocidade versus tempo para o regime acelerador onde a curva em azul
representa a dinâmicas da partícula a curva tracejada em marrom a velocidade de
fase da onda. Neste caso foram usados os seguintes valores: a velocidade injeção
v0

√
α = 0.87, α = 0.9 e Aw0 = Al0 = 100

No caso da captura das partículas por modos eletrostáticos - onde as partículas

são catapultadas logo após atingir a ressonância - aqui, na captura pelo arranjo do

laser e do Wiggler, a velocidade da partícula capturada oscila durante um longo

período de tempo, antes de, �nalmente, atingir a velocidade de ejeção mesmo depois

de atingir a ressonância (6, 22). Esse tipo de comportamento caracteriza a presença

de alguma variável adiabática envolvida no processo de aceleração que, certamente,
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relaciona-se com a troca de energia entre as partículas e os campos.

Uma excelente variável que se pode usar para rastrear o processo adiabático é

fornecida pela combinação H − px introduzida a partir da Eq. 2.16. A variável

é, rigorosamente, constante no caso de campos espacialmente uniformes. Espera-se

que a quantidade H− px por ter sido construída com modulação espacial lenta, seja

a variável adiabática a qual nos referíamos.

Para veri�car a adiabaticidade exibimos na �gura 3.9 a evolução espacial da

quantidade H − px. De fato, há variação somente numa vizinhança extremamente

próxima da origem. Por isso, podemos usar como uma constante no processo de

captura das partículas.

34

43

52

−10 −5 0 5 10

H
−

p
x

x (σ)

Figura 3.9: A variação adiabática de H−px. Os parâmetros: v0

√
α = 0.87 e α = 0.9

Criamos a �gura 3.10 a�m de analisar como o processo de aceleração responde

ao crescimento das amplitudes dos campos eletromagnéticos. A �gura mostra o

ganho de velocidade, mas agora considerando modulação da amplitude. A velocidade

injeção é tal que o movimento da partícula beira a ressonância. Medimos o ganho de

acordo com a equação Gvmax = log
1−√α

1−√αv
max

. Observa-se que o ganho é altamente

crescente até um certo valor de amplitude e passa a saturar a partir deste. Mesmo

para pequenas amplitudes de campo o processo de captura ocorre.
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Figura 3.10: A curva em laranja foi construída com a equação (3.14). Os pontos em
preto foram obtidos através da dinâmica completa do sistema. Parâmetros: α = 0.9
e v0

√
α = 0.87



Capítulo 4

Aproximação Ponderomotiva

Faremos agora a análise da lenta modulação de alta frequência do Hamiltoniano

na forma (2.16) com a aproximação ponderomotiva. A aproximação ponderomotiva,

quando válida, descreve a dinâmica em termos de quantidades médias do tempo

(sobre as altas frequências), o que nos leva a um formalismo mais simples e, muitas

vezes, integrável.

Em trabalhos encontrados na literatura (23, 24, 25) a aproximação ponderomo-

tiva é realizada através de ciclos médios de lagrangiano no qual se calcula a média

em relação a escala de tempo rápida mantendo apenas a escala de tempo lenta

(17). A expressão resultante é precisa desde que a velocidade se mantenha longe

da ressonância (ẋ = 1), onde o formalismo não é mais válido e as partículas são

capturadas pela onda. Entretanto, como a nossa análise está interessada também

na vizinhança imediata da região de quebra do regime ponderomotivo, propomos a

adição de um termo que leva em conta a dependência no tempo do hamiltoniano

(2.16) na dinâmica média.

Nossa abordagem consiste, basicamente, em procurar uma transformação canô-

nica com a qual se possa remover consistentemente todos os termos de altas frequên-

cia que governam o hamiltoniano (2.16). O procedimento, quando válido, descreve

a dinâmica em termos das variáveis médias de tempo que nos fornecem um sistema

conservativo (17, 26, 27).

As variáveis transformadas são X, Px e H. Utilizaremos a função geratriz na

forma F (x, Px, t) = xPx + f(x, Px, t) e portanto, as equações que relacionam as

variáveis transformadas com as originais são (28):

px = Px +
∂f

∂x
, (4.1)

22
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X = x+
∂f

∂Px
(4.2)

e

H = H +
∂f

∂t
. (4.3)

A função f será construída de maneira a eliminar os termos de altas frequências do

hamiltoniano (2.16), o qual contêm termos tanto dependentes do tempo, que surgem

do termo da beat-wave, quanto termos independentes do tempo. A aproximação

ponderomotiva que estamos buscando deve ser capaz de destacar o efeito médio

desse termo dependente do tempo sob a dinâmica média das partículas.

A abordagem ponderomotiva pode tornar-se complicada devido à raiz quadrada

do hamiltoniano original. Não desejamos comprometer o validade da abordagem

em campos de altas intensidades e, por isso, tentaremos escrever o hamiltoniano

poderomotivo, da forma

H =

√
1 +

P 2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0e
−X2

σ + h(X,Px). (4.4)

O termo ainda desconhecido h(X,Px) é inserido para incorporar o efeito médio

dos termos de alta frequência contendo uma contribuição de mais alta ordem nas

amplitudes.

Substituindo os hamiltonianos (2.16) e (4.4) na equação (4.3) e efetuando a

transformação (4.1) obtemos√
1 +

1

α

(
Px +

∂f

∂x

)2

+ A2
l0 + 2A2

w0e
− x2
σ2 + 2Al0Aw0e

− x2

2σ2 cos (x− t) +
∂f

∂t
=√

1 +
P 2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0e
−x2
σ + h(X,Px). (4.5)

Elevando ambos os membros da equação ao quadrado �camos com

1 +
1

α

(
Px +

∂f

∂x

)2

+ A2
l0 + 2A2

w0e
− x2
σ2 + 2Al0Aw0e

− x2

2σ2 cos (x− t) =

1 +
P 2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0e
−x2
σ + h(X,Px) + 2H∂f

∂t
+

(
∂f

∂t

)2

(4.6)

e simpli�cando os termos semelhantes, �nalmente

1

α

(
2Px

∂f

∂x
+

1

α

(
∂f

∂x

)2
)

+ 2Al0Aw0e
− x2

2σ2 cos (x− t) = h(X,Px) + 2H∂f
∂t

+

(
∂f

∂t

)2



Aproximação Ponderomotiva 24

e daí isolamos o h(X,Px):

h = −2
Px
α

∂f

∂x
+

1

α

(
∂f

∂x

)2

+ 2H∂f
∂t
−
(
∂f

∂t

)2

+ 2Aw0Al0e
− x2

2σ2 cos (x− t). (4.7)

A expressão (4.7) é não linear na função f que é de alta frequência. Portanto,

substituímos a expressão (4.7) por

h = −
〈(

∂f

∂t

)2

− 1

α

(
∂f

∂x

)2
〉
θ

, (4.8)

onde o símbolo 〈〉θ indica média sobre as variáveis rápidas.
Para simpli�car escolhemos ∂f

∂t
= −∂f

∂x
e reescrevemos a equação (4.7) para

h =
∂f

∂t

(
2H− 2

Px
α

)
+

(
∂f

∂t

)2(
1

α
− 1

)
+ 2Aw0Al0e

−x2
2σ2 cos (x− t). (4.9)

Faremos uma expansão harmônica de f , isto é, escreveremos f = f1(θ)+f2(2θ)+

... com θ = x−t e 〈fn〉θ, onde o subíndice indica a ordem do produto das amplitudes

dos campos. Negligenciaremos os termos maiores do que os de segunda ordem,

o que é su�ciente para descrever o processo. Neste caso estamos supondo que os

harmônicos superiores aos de segunda ordem contribuem menos para forma completa

da função f , que é algo que deve ser veri�cado quando compararmos os resultados

teóricos com os numéricos.

Efetuando a expansão harmônica atualizamos a expressão (4.9) para

h =

(
∂f1

∂t
+
∂f2

∂t

)(
2H− 2

Px
α

)
+

(
∂f1

∂t
+
∂f2

∂t

)2(
1

α
− 1

)
+2Aw0Al0e

−x2
2σ2 cos (x− t),

(4.10)

De�nindo Γ ≡
√

1 + P 2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0e
−x2
σ e negligenciado os termos de terceira e

quarta ordem �camos com

h =
∂f1

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)
+

(
∂f1

∂t

)2(
1

α
− 1

)
+
∂f2

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)
+2Aw0Al0e

−x2
2σ2 cos (x− t).

(4.11)

Compatibilizando a ordem dos termos na expressão (4.11) devemos veri�car, pri-

meiramente, que

∂f1

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)
+ 2Aw0Al0e

−x2
2σ2 cos (x− t) = 0. (4.12)
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Integrando, obtemos a função f1

f1 =
Aw0Al0(
Γ− Px

α

)e−x2
2σ2 sin(x− t). (4.13)

Alimentando os termos remanescentes na expressão (4.11) com a recem obtida (4.13)

seremos capazes de calcular a parcela f2 utilizando a mesma estratégia de compati-

bilidade de ordens. Fazendo isso,

h =

[
−
(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)
e

−x2
2σ2 cos (x− t)

]2(
1

α
− 1

)
+
∂f2

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)

=

(
1

α
− 1

)(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)2

e
−x2
σ2 cos2 (x− t) +

∂f2

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)
,

e lembrando que cos2 θ = 1
2

(1 + cos 2θ), segue

h =
1

2

(
1

α
− 1

)(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)2

e
−x2
σ2 (1 + cos (2(x− t))) +

∂f2

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)
. (4.14)

A função f2 que elimina o termo restante de alta frequência deve satisfazer

∂f2

∂t

(
2Γ− 2

Px
α

)
=

1

2

(
1

α
− 1

)(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)2

e
−x2
σ2 cos (2(x− t)). (4.15)

Integrando,

f2 =
1

8

(
1

α
− 1

)(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)2

e
−x2
σ2 sin (2x− 2t). (4.16)

Ainda falta considerarmos a transformação na posição (4.2). A função gaussiana

que depende dessa transformação expande-se em série de potencias de acordo com

e
−(X− ∂f

∂Px )
σ2 = e

−X2

σ2 − 2X

σ2

∂f

∂Px
e

−X2

σ2 +O
((

∂f

∂Px

)2
)
. (4.17)

Como vale 2X
σ2 (x−X)� 1, então,

2X

σ2

∂f

∂Px
e

−X2

σ2 � 1, (4.18)

e daí, o efeito da transformação é simplesmente a troca de x por X.
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Por �m, h isento dos termos de alta frequência apresenta-se:

h(X,Px) =
1

2

(
1

α
− 1

)(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)2

e−
X2

σ2 . (4.19)

O hamiltoniano ponderomotivo completo é, então,

H =

√√√√1 +
P 2
x

α
+ A2

l0 + A2
w0e
−X2

σ +
1

2

(
1

α
− 1

)(
Aw0Al0

Γ− Px
α

)2

e−
X2

σ2 (4.20)

e as equações que regem a dinâmica do centro-guia são

Ẋ =
∂H
∂Px

=
2Px
α

(
Px
α
− Γ

)
−
(
1− 1

α

)
A2
l0A

2
w0

(
1
α
− Px

αΓ

)
2H
(
Px
α
− Γ

) (4.21)

e

Ṗx =
∂H
∂X

=

XA2
w0e
−X2

σ2

[
2Γ
(
Px
α− − Γ

)3 − A2
l0

(
1− 1

α

)(
A2
w0e
−X2

σ2 + Γ
(
Px
α
− Γ

))]
2σ2Γ

(
Px
α
− Γ

)3H
(4.22)

4.1 Validação da aproximação ponderomotiva

A comparação entre a análise numérica exata e os resultados aproximados (devi-

dos à aproximação ponderomotiva) para os diferentes regimes no qual a aproximação

é válida são mostrados na Fig. 4.1. A linha pontilhada em marrom é a velocidade de

fase, a curva em azul descreve a solução da dinâmica completa do hamiltoniano 2.16,

e a curva em laranja representa sua média. Esta média foi obtida através da função

de média móvel do programa Mathematica. As linhas pontilhadas em preto são re-

sultados da aproximação ponderomotiva. Para construção dos grá�cos foram usadas

diferentes velocidades de injeção. Nos quadros (a) e (b) usamos v0

√
α = 0.65, que

resulta em velocidades �nais negativas (caracteriza, portanto, o regime re�exivo) e

no quadros (c) e (d) usamos v0

√
α = 0.72 (a velocidade de ejeção é a mesma do que

a velocidade de injeção, o que caracteriza o regime passante).

A superposição exibida na �gura 4.1 entre a velocidade média prevista pelo sis-

tema completo (curva em laranja) com a prevista pela aproximação ponderomotiva

é, claramente, satisfatória uma vez que as curvas são praticamente indistinguíveis.

Muito satisfatoriamente também prevê-se as curvas que envelopam a forma dos grá-



Aproximação Ponderomotiva 27

�cos (linhas pontilhadas superior e inferior).
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Figura 4.1: Nos quadros (a) e (c) temos velocidade versus tempo e nos quadros (b) e
(d) o espaço de fase para diferentes velocidade injeção e os parâmetros �xos α = 0.9
e Aw0 = Al0 = 25. No painel e as curvas descrevem a azul sistema completa e a
laranja descreve a média do sistema completo. As linhas pontilhadas são as previsões
da aproximação ponderomotiva. A velocidade de injeção para cada quadro são (a)
e (b) é v0

√
α = 0.65 e para (c) e (d) é v0

√
α = 0.72.

4.1.1 Fronteira com o regime acelerador

Estamos interessados em descrever a dinâmica das partículas na fronteira da

transição regimes passante e re�exivo para o regime acelerador. Para tanto escolhe-

remos as velocidades de injeção e o parametro α onde ocorre a transição.

A Fig 4.2 descreve a comparação entre a soluções numéricas da média da dinâ-

mica completa, em laranja, do Hamiltoniano ponderomotivo (4.20), em preto, e em

verde a solução do hamiltoniano ponderomotivo (4.4) considerando o termo h(X,Px)

igual a zero. A �gura mostra que a presença do termo h no hamiltoniano ponde-

romotivo é crucial para termos um ajuste perfeito com a curva da dinâmica total.

Nas curvas em preto e vermelho constam dois picos que mostram que a partícula

são injetadas na onda modulada e passam por estágios de uphill acceleration. Esse

fato caracteriza que a partícula está na iminência da ressonância.

Por outro lado, quando escolhemos h → 0 o resultado da curva é puramente

dowhill em que as partículas são empurradas para trás e não atraídas pelo potencial.
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Esse tipo de resultado é obtidos em teorias que obtêm a média através do formalismo

Lagrangiano.
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Figura 4.2: Velocidade versus tempo para regime passante com velocidade de injeção
v0

√
α = 0.867. A �gura apresenta a comparação da solução exata do tempo médio,

curva em laranja, com a solução da aproximação ponderomotiva dos Hamiltonianos
(4.20) e (4.4), com e sem h(X,Px) a correção do termo h respectivamente.

Uphill acceleration é estudada emmuitos casos com ajuda de aproximação usando

o formalismo Lagrangiano (23, 18). Esse tipo de aproximação providencia informa-

ções importantes, embora só seja válida quando a velocidade média tem único valor

para um especí�co valor de potencial. Este fato é observado quando se usa conser-

vação de energia na forma E = v dL
dv
−L, no que produz uma relação entre qualquer

velocidade dada e a intensidade do campo presente em L (29). Isso não é o que

acontece aqui, uma vez que, nos lados esquerdo e direito da depressão central simé-

trica, a partícula atravessa, pontos diferentes de intensidade de campo com a mesma

velocidade.

Para destacar o papel do termo h, também consideramos o caso de menores

velocidades de injeção. Mantendo as mesmas amplitudes de campo, espera-se que

as partículas sejam re�etidas pelo modo de batida localizado nessas circunstâncias.

Na �gura 4.3 com α = 0.77 temos a transição do regime ressonante para o regime

acelerador, observa-se novamente que a partícula é inicialmente atraída pelo campo

(nota-se distorções ascendentes na velocidade, evidenciando novamente o uphill acce-

laration) e para depois ser re�etida posteriormente com a velocidade negativa �nal,
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característica do regime ponderomotivo re�exivo. A comparação entre o hamiltoni-

ano 4.4 com o termo h(X,Px) = 0 com hamiltoniano 4.20, que termo h(X,Px) 6= 0

são mostrados novamente. No caso que a aproximação do hamiltoniano considera o

termo h diferente zero concorda com a simulação do sistema completo, incluindo a

região que a velocidade da partícula é negativa.
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Figura 4.3: Velocidade versus tempo para o regime re�exivo,exibindo a comparação
entre o tempo médio da solução exata, e da solução ponderomotiva com e sem termo
h. Neste caso nos consideramos α = 0.77

Os picos vistos nas Fig. 4.2 e 4.3 são de fato um indicio que partícula está pró-

ximo de atingir velocidades iguais a velocidade de fase. Isto é, tendo um pequena

variação no valor da sua velocidade de injeção as partículas são capturadas. A

descrição correta desses picos evidência aumento na precisão da aproximação pon-

deromotiva descrita nesta dissertação comparadas com aproximações baseado em

ciclo de lagrangeano médio.
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Conclusão

Obtemos a mesma e�ciência de aceleração que ocorre na transição de fase entre

os regimes ponderomotivo e ressonante (acelerador) providenciados por uma onda

eletrostática lentamente modulada substituindo tais ondas por um esquema de free-

eletron-laser inverso.

A dinâmica da partícula é dividida em três regimes: re�exivo, passante e acele-

rador. Mostramos que cada um deles é alcançado por uma combinação na escolha

do parâmetro α (que traz a informação da velocidade de fase) e da velocidade de

injeção.

Conseguimos descrever a fase ponderomotiva (que se instala nos regimes re�exivo

e passante) por meio de uma aproximação fundamentada no formalismo hamilto-

niano. Tal aproximação reproduziu satisfatoriamente até mesmo a dinâmica da

partícula próximo ao regime ressonante com a onda. A mesma descrição e�ciente

não é obtida com as médias usuais calculadas com base em aproximações via méto-

dos que consideram ciclos médios do lagrangiano. A análise desse resultado indica

que a força ponderomotriz arranja as partículas para alcançar velocidades próximas

a velocidade de fase da onda, e que uma vez capturada, i.e, uma vez atingida a

velocidade de fase, as partículas entram no regime acelerador.

No regime acelerador as partículas atingem a velocidade de fase da onda e são ace-

leradas a velocidades muito próximas a velocidade da luz. Graças a adiabaticidade

do processo de aceleração fomos capazes de prever a velocidade máxima experimen-

tada pela partícula e, com isso, modelamos o seu ganho de energia. Mostra-se que o

ganho é otimizado quando as amplitudes do laser e do Wiggler têm o mesmo valor

de amplitude.

Os resultados analisadas nesse dissertação pode ser obtido com um campo de wig-

gler na ordem de Bw ∼ 10 Tesla. Escolhendo como comprimento de onda do wiggler

30
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igual à λw ∼ 10 cm, é obtido a amplitude campo magnético usada nesta dissertação

(Aw ∼ 100). Considerando a velocidade de fase dimensional (vφ
c

=
√
α = 1

1+kw/kl
)

com kl,w ∼ 1
λl,w

e tomando α = 0.9 teríamos λl ∼ 0.5 cm. Esse valor �ca próxima

ao comprimento de onda de lasers de infravermelho. Para valores mais altos de α

resultaria comprimentos de ondas de laser mais curto que também poderiam ser

descrito pelo o formalismo estudado. Como usamos σ = 1000 e com os comprimen-

tos de onda já citado e após reverter para variáveis dimensionais estimamos que o

comprimento necessário para que a interação entre a partícula e onda ocorra é de 5

m. Estes dados são apresentados resumidamente na Tabela 5.1.

α 0.9
Bw ∼ 10 Tesla
λw ∼ 10 cm
λl ∼ 0.5 cm

Comprimento ∼ 500 cm

Tabela 5.1: Resumo dos parâmetros reais

Uma perspectiva futura ao trabalho é considerar os efeitos de perda radioativa.

Pode ser considerado, também, os efeitos de curvatura transversal do Wiggler, pois

no nosso modelo desconsideramos os efeitos de curvatura devido a presença de mag-

netos e correntes localizadas que os geram. Outra análise futura interessante é

considerar a dinâmica autoconsistente entre a partícula e onda aceleradora.
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