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Resumo: Neste trabalho formulamos uma versao do principio variacional
de pressao no contexto de operadores densidade em mecanica quantica. Tal
principio relaciona um potencial e um conceito de entropia, que é induzido por
um sistema de fungoes iteradas quantico (QIFS), de forma andloga ao que é
feito em formalismo termodindmico com a entropia métrica do operador shift
e um potencial continuo. Iremos definir um conceito de processo estocastico
quantico induzido por tais QIFS de forma natural, e faremos consideracoes
sobre funcoes de Wigner discretas e certos canais quanticos obtidos no nosso
contexto.

Abstract: In this work we formulate a version of the variational principle
of pressure in the context of density operators in quantum mechanics. Such
principle relates a potential and a concept of entropy, which is induced by
a quantum iterated function system (QIFS), in a way which is analogous
to what is done in thermodynamic formalism with the metric entropy of
the shift operator and a continuous potential. We will define a concept of
quantum stochastic process induced by such QIFS in a natural way, and we
make some considerations on discrete Wigner functions and certain quantum
channels obtained in our setting.
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Let us draw an arrow arbitrarily. If as we follow the arrow we find more
and more of the random element in the state of the world, then the arrow is
pointing towards the future; if the random element decreases the arrow points
towards the past...I shall use the phrase ‘time’s arrow’ to express this one
way property of time which has no analogue in space...So far as physics is
concerned, time’s arrow is a property of entropy alone.

Sir Arthur Stanley Eddington
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Capitulo 1

Introducao

Um dos objetivos deste trabalho é construir uma versao do Principio Va-
riacional de Pressao, problema béasico do Formalismo Termodinamico [27],
para o contexto de operadores densidade [24],[26]. Tais operadores sdo uma
construcao fundamental em Mecanica Quantica.

Como motivagao, descrevemos brevemente o problema classico de pressao.

Considere o espago de simbolos X = {0,1}" e seja 0 < 6 < 1. Defina a
métrica dy, tal que se x,y € X entao dp(z,y) = 6V, onde N é o maior inteiro
tal que x; = y;, para todo i < N. Seja f : X — R. Denote por Fy(X) o
espaco das funcoes Lipschitz com respeito a métrica dy. O shift é definido
por o(xy, T3, ...) := (x9,x3,...) e 0 operador de transferéncia é

Ly : Fy(X) = Fy(X), (Lyw)(z) = Y exp[f(y)w(y)
o(y)=z
Temos o seguinte resultado bésico [27]:

Teorema 1.0.1 (Ruelle-Perron-Frobenius). Seja f € Fy(X). Entdo eziste
B autovalor maximal positivo de Ly com uma autofuncgao estritamente posi-
tiva correspondente g € Fy(X).

Seja M, := o conjunto das probabilidades invariantes para o shift e seja
p € M,. Seja A = {Ay,...,A,} particaio de X. Defina a entropia da

particao por
Z 1u(A;) log pu(A;)

Defina a entropia do shift relativa a partlcao A por

h(o, A) = lim H 072«4

n—oo M



e entao a entropia métrica da medida p é

h,(o) == sup h(o, A)

No formalismo termodinamico estamos interessados na grandeza dada pela
entropia mais um potencial:

o)+ [ fi

e estamos interessados em saber qual é a medida i, invariante para o shift, que
maximiza tal grandeza [27]. Tal teoria é bem entendida matematicamente, e
um dos resultados mais importantes é o seguinte:

Teorema 1.0.2 (Principio variacional de pressio). Seja f € Fy(X). Entao

P(f) = sup {ha(0) + [ fdu} =logp
neEMy

onde B € o autovalor mazimal para Ly. Tal supremo é atingido por uma

unica medida de probabilidade o — invariante.

Agora considere a questao de obter uma versao de tal teorema para o
espago dos operadores densidade. Dado um espaco de Hilbert H, um opera-
dor densidade sobre este espaco é um operador p : H — H que ¢é hermitiano,
positivo, e cujo trago é igual a 1. Uma parte consideravel de nossa anélise serd
sobre sistemas que podem assumir um ntmero finito de estados puros. Desta
forma os operadores podem ser descritos por matrizes finitas. Agora, note
que os operadores densidade nio fazem parte do espago de simbolos {0, 1},
entao o operador shift nao esta definido. Desta forma o operador de trans-
feréncia e a entropia definidos acima nao fazem sentido no nosso contexto.
Portanto, parte substancial de nosso trabalho sera obter novas construcoes
que permitam demonstrar um resultado semelhante. Iremos provar o seguinte
resultado, dado pelo teorema 6.5.3:

Teorema (Principio variacional de pressao para matrizes densidade)

k
b (W) + > tog (tr(HypaH) )tr(VipsVy) ) r(Wipw W) <log B (1.1)

Jj=1
e vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, 7,

1 tr(W;Vipw VW)
“tr(H;ps H)tr(Vips Vi) = i
5 /r( Jpﬁ ]) T( JpB 7 ) tT’(leWvl*)




Acima, definimos a entropia de um processo por

- o, (WiVipwViWs W Vipw Vi Wy
hy (W) ::—;t'r(WipWVVi);tr< t;(vipwvi*)a)l ( t;*(vipwvi*)g)

Veremos que tal entropia contém a entropia para cadeias de Markov como
caso particular. Ainda, o nimero 5 que aparece em 1.1 é autovalor de

k
Lu(p) =Y tr(HipH})VipVy

i=1

Acima os operadores H; sao lineares, e formam um hamiltoniano do tipo
Hp=>,H;pH}. Por sua vez os V; e W; sao lineares, obtidos a partir de um
Quantum Iterated Function System, que sera descrito com detalhe.

Outro objetivo deste trabalho é o de fornecer uma definicao de processo
estocastico quantico. Veremos que é possivel obter uma definicao natural a
partir de QIFS, e analisamos algumas de suas propriedades. Ainda, estamos
interessados em desenvolver ferramentas gerais que permitam a andlise de
problemas em Computagao Quantica. Nossa andlise ird considerar, em geral,
apenas uma unidade de informagcao (qubit), e faremos algumas consideragoes
quando um numero maior de unidades for relevante (via produto tensorial).

No capitulo 2 fornecemos uma definicao de processo estocastico quantico
e sobre a classe especial de sistemas de fungoes iteradas (QIFS) que sera
de nosso interesse. Diversas construgoes feitas ali seguem os trabalhos [24],
[29]. No capitulo 3 falamos do operador de Ruelle e algumas construgoes
bésicas relacionadas com um principio variacional de pressao. No capitulo 4
analisamos mais caracteristicas de IF'S e no capitulo 5 definimos a entropia
que iremos usar, bem como outras construgoes relevantes. Finalmente o
capitulo 6 enuncia e prova uma versao do principio variacional de pressao
no contexto de matrizes densidade. O capitulo 7 define a funcao de Wigner
discreta, seguindo [25], e contém algumas relagoes entre tais fungdes e os
canais quanticos considerados anteriormente.



Capitulo 2

Processos estocasticos
quanticos e QIFS

2.1 Probabilidade em mecanica quantica

Seja Hy um espago de Hilbert complexo de dimensao finita N, com um
elemento de tal espaco sendo denotado por |¢). Se um sistema quantico
encontra-se em um certo estado conhecido [¢), dizemos que o sistema estd
em um estado puro. Caso contrario, dizemos que o sistema encontra-se
em um estado misturado. Cada sistema quantico possuira certos estados
puros, fixados ao se definir o problema. Ainda, tais estados s@o normalizados

de modo que [[[¢)||* = (Y[¢) = 1.

Queremos que para qualquer fase «, o elemento [¢') = €'*|¢)) descreva o
mesmo estado fisico que |¢). Entao identificamos tais estados, e portanto o
espaco de estados puros, denotado por Py, possui 2N —2 dimensoes reais.
Topologicamente, ele pode ser representado pelo espaco projetivo complexo
CPY~! com a métrica de Fubini-Study, dada por

Drs(19),[¢)) = arccos|(o[y)].

Um qubit é um vetor unitario em um espaco vetorial complexo de di-
mensao 2,

[¥) = al0) + Bl1),

onde |a|? 4+ |B]? =1 (i.e., (¥]p) = 1). Podemos reescrever tal equagao como

. 9 . 0
|Y) = 6”(0035]@ + ez¢5in§|1>),



onde 0, ¢,y sao numeros reais. Como trabalhamos no espago projetivo, o
fator "7 pode ser ignorado e entao podemos escrever

0 , 0
) = cos§|0> + ez¢sin§|1>

Os numeros 6 e ¢ definem um ponto na esfera unitaria tridimensional. Tal
esfera é chamada esfera de Bloch e fornece uma maneira util de visualizar
o estado de um qubit. No entanto, nao existe uma generalizacao simples da
esfera para multiplos qubits.

Observacgao Pelo que observamos acima, podemos dizer que o espago
de estados puros é CP", para algum n. Determinar o valor de n depende
da natureza do experimento fisico que estamos modelando. Por exemplo,
considere uma particula de spin 1/2, um exemplo de sistema de dois niveis.
O espaco de estados de tal sistema é CP'. Para um sistema de N niveis,
o formalismo quantico trata cada qudit (um estado que é sobreposigao de d
estados puros) da mesma forma, mas o seu significado depende do problema
(por exemplo, temos um dtomo com N niveis relevantes de energia). Por
exemplo, é possivel utilizar outras unidades de informagao quantica, como
por exemplo o qutrit, escrito na forma

) = all) + 8[1) +7(2),

ou seja, desta vez consideramos sobreposicoes de 3 estados base.

O

Seja ‘Hy um espaco de Hilbert de dimensao N, denote por (-, -) o produto
interno. Em geral, vamos considerar que Hy = CV. Um vetor em CV sera
denotado por ¥ = |1) e o seu dual por ¢* = (1| de forma que

(1)) == (bln) == (&, m)

Com tal notagao segue que uma projegao pode ser escrita como

)] CY = C, (o) (wh)n) = [9)(Wlm) = (ln)|)

Denote por p*, ou por p', o adjunto de p : Hy — Hy. Dizemos que
p: Hy — Hy é hermitiano se p = p*. Dizemos que um operador hermitiano
P :Hy — Hy é positivo, denotado por P > 0, se

(Pv,v)y >0, Yv € Hn



Definicao Um operador densidade ¢ um operador p agindo em Hy,
com p = p', p >0, trp = 1. Tais operadores sao também chamados de
matrizes densidade. Denote o espaco de operadores densidade por M y.

Um estado misturado p pode ser escrito como

pP= Zpi|wi><¢i|v (2.1)

onde os p; a0 numeros positivos com » . p; = 1, 0s ¢; tem norma igual a 1 e
sao ortogonais entre si. Um estado puro sera representado por uma projecao
em um dos estados, ou seja,

p = |9l
para algum 7. Lembre que um estado puro é tal que seu operador densidade
associado satisfaz tr(p?) = 1. Se um estado é misturado, temos apenas

tr(p*) < 1. Ainda, um operador serd um operador densidade se, e somente
se, seu trago for igual a 1 e se tal operador for positivo [26].

Exemplo 2.1.1 Suponha que a evolugao de um sistema quantico € descrita
por um operador unitario U em um espaco de Hilbert de dimensdo finita. Se o
sistema encontra-se em um estado |1;) com probabilidade p; entao depois que
a evolugdo ocorreu, o sistema estard no estado U|y;) com probabilidade p;.
Portanto, a evolugao de um operador densidade dado por p =, pi|i:) (il
€ descrita por

p= ZPZW%MIM 'g ZMW%‘)WHUT = UPUT-
O

Definicao A entropia de von Neumann de um sistema quantico
descrito por uma matriz densidade p é definida por

S(p) == —tr(plogp)
Se \; sao os autovalores de p entao a entropia de von Neumann pode ser
escrita como

S(p) =—>_ NilogX; (2.2)
i
Ressaltamos que tal entropia nao possui nenhuma caracteristica dinamica.

A entropia é nao negativa, e sera igual a zero se, e somente se, o estado
for puro. Além disso, em um espaco de Hilbert de dimensao d, a entropia
¢ no maximo igual a logd. A entropia serd igual a logd se, e somente se, o
sistema estiver no estado de mistura maxima p, = I/d.

8



2.2 Processos estocasticos quanticos

Nesta secao descrevemos uma conhecida definicao de processos estocésticos
quanticos. A construcao basica, baseada em observaveis e instrumentos,
segue [29].

Definicao Um espago de estados é um par (V, K), onde

1. V é um espago de Banach real com norma || - ||.

2. K é um cone fechado em V (au+ fv € K, u,v € K, o, 5 > 0).
3. Se u,v € K entao ||ul| + ||v]| = ||u + v||

4. Se u € V e e > 0 entao existem uj,us € K tais que u = uqy — ug €
Jual] + [Jusll < lull + €

Definicao Se (V, K) é um espago de estados entdo existe um tnico fun-
cional linear positivo 7 : V' — R tal que 7(u) = |jul| se u € K, e 7(u) < [Jul|
se u € V. Além disso, dizemos que u € K é um estado se 7(u) = 1.

Exemplo 2.2.1 Mecanica quantica sobre um espaco de Hilbert. Seja H um
espaco de Hilbert de dimensao finita e seja V' o espago dos operadores au-
toadjuntos em H. Seja K o conjunto dos operadores positivos em V. Neste
caso temos 7(B) = tr(B) para todo B operador em V.

O

Definigao Um espago de fase é um espaco mensuravel (£2,3) onde
representa o conjunto dos resultados possiveis para uma medicao e Y é uma
o-algebra de subconjuntos de €.

Seja V* o espaco dual de V. Introduza uma ordem parcial em V* defi-
nindo ¢ > 1 se, e somente se, ¢p(u) > 1(u), para todo u € K.

Definicao Um efeito ¢ uma aplicacao ¢ € V* tal que 0 < ¢ < 7.
Denotamos o espaco de efeitos por £ C V*.

Definicao Dizemos que x : ¥ — £ é um observavel se x é uma medida
que toma valores no conjunto de efeitos, tal que z(2) = 7.

Se F € ¥, ue€ K ert(u) =1 entao z(E)u pode ser interpretado como
sendo a probabilidade de que o resultado da medicao da quantidade fisica re-
presentada por x, preparada no estado u, pertenca ao conjunto £. No caso de



mecanica quantica em um espaco de Hilbert, efeitos podem ser identificados
com operadores limitados A tais que 0 < A <1 pela férmula

dA(W) = tr(AW).

Definicao Uma operacgao é um operador linear positivo 7' : V — V
que satisfaz 0 < 7(Tu) < 7(u) para todo u € K. O espago de operagdes serd
denotado por O.

Definicao Uma medida com valores em operacoes, ou um OVM
sobre um espago de fase é uma aplicacao J : ¥ — O tal que se {E,,} for uma
sequéncia de conjuntos disjuntos em X, entao J(UE,) = > J(E,).

Definicao Seja J : ¥ — O um OVM, entao dizemos que J é um ins-
trumento se

(T (Qu) = 7(u),YVu € V. (2.3)

Interpretamos tal nogao da seguinte maneira. Seja J um instrumento,
Ee¥ ue K. Se u é o estado do sistema no instante anterior a medicao e
o instrumento J determina um valor em E entdo o estado resultante é dado
por

J(E)u
T(J (E)u)

Observamos que para cada instrumento 7, existe um tnico observavel
zy: 3 — &€ tal que 7(J(E)u) = z7(F)u, E € 3, u € K. Ainda, é possivel
que dois instrumentos diferentes correspondam ao mesmo observavel.

(2.4)

Os seguintes sao exemplos de instrumentos.

Exemplo 2.2.2 Seja H um espago de Hilbert, e F(H) o espago dos opera-
dores autoadjuntos A em H tais que

Z(ek,Aek) < 00

keN

e possuem o mesmo valor em qualquer base ortonormal {ey}ren de H.
Seja Q ={1,...,N}, ou Q =N, seja {P,}icq uma familia de projecoes
ortogonais em ‘H tais que I =) . P;. Defina

T:3—=0

10



xr:n — &

como sendo

T(E)p:= Zap& (2.5)
r7(E)p = Z T(Pip), (2.6)

para todo E C Q e p € F(H).

Exemplo 2.2.3 Seja ‘H um espaco de Hilbert, 2 um espaco topoldgico, 3
o-dlgebra de Q@ e m uma medida em (2,%). Seja {Pa}aco uma familia
de projecoes em H, tais que a aplicagio a — P, € fortemente continua e
Jo Pudm(a) = I. Entao defina

T:X—=0

xr X — &

como sendo

T(E)p:= /EPa,oPadm(a) (2.7)
xr(E)p = /ET(Pap)dm(a), (2.8)

para todo E C Q e p e F(H).
%

Exemplo 2.2.4 Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto, V' o
espago das fungoes contavelmente aditivas na o-dlgebra de Borel B(X) de

X munido com a norma de variagao total. Seja K o conjunto das medidas
nao-negativas de V. Seja (2,%) = (X, B(X)). Entao

T(E)u(A) = u(AN E), (2.9)
para p €V, AJE € X é um instrumento, e o observdvel correspondente €
v (E)p = p(E) (2.10)

¢

11



Definicao Um processo estocdstico quantico (quantum stochastic
process, QSP) é uma familia arbitraria de instrumentos {Z; };c5. O parametro
t pode ser interpretado como sendo o tempo fisico. Seja J = Z ou J = R
para tempo discreto ou continuo, respectivamente.

As distribuigoes de dimensao finita do processo sao medidas py
definidas em (Q2", B(2")) como sendo as extensoes naturais das fungoes dadas
por

Htyootn (B0 X oo X En1) = 7((Te,oy (1) © Tr,, o (En—2) © -+ - 0 Tey (Eo) )u),

(2.11)
onde n € N, tg < - < t, 1,t; €Z, ueVekE,.. .  FEF,_1 €3 O
significado de tal expressdo é o seguinte: py ,  (Fo X -+ x E,_1) é a pro-
babilidade conjunta de que medigoes sucessivas do sistema pelos instrumen-
tos To, ..., Tn_1 nos instantes %, ..., t,_1; produzam valores em Ey, ..., FE,_1,
quando o estado de pré-medicao for w.

Definicao Dizemos que um QSP é Markov se existe uma familia de
transi¢oes de probabilidade {Ps+}s<: tais que

/‘?o,...,tnq(EO X oo X Byq)

- / / / ooyt dyn) - Py (o dy )il (dyo) (212
Ey JE; n

paratodotg < ... <t,,t; € Z,ueV, Ey, ..., E, € ¥. Una transicao de
probabilidade é uma aplica¢ao P : QO x ¥ — R tal que P(-, E') é mensurdvel
para todo E € ¥ e P(xz,-) é uma medida de probabilidade para todo x €
2. Um QSP Markov é homogéneo se as transicoes de probabilidade P,
dependem apenas da diferenca t — s.

Observacao Em contraste com a teoria classica de processos estocasticos,
as transicoes de probabilidade de um QSP Markov nao satisfazem em geral
a equagao de Chapman-Kolmogorov (ver se¢ao 2.7).

O

Definigao Se o espago de fase (€2, X)) estd munido com a medida de Borel
m, uma transicao de probabilidade P pode ter a forma

Pz, E) = /E p(a, y)dm(y) (2.13)

onde p: 2 x Q — R* é uma funcao de transigao, ou seja, uma aplicacao
mensuravel tal que [, p(x,y)dm(y) = 1.

12



Considere um sistema que é medido sucessivamente por um instrumento
Z. Assuma que tal evolugao é descrita por um grupo G = {T;}4e5 de auto-
morfismos isométricos de V. Entao a evolucao do sistema pode ser descrita
pelo QSP {Z,}.c5, onde Z, = Zry, é um instrumento transformado, ou seja,

T,(E) =T ' oZ(E) o T, (2.14)
para E € X.. Denotaremos tal processo por C(G,7).

Exemplo 2.2.5 (Instrumento nuclear) Seja (V, K) um espago de estados,
(Q,%) um espago de fase e x um observdvel. Seja ¢ : Q — V um operador
x-mensurdvel, x-essencialmente limitado. Entdo a formula

I(E):/Egbdx, Eey (2.15)

define um instrumento. Ainda, se m é uma medida em (€,3), dizemos que
x € absolutamente continua com respeito a m (ver [29]) se existir uma
fung¢ao mensurdvel f: Q) — & tal que

/Qfdm =7 (2.16)

z(F) = / fdm, E€¥% (2.17)
Neste caso, (2.15) assume a forma
Z(F)u = / (f(a)u)p(a)dm(a), F € X uecV (2.18)
E
%

A seguinte proposigao possui demonstracao em [29].

Proposicao 2.2.6 Seja Z um instrumento nuclear absolutamente continuo e
seja G = {T} } e um semigrupo de automorfismos isométricos sobre o espago
de estados V. Entao o processo C(G,T) é um processo de Markov quantico
homogéneo com funcao de transi¢ao dada por

pi(a,b) = f(0)(Ty(¢(a))) (2.19)

Os seguintes sao exemplos de processos de Markov quanticos.
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Exemplo 2.2.7 Seja T o instrumento do exemplo 2.2.4,
T(E)u(A) = p(AN E), (2.20)

e seja © : X — X uma aplicagao mensurdvel. Entao © gera o automorfismo
To : V =V, To(u)(A) = u(©71(A)), para p € V, A € B(X). O processo
C(To,T) é um processo de Markov quéantico e sua transi¢ao de probabilidade
¢ dada por P(x,E) = xp(Ox), para x € X, E € B(X).

O

Exemplo 2.2.8 Seja T o instrumento dado no exemplo 2.2.2 ou 2.2.3, tal
que cada P, é atomico, a € Q, ou seja, P, = |a,){ay|, para algum |a,) € H.
Assuma que o sistema evolui de acordo com Ty (p) = U~1pU, para algum
operador unitdrio U. Segque que C(Ty,T) € um processo de Markov quantico
homogéneo com funcao de transi¢ao dada por

p(a,b) =tr(PRU'PU)/D, (2.21)

onde D = (a4|ay). Consequentemente,
pla,b) = [{ap|Ulaq)*/D (2.22)
%

2.3 1IFS classicos

Definicao Seja ) um espago métrico compacto e f; : Q@ — Q, p; : Q@ —
[0,1], 7 = 1,...,k, tais que para cada x € ) a condigao Zle pi(r) =16
satisfeita. Chamamos o conjunto Fe; = {, fi,p; : i =1,...,k} de sistema
de fungoes iteradas (iterated function system, IFS).

Entendemos as fungoes f; dadas acima como sendo aplicacoes classicas
que agem aleatoriamente em {2, com probabilidades p;.

Seja M'(Q) o espaco de probabilidades em 2. Associado ao IFS F¢y
temos o operador de Markov P : M(Q2) — M(Q),

B =3 [ p@dntr),

onde B é um subconjunto mensuravel de €.

Definicao Seja d a métrica em (2. Um IFS é hiperbdlico se, para todo
1=1,...,k,

14



L. d(fi(x), fi(y)) < Lid(x,y), para algum L; < 1, Vx,y € Q.
2. |pz(‘r) _pz(y)| < Kid(x7y)a7 para algum ac (07 1]7 Kz S R+7 vxay € Q.
3. pi(x) >0, Vo € Q.

O operador de Markov associado a um IFS hiperbdlico possui uma tinica
medida de probabilidade invariante, isto é, u, tal que P, = ft,.

2.4 Exemplos de IFS

Exemplo 2.4.1 Seja Q = [0,1], k = 2, py = p2 = 1/2 e as transformagoes
afins fi(x) = x/3, folx) = x/3 +2/3, v € Q. Ambas as fungoes sdo
contragoes, com constantes de Lipschitz Ly = Ly = 1/3 < 1, portanto este
IFS € hiperbolico. Portanto existe uma unica medida invariante atrativa fi.

v

Exemplo 2.4.2 Como antes, Q = [0,1], k = 2 e fi(z) = x/3, fa(x) =
x/3 4+ 2/3, x € Q. Defina p1(x) = z, po(x) = 1 — x. Este IFS nao é
hiperbolico, mas ainda assim uma unica medida invariante existe.

v

Exemplo 2.4.3 Q = [0,1] x [0,1] CR?, k =4, py = ps = p3 = py = 1/4.
Considere as sequintes transformacoes afins:

a(5) =00 )G ()= )G (F)
a5 ) =0 ) () n(0)=(o ) () (o)

Este IFS também nao é hiperbdlico, ja que as transformacgoes f; nao sao
globalmente contrativas. Tal IFS também admite uma medida invariante.

¢

Exemplo 2.4.4 Q = 5% Seja k = 2, p1 = p» = 1/2, seja f1(0,¢) =
(0,0 + &) (rotagao em torno do eizo z de angulo &) e fo uma rotagdo de
angulo & em torno de um eixo inclinado por um angulo 5 como respeito ao
eizo z. Ambas aplicacdes sao isometrias, portanto este IFS nao € hiperbolico.
A medida de Lebesgue em [0,1] é ume medida invariante para este IFS.
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Exemplo 2.4.5 Q = [0,1], k =2, p1 = ps = 1/2, fi(z) = 22 para x < 1/2
e fi(r) =21 —z) para x > 1/2. fo(x) =2z para x < 1/2 e fo(x) =2z — 1
para © > 1/2. Ambas aplicagoes sao expansivas, portanto este IFS nao €
hiperbdlico. A medida de Lebesque em [0,1] é uma medida invariante para

este IF'S.

2.5 IFS quanticos

Definicao Sejam V; : Hy — Hy, W; : Hy — Hn, @ = 1,..., k operadores
lineares invertiveis, com ZVVZTWz = 1I. Defina F; : Py — Py, i =1,...,k
como sendo

Vi(l9))

F(oD = mrant

Defina também p; : Py — [0,1], i =1,...,k,
pi(l9)) = IWi(lo))II*.
Chamamos o conjunto Fy = {Py,F;,p; : ¢ = 1,...,k} de QIFS para

estados puros.

Note que na definigao acima, vale a condicao ) . p;(|¢)) = 1. Ainda, tais
QIFS nao podem ser hiperbdlicas, pois as aplicacoes F; nao sao contracoes
com respeito a métrica de Fubini-Study em Py.

Para poder definir IFS para estados misturados, consideramos o espago
M dos operadores densidade para descrever tais estados.

Definigao Sejam G; : My — My, p; : My — [0,1],i =1,...,k e tal
que Y. pi(p) = 1. Chamamos o conjunto

FN:{MN,Gi,pi:Z':L...,k} (223)

de QIFS para estados misturados.
A definicao acima é mais geral do que a anterior porque, em particular,
G; e p; podem ser definidos por

VipV!

= P 2.94
p V) (2.24)
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pi(p) = tr(WipW/) (2.25)

Portanto cada QIFS definido em Py pode ser estendido de forma a ser

um QIFS em My.
Definicao Um QIFS é homogéneo se p; e G;p; sao aplicacoes afins,
1 =1,...,k. Un QIFS de estados misturados é homogéneo se V,;=W;, 1 =

1,...,k. O QIFS segundo a defini¢ao geral (i.e., quando W; # V;) serd dito
nao homogéneo.

Aqui podemos definir como no caso cldssico o operador de Markov P :

M(Mpy) = M(My),

o) =3 [ pioyintp)

Definimos também A : My — My,

Se a QIFS é homogénea, temos

Alp) = _VipV! (2.26)
Teorema 2.5.1 Um estado misturado p é A-invariante se, e somente se,

p= /MN zdp(zx), (2.27)

para alguma medida P-invariante p.

A secao 4.5 contém a demonstragao do teorema acima, que requer algumas
construcoes preliminares.

Para definirmos QIFS hiperbdlicos, precisamos especificar uma distancia
no espago de estados quanticos misturados. Trés possibilidades sao as se-
guintes:

Dus(p1, p2) = Vtr[(pr — p2)?]
Dtr<p17p2) =tr (,01 - ;02)2
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/2 1/2
Dires(pr, 2) = /201~ trl(p} 2 popl 2172}
Tais métricas geram a mesma topologia em M. Munindo o espago de es-

tados misturados com uma métrica usamos uma definicao de hiperbolicidade
analoga a do caso para IFS.

Definicao Um QIFS ¢é hiperbdlico se as aplicagoes quanticas G; forem
contracoes com respeito a uma das distancias em My e se as p; forem Holder-
continuas e positivas.

Proposicao 2.5.2 Se um QIFS (2.23) é homogéneo e hiperbdlico entiao o
operador de Markov associado P possui uma unica medida invariante p. Tal
medida invariante determina um unico estado A-invariante p € My, dado

por (2.27).

A secao 4.5 contém a demonstragao da proposi¢ao acima.

2.6 Exemplos de QIFS

Exemplo 2.6.1 Sejo Q = Py = CPY™' k=2, p1 = po = 1/2, Fi([¥) =
Ui([v)), Fa(|Y)) = Us(|9)), onde os U; sao unitdrios. Neste caso ambas
aplicagoes sao isometrias. Portanto a medida Riemanniana natural (Fubini-
Study) em Py ¢é invariante, mas sua unicidade depende de Uy e U,.

O

Exemplo 2.6.2 Q= My, k=2, p1 = p, = 1/2, G1(p) = UipU{, Ga(p) =
UQpUQT. A matriz identidade normalizada, p, = I/N é A-invariante, indepen-
dentemente da forma dos operadores unitirios U; e Uy. Note que podemos

eSCrever
pr = / pdy(p)
My

onde a medida p, distribuida uniformemente sobre Py (a medida de Fubini-
Study), é P-invariante.

¢

Exemplo 2.6.3 Seja Q= My, k=2, p1 =ps=1/2, G1(p) = (p+2p1)/3,
Ga(p) = (p+2p2)/3, onde escolhemos os projetores p1 = |1)(1| e pa = |2)(2]
de modo que sejam ortogonais. Como G e Gy sao contragoes (com constante
de Lipschitz1/3), este QIFS é hiperbdlico e portanto existe uma unica medida
moariante.
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Definicao Uma aplicacao A é completamente positiva, CP, se A®[ for
positiva para qualquer extensao do espago de Hilbert inicial Hy — Hy R HE.

Sabemos que toda aplicacao CP que preserva o trago pode ser represen-
tada (de forma nao dnica) na forma

k k
Ax(p) =) _VipVyl, com y VIV, =1,
j=1 =1

onde os V; sao operadores lineares. Chamamos tal forma de forma de
Stinespring-Kraus. Se além disso, temos 25:1 VJV;T = I, entao A(I/N) =
I/N e a aplicacdo A ¢ dita unitaria. Esse é o caso se cada um dos V; é
normal: VJVJT = V]TVJ

Definicao Uma aplicacao CP unitaria e que preserva o traco é dita bies-
tocastica.

Um exemplo de aplicagao biestocastica é

K
Au(p) = piUipUf,
i=1

onde os U; sdo operadores unitarios e ). p; = 1.

Note que fazendo G;(p) = UipUZ-T, temos que o exemplo 2.6.2 faz parte
dessa classe de QIFS. Chamaremos tais QIFS de unitarios. Para um QIFS
unitdrio, temos que p, ¢ um estado invariante para Ay e também que 6, ¢é
invariante para o operador de Markov Py induzido por essa QIF'S.

Definicao Dizemos que matrizes unitarias de mesma dimensao possuem
diagonais em blocos comuns se elas forem diagonais em bloco na mesma
base, e com os mesmos blocos.

Proposicao 2.6.4 Assuma que p;, i = 1,...,k sao estritamente positivos.
Entao o estado de mistura mdxima p, € o unico estado invariante para o
operador Ay se, e somente se, os operadores unitdrios U;, i = 1,...,k nao

forem diagonais em blocos comuns.

Para provar a proposi¢ao, precisamos de um lema.
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Lema 2.6.5 Seja U = (Upm)nm=1...~y uma matriz unitdria de ordem N.
Suponha que existem dois conjuntos nao vazios de indices A e B tais que
AUB=1:={1,...,N} e ANB=0. Entao Uy, =0 paran € A em € B
implica Uy, =0 paran € B em € A.

Prova do lema Calculamos o niimero de elementos do conjunto A:

A =SS Ul = 303 10l + 303 Ul

neA mel neA meA neA meB
=D 2 N0l =223 Wl =3 3 U’
neA meA nel meA neBmeA
=[Al=> > (Ul
neEBmeA

e portanto Y g > |Upm|* = 0.

OJ

Prova da proposigao Sejam U;, i = 1, ..., k diagonais em bloco na base co-
. . - L

mum a elas, e sejam «aq, ..., ar as dimensoes dos blocos, onde ijl a; = N.

Defina, para o; quaisquer tais que Zle o; = 1, a seguinte matriz densidade
diagonal:

0' .

—Jlaj

a.
j=1

P -

pi=

Entao UipUiT = p para cada ¢ = 1,..., k. Portanto p é Ay-invariante e 9, ¢
uma medida Py-invariante em Py para uma escolha arbitraria de (o)1, 1.

Reciprocamente, seja p um estado invariante para Ay tal que p # p..
Entao p pode ser escrito na forma

N
p=> U ) (W,
n=1

onde |¥,,) € Pn, (Vp|¥) = 6, nom =1,... . N, eo; <09 < -+ < oy,
01 < 1/N
Para v € [0, 1], defina o operador densidade

N
pyi=ap+ (L= 7)ps =Y _ ol TN (T,
n=1
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onde o}, :=vo, + (1 —v)/N,n=1,...,N. Entao p, também é um estado

invariante para Ay. Seja
1

TSN

Tal escolha implica of = 0 e Zi:;l o, = 1. Assuma que o] = 0 para
n=1...,neo, >0paran=n"+1,...,N, onde n’ > 1. A equagao
Au(py) = py pode ser reescrita na forma

k N
o =20 Y _NU)uml ol
=1 m=1
onde (Uy)pm, n,m =1,..., N s@o os elementos das matrizes U;, i = 1,... k
na base (|U,))n=1.. n-
Paran =1,...,n/, obtemos
k N
0= Pi Z |(Ui)nm|20-;n'
i=1 m=n'+1
Portanto, (U;)pm = 0paran=1,...,n em =n'+1,..., N. Usando o lema,
deduzimos que (U;)pm =0paran=n'+1,...,Nem =1,...,n'. Portanto,
os U;, 1 =1,..., k sao diagonais em blocos comuns.

O

Exemplo 2.6.6 Seja Q) = Py, Uy =1, Uy = 01, U3 = 09, Uy = 03, p1 =
1 —p, po=ps=ps=p/3 >0, onde

0 1 0 —i 10
(1) (V) (0 D)

sao as matrizes de Pauli. Como tais matrizes nao sao diagonais em blocos
comuns, o estado de mistura mdzima p, € o unico estado invariante de

Au(p) = ZPiUz’PU; =1 -pp+ g(alpﬁ + 02p09 + 03p03).

A aplicacdo acima, que € biestocdstica, € chamada canal quantico depo-
larizador (veja [24]).
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Exemplo 2.6.7 Seja Q0 =Py, py =1—p, po = p,
Uy = exp(—iHyT'/h),

~ T
0
—ﬁ(HOT +/ V(t)dt))
0
onde V(t) =V (t+T). O estado de mistura mdzima p, = 1/2 € o estado in-
variante do operador Ay correspondente a este QIFS. Para uma perturbagao

genérica V, as matrizes Uy e Uy nao sao diagonais em blocos comuns, por-
tanto p, € o unico estado invariante para Ay .

Uz = exp(

¢

Exemplo 2.6.8 Considere um sistema composto descrito, inicialmente, pelo
estado

B ‘[m
0= paQ p, :pA®E

Uma matriz unitdria U de ordem Nm agindo no espago Hy & H,, pode ser
representado na sua decomposi¢ao de Schmidt como

K
U=> VaVieVP,
i=1

onde K = min{N? m?}. Os operadores V;* e VP agem em certos espagos
de Hilbert Hy e H.., respectivamente. Ainda, temos que Zfil ¢ =1 (coefi-
cientes de Schmidt). Lembre que o trago parcial é

trp(lay){az| ® [b1)(bs|) := |ar){azltr(|bs)(ba])

onde |ay) e las) sao vetores no espago de estados de A e |by) e |by) sao vetores
no espaco de estados de B. O operador traco aparecendo no lado direito € o

operador tragco usual para o sistema B. Assim, podemos descrever o sequinte
QIFS homogéneo:

K
Ay(pa) = trg(UoUT) = gV pa V™
i=1
Portanto, se p2 .= 15/N, temos
AU(P?) = trp(U(p ® p?)UT) = pi

e entao a aplicacao completamente positiva Ay preserva o tracgo, i.e., € bies-
tocdstica.
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2.7 Mecanica quantica e a equacao de Chapman-
Kolmogorov

Iniciamos com uma breve digressao sobre a equagao de Chapman-Kolmogorov
para cadeias de Markov. Seja X = {X,,} uma sequéncia de fun¢oes men-
suraveis. Iremos supor que

P(Xn—H :j’Xn:i):P(XlzﬂXO:i)

para todo n,,7. Ou seja, X é homogénea com relacao ao tempo. Vamos
supor que X assume valores no conjunto S que por simplicidade, iremos supor
que € finito. E definimos a matriz P = (p;;) de ordem |S|, cujas entradas sao

Pij = P(Xn+1 = j|Xn = @)
Definimos também a matriz de n transigoes P, = (p;;(n)), onde
pij(n) = P(Xpnin = jlXm = 1)

Claramente, temos P; = P. Vamos supor ainda que temos uma cadeia de
Markov, ou seja,

P(Xn - xn’XO = Ty, Xl =1, .- 7X'rL—1 - 'rn—1> - P(Xn — xann—l = xn—l)
(2.28)
para todo n > 1, e todo zg,...,x, € S.

O seguinte lema é elementar. Depois buscaremos uma versao de tal lema
que seja adequada para sistemas quanticos.

Lema 2.7.1 Para quaisquer eventos Aq, ..., A,, temos

P(A/N---NA) = P(A)P(As| A1) P(As| Ay N Ay) - - P(An]Ai N -0 Ay
(2.29)

Corolario 2.7.2 Para quaisquer eventos A1, Ay, Az, temos
Usando o corolario acima, temos

k
=S P(Xan = X = b, Xo = ) P(X = KXo = i)
k
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=Y P(Xoin = j| X = k) P(Xn = k| Xo = i) (2.31)

Isso mostra que
pij(m +n) szk m)pe; (n (2.32)

e portanto P, = P,P, e P, = P". A expressao (2.32) é a equagao de
Chapman-Kolmogorov.

¢

Estamos interessados em estudar processos estocasticos quanticos e em
obter uma definicao adequada para o que seria um processo quantico de Mar-
kov. Primeiramente observamos que uma construcao conhecida sobre o as-
sunto mostra que sob certas condicoes o equivalente da equacao de Chapman-
Kolmogorov nao ¢ valido em geral [29]. Entretanto no trabalho [15], obte-
mos um ambiente em que uma versao da equacao de Chapman-Kolmogorov
¢é valida.

Em termos algébricos, podemos pensar que a deducao de (2.32) acima
nao é valida para processos quanticos devido a equacao (2.30). Mais precisa-
mente, uma vez que em sistemas quanticos temos que levar em consideragao
a interferéncia causada por medigoes, faz-se necessario analisar com mais
detalhe como funcionam medidas de probabilidade em tais espagos.

Levando em consideracao a interferéncia, queremos construir um am-
biente onde seja possivel obter uma equacao andloga a de Chapman-Kolmogorov.
Faremos algumas consideragoes a respeito disso a seguir.

v

Em mecanica quantica, podemos considerar um espago inicial (2, A, p1) tal
como definimos espagos de probabilidade em teoria da medida. Entretanto
teremos que A é uma o-algebra e p é uma medida em A apenas quando
nos restringimos a uma tnica medi¢ao. Quando realizarmos varias medigoes,
ocorrem efeitos de interferéncia e desta forma nao estamos mais considerando
um problema de probabilidade cléssica [13].

Podemos pensar que a interferéncia ocorre porque ao contrario das medi-
das de probabilidade cléassicas, que podem ser bastante arbitrarias, as funcoes
de probabilidade quanticas sao obtidas de uma maneira bastante especifica.
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Em mecéanica quantica, temos uma funcao de amplitude a : Q@ — C, e se
B € A, definimos a amplitude de B por

AB) =) a(w) (2.33)

weB

e definimos a probabilidade de que B ocorra por
u(B) = |[A(B)[? (2.34)

Vamos formalizar tais ideias e fazer mais algumas consideragoes a respeito de
amplitudes condicionais. Serd instrutivo considerar um ambiente axiomatico
para a mecanica quantica, baseado em funcoes de amplitude. Iremos nos
concentrar no minimo necessario para nossos argumentos. Para mais detalhes
ver [13].

Seja 2 um conjunto nao vazio e seja a : {2 — C. Dizemos que w € €2 é um
ponto amostral, a fun¢ao a é uma amplitude de probabilidade, e (2, a)
é um espaco de probabilidade quantica. Um conjunto A C €2 é somavel
se > eala(w)]? < oo e denotamos a colecdo dos conjuntos soméaveis por Y.

Agora defina A : Xy — C por A()) =0e

AB) =) a(w) (2.35)

weB
Dizemos que A(B) é a amplitude de B. Agora defina

A(By N By)

A(Bq|Bs) :== A(By)

(2.36)

se A(By) # 0 e igual a zero, caso contrario. No caso em que A(Bsy) # 0, vale
que A(:|Bs) é uma medida complexa em P(f2), com A(Q2|By) = 1. Dizemos
que A(B;|B;) é a amplitude condicional de B;, dado B;. Observamos
que A(B) = 0 nao implica A(BN C) = 0 [13]. Por causa disso, férmulas do
tipo A(BNC) = A(B)A(C|B) podem nao ser verdade quando A(B) = 0.
Entretanto, quando os conjuntos condicionantes tiverem amplitude nao nula,
temos a seguinte formula

A(BiN---NB,) = A(B)A(By|B1)A(Bs|BiN By) - - - A(B,|B1N---N By, _1),
(2.37)
que é o andlogo para amplitudes da equagao (2.29). Defina a matriz A =
(a;j), onde
Aij = A(Xn1 = j|1 X, = 1)
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Agora vamos supor que a cadeia {X,, },en é markoviana quantica, ou seja,

A(Xn = xn|XO = JIO7X1 =T1,... 7Xn71 = .’Ij‘nfl) = A(Xn = xn|Xn71 = Q?nfl)

(2.38)
para todo n > 1, e todo zg,...,x, € S. Entao de maneira andloga a feita
para probabilidades, definimos a matriz de n transi¢des A,, = (a;j(n)), onde

e obtemos
aij(m+n) = a(m)ar(n) (2.39)

e portanto A, 1, = AnA, e A, = A™.

¢

2.8 Medidas de probabilidade induzidas por
QIFS

Vamos considerar o caso de um espago de Hilbert complexo de dimensao
N =2 e k =2, ou seja, duas matrizes V;. Sejam ¢, ¢z € R e também

Vi = VP11 /P12 V, = 0 0 p= P11 P2
0 0 ’ VD21 P22 )’ P3 P4

Queremos obter os pontos fixos de
L(p) = aVipVi" + @2VapVy'
para os V; definidos acima. Entao
aVipVi + @ VapVy = p (2.40)
implica
¢ [(\/pllpl + /P12p3) /P11 + (V/p1ip2 + \/p12P4)\/p12] = p1
2 [(\/pm/?l + /D22p3) /P21 + (V/P21p2 + \/]922/04)\/]922] = P4

E (2.40) também implica que py = p3 = 0, e entdo reescrevemos o sistema

acima como
q1 |:\/p11P1 v/DP1u1 + \/p12/)4\/p12} = p1
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Q2 |/ P21P1/ P21 + \/DP22P4+/P22| = P4

ou ainda como
apy + fps = p1 (2.41)
gp1+ hps = pa (2.42)
onde
a=qpi, [ =qpi2, 9= @p2a, h=qp»

Ainda, obtemos

P1= / %
1 1_a4
1-nh
P1= P4
9

0 que nos leva a uma restricao sobre os ¢;, a saber,

S 1—h
l—a g

Portanto, a solucao de (2.41) e (2.42) é

(N (0
P—P401—P4 0 1

Mas p; + ps = 1 implica a relagao

q1p12 0 1—qg2p22 0
— q1p12—q1p11+1 — 1—g2p22+q2p21
P 0 1—qip11 0 q2p21
qipi2—q1p11+1 1—q2p22+q2p21

(2.43)
Assumiremos agora que
p— ( P11 P12 )
P21 P22
é coluna estocastica. Seja 7 tal que Pm = w. Tal 7 é dado por
1 —
= ( D12 Pu ) (2.44)

C po—pn+ 1 p—pu+1

Compare (2.44) com (2.43). Basta entdo fixar ¢ = g2 = 1 entao temos que
as entradas nao nulas de p sao as entradas de w. Temos que a escolha feita
para os ¢; acima é tinica. De fato, comparando a (7, 7)-ésima coordenada de p
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com a i-ésima coordenada de 7, vemos que se existem ¢, que também tornam
p e T iguais, entao

q1pP12 . C]ipu
aipiz —qpun+1 @pie — ¢ipn + 17

o que implica
a(dipri2 — ipin + 1) = ¢ (@ipr2 — ipn + 1)

= Qq@ip12 — P + @ = adipiz — adipn + 4

e cancelando, obtemos ¢; = ¢|. Analogamente,

1 — q2pa - 1 — g5
1 — gapa2 + @2pa 1 — g5p22 + ¢5par

implica
(1 — qopa2) (1 — ghpao + gopo1) = (1 — ¢5pa2)(1 — Gapos + qopar)
= 1 — ghpas + GhP21 — Qoo + G2GbD30 — GoqaPaaPa

=1 — qpa2 + @ap21 — Ghp2o + C]zQéP%z — q205P22P21

Cancelando, obtemos
@aP21 = Q2P = G5 = @2

e portanto neste caso, a escolha de g; e g9 é Unica.

Considere um QIFS homogéneo F = { My, F}, p; }iz1... k, onde

() = VipVi
T (Vi)

onde os V; sao operadores lineares com ), Vi*V; = I e p;i(p) = tr(VipV;").
Desta forma A é simplesmente

Ap) = ZpF = Z VipVy

Por simplicidade, vamos supor que o sistema quantico considerado pode as-
sumir dois estados, e chamaremos tais estados de 1 e 2. Fixaremos k = 2 e
vamos supor que temos dois operadores lineares V; e V5.
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Dizemos que o par ({ X, }nen, tt), Xpn : Q@ = {1,...,k}, é um processo es-
tocastico quantico, QSP (caso homogéneo), associado ao QIFS F quando
p for definida por

WXy = Xy = 2) = 0V, Vi, Vi Ve po Vi Vi - Vi Vi)

(2.45)
onde py € My é qualquer operador densidade. Para explicitar tal estado,
podemos denotar tal medida por p,,. O operador py ¢ um estado de pré-
medicao, ou seja, temos um sistema quantico e preparamos o estado inicial
na forma py. Por exemplo, se queremos que o estado inicial seja 1, entao
basta escolher pg = [1)(1]| (ver [29] para um tratamento semelhante dado a
uma sequéncia de medigoes).

Com isso definimos para qualquer r,

%r%r 1 V* Vx*
fr poVa, Ve (2.46)
tr(%'r—l pov )

Tr—1

U(Xr = mrer—l = xr—l)

Definicao Dizemos que um processo estocastico quantico é Markov se
M(Xn = xn|X1 =Ty 7Xn71 = 'Tnfl) = M(Xn = xn|Xn71 = an,l) (247)
O

Observagao A condigdo ), V;*V; = I é suficiente para mostrar que a
medida de uma particao de cilindros é igual a 1. Por exemplo, para dois
estados 1 e 2, para k = 2 e denotando

p(ij) = (X1 =14, Xo = j),
temos o
p(11) + p(12) + p(21) + p(22)
= tr(ViVipVi'Vy') + tr(VaVipVi've') + tr(ViVapVy Vi) + tr(VaVapVy'Vy)
= tr(VyVilVipVT]) + tr(Va' Va[VipVY']) + tr(ViVi[VapV3T]) + tr (Vo Va[VapVy )
= t?“((Vl Vi+ VaVa)[VipVyr ) +tr< Vivi+ Vg Vz)[V2PV2]>
= tr(VipVy’) + tr(VapVy') = tr((ViVi + V3 V2)p) = 1 (2.48)

No entanto observamos que existem exemplos onde podemos mostrar que
a medida de uma particao de cilindros ¢é igual a 1 mesmo sem supor que
>, Vi*Vi = I. Isso ocorre, por exemplo, na construgdo com matrizes es-
tocdsticas a seguir.
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¢

Agora vamos considerar o caso particular em que o operador py € My
na defini¢io de QSP é ponto fixo do operador A(p) = S2F_, V;pVi* induzido
pelo QIFS F.

Considere o caso particular em que temos
vi=(vinvRe) by (D 0 ) )
0 0 VP21 /P22

definidos no inicio desta secao. Supomos que a matriz P = (p;;) é coluna
estocéstica e que temos 7 tal que Pm = m. Por exemplo, temos

w(X1 =1, Xs =2) =tr(VoVipoVi'V5') = po1(p11p11 +p12p22) = parpr (2.50)

pois com a escolha de V; que fizemos, temos que as entradas nao nulas de py
correspondem as entradas de w. Entao podemos interpretar p;; como sendo

De forma semelhante,

p( Xy =2,Xo =1) =tr(ViVapo V5 Vy") = prapaz (2.52)

(X =1,Xo =2, X3 =1) = tr(ViVaVipoVi'V5' V") = prapa1pna (2.53)

Observacao Um calculo simples mostra que as escolhas de V; dadas por
(2.49) sao tais que Y. V;*V; # I, mas no entanto temos

p(I1) + p(12) + p(21) + p(22) = 1
¢

Para provar que a escolha (2.49) se reduz ao caso cldssico para qualquer
sequéncia, usaremos o seguinte lema.

Lema 2.8.1 Suponha N = 2, k = 2. Entao para todo m, para a escolha de
Vi dada por (2.49) e po correspondente ao vetor estaciondrio w de P, temos
que o produto

Ver Vi o Vi pVE VI -V (2.54)

xy ¥ T2

(;8) ou (82) (2.55)

dependendo se x,, = 1 ou x,, = 2, respectivamente.

m—1

€ da forma
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Prova Por indugao. Se m = 1 entao

VipoVy = ( P11 ‘5]912022 8 ) (2.56)
) 0 0
VaroVy = ( 0 por1p11 + Pazp2z ) (2.57)
Supondo o lema valido para m, consideramos o produto
Vet Ve Ve paVi Vi Vi Vi (2.58)

Suponha z,,,; = 1. Entao um célculo simples mostra que

V(OO)V eVl(O*)V1 (2.59)
possuem apenas a entrada (1, 1) nao nula. Analogamente para o caso em que
Tme1 = 2, OU seja

i o) e n(y ) )n (2.60)

possuem apenas a entrada (2,2) nao nula.

Lema 2.8.2 Fizando

temos que

M(Xl =21, X0 =T9,..., X, = xn) = Pzpan_1Prn_12n_2 " " PrzzoProxt P11
(2.62)

onde p;; denota a (i, §)-ésima entrada de py, autoestado de A(p) =Y. VipVi*.
Prova Por definicao, temos

M<X1 :xl"”’X":xn) = tr(v ‘/;n 1 "/12‘/:131p0v* | V) V

x1 VT2 x Tn )
(2.63)
Faremos a prova por indugao. Suponha n = 1. Entao

u(X1=1) =tr(VipoVi") = p11pi1 + P12p2e = pua
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w(X1=2) =tr(VapoVsy') = pa1p11 + Dazp2e = pa2

Apenas para exemplificar, mostramos também o caso n = 2. Temos, apos
alguns cdlculos,

u(Xi =1, Xy = 1) = tr(ViVapo V' V) = pupn (2.64)
/L(Xl =1,X,= 2) = 757”(V2V1POV1*V2*> = P21p11 (265)
p(Xh=2,Xo=1) =tr(ViVaopo Vo' V") = pr2p2e (2.66)
w(Xy =2, Xy =2) = tr(VoVapo Vo' V') = pospao (2.67)

Suponha o lema valido para n, vamos provar para n + 1.
Primeiro, suponha z,,; = 1. Entao
M(Xl =Ty aXn = men-‘rl = 1)

=tr(ViVe, - Vo, Voo po Vi Vi -+ V2 - VE V) (2.68)

1 T2 Tn—1

Usando o lema 2.8.1, temos dois casos. Se x,, = 1 entao

Vi, o+ V%Vxlpovgg*lvxz ce Vx*n,ﬂ/x*n = ( Ek) 8 )
e portanto

A * * * 0 * *p11 0
mn---vmlpmlm---vxn_lvgnvl=v1(0 o)WZ( ’ O)

e portanto tomando o trago obtemos

tr(ViVi, -+ Vo, Vi po Vi Vi, - Vi Vi V)

1 T2 Tn—1

= P11P1zyp_1Prrn_12pn_o " PrzzoProz Priz1 (269)

Analogamente se x,, = 2

Vxn e ‘/vaxlpo‘/;c*l‘/;; e V:”t*n_lv;f*n = < 8 2 >

%Vxn""/;ﬁzvivlpovﬂu‘/fm'“an—l%"‘/l =" ( 0 = )‘/1 N < 012 0 >

e tomando o traco,

tr(ViVi, -+ Vo, Ve po Vi Vi, - Vi Vi V)

1 T2 Tn—1
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= P12P2z,,_1Pxp_12n_2 " " PrszoProzi Priz: (270)

Agora, supomos x, .1 = 2, e procedemos de maneira andloga.
M(Xl =1, 7Xn = m117)(7%%1 = 2)

= tr(VaVa, -+ Vi Ver po Vi, Vi - - Vi Vi V) (2.71)

L ) Tn—1" Tn

Pelo lema 2.8.1, temos dois casos. Se x,, = 1 entao

Vxn...‘/‘r2vx1pov*v*‘__v* V* :<* O)

Tl T2 Tn—1 Tn O O

e portanto

* % * * /% * 0 . * 0
%%n."%Q‘leO%lez”'an1VznV2_VQ(O O)VQ_( 2(9)21 0>

e portanto tomando o trago obtemos

tr(VoVe, - Va, Vo oV, Vi, - Ve Ve V)

1 T2 Tn—1" Tn

= P21P1zy_1Prp_12n—2 * " PrzzoProzi Pri11 (272)

Analogamente se x,, = 2

z1 V@ Tn_1' Tn 0 x

vxn '..‘/;.2vxlpov* V* ...v* v* — < 0 O >

xr1 T2 Tn—1" Tn 0 * O O

%Vxn-..%valpov*V*,'_v* V*‘/Q*:‘/Q(O 0)‘/2*:(*]?22 O)
e tomando o traco,

tr(VoVe, - Va, Vo Vi, Vi, - Ve, Ve V)

Ty X2 Tn—1

= P22P22,,_1Pxp_12n—2 * " PrzzoProzi Pria: (273)

Isso conclui o lema.

Corolario 2.8.3 O processo estocastico quantico induzido por

e (FT) e () e

é Markow.

33



Prova Evidente, pois pelo lema a medida p se reduz a medida de Markov
para matrizes.

O

Exemplo 2.8.4 Vamos supor que temos aplicagoes lineares Vi, Vo quaisquer
e que py € ponto fixo de

Ap) =D VipV'
[
Mostremos que para [, m quaisquer,

,u(X1 = l,XQ = m) = /,L(XQ = Z,Xg = m)

Note que
WXy =101Xo=m) =tr(V,,VipoV;*V>) (2.75)
e
W Xo =1, X3 =m) = ZM(Xl =p,Xo=1,X5=m)
p
= tr(VViVipo ViV Vi) + tr (Vi ViVapo Vo Vi V7))
= tr(VaVi(Vipo Vi + VapoV5)ViVin ) = tr (Vi V) (276)

¢

O exemplo acima sugere o resultado geral:

Lema 2.8.5 Para V; aplicagoes lineares e py ponto fixo de A(p) =Y. VipV;*,
temos para m,n quaisquer,

N(Xl — xlyXQ =T2,... aXn - xn) - M(Xm+1 - $17Xm+2 =T2,... 7Xm+n = In)
Prova Provaremos no caso em que temos duas dinamicas possiveis. Temos
M(Xm =21, X1 = T2, -+, X = xn)

= Z /L(Xl = il,XQ = ’iQ, c. 7Xm_1 = im—laXm = T1,... 7Xm+n = In)
— Z tr(Vay - Vi Vi - Vi Vipo ViV - )

+tr(Ve, - Ve Vipuy -+ Vi Vapo Vo Vi )

m—1
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= > (Ve VaVipy o Viapo Vit Vi - Vi Vi V)

12 713 -1 1 Tn

Repetindo o procedimento acima para iy, i3, etc. obtemos
,U/(Xm = $1,Xm+1 = T2,... 7Xm+n = l’n) = t?"(‘/;;n e ‘/zlpovx*l e ‘/:T*n)
o que conclui a prova.

O

Exemplo 2.8.6 Vamos fazer uma inspecao referente a equacao de Chapman-
Kolmogorov, ou seja, queremos saber se vale a igualdade

i (m +n) Zuzk m) g (n (2.77)

onde
pij(n) = p(Xmin = j| Xm = 1)

Vamos tomar, por exemplo, m =n =1 = j =1 entdo

Z pie () g () = a1 (1) pea1 (1) 4 g2 (1) pr (1)
tr(ViVipVi V)2 tr(VaVipVi Vi) tr(ViVopVy VYY) (2.78)
tr(VipVy)? tr(VipVi)  tr(VapVy) '
e
pij(m +mn) = p(2) = p(Xz = 11X, = 1)
_ tr(ViViVipVivive)  er(ViVaVipVi vy vy) (2.79)

tr(VipVy) tr(VipVy)

Fizando Vi e Vy da forma (2.61), obtemos cdlculos cldssicos e entdo temos
a formula de Chapman-Kolmogorov. Agora, tomando

(30 u-(30)  ew

temos, por (2.78) e (2.79):

tr(ViVipVe V)2 | tr(VVipVy Vi) tr(ViVepVs V) o pu (2.81)
tr(VipVi)?2 tr(VipVy) tr(VapVy) pii+dpy
tr(ViVipiVevy) | tr(MVeVipVrVeve) (2.82)

tr(VipVy) tr(VipVy)
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Entao vale Chapman-Kolmogorov neste caso se, e somente se, pss = 0 ou
seja, se p11 = 1. Observamos também que . V;*V; # 1.

Para concluir o exemplo, tomamos Vi e Vo com Y . V*V; =1, a saber,

oy Lo
— — 3
" (O O>,v2 /30 (2.83)

Escolha por exemplo py = 1|1)(1| + 3]2)(2|. Um cdlculo simples mostra que
(2.78) e (2.79) sao distintos. Logo, estes cdlculos mostram que a equagdo de
Chapman-Kolmogorov nao vale em geral.

¢

Lema 2.8.7 Para todo QSP Markov homogéneo no tempo, vale a equac¢ao
de Chapman-Kolmogorov.

A prova é a mesma vista na secao 2.7, pagina 24.

¢

Gostariamos de obter uma versao nao homogénea para a medida definida
por (2.45), pagina 29, para o caso homogéneo, i.e., queremos definir uma
medida induzida por um QIFS nao homogéneo. Sejam W;, ¢+ = 1,...,k
operadores lineares tais que ), W;*W; = I. Seja py € My qualquer. Defina

WXy =z1,..., X, =x,) =

tr(Wa, Ve, po Vi, Wi, ) (W Vi, Vary p0 Vi VI, W)

— tr(W,, poW* z1 T ®2 @3
’I“( 1P0 ac1) tT(V:mpO‘/x*l) tr(‘/xgvxlpo‘/;;*l ‘/;2) X
y trWa Ve oy oV poVy - Ve Wo )
tr(Va, o= Vi poVyy - Vi )
( n n—1 1p0 1 n—1 n> (284)
tr(‘/xnfl T vmlpo‘/x*l T Vm*n—l)

ou seja,
Xy =x,..., X, =x,) =
- tr(Wxiinfl T V’mpovx*l e V;:t,lwcjl)

tT(in_IVwi_Q e ‘/;IPOV* .. V* v* )

z1 Ti—2 " Ti—1

(2.85)

i—9

~
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Observagao Um calculo mostra que, com a suposicao >, W W, = I,

temos
Z w(in i) =1

i17---7;'n,

Além disso, supondo que W; = V; para todo i, recuperamos a definicao de
medida para QSP, caso homogéneo, ou seja,

w( Xy =mx,..., X, =x,) =

tr(Vo, Vi oo Vi Ve poVEVE oV V%) (2.86)

n—1 T1 T2 Tn—1 ITn

Sendo assim, considere um QIFS F = { My, F;, p; }i=1. , onde

() = VipVi!
M ViV

onde os V; sao operadores lineares e p;(p) = tr(W;pW;), com >, W W; = 1.

Definigao Dizemos que o par ({ X, }nen, pt), Xn : @ = {1,...,k}, é um
processo estocastico quantico associado ao QIFS nao homogéneo F se u
é definida por (2.85), onde py € My é qualquer operador densidade.

E definimos para qualquer r,

WXy = a0, Xoq = 2,21)
N(erl = :Urfl)

tr(W.V,—1poV, W)

tr(Ve—1poViiy)

Observacao Na definicao acima podemos, é claro, considerar o caso par-
ticular em que py € ponto fixo do operador

IU(XT‘ = 'IT|XT—1 = x'r‘—l) ==

= tT(Wr_poW;;l) (287)

u VipVi*
Ap) =Y tr(WipW;)———Lt—
induzido pelo QIFS F.

O

Lembramos que um QSP homogéneo sempre é estaciondrio. O seguinte
exemplo fornece uma intuicao com respeito a questao de estacionariedade
para QSP nao homogéneos.
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Exemplo 2.8.8 Seja { X, }neny QSP induzido por um QIFS nao homogéneo.
Vamos fazer uma inspecao com respeito a estacionariedade. Queremos saber
se

WXy =1,X=2) = p(Xs =1, X3 =2) (2.88)
Por definicao temos:

tr(WaVipoVi*W5)
tr(VipoVy")

w(Xh =1, X5 = 2) = tr(WipoWy) (2.89)

E também

[L(Xg = 1,X3 = 2) = [L(Xl = 1,X2 = 1,X3 = 2)—|—,LL(X1 = 2,X2 = 1,X3 = 2)

tr(WiVipo Vi W) tr(WaViVipo Vit VirWs)
tr(VipoVi') tr(ViVipo Vi Vy)

tr(WiVapoVa Wi ) tr(WaViVapo Vo VirWs )
tr(VapoVsy) tr(ViVapo Vs Vi)

= tr(WipoW7y)

+tr(WapoW5)

(2.90)

r(VipV) \ i (Vipe Vi Vy)

Vapo Vs (tr(WMpon*Wf‘)ﬂV*W*]
tr(VapoVs) \ tr(ViVapoVy Vi) /17172

Observe que no caso homogéneo, as duas fragoes entre parenteses em (2.91)
sao 1guais a 1 e entao se py € ponto fixo de A, temos a estacionariedade, fato
que ja provamos em geral anteriormente. Mas no caso nao homogéneo, 0s
termos em parenteses nao sao iguais a 1, em geral.

— tr {Wzvl [tr(WlpOWf)

+tr(WapoWsy)

(2.91)

O

2.9 Apéndice: Aplicacoes completamente po-
sitivas

Vimos brevemente na secao 2.6 a definicao de aplicagoes completamente po-
sitivas. Nesta secao definimos tais operadores com mais detalhe.

Seja C™ ™ o conjunto das matrizes complexas de ordem n. Diremos que
A € C™™ é positivo, denotado por A > 0, se A for hermitiano com espectro
nao negativo.

38



Uma aplicacao linear ¥ : C**" — C™ ™ ¢ dita positiva se ¥(A) > 0,
para todo A > 0. Seja I; a matriz identidade de ordem k. Toda aplicagao
linear ¥ induz uma aplicagao

Ik ® v - Ckxk ® Cnxn — (Ckxk ® (mem

quando definimos

([, RU)(MRA)=MxV(A)

e estendemos tal definicao por linearidade. Todo elemento de C*** @ C™*»
pode ser escrito na forma

i.e., onde cada elemento A;; ¢ uma matriz em C"*". Entao

Ay o Ay U(An) - Y(Awp)
ow)( =+ - )= : :
A o A V(A1) - Y(Akk)

Dizemos que ¥ é k-positiva se [, ® ¥ for uma aplicagao positiva e chama-
remos ¥ de completamente positiva se for k-positiva para todo k.

Nem toda aplicacao positiva é completamente positiva. O exemplo cléssico
é a transposicao, que é positiva, mas nao é 2-positiva. De fato, denote por T'
a transposicao em C?*2. Seja

100 1
OOOO 2X2 2X2
OOOOGC ® C
100 1

Entao
100 1 1000
0000 0010

LT g 000’010 0

1001 000 1

que nao é hermitiana, e portanto nao é positiva.

Uma aplicagao linear ¥ é dita copositiva se ¥ o7 for positiva. De forma
analoga ao que fizemos antes, ¥ serd dita k-copositiva se [, ® ¥ for uma

39



aplicagao copositiva e chamaremos ¥ de completamente copositiva se for
k-copositiva para todo k.

Toda aplicacao A completamente positiva (CP) que preserva o trago pode
ser representada (de forma nao tnica) na forma de Stinespring-Kraus,

k k
Ap) =Y VipVi', Y ViVi=1,
=1 =1

onde os operadores lineares V; sao ditos operadores de Kraus [24].

40



Capitulo 3

Formalismo termodinamico e o
operador de Ruelle

3.1 Problema variacional

Estamos interessados em problemas variacionais tais como o problema de
Pressao que encontramos em Formalismo Termodinamico. Comecamos com
um exemplo para motivacao.

Seja Hy um espaco de Hilbert complexo de dimensao N. Como antes,
seja My o espaco dos operadores densidade em H . Inicialmente desejamos
obter pontos fixos para um operador do tipo A : My — My,

k
Alp) = _VipVi,
=1

onde os V; sao certas aplicagoes lineares. Vamos tentar relacionar esta analise
com estados que maximizam pressao. Nossa andlise inicial ocorre fazendo
N =2ek =2 Sejam

v, U wy W
() e ) o= (m ),
Vs U4 w3z W4 P2 P4

onde V; e V3 s@o operadores invertiveis e p é operador densidade (i.e., hermi-
tiano, positivo, trago igual a 1).
Suponha que p é tal que

VipVil + VapVy = p. (3.1)

Um célculo para (3.1) produz 4 igualdades, mas duas delas sao idénticas,
entao temos 3 equacoes independentes:

(p1|v1 2+ pv1 03+ P02+ palval?) + (1| w1 |+ porw W3+ parwa + palws|?) = pr
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(p1]vs]*+ p2vsTa+ 20304+ palval®) + (p1 [ws ] + powsWs+ pawswa+ pa|wal*) = pa
(P1V1T3+ P21 Ta + P2V2T3 + PaV2Ts ) + (1 W1 W3 + P21 Wi+ PaweWs + PawWals) = po

Ainda, note que como p é densidade, temos ps = 1 — p; e entao podemos
reescrever o calculo acima, com as coordenadas de p em evidéncia para obter

,01(|U1|2 - |U2|2 + |w1|2 - |7~02|2 — 1) + po(v103 + wyw3)

_'_E(UQ’U_l + wa_l) + (‘02‘2 -+ ’U)QP) =0 (32)

p1(|vs]® = Jva|® + |ws|® — |wa|® + 1) + pa(v30s + w3t05)

+02(v4T5 + wyw3) + (Joa]? + [wa|? = 1) =0 (3.3)

p1 (0173 — V9T + W W3 — way) + po(v1Us + wiwy — 1)
+E(/U2/U_3 + w2w_3) + (UQU_4 + U)QU]_4) =0. (34)

Chame de F;, G;, J;, 2 =1,...,4 cada termo em parenteses nas equagoes
acima de tal forma que é possivel obter os coeficientes de p em funcao dos V;
ao reescrever as equagoes (3.2), (3.3) e (3.4) como

p1F1 + pafy + pofs + Fy =0

p1G1 + pQGQ —f—mGg + G4 =0
p1J1+ pada + pads + Jy =0,
(note que os F;, G;, J; ndo dependem de p). Neste caso a solugao é

= 2 ses(2aa)) $9M0) Fo2)Go3)Jow)
S
T Y sty S9N Fy) G Jy)

(3.5)

Yoes(1zay $9M0) Fo)Go3) Jo()
2ves1,23h SINNE1)Ga2) Iy s)

P2p = (3.6)

Uma condi¢ao que impomos sobre os V; é VfVl + V;VQ = I. Em coorde-
nadas, temos
01?4 |vs]? + |wi[* + |ws]? = 1
02”4 [va]® + |wa]? + |wal? = 1
V105 + V304 + wiWs + wswy = 0.

Ficam assim determinados os pontos fixos através das equagoes (3.5) e (3.6).
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Exemplo 3.1.1 Seja

: 0 : T—p 0
vzzk \/2_9 7‘/:7,l< )7
1 6(0 —\/ﬁ) T 0 Ty

onde k,l € R, p € (0,1). Entao VfVl—l-VQTVg = I. Neste exemplo, um cdlculo
simples mostra que as funcoes F;, G; e J; se reduzem a

F=0i=1,...4

G;=0,i=1,...,4
Ji=0, Jo=-2, Jy=J, =0

e portanto ps = 0. Entao
_(a O
p= ( 0 1—gq )

¢ invariante para A(p) = VipV]' + VapVy | para todo q € R.

Exemplo 3.1.2 Seja
ik —
V=V, =S ( VP Vb )

I—p P

S

Alguns cdlculos nos fornecem
Fr=2p—-2 Fo=+p(l—p), F3=+p(1-p), Fa=1-p

Gi=2-2p, Go=—+/p(l—-p), Gs=—+/p(l—-p), Gs=p—1
Ji=2p(l=p), Jo=—-p—1, Js=1-p, Jy=—/p(1-p)

Resolvendo, obtemos que

1 2p24/p(1—p)+1-p

2 p—1 P2
p= 2p24/p(1—p)+1—p
po L 5=

com py € R, ¢ invariante para A(p) = VipVy + VapVl, k € R, p € (0,1).
Fazendo py = 0, obtemos a solugao diagonal 1/2.
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Exemplo 3.1.3 Um ezemplo nao diagonal. Seja

11 290 0
Vi=|( 3 % Vy = 359
}1 }1 ’ 31359 /359
4308 20
Um calculo nos fornece
. . 25 31 19 31
— [ 124 240 144 240 | —
ViVi+VoVa = 50 40 )+ % 8%’ ) =1
240 400 240 400

Resolver (3.1) usando (3.5) e (3.6) nos fornece py livre e

1746 4837 9 6
_ _ V390) o1+ —2— /300 4+ 2
P2 = (33335 ~ 353430 V20 T a5 V2Nt 5

24383 4837 9 9
P2 = Vv290)p1 — —=—=Vv290 — —
P2 (14001 * 1353430 o1 1885 13

Mas py € R, portanto ps = p2 e assim obtemos

p1 = 0.5296472016

p2 = pz = 0.002881638863v'290 + 0.1319376051 = 0.1810101467

e entao
B ( 0.5296472016 0.1810101467 )

~\ 0.1810101467 0.4703527984
€ ponto fixo para A.

¢

Agora consideramos um problema variacional de pressao, via multiplica-
dores de Lagrange.

Seja
(P op2\ [ vitup vt H— hy o hy
p= = . . H= —
P3 P4 v3+im3 Vg +iny hy  hy
1 1
F(p) = —tr(plog p) — mtr(Hp) = S(p) — tr(Hp)

Queremos obter p, tal que

F(pg) = sup F(p) (3.7)
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onde M,, é o conjunto dos operadores densidade de ordem n. Nos nossos
calculos, n = 2.

O problema acima é o correspondente a maximizacao de pressao em
Formalismo Termodinamico. Note, porém, que nao existe nenhuma carac-
teristica dinamica em tal problema, visto que a entropia que consideramos
nao estd associada a nenhuma dinamica. Mais tarde vamos considerar pro-
blemas desta natureza, mas onde desempenha papel importante a dinamica
de um QIFS (via um diferente conceito de entropia).

Defina ainda
G(p) =vi +in + vy +ing — 1
I(p) =r2 — 13
J(p) =mn2+ns
C(p, A\, i1, ) = F+ MG + ul +¢J

Entao o
tr(Hp) = hip1 + haps + hapa + hapa

= hy(v1 +im1) + ho(vs +ins) + h/_Q(VQ +in9) + ha(vy + iny)
e de VI' =0, temos:

hl @hl .
Syl—?—i—)\:(), Sm—?—l-l/\zo

hy thy
SI/Q_?—"_ILL_O? Snz_?_FC_O

hg ZhZ
SVS_T_ILL:O’ Sn3—?+<:0

h4 lh4 .
SV4—T+)\:O, ST)4_T+Z)\:0

v+ =1, m+mn=0

Vo = Vs, T2 = =13

Sejam f3; e 3, os autovalores de p. Entao p = BDB™!, onde B é a matriz

dos autovetores de p e
B 0
D = ,
( 0 B

e entao S(p) = S(B1, f2) = — 1 log B1 — B2 log fBa.
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Como estamos em dimensao 2, podemos ainda escrever

1 1
B = %+%+§\/(p1 — pa)? +4paps, Bo = %+%—§ (p1 = pa)? + 4p2ps.
Entao
I 1961 0B 1 0p;
Sy, =——1o —Bi—————1lo — Bo———
! om 8h = h prOm  Om 86 =P B2 Om
B 0
=——( 1) — =—=(1 1
al(ogﬂl—{_ ) (3771(0gB2+ )
0 0
= 5, =~ (o B+ 1) = 2log -+ 1),
s 96, -
eS, = o (log 51 + 1) — o, (logfs+1), i=1,...,4.
E temos, escrevendo p, = v, +ing, k = 1,...,4 sempre que for conve-
niente,
%_1+1 P1— P4 351_ P3
O 2 2/(p1— pa)® + 4p2ps’ vy \/(p1 — pa)? + 4paps
5’51_ P2 %:1 1 P4 — P1
s \/(p1 — pa)? + Apsps’ s 2 2\/(p1 — pa)? + 4paps
%:1_1 P1— P4 352:_ P3
O 2 23/(pr — pa)? + 4paps Ova /(o1 — pa)? + 4paps
8/32:_ P2 %:1_1 P4 — P1
s \/(p1 — pa)® + 4paps’ a2 2\/(p1 — pa)® + 4paps
0B _ 0B 0B _ ;082 k=1,... .4
8nk 81/k 8nk aVk
Das equagoes para VI' = 0, temos
h h
&—%—%+%:o
Ch My
=S, — S5, = T T
I 02 I Iz hy —hy
——K - —Ky+ —K +—K, =
81/1 ! 8V1 2+ 6V4 1 8V4 2 T
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opy 9B 0Ba  0f2 hy — hy
O ORI R (22 T2,
= (6V4 81/1) + (8114 87/1 T ’
onde
Kl =1 +10g51, K2 =1 +10g52

Pelas expressoes para (5, e 5o obtidas acima, vemos que

0By 0B o P4 — pP1

Ovy O V(p1 — pa)? + Apsps

e que

06 _ 0 _ _(352 _ 352)
81/4 aVl 81/4 (91/1

Entao simplificamos para obter

P1— P4 log B2 ha—hy (3.8)
V(o1 — pa)? + 4paps °ho T
Continuando, temos:
. b
S,,Q—T—FSZ,?,—T—O
861 652 aﬁl 852 2
— K — K ——K h
= 61/2 ! 8V2 81/3 ! 81/3 2 TRe( 2)
P2+ p3 P2+ p3 2
= —( )Kl - (— )KQ = —RG(hg)
V(o1 = pa)2+ 4paps V(o1 = pa)2 + 4paps T
p2 + p3 Ba 2
= log == = —Re(hs) (3.9)
Vipr—pa)2+4psps B T
E ainda _
1ho ihe
SnS—?—Sm—l—?:O
2
Sps — Syp + =Im(hy) =0
T
0B 0B, [oJo5) o)
——K —K K +—K Im(h 0
- ony ' O 2+377 32 2+Tm( 2) =
: b 0B, 0B 0B 2
— K, — K K Ky) =—=Im(h
:>Z( s 1 s 2+ B 1+ D 2> T m(hy)
. p3 — P2 P2 — P3 2
=1 K+ Ky ) = ——[m(hQ)
(\/(Pl — pa)* +4paps V (p1 = pa)? + 4p2ps ) T
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: P2 — P3 o 2
=X log =) = —=Im(hs)
<\/(pl — pa)? + 4paps 51> T
P2 — Ps3 Pa 2.
= log —= = —ilm(hs) (3.10)
V1 —pa)2+4pps B T ’
Somando (3.9) e (3.10), obtemos
P2 P2 hy
log — = — (3.11)
Vit —pa)2+4pps B T
Defina . 5
B=B(51,52) = log —*

Vi —pa)? +4pps P

e reescreva as equagoes (3.8) e (3.11) como

h4 — hl h4 - hl
—_— P— = -
e I
e hy
pl=T=0=7,
e obtemos
P2 ho P2 ho

f— j f— .

P1 — P4 hy — hy 2p — 1 hi — hy
Note que a expressao acima nos diz que obtemos uma solucao diagonal se,
e somente se, hy = 0. Substitua em (3.11) a expressao de ps obtida acima,

entao aplicando os vinculos impostos sobre p e um calculo elementar nos leva
a

Pre= (3.12)

e’”;h‘*vlﬂh(\ﬂ T ah— 1) +1+IT4h
{ VT 4h<e’”;h4\/1+4h T 1> } ’

pag = (e VIE — 1) (3.13)
2,9 — — s .
! V14 4h(eh1Th4v1+4h + 1) (hl - h4)

onde h = |hy/(hy — h4)|?. Ainda, note que se hy = 0 entdo h = 0 e assim
recuperamos a solucao do caso classico.

Suponha que fixamos p, = (p1,, p2,) solugdo para o problema (3.1) e
vamos impor que

DO | —

P1p = Plg
P2p = P2, (3.14)
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Podemos pensar no problema de obter hq, hy e hy em funcao da solugao
P1p, P2,p- Alguns célculos nos mostram que

1 _ 2p1pVI+4h—1-V/1F4h T
L L 08 201 pV/1+4h+1—+/14+4h
1— Ny =

V1+4h

log ( _ 2p1,p\/1+4h—1—\/1+4h>p27pT

h2 _ 2p1,pV1+4h+1—+/1+4h ‘ (3.16)

V1+4h(2p1, — 1)

Note que tais expressoes implicam

(3.15)

ho __ P2
hl — h4 1-— 2p1,p

(3.17)

e portanto temos uma expressao para h = |hy/(h; — hs)|* que nao depende

dos h; (pois a solucao p, = (p1p, p2p) Para o problema (3.1) nao depende dos
Vamos escrever a expressao matricial de p. Multiplicamos e dividimos as

expressoes (3.12) e (3.13) por e~ (M/T)VI+4h ¢ yearranjamos para obter

o~ VIFIh _ " /TFR ]
1+ 4h(e_LTlm fe 7 L+dh)

[1 + (3.18)

| —

Plq =

e*}%m . eJ—Tl 1+4h
VIF dh(e#VIFh 4 e}?m)}
T+dh _ 6_%m)h2

VI IR Py R ()

12 & ho 1 _1 _h
I 2 72 hl*h4 P 5 72 h17h4
Pq = 1 = < 1 ) +7 h 1 . (321)
( Tk 272 ) 0 3 = 2

(3.19)

(3.20)

1 - 1+4
anh 1 = h)VLIH he(—1,1), (3.22)
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a ultima igualdade seguindo da defini¢ao

e?r —1

tanhz =
e2r 1

Queremos saber quais hipdteses sobre H fazem com que sup F'(p) = 0.
No problema variacional classico, tal fato ocorre se

hy = —Tlog (1 - e—%“) (3.23)

ou seja, se
h

S (3.24)

Note que tal condi¢ao implica que h; > 0 e hy > 0.
Vamos calcular a pressao. Temos

1
F(pg) = —tr(pglog pg) — TtT(Hpq)

_ (1 V(I — ha)* + 4|h2|2> log (} V(7 — ha)* + 4|h2|2>

2 T 2 — ) 2 T 2 — )

(O IR (1 T

2 T 2(h — ) 2 207 — ha)

1 (h V|hel* | hy
—— | =(1— 2 —(1 2
R )] (3:25)

onde usamos os autovalores Ay de p, para calcular a entropia. No caso
classico, hy = 0, o que implica h = 0 e entao

L. v
Ap =+ -
T 272
€
1 1 1 1
Flpg) = =5 ( (1=10g 5 (1 = 7)+(149) log 5(1 + 1) (A (1=7)+ha(149))
com 7 reescrito como
hy hy
T e T hh1—h4
VY= —————— =tan
e’hTil + 6’%1 2T

Lema 3.1.4 Suponha hy = 0, T = 1 e que (3.24) vale. Neste caso, 7 =
e~hi —e=M ¢ F(p,) = 0.
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Demonstracgao Imediata.

Note que tanto no caso classico como no geral, temos limp .,y = 0.
Ainda, limy_,ov = 1, dependendo do sinal de h; — hy.

Alguns célculos sugerem que os seguintes resultados sao validos.

Conjectura 3.1.5 Seja H hermitiano, entdo limy_, F(p,) = log2. Deno-
tando por Fr(p,) a pressao na temperatura T, temos ainda que {Fr(pq) }7-,
€ uma sequéncia monaotona.

Conjectura 3.1.6 Suponha que H € tal que hy, hy satisfazem (3.24). Entao
para o p, associado, temos F(p,) <0 e F(p,) =0 se, e somente se, hy = 0.

O lema acima mostra que a condi¢do (3.24) é apropriada para o caso
classico, mas nao para o caso geral. Uma ideia seria obter uma generalizacao
de (3.24). Observe que no caso classico temos, por (3.23), o seguinte:

Lema 3.1.7 Suponha que hy — hy = k. Entao
hq hq hy
e T +e T =1k=Tlog(eT —1) (3.26)

Ainda, note que a diferenca h; — hy depende de apenas uma das entradas
de H. Entao podemos supor que no caso geral, temos

h4 = hl + k?(hl, hg, T), (327)

onde k é uma funcao de h; e he, mas nao de hy. No caso classico, tomamos
k = kq(hy;T) := —Tlog (eth1 — 1>. Mas a principio, poderiamos fixar k
igual a uma constante, e tentar obter solucoes. De fato, alguns cédlculos nos
mostram como obter H tal que F(p,) = 0. As expressoes sdo as que seguer.

Defina
VPR P)
o= ,
k
entao
1 4| ha|? -« 1
hy = §<k(1+7)—T+T(alog T7a — log [Z<1 —a) (1+a)]>
h4 - hl - ]{Z, (328)

com hy livre. Em particular, note que se hy = 0 entdo a = v = tanh (k/27T),
e resolvendo (3.28) para k nos fornece duas solugoes, a saber,

k:Tlog(eth—1> ou szlog(—eth—l)

e note que a primeira destas é igual a condigao (3.26), e portanto tal proce-
dimento nos permite reobter o valor de k para o caso classico.

o1



¢

Vamos analisar o problema (3.1) onde temos apenas um operador V;
invertivel. Isso equivale a considerar as equagoes (3.2), (3.3) e (3.4) onde as
entradas w; de V5 sao nulas. Entao

pr([on]? = [va|* = 1) + pa(0173) + Pa(vav1) + ([vaf*) = 0 (3.29)
pr([vs]* = [val* + 1) + pa(v37) + P2(v4T3) + (Ja]* = 1) = 0 (3.30)
p1 (V103 — voUg) + pa(v1Ug — 1) + Pa(v2U3) + (v975) = 0. (3.31)

De forma semelhante ao caso anterior, chame de f;, ¢;, 7;, ¢ = 1,...,4

cada termo em parenteses e entao

pifi+pafo+pafs+ fa=0

p191 + p2ge + P293 + g2 =0

p1j1 + p2j2 + p2jz + Ja = 0,
Como antes,

ZaeS({2,3,4}) 5g1(0) fo(2)90(3)Jo(4)
Pip = — -
Z'yes({l,2,3}) 59”(7)&(1)%(2)%(3)

(3.32)

ZUES({LBA}) sgn(0) fo(1)90(3)Jo(4)
P2,p = ,
ZveS({1,2,3}) 591(7) fr(1)Gv(2) Jv(3)

Observamos que mesmo neste caso, a férmula explicita envolvendo as
componentes f;, g;, 7; ¢ bastante longa, envolvendo muitos termos.

(3.33)

3.2 Operador de Ruelle

Faremos agora algumas consideragoes sobre o operador de Ruelle £ definido
a seguir. Em particular mostraremos que o problema classico de Perron é
um caso particular do problema do operador £ agindo em matrizes. Sejam

_ pOOO o Op01
() (o)
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0 O 0 0 p1 P2
’ (me) ! (0 pn) g <ps P4)

UMZE:MMWM?

Defina

Temos que L(p) = p implica em py =0 e
apy + bpys = ;1 (3.34)

cpr + dpy = pa4 (3.35)

onde
a=qiphes b= P, ¢ = a3ply, d = qupt
Resolver (3.34) e (3.35) para p; nos fornece

b 1—-d
p4a ,01:
—Qa

p1 = P4

1

ou seja,
b 1—d
= (3.36)

l1—a c

o que é uma restri¢ao sobre os ¢;.
Por (3.36), podemos resolver (3.34) e (3.35):

(Tt Oy, (O
p - p4 0 1 - p4 0 1 9
QQP812 0 1*(1421)?1 0
p —= p4 17(16p00 1 = p4 q3810 1

Mas queremos que p seja operador densidade, portanto p; + py = 1 e entao
um calculo nos permite fixar p; e obter

__weph 0 _ Lo 0
p= 42031, — 1P +1 , _ | 1-aapi +aspi, \
0 1—Q1p00 0 43P1o

q2p%, —q1p3y+1 1—qap?, +q3p3,

(3.37)

ou seja,

Seja
Poo  Po1
P = V= ,
zz: ( Pio P11 >
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coluna estocdstica. Seja m = (my,m2) tal que Prm = 7. Entao

Po1 1 — poo
™= , 3.38
(]901—p00+1 p01—p00+1) (3.38)
Comparar (3.38) e (3.37) sugere que fixemos
1 1 1 1

n=—, p=—, 3=—, @4 = — (3.39)
Poo Po1 P1o P11

Entao as entradas nao nulas de p sao as entradas de 7 e assim associamos o
ponto fixo de P ao ponto fixo de um certo £ de maneira natural. Mas note
ainda que tal escolha nao é tunica, pois

- 1— Chpgo . 1 — gapiopo1
po1po i P
q1,q3 quaisquer, também produz p com coordenadas nao nulas iguais as de

.
Note que também poderiamos ter considerado P linha estocastica, e «’
tal que P = 7. Tal #’ tem a forma

, (3.40)

q2

— D10 1 — poo
P10 — Poo + 17 p1o — poo + 1

™

Entao escolhendo

2

DPio(q1pgo — 1 1 — g3p10(1 — poo
- Wa qqs = 2( >7 (341)
P51 (Poo — 1) P11

¢1, g3 quaisquer, produzimos p com coordenadas nao nulas iguais as de 7’.

¢

q2

Observacao Outra forma de se chegar na mesma condigao sobre os
q; € a seguinte. Suponha que os operadores V; formam uma resolucao da
identidade, ou seja ), VfVi = I. Note que se os V; sao as coordenadas
de uma matriz estocdstica, isso nao ocorre imediatamente. Ao invés disso
considere matrizes ¢;V;, onde os ¢; sao constantes a determinar. Entao para
termos

4
S Vv = ( cipio + c3pio L ) 1
P 0 CoPo1 + CaP1n
basta escolher (notando que pgg + p1o = 1 € po1 + p11 = 1) 0s ¢; tais que
1 1 1 1
gt g1 2 1 2 1
Poo Po1 P1o P11

ou seja, na notagao do que analisamos acima, ¢; = /¢;.
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Agora consideramos apenas duas matrizes V;. Sejam

Poo  Po1 0 0
Vi = , Vo=
' ( 0 0 ) ? < P10 Pn )

Q1V10V1T + 612‘/2PV2T =p (3.42)

Entao

implica
¢1[(poop1 + Po1p3)Poo + (Poop2 + Po1pa)Por] = p1
¢2[(prop1 + P11p3)pio + (Prop2 + Pr1ipa)p11] = pa

E (3.42) também implica que py = p3 = 0, e entdo reescrevemos o sistema
acima como

apr + fpa=p1 (3.43)
gp1 + hpy = pa (3.44)
onde
a=qpy, f=qph, 9=apl, h=q@ph

Ainda, obtemos

p1 = fp
1 1_a4

1—-~h
P1 = P4
g

0 que nos leva a uma restricao sobre os ¢;, a saber,

S 1-h
l—a g

Portanto, a solugao de (3.43) e (3.44) é

_ (i oN_ (5o
P—P401—P401

Mas p1 + p4 = 1 implica a relagao

13, 0 1—q2p}; 0
p= 1P, —1P5e+1 , _ 1—q2p?,+q2p3, ,
0 l—qlpoo 0 42P71¢g

q1p3;—q1pay+1 1—q2p?, +920%,
(3.45)
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Assumiremos agora que

P=V1+V2=(p00 p01)
Pio P11

¢ coluna estocastica. Seja 7 tal que Pr = w. Tal 7 é dado por (3.38):

= Po1 1 — poo ) (3.46)

B Po1 — Poo + 1" po1 — poo + 1

Compare (3.46) com (3.45). Temos uma situacao diferente do que ocorre no
caso anterior, onde p possui g; € g2 em sua expressao, a0 passo que neste caso
temos apenas ¢; (ou apenas ¢y) na expressao de p. Fixando

1 G — P10
) 2 — )
P3y — PooPo1 + Dot Po1Po — P11Poo + iy

q1 =

temos que as entradas nao nulas de p sao as entradas de m. Ainda, compa-
rando a (,1)-ésima coordenada de p com a i-ésima coordenada de 7, vemos
que se existem ¢, que também tornam p e 7 iguais, entao

QIp%1 _ CIiP(Zn
Qo — @PGo + 1 dipg — g + 17

o que implica
a1 (v — d1pgo + 1) = di(aps, — auwge + 1)
= QDo — Q4P + @1 = QP — Q4P + O
e cancelando, obtemos ¢; = ¢|. Analogamente,

L—qpl, 1 —gphy
1 —qpi +@ply 11— ¢pi + 6l

implica
(1= qop?) (1 = g5pT) + a5p%o) = (1 — gopTy) (1 — @apiy + @2pio)
= 1—ghpl, + ¢hplo — @Ph + ©dpl — GdGPDL
N 2 2 /2 /4 /2 9
=1- @2P11 + @2P19 — P11 + 429011 — 4292P11P10
Cancelando, obtemos
BPto = ©Pio = G = ¢

e portanto neste caso, a escolha de ¢; e ¢o é Unica.
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Ainda, podemos comparar (3.45) com o ponto fixo de P, mas agora su-
pondo P = Vj + V; linha estocdstica. Tal ponto fixo é 7’ tal que n'P = n’,

/:( P1o 1 — poo
P10 — Poo + 1" pro — poo + 1

™

Um céalculo andlogo nos mostra que se

_ P1o 0 = 1 — poo
- ) 2 — )
P10P3o — PeiPoo + P Plo — PhiPoo + Pi

q1

as entradas nao nulas de p sdo as entradas de n’. Novamente, comparando a
(1,7)-ésima coordenada de p com a i-ésima coordenada de 7, vemos que se
existem ¢, que também tornam p e 7’ iguais, entao ¢; = ¢;, como mostramos
acima.

Alternativamente, poderiamos ter definido

poo 0 0 por
Vi= , Vo= ,
' ( po 0 ) ? ( 0 pu >

ou seja, separando P pelas colunas, e nao pelas linhas. Neste caso o sistema
obtido é

QIPSOPI + Q2pg1;04 =P
q1PooP10P1 + G2P01P11 P4 = P2
BP0t + GPiips = pa

ou reescrevendo,

apy + bpy = p1 (3.47)
kp1 4+ mpy = po (3.48)
sp1+tpy = pa (3.49)

onde

a=qpay, b= q@py, k= qpoPio, M= @Poipii, S= @Dy t= @i,

Note que py é determinado por p; e py. Podemos resolver (3.47) e (3.49)
de forma semelhante a dos casos anteriores. Primeiro, obtemos a relacao de

consisténcia
b 1—1t

l1—a S
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Entéo resolvendo (3.47), (3.48), (3.49), obtemos a relagao

2
42Pg1 k
— 3 1+ mpy
P q2P51 —01pgot+1 ’01 , P (3_50)
k _|_ m —d41Ppo
pl p4 Q2P01—Q1p00+1
2 2 1— 2
4205, q192P00P10Pg; q2po1p11 (1—q1p%)
_ @23 —q1pget1 q2p% —q1pEy+1 q2p3, —q1pge+1
q192P00P10P3; q2po1p11 (1—q1p3y) 1—-q1p3y
Q2P —q1pEy+1 q2pg, —1pdy+1 Q2P —q1pEy+1

ou de forma equivalente, a relacao

1—qop?,
q1p3—q2p3,+1

kp1 + mpy

p= —_— 2
k + m d1P1g
1 Pa a1
1—gqap?, q1poopro(1—q2p?;) q192P01P11P30
o Q1P —q2pi +1 q1P3—q2pt, +1 Q1P —q2pty +1
q1poop10(1—q2p?,) q192P01P11P%, ap?y
q1p3y—q2p3+1 q1p3y—q2p3,+1 q1p3o—q2p3,+1

Lembre que a solucao do problema estocdstico classico para P é

7r:( Po1 1 — poo
Por — Poo + 17 po1 — poo + 1

r_ P1o 1 — poo

T = (

P10 —poo+ 1" pro—poo + 17

onde, como antes, 7 corresponde ao caso P coluna estocastica, 7’ ao caso
P linha estocéstica. Aqui buscamos alguma interpretacdo em termos de
estados misturados. Note que a solucao (3.50) parece estar relacionada a
solugao (3.37) (caso em que P é separada em 4 matrizes) pois a diagonal dos
dois operadores é a mesma. Mas como neste caso os termos nao diagonais
de p sao a principio nao nulos, uma correspondéncia entre as entradas de p
com as de 7 nao parece tao evidente.

Mesmo assim, podemos pensar no problema de obter ¢; tais que as entra-
das da diagonal de p correspondem as entradas de 7, e como consequéncia
obter expressoes para os termos nao diagonais, possivelmente em uma forma
mais simplificada, mas ainda associado a algum tipo de mistura entre as coor-

denadas. Entao pelo calculo obtido para P separado em 4 matrizes, obtemos
de (3.40) e (3.41) que

_ L= aqwd
Po1P1o

q2
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¢1 qualquer, tornam a diagonal de p igual a 7 e

_ p10(€l1p(2)o - 1)

42
P2 (poo — 1)

)

¢1 qualquer, tornam a diagonal de p igual a 7.

Agora, consideramos o seguinte problema. Sejam

_( hoo O _ (0 ho . 0 0
a= () =) = o)

0 0 P11 P2
V — s H = ‘/;7 g
* ( 0 hu ) XZ: P ( P3 P4 )
Defina A
i=1

com ¢; € R. Assumimos que h;; € R e queremos obter A tal que L(p) = Ap,
A # 0, e A é o maior dos autovalores possiveis. Com um célculo, obtemos

p2 = p3 =0,
Qhiop1 + qahi pa = Apy

gshiopr + qihiips = Apa

ou equivalentemente,

ap1 +bps = Ap1 (3.51)
cp1 + dps = Apy, (3.52)
com
a = qlh(2)07 b= QO(Q)lv Cc= q3h%07 d= qﬁlh%l
donde e ,
p= %04 0 _ —a P4 0
0 0 ps
e
A—d B b
¢ A—a

Resolvendo para A, obtemos os autovalores

:a—i—aligzajtdi (d — a)? + 4bc
2 2 2 2

A
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1
= 2 (‘thgo + Q4h%1 + \/(q4h%l - QIh(Q)o)z + 4‘12‘13}131}1%0)7

onde

¢ = Vld—a)? +dbe = \[ (@) — h3)? + Agaashd

e as autofuncgoes associadas

p:(%‘lcicm 0 ):(d—zabzl:cp‘l 0 )
0 P4 0 P4

Mas p1 + ps = 1 entao obtemos a relacao

a—d+¢ 0 q1hgy—aqaht; £¢ 0
_ a—dE(+2¢ _ q1h3o—qah?, £(+2q3h3,
p - O 2c - 0 2(13]1%0
a—d£(+2e qrhy—aih?, £(+2g3h%,

(3.53)

ou de forma equivalente, a relagao

—2b 0 —2¢2h; 0
— [ a—2b-d¥¢ _ | ahdo—292hE, —ash?, FC
P 0 _a—dF( 0 01hZ—aah3 F¢

a—2b—d¥+¢ qlhgo_2q2hgl_q4h%1:’:<
(3.54)
Assim obtemos que p1, p4, q1, ---, s, A sa0 solucoes implicitas do conjunto de
equagoes (3.51)-(3.52). Lembre que neste caso, obtemos py = p3 = 0.

Agora consideramos o problema de encontrar o autovetor v associado ao
autovalor dominante de H. Os autovalores sao

1
A\ = 5 (hoo + hiy £ v/ (hoo — h11)? + 4h01h10>

Entao obtemos v tal que Hv = A\v a partir do conjunto de equacoes

hOOUI + h01’02 = )\Ul (355)
thUI + hll’UQ = )\Uz (356)
que determinam implicitamente vy, vy, A\. Note agora que tomando
1 1 1 1
q1 = hoy q2 = hot! qs = Iy qs = it

vemos que os conjuntos de equagoes (3.51)-(3.52) e (3.55)-(3.56) s@o os mes-
mos. Assim, concluimos que o problema classico de Perron é um caso parti-
cular do problema do operador £ agindo em matrizes.

60



Defina agora £ com ¢; € C, h;; € C, H hermitiano complexo. Queremos
obter A tal que L(p) = Ap, A € R, XA # 0, A sendo o maior dos autovalores.
Supomos ainda p hermitiano e positivo. Note que as equagoes (3.55)-(3.56)
também valem para H hermitiano complexo qualquer. Ainda, nesse cédlculo
podemos tomar os operadores V; com coordenadas complexas. Mas observe
o seguinte: neste caso complexo que queremos considerar, (3.53) e (3.54)
mostram que existem restrigoes sobre os ¢;, pois como p é hermitiano, temos
que as entradas da diagonal de p devem ser reais.

Por exemplo, em (3.53) (ou em (3.54)), notamos que mesmo supondo
todos os ¢; reais, pode ocorrer que poy ¢ R ou p; ¢ R.

Agora, consideramos o problema de dividir H em duas matrizes apenas.
Aqui temos dois casos a considerar, de forma semelhante ao que fizemos antes.
Em ambos os casos, assuma H = V; + V5 hermitiano complexo. Temos:

. ho()o . Oh(n
=)= (o)

E L(p) = Ap nos leva a

q1lhoo|*p1 + qalho1)? pa = A (3.57)
qrhoohorp1 + g2hothiips = Ap2 (3.58)
Thooho1p1 + Ghorhiips = Aps (3.59)

C_I1|h1o|201 + (I2|h11|204 = A\p4 (3.60)

Este sistema generaliza algumas das construgoes que vimos antes, e
nota-se que varios dos célculos a seguir sao semelhantes. Observe ainda
que po é uma combinagao de p; e py e que podemos tratar (3.57) e (3.60)
em conjunto para obter os seguintes calculos. Denote

i = qlhol?® b= alhol®, é=aqlhol, d=qlhnl’

donde obtemos a relagao

p:(ATTiM pz)z(,\bipzx P2)
P2 P4 P2 P4

61



sod & a+d d— a)? + 4bé
\_atd ¢ _a+d ( )
2 2 2 2
1 2 2 2 2\2 4
= §<Q1|h00| + galh11] i\/(CI2|h11| — q1|hool?)? + 442q1 | ho1 | > (3.61)

Entao obtemos a relacao

a—d+(
p= ( a—d+£l+2¢ P2 >
i 2
P2 a—d+C+2¢

q1lhoo|?—g2|h11 2+

— | alhool?—g2|h11[?+¢+2q1 1ol P2 (3.62)
p— 2‘11“7'10‘2 ’
2 q1|hoo|?—q2|h11|?£¢+2q1 |h10|?

ou de forma equivalente, a relacao

—2b
_ | ae-dxc P2
P — a—dF
P2 a—20—d¥¢

—2g2]ho1|? A ps
q1|hool®—2g2|ho1]% —gz|h11[2FC .
— a1lhoo’—g2h1 P FC . (363)
P2 q1lhool®—2g2|ho1]2 —galh11|2F¢
onde q q
1 2
P2 = Xhooh(nm + Xh01h11p4

@ q2

= Xhoohmpl + Xhmhnm (3.64)

2. Ao contrario do que vimos acima, o caso a seguir tera solucao diagonal
(o que o torna pouco interessante). De fato,

_( hoo hor _ 0 0
Vi—(o 0)"/2_<h10 hn)

E L(p) = Ap nos leva a
Q1(’h00’2pl + hooho1pa + horhoops + \h01\2p4) = Ap1

QQ(’hw’ZPl + hiohi1p2 + hithiops + \h11\2p4) = Ap4
Ap2 =0
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o que, caso A # 0, se reduz em
q1(lhool*p1 + [hor[*pa) = A1
@ (|h1ol*p1 + 1ha1]?pa) = Apa
Denote
i = qilhool®, b= aqilhoil*, &= qlhiol*, d= glhn|?

O célculo exigido neste caso ¢ quase idéntico ao do caso anterior, exceto
por certos coeficientes envolvidos, e pelo fato de que temos apenas
termos diagonais nao nulos. Ainda, um calculo simples mostra que ao
obter A em funcao dos ¢; e de H, obtemos o mesmo valor do caso 1,
dado por (3.61). Entao como

N ~ > - ~ 7 =\2 7~
avd & avd Jd-apra
)\ = :]: g - :t )
2 2 2 2
temos I
_a—diq 0
p= ( a—d+(12¢ g )
0 2
a—d+(42¢
Q1|h00|2—QQ|h1~1\2if 0
q1)hool?—gz|h11]2£(+2g2|h10]? (3 65)
0 2‘h|h10‘2~ )
q1lhool?—gz2|h11]2£C+2q2|h10]?
ou de forma equivalente,
—2b
I
P= 0 _ad=l
a—2b—dT¢
—2q1]ho1? ) 0
q1lhoo|?—2q11ho1]%2—g2lh11]|2F¢ -
0 qilhoo®—g2|hua P FC (3.66)
q1|hoo|?—2q1]ho1]|2—q2|h11|2FC
O
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3.3 Operador de Ruelle e o problema varia-
cional

Queremos comparar a relagao

1_ 7 v hoy 1 O _hot
2 _ 2 hoo—h11 _ 2 hoo—h11 (3 67)
pq ho1 1 + 0l - 0 l h()1 1 ’ :
’yhoo—hn 2 2 2 hoo—h11 2
h
e_% 1+4h —e %

1 +4h(e_h%m+e % Ldhy
2

h= |
hoo — h11

1 (hoo — hi1)V/T + 4h
— —— tanh

1.1
V1+4h o7 € (-1,1),

referente a solucao do problema variacional de pressao que analisamos ante-
riormente, com as relagoes

a—d+(
p= ( a—d+C+2¢ P2 )
— 2¢
P2 a—d+(+2¢

q1lhoo|®=gz|h11 2 £ s
— q1]hool?—qz|h11]2£(+2q1|h10]? (3 69)
p— 2q1|h10\2 )
2 q1|hoo|?—g2|h11|?£¢+2q1 |h10|?

—2b
_ | a2-dxc P2
p _ a—dx(__
P2 a—2b—d¥¢

(3.68)

—2g2]ho1? A ps
q11hool?—2q2|ho1 |2 —g2|h11]?F¢ .
— q1lhoo)2—ga|h11|?F¢ _ ’ (370)
P2 q1|hoo|?2—2g2|ho1|?—q2lh11]2F¢
onde
7 92 Q1 q2
P2 = Xhoohmpl + Xhmhnm = Xhoohmﬂl + Xh01h11p4; (3.71)

0 = Q1|h00|2; IA? = Q2|h01|2; c= Q1|h10|2, CZ = QQ‘hH’Q

6 = (CZ —a)? + b = \/(Q2’h11\2 — q1hoo|?)? 4 4g2q1 | ho1 |*
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referente a solucao do problema de autovalores do operador de Ruelle, também
analisado anteriormente. Ambas as solugoes sao referentes ao caso complexo.
A solugao do operador de Ruelle indicada acima corresponde ao caso em que
dividimos o hamiltoniano em duas matrizes, cada uma com uma coluna nao
nula (lembre que esse foi o tnico caso com coeficientes complexos em que
obtivemos uma solugao nao diagonal). Note que trocamos a notagao dos
indices de H no problema variacional de modo que hgg = hi, hgr = hs,
hio = hs, h11 = hy (a notagao de indices enumerando linhas e colunas é mais
conveniente ao se considerar casos mais gerais).

Nossa pergunta é a seguinte. Fixado H, queremos determinar q; e ¢y tais
que a solucao do problema do operador de Ruelle £, ,, associado ¢ igual
a pg que, lembramos, corresponde ao maximo da pressao para operadores
densidade.

Comparando (3.67) e (3.69), e as coordenadas dos p respectivos, chegamos
ao seguinte sistema:

1 2 24 ¢
S(1—n) = 1| ool C]2|h1£’ ¢ (3.72)
2 q1lhoo|? — q2|ha1|? £ ¢+ 2¢1 | hao|?
h 1
ﬁ = ﬁ(chhoohm(l — ) + g2horhi1 (1 + ’Y)) (3.73)
¢ = V(@]hool? = go|hi1[2)? + 4q16a|hor [2 (3.74)

Um célculo longo, mas elementar nos fornece o seguinte.

Lema 3.3.1 Fizado H, existem q e qy tais que a solugcao do problema de
autovalores de Ly, 4, € a solugcao do problema variacional de pressao.

3.4 Um teorema de autovalores

As proposigoes a seguir sao inspiradas em [27]. Lembramos que um operador
linear P : V' — V em um espago de Hilbert (V, (-)) é positivo se (Pv,v) > 0,
para todo v € V. Denotamos tal propriedade de P por P > 0.

Seja H espaco de Hilbert complexo de dimensao N. Defina o espago dos
operadores positivos em Hy:

PHy ={p:Hny > Hn:p=p",p>0}
Defina:
My ={pePHny :tr(p) =1}
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o espago dos operadores densidade em Hy. Sejam V; : Hy — Hy operadores
lineares, 2 =1,...,k.

Observagao Em [24] é suposto ainda que os V; s@o invertiveis, mas nao
usaremos tal fato aqui.

O
Defina o operador hermitiano e positivo Ly : PHy — PHny,
k
=> VipV;® (3.75)
i=1

Proposicao 3.4.1 Ezistem p € My e 5> 0 tais que Ly (p) = Bp.
Prova Defina £, : My — My,

Ly (p+ %)

L,(p) ¢:m , n2

Note que o operador acima esta bem definido. De fato, note que
o o+ UOD )
J

= tr »CV Zt’f’ VV*

Mas V;V}* € positivo, para todo j, assim como Ly (p) é positivo. E sabemos
que para qualquer operador positivo P # 0, se {vy,...,vn} é uma base
ortonormal para Hy, temos

N

tr(P) = Z(P'Ui,vﬁ >0

i=1
Logo, tr(Lv(p+ L)) >0, n > 1, e portanto L, (p) estd bem definida.

Sabemos que My é compacto e convexo, entao podemos aplicar o teorema
de Schauder para cada uma das aplicagoes L,, n > 1 e obter p, € My tais
que

I
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onde I
B = tr(Ly(pu + )

Pela compacidade de My, podemos escolher um ponto p € My que seja
limite da sequéncia {p, }>2 ; e entdo, por continuidade, Ly (p) = Sp, onde =
tr(Ly(p)). Ainda, note que 8 > 0, pois para {vq,...,vy} base ortonormal
de HN,

N

tr(Lv(p)) = Y _(Lv(p)vi,vi) = 0,

i=1
pois Ly (p) é positivo, e a desigualdade serd igual a zero apenas se Ly (p) for
o operador nulo. Assim mostramos que existem p € My e § > 0 tais que

Ly (p) = Bp.
O

A prova acima funciona, com pequenas alteracoes, para o operador her-
mitiano e positivo Ly : PHy — PHn,

k
Lwy(p) =Y tr(WipW; ) VipVi* (3.76)
=1

Proposicao 3.4.2 Ezistem p € My e 5> 0 tais que Ly, (p) = Bp.
Prova Defina £,, : My — My,

Lwy(p+3)

n>1
tr(Cwy(p+ 1))

9 -

Ln(p) :=

Tal operador estd bem definido. De fato, note que Ly v (p), W; W5, V3V sao
positivos para todo j. Entao

o[ (Wit W Yo ] = St (Wi WE Vi V)
= S Wi + WY (Vipl ViV 2

> " tr(WipWi)tr(VipVi') = tr(Lwy)
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E sabemos que para qualquer operador positivo P # 0, se {vy,...,vy} é uma
base ortonormal para Hy, temos

N

tr(P) = Z<Pvi,vi> >0

i=1
Logo, tr(Lw,y(p+ %)) >0, n > 1, e portanto L,(p) estd bem definida.

Sabemos que M y é compacto e convexo, entao podemos aplicar o teorema
de Schauder para cada uma das aplicagoes L,, n > 1 e obter p, € My tais
que

1
‘Cn(pn) =pPn = EW,V(pn + E) = Bupn, n =1

onde I
Bn = tr(Lw,y (pn + 5))

Pela compacidade de My, podemos escolher um ponto p € My que seja
limite da sequéncia {p,, }°°, e entdo, por continuidade, Ly v (p) = Bp, onde
B =tr(Lwy(p)). Ainda, note que 8 > 0, pois para {vy,...,vy} base orto-
normal de Hy,

N

tr(Lwyv(p) = Y _(Lwy(p)vi,vi) >0,

=1

pois Ly (p) é positivo, e a desigualdade serd igual a zero apenas se Ly, (p)
for o operador nulo. Assim mostramos que existem p € My e 8 > 0 tais que

Lwy(p) = Bp.

OJ
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Capitulo 4

Baricentros, pontos fixos e
autovalores para IFS

4.1 Integrais vetoriais e baricentros

Nota sobre pontos fixos de QIFS homogéneos. Esta exposicao é baseada em
[24] e [32].

Nesta secao voltamos a considerar operadores markovianos.

Seja My (C) o conjunto de matrizes complexas de ordem N. Sejam
Hy ={p € My(C): p" = p}

PHy = {p € Hn : (pt, ) >0,V € CN}
My :={pePHy :tr(p) =1}
Prn={peHn:p= )¢ eC" (Yly) =1},

o espaco dos operadores hermitianos, positivos, dos estados densidade, e
dos estados puros, respectivamente. Como visto anteriormente, p* denota o
transposto conjugado (adjunto) de p, tr é o funcional trago, (-|-) é o produto
interno em My (C) e |¢)(¢)| é a notagao de Dirac para projegoes.

Embora as construgoes e teoremas mencionados em [32] sejam completa-
mente gerais, estaremos mais interessados no caso em que temos IFS quanticos
sobre estados misturados, o que significa considerar o espago de operadores
densidade My em um espaco de Hilbert complexo de dimensao finita. Por-
tanto, sempre que possivel, indicaremos um exemplo das construgoes feitas
no caso de matrizes densidade.
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Seja (X, d) espago métrico, B(X) os subconjuntos de Borel de X. Defina
fa(X) :={f:B(X)— R: f ¢ finitamente aditiva }
ca(X):={f :B(X) — R: f é contavelmente aditiva }

Seja m € fa(X). Dizemos que m é limitada se

lm||tor == Sup{z |m(A)| : A é partigdo mensuravel de (X,B(X))}
acA

for finita. Defina
bfa(X) :={f € fa(X): f é limitada }

bea(X) :={f € ca(X) : f é limitada }

Denote por M(X) o cone dos elementos positivos de ca(X) (i.e., as me-
didas) e .
MT™(X) := bea(X) N M(X)

MA(X) = {n € M(X) : u(X) = 1)
Para m € fa(X), defina
(om) = [ gam,

se o lado direito da expressao existir.

Seja (V,4,-) um espago vetorial real, e 7 uma topologia em V. Dize-
mos que (V,+,-;7) é um espago vetorial topoldgico se for Hausdorff e se as
operacoes + e - forem continuas.

Por exemplo, no contexto de matrizes densidade, V serda o espaco de
Hilbert Hy e X sera o espaco My das matrizes densidade.

Definigao Seja (X,Y) um espago mensurdvel, seja p € M(X), seja

(V,+,+;7) um espago localmente convexo e seja f : X — V. Dizemos que
x €V é aintegral de f em X, denotado por

wr:/deu

U(z) :/X\I/ofd,u,

se
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para todo ¥ € V'*.

Denote por co(X) a cobertura convexa de X, ou seja, o conjunto
convexo minimo que contém X. Definimos o fecho convexo como sendo

co(X).

Proposicao 4.1.1 Seja (X, d) espaco métrico compacto, n € M/™(X), seja
(V, =+, 7) espago localmente convezo e seja f : X — V uma func¢do continua
tal que cof(X) € compacto. Entdo a integral de f em X existe e pertence a

cof(X).

Observagao Se (V.|| - ||) é um espago de Banach e 7 é a topologia
da norma em V', entdo a suposicao da compacidade de cof(X) é satisfeita
automaticamente.

Proposicao 4.1.2 [33] Seja V' um espago localmente convexo, seja E C 'V
um conjunto completo, convexo e limitado, e u € M'(E). Entao existe um

unico x € E tal que
) = [ 1.
E

para todo | € V*.

A expressao acima ¢ dita férmula baricéntrica e o ponto = definido
acima ¢ dito baricentro de p, denotado por 7(u).

4.2 Estados

Seja (V,+,-) um espago vetorial real. Seja C' C V, nao vazio. Dizemos que
Céumconese C+C CCelC CC,\eR". Dizemos que C' é um cone
préprio se C N (—C) = {0} e gerador se C @& (—C) =V.

Um exemplo de cone que veremos ¢ o espaco PHy dos operadores her-
mitianos positivos em um espaco de Hilbert H y.

Seja < uma ordem parcial em V. Dizemos que (V, +,-, <) é um espago
vetorial ordenado se

r<y=c+z2<y+z x,y2€V

r<y=M<\y, z,yc€V, \eR".
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Para matrizes densidade p,1) € My, iremos definir p < v se ¥ — p for
matriz positiva.

Se (V,+,-,<) é um espago vetorial ordenado, entao
Vti={x:z>0}

¢ um cone proprio, chamado cone positivo. Um funcional linear f : V —
R é dito positivo se f(VT) C R e é dito estritamente positivo se
F(V\{0}) € R*\{0}. Ainda, se f é funcional positivo, defina f,, f_ :
V' — R como
fr(@) =inf{f(y) :y eV ,y—z €V} (4.1)
fo(z):=inf{f(z):2€VT 24+2€V"} (4.2)

[elly = fr(@) + f(2), z€V.

Observagao Apesar do nome, note que a principio um funcional positivo
e em V pode assumir valor negativos para algum ponto em V (pois, por
defini¢ao, e(V*) C RT, e nao e(V) C RY).

No contexto de matrizes densidade, o funcional e sera o traco em V' = H .

Definicao Seja K um cone em V e seja e um funcional estritamente
positivo em V. Dizemos que x € V' admite uma decomposi¢cao minima
com respeito a (K, e) se existirem y,z € K tais que © = y — z, e para
quaisquer u,v € K tais que x = u — v, temos que e(y) < e(u) e e(2) < e(v).

Defini¢ao Dizemos que (V,V ', ¢e) é um espago de estados se
1. (V,+,-) é um espago vetorial real e V* C V é um cone.

2. e : V — R é um funcional estritamente positivo tal que todo z € V
admite uma decomposi¢ao minima com respeito a (V,e).

O funcional e é chamado funcional de carga. Se no item 2, a decomposigao
minima for tinica, dizemos que (V, V™1 e) é um espago de estados regular.

Definicao Seja K C V um cone gerador préprio e seja B um subconjunto
convexo de K. Dizemos que B é uma base de K se para todo z € K\{0}
existe um unico b € B e A > 0 tal que z = \b.

Proposicao 4.2.1 [32] Seja B um subconjunto de um cone gerador prdprio
K. Sao equivalentes:
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1. B é uma base de K.
2. Existe um funcional estritamente positivo e em V' tal que

B={xe K :e(x)=1}.

Pela proposi¢ao acima, se (V, V1 e) é um espaco de estados, temos que
B={x € VT :e(x) =1} éumbase de V. Tais elementos sdo ditos estados
e dizemos que x € B é um estado puro se = € ex(B), onde ex(B) denota o
conjunto de pontos extremais de B.

Naturalmente, iremos associar B as matrizes densidade, que sao os obje-
tos que descrevem os estados misturados, e ex(B) aos estados puros.

No caso de espago de estados regulares, iremos denotar os elementos da
Unica decomposicao minima de x € V por x, e x_. Entao, v =z, — x_,
ry,x_ € VT e ainda, temos e(z;) = e;(x) e e(x_) = e_(z), onde, de forma
andloga as definigoes (4.1) e (4.2),

er(z) :=inf{e(y):ye VT y—z eV} (4.3)
e (z):=inf{e(z):z€V 242V} (4.4)
Precisaremos destas definicoes acima para poder descrever certas pro-
priedades de operadores de Markov e submarkovianos em geral. Lembre que
uma aplicagao positivamente homogénea F' é aquela em que F(z +y) =
F(z)+ F(y) e F(ax) = aF(z), a > 0.
Proposicao 4.2.2 Seja (V, V7' e) um espago de estados regular. Entdo

1. e pode ser decomposto como e = ey —e_, onde ey, e_ sao positivos,
positivamente homogéneos e subaditivos.

2. e marca o contorno do cone, i.e., VT ={x eV :e(x) =e(x)}.

Definicao Seja (V, V', e) um espago de estados com base
B={zeV" elx)=1} (4.5)

Seja C' C VT um cone e seja 7 uma topologia localmente convexa em (C') (o
espago gerado por C'). Dizemos que o par (C, 7) é uma estrutura compacta
em V7T se

BC =BnNnC
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for compacto na 7-topologia. A estrutura compacta serda metrizavel se a
T-topologia restrita a B¢ for metrizavel.

No caso de operadores densidade, podemos tomar simplesmente C' =
V+ = PHny, com V=HY por exemplo, e portanto Bo = BNV = B = My,
que é compacto na topologia Euclidiana 7 (i.e., a topologia métrica induzida
pela métrica Euclidiana em V). Logo (C,7) = (PHn,T) é uma estrutura
compacta para esse caso particular.

4.3 Exemplo: matrizes densidade

Aqui resumimos, a titulo de ilustracao, como a construcao da secao anterior
se ajusta ao caso de matrizes densidade.

Usando a notagao da se¢ao anterior, defina V' := Hy, V1 := PHy (note
que tal espago é um cone convexo), e seja a ordem parcial < em PHy dada
por p < @ se, e somente se, ¥ — p > 0, i.e., se ¢ — p for positivo. Entao,
temos que

(V,V* e) = (Hn, PHy,1r),

onde tr denota o funcional traco, é um espacgo de estados regular. Ainda na-
quela notacao, o conjunto B dos elementos de V' de traco 1 é, naturalmente,
o espaco de matrizes densidade. Logo, B = M.

Seja Z C V* um subespaco vetorial nao vazio de V*. A menor topologia
em V tal que todo funcional definido em Z é continuo nessa topologia, de-
notada por o(V, Z), torna V um espago localmente convexo. Em particular,
o(V,V*) é chamada de topologia fraca em V. Se (V| -||) é um espago nor-
mado, entao o(V*, V) é chamada topologia fraca* em V* (identificamos V'
com um subespago de V**).

Temos também que (C,7) = (PHy,7), onde 7 é a topologia fraca* (e
que coincide com a Euclidiana, ver p. 26 de [32]) é uma estrutura compacta
metrizavel. Temos, nesse caso, que Bo = BNC = My.

Observagao O conjunto de estados puros pode ser identificado com o
espaco projetivo complexo CPN~!. Para N = 2, temos que M, é isomorfo
a bola fechada em R?® (a bola de Bloch) e o conjunto de estados puros P, é
isomorfo a sua fronteira (a esfera unitaria de dimensao 2), chamada esfera
de Poincaré. Mais especificamente, cada p € My pode ser escrito na forma

_]I—l—u-a

SR uelR’ |ul <1,

p
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onde I é matriz identidade e o := (0,,0,,0,) sdo as matrizes de Pauli, que
ja vimos antes:

(01 (0 =i /1 0
%=1 0 ) =\ 0 ) = \o0 -1

Da mesma forma, um estado puro pode ser descrito da forma acima, mas
com u tal que |u| = 1.

O

Observamos a titulo de curiosidade que estas construgoes gerais também
permitem modelar problemas baseados em algebras C*, tal como é descrito
em [32], por exemplo.

4.4 Operadores Markovianos, submarkovia-
nos e IF'S

Definigao Seja (X, d) espago métrico. Sejam p; : X — RT fungoes men-
suraveis tais que Zle p; = 1 e sejam F; : X; — X fungoes mensuraveis, ¢ =
1,...,k,onde X; = {z € X : p;(z) # 0}. Dizemos que F = (X, Fi, p;)i=1. .k
¢ um sistema de fungoes iteradas parcial (PIFS).

Observacgao A diferenca entre IFS definidos anteriormente e os PIFS é
o fato de que nesta tultima, as funcoes F; estao restritas ao subconjunto de
X onde os p; nao se anulam. Note que a definicao de IFS hiperbdlicos dada
antes ja contém essa restrigao, sendo que nesse caso IF'S e PIFS sao o mesmo
objeto. Ainda, é possivel mostrar que os teoremas classicos de existéncia de
uma tnica medida atrativa invariante para IFS podem ser estendidos para
PIFS. Por causa disso iremos, por simplicidade, nos referir sempre a IFS
indistintamente, exceto quando tal propriedade sobre os p; for essencial.

¢

No contexto de sistemas quanticos definimos QIFS homogéneos, que sao
um caso particular do que segue. Seja F = (B, F;, p;)i=1,.x um IFS. Defina

B; :={x € B : pi(z) # 0} (4.6)

e também \; : B — VT,
Ai(z) = (piF5) (),
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se x € B;, e \j(x) :=0se z ¢ B;. Entao dizemos que F é homogéneo se p;
e \; = p; F; forem aplicagoes afins, ¢ = 1,..., k.

Em termos de espacos de matrizes, uma aplicacao afim é uma aplicagao
M : My(C) — My(C) do tipo

MQ)=L(Q)+ K, K,Q e My(C),L: My(C) — My(C),
e L é linear.

Um operador de Markov para medidas de probabilidade é um operador
P:M'Y(X)— M'(X) tal que

P(Apn + (1= ANp2) = APpa + (1 = A) Ppo,

para 1, g € MY(X), A € (0,1). Um exemplo de operador de Markov para
medidas ¢ o que definimos anteriormente, V : M'(X) — M (X),

ww =3 [ | (1)

e que chamaremos de operador de Markov induzido por F.

Seja
mp(X) :={f : X - R : fé mensurdvel e limitada}

Entao, defina
I(z) ={i:z € X,}, v€X,

e também U : my(X) — myp(X),

Uf) ()= > pilx)f(Fi(x))
icl(x)

Proposigao 4.4.1 [32] Seja f € my(X) e p € MY(X), entdo

k
(F.V) = Uf) =Y /X Pilf o E)dp,

onde (f, ) denota a integral de f com respeito a .
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Agora assuma que (V, V™1, e) é um espago de estados completo com base
B={zeV*':e(x)=1}
Defina
2] = [[z]le := ex(z) + e—(x)

(ver equagoes (4.3) e (4.4)). Estamos interessados em operadores de Markov
sobre elementos de um espaco vetorial. Tal definicao imita o que temos para
operadores de Markov para medidas.

Definicao Seja P : B — B. Dizemos que P é operador de Markov
se
P(Azy+ (1 — Naxg) = AP(x1) + (1 — X\) P(z2),

para todo x1, x5 € B, A € (0,1).

Proposicao 4.4.2 Todo operador de Markov P : B — B pode ser estendido
de maneira unica a um operador P, : V't — V' satisfazendo

1. Pi(z+y) = Py(z) + Pi(y)
2. P (az) = aPy(z), a>0
3. NP (@)l = llll, VzeVT

Prova Defina P, : Vt — VT como sendo P.(z) = 121 P(5p), 2 € V.

Claramente P, é uma extensao de P. Sejam z,y € V', a > 0. Temos

r+y

)

ol @ .yl
— (I + Iyl P ( + ) = Pil@) + Pu(y)
fell + Tl el ™ Tell+ Tl Twl/ — " 77

Ainda,
x
Py (ax) = H(MHP(M) = aPy(z)

z
Tl

Além disso € B implica

|Pc@)I| = el P = )

]
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Proposicao 4.4.3 Todo operador de Markov P : B — B pode ser estendido
de maneira unica a um operador P :V — V', satisfazendo

1. P ¢ linear

2. P(x) eV*, Yo eVT

3. |[P(2)]| = |, Yo eV*
4 [P@I < llzll, Yz eV
5.eoP=c¢

Prova Defina P : V — V como sendo P(x) = P,(y) — P.(z), parax € V,
y,z €V, o =y—2 onde P, : V' — V7T é definido na proposicao anterior.
De tal proposicao segue que P é uma extensio de P, e portanto de P. Logo
os itens 2 e 3 que enunciamos sdo validos. Para mostrar que P estd bem
definida, assuma que x =y — 2 = ¢ — 2, com ¥, 7, 2z, 2 € V. Entao

Pi(y)+ Pr(2) = Py(y+ 2) = Pr(§ + 2) = Pe(9) + P(2)
e portanto Py (y) — Py(2) = Py(9) — P4 (2).

A seguir provamos que P é linear. Claramente P é aditiva pois P, é
aditiva. Sejax € V, y,2 € VT, 2 = y — 2. Para a > 0, temos P(ax) =
P, (ay)—Py(az) = a(Py(y) — Py(z)) = aP(z). Para a < 0, temos P(ax) =
Pi(lalz) = Pr(laly) = |a|Pu(z) — |a|Pi(y) = |a|(=P(z)) = aP(z). Isso

prova o item 1.

Seja z € V, y,2 € V¥ tais que x = y — z e |[z|| = [ly[| + [|z||. Entao
P, (y) e P,(z) sao uma decomposicao positiva de P(x). Logo, ||[P(z)| <
[Pl + 1P~ = gl + 120l = llall. Isso prova o item 4. Ainda, pela

proposicao anterior deduzimos que
e(P(z)) = [P+ ()l = 1P+ (2)]| = e(y) — e(2) = e(2),
e com isso provamos o item 5.

O

Definicao Um operador @ : VT — VT é dito submarkoviano (ou
subestocéstico) se

L Qr+y)=Q(z) +Qy)
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2. Q(ax) = aQ(x)
3. 1Q)| < [l

para todo x, y € VT, a > 0.

Observacao De maneira analoga a feita na proposicao para operadores
de Markov, todo operador submarkoviano @ : V* — V* pode ser estendido
de maneira tnica a uma contracao linear positiva em V.

Definigao Seja P : V™ — V' um operador de Markov e sejam P; : V' —
V*, i =1,...,k operadores submarkovianos tais que P = >_. P,. Dizemos
que (P, {P;}}_ ) é um par de Markov.

A relevancia dos pares de Markov esta indicada na seguinte proposicgao,
onde estabelecemos uma correspondéncia 1-1 entre IFS homogéneos e pares

de Markov.

Proposigao 4.4.4 Seja F = (B, Fi,pi)iz1,..x um IFS. Sdo equivalentes:
1. F € homogéneo.

2. Existe um par de Markov (A, {A;}f ), i.e, um operador de Markov
A : B — B e uma decomposi¢io A =Y, \;, com A; : B — V™, tal que

pi(z) = [[Ai(@), z € B

—, T E BZ
1A ()

Fi(x) =

Além disso, tal A e A; sdo tnicos. Dizemos que (A, {A;}f_|) é o par de
Markov associado a F, ¢ F ¢ o IFS gerado por (A, {A;}F ).

Prova 1 = 2. Defina A; ;=\, =p;F;, 1 =1,....ke A := Zle ;. Para

z € B temos
[Ai(2)]| = [lpi(z) Fi(z)|| = pi(z)

[A ()] = Hzpz H—sz IE @) =1
Logo, A é operador de Markov e os A; sao operadores submarkovianos em B.

2 = 1. E claro que A; = p;F} é aplicacdo afim e p; = |A;|| é afim, por ser
combinacao de duas aplicacoes lineares.
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Por exemplo, sejam V; : B — V' operadores lineares, e defina

VipV.*
F, N —
W)= G

pi(p) = tr(VipVi')
Entao defina A(p) :== >, A; = >, VipVi*, onde A; := p;F;. Temos, pela de-

monstra¢ao da proposi¢ao acima, que (A, {A;}) é um par de Markov. Vimos
anteriormente que supondo ) . V;*V; = I, temos ainda que A representa um
operador linear positivo que preserva o traco.

Dizemos que uma medida y € M'(X) é invariante para um PIFS F se
ela for invariante para o operador de Markov associado V, dado por (4.7).
Denotaremos

MY(X) = {p € MY(X) s V(g) = i}
Observamos que MY (X) é um subconjunto convexo de M*(X) [32].

Ainda, se V é o operador de Markov induzido por uma PIFS F, denota-
remos

M7 (X) = MY(X)

Dizemos que uma medida de probabilidade p é atrativa se V"v N  (convergéncia
fraca*), se n — oo, para toda medida v € M*(X).

Assuma agora que F é um IFS homogéneo e que (A, {A;}F_,) é o par
de Markov associado. Para enunciar o teorema de ponto fixo com toda
generalidade, tomamos ainda a seguinte definicao.

Definicao Sejam (V, V™ e) um espago de estados com base B, (C,7)
uma estutura compacta em (V,V* e), Bo = BNCe P : V't = VT um
operador submarkoviano. Dizemos que P é (C, 7)-continuo se P(C) C C' e
se P|c for 7-continuo. Ainda, dizemos que um par de Markov (P, {P;}*_,) é
(C, 7)-continuo se para cada i = 1,...,k, P; for (C,7)-continuo, ou equiva-
lentemente, se para cada ¢ =1,...,k, P;(B¢) C C e P|p,. for T-continuo.
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4.5 Pontos fixos para IFS e matrizes densi-
dade

O que faremos a seguir é enunciar os resultados de pontos fixos para IFS
homogéneos com toda generalidade, segundo [32]. Para as demonstragoes,
faremos as simplificagoes e ajustes necessarios de modo a obter o resultado
no caso particular de IFS quanticos de estados misturados, ou seja, no espaco
My das matrizes densidade em um espaco de Hilbert H de dimensao finita.

Inicialmente assuma apenas que F = (B, F}, p;)i=1...x ¢ um IFS qualquer,

A= Zf:l pik.

Faremos as seguintes defini¢oes. Denote, para X um espago métrico qual-
quer (podemos tomar X = B),

77777

B={zeV" ex)=1}

Xi={z € X : pi(x) # 0}
I(z) ={i:z € X,}, v €X,

Ik = {1,,]{3}

I ={1,... k}"
Para ¢ = (i1,...,4,) € I} e Kk = (k1,..., k) € I]" defina a concatenagao
vk € I como sendo (tk); =i, se j = 1,...ne (tk); = kj_, se j =

n+1,...,n+ m. Note que para ¢ € [, temos que X;, F;, p; ja foram
definidos. Sejan € N, v € I}, ¢ € I},. Defina

Fi=FoF (4.8)
X=X, NE (X)) (4.9)

oy ) pi(Fa)p(r) sexeX,
pw(!E) = { 0 soreX \ X (4'10)

Portanto, para ¢ = (i1,...,i,) € [} e x € X,

Fi(x) = B, (F,_ (Fi, (- (Fyw)) (4.11)

Pu@) = pir (2)piy (B 2) - - P (B (B3 (- (B3 ) (4.12)
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Ainda, V é o operador de Markov em M?'(B) gerado por F,

Vi)(A) =Y /F L P A B

e, como antes,

U)(x) =Y pila) f(Fi(x)

i€l(x)

Defina ainda
Rz)y={ell:zeX,}, x€X

Proposicao 4.5.1 Sejan € N, f € my(X), v € X. Entao

U")(@) = > pla)f(F(2)

LEI ()

Proposicao 4.5.2 Seja x € B, n € N. Entao

M@ = 3 p@)A@).

eI ()
Proposicao 4.5.3 Seja F um IFS e seja g : B — R. Entdo paran € N,
1. Se g € concava entao U"g < go A™
2. Se g € convexra entao U"g > go A"
3. Se g € afim entao U"g = go A"

4. Se T é ponto fixo para A entdo a sequéncia (U™q)(T))nen Serd descres-
cente, crescente ou constante, conforme g seja concava, convexra ou
afim, respectivamente.

Ainda, suponha que F € homogéneo. Entao:
5. Se g € concava, entao Ug € concava.
6. Se g é convexa, entao Ug é convexa.

7. Se g é afim, entao Ug é afim.
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Seja P : M'(X) — M'(X) um operador de Markov e seja u € M*(X).
Dizemos que p é P-persistente se a sequéncia (P"u),ey é relativamente
compacta.

Denote por B(X) C C(X) o conjunto das fungoes continuas reais e li-
mitadas em X. Seja P : M!'(X) — M'(X) um operador submarkoviano.
Dizemos que P é um operador de Feller se existe U : B(X) — B(X) tal
que (U f, ) = (f, Pu), para todo f € B(X) e p € M*(X). Dizemos que U é
o conjugado de P.

Seja u € M'(X). Defina

n—1

V(u) = {v € M*(X) : v é ponto de acumulacio de (Z P'1)nen}
i=0
S(p) == M¥(X) N Lim(P" ) nen;,
onde Lim(u,)nen denota o fecho convexo do conjunto dos pontos de acu-
mulacao de (pn)nen:

Lim (pt, )nen := co{v € M*(X) : v é ponto de acumulacio de (fi,)nen}

Ainda, denotamos Sz(u) o conjunto S(u) associado ao operador de Mar-
kov induzido pelo IFS F.

Observagao Seja P : M'(X) — M'(X) operador de Feller, u € M'(X).
Se u é P-persistente, entao V() C S(p) € MP(X), V(1) é um subconjunto
compacto nao vazio de M*(X), e S(u) é um subconjunto compacto, convexo
nao vazio de M*(X) [32].

O

Os resultados sobre pontos fixos para IFS homogéneos sao os seguintes.
Denote por 9, a delta de Dirac em z. O primeiro teorema a seguir estabelece
para IF'S homogéneos, uma relacao entre medidas invariantes para o operador
de Markov V e pontos fixos para A. O segundo teorema ¢é a relagdo entre
pontos fixos para A e baricentros de medidas.

Teorema 4.5.4 1. F € homogéneo se, e somente se, p, e p F, forem li-
neares para cada ¢ € I}, n € N.

Ainda, se F for homogéneo, entao para T € B,

2. ANT) =7 se, e somente se, T=3_, o Di(T)Fi(T)
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3. Se Véz = 0z, entio A(T) =T.
4. Se A(T) =T entdo T é o baricentro de V"5 e
ieln ()
para cada n € N.

Destacamos no seguinte lema um resultado visto em [32].

Lema 4.5.5 Seja F homogéneo, T € B. Sao equivalentes:
1. Voz = oz
2. N\i(T) = pi(T)T, para todoi =1,... k
3. F,,(T) =T e p,(T) =1 para algum ig = 1,... k

Prova Primeiro, note que

k
=Y [p@1aE@) = Y p@ne®B)  (113)
i=1 i:pi () #£0
Agora, suponha que vale o item 1. Note que pelo teorema 4.5.4, Vz = 0z
implica
k

AN7)=T= fzpz(f) = sz‘@)f,

entdo A;(T) = pi(T)F;(T) = pi(T)Z, pela unicidade da decomposigao de A.
Logo, 1 implica 2. Suponha que vale o item 2. Assim temos F;(T) = T, entao

Z pi(f)(;Fi(E): Z pi(f>65:6§7

i:p; (Z)#0 i:p; (T)#0

o que implica 3. Para provar que 3 implica 1, basta observar que por (4.13),

Vor= Y pi@dnm = pio(T)0r, @ = 0

i:pi (T)#0
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Exemplo 4.5.6 (Sobre pontos fizos de QIFS homogéneos) Observamos que
o lema 4.5.5 ndo implica que todo ponto fixzo py de A = >, p;F; € tal que
Fi(po) = po para todo i, embora ezxistam diversos exemplos onde isso ocorre.
Com efeito, considere

(11w s(3)

P < (11 ‘ ) (4.14)

é ponto fizo de A(p) = VipVi" + VopVs'. No entanto, temos

')

Temos que

e portanto Fi(po) # po € Fo(po) # po-

ISINIES

O
Teorema 4.5.7 [32] Seja (A, {\;}F_,) um par de Markov no espago de es-
tados (V,V*,e) e seja (C,7) uma estrutura compacta em (V,V* e) tal que

(A, {A;}r)) € (C,7)-continuo. Seja Bo = BNC e defina

fC — ((BC77-)7F172

Bimc7pz"Bc)z':1,,..,k
(lembre que B; := {x € B : p;(x) # 0}). Entdo

1. Um elemento T € Be € tal que A(T) = T se, e somente se, T € o
baricentro de algum p € M7 (Bc).

2. Se Feo possui uma medida invariante e atrativa p entao
A" (y) 5 r(p), n— os,

para todo y € Be.
Estamos interessados na versao do teorema acima aplicado ao caso par-
ticular de IFS quanticos para estados misturados, ou seja, em que o espaco

considerado é o espago das matrizes densidade M. Nesse caso particular,
o teorema pode ser reescrito como:
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Teorema 4.5.8 [24] Um estado misturado p é A-invariante se, e somente
se,

ﬁ::[;waum (4.15)

para alguma medida V-invariante u, isto €, se, e somente se, p for o bari-
centro de algum p € MY (My):

wmw=A4wwmmm,wumwmr

Adaptando as demonstragoes dos teoremas (4.5.4) e (4.5.7), podemos
obter uma prova simples do teorema acima. Precisamos ainda do seguinte
lema:

Lema 4.5.9 Seja P: M'(X) — MY(X) um operador de Feller, u € M*(X),
g € B(X). Se i é P-persistente entdo

1.

n—1

lim liminf — ! Z (g, P ) = min{(g,v) : v € S(u)}

n—oo j—oo M
=0

n—1

lim lim sup — ! Z g, P ) = max{{(g,v) : v € S(u)}

n—=oo oo T

Prova do teorema 4.5.8 Seja p € My tal que A(p) = p. Seja ¥
funcional linear em M. Entao

/ \I/(p)dV(Sﬁ:/ uqf(p)daﬁ:/ Zp, Fy(p))ds;
My My My

i€l(p

= [ W(Z nor@)a,= [ v,

i€l(p)
—w( [ Alp)ds;) = B(AR) = W(p)
My

Logo, p é o baricentro de V§;. Usando o lema 4.5.9, obtemos que

n—oo j—oo N

U(p) = lim liminf — Z / WdV'ti§, = min { /\I/du tHE Sf(éf,)}
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V(p) = lim limsup — Z/\Ifdvzﬂé —max{/\lldu pe Sr(d, )}

Portanto ¥(p) = [ Wdpu, para qualquer u € Sx(d;) C M7 (My). Reci-
procamente, seja p = 7r(u) o baricentro de uma certa medida p € MY (My).
Entao para U € (My)*, usando a proposigao 4.5.3,

T(A(p)) = UT) () = /M U dp = /M YV = /M Y = (7).

O

Lembre que um IFS é hiperbdlico se as aplicagoes F; forem contragoes com
respeito a uma das distancias padrao em My, e as p; sao Holder continuas e
positivas. Nestas condigoes, obtemos unicidade da medida invariante. Temos
o seguinte:

Proposicao 4.5.10 Se um QIFS é homogéneo e hiperbdlico entao o opera-
dor de Markov associado V possui uma unica medida invariante .

Observagao Pela proposicao e pelo teorema 4.5.8; tal medida invariante
i determina um tnico estado A-invariante p € My, dado por (4.15).

Para provar este resultado, tomamos a seguinte definicao. Dizemos que o
operador de Markov V é assintoticamente estavel se admite uma medida
invariante e atrativa. Dizemos que o IFS F é assintoticamente estavel se o
operador de Markov V associado for assintoticamente estavel. Agora, note
que o item 2 do teorema 4.5.7 nos diz que se o IFS F é assintoticamente
estavel, entdo {A™(y)} converge para um unico estado invariante, indepen-
dentemente da escolha do estado inicial y. Em particular, A possui um tunico
ponto fixo invariante, e pelo teorema 4.5.7, V) possui uma unica medida in-
variante, e tal resultado é a proposicao 4.5.10.

Portanto, uma maneira de completar o argumento feito acima e provar
a proposicao 4.5.10 é mostrar que toda IFS hiperbdlica é assintoticamente
estavel. Tal resultado pode ser visto em [32]. Assumindo tal resultado, temos
que se pg € My é um estado qualquer, entao para ¥ funcional linear,

WA (py)) = UMD (o) = / Urds,, — / vav"s,,
My M

N
e portanto, W(A"(pg)) — fMN Vdp = ¥(r(p)), quando n — oo, para todo
€ (My)*. Portanto, A"(py) — r(1), quando n — oo, o que conclui a
prova.
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Capitulo 5

Entropia para QIFS

5.1 Entropia de estados coerentes

A defini¢ao de entropia dada nesta segao segue [29]. Seja H um espago
de Hilbert, o qual representa a cinematica do sistema quantico e seja U :
Hy — Hy um operador unitario, o qual representa a dinamica.

Seja 2 um espaco de fase compacto munido de uma medida de probabi-
lidade m. Sejam x1, w9, ... € ) tais que a partir deles podemos obter uma
familia |z1), |z2),... € Hy, de modo que

JZiEQI—>|J}i>€HN

¢ continua e

[ Jeaiidm(z) = 1
Q
para todo z;. Assuma ainda que (x;|z;) := N. Defina Ky : Q? — R,
Kye.y) = Ul
v\r,Y) = N Y Y

Seja A :={E,..., E;} uma partigdo de 2. Defina

n—1

P (ig, ... in_1) = / dm(z) - - - / dm(x,_1) H Ky(zj_1,x;),
E, Ei,_1 j=1
i =1,...,k,7=0,...,n—1. Defina as entropias parciais por H,,, n € N,
k
Hn = - Z Pcs(io,...,infl) 1OgPCS<Z'0,...,Z.n,1>

205y in—1=1
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Defina a entropia de estados coerentes de U com respeito a A por

1
HU,A):= lim (H,41 — H,) = lim —H,

n—oo n—oo M,
Ambas as sequéncias acima sao decrescentes. Ainda, o niimero

k
Hy = - m(E;)logm(E;),

i=1
que nao depende de U é a entropia da particao A, denotada H(A).

Vamos dividir a entropia de estados coerentes com respeito a uma particao
em duas partes. Uma associada a suposicao de que uma medicao é um
processo aproximado, e outra a dinamica do sistema. Defina

Hyppeas(A) == H(I,A)
Hyyn (U, A) == H(U, A) — Hipeas(A) = H(U, A) — H(I, A)
Finalmente, defina a entropia de estados coerentes de U por

Hayn(U) = SUp Hayn (U, A),

onde o supremo é tomado sobre todas as partigoes finitas.

5.2 Uma definicao de entropia para QIFS

Estamos interessados em uma versao do problema variacional baseada na
entropia definida em [21], [22]. Fazemos as seguintes construcoes bésicas.
Seja Uy, : mp(My) = mpy(Mn),

(Upf)(p) = Zpi(p)f (Fi(p))

Vamos pensar em todas as escolhas possiveis de p; (que determinam o que
chamamos p) que satisfagam U, 1 = 1. Cada p determina um U,. O conjunto
dos p possiveis é denotado por P.

Seja (My, Fiypi)iz1,.x um QIFS. Um exemplo de operador de Markov
para medidas é o que definimos anteriormente, V, : M'(My) — M*(My),

k

VB =3 [

i=1
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e que chamaremos de operador de Markov induzido pelos p;. Ou seja
consideramos todos os V, com p € P.

Dizemos que v é invariante para os F; se para algum p € P vale que
Vov = v.

Seja Mg o conjunto de todas as medidas invariantes para a escolha fixa
dos Fj. Para tais medidas v € Mp, e baseado em [21], [22], defina

k
ho(v) := inf /log(z fo Fi)du

feB+ f
Acima, BT denota as funcoes boreleanas, limitadas e positivas em M.
Proposicao 5.2.1 Para v € Mg, temos que 0 < hy(v) <logk.
Para provar essa proposicao precisamos do seguinte lema.

Lema 5.2.2 [21] Sejam f > 1+ «a e numeros a; € [l + o, 5], i =1,... k.
Entao existe € > 1 tal que

k
log (e Z ai> > Y log (ea;).
) i=1

=1 =

A demonstragao do lema segue fazendo a escolha

Lema 5.2.3 Se f € BT ev € Mg entdao

g/fomyz/fdy

Prova Suponha primeiro que f = 1g, onde B é conjunto mensuravel. Temos

> / po Fdv2y" / P Lo (Fi()dv(a) = Y /F Ly PEIE)



. 1 . - . -
A seguir, assuma que f = ijl bjlp,, i.e., uma funcao simples. Entao

k l l k
Z/ij]-BjOEdV:ijZ/lBjOEdV
i=1 Jj=1 J=1 i=1

l k l
>3 0> [ oot (B = b, 0)(5)
j=1  i=1 j=1

- iijwn ~ [ tav

Agora, seja f = lim, f, limite de uma sequéncia de fungoes simples. Note
que supomos f € B, entao temos que f é limitada, e como v é probabilidade
em My, segue que [ é integravel. Pelo teorema da convergéncia limitada,
temos

k k k
Z/foﬂdu:Z/hmfnoﬂdu:hmZ/fnoﬂdu
=1 =1 =1

> lim / fody = / lim fdy = / fdv

A demonstragao seguinte é adaptada de [21].

Prova da proposigao 5.2.1 Vamos restringir a demonstracao ao caso
de um QIFS do tipo (M, F,pi)iz1,. x, onde Fj(p) = VipV*, onde os V;
sao aplicagoes lineares invertiveis, como visto em [24]. Em particular, F; é
invertivel.

Primeiro, note que se f = 1, temos flog(Zle 1)dv =logk, logo ho(v) <
log k.

Seja I = [log (Zle %)du e suponha, sem perda de generalidade, que
1+ a < f < B (note que essa integral é invariante pela transformacao
projetiva f — Af). Entao

k

I = /log(z Ef;Fi)dl/: /log (ZefoFi)dy—/log (ef)dv  (5.1)

=1 =1

Defina
a; = f o Fi(p)
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Entao

<1logz L foF
kYL log foF;

pela compacidade de M. Com tal escolha, obtemos, pelo lema 5.2.2,

e(p) = )ZGOZL
k
log GOZfoF ZZ (eof o F}) (5.2)

Aplique (5.2) em (5.1), entao

k
I> log (€0.f o F))dv — [ log (eof)d
;/og €0 v /og eof)dv

Entao, pelo lema 5.2.3 aplicado na funcao log (ef) (temos log (o f) € B pois
€y > 1), obtemos

1= [log(en)ar [ tog (ef)av =

O

Seja H : My — My um operador hermitiano. Temos o seguinte pro-
blema. Defina Fj : Mp — R,

1
- _tr(HpH)v

Fo(u) := ho(p) — %tr(Hpu) = gﬁﬁ/log Z

onde p, é o baricentro de p. Entao, queremos obter i € Mp tal que

i = sup Fy(u)
HeEMp

5.3 Foérmula integral para entropia de IFS

Seja (X, d) um espago métrico completo separavel. Seja (V, V™', e) um espago
de estados completo, B={z € VT :e(x) =1} e F = (X, F}, pi)im1
homogeéneo gerado pelo par de Markov (A, {A;} ).

77777

Defina n : Rt — R por

n(z) = { —xlogx sex #0

0 sex =20
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Defina a funcao entropia de Shannon-Boltzmann por A : X —
RT,
k

hi) =Y _n(pi(x))

i=1
Seja n € N. Defina a entropia parcial H, : X — R por

Hy(z) =Y n(p(@)),

eIy

paran > 1 e Hy(x) :== 0, z € X. Defina, para x € X,

H(z) := limsup lHn(ac),

n—oo 1

a entropia superior em x, e

1
H(z) ;= liminf — H,(z),
n—oo N
a entropia inferior em x. Se tais limites coincidem, chamamos o valor
comum de entropia em x, denotado por H(z).

Seja € M7 (X). A entropia parcial da medida p é definida por

Hy (1) ==Y n({p., 1)),

eIy

paran > 1e Hy(u) :=0.

Proposigao 5.3.1 Seja € M7 (X). Entdo as sequéncias *(H,(p))nen €

(Hp1(1t) — Hp(1))nen s@o ndo negativas, descrescentes e possuem o mesmo
limite.

Definimos o limite comum das sequéncias mencionadas na proposi¢ao
acima de H(u) e o chamamos de entropia da medida g, i.e.,

H() = Tim ~Ho(2) = Tim (o () — Hoa(1))

n—oo M n—00

O seguinte resultado nos fornece uma férmula integral para a entropia,
bem como uma relagao entre as entropias que definimos acima. Lembramos
que S(p) = MP(X) N Lim(V"i)pen, onde Lim(V"u)en é o fecho convexo
do conjunto dos pontos de acumulacao de (V"u)nen, € Sx(1) é o conjunto
S(p) associado ao operador de Markov induzido pela IFS F.
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Teorema 5.3.2 [32] (Formula integral para entropia de IFS homogéneos,
caso compacto). Seja (C,T) uma estrutura compacta metrizdvel em (V,V*, e)
tal que (A, {\;}F_)) € (C,7)-continua. Assuma que py € Bc := BN C € tal
que N(po) = po. Entao

H(po) = H(v) = / hy
X
para cada v € Sr(0,,), onde Fo € a PIFS F restrita a (Bc,T).
O resultado andlogo para IFS hiperbdlicos é o seguinte.

Teorema 5.3.3 [32] Seja F = (X, F}, pi)i=1,..k um IFS hiperbolico, v € X,
p € MY (X) uma medida invariante e atrativa para F. Entdo

H(x) = lim (Hop(2) — Ha(2)

H(w) = M) = [ b

5.4 Alguns lemas para IFS

Queremos entender a estrutura do operador £ : My — My,

o VipVit
ZPZFZ ZtrW Wi tr(VpV*)

com V;, W; lineares invertiveis, > . W*W,; = I. Tal operador estd associado
de maneira natural a um IFS que nao é homogéneo. Entretanto, algumas das
propriedades enunciadas anteriormente para IFS homogéneos também valem
para o caso nao homogéneo e nesta secao explicitamos algumas dessas pro-
priedades, enunciando e provando certos resultados elementares e relevantes
para nosso estudo.

Os lemas valem para IFS quaisquer, exceto o lema 5.4.4, cuja prova dada
abaixo vale apenas com a suposicao de homogeneidade.

Lema 5.4.1 Seja {X, F;,p;}i=1
UoV =To L.

r um IFS, U funcional linear em X . Entao

.....

Prova Temos

UY)(2) = ) pi(2)¥(F(2) = ‘P(Zpi(w)ﬂ(-’f)) = U(L(x))
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OJ

Corolario 5.4.2 Seja F = (X, Fj,p;)iz1,..x um IFS e seja py € X. Entao
L(po) = po se, e somente se, U(V(py)) = W(po), para todo ¥ funcional linear.

Prova Suponha que L(pg) = po. Entéao
) = Zpi(po)‘P(Fi(po)) = \I](Zpi(pO)Fi(pO)) = W(L(po)) = ¥(po)

Reciprocamente, se U(V(py)) = ¥(po),

W (L(po)) =U(¥(po)) = ¥(po)

Il
Lema 5.4.3 Seja F = {X, F},p; }iz1,.k um IFS, V(p) => . 1fF pidu.
1. Seja py € X tal que Fi(po) = po, i = 1,..., k. Entdo Vd,, = .
2. Seja po € X tal que Vi,, = 0,,, entdo L(py) = po.
Prova 1. Temos
k k
5= [ widiy =" [ no)a(Fi0)ds,
i—1 JF(B) i=1
k k
Z (Po)15(Fi(po)) = Zpi(ﬂo)lB(Po) = 0, (B)
i=1 i=1
2. Seja ¥ funcional linear. Entao
V(L)) =UV(p0) = [UCBp)dE, = [ W(p)av3,,
— [ (@5, = vip)
Il

Lema 5.4.4 Seja {X, F;,p;}i=1,.x um IFS homogéneo, A =", p;F;

-----

1. Seja p, o baricentro de uma probabilidade v. Entao A(p,) € baricentro
de Vv, onde V ¢é o operador de Markov associado.
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2. Seja p probabilidade invariante para V. Entao o baricentro de p, de-
notado por p,, € ponto fizo de A.

Prova 1. Temos, para ¥ funcional linear,

T(A(p,)) = /\Il(A(p))du: /Z/Io\Ildl/: /wvy

2. Pelo lema 5.4.1, temos

V(L) =t o (o) = [Uovau= [wavi= [wdu—w(p,)

onde o fato de que U o W ¢ linear segue da homogeneidade de F.

O
Exemplo 5.4.5 Sejam k= N = 2,
(5 1) w2 ),
2
Wi = (1/2)1, Wy = (v/3/2)1. Entdo
ViVi' 1 3 VopVy

_ (ODVEip) = PN T VA A # 4 0 "2Pr2
L(p) Zi:pz(p) i(p) Zi:tr(msz)tr(wm 2P )

L .3 VpWg

ST IESE,)
induz um IFS ndo homogéneo e € tal que possui py = 5|0)(0 + 2[1)(1] como
ponto fizo, e ainda temos Fi(py) = Fa(po) = po. Podemos aplicar o lema
5.4.3 e concluir que d,, € medida invariante para o operador de Markov V
associado ao IFS determinado pelos p; e F;, e que py € ponto fixo de L. Ainda,
um cdlculo sobre as iteragoes de tal IFS sugere que py € o unico ponto fizo.

¢

O seguinte lema, adaptado de [32], fixa condigbes razodveis em que po-
demos obter um ponto fixo para £ a partir de uma certa medida invariante
para o operador de Markov V.
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Lema 5.4.6 Seja {My, F;,p;}i=1.. 1 um IFS que possui uma medida pv atra-
tiva e invariante para V. Entdao lim, . L"(po) = pu, para qualquer py €
My, onde p, € o baricentro de .

Prova Seja py € My. Entao

V(L (o) = U (W) = [ U (W), = [ W(p)0V",
e portanto W(L™(pg)) — [ ¥(p)du = ¥(p,), quando n — oo, para todo ¥
funcional linear. Logo, £L"(py) — p, quando n — oo, para todo py € M.

O]

5.5 Alguns calculos sobre entropia

Fazemos a seguir alguns cédlculos baseados no exemplo 2.6.8. Seja U matriz
unitaria de ordem mn agindo em H,,, ® H,,. Sua decomposicao de Schmidt é

K
U= Z VaVA @ VP K =min{m? n®}

i=1

Os operadores V4 e V.2 agem em certos espacos de Hilbert H,, e H,,, res-
pectivamente. Temos também que Efil q = 1.
Seja 0 = pa @ pP = ps ® I,,/n e defina

K
Apa) = trp(UaUt) = 3 gV pa VAt
i=1

Lembre que

trp(|ar)(az| @ [b1)(ba|) := |a1)(aa|tr(|b1){ba])

onde |a;) e |az) s@ao vetores no espago de estados de A e |by) e |by) s@o vetores
no espaco de estados de B. O operador trago aparecendo no lado direito é o
operador traco usual para o sistema B.

Um calculo mostra que se p2 = I,,,/m, A(p?) = p? e portanto A é uma
aplicacao biestocastica (i.e., A(I,,/m) = I,,/m e A preserva o trago).

Seja F o IFS homogéneo associado aos VA isto é p;(p) = tr(qu;ApV;AT),
Fi(p) = (qVApVA) tr(q;ViApV ) e seja py ponto fixo de A = > ik
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Pelo teorema 4.5.4, py ¢ o baricentro de V"9,,, n € N. Pelo teorema 5.3.2,
podemos calcular a entropia de tal IFS. Nesse caso, temos

H(po) = H(v) = / hdv, (5.3)
My
onde v € MP(X) N Lim(V"6 ) nen.
O

Seja F = (M, F,pi)i=1,., um IFS qualquer, A = Y . p;F;. Seja U o
conjugado de V. Pela proposigao 4.5.1,

U"h)(p) = D p(p)h(Fi(p))

eI (p)

e como h(p) = Z?Zl n(pj(p)), temos, para ¢ = (i1,...,4,), po € My qual-

quer,
/MN hdV"s,, = /MN U hds,, (5.4)
- /M S 00) S pi(E(p)) log s (F.(p))dd, (5.5)
N eI (p) j=1
= — Y nlpo) D pi(Fi(po)) log p;(F.(po)) (5.6)
LI (po) J=1
= - Z DPiy (pO)piz(FilpO) o 'pin(ﬂnfl(Fin72(' o (Elpﬂ))»x (57)

&1y (po)

k
X Zp](En (En—l(' o <E1p0)))) 10gpj<ﬂn(ﬂn71<' o (FupO)))) = (unh)(pO)

(5.8)
Suponha A(pg) = po. Temos pela proposigao 4.5.3 que, como h é concava,
(U™h)pen é descrescente, U™h < h o A™ e entao

[ v < A ) = i) (5.9)

para todo n.
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Agora considere IFS homogéneos e hiperbolicos. Temos o seguinte lema:

Lema 5.5.1 Seja F um IFS homogéneo e hiperbolico, V o operador de Mar-
kov associado e j a unica medida invariante e atrativa associada a V. Entao
para todo n > 1, e para todo p € My,

/ V™S, = U"h)(p) e / haV"s, < h(A™(p))
My My

o que tmplica

n—oo

| hda=tmeen) e [ hdu< i)
My MnN
onde p € o baricentro de .

Observacao Um operador de Markov é assintoticamente estavel se
ele admite uma medida invariante e atrativa. Um IFS é dita assintoticamente
estavel se o operador de Markov V associado for assintoticamente estavel e
o lema acima é verdadeiro para tais tipos de IFS. Ainda, o caso hiperbdlico
segue do fato de que IF'S hiperbdlicos sao assintoticamente estaveis. Portanto,
temos

Lema 5.5.2 [32] O lema 5.5.1 € vdlido supondo que o IFS homogéneo F é
assintoticamente estdvel.

5.6 Formulando uma expressao de entropia

Seja My o espaco dos operadores densidade. Seja H um operador autoad-
junto, e V;, i = 1,..., k operadores lineares de tal forma que podemos definir
uma dinamica F; : My — My:

VipV:*
Fi(p) = —2

= VAV (5.10)

Sejam W;, i = 1,... k operadores lineares tais que Zle Wi W,; = I. Desta
forma, toda escolha de W; determina fungoes p; : My — R

pi(p) = tr(WipW;) (5.11)
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e temos, naturalmente, que Zle pi(p) = 1, para todo p. Entdo uma familia
W := {W;}i=1.. x determina um QIFS Fy,

Fw = {Mn, Fi,pi}iz1,. .k

com Fj, p; dados por (5.10) e (5.11), e também uma entropia hy (W),

‘ e W Vi VW WV VW,
hy (W) = — ;tr(WipWVVi );W( (Vi V) ) log tr( (Vi V) >
(5.12)
onde py denota o baricentro da tnica medida atrativa e invariante para o
operador de Markov V associado a Fy (i.e., supomos um QIFS com tal
propriedade). Nestas condigoes, pelo lema 5.4.6, vale que py é um ponto
fixo para o operador L 7 associado,

k 2
= o VPV
Lry(p) = pilp)Fip) =Y tr(WipW; )W (5.13)
i=1 i=1 LU
Definimos também
k
Lry(p) =D tr(WpW;)VipVit (5.14)

=1

Note que pela construgao feita na se¢ao 5.5, temos hy (W) = Uh(pw),
onde Uh(p) = 3_; pi(p)h(Fi(p)).

Observagao O lema 5.5.1 mostra como os calculos (5.4)-(5.8), usados
para definir hy (W), sdo usados para se obter, sob certas condigoes, uma
formula integral para entropia. Ainda, os teoremas 5.3.2 e 5.3.3 fornecem
outras condigoes sob as quais temos uma férmula integral.

Temos o seguinte lema, cuja prova é simples.

Lema 5.6.1 Seja F = (My, F;,p;) um QIFS, com F;, p; da forma (5.10)
e (5.11). Suponha que existe pg € My tal que 6,, € a unica medida V-
invariante. Entio Lr(py) = po (eq. (5.13)) e

/ UhdS ,, = Uh(po) = h(po),

100



para todo n € N. Além disso, U"h(py) = Uh(po) e portanto
hy (W) = U"h(po),
para todo n € N.

Prova O fato de que L(pg) = po segue do lema 5.4.3, item 2. Ainda,

Uh(po) = / U"hdS,, = / hdV"s,, = / hds,, = h(po)

Uh(po) = / UhdS,, = / hdV"s,, = / hdVs,, = / UhdS,, = Uh(po)
0

Lema 5.6.2 Se p € medida V-invariante e atrativa entdao se p, € o baricentro
de p temos, para qualquer p,

lim U"h(p) = /Z/{hd,u = /hdu < h(p,) (5.15)

n—00

Prova A desigualdade segue de [32], proposi¢ao 1.15. Ainda, pela proposigao
4.4.1 temos

lim U"h(p) = lim [ U"hdS, = lim [ URIV" "', = /Z/{hd,u,

n—oo n—0o0 n—oo

a tltima passagem devido a convergéncia fraca de (V"d,)nen. Isso prova a
primeira igualdade em (5.15). Como [Uhdu = [ hdVu = [ hdp, obtemos a
segunda igualdade.

OJ

Lema 5.6.3 Seja F = (My, F;,p;) um QIFS, com F;, p; da forma (5.10)
e (5.11). Suponha que p é o tnico ponto tal que Lx(p) = p (eq. (5.13)).
Suponha que Fy(p) =p, i =1,... k. Entdo

Uh(p) = h(p),

n=1,2..., e portanto hy (W) independe de n.
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Prova A prova segue por inducao. Seja n = 1. Temos:

Uh(p) = Zpi(p)h(Fi(p)) = h(p) sz-(p) = h(p)

E note que U™h(p) = UU"'h)(p), o que conclui a prova.
0

Exemplo 5.6.4 Podemos considerar a entropia de um QIFS com V; com-
plexos. Por exemplo, se k =2, W, =Wy = \/AEI, Vi=1,

0
w(3)

Entao um calculo simples mostra que hy (W) = log 2.

5.7 Entropia e cadeias de Markov

Seja M o espago dos operadores densidade. Sejam V;, W; operadores line-
ares, invertiveis, 1 = 1,..., k, Zle Wi W,; = 1. Vamos supor que os V; estao
fixados e determinam uma dinamica dada por operadores por F; : My —
Mpy,i=1,..., k. Defina

k
P :={(p1,...,px) :pi:./\/lN—>R+,z’:1,...,k,2pi(p):1,Vp€MN}

i=1
P :=Pn{(p1,...,px): Wi i=1,....k:pi(p) = tr(W;pW.}),
W; linear, invertivel ,Z WiW; =1}

Mp ={p€ M (My):3p € P tal que V,u = pu},
onde V, : M} (My) - MY (My),

k
W@ =3 [ pn

Note que uma familia W := {W,},—; _ determina um QIFS Fy,

.....
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k k
tr(Wipw W?) tr (W, Vipw ViW?)
hy (W) = — —ZE tr| W.Vipw VW) 1 2,
= = Ty 2 (b VW os ()
(5.16)

onde, como antes, pys denota o baricentro da unica medida atrativa e inva-
riante para o operador de Markov V associado a Fyy .

Lema 5.7.1 0 < hy(W) < logk, para qualquer familia W de operadores
lineares satisfazendo Y . W;W; =1,i=1,... k.

Prova Note que, por definicao,
W) = WUnpw) = [ havi,,
Mn

e a funcdo h (entropia de Shannon-Boltzmann) é > 0. Isso prova o lema.
Uma outra prova elementar é a que segue. Como py ¢é positivo, temos
(WipwWiv, vy = (pwWv, W v) > 0, v € Hy. Logo, para {v;},—1, y base
ortonormal de Hy,

N

tr(WipwW;) = (WipwW; v, v) > 0

=1

Analogamente a expressao acima vale para os V;pw V;*, e portanto também
para os W;Vipw V;*WZ, pois

<Wj‘/ipWV;*W;U7U> = <V;PWV;*VVJ*% VV;”) Z 0

Para concluir que hy (W) > 0, resta mostrar que tr(W;Vipw V;'W5) < tr(Vipw V")
(note o sinal negativo na expressao de hy (W)). De S2F_, WrW, = I, temos

k
tr(WVipw VW) = tr(W;WVipw Vi') <3 tr(Wi W Vipw V)
j=1

k
=tr(>_ Wi WVipw Vi) = tr(Vipw V')

J=1

Agora, mostremos que hy (W) <logk. Note que a expressao

V%%ﬂw‘é*”@*) 1 (V[/j‘/;pW‘/i*VV;>

k k
hy(W) == — tr(WipwW; t
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pode ser vista como uma média ponderada de entropias (cada uma destas
dada pelo somatério em j), entdo o maximo de hy (W) serd determinado se
estimarmos o valor do somatério em j. Primeiro note que, para ¢ fixado, os
termos

o (WM,OWV;*W]*)
BT Ve V)

sao positivos e ) ¢; = 1. Ainda, a soma

_zk:tr<VVijww*vvj*>l <wjvipwv;W;)
O\t (Vipw V) tr(Viow V")

tem como méximo o valor log k, que ocorre quando
(%WPWW*MGU 1
tr(VipwVi) /  k

Logo,

K
hy (W) < Z tr(Wipw W) log k = log k

i=1

OJ

Observacao O méximo e o minimo da entropia sao atingidos. Com
efeito, para qualquer dinamica fixada V;, = 1,...,k, se temos W W,, =1
para algum m entao os demais p; devem ser iguais a zero, pela condicao
> WiW; = I. Neste caso, temos hy (W) = 0. E temos que hy (V) atinge
o maximo se escolhermos W; = 1/ VkI, para cada i, onde I é o operador
identidade.

O

Definicao Seja P = (p;;)ij=1,...n uma matriz estocdstica e irredutivel.
Seja m o vetor estacionario de P. A entropia de P, i.e., a entropia da pro-
babilidade invariante no espaco de Bernoulli associada a matriz estocastica
P, é definida por

N
3,j=1

Faremos a seguir alguns exemplos, cujos resultados serao usados poste-
riormente. No final da se¢ao, apresentamos um lema simples relacionado com
tais exemplos.
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Exemplo 5.7.2 (Caso homogéneo, 4 matrizes). Vamos fazer alguns cdlculos,
tendo em mente a descrigcao feita na se¢ao 3.2. Seja N =2, k=4 ¢

_ v/ Poo 0 _ 0 v/ Po1
Vl_( 0 0 » V2= 0 0 ’

%= (s o) 5= (0 )

ZVi*ViZ (poo—(i]‘plo 0 )

Note que

Po1 + P11

e portanto temos Y, V*V; = I ao supor que

p.— (poo Po1 )
Pio P11

€ coluna estocastica. Temos

« [ poopr O « [ poips O

0 O 0 O
VspVy' = VipVy' =
3PVs ( 0 prop1 ) SRS ( 0 p11pa )

tr(VipVy") = poop1, tr(VapVy') = poips
tr(VspVs') = prop1, tr(VapVy) = prips

donde

Um cdlculo simples mostra que o ponto fizo de L(p) = >, VipV;* €

Ppo1 0
_ 1—poo+po1
pv = 0 1—poo
1—poo+po1

Seja m = (my,m3) tal que Pm = . Sabemos que

:( DPo1 1 — poo
1 — poo + por” 1 — poo + por

™

(5.18)

Entao as entradas nao nulas de py sao as entradas de ™ e assim associamos
o ponto fizo de P ao ponto fixo de um certo L de maneira natural.
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Vamos calcular hy (W). Note que L definido acima estd associado a um
IF'S homogéneo. Entio W; =V;,i=1,...k e

hy (W) = hy (V)

k k
tr(Wipy W) tr(W;Vipv ViW;)
= — W;Vipy VW) 1
121: tr(Vipy V) Z:: ( iV ) og( tr(VipyV;¥) )
s tr(ViVipv Vi'Vy')

_ Ztr( oV VIV, > log ( VooV ) (5.19)

Um calculo elementar mostra que, neste caso,
H(P)=hy(V) (5.20)

onde H(P) € a entropia da matriz estocdstica, definida por (5.17). Isso
mostra que a entropia de cadeias de Markov € um caso particular da entropia
para QIFS que definimos anteriormente.

Exemplo 5.7.3 (Caso nao homogéneo, 4 matrizes). Podemos refazer o
exemplo anterior, considerando V; # W,;. Mais precisamente, seja N = 2,

k=4ce
_( P O 0 /Por
hi= ( o 0) =0 "o
0 O 0 O
V= L Vi=
’ ( po 0 ) ! ( 0 pu )
_ qoo 0 _ (0 Vao
= (0 ) e (00
0 O 0 O
W, = W, =
’ ( Vo 0 > ! ( 0 au )
Note que
* Poo + P1o doo + G0 0
VXV = WIW; =
; ‘ < 0 Po1 +p11 > Z ( 0 do1 + qu1 )
e portanto temos Y . V'V = > Wi W; = I ao supor que

pP.— DPoo  Po1 Q= qdoo qo1
Pio Pu1 qi0 411

sao coluna estocdstica. Entao
tr(VipVy") = poop1, tr(VapVy') = poipa
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tr(VapVs) = propr, tr(VapVy) = pripa
tr(WipWi) = qoop1, tr(WapWs) = qo1pa
tr(WspWs3) = quopr, tr(WipW)) = quipa

Queremos o ponto fizo de L(p) = Y. tr(WipW)VipVi* [tr(VipV*). Isso
nos leva a

@(poopl 0>+@(p01p4 0)+Q10<0 0 >+£(0 0 ):p
DPoo 0 0 Po1 0 0 P1o 0 piopr P11 0 p11ps

Note que os p;; se cancelam e entao obtemos um cdlculo andlogo ao do exem-
plo anterior para o ponto fixo, que serd

qo1 0
_ 1—qoo+qo1
Pw = 0 1—qo0 )
1—qo0+q01

cujas coordenadas nao nulas sao as coordenadas do ponto fixo da matriz
estocdstica Q. Vamos calcular hy (W). Alguns cdlculos simples nos levam a

k
t?“ WPWW* t’f’(WJV;va;*W*)
tr{ W;Vipw VW) 1 j
; tr(Vipw V") Z T( iw ) og( tr(Vipw Vi) )

(5.21)
onde H(Q) € a entropia da probabilidade invariante no espago de Bernoulli
associada a matriz estocastica (). Logo, obtemos um cdlculo andlogo ao do
caso homogéneo. Portanto, este resultado generaliza o que vimos no exemplo
anterior.

Observacao Neste exemplo os nimeros p;; se cancelam e nao aparecem
nos demais calculos. Portanto ndao € necessdrio supor neste exemplo que o0s
pij formam uma matriz estocdstica.

Exemplo 5.7.4 (Caso homogéneo, 2 matrizes). Vamos calcular o exemplo
acima dividindo a matriz estocdstica em duas. Seja N =2, k=2 e

(5 8) v (3 3F)

Note que, da mesma forma que no exemplo anterior,

* Poo + P1o 0
VAV, =
; ’ ( 0 Po1 + P11 )
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e portanto temos Yy . V;*Vi = I ao supor que

p.— [ Poo Po
Pio Pu
€ coluna estocdastica. Alguns cdlculos sao semelhantes aos wvistos para as

equagoes (3.47), (3.48), (3.49), (3.50), secao 3.2. Vamos calcular a entropia
do IFS homogéneo associado. O ponto fixo para L €

Po1 Poop10pPo1 + P01P11P10
— po1+p1o Ppo1+pio Po1+pio
PV P0ooP10P01 P01P11P10 P10
po1+pio po1+pio po1+p1o

As entradas da diagonal principal de py correspondem as entradas do ponto
fixo da matriz estocdstica P. As outras entradas sao uma certa combinagao
linear das principais, fato ja discutido na secao 3.2. Entao para tais V; temos
que hy (W) se reduz a

o tr(ViVipy VXVF)
91 S e () i

i?j

(5.22)
por um cdlculo idéntico ao feito para a equacdo (5.21) do exemplo anterior.
Observe que o fato de o ponto firo de L nao ser diagonal nao modifica o
calculo da entropia.

Exemplo 5.7.5 (Caso nao homogéneo, 2 matrizes). Pela simetria dos exem-
plos anteriores, € de se esperar que a entropia do IFS seja iqual ao do processo
estocdstico associado. Sejam

() (3 38)

(1) w3 )

Como nos exemplos anteriores, teremos » . ViV = Y Wi W; =1 ao

SUPOT que
P o= Poo  Po1 Q= doo qo1
Pio P11 dio 411

sao coluna estocdstica. De
tr(VipVy') = p1, tr(VapVy') = pa

tr(WipWy) = p1, tr(WapWs3) = py
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tr(WiVipVi W) = poopr, tr(WaVipViWs) = propr
tr(WiVapVa WT) = porps, tr(WaoVapVy'W5) = prips

e um cdlculo simples, obtemos que, de fato, hy (W) = H(P). Isso conclui o
exemplo.

Lema 5.7.6 Sejam V;; matrizes de ordem n da forma

Vw:\/%“ﬂﬂ

i.e., com uma entrada nao nula apenas, i,7 =1,...,n. Seja
. *
) = § :Vijﬂ‘/;j
i,

onde P = (pij)ij=1...n- Entao para todo n, N (p) = Apn(p).

-----

Prova Note que
ViaVij = /Prin/Dij0uil k) (7] (5.23)

entao
= Ap( E ViipVi;) = E ViaViip(ViaVig)*
i kil

—222%kaﬂm7m 2)%mjwﬁw Apz(p)

O caso geral segue iterando o calculo acima.

O

Corolario 5.7.7 Nas condi¢oes do lema, temos que lim,_,.. Ab(p) = Ax(p),
onde m = lim,,_,o, P" € a matriz estocdastica cujas colunas sao todas iguais ao
vetor estaciondrio de P.

5.8 Sobre entropias e medidas de Markov

sy onde I, = {1,...,m}, seja C = {C, : 1 €
Unen!t} 0 conjunto dos cilindros em €2, onde

Considere o espaco Q = I}

Comfwe I wli) = ipg =L =(ir....i) € I}

e denote por o(C) a o-dlgebra gerada pelos cilindros em Q.
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Seja (P, ) uma cadeia de Markov, de modo que P = (p;;) é uma matriz de
ordem n, com p;; > 0, Zj pij = 1 (linha-estocastica), e m = (my,...,7m,) é 0
autovetor a esquerda com autovalor 1. Portanto 7P = 7, ou seja, Zz TiPij =

7Tj.

Associada a matriz P temos a seguinte medida.

Definicao A medida de Markov (associada a cadeia (P, 7)) de um
cilindro é definida por

M(CL) ‘= Ty PivioPigiz ** * Piv_qiy (524)
O

Estamos interessados na seguinte andlise. Queremos comparar a entropia
ho vista na secao 5.2,

ho(v) := inf /log Z OF (5.25)

FEB+

com a entropia hy (W) para QIFS, definida na segao 5.6,

5 WVipw VW WiVipw Vi Wy
Ztr Wipw Wy Zt ( tr(Vipw Vy") ) ( tj"(%pwvi*)j)

(5.26)
no caso em que a medida v em (5.25) é uma medida de Markov. Mais
precisamente, mostraremos que nesse caso tais entropias sao iguais. Isso é o
que faremos a seguir.

O

Usamos a notagao ij para denotar o cilindro em I que consiste no
conjunto das sequéncias (wi,ws,...) tais que w; = i e wy = j. Denote
por 1z a funcao indicadora de 1j. Para simplificar, suponha m = 2 entao o
alfabeto considerado possui apenas 2 simbolos, que denotaremos por 1 e 2.
Defina a seguinte funcao f : I)) — R¥,

2
2,7=1

onde a;; € RT. Ou seja, f ¢ uma fungdo simples, constante nos cilindros ;.
Desta forma, log f =}, ;log a;;15.
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Vamos supor que Fj : I} — IV ¢ a aplicagao Fj(wy, ws, ...) = (i, wy, wy, . ..).
Se v é uma medida de Markov, temos

log fdv = log aij)ldv = log ai; ) (ij) i log a;;
j j J j

2 1,j=1 1,7=1 i,7=1
(5.28)
Ainda, temos, para w = (i, 7, .. .),

foF(w Zam #(F(w)) = ay (5.29)

Entao
2 2
/log Z /log(Zf o Fy)dv — /logfdy
i=1 1=1
/1Og Zf o Fy)dv — Z T;pij 1og a;; (5.30)
3,0=1
Note que para qualquer w € IN, w = (1,...) ou w = (2,...). Entdo, por
(5.29),
= ajn +ay sew=(1,...)
- 11 =(1,...
Z_; f ° E(w) - { a2 + a9 Se w = (2, .. ) (531)

Agora, fixe a;; = pj;i, onde p;; sao as entradas da matriz linha estocéstica
P fixada inicialmente. Desta forma, ai1 + ao1 = p11 +pi2 = 1 € aa + as =
P21 + pa2 = 1. Portanto, para tal escolha de a;; e para qualquer w € I} a
soma (5.31) é igual a 1. Logo, de (5.30), obtemos

[\

log( Z 7.pi; log pyy = H(P) (5.32)

Logo,

inf /log(z fobi b < mp) (5.33)
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Agora note que qualquer funcao f positiva pode ser escrita como

2
= > aypjil5(w)

ij=1
Defina )
u(w) = Z ai; 1(w)
ij=1
¢ 2
w) ==Y pji lj(w)
ij=1
Temos

/ IngdV_/ Zlog aszgz 1 dV Z log aljpj1> (.72)

I 1,7=1 i,j=1
2 2 2
= Y mipsilog(ap;i) = > mipjiloglay) + Y mipjilog(ps)  (5.34)
ij=1 ij=1 ij=1

Se w = (1,7,...), entdo f o Fj(w) = a;;p; e portanto
ZfOFl = Zah‘pu
1 1
Escrevemos

ZfoFl Zzazﬂoﬂ i (Fi(w)) (5.35)

Temos também o seguinte.
Lema 5.8.1
/Eg(logu)dy = /logudy (5.36)

Prova Temos

/log udy = /Zlog(alj)ljidu = Zlog(aij)l/(ﬁ) = Zlog(aij)ﬂjpﬁ
(V] V] Y]

(5.37)
E ainda

/Eg(logu)dl/ = /ZZlog(aij)pjilij(Fl(w))du
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= Y lostas)pn 3 [ 15(Ew)ay
%] l
= log(ai)pi Y v(lj) = Y log(ay)pji(mipy; + mapa;) = Z log(ai;)m;pji

i,j 1,J
(5.38)
Logo,

/Eg(log u)dy = /logudy (5.39)
0J
Desta forma temos, usando (5.34), (5.36) e (5.37),

k 2
foF
log( Ydv = [ log(» fo F)dv— [ log fdv

= /log(z f o F})dy — ( Z ijji log(aij) + Z Wipij log(pzj))
=1

ij=1 ij=1

:/log (Ly(u)) dy—/logudV+H(P) (5.40)

= /log (Ly(u))dv — /L’g(log u)dv + H(P) (5.41)
Queremos mostrar que
/log (Ly(u)) dv — /Eg(log u)dv >0 (5.42)
Isto segue imediatamente se mostrarmos que para w = (4,7, ...),
log (£,(u)) (w) > £,(log u) (w) (5.43)

A ultima expressao segue de convexidade. De fato, para provar a desigual-
dade acima, basta mostrar que para qualquer w = (i, 7, ...), temos

log ( Z alipil) > Z pirlog w; (5.44)
z l

Tal desigualdade é verdadeira, pois os p; sao nimeros positivos com ), py =
1, para qualquer 7, e a funcao log é concava.
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Portanto, concluimos de (5.41) e (5.42) que

/ log(z / ‘}F Dy > H(P) (5.45)

Conclusao Por (5.33) e (5.45) concluimos que se v é uma medida de
Markov associada a uma matriz estocastica P, temos

inf / log(Z Fol b — H(P) (5.46)

feB+ f
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Capitulo 6

Problema variacional de
pressao para QIFS

6.1 Problema de pressao e multiplicadores de
Lagrange

Seja Mg o conjunto das medidas invariantes definido na secao 5.7. Dadas
aplicacoes lineares W;, com ) . W*W,; = I, estas determinam aplicacoes p; e
uma medida de probabilidade p que por sua vez determina o baricentro p,,.
Para u € Mp seja pw = p, € My o seu baricentro. Defina

1
onde hy (W) é definido na segdo 5.7, ¢ H é um operador hermitiano. Assim,
temos o seguinte problema: encontrar p tal que

F,= sup F, (6.2)
vEMF

Observagao A pressao, como definida em (6.1), é uma aplicacdo que
toma como valor o baricentro de uma medida invariante associada. Dadas
aplicagoes lineares W;, com ), W W, = I, estas determinam aplicacoes p;
e uma medida de probabilidade p que por sua vez determina o baricentro
pu- Para se poder descrever o problema de pressao usando multiplicadores
de Lagrange, é necessario escrever as coordenadas de p, em fungao dos W;.
Dadas certas hipdteses (lema 5.4.6), vale que p, é o unico ponto fixo do
operador £ associado ao IFS (My, Fi,p;). Ou seja, as coordenadas de p,,
serao as coordenadas do ponto fixo de L, e estas podem ser escritas em fungao
dos W; como veremos posteriormente.
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¢

No que segue faremos alguns calculos preliminares a fim de resolver o pro-
blema dado por (6.2). Estamos interessados nos pontos fixos de

_VipVit
=) tr(WpW)) 6.3
Zp Z e tr(VpV*) (6:3)

Considere o caso N = k = 2. Sejam

P1 P2 Ty T2 Y1 Yo
p— 5 V pu— y v pu—
P (02 ,04> ! (373 334) 2 (93 94)
Obseryagéo Ao invés de considerar W7 e W5 nos céalculos, defina W, =
Wiy e Wy := W3Ws. Apés resolver o sistema associado aos multiplicadores

de Lagrange para Wy e W5, podemos calcular a raiz quadrada para recuperar
W1 e Wy, Sendo assim, defina

~ up U ~ z1 Z
le(l 2>7W2:<1 2>
Uz Ug Z3 24
e queremos obter p tal que

tr(Wip) . tr(Wap)

— —————VopV) = 6.4
r(ipV) T (pr) 2 T o4

Continuando, temos

tr(VipVy) = (ZE% +x§)p1 +2(x120 + x374) P2 + (x% +xi)p4 = A1p1+ Asps + A3

tr(VapVy) = (45 +y3)p1 + 24192 + ysya)p2 + (45 +yi)pa = Aapr + Aspa + Ag
tr(Wlp) = uypy + (ug + ug)p2 + usps = Bip1 + Baps + Bs
tr(Wap) = 21p1 + (22 + 23)p2 + 24ps = Bupy + Bspa + Bg

onde, como ps = 1 — py,

2 2 2 2 2 2
Ay =i+ a5 — a5 — x5, As =210 + 2324), A3z =25 + x5

Av=yi+v3 — 5 — i, As =2(y1y2 + yswa), As =13 + U3

By =uj —us4, By =1us+us, By =1
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By =2z — 24, Bs =2+ 23, Bs= 24

tr(WiVipVy) = Cipi + Caps + Cs = Bui(p)
tr(WoVipVy') = Capy + Cspy + Cs = Bar(p)
tr(W1VapVs') = Dip1 + Daps + D3 = Bra(p)
tr(WxVapVy) = Dap1 + Dsps + Ds = Baz(p)

para certas constantes C;, D;, © = 1,...,6 que dependem das entradas dos
V; e W;. Ainda

VipV = T3py + 2x1T9p2 + Tipy T123p1 + (T2x3 + 2124) p2 + ToTapy
. 12301 + (T2%3 + 124) p2 + T2Tapy x3p1 + 2x34p2 + Tip4
VopVy = Yip1 + 2y1Yapa + Y3p4 Y1Ysp1 + (Y2ys + y1Ya) p2 + Y2yapa >
2 Y1ysp1 + (Yoys + y1ya) p2 + YoYapa ?J%Pl + 2y3yap2 + Yips

De (6.4) obtemos 4 igualdades, mas duas delas sdo idénticas entao temos
3 equacoes independentes:

Blpl —I—ngg—{—Bg( 92 2 2
Ty — T + 2212 +x >
Aipr + Agps + As (71 2)f1 1 2

Bupi+ Bspa+Bs [, 5 o )
+ ( —y2)p1 +2 - ) = 6.5
Aup1 + Asps + Ag (yi — ¥2)p1 + 2y19202 + 5 P1 (6.5)

Bip1 + Baps + Bs
Aipr + Agpar + As

+B4P1 + Bspa + Bs
Aypr + Aspa + As

Blpl + ngQ + Bg( 9 2 2
T3 — T4)p1 + 223240 —l—x)
Alpl + Agpg + Ag ( 3 4> ! Frarz 4

Byp1 + Bspa + Bg ( 9 9 )
- +2 + ) =1 6.7
Aupr + Asps + Ag (y3 — ya); YsYap2 + Yy 1 (6.7)

<(:E13:3 — Toxy)p1 + (2223 + 2124) p2 + 352954)

<(y1y3 — Yoya)p1 + (y2y3 + y1ya)p2 + y2y4> =p2 (6.6)

Podemos reescrever tais equagoes como

a1(p) ((:U% — 22)p1 + 2212905 + x%) + as(p) ((yf — Y2V p1 + 21y + y%) =
(6.8)
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aq (p) <(JI1ZE3 — 132.754),01 + (.TQ(L’g + ZL’1(I}4>p2 + .7)21’4)

+as(p) ((?les — yoya)p1 + (Y2us + y1ya)p2 + y2y4> = P2 (6.9)

ai(p) ((517% —z})p; +2$3$4P2+$i> +az(p) ((?/?2, — 1)1+ 2y3Yap2 +yi> =1l=p

(6.10)
onde
anlp) = Bip1 + Bapas + Bs
YT Avpy + Agpy + Ag
as(p) = Bypr + Bspz + Bg
2 Agpr + Aspsr + Ag
O

Queremos obter expressoes para p, que dependem de W; e V; apenas.
Note que o trago € linear, e como os W;, V; sao lineares, as aplicagoes

p = tr(VipV;)
p = tr(WipWy)
p = tr(W;VipVi W)

sao funcionais lineares. Ainda, para qualquer funcional linear ¥ temos, por
definigao, que ¥(p,) = fMN U(p)du e entao

(Vi) = [ iV (6.11)
mwmmpfgmmmmwzﬁymmm> (6.12)

r(WVin,VW)) = [

Mwwwmmwwzfpmmmww<ma
2

Mo

¢

Vamos enunciar o problema (6.2) com multiplicadores de Lagrange. Es-

creveremos pL = p; para simplificar a notagao. Consideramos o caso real com
N = 2. Defina

12
— 0y — | Pu Pu [ P P2 H— hy  hy )
pw = P ( p. P, ) ( P2 P4 > ’ ( ha  hy
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Vlz(xl $2)’ sz(yl y2>7 le(ul U2)’ W2:(21 22)
T3 T4 Ys Ya Uz Ug 23 24
F(W) = F(Wl, Wg) = F(U,Z)
1
— F(Ul, U, U3, Ug,y 21, 22, 23, Z4) = hW,V(IO,u) - Ttr(HPH)
= tT(Hp) = h1p1 + 2h2p2 + h4p4
A condigao ), WW; = I fornece os seguintes vinculos:
Gi(Wi, W) i=ud +uj + 27 +25 — 1
Go(Wi, W) :=u3 4+ uj + 25 + 27— 1

G3<W1, Wg) = U1U —+ U3U4 —+ Z1%9 + 2324

Observacao Como sugerido inicialmente, poderiamos escrever W, =
W W, e considerar os vinculos associados a tal transformacao. As conclusoes
a seguir valeriam da mesma forma para os W;.

O

Continuando, defina

F(Wl, WQ, )\1, )\2, )\3) = F + )\101 + )\QGQ -+ )\3G3

Vamos calcular VI' = 0. Temos
uituj 42+ =1

2 2 2 2
u2+U4+22+Z4:1

UTU2 + UsUy + 2122 + 2324 = 0

tr(Wipw WY)
tr(Vipw Vi)

t ES *
hy (W) = r(WiVipw Vi Wi ))

(tr <W1leWV1*W1*) log < tr(Vipw Vi)

tr(W2V1pWV1*W2*)>>

Fir <W2V10WV1*W;> log < tr(Vipw Vi)
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_tr(WapwW3)
tr(Vapw V5

tr(Wﬂ/szV;Wf‘))

tr(Vapw V5)

W(W2V2PWV2*W§)>>
tr(VapwVy')

(tr (WaVapw Vw7 ) 1og

tr (WaVapu VW3 ) log

— —a1(PW)(511(pW) log <A1p1€:1151’;2/2)+ A3>+521(PW) log <A1p16j1£{;2;)+ A3>>

ealon) (Bulow) o8 (7 Tﬁiﬁl 7)) log (5 /Bjiivpo:L i)

(6.14)

Pela equagao (6.14) nota-se, uma vez que iremos calcular a derivada da
entropia, que precisamos obter uma expressao explicita para

9, . 9,
Ouipj ¢ aZipj7

ondei=1,...,4, 7 =1,2,4 e u;, z; sao as coordenadas dos W;. Em outras
palavras, dados W;, obtemos uma medida invariante e o baricentro associado
a tal medida. Entao serd necessario obter uma expressao para as derivadas
das coordenadas p; do baricentro.

Note que como supomos que o baricentro é o ponto fixo do operador
L associado ao IFS podemos, a principio, usar como expressao para p a
solugao dada pelo sistema (6.5)-(6.7), cuja solucao é o ponto fixo para £. Na
pratica, a expressao que resolve tal sistema, para W; tais que ) . W W, =1
e V; quaisquer, ¢ dificil de ser analisada e entao uma pergunta natural seria
tentar analisar algum caso particular que forneca simplificacoes algébricas
convenientes.

O

Exemplo 6.1.1 Vamos fazer os calculos do multiplicador de Lagrange no
caso particular em que

. a 0 . 0 0 . hl hg
i=(0) e=(ah) =)
Qomo feito nas consideracoes gerais acima, €SCrevETEMOS W1 = Wiihn,
W2 = WZ*WQ Entao



tr(VipVy") = a*pu, tr(VapVy') = 0°ps

tr(Wip) = urpr + (uz + us)p2 + uaps

tr(Wap) = z1p1 + (22 + 23)p2 + 2apa
tr(WiVipVy') = a’uipy, tr(WaVipVy) = a’zip
tr(WiVapVy) = bPugpy, tr(WoVapVy) = b224p4

Pela observacao no inicio desta secao, precisamos obtemos expressoes
para os pontos fizos de L. A solug¢ao de L(p) = p neste exemplo é ps =0 e

Uy

S B 6.15
o1 Uy — U + 1 ( )
Logo
0
e B (6.16)
ug—ui+1
Ainda, p1 + ps = 1 implica
0 0
= — 6.17
E P4 8uip1 ( )
€
0 B Uy 0 B i —0 0 B 1—u
aulpl  (ug —ug +1)2 8u2p1 N 8u3p1 - 8u4p1 © (ug —uy +1)2
(6.18)

Ainda, obtemos
tr(Hpw) = hip1 + haps

_wpr (ug + u3)pa + Uspy o
a’py

hy (W) =

2
a~uyp1

a’z
X (a2u1p1 log ( 2p, ) + a*z1p; log ( a2;)f1)1>)

_zspit (22 4 23)p2 + 24p4 y
b?p4

b b?
X <b2u4p4 log ( u4p4> + b2 24p4 log < z4p4>)
b2p4 bQP4

U +u
_ —WICL2—/)1Ml (a2u1p1 log (u1) + a®z1p1 log (Zl)>
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_ Z1P1 + Zapa

b2p, (52U4P4 log (uq) + b*z4p4log (24)>

= —(uyp1+usps) <u1 log (u1)4+21 log (z1)> —(z1p1+24p4) <u4 log (u4)+24 log (z4)>
(6.19)
Observe que em dimensao 2, € imediato escrever as varidveis z; em fungao
das varidveis u;. Podemos a sequir considerar o problema de multiplicadores
de Lagrange sobre as /4 wvaridveis u; apenas, e com vinculos que levam a

equagoes faceis de analisar. Desta forma, usando (6.15), (6.18), (6.19), e
escrevendo z1 = 1 —uq, 24 = 1 — uy, obtemos

U Uy ug(1 — uy)
W) = — + 1 + (1 — log(1 —
hv (W) (u4 w1 g — 1)(U1 og(u1) + ( uy) log( uy))

_ U4(1 — Ul) i (]_ — U4)(1 — ul)

)(uglog(uy) + (1 — uy) log(1l —uy)) (6.20)

U4—U1+1 U4—U1+1
donde
ihV(W) _ uy(log(ur)us + log(ur) — log(1 — u)uy
(9u1 (U4 — U + 1)2
—uylog(uy) — log(1 — uy) + log(1 — U4)U4)] (6.21)
(ug —uy + 1)2 '
0 (ug — 1) (ug log(ug) + log(1 — uy) — log(1 — up)us — 21log(1l — uy)
_hV<W) = 2
8u4 (U4 — U + 1)
—log(ug)uy + log(ug) + log(1 — uy)uy) (6.22)
(ug —ug + 1)2 )
Agora, definimos
1
F(ul, Uz, U3, U4) = hv(W) — TtT(pr) (623)
1
= hy(W) = = (hapr + hapa) (6.24)

Gl(Wl, WQ) = Ug + 29, GQ(Wl, WQ) = Uus + zZ3, G3<Wl, WQ) = U9 — U3
o 3
Wy, Wa, {\i}iz1,..3) = F + Z)”Gi (6.25)
i=1
Vamos calcular VI' = 0. Temos, por (6.17), que

Ou,tr(Hp) = h10y,p1 + haOy,ps = (h1 — hg)Ou, p1 (6.26)
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0., tr(Hp) = hi0,,p1 + h40,,ps = (h1 — hy)0,,p1, (6.27)

1=1,...,4 e entao

Ug + 2o = U3 + 23 = O, Ug = U3 (628)
hy —h
Ouyhy (W) — =04, p1 = 0 (6.29)
hy — hy
6u2hV(W) — T8u2p1 + )\1 + )\3 =0 (630)
hy — hy
(9u3hv(W) — au3p1 -+ )\2 — >\3 =0 (631)
hy —h
By (W) — 1T40u4p1 =0 (6.32)
As equagoes (6.30) e (6.31) se reduzem a Ny = A3 = —\;. Portanto, o

problema se reduz a resolver (6.29) e (6.32). Usando (6.18), temos

8hv<W) . ]’Ll — h4 Uy
8u1 N T (U4 — U + 1)2

(6.33)

ahv<W) . hl — h4 1— U1
8u4 N T (U4 — Uy + 1)2

Substituimos nessas equagoes as expressoes de entropia obtidas em (6.21)
e (6.22). Entdao alguns cdlculos nos permitem obter a solug¢io de (6.33) e

(6.34), que é

(6.34)

e—h/T 0 e—ha/T 0

~ TThi/T 4 o—ha/T g o h1 /T Lo—hy/T
e—h1/T L eg—hy/T e—h1/Tfe—ha/T
(6.35)

e portanto, de W, = WiW;, i =1,2, obtemos

e—h1/T 0
. eihl/T—‘,—e*hll/T
1 — , (6.36)
0 1 /T o ha/T

e—ha/T 0
B P /T 1o ha/T
Wy=| V . — (6.37)
e—h1/T1e—ha/T
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6.2 Revisando um exemplo

Revisamos aqui o exemplo 6.1.1, indicando os calculos referentes a pontos
fixos, autovalores e pressao associados. Naquele exemplo, temos:

(a0 (00 (i h
i=(a)n=(o) m=(i)

W _ U1 Uo W _ 1 — Up —U2
! Ug Uy ’ 2 —U9 1-— Uy

Defina N
. - VipVir
L = tr(Wip) ———— 6.38
k ~
Lwy(p) =Y _ tr(Wip)VipVy (6.39)
i=1
O ponto fixo de Lé
a0
pPw = . 61+ 1—uq (640)
ug—ui+1
A escolha de W, tais que
1
Fy = hy(W) = tr(Hpw) (6.41)
¢ maximal é dada por
3 e—h1/T 0
Wl — e~ h1/T4e—hy/T o (642)
O e*hl/T+67h4/T
~ e—hqa/T 0
W2 — e~ /T 4e=ha/T —ha/T (643)
Portanto, por (6.40), o ponto fixo para o operador L associado aos W; maxi-
mais é
efhl/T O
pVV,m — e_hl/T+€_h4/T 6_h4/T (644)
0 e—P1/T fe—ha/T

Agora, note que pela proposicao 3.4.2, temos que existem pg € My e
B> 0 tal que Lw,v(ps) = Bpp e. Os autovalores e autoestados associados a
L sao
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B =d*u, ps= ( (1) 8 ) (6.45)

00
B=0(1—-w), pg= ( 0 1 ) (6.46)
Logo, para o operador £ associado aos W; maximais, temos

a2€_h1/T b2€—h4/T
P = g O B = ot
e~h/T 4 eg=ha/ e=h/T 4 e=ha/

(6.47)

A pressao maximal naquele exemplo é

1
Fy = hy(W) = —tr(Hpw)

—h1/T e/ ~ha/T _eh/m
{Te log (efhl/T_i_efhzl/T +Te log o—h1/T ¢ ha/T

T<e—h1/T i e—h4/T>

hye=m/T 4 h4e_h4/T}

(6.48)
T(e—hl/T i e—h4/T>

Alguns célculos a partir da pressao obtida acima nos leva ao seguinte:

Lema 6.2.1 Temos que
F, =logxy, (6.49)
onde
zy = e M/T 4 g7h/T (6.50)

Como o exemplo a seguir mostra, temos a igualdade F), = log 8 apenas em
certos casos especiais.

Exemplo 6.2.2 Seja H um potencial fizo. Defina
a = eM/H (e7M/T 4 e=ha/T) (6.51)

e seja b qualquer tal que = a’u; > b*(1 — uy), onde uy € tal como obtido

na solugao para Wy,
€_h1/T

e~ /T § o—ha/T
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Considere o QIFS com dinamicas Vi e Vo como o do exemplo 6.1.1 e
entradas a e b como definido acima. Entao

e /T hi/T (. —hi/T ha/T\2 e /T
— — 1 —n1 —n4 —
f=a e—h/T 4 o—ha/T — S C Te ) e—h/T 4 o—ha/T — TH
(6.53)
e portanto F,, = log 3.
O

6.3 Funcao capacidade com custo

Vimos anteriormente que toda aplicagado A completamente positiva (CP) que
preserva o trago pode ser representado (de forma nao tnica) na forma de
Stinespring-Kraus,

k k
Ap) =) VipVi', Y ViVi=1,
=1 i=1

para V; operadores lineares. Aplicagoes CP que preservam o trago também
sao chamadas canais quanticos.

Definicao A capacidade de Holevo para enviar informagao cléssica
via um canal quantico A é definido por

Calp) = max S( ZpiA(pi)) - ZpiS(A(piD (6.54)
PiEM N =1 i=1

onde S(p) = —tr(plog p) é a entropia de Von Neumann e acima escrevemos

p=>_.pipi- O maximo é, portanto, sobre as escolhas de n probabilidades p;

e operadores densidade p;, para algum n € N. A capacidade de Holevo esta-

belece um limite superior sobre a quantidade de informacao que um sistema

quantico possui [26].

Definicao Seja A um canal quantico. Defina a entropia minima de
saida como sendo

H™"™(A) = %{15(/\(|¢><¢|))

Conjectura da aditividade Temos que

CA1®A2 = CVA1 + CAQ’ Vp
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Conjectura da entropia minima de saida Para quaisquer canais A;

Em [28], ¢ mostrado que a conjectura da aditividade é equivalente a
conjectura da entropia minima de saida, e em [18] obtemos um contraexemplo
para esta iltima conjectura.

O

Definigao Seja My o conjunto das medidas invariantes definido na segao
5.7 e seja H um operador autoadjunto. Para 1 € Mp seja p,, o seu baricentro.
Defina a fungao capacidade-custo C' : RT™ — R™ por

Cla) = max {hwy(pu) : tr(Hp,) < a} (6.55)

neM

A descri¢ao a seguir é adaptada de [23]. Existe uma relagao entre a
funcao capacidade-custo e o problema variacional de pressao. Com efeito,
seja F': Rt — R* a funcao dada por

FON = sup {hwe(p) — Mr(Hp,)} (6.56)

HEMF
Temos os seguintes fatos: existe uma unica probabilidade vy € M tal que
F(X) = hwy (pu) — Atr(Hpy, )
E o seguinte lema:

Lema 6.3.1 Seja A\ <0, seja a = tr(Hp,,). Entdo
C(a) = hwy (pw,) (6.57)
Prova Seja v € Mg, v # vy, com tr(Hp,) < a =tr(Hp,,). Entao
hw,v (pv) = Atr(Hpy,) < hwy (pv,) — Mr(Hpy,)

e portanto,
hwv(pv) < hw,v(pw,)
Logo,

hwy (pu) = sup {hwy(pu) s tr(Hp,) < a} = C(a)
pneMpE
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6.4 Potenciais e operadores de transferéncia

O problema variacional de pressao conforme visto em [27], por exemplo,
relaciona o valor da pressao maximal com o maior autovalor do operador de
transferéncia associado em um espaco de simbolos. Mais precisamente, se X
é um espago de simbolos, C(X) sao as fungoes continuas nesse espaco e dado
um potencial H, definimos Ly : C'(X) — C(X)

Ly(w)(z) = Y e"u(y) (6.58)

o(y)==

onde ¢ é o shift em X (ver introducao deste trabalho). Seguindo [27], se
P(H) = sup{h,(0) + / Hdp), (6.59)
o

onde h, (o) é a entropia do shift e o supremo ¢é tomado sobre todas as medidas
o-invariantes, temos que

P(H) = log 3, (6.60)
onde  é o maior autovalor de L.
Dizemos que H estd normalizado se Ly(1) = 1. Poderia se dizer de

outra forma que Ly estd normalizado. Neste caso o operador dual Lj; leva
probabilidades em probabilidades.

A generalizagao do conceito de probabilidade (Mecanica Estatistica) em
Mecanica Quantica é a matriz densidade. Uma matriz diagonal em que
p1 > 0 e py >0, sao os termos diagonais, e ainda p; + po = 1 corresponde a
uma probabilidade. Mas um operador positivo de traco 1 pode ser bem mais
geral.

Desta forma, podemos identificar de certa forma heuristica o operador U
com Ly e o operador de Markov V com Lj;.

Uma ideia bésica considerada neste trabalho é a de que no contexto de
sistemas quanticos, se ao invés de considerarmos o operador de transferéncia,
considerarmos operadores do tipo Ly : My — My,

k
Lwy(p) =Y tr(WipW)VipVy, (6.61)
i=1
entao € possivel obter certos resultados analogos aos de termodinamica classica.
O operador Ly, esta relacionado com os canais quanticos vistos nas segoes
2.6 e 6.3.
O operador Ly, nao parece ser analogo a Ly, pois age em matrizes,
mas tem uma natureza distinta de V. Ele nao tem um analogo em Mecanica
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Estatistica. Poderia se pensar que de certa forma que ele é o andlogo de V
mas agindo em baricentros.

Podemos fazer a suposicao que Zle V¥V, = I e que os V; estao fixos.
Assim, fixamos um IF'S classico.

Vamos pensar que os W; podem ser variados (nao como os V;, que estao
fixos). Se supusermos que Zle W W, = I, entao diremos que Ly estd
normalizado. Neste caso Ly leva matrizes positivas de trago 1 em matrizes
positivas de traco 1. Tal caso foi explorado em [15] [16].

Pensamos, de maneira andloga a Mecanica Estatistica, que os W; deter-
minam o jacobiano de uma medida invariante para o QIFS.

Aqui vamos considerar o caso mais geral em que Zle W W, nao é ne-
cessariamente igual a identidade. Como vimos antes, neste caso, Ly pode
nao ter ponto fixos, mas existem p e A tal que Ly, (p) = Ap.

Desejamos analisar o problema analogo ao formalismo termodinamico da
Mecanica Estatistica na Mecanica Quantica. Para isto necessitamos fixar a
dinamica da IF'S definido pelos V; e buscar medidas sobre matrizes densidades
(em vez de medidas) que tenham caréter estaciondrio. Desejamos buscar uma
definicao de entropia que seja para “sistemas estaciondrios”. Isto significa
duas coisas: uma medida sobre matrizes densidades que seja fixa por V e
ainda o estado p, que é o seu baricentro. Isto deveria permitir definir uma
entropia estacionaria. O teste para saber se tal entropia é estacionaria é que
sua defini¢ao independa do n da iteragao.

6.5 Principio variacional de pressao

Sejam V;, W;, operadores lineares, : = 1,...,k, com ) . W*W; = I e seja
k
Hp:=> HpH; (6.62)
i=1
uma operador autoadjunto. Estamos interessados em obter uma versao do
principio variacional de pressao para o nosso contexto. Veremos que a pressao
atingira o maximo quando houver uma certa relacao entre o potencial H e a
distribuigao de probabilidade considerada (representada aqui pelos W;).

O lema seguinte serd fundamental para a construgao que segue.

Lema 6.5.1 Serq,...,r, eqi,...,q Sao duas distribuicoes de probabilidade
em1,...,k tais quer; >0, j =1,...,k, entao
k k
—Y g;loggi+ Y _g;logr; <0
j=1 Jj=1
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e a igualdade vale se, e somente se, 1; = q;, j=1,... k.

Prova ver [27].

O potencial (6.62) em conjunto com os V; induz um operador dado por

k
Lulp) =Y tr(HipH)VipV;' (6.63)
i=1
Sabemos que tal operador admite um autovalor 5 e um autoestado associado
ps. Entdo Ly (pg) = Bps implica

k
> tr(HipsH;)VipsVi = Bps (6.64)
=1

Em coordenadas, (6.64) pode ser escrito como

k
> tr(HipsH?) (Vips Vi) = Blps)i (6.65)

=1

onde a notacdo (B)j significa a coordenada (j,!) da matriz associada ao
operador B, j,l =1,...k.

Observacao Fazendo uma comparacao com o problema andlogo para
cadeias de Markov, a equagao (6.64) pode ser vista como o andlogo da ex-

pressao
let =\ (6.66)

que teriamos para o problema cldssico para matrizes. Ali, a matriz A, com
entradas a;; faz o papel do potencial, e é a matriz com coordenadas e’ e
l; denota a j-ésima entrada do autovetor a esquerda [ associado ao autovalor
A. Em coordenadas,

D het =Ny, i j=1,...k (6.67)
O
De (6.64) obtemos
F1
ZE (H;psH?)tr(VipsVy¥) = (6.68)
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0 que é apenas a expressao explicita para § que calculamos no teorema de
autovalores,

k
B =" tr(HipsH; )tr(VipsV;') (6.69)
i=1
Com isso em mente, defina
(VipsVi im
T‘m:_tr H H* P I 670
Jl ﬁ ( iPB ]) (pﬁ)lm ( )

Portanto, temos Zj ryim = 1. Para a andlise que queremos fazer no mo-
mento nao precisaremos das expressoes explicitas dos nimeros (VjpgV}" ).
Posteriormente faremos tais célculos (ver expressao (6.96) e seguintes).

Seja

gi; = (Wsz'pWVz‘*Wf) (6.71)

tr(Vipw V;¥)
onde, como antes, py denota o ponto fixo associado ao operador renormali-

zado EWV, induzido pelo QIFS (M, F}, pi)i=1

77777

VipVi'

B0 = v

pi(p) = tr(WipW;)

Note que temos

k
Zq” prv* Z (W} WiVipw V')

1
S —
tr(VipwVi")

Logo, podemos aplicar o lema 6.5.1 para rjm,, ¢;j, j = 1,...k, com 4,l,m
fixados, para obter

k
r(Q_WiWiVipwV;) =
j=1

W;Vipw VW WiVipw Vi W}
_Z ( tr VP;VJVWV*) >1 t ( tiﬂg;vw‘é*;)

W;Vipw VW3 1
: 7 ) 1oe (G tr(HipsH) (VipsViJim ) <0 (6.72
iy )18 (G ot ) sV dm) <0672
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e vale a igualdade se, e somente se, para todo ¢, j,[, m,

1 tr(W VpWV*W*)
tr(H;pg H))(V; V*
B(pﬁ)lm ( iPs ])( iPB ) tT(VpW‘/;*)

(6.73)

Entao

W, Viow VW W, Viow VW
_;”< oy )5 ()

W, Vipw Vi W

+2:(”meﬂ>m0ﬂ%wﬁﬁ@@@ﬂ)

(Pﬂ)lm

WiVipw VW
s Zt ( tr(Vipw V) >10g6

0 que equivale a

W;Vipw Vi W WiVipw VW
_Z < tr ‘;)Z/W‘/*) >1 : ( t;(‘/[;;VWV;*)J)

tr(WVpWV W*)
1 tr(H;jpsH;

Multiplicando por tr(W;pw W;*) e somando em i obtemos

(VipsVi )im
(P8)im

) <logf (6.74)

EEDE (1t att) D250y 52 BUBOEE) a0 v
<Y tr(Wipw W) log 8 = log 8 (6.75)

e vale a igualdade se, e soinente se, para todo i, j, [, m,
) e = S 0™

Vamos reescrever a desigualdade (6.75). Primeiro, usamos o fato de que
pw € ponto fixo de Ly,

Vipw Vi

W 6.77
r(Vipwvie) (6.77)

Ztr Wipw W)

=1
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Agora, compomos ambos os lados da igualdade acima com o operador

(V;‘pﬁv}*)lm

Z lOg (tr<HJp5Hj*) (pﬂ)lm

J=1

)W;Wj (6.78)

(i.e., multiplicamos a direita) e entdo obtemos

k k
Viow V* (VipsV} )im
tr(Wipw W) —222_N"og (tr(Hpg HY) =L YW W,
2 W Wiy, vy 2 8 (1 (Hyps H) L W
k
(VipsV; i
= log (tr(HpgH) ——— " \W:iW. 6.79
> g (#r(Hypa ) = S22 ) Wi, (6.79)

Rearranjando termos, obtemos

k k

o (VirsVi )im tr(WpwW; A
> log (tT(ijﬁHj)—J ’ )Z—( o )VipWVz‘ WiW;
j=1

(pﬁ)lm 1 tr(‘/sz‘/z*)
k
o VipsVimy -,
—pw Y log (tr(ijﬁHj)](pﬁ—)j)Wj W, (6.80)

j=1

Tomando o trago em ambos os lados, obtemos

k k
> "log (tT(ijﬂHj)W> > :W”(Wﬂ/z‘pw‘@ Wy)
m =1 (2 7

j=1
(V}pﬁ‘/;‘*)lm

oo )tr(pWVV;Wj) (6.81)

k
= Zlog <tr(ij5H;‘)
j=1

Note que o lado esquerdo de (6.81) é uma das somas em (6.75). Portanto,
substituindo (6.81) em (6.75) nos fornece a seguinte desigualdade:

(V}pﬂvj*hm

o, Jir(Wipw W) <logs (652)

k
hv<W) + Z lOg (tT(ijgH;)
j=1
0 que equivale a

k
hy (W) + Z tr(ijWW;) log tr(ijBH;)

j=1
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k
+ > tr(WpwW;) log (

i=1

(Vjpﬂ‘/;‘*)lm
W) <log 8 (6.83)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo ¢, 7,1, m,
ViesVi)im _ tr(W;Vipw V' W)
(p8)im tr(Vipw V;*)

1 *
—tr(H;pgH})

7 (6.84)

O

Exemplo 6.5.2 Suponha que o potencial considerado acima € tal que H; =
H,i=1,...,k para um certo H. Entao de (6.83) temos

(V;‘pb"/;'*)lm

k
hy (W) + logtr(Hps H*) + Z tr(W;pwW;) log <logf (6.85)

‘= (Pg)im
e vale a 1gualdade se, e somente se, para todo i, 7,1, m,
1 VipsV: )im — tr(W;Vipw VW
B (P)im tr(VipwVi")
O

Observacgao Observe que podemos obter uma versao da desigualdade
(6.83) se analisarmos a equagao (6.64),

k
> tr(HipsH; )VipsVy = Bps (6.87)
=1

mas desta fazendo um célculo diretamente sobre tal equagdo (e nao sobre
suas coordenadas). Enunciamos assim o resultado:

Teorema 6.5.3 Seja Fyy um QIFS tal que existe uma unica medida atrativa
invariante para o operador de Markov associado V. Seja py o baricentro de
tal medida e seja pg um autoestado de Ly (p) com autovalor B. Entdio

k
hy (W) + > tr(W;pwW;) log tr(H;ps H7)
j=1
k
+ > tr(Wpw W) log tr(V;paVy) < log 8 (6.88)
j=1
e vale a 1gualdade se, e somente se, para todo i, 7],

1 tr (W, Vipw VW)

~tr(H;ps H)tr(Vips Vi) =
5 T( Jpﬁ ]) T( ]p,B ]) tT’(‘/lpw‘/z*>

(6.89)
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A prova de tal resultado é semelhante aos calculos vistos acima, e pode ser
vista no apéndice deste capitulo.

O
Exemplo 6.5.4 Suponha que a dinamica é trivial, ou seja, V; = I, i =
1,...,k. Entdo (6.82) se torna
k
hi(W) + > tr(WpwW;) logtr(H;ps H}) < log B, (6.90)
j=1
onde
hi(W) = =" tr(W;pw W) log tr(W; pw W) (6.91)
J
e por (6.84), vale a igualdade se, e somente se, para todo j,
tr(HypaH) = Btr(Wypn W) (6.92)
O

Exemplo 6.5.5 Suponha que a dinamica € trivial, V; = I, 1 =1,... )k, e
suponha que o potencial € tal que H; = H, i = 1,...,k para um certo H.
Entao pelo exemplo 6.5.4,
hi(W) +logtr(HpsH™) <log 3 (6.93)
e vale a igualdade se, e somente se, para todo 7,
tr(HpsH") = Btr(WpwW7) (6.94)
%

Agora vamos analisar as equagoes dadas por (6.65). Para simplificar,
consideramos k = 2 e escreveremos

_ ([ P11 P12
po=r ( P12 P22 )
Entao (6.65) pode ser escrito como

tr(HypHY)(VipVi')j + tr(HapHy ) (VapVy' ) ji = Bpj (6.95)
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para j,l = 1,2. Isso nos fornece 3 equacoes (lembre que p é autoadjunto).
Seja h?; a coordenada (j,1) de H;, i = 1,2. Entao

tT(HiPH;) = ((h§1)2 + <h§2)2),011 +2<hi1h§2 +h§2h32),012 + ((h112)2 + <h§2)2),022
Vi = V11 V12 Vo — w11 Wi2 >
! V21 Vo9 2 Wo1 W2

(VipVi ) = vf1p11 + 2011019p19 + Viopan

Ainda, se

temos

(VipVi)iz = (VipVi)a1 = va1v11p11 + (V21012 + V22011) P12 + V220U12P22
(VipVi)ae = 031/)11 + 2091v22p12 + ngﬂzz

(VapVi )i = wipi1 + 2wiwiapra + wispan
(VapV5 )iz = (VapVy')ar = warwiipir + (Warwia + waowin ) pra + Waaiapao
(VapVs')az = w3, pi1 + 2wa1Wazpiz + Waopao

Portanto as equagoes (6.65) podem ser escritas como
tr(HipgHY) (v p11 + 201101912 + 03p22)

+tr(HapsHy ) (Wi p11 + 2wiiwizpiz + wihpe) = Bpu (6.96)

tr(HipgH7)(varvi1p11 + (V21012 + U22011) p12 + Va2U12022)
+tr(HapgHy ) (warwr1p11 + (W1 wia + wazwin) pra + waswiapae) = Bpiz (6.97)

tr(HipgHY)(v3,p11 + 2021020p12 + V3p000)

+tr(HopsHy ) (wh pr1 + 2wWa1wanpra + Waypaz) = Bpas (6.98)

O
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Gostariamos de obter condigoes tais que seja possivel obter um autoestado
ps que seja diagonal e uma matriz A tal que

Zeaijpjj — 6p“, 1=1,2 (699)
J

ou seja, se 1 = (p11, pa2), temos
Efr = fr (6.100)

a equacao de autovetor a direita para uma cadeia de Markov classica. Acima
E4 denota a matriz cujas entradas sdo os ntiimeros e®.

Se existir tal autoestado e a matriz A mencionada acima, obtemos o
seguinte lema.

Lema 6.5.6 Suponha que

_ (a0
== 1)

¢ o autoestado associado ao autovalor B do operador (6.63). Seja r =

(p11,p22). Entao er = Br, onde e denota a matriz cujas entradas sdo

08 numeros e%i .

O
Exemplo 6.5.7 Considere o caso particular em que a dinamica de cada
ramo do QIFS é unitaria, ou seja V'V, = I, i = 1,..., k. Entao temos
que tr(VipsV) = 1 e
k
> tr(HipsH; WVipsVy = Bps (6.101)
i=1
implica
k
B="> tr(HipsH;) (6.102)
i=1

Entdao, como nestas condicoes temos log t?“(‘/}pﬁ‘/}*) = 0, podemos reescrever
(6.88) como

k
hy (W) + > tr(WpwW;) log tr(H;ps H;) < log 8 (6.103)

j=1

e vale a i1gualdade se, e somente se, para todo i, 7j,

1
Etr(ijﬁH;) = tr(W;Vipw VW) (6.104)
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¢

Exemplo 6.5.8 No exemplo 6.5.7, onde consideramos uma dinamica unitdria,
suponha que o potencial € tal que H; = H, i = 1,...,k para um certo H.
Entao podemos, por (6.102), escrever

tr(HpyH) — % (6.105)

e portanto (6.103) é a desigualdade

k

hy (W) + Ztr(I/VijW;‘) logtr(H;pgH;) < log 3 (6.106)
j=1
ou seja,
hy (W) + log% <logp (6.107)
0 que nos leva a
hy (W) <logk (6.108)
e vale a igualdade se, e somente se, para todo i, 7],
1 * *
L = (W Vipw VW) (6.109)
O

Exemplo 6.5.9 Defina

1= (4 ) (0 ) () e
() (3 ) (G

0 0 0 0
_ [ P P2
p_(m 1—01)

e também
Se L(p) = > . tr(H;pH})VipV; entdo resolver a equagio L(p) = Bp nos
leva a

pipr O . p2(l—p1) O 0 0

w8 )25 2)
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o que implica ps =0 e

(hap)p + (hap2) (1 — p1)* = Bpr (6.111)
(hsps)pi + (haps)(1 = p1)* = B(1 = p1) (6.112)
E resolver tal sistema mostra que py € raiz de
ar® +ba* +cx +d=0 (6.113)
onde
a = h3ps + haps + hapr + hopo (6.114)

b= —hip1 — 2h4py — 3haps, ¢ = 3hops + hyps, d = —hap, (6.115)
Seja pi, 1 =1,2,4 as entradas de pg = p. Entdao

tT(HlpﬁHf) = hlplu tT(HQpBH;) == h2p4 (6116)
tT(Hg,pﬁHg) = hgpl, tT(H4p5HZ) = h4p4 (6117)
tr(VipsVi') = pip1, tr(VapsVy') = papa (6.118)
tr(VapsVy') = psp1, tr(VapsVy') = papa (6.119)
Entao a desigualdade (6.83),
k
W (W) + 3 tr (Wi W) log (s H?)
j=1
k
+ Z tr(WipwW;) logtr(VipsV;) <logf8 (6.120)

j=1
pode ser reescrita. Temos, lembrando que py =1 — py,

k
ho (W) + Y tr (W pw Wy ) logltr(Hps H )tr (VipsV;)] < log 8 (6.121)

j=1
equivale a
hy (W) + tr(Wrpw W) [log(piha) +log pi] + tr(Wapw W) [log(pahs) + log pi]
+tr(Wapw W) log(pshs) + log pi]
+tr(Wapw W) [log(paha) + log pf] < log 8 (6.122)

ou seja,

hy (W) + Z (tr(VVipWW/i*) logpihi> + [tr(WipwW7) + tr(Wapw W3)] log p?

+Htr(Wapw W) + tr(Wapw W;)]log(1 — p1)* < log 3 (6.123)
O
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6.6 Problema de autovalores revisado

Considere o operador

k
Ly(p) =Y tr(HipH)VipVy' (6.124)

i=1

induzido por uma dinamica fixada V; ¢« = 1,...,k, V; lineares, e por Hp :=
> HipH?, H; lineares quaisquer. A equagao de autovalores para Ly escrita
em coordenadas nos fornece o seguinte sistema, de acordo com o cédlculo geral
que fizemos na se¢ao anterior, com k = 2:

tT(Hlp,BHik)(U%pll + 2011012p12 + 0%2022)
+tr(H2p5H§)(wflp11 + 2wy wiap12 + Wispa2) = B (6.125)

tr(HipgHY ) (varvi1p11 + (V21012 + V22011) p12 + Va2012022)
+tr(HopgHy ) (warwr1 p11+ (War w2 +waotn ) pra+watizpaz) = Bp12 (6.126)

tT(HlﬂﬁHik)(Ugmll + 2091 V22012 + U%zﬂzz)
+tr(HapgHy) (w31 p11 + 2wa1wazp1a + Wiypas) = Bpas (6.127)

E escrevemos também, para i = 1, 2,

tr(HiPH;) = ((hln)2 + <h§2)2),011 + 2(%1%2 + hi2h32)/)12 + ((hlu)z + <h§(2)2),02§
6.128

Exemplo 6.6.1 No caso k = 2, tomando Hy, Hy unitarios e tomando Vi,

Vo da forma
_ [ v vi2 . 0 0
we( e )on=(0 0)

temos que o sistema (6.125)-(6.127) assume a sequinte forma conveniente.
Obtemos p12 =0 e

Ui 11 + V3ap22 = Bpun (6.130)
W3 P11+ Wayp2s = Bpas (6.131)

Comparando tal sistema com o obtido no problema de encontrar os autova-
lores de uma matriz com entradas positivas A = (a;;),

ai1v1 + a1pve = o (6.132)
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A21V1 + Qo2Vy = 61)2 (6133)

vemos que tais sistemas sao idénticos no caso em que tiwermos

V11 = /Q11, V12 = /@12, W21 = /21, W22 = /(22 (6.134)

Suponha Hy, H, quaisquer, sejam V7, V5 definidos por

_ [ Y1 V2 _ 0 O
V1—<O 0)"/2_(1021 w22> (6.135)

entao temos, pelo sistema geral (6.125)-(6.127), que p1o =0 ¢
tr(Hips HY) (v p11 + vispee) = Bpn (6.136)
tr(HaopgHy ) (wi pui + wiypaa) = Bpas (6.137)
ou seja,
[((711)? + (R12)*)p1n + ((h12)? + (hga)*) p2a] (Vi1 p11 + viapaz) = Bpu (6.138)

[((B31)? + (h15))p1r + ((h15)* + (h32)%) pasl (W5, p11 + Wiyp22) = Bpaz (6.139)

Ainda, vamos supor que

V11 = U1p = Way = Wap = 1 (6.140)

Entao obtemos
((h11)* + (h1p)*)p11 + ((h12)® + (haz)*)p2z = Bpn (6.141)
((h11)? + (h15)*)p1r + ((h1a)? + (h5)?)paz = Bpas (6.142)

Seja A = (a;;) uma matriz com entradas positivas e considere o problema
de encontrar seus autovalores e autovetores. Entao de

a11v1 + a2V = 51)1 (6.143)

101 + AUz = vy (6.144)

vemos que os sistemas (6.141)-(6.142) e (6.143)-(6.144) sao idénticos no caso
em que escolhemos

an = (h11)? + (h1y)?, ai = (hiy)® + (hyy)® (6.145)
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an = (h3))” + (hiy)*, a2 = (hiy)* + (h3,)? (6.146)

Assim, concluimos que o problema classico de Perron é um caso particular
do problema do operador Ly agindo em matrizes. Com efeito, basta fixar as

matrizes
1 1 0 0
\/1:(00),1/2:(1 1) (6.147)

e dada a matriz com entradas positivas A, escolha

H1:<\/87 \/?E),HQ:(\/BE \/?E) (6.148)

Entao o operador Ly associado possui um autoestado diagonal

pu 0
— 6.149
Pe ( 0 poo ) ( )

associado ao autovalor f, e temos que definindo v = (pi1, p22), obtemos
Av = pu.

Exemplo 6.6.2 Vamos calcular a desigualdade bdsica (6.83) para V;, H;
fornecido por (6.147) e (6.148). Temos

tr(HipsHY) = a11p11 + a12p2 (6.150)
tr(HappHy) = axpi + azpae (6.151)
b (VipsVy) = tr(VapaVy) = 1 (6.152)

1+2p1 0 0 0
Ly (p) = (a11p11+a12p22) < Op12 0 )+(a21,011+a22,022) ( 0 14 2p12 )

Note que Ly (p) = Bp nos leva a p12 = 0. Entao
B =tr(HipgH{)tr(VipgVy') + tr(HapgHy )tr(VapsVy')

= tr(HipgHY) + tr(HaopsgHy) = (a11 + a21)pin + (a12 + ag)pae (6.153)

Tembém podemos escrever

a11 + G2
2

a1 + ag2 n \/(an — ag2)? + 4darpag
2 2

_ ¢ _
8= +2 -

onde

¢ = \/(an — ag9)? + 4aya9
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onde tal expressao é obtida ao se resolver uma equacao quadratica associada
ao sistema Ly (p) = fp, que no nosso exemplo é

aiipi1 + ar2p22 = Bpii (6.154)

ag1p11 + azapaz = Bpa (6.155)

Obtemos também os autoestados associados

1 2a21+a11—a22+¢ 0
pp = 2 a11—a120+a21—a22 1 a11—2a1—ags—¢ (6156)

2 a11—ai2+az1—az2

Logo, temos

hy (W) + tr(Wipw W7) log <G11P11 + a12P22>

+tr(Wapw W) log (aglpn + Gggpgg) <logp (6.157)

onde, na expressao acima, p1; € pz2 sao as coordenadas nao nulas de pg, dadas
pela expressao (6.156).

Exemplo 6.6.3 Sejam

vlz((l)(l)),vgz((l)?) (6.158)
A:(é 4> (6.159)

U1 + 4U2 = B’Ul (6160)

e defina

Entao Av = v nos leva a

1
3'01 + 5’02 = B’UQ (6161)
As solugoes sao as sequintes. Os autovalores sao
3 1
-+ —v193
4 4
com autovetores, respectivamente,

1 11
— +—/193,1
111—12+1—12\/ﬁ(12 12 )
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(a renormaliza¢do faz com que a soma das coordenadas seja igual a 1). Logo,
temos B = % + %\/193, v = W@(% + %\/ 193,1) tais que Av = Pv.
Sejam

(6.162)
Entao resolver Ly (p) = Bp nos leva a p1a =0 e
p11 + 4pa = Bpu (6.163)
1
3p11 + =p22 = Bpae (6.164)

2

0 que € 0 mesmo sistema (6.160)-(6.161). Portanto temos =3 + /193 ¢
o autoestado correspondente €, como pio = 0,

&+ V193 0
p= [ "rtnvie X (6.165)
O
6.7 Calculos de uma desigualdade
Vamos fazer mais uma anélise com a desigualdade
k k
=D _gjlogg;+ ) g;logr; <0 (6.166)
j=1 j=1
obtida pelo lema 6.5.1. Ali, temos 71,...,7% € ¢1,...,qr duas distribuicoes

de probabilidade em 1,... k taisque r; >0, j =1,...,k, e a igualdade vale
se, e somente se, r; = ¢q;, j =1,... k.

Seja A uma matriz. Se v denota o autovetor a esquerda da matriz e, tal
que cada entrada é e%7, entdo a equacao ve = fv em coordenadas é

> wies = Buj, Vj (6.167)
Defina .
eI V;
T = 6.168
J ij ( )

144



Logo, > . ri; = 1. Sejam ¢;; > 0 tais que > . ¢;; = 1. Por (6.166), temos:

k k
- Z 5108 qij + Z ¢ijlogry; <0 (6.169)
i=1 i=1
Entao
- - e,
- ; ¢ijlog gij + 22:1: Gij log 5o, <0 (6.170)
Dai

k k k k
- Z qij log qi; + Z qijaij + Z Gij log v; — Z gij logv; < log 3
i=1 i=1 i=1 i=1
Ou seja,
: k k
- Z gijlog qi; + Z ¢ijQij + Z gij(log v; — logv;) < log 8 (6.171)
i=1 i=1 i=1

Se () denota a matriz com entradas ¢;;, seja m = (7y,..., 7)) 0 vetor esta-
ciondrio associado a (). Como supomos y . ¢;; = 1, @ é coluna-estocdstica
e entao escrevemos ()m = . Multiplicando a desigualdade acima por 7; e
somando em j obtemos

- ZWJ' Z Gij 1og gi; + ij Z qijai; + Z j Z ¢i;(log v; —logv;) < log
J { J i j i

(6.172)
Em coordenadas, Qm = 7 é Zj ¢ijT; = m;, para todo 7. Entao

- E Tj E gij log gij + E T E qijQij
j i ] i
+ E s E q;j log v; — E s E gijlogv; <log (6.173)
j i j i

Dai,

- E T E qijlog ¢ij + E T E Qi
j i ] i
- g log v; E TiGi; — E mjlogv; E ¢i; <logp (6.174)
i j j i

donde

- Z%‘ Z%‘j log qi; + ZWJ‘ Z%‘jaij
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+Z7r,~ log v; — ij logv; <logf (6.175)
i J
e portanto, como os dois ultimos somatorios acima cancelam, obtemos

- Z T Z Gij log ¢i; + Z us Z qijaij < log (6.176)
J @ J i

¢

Definicao Chamamos a desigualdade (6.176) de desigualdade cléssica
associada a matriz com entradas positivas A e a matriz estocastica ().

O
Definicao Para k fixado, e para [,m = 1,...,k, chamamos a desigual-
dade
k
hy (W) + Y tr(WpwW;) log tr(H;ps H7)
j=1
k
VipsV: )im
S (W W) log (%) <logh,  (6.177)
j=1 PB)im
que é equivalente a
tr(WiVipw VW) (VipsVi)im
hy (W)Y tr(W, pw W .2 lo (t?“Hi H;! —Z>
<logp (6.178)

de desigualdade bésica associada ao potencial Hp = . H;pH; e ao QIFS
determinado por V;, W;, ¢ = 1,..., k. Tal desigualdade foi obtida na secao
6.5 e vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, j, [, m,

ViesVi)im _ tr(W;Vipw V' W)
(P8)im tr(VipwV;*)

(6.179)

O

Acima pg é autoestado de

k
Li(p) =Y tr(HipH;)VipVy;'

i=1
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com autovalor § e com antes, definimos a entropia do QIFS como sendo

k k
tr(WiVipw V;WE) - tr(WiVpw VW)
(W) = =3 tr(Wipw W) S s s
v ) L W) T W)

Jj=1

onde py denota o baricentro da tnica medida atrativa e invariante para o
operador de Markov V associado ao QIFS Fy .

Dada a desigualdade classica (6.176) obtida acima, queremos compara-
la com a desigualdade bésica (6.177). Mais precisamente, queremos fazer
o seguinte. Queremos saber se existem V; tais que dada uma matriz com
entradas positivas A e um matriz () linha-estocastica, existem H; e W, tais
que a desigualdade (6.177) se torna a desigualdade (6.176). De fato, isso é
possivel e temos a seguinte proposicao.

Proposicao 6.7.1 Defina

v1=(58>v2:(8(1)) (6.180)

1/32((1)8),1/4:(8(1)) (6.181)

Seja A = (a;;) matriz com entradas positivas e Q = (q;;) matriz linha-
estocdstica, ambas de ordem 2. Defina

Hll _ ( 1/60311 1/60(111 ) ’ H12 _ ( 1/%0'12 1/%(112 ) (6182)

Hzl:<\/ga7 \/SCLT),ztIQQ_(\/ea7 \/e_) (6.183)

e também
wo= (Ve ) owe= () VeR) (6.184)

Wgz(%g)mz(g\/{q’z) (6.185)

Entdo a desigualdade bdsica associada a Wi, Vi, H;, 1 =1,...,4, l=m =1
oul =m =2, € equivalente a desigualdade cldssica associada as matrizes A

e Q.

Para provar esta proposicao usamos o seguinte lema.
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Lema 6.7.2 Para a escolha de V; dada por

m=(ﬁ?8>,%=<8ﬁ?) (6.186)

(e oo (b ) e

onde 0s v;; sao niumeros positivos quaisquer, temos que o QIFS associado €
tal que pw e pg sao operadores densidade diagonais, para qualquer escolha

deW; eH;, i=1,...,4.

Prova do lema 6.7.2 O operador py, ¢é ponto fixo de

VipVi*
tr(VipVi*)

_ [ P11 P12
P ( P12 P22 ) ’
temos que a equagao L(p) = p nos leva a

tT(WIPWf) ( vi1p11 O ) tT(WMWz*) ( vi2p22 0 )

L(p) = Y tr(WipW?;)

Escrevendo,

tr(VipV?) 0 0 tr(VapVy) 0 0

| tr(WaplWy) ( 0 0 ) L tr(WapWi) ( 0 0 ) _ ( P pr2 )
tr(VspVy) \ 0 varpn tr(VapVy) \ 0 va2p2 P12 P22

Portanto, pi2 = 0 e entao py é diagonal. Analogamente, o operador pg ¢é
autoestado de

Lu(p) =D tr(HipH)VipV;'

Logo, a equagdo Ly (p) = Bp nos leva a

e (HypH?) ( Ullopll 8 ) tr(HopH?) ( ’0126022 8 )

+ir(HspHy) ( 00 )tr(H4ijj) ( 00 ) _3 ( P11 P12 )

0 v21p11 0 vap22 P12 P22

Portanto, p;2 = 0 e entao pg é diagonal.
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Prova da proposigao 6.7.1 Sejam V;, i = 1,...,4 como os definidos no
enunciado. Seja A matriz com entradas positivas a,; fixadas e seja () uma
matriz com entradas positivas ¢;j, com » . ¢;; = 1 (i.e., coluna-estocastica).
Defina W;, ¢« = 1,...,4 e H;;, 7,j = 1,2 como no enunciado. Um célculo
simples mostra que tal escolha de H;; satisfaz

tr(HijppHj;) = e (6.188)

(note que ps é diagonal, pelo lema 6.7.2). Pelo exemplo 5.7.3, as escolhas de
Vi e W; que fizemos sdo tais que a entropia hy (W) se reduz a entropia de
cadeias de Markov. Desta forma, um calculo simples mostra

(VipsVi ) _ (ps)11 —1 (6.189)
()11 (ps)11
Analogamente,
(VipsVi')22 _ (pgea _ 1 (6.190)
(Pg)22 (p)22

Entao da desigualdade basica, paral=m =1oul =m = 2,

tr(W; ‘/]pWV*W*) (VipgVi)im
W)+ tr(W. W* log (tr(H;ppH,)—————
<logp (6.191)
obtemos
tr(W.Vyow ViW;)
tr( W* logtr(H;psH;) <1
+Z r(Wpw Z VoV %8 r(HipsH;) <log 3
(6.192)

Finalmente como tr(H;; pBHj‘j) = e%i obtemos apos alguns calculos simples,
observando que Qm = 7, que a desigualdade (6.192) se torna a desigualdade
cléssica (6.176).

OJ

Exemplo 6.7.3 O sequinte exemplo ilustra um cdlculo da desigualdade bdsica
com um potencial composto por coordenadas complexas. Também ilustramos
aqui a renormalizagao de tal potencial. Sejam

(20 2i _ (V2 V2 _
H1_<O 0)7H2_I7 H3_( 0 0 )’H4_I
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Entao

« [ =20 0 . . —iv2 0 .
Hl_(_% 0), H =1, H3_<_Z,ﬁ o)’ Hi=1

No caso particular em que os V; sao os do teorema 6.7.1, temos que pg €
diagonal e entao

tr(HipgHy) =4, tr(HopsHy) =1, tr(HspsHy) =2, tr(HyppHy) =1
Dai Ly (p) = Bp implica o sistema
4p11 + p22 = Bpn

2p11 + p22 = Bpaz
Um cdlculo simples fornece

5 V1T
-2

4 3+VIT
et ()
T+ V1T 0 1

Estamos interessados em obter os W; que maximizam a desigualdade
bésica (6.177) neste caso particular. Lembrando que pelo teorema 6.7.1, a
escolha dos V; que fizemos é tal que

B

com autoestado

(ViesVi )im _ .
(Pg)im ’
temos
k
hy (W) + > tr(WipwW;) log tr(H;ps H;) < log B (6.193)
j=1

E vale a igualdade se, e somente se, para todo i, j, [, m,

1 VipsV:)im  tr(W;Vipw VW !

—tr(ijﬁH;)( PV )i _ (W Vipw _ J) (6.194)
8 (p8)im tr(Vipw Vi)

Escolha, por exemplo, | = m = 1. Ent@o a condi¢ao (6.194), para os V;,
H; fixados consiste de 16 igualdades (i.e., i,j = 1,...,4) que nos permitem
determinar os W;.

1 tr(W,Vipw V; W)
—tr(H;pgH}) = B 6.195
B T( Jp/B j) tT’(V;pWV;*) ( )
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Para simplificar célculos, escrevemos W; = W;W; e escrevemos W; = (w};).

Alguns célculos nos fornecem
tr(H,ps H* . o
%:wh:wéw i=1,....4 (6.196)

Portanto, concluimos que

1 tr(H;psH}) 0 ) :
W, = — i ) i=1,...4 6.197
vl i 5 ) (0197
Ou seja,
2 1 V2 1
Wi=—=I, Wo=—1, Wy=—+1, Wy=—1 6.198
VB VB VBT B (0:195)
Note que

S = R4

Para resolver isso, renormalizamos o potencial, definindo

H; == /aH, (6.199)
onde
_ VB
442

Desta forma, um célculo mostra que a equacao Lz(p) = Bp nos fornece o
mesmo autoestado que obtivemos antes, ou seja, ps = pg. Mas note que o au-

(6.200)

tovalor associado é B = ap. Agora note que ¢é possivel renormalizar os W; de
modo a ter W;, com > W* = I, e que maximizam a desigualdade bésica
para os H; fixados 1n101almente Com efeito, dados os H; renormalizados,
definimos

=VvaW;, i=1,...,4 (6.201)
Note que temos Y, W;W; = I. E também obtemos

—1—2157’ i W) logtr(vaH;psv/aH?) < log af3 (6.202)

0 que equivale a
)+ Z tr(W,pa W ) log(atr(HjpgHy)) <loga +logB  (6.203)
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Ou seja
k

hy (W) 4+ tr(Wpg W) log a

j=1
k ~ ~
+ Z tr(W;pw W) logtr(H;ps H;) < loga + log 3, (6.204)
j=1

e cancelando os termos log o, obtemos a mesma desigualdade para os H; nao
renormalizados. Como vimos, tais W; fornecem a igualdade. Portanto,

k
hy (W) + Ztr(ijWW;) logtr(HjpsH;) = log 3 (6.205)

j=1
Isso conclui o exemplo.

¢

6.8 Sobre logaritmos e a positividade de um
operador

Faremos a seguir algumas consideragoes sobre operadores positivos. Lembre
que um operador linear A é positivo, denotado por A > 0, se (Av,v) > 0,
para todo v, ou equivalentemente, se A = M*M para alguma matriz M, ou
equivalentemente, se todos os seus autovalores sao positivos. Ainda, se B é
outro operador linear, escrever A < B significa B — A > 0.

Proposicao 6.8.1 Temos:

1. Se A>0, B>0 entio A>>0eA+B>0.
2. SeA>0,B>0eAB = BA entao AB > 0.

3. Se A; sdo operadores lineares positivos tais que Zle A; = I entao para
todoi=1,...,k, temos I — A; > 0.

Prova A prova de 1 e 3 é elementar. Sobre a prova de 2, ver [17].
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O espectro de um operador linear 7', denotado por o(7'), é o conjunto
de todos os ntimeros A tais que T — Al nao ¢ invertivel. O raio espectral
de T' ¢é definido por

p(T) == max{|A| : A € o(T)}
Defina o logaritmo de um operador A tal que p(I — A) < 1 da seguinte forma:

00 ANk
log A= —_ % (6.206)
k=1

Agora fazemos os seguintes cédlculos. Sejam ); operadores positivos, i =
1,...,k tais que ) . Q; = I. Pelo item 3 da proposicao 6.8.1, I — @Q; > 0.
Note que I —(); comuta com ();, para todo i. Entao pelo item 2 da proposicao
6.8.1, Q;(I — Q;) > 0. Agora, observe que para qualquer i, e para todo n,

—@-(—Z%) =Qi2%zo (6.207)

m=1 m=1

e portanto, se para todo ¢ temos p(I — @;) < 1 entdo o operador

P(Qi) = —Q;log Q; (6.208)

¢ positivo. Podemos ainda tomar outro conjunto de operadores P; positivos,
i =1,...,k tais que >, P, = I. Dal, se para todo ¢ temos p(I — P;) < 1
entao, para os (); fixados acima, podemos definir os operadores

ni(P;) = —Q;log P, (6.209)
Exemplo 6.8.2 Sejamk=n=2¢e¢

Q1:<1(/)4 195)’ QQ:(364 4(/)5)

P1:<1(/)3 196)’ P22(2é3 5(/)6>

Claramente as matrizes acima determinam operadores positivos e tais que
Q1+ Qs = P+ P, = 1. Além disso, uma inspecao simples mostra que
p(I —PFP) <lep—Q;) <1,i=1,2 e também que os autovalores da
matriz

Z ni(P) =Y (@) (6.210)

$a0 positivos, e portanto

2 2
—> Qilog P+ > QilogQ; >0 (6.211)
=1 =1
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Dado o exemplo acima, queremos saber se o seguinte resultado, ou algo
semelhante, é verdadeiro.

Conjectura 6.8.3 Sejam Q;, P; operadores positivos tais que p(I — P;) < 1,
p(I—Q) <1, > . P=>,.Qi=1,i=1,... k. Entdo

k

Zni(Pi) - Z ¢(Qi) =0 (6.212)

=1

ou seja
k k
= Qilog P+ QilogQ; >0 (6.213)
i=1 i=1
e vale a 1gualdade se, e somente se, P, =Q;, 1 =1,... k.
%

Observagao Podemos aumentar o dominio de convergéncia da série (6.206).

Defina
- i 1 2k
log A = 2% T [(A I)A+1) (6.214)

que é convergente para toda matriz A tal que p[(A — I)(A+ I)7'] < 1. Isto
implica que tal série converge para todas as matrizes cujo espectro esteja
situado sobre o semiplano aberto a direita do eixo imagindrio [9).

O
6.9 Uma variante do operador de Ruelle
Defina Lpyv : PHy — PHn,
k
Luyv(p) =Y HipHVipV;' (6.215)

i=1

Para ver porque tal operador é positivo, note que

tr(Luy) =Y tr(HipH; VipVy')
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= tr(V; HipH; Vip) = > tr(V; Hip'?p'/? H; Vip'p'?)

= 3 tr(p PV Hp R p P Viph ) = S (A4,
onde
Ai _ p1/2‘/;*Hip1/2
De fato, note que
Af _ (pl/QV;*Hipl/Q)* _ ,01/2(,01/21/;*Hi)*

_ pl/QH,L*<p1/2V;*)* _ p1/2Hz<‘/i*p1/2

Sabemos que para qualquer operador positivo A # 0, se {vy,...,vy} é uma
base ortonormal para Hy, temos

N

tr(A) = (Avi,v;) >0

i=1

Portanto,

tr(Lyy) = Ztr(AiAj) = Z Z(ij,uj> >0

Proposigao 6.9.1 Existem p € My e 5> 0 tais que Ly v (p) = Bp.
Prova Defina £, : My — My,

En(p) . ﬁH,V(p + ﬁ)

= , n>1
tr(Lay(p+ L))

Tal operador esta bem definido. De fato, note que

o S o+ Vi + V| = St (o DG+ V)
= ST tr((HipH; + HLH) VgV + Vi)

1 1 1
= tr(HipH;VipV;' ) +—tr (HipH; ViV )+~ tr(HH; VipVy )+ —tr(HH; ViVyY)
- n n n
Agora note que
tr(HipH;V;V;") = tr(V; HipH;V;) = 0
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pois V;*H;pH;'V; = A;AY, onde A; = V*H;p'/?. Analogamente,
tr(H;H; VipV;") = tr(H;VipV; H;) > 0
pois H'V;pV*H; = B; B}, onde B; = H;*Vipl/Q. Ainda,
tr(H;H'V,V:*) = tr(V"H;H'V;) > 0

pois V;*H,HV; = C;C}, onde C; = V;*H;. Logo,
I * ! * * *\
| 3 Hp+ D HVip+ Vi | 2 D tr(HipH; VipVy') = tr(Lay)

E sabemos que para qualquer operador positivo P # 0, se {vy,...,vy} é uma
base ortonormal para Hy, temos

N

tr(P) = Z(Pvi,vi> >0

i=1
Logo, tr(Luv(p+ L)) >0, n > 1, e portanto L, (p) estd bem definida.

Sabemos que M y é compacto e convexo, entao podemos aplicar o teorema
de Schauder para cada uma das aplicagoes L,, n > 1 e obter p, € My tais
que

I
Lo(pn) = pn = 'CH,V(pn + E) = Bnpn, n>1

onde s
B = tr(ﬁH,V(pn + E))

Pela compacidade de My, podemos escolher um ponto p € My que seja
limite da sequéncia {p,}>>, e entdo, por continuidade, Ly v (p) = Bp, onde
B =tr(Luv(p)). Ainda, note que § > 0, pois para {vy,...,vy} base orto-
normal de Hy,

N

tr(Luyv(p) =Y (Luv(p)vi,v) >0,

i=1

pois Ly v (p) é positivo, e a desigualdade serd igual a zero apenas se Ly v (p)
for o operador nulo. Assim mostramos que existem p € My e 8 > 0 tais que

Luy(p) = Bp.

OJ
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Sejam V;, W, operadores lineares, i = 1,...,k, com Y, W/W; = I e seja

k
Hp:=> HpH; (6.216)

=1

uma operador autoadjunto. Estamos interessados em obter uma versao do
principio variacional de pressao para o nosso contexto. Veremos que a pressao
atingira o maximo quando houver uma certa relacao entre o potencial H e a
distribuigao de probabilidade considerada (representada aqui pelos W;).

O potencial (6.216) em conjunto com os V; induz um operador dado por

k
Lu(p) =Y HipHVipVy (6.217)

i=1
Sabemos que tal operador admite um autovalor § e um autoestado associado
ps. Entao Ly (ps) = Bpp implica

k
> HipgH;VipsVi" = Bpg (6.218)

i=1
Em coordenadas, (6.218) pode ser escrito como

k
> (HipsH;VipsVi )im = B(ps)im (6.219)

=1

onde a notagao (B), significa a coordenada (I, m) da matriz associada ao
operador B, Im =1,...k.

Defina
- (H;psH;VipgVi ) im (6.220)
o ﬁ(pﬁ)lm

Portanto, temos Zj Tjtm = 1.

Seja

Gij = (WMWWW;> (6.221)

tr(Viow V")
onde, como antes, py denota o ponto fixo associado ao operador renormali-
zado Ly, induzido pelo QIFS (My, Fi, pi)iz1....k,

VipV;*
Fi _
(v) tr(VipV¥)
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pi(p) = tr(WipWy)

Note que temos

k
qu = WZ r(WiW;Vipw Vi')

1
-~ tr(Vipw Vi)

Logo, podemos aplicar o lema 6.5.1 para rjm,, ¢;j, j = 1,...k, com 4,l,m
fixados, para obter

k
tr(  WiWVipw V') = 1
=1

W, Vipw Vit W*>1 t (ijpwxg*vv;)

_Z ( tr(Vipw Vi)

tr(Vipw V")
W;Vipw Vi W5 H:psH:VpsV)im
+Z ( iPw - ) (( Pl VippV; )i > <0 (6.222)
e vale a 1gualdade se, e somente se, para todo 1, 7,1, m,
HjpsH;VipgV} t WVipw VW *
(H;ps H;VipsVi )im r(W;Vipw ;) (6.223)

5(%% tr(Vipw Vi)

Entao

W;Vipw Vi W WiVipw VW
_Z < tr ‘;)Z/W‘/*) >1 ( t;(‘/[;;VWV;*)J)

W;Vipw Vi W (H;psH:V;psVi im
+Z <t7“ ‘f;VwV*) >1 ( jpﬁ(pa)iiﬁ l>

W Vipw Vi W
(s

0 que equivale a

W;Vipw Vi W5 W;Vipw Vi W5
- ;tr( t;(‘/iva;*)j > 1 ( ti(%pww*)j )

Z tT(WjV%PWV}*Wf)l ((HjPﬁH VisVy )im
tr(Vipw V;*) (Pg)im

) <logB  (6.224)
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Multiplicando por tr(W;pw W;*) e somando em i obtemos

tr(WipwW;) HipsH:VipgV] )im e
v (W) + Z tr(Vipw V;) Zl ( (Pg)im ) trWsViewV; VVJ)

<Y tr(WipwW;)log 8 = log 3 (6.225)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, j,[, m,

(HipsHiVipsVi)im _ tr(W;Vipw VW)
(P8)im tr(VipwV;*)

Vamos reescrever a desigualdade (6.225). Primeiro, usamos o fato de que

(6.226)

pw € ponto fixo de ZW,V,

_— = 6.227
tr(VpWV*) pw ( )

Z tr(W;pwW;)

=1

Agora, compomos ambos os lados da igualdade acima com o operador

H;pgHiVipsVi i .
Z log ( e YW (6.228)

(i.e., multiplicamos & direita) e entdo obtemos

k k
~ VipwVi" HpgHiVipsgV )im
tr(Wipw W) lo ( )W?‘W-
; (Wi “" (ViewVi") Z (£8)m T
H:VipsV? )im
= pwzlog< Hipe v )Jpﬁ ) >W;Wj (6.229)
B)Iim

Tomando o trago em ambos os lados, e rearranjando termos obtemos

i tr(Wipw W7) ilog ((HjPﬁH ;VirsVy )im
— tr(Vipw Vi*)

Ve (WiVipw Vi Wy)

i—1 iPwWV; =1 (pﬂ)lm
(HijpsH;VipsVy )im .
_ Zlog< L M L ) tr(pw W) (6.230)
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Note que o lado esquerdo de (6.230) é uma das somas em (6.225). Portanto,
substituindo (6.230) em (6.225) nos fornece a seguinte desigualdade:

(P8)im

k .
(W) + 3 log ((ijﬂ )tr(ijWWj) <logf  (6.231)
j=1

e vale a igualdade se, e somente se, para todo ¢, j,[, m,
(HjpsH;VipsV )im _ tr(W;Vipw VW)
(pﬁ)lm tT(VLPWVl*)

(6.232)

6.10 Exemplo

Exemplo 6.10.1 Seja N = 2, k = 3, seja p operador densidade e V;, W;
lineares, 1 = 1,2, 3.

_ [ P11 P2 (V20 (1 0 (0 0

L 2 0 0 0
le(go),m: Y aW3:<0A)
0 2 73

3

w

Temos que ZZ WiW; = 1. Ainda, como p11 + paa = 1, alguns cdlculos
fornecem

W VieVe 1 (10
o VepVy o 11
S ViV 1 (00
E portanto
VipVy*
L(p) =S tr(WipW;)—to0

Lo (10, L1 i), L (00
3P\ g o 3\ —i 1 322\ o 1
1
3

I+ pn [
= ) 6.236
( —1 1+ pao > ( )



Entao uma inspecao simples mostra que, por exemplo, o operador

1
p(]:(_Ql )7
3

(obtido pela expressao (6.236) ao fazer pi1 = pae = 1/2), € um estado densi-
dade e além disso, temos L(py) = po.

D |0 |-

¢

6.11 Sobre o problema de pressao e mecanica
quantica

Uma das questoes que nos interessam neste trabalho é entender de que forma
podemos formular um principio variacional de pressao em um contexto de in-
formagao quantica. Uma combinacao apropriada destas duas teorias poderia
ter como ponto de partida relacionar a desigualdade para ntimeros positivos

—Z% log g; + Z%’ logp; <0,

fundamental para diversas demonstracoes de principio variacional de pressao,
com a entropia de QIFS que definimos anteriormente. Procedendo dessa
forma, obtivemos a desigualdade bésica, que em uma de suas versoes é

k
o (W) + S Now (1 (Hyps HY (Vi Vi) ) r(WypW7) < log B (6.237)

=1
onde vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, j,

| b (W Vipw VW)
—tr(H;pgH: )tr(V;pgV) = —
R A tr(Vipw V')
Ainda, podemos supor que os V; sao unitarios. Desta forma, combinamos de
maneira natural um problema de formalismo termodinamico e uma evolugao
de carater quantico. Neste caso particular, temos para cada ¢ que V;V;* =
V*V; = I e portanto

(6.238)

tr(VipsVy') = tr(VipwVi') = 1,

entao a desigualdade basica se torna

k
hy (W) + 3 tr(WpwW;) log tr(H;ps H7) < log 3 (6.239)

J=1
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e vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, 7,

1 « AT

SirHypsHy) = tr{W,Vipw Vi W) (6.240)
E temos o seguinte:

Lema 6.11.1 Dado um QIES com dinamica unitdria (i.e., com V; unitdrio,
para cada i), existem W; que maximizam (6.237), ou seja, tais que

k
hy (W) + Z tr(ijWW;) log tr(HjppH) = log 3 (6.241)

Jj=1

Prova Defina, para cada j,

W, = (H,pgH;)I (6.242)

! t
—tr
B
onde I ¢ a matriz identidade. A condigao de igualdade (6.240) ¢ satisfeita
por tais W;, donde segue o lema.

OJ

Observagao O lema acima também vale para a desigualdade basica em
coordenadas, dada por (6.177) e condicao de igualdade (6.179), pagina 146.

Observacao E imediato obter uma versio semelhante ao lema acima
para todo QIF'S tal que os V; sao multiplos da identidade; também é imediato
obter uma versao semelhante ao lema acima para todo QIF'S tal que py fixa
cada um dos ramos, ou seja, tal que

VipwVi"
or(VipwVi)

O

6.12 Apéndice: calculo alternativo para o pro-
blema de pressao

Sejam V;, W;, operadores lineares, i = 1,...,k, com ) . W*W; = I e seja

k
Hp:=> HpH; (6.243)

i=1
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uma operador autoadjunto. Estamos interessados em obter uma versao do
principio variacional de pressao para o nosso contexto. Veremos que a pressao
atingird o maximo quando houver uma certa relacao entre o potencial H e a
distribuicao de probabilidade considerada (representada aqui pelos W;).

O potencial (6.243) em conjunto com os V; induzem um operador dado
por

k
Lulp) =Y tr(HipH)VipV;' (6.244)
=1

Sabemos que tal operador admite um autovalor 8 e um autoestado associado
ps. Entdo Ly (ps) = Bps implica

k
> tr(HipsH;)VipsVi = Bps (6.245)

i=1
Em coordenadas, (6.245) pode ser escrito como

k
> tr(HipsH;)(VipsVit) i = B(ps)i (6.246)

=1

onde a notacao (B); significa a coordenada (j,!) da matriz associada ao
operador B, j,l =1,...k.

Observacao Fazendo uma comparacao com o problema analogo para
cadeias de Markov, a equagao (6.245) pode ser visto como o andlogo da
expressao

le? = M (6.247)

que teriamos para o problema cldssico para matrizes. Ali, a matriz A faz o
papel do potencial, e é a matriz com coordenadas e e [; denota a j-ésima
entrada do autovetor a esquerda [ associado ao autovalor A. Em coordenadas,

D heti =Ny, i =1,k (6.248)

%
De (6.245) obtemos

k
=1

tr(HipgH; )tr(VipgVi') =1 (6.249)

=
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0 que é apenas a expressao explicita para § que calculamos no teorema de
autovalores,

k
B =" tr(HipsH; )tr(VipsV;') (6.250)
i=1
Com isso em mente, defina
1 * *
rj = Et,r(ijﬁHj)tr(‘/jpﬁ‘/j ) (6.251)

Portanto, temos » . 7; = 1.

Observacao A definigao de r; acima ¢é a diferenca fundamental entre a
andlise feita aqui, e que ¢ feita na segao 6.5.

Seja

i (WMPW‘@"‘WI) (6.252)

= 1r
O Ve
onde, como antes, py denota o ponto fixo associado ao operador renormali-
zado EWV, induzido pelo QIFS (M, Fi, p;)i=1

.....

VipVi'

RO = v

pi(p) = tr(WipWy)

Note que temos

k
Z g = prv*) Zl tr(WiW;Vipw Vi)

1

k
= —< E WIW.Vipw V:¥) =
tr(‘/;'pWVi*) T(j:1 A )

Logo, podemos aplicar o lema 6.5.1 para r;, q;'-, 7 =1,...k, com 1 fixado,
para obter

W;Vipw VW5 ; W;Vipw ViWs
) 8 ( tr(Vipw Vi¥) )
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W, Vipw VW 1
+Z (= Voo V) L) log <6tr(H]p3H])tT’(V}p5Vj )) <0 (6.253)

e vale a 1gualdade se, e somente se, para todo i, J,

1 _ tr(WVipw VW)

—tr(H psH)tr(V.psVF) =
g P ) = = W)

(6.254)

Entao

W;Vipw Vi W WiVipw VW
_Z < tr \?;VWV*) >1 t < t;(‘ngwvi*)])

WV, VW
+Z (= V’);VWV*) V1og (tr(Hypa)tr (VipaV;) )

WiVipw VW
= Zt ( tr(Vipw V;¥) )logﬂ

0 que equivale a

W;Vipw VW WiVipw Vi W
! o) Gty )

tr(W;Vipw VW)
T V)

log (tr(H,paH)tr(VipsV;')) <log 8 (6.255)

Multiplicando por tr(W;pw W;*) e somando em i obtemos

W3 o (1 (s (Vi) ) 35 e O 0,V V)
7 7

< Z tr(W;pwW/)log g = log (6.256)

e vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, 7,

1 tr(W,;Vipw VW)
—tr(HjpgH)tr(V;pgV) = —
g P ) = = W)

Vamos reescrever a desigualdade (6.256). Primeiro, usamos o fato de que
pw € ponto fixo de Ly,

(6.257)

Vipw Vi

3 Wm0 et -

=1

= pw (6.258)
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Agora, compomos ambos os lados da igualdade acima com o operador

k
> tog (tr(HypsH)tr(VipaV;') ) Wi W, (6.259)
j=1
e entao obtemos
k
;tr Wipw W )W ;1085 (tT(HjPﬁH]’)W(VJPBVj ))Wg W
k
=pw »_log (tT(ijBH;>tr(Vjpﬁvj*))I/V;Wj (6.260)
j=1

Rearranjando termos, obtemos

ijlog (tr(Hng*f)tr(V-ng*)) Zk: rWapw Vi) v,
J J J J — tT(ViPW‘/i*) 7 7 7 J

j=1

k
— pw Y log (tr(Hyps H; ir (VipsVy) ) Wi W) (6.261)
j=1
Tomando o trago em ambos os lados, obtemos

d . ) = B (Wapw W) -
D log (r(Hyps I )er(VipaVy)) D=y o st (Wi Vipw VW)
i=1 ¢ i

J=1

Z g (tr(Hyps H; tr (Vips Vi) ) tr(ow W W) (6.262)

Note que o lado esquerdo de (6.262) é uma das somas em (6.256). Portanto,
substituindo (6.262) em (6.256) nos fornece a seguinte desigualdade:

k
b (W) + 3 log (tr(Hyps H; tr (Vips V) )ir (Wipw W7) < log B (6.263)

J=1

0 que equivale a

) + Ztr ipwW5) logtr(H;psHY)

166



k
+ Z tr(WipwW;) logtr(VipsV;*) <logf8 (6.264)

j=1

e vale a igualdade se, e somente se, para todo 1, 7,

(W, Viow Ve W5)
tr(Vipw Vi")

1 * *
S H)ir(VipsVy) = (6.265)
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Capitulo 7

Funcao de Wigner

7.1 Relacoes de Weyl discretas

Esta secao é inspirada em [4]. Considere o espaco de Hilbert H = CV. Seja
{|k)}1, uma base ortonormal. Fixe ay,a, € [0,1] e defina as seguintes
matrizes Uy, Vy € My(C):

N-1 N-1
Uy =¥ N " eXH R k], Vi =eX ™Y k) (k—1]  (7.1)
k=0 k=0

juntamente com a identificagao |j) = |7 mod N). Tais operadores sao unitérios
e temos

Un|l) = eXientD |y Vyll) = e¥|] + 1) (7.2)

Definindo n := (ny,ns) € Z%, temos que Uy e Vy satisfazem as relagoes de
Weyl discretas: .
URVie = enxmmymge (7.3)

Ainda, inspirados no caso continuo, definimos os operadores de Weyl dis-
cretos:

Wi (n) := e "R UV (7.4)
Tais operadores satisfazem
Wi (n) = W(—n) (7.5)
e .
Wi (n)Wx(m) = e N Wy (n +m) (7.6)

onde o(n,m) := nymy — ngmy.
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Quando normalizados, os operadores de Weyl discretos formam uma base
ortonormal para My (C). De fato, usando (7.2) e (7.4), temos

N—-1
tr(Wy(n)) = > e "M (1|UR VD)

=0

z
L

e~ (mnat2m (aut)=2nza0) (111 4 )

T
=

N-1 .
_ 5n2’0 Z o 277\7 Lautl) _ N5n,0 (77)
=0
Isso nos permite obter
tr(W (n)Wx(m)) = Noum (7.8)

e portanto para todo A € My (C),

A— % S tr(Whm)A) W (n) (7.9)

2
nely

onde Z3 :={n = (ny,ns) : 0 <n; <N —1}.

7.2 Introducao a funcao de Wigner

Esta secao segue partes de [31]. Estamos interessados em obter uma outra
forma de representar a fungao de onda W(x). Tal forma serd a func¢ao de
Wigner, que serd dependente de duas variaveis, momento e posicao. Para se
entender tal objeto, serda importante estudar a estrutura de espacos de fase.

A fungao de Wigner consiste de uma maneira especial de descrever ope-
radores densidade. A principio, podemos dizer que o operador densidade
¢ uma estrutura mais fundamental do que a sua representagao de Wigner.
Por exemplo, a representagao de Wigner é incapaz de descrever os operadores
densidade correspondentes a sistemas de dois niveis. Entretanto, devido a sua
simplicidade, veremos que compreender a distribuicao de Wigner nos fornece
maneiras de se entender melhor certos aspectos dos operadores densidade.
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Definigao Dada uma fungao de onda ¥(z), a fungao distribuigao de
Wigner ¢
1 o S

- s
W(g,p) = e (q — 1O la+ 3

= 1
= \ds (7.10)

onde acima, estamos usando a notacao de Dirac

s S
— =) =¥(q— = 7.11
(4 —21w) = w(g -3 (711)
s . s
<‘IJ,Q+§> =V (Q+§) (7.12)
Defina a mudanca de coordenadas
s s
- 2 —qg— = 1
T=q+g T =q-3 (7.13)
e entao obtemos
]_ & i !
_ FP(@=2") I\ ([ 14
W(op) = 5o [ b (wlo)ds (7.14)

Ou seja, a distribui¢ao de Wigner é obtida ao se calcular o produto W(z)W*(x)
e depois aplicando a transformada de Fourier em s = x —2’. Tal distribuicao
tem as seguintes propriedades:

/_Oo W(g, p)dp = (g|U){(¥|q) = [¥(q)|* (7.15)

| Waida = o) wlp) = 1907 (7.16)

_ /_Z /_: W(q,p)dpdg =1 (7.17)

onde U é a representacio de momento da funcio de onda .

Agora, note que (7.14) pode ser escrito como

1 e i / 1 o i ,
- p(x—a’) /0 — Lop(z—a') /0
Wia.o) =5z [ B Q0 Da)ds = g [ el
(7.18)
onde o s s 710



onde definimos o operador densidade de estados puros por
pi= W) (7.20)

A definigao mais geral de p inclui os estados puros e os misturados:
p= pil W) (Vi (7.21)

onde p; > 0 e Y . p; = 1. Tal equagdo descreve p como uma superposicao
incoerente de operadores densidade de estados puros |¥;)(V;|, onde ¥, é
uma funcao de onda, mas nao necessariamente um autoestado de energia.
Na equagao (7.21) os p; denotam as probabilidades de se encontrar o sistema
no estado |W;).

Portanto, além da interpretacao probabilistica usual para se encontrar a
particula descrita por uma certa funcao de onda em uma certa posicao, temos
também uma distribuicao de probabilidade de que tal particula se encontre
em estados distintos.

O

Denote por (A); o valor esperado de um observével A correspondendo a
um operador A. Entao

(A)e = (U@OA] (1)) = tr(J ()L (D)|A) = tr(pA) (7.22)

Logo, R
(AY, = tr(pA) (7.23)

Observe que a expressao acima é o analogo da expressao de mecanica classica
para a média de um observavel A(p, q) com respeito a uma densidade cldssica

p(p,q), ou seja

(A)e I/_OO /_OO A(p, 9)p(p, q)dpdq (7.24)

Ou seja, em mecanica quantica o operador traco faz o papel de uma inte-
) 3
gragao sobre p e ¢ em mecanica classica.
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7.3 Funcao de Wigner discreta

Esta segao segue partes de [25] e [34]. Em dimensao 1, a funcao de Wigner,
caso continuo, estd em correspondéncia 1-1 com uma matriz densidade p e
é definida por

e 1 00 iAp/h A A
W(gq,p) = omh | ¢ (q 2Iplq+2>dA (7.25)

Tal fungao é determinada de forma tinica pelas seguintes propriedades [25],[34]:
1. W(g,p) €R

2. O produto interno entre dois estados p; e ps pode ser computado a
partir da funcao de Wigner da seguinte forma:

tr(pip2) = 21h / Wi(q, p)Wa(q, p)dgdp (7.26)

3. (Propriedade de projecao) A integral ao longo de uma linha no espago
de fase, descrita pela equacao a;q + asp = as, é a densidade de pro-
babilidade de que a medicao do observavel alQ + ayP tenha as como
resultado.

Observagao A propriedade de projecao enunciada acima nos diz, em
outras palavras, que a projecao da funcao de Wigner ao longo de qualquer
diregao do espago de fase é igual a distribuicao de probabilidade de um certo
observavel, a;q + asp, associado com aquela dire¢ao. Dois casos especiais
desta propriedade sao bem conhecidos:

/ W (g, p)da (7.27)

¢é a distribuicao de probabilidade para o momento, e

/ W (g, p)dp (7.28)

¢ a distribuicao de probabilidade para a posicao. Entretanto a propriedade
3 ¢ mais forte do que apenas esses dois casos particulares. Sobre a validade
de tais propriedades para a fungdo de Wigner, ver [34].

172



Podemos escrever W como o valor esperado de um certo operador, cha-
mado operador de Fano, de modo que

W(q,p) = tr(pA(q, p)) (7.29)

onde A pode ser escrito como

A 1 A - . ,
Alg,p) = W/exp[ —2(P—p )+z—(Q )}dm (7.30)
_ iy — /
Wi /D (0 N) exp[ ~(Xq Ap)}dAdA (7.31)
onde .
D) = exp[ - %(AP - XQ)} (7.32)
Ainda, podemos reescrever A como
. 1 . .
Alg,p) = —D(¢, p)RD"(q,p) (7.33)

onde R é o operador que age em autoestados de posicao de modo que R[ac) =

| — ).

A prova de que a funcao W definida acima satisfaz as propriedades de
unicidade 1 a 3 segue de propriedades simples do espaco de fase. O fato de
que W(q,p) € R é consequéncia de /Al(q, p) ser hermitiano. A propriedade 2
segue da relacao de completude de A(q, p). De fato, é possivel mostrar que
tais operadores satisfazem a relagao

tr (A(q,p)fl(d,p’)) 21h5(q —q)5(p—71) (7.34)

Como consequéncia disso, é possivel inverter a equacao (7.29) e expressar o
operador densidade como uma combinagao linear dos operadores de Fano. A
funcao de Wigner determina os coeficientes de tal expansao:

p=2rh / W (q, p)A(q, p)dgdp (7.35)
A propriedade 2 segue da férmula acima. Quanto a propriedade 3, observe
que integrar A(q,p) ao longo de uma linha no espago de fase fornece um
operador projecao. Logo,

/ 5(arg + asp — as) A(q, p)dadp = |as) (as] (7.36)
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onde |az) é um autoestado do operador a1Q + as P com autovalor as. Tal
identidade pode ser provada ao se escrever a funcao delta como a integral de
uma exponencial e entao realizando a integracao no espacgo de fase. Depois
faremos a prova do caso discreto, de forma semelhante a que acabamos de
descrever.

¢

Agora estamos interessados em definir a funcao de Wigner no caso dis-
creto. Primeiro faremos algumas observacoes preliminares. O primeiro passo
¢ definir um espaco de fases discreto. Iremos considerar um espaco de Hilbert
de dimensao N. Considere uma base

B,={|n),n=0,...,N —1},

que serd uma base de posicoes discretas. Iremos impor a condicao de
contorno periddica |n+ N) = |n), para todo n. Agora, queremos definir uma
base de momentos conjugados, que denotaremos por

B,={|k),k=0,...,N -1}

Uma maneira natural de introduzir a base de momentos a partir da base de
posicoes ¢é através da transformada de Fourier discreta. Entao podemos
obter os estados de B, a partir dos estados de B, da seguinte forma:

1 .
k) = 7% ; exp[2mink /N]|n) (7.37)

Portanto, assim como no caso continuo, posi¢ao e momento estao relaciona-
dos pela transformada de Fourier.

Observacao Podemos relacionar a dimensao do espaco de Hilbert com a
constante de Planck da seguinte forma. Estamos considerando que o espago
de fase possui uma &area finita, que podemos supor igual a 1. Nessa area
podemos comportar N estados ortogonais. Se cada estado ocupar uma area
do espago de fase que é igual a 27h, temos que N = 1/2wh. Em outras
palavras, N faz o papel do inverso da constante de Planck, e o limite para
N tendendo ao infinito pode ser visto como o limite semiclassico [25].
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Dadas as bases de posicao e momento, podemos definir os seus respec-
tivos operadores de deslocamento. Para sistemas discretos podemos definir

operadores de translagao finitos, Ue V, de forma semelhante ao que temos
m (7.1) e (7.2) na segao 7.1:

U™n) == |n+m), U™k) := exp[—2mimk/N]|k) (7.38)

onde as somas de vetores é mod N. De forma semelhante, o operador V ¢é
um shift na base de momentos e é diagonal na de posicoes

V™E) = |k 4+m), V™|n) := exp[2mimn/N]|n) (7.39)

Entao é possivel mostrar que

VP = 2RIy, (7.40)
as relagoes de Weyl discretas (7.3), vistas na se¢ao 7.1. Vamos também definir
um operador de reflexdo como sendo R|n) := | — n). Vale a seguinte relagao

UR=RU', VR=RV™! (7.41)

O operador de reflexao esta relacionado com a transformada de Fourier da
seguinte forma. Denote por Upr o operador que realiza a transformada de
Fourier discreta, ou seja, o operador cujas entradas na base B, sao

(n'|Upr|n) = exp[2minn’/N] (7.42)

Entao vale que R
R=U}, (7.43)

Observagao O uso da transformada de Fourier discreta (DFT) para rela-
cionar posicao e momento implica que temos condigoes de contorno periddicas
em ambas as varidveis, e portanto temos a geometria de um toro sobre o
espaco de fase. Nao somos obrigados a considerar a transformada, mas a
escolha do toro como a geometria preferida para os problemas que nos inte-
ressam também se deve ao fato de que a DFT é bastante usada no estudo de
algoritmos quanticos [25].

¢

Para definir a fungao de Wigner discreta, precisamos ainda definir um
operador de translacao T e um operador pontual A (correspondente ao
operador de Fano definido no caso continuo). Isso é o que faremos a seguir.
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Defina R o
T(q,p) := U?V? exp[imqp/N] (7.44)

Tais operadores satisfazem
T(Ag, Ap) = T*(q, p) (7.45)

Observacao Em R? definimos o operador de translaciao na posicao ¢ e
momento p como sendo

T(q,p) = e #@F~Q) (7.46)

Ao invés das definicoes (7.38) e (7.39) para U e V poderfamos, a principio,
definir U e V como sendo a exponencial de dois operadores Q e P definidos
como sendo diagonais em B, e B,. No entanto, operadores Q e P infinite-
simais que satisfazem as relacoes de comutatividade canénicas (CCR) nao
podem ser definidos em um espago de Hilbert discreto [10],[34]. Portanto
iremos usar os shift ciclicos finitos, dados por (7.38) e (7.39).

O

Seja a = (q,p) ponto do espago de fase reticulado, com ¢ e p assumindo
valores entre 0 e 2N — 1. Defina

A . — (Ng — Ap) _ 1 194 Y/ —P impe/N
() : 2N et /\; ") exp —QWZT] = WU RV Pe

(7.47)
Podemos expressar o operador de translagao em termos de A(«) ao inverter
a definicao acima, e entao obtemos a transformada de Fourier de A:

2N-1
2T

T(n.k) = Y Alg.p)expl—ig(np — kg) (7.48)

Note que como definimos os operadores de Fano acima sobre um reticulado
de 2N x 2N pontos, temos um total de 4N? operadores. Entretanto, tal
conjunto nao é independente. De fato, é possivel mostrar que apenas N2
deles o sao, pois

A(q+0,N,p+0,N) = A(q, p)(—1)7ratoar+oemsN (7.49)
para 04,0, = 0,1. Defina
Gy:={a=(q,p):0<¢p<N-1}
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E o conjunto Gy ird denotar o reticulado completo de ordem 2/N.
Uma relacao entre AeT éa seguinte:

A()A(a) = T(o — o) SR NN bt = )

=T(« N7 (7.50)
Tomando o trago da equagao acima obtemos
tr(Ale) (') = gin(d — )ox( — p) (751)
onde o e o estao em Gy e
1= om
on(9) =+ ; e~ 2mian/N (7.52)

é a delta de Dirac periddica, que ¢ igual a zero a menos que ¢ = 0 mod N.

Definicao A funcao de Wigner discreta é

A

W(a) :=tr(A(a)p) (7.53)

onde o € Gyy. Esses 4N? valores nao sao independentes, pois a funcao de
Wigner obedece a mesma relacao satisfeita pela funcao pontual A:

W(g+0,N,p+0,N) = W(g,p)(=1)7rtomwtomont (7.54)

para 0,4, 0, = 0,1. Como os operadores A(a) formam um conjunto completo,
podemos escrever o operador densidade como uma combinacao linear dos
A(a). Podemos ver que a funcao de Wigner W (a) fornece os coeficientes de
tal expansao. Portanto, é possivel mostrar que

p=4AN Y W(a)A(a)=N > W(@)A(a) (7.55)

a€GN aeGan

Observagao E possivel mostrar que a funcao de Wigner discreta definida
acima satisfaz as propriedades de unicidade 1 a 3, enunciadas no inicio desta
secao. A propriedade 1 é consequéncia do fato de que fl(q, p) sdo hermitianos.
A propriedade 2 segue da completude do conjunto /Al(oz), 0 que nos permite
mostrar que

tr(pip2) =N Y Wi(a)Wy(a) (7.56)

aEGQN

A prova da terceira propriedade requer uma anélise do reticulado Gy e refe-
rimos o leitor a secao 7.6 deste capitulo para mais detalhes.
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¢

Um resumo Definimos a funcao de Wigner discreta para sistemas sobre
um espaco de Hilbert de dimensao N < oo qualquer. A funcao de Wigner
é definida como sendo o valor esperado do operador A(a) definido sobre o
espago de fase, dado pela equacao (7.47). A defini¢ao é tal que W(a) € R.
Tal definicao pode ser usada para calcular o produto interno entre estados
e fornece as distribui¢oes marginais corretas quando somadas ao longo de
qualquer linha no espaco de fase que, por sua vez, é um reticulado Goy com
4N? pontos. Ainda, os valores de W («) no subreticulado Gy sao suficientes
para reconstruir o espaco de fase, uma vez que o conjunto fl(oz) ¢ completo
quando « pertence a Gy .

7.4 Calculando funcoes de Wigner

Para calcular a fungdo de Wigner de um estado quantico, iremos usar (7.38),
(7.39) e (7.47) para escrever W na seguinte forma conveniente:

Lema 7.4.1

N-1

oo Sl nlolnyexp [Tpn —a/2)]  (757)

n:0
Prova Nos célculos a seguir, lembramos que o produto interno ¢ linear na

segunda varidavel. Temos

1
W(q,p) =tr(Ap) = i explimpq/NJtr(U'RV " p)

i
£

-1

1
(n|[URV "Pp|n) = —— explinpq/N ]

1
= —eXp[mpq/N] 5N (U n|RV"pln)

2N

1]
R

N-1 N-1
= %GXP[WPQ/N] 2 (n—q|RV Ppln) = %exp [impgq/N] Z q—n|V"Pp[n)
1 N-1
= 57 explimpg/N] ; —n)lpln)
1 N-1 l '
= 5 explimpa/N] ZO exp[—2mip(q — n)/N]{g — n|p|n)
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Ainda, note que

impa/N —2rip(q ~m) [N = T (g~ 2(q—m)) = 2X (2n ) = 2L (n— 4/
Logo,
Wa,p) = 5 3 (0~ nlphn) expl o (n — 4/2)

Il
=)

n

0J

Exemplo 7.4.2 Seja N = 2, e seja |¢) = al0) + b|1) uma superposi¢ao
de estados. Sejam Wi(a) e Wa(a) as fungoes de Wigner para |0) e |1),
respectivamente. Temos que a func¢ao de Wigner W para |1) € tal que

W (a) = |a|*Wi(a) + [b]*Wa(a) + 2Re{ab* (1] A(a)|0)} (7.58)
De fato, basta notar que
W(a) = tr(Ala)p) = tT<A(Oé)(|a|2|0><0| +[BP[1) (1] + ab”|0) (1] + a*b|1><0|)>

= |a|*Wi(a) + [b]*Wa(a) + ab*tr(A(a)|0)(1]) 4+ a*btr(A(a)]|1){0])
= |a|*Wi(a) + [b]*Wa(a) + ab*tr({1|A(a)|0)) + a*btr({0|A(a)|1))

donde seque o resultado.

¢

Vamos analisar algumas caracteristicas da fung¢ao de Wigner para estados
puros. Neste caso temos que p é um operador projecao. Entao expandindo
p em termos dos operadores de espaco de fase, como na equagao (7.55) e
impondo a condicido p? = p, obtemos

W(a) =4N* Y T(a,5,7)W(B)W(y) (7.59)
ByeEGN
onde a fungao I'(a, 8,7), dependente de 3 pontos do espacgo de fase (i.e., de

um triangulo) é dada por

D(a, B,7) == tr(A(@ABAR) = g exp | TS, 87|, (7.60)

se 2 ou 3 dos pontos («,f3,7y) possuem coordenadas g e p pares. Caso
contrario, definimos

[(e, 5,7) :=0, (7.61)
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e na expressao acima, valida para N par, o valor S(«,3,7v) é a area do
triangulo formado por tais pontos do espago de fase (medido em unidades
do triangulo elementar formado por 3 pontos que estao a distancia de uma
posigao).

O
Agora calculamos a funcao de Wigner de um autoestado de posigao,
Pao = 140){qo (7.62)
Obtemos a seguinte expressao fechada para W:
1 g PYT— i

Wao(4,p) = 577 (a0l UTRV " |ao)e PN

1 [(g—2q0) MmOd N]
= —dn (g — 2qo)(—1)PHa—=® (7.63)

2N

De forma semelhante é possivel fazer o calculo para um autoestado de mo-
mento,

Pro = |ko) (Kol (7.64)

Podemos também analisar a funcao de Wigner de um estado, que é uma

superposicao linear:
1

—_ + e_i¢ 765
|1) ﬂ(lq(ﬁ |q1)) (7.65)
Novamente é possivel obter uma expressao fechada para W, que é
1
Wia.p) =3 (qu (¢,p) + Wo (¢, p) + AWqq 4, (q,p)) (7.66)
onde o termo de interferéncia é
1 - ~ 2T
AWy1(q:P) = 1-0n(@) (= 1) cos (p+9) (7.67)
onde
2N

§=q@+q—q A= (7.68)

do — q1
Esta é uma expressao explicita para o que calculamos no exemplo 7.4.2.
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Agora fazemos algumas consideracoes sobre a evolugao temporal de siste-
mas quanticos no espago de fase. Se U é o operador de evolugao unitario que
leva o estado do sistema do tempo ¢ ao tempo ¢+ 1 entao a matriz densidade
evolui da seguinte forma

p(t+1)=Upt)U" (7.69)

Usando tal fato é possivel mostrar que a fungao de Wigner evolui da seguinte
forma:
Wiat+1)= > ZsW(B.1) (7.70)
BEG2N

onde a matriz Z,g ¢ definida por
Zog = Ntr (A(a)UA(/a)U*) (7.71)

Portanto, a evolucao temporal no espaco de fase é representada por uma
transformacao linear, o que é uma consequéncia da equacao de Schrodinger.
A unitariedade impoe algumas restrigoes sobre a matriz Z,g. De fato, como
a pureza dos estados é preservada, a evolucao temporal deve preservar a
restrigao dada pela equacao (7.59). Portanto, a matriz deve deixar invariante
a funcao I'(«, ,7), ou seja,

Lo, 8.7) =Y ZuwaZysZyT (e, B,7) (7.72)

a,Byy

A matriz real Z,p contém toda a informagao sobre a evolugao temporal do
sistema. Em geral, tal matriz relaciona um ponto a com diversos outros
pontos 3. Portanto, a evolucao serd, em geral, nao local no espaco de fase, o
que é uma caracteristica unica da mecanica quantica. Em sistemas classicos
o valor da fungao distribuicao cldssica W(a,t + 1) é igual ao valor W (/3,t)
para algum ponto (3, o que consiste em uma funcao de o e t bem definida.
Entretanto, temos em [25] alguns exemplos de operadores unitarios que geram
uma evolucao dinamica local no espaco de fase.

7.5 Funcoes de Wigner e QIFS

Considere a seguinte expressao para a funcao de Wigner, obtida na segao 7.4:

W(g,p) = % i(q — n|p|n) exp [%p(n —q/2) (7.73)
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Considere o operador agindo em operadores densidade

k
=Y Vipvy (7.74)
=1

onde V;, sdo lineares. Primeiramente seja py, = |qo){qo|, onde gy = 0 ou 1.
J& vimos como calcular a fungdo de Wigner de tais estados (dada pela eq.
(7.63), pagina 180):

1 o . 1
Wao (g, p) = W(QOWQRV_”QO)@WWN = o onle - 2qp) (—1)plla-20) mod
(7.75)
%

Agora considere V; operadores lineares, i = 1,..., k tais que >, V;*V; = I.
Entao A(p) =), VipV;* € Mx. Logo,
N-1

Wiipla:p) = g 30 =A@l o [pto 072

= 5 2 YV [ —ar2)]
= S a milolv () esp 2 ptn — g/2)] (7.76)

n=0 i=1
Escrevendo p = Z]:_ol pili) (il 22, pj = 1, obtemos
L Nl

% 2 S aslla = mVIGIV: ) exp [ptn — a/2)]

n,j=0 =1

Wi =

[N}

(7.77)
Portanto a fun¢ao de Wigner de A(p) é obtida de forma simples a partir da
funcao para p.

Observacao Note que a funcao de Wigner € linear com respeito a soma
de operadores densidade, pois

Woin(@) = tr(A(e)(p+n)) = tr(A(a)p) + tr(A(a)n) = Wy(a) + Wy ()

No entanto, é claro que o fato andlogo com respeito a fungoes de onda nao é

verdadeiro, pois se 1 = a|0) + b|1) é uma fungao de onda entdo o operador
induzido é

[) (] = (al0)+[1))(a™(0]+b"(1]) = |al*|0)(0]+[b[*[1)(1]+ab"|0)(1|+a"b[1){0]
Portanto, Wy (o) # Wy(a) + Wy(a). O mesmo ocorre no caso continuo.
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¢

7.6 Propriedades basicas da funcao de Wi-
gner discreta

Enunciamos novamente as propriedades basicas que determinam a func¢ao de

Wigner [25],[34]:
1. W(g,p) €R

2. O produto interno entre dois estados p; e py pode ser computado a
partir da funcao de Wigner da seguinte forma:

tr(pip2) = 2mh / Wi(q, p)Wa(q, p)dqdp (7.78)

3. (Propriedade de projecao) A integral ao longo de uma linha no espago
de fase, descrita pela equacao ai;q + asp = asz, é a densidade de pro-
babilidade de que a medicao do observavel alQ + ay P tenha as como
resultado.

Ja vimos na se¢ao 7.3 que a funcao de Wigner discreta

~

W(a) = tr(A(a)p) (7.79)

satisfaz as propriedades 1 e 2. Agora vamos analisar a propriedade 3. Rees-
crevemos aqui as defini¢oes para W. Temos que p = Y. p;|9)(i|, Y. p; =1 ¢
um operador densidade. Temos uma base de posicoes

B, =A{|n),n=0,...,N — 1},
e uma base de momentos

B,={|k),k=0,...,N -1}

onde
k) = \/LN zn:exp[27rink/N]|n> (7.80)
Ainda, ) R
U™ n) :=|n+m), U"|k):= exp[—2mimk/N]||k) (7.81)
V™k) := [k +m), V™|n) = exp[2rimn/N]|n) (7.82)
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T(q,p) := UV” explimqp/N] (7.83)

Rla) =| — ) (7.84)
aN—1
i 1 o (Ng— Ap) 1 o nn
A = T ! ) P A S i R | p_impq/N
() N2 /\;0 (A, \') exp [ Mo ] 2NU RV e
7.85
) 2N—1 o (7.85)
T(n.k) = Alg.p)expl—ig-(np — kg (7.86)
4,p=0

Para provar a propriedade 3 devemos mostrar que ao somar os operadores
fl(q, p) sobre os pontos do espago de fase que estao em uma reta L, obtemos
um operador de projecao. Isso implica que somar os valores da funcao de
Wigner sobre todos os pontos de uma reta nos fornece um niimero positivo,

que pode ser interpretado como sendo uma probabilidade.

Iniciamos definindo retas no nosso espaco de fase. Uma reta L é um
conjunto de pontos do reticulado definido por

L = L(ny,ng,n3) = {(q,p) € Gan : myp—mnaq = n3,0 < n; <2N -1} (7.87)

Ainda, dizemos que duas retas sao paralelas se elas forem parametrizadas
pelos mesmos inteiros ny e ns.

Agora, vamos mostrar que ao somar os operadores A sobre uma reta,
obtemos operadores de projecao. Estamos interessados no operador

Ap= )" A(g.p) (7.88)

(g:p)EL
Como dn(q) = % 7]::01 e~2ma/N podemos reescrever tal operador como

2N-1

Ap = Z A(g, p)dan (nip — n2g — n3)
q,p=0

AR o
= 5N > Alg,p) exp[ i A(up — n2q — n3)]
A=0 ¢,p=0
2N-1
1 . 2
= 5n 2 T’\(nl,nQ)eXp[i%ngx\] (7.89)

onde usamos a transformada de Fourier (7.86) de A para obter a iltima
igualdade. Como T' ¢é unitdria, possui N autovetores |¢;) com autovalores
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exp[—27i¢;/N]. Além disso, tal operador é ciclico e satisfaz TV = I. Por-
tanto, como os seus autovalores sao raizes N-ésimas da unidade, os ¢; sao
inteiros. Logo, podemos reescrever (7.89) como

2N—-1 N

~ 1 9
A =N 2 ;exp[—%@@ — ng) A0
N
= 0av(26; — 13)|0;) (641 (7.90)
j=0

Segue que Ay é um operador de projecao sobre um subespaco gerado por um
subconjunto de autovetores do operador de translagao T'(ny, ns).

O

7.7 Sobre transformada de Fourier discreta e
W -transformada

Exemplo 7.7.1 Este exemplo seque [25]. Para uma reta L, definida por
q =ns (ou seja, ny =1, ng =0), a funcdo de Wigner somada sobre todos os
pontos de L, €

> Wolg,p) = Wo(ns,p) = (ns/2|plns/2) (7.91)

(q,p)ELq

se ng for par, e igual a zero caso contrdario.

O
Registramos o resultado acima na seguinte proposigao:
Proposicao 7.7.2 Seja N par e p operador densidade. Entdao
2N—1
S W,(20,0) = alpla), ¢=0.1,...,N—1 (7.92)
p=0
e
2N—-1
> W,(2¢+1,p)=0, ¢q=0,1,...,N—1 (7.93)
p=0
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Prova Primeiramente, para ver porque o caso ¢ impar implica que a funcao
de Wigner ¢ igual a zero, considere a expressao para W dada por

=

1
2N

n

W,(q,p) = (g — n|p|n) exp [%p(n —q/2) (7.94)

Il
o

Escreva p =} . ¢;|7)(jl, ¢; > 0. Entéo
(g —nlpln) = ejla —nli){iln) (7.95)
J

e tal valor é # 0 se e somente se j = ¢ —n = n para algum j. Em particular,
a fim de que o produto interno acima seja nao nulo, é necessario que ¢ seja
par, pois ¢ —n = n implica ¢ = 2n.

Agora suponha que g = 2¢qy. Pela andlise acima, vemos que na soma dos
termos que formam a fun¢ao de Wigner (expressao (7.94)), basta somar os
indices tais que a equagao modular

g—n=n<2p-—-n=mn (7.96)

é satisfeita. Tal equagao possui duas solugoes, a saber, n = gy e n = qo+ N /2
(por exemplo, se N =2, e ¢ =0, as solugoes de —n =nsaon=0en = 1;
se N=4eqy=0assolugcoesde —-n=nsaon=0en=2;se N=4e
go =1 as solugbes de 2 —n=nsdon=1en=1+2 = 3, etc.).

Para ver que existem apenas duas solugoes para (7.96), procedemos da
seguinte forma. De 2gg —n = n obtemos 2(qo — n) = 0. Sabemos que n = 0
en = qo+ N/2 solugdes. Note que z = 0 e z = N/2 sao solugoes de 2z = 0.
Agora, se y é solucao de 2z = 0 entdo y — N/2 também é. Claramente se y é
um elemento entre 0 e N/2 entao 2y serd no maximo igual a 2N — 2, portanto
2y # 0. Finalmente, seja y elemento entre N/2 e N e por absurdo suponha
que 2y = 0. Entao pelo que observamos antes, temos que z = 2y — N/2
também é solucao, e z estd entre 0 e N/2. Mas nao existem solugdes de
2z = 0 entre 0 e N/2. Isso mostra que 2z = 0 admite apenas as duas
solugoes dadas acima.

Agora, note que se n for igual a ¢g entao

2me
exp Wp(n —q/2)| =1 (7.97)
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Se n = qo+ N/2, temos que a exponencial acima é igual a +1, sendo positivo
ou negativo se p for par ou impar, respectivamente. Portanto, para N par e
q = 2qp, temos

L (@olplao) = (a0 + N/2plao + N/2))  (7.98)

W,(2q0,p) = N

onde o sinal = depende de p. Para ¢ fixo e considerando todos os p possiveis
(p=0,...,2N — 1), temos que o segundo produto interno acima terd sinal
positivo nas N possibilidades em que p for par e terd sinal negativo nas N
possibilidades restantes. Portanto,

ZWp(QQO,p) = (qo|plqo0) (7.99)

Isso conclui a prova.
0

Corolario 7.7.3 Se q é impar entdo W,(q,p) = 0, para qualquer p e qualquer
p operador densidade.

Prova Ver primeiro paragrafo da demonstragao do lema.

O
Definigao Seja ) um estado. A W-transformada de v é
aN—1
o(p) = _ Wula,2) (7.100)
q=0

parap=20,...,2N — 1.

Seja ¢ a W-transformada de 1), e seja F1 a transformada de Fourier
discreta de .

Pergunta:

(FO)P)? = o(p), p=0,1,...,N —1 (7.101)

Resposta Para N = 2 e ¢ = |0) ou |1), a resposta é sim. Com efeito, seja
1Y) =10) = (1,0). Entao

FI0) = 75 S exo 2mijo/2li) = —=(10) + 1)
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:wmw:%jwmm%é

E
ZVV\O q,0 :——FO—Fi—FO—;
Ainda ) )
(F10))(1) = 57 [(Floy)()|* = 5
E

1 1
ZW\O q,2) = —+0+4+0_2

Portanto, neste caso,

[(F)(p)|* = é(p), p=0,1 (7.102)

Agora seja |¢)) = |1) = (0,1). Entao

Fi) = IZW%WM\ﬂWﬂMWM)TWHD
éamwz%iwmwké
£ 1 1
ZWH ¢,0) _—+0+4+0_2
Ainda,
Gmxnzj%juﬂwmwzg
£ 1 1
ZWH 7,2) ——+0+4+0_2
Portanto, neste caso,
[(F)(p)]* = ¢(p), p=0,1 (7.103)

Vamos ver um exemplo em que o estado considerado é misturado. Seja

Y =1/v2(|0) 4 |1)). Entéo

L oy-1p] = 10) (7.104)

Flp) = 7

TWWﬂm—T[WMM

HSI
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Entao |[(F)(0)]? =1 e [(Fy)(1)]*> = 0. Agora vamos calcular ¢(p), p =0, 1.
Por definigao, temos ¢(p) = >, Wy (g, 2p). Podemos usar a expressao (7.66):

Wl 0) = 5 (Wio (0.0) + Wiy (4,0) + 8,1(4. 0)) (7.105)

Wola,2) = 5 (Win(@.2)+ Win(0,2) + Ao (4., 2)) (7.106)

Entao
Wy(0,0) =

Wy(1,0) =

Wy(3,0) =

N = N = o~ N
[\
N N N [ St Bt NGy S

o que implica ¢(0) = 1 = |(F)(0)|?. Analogamente,

1.1 1 1
Wy(0,2) = S(3+ 7 +0+0) =3

Yoro-ty=-2
2 27 4
11 1 |
Wy(2,2) = 5(;+ 7 +0+0) =5

Wy(1,2) =

1 1 1
Wy(3,2) = 50+0-5) =~
o que implica ¢(1) = 0 = |(F)(1)]>.
O

Inspirados no céalculo acima, provamos o seguinte lema, cuja prova abaixo
vale para estados puros apenas. Depois, provaremos o resultado para opera-
dores densidade quaisquer.

Lema 7.7.4 Sejat = |m) € {|0),...,|N=1)}, N par, e ¢ a W-transformada
de 1. Entao
(Fe)(p)] = ¢(p), p=0,1,...,N—1 (7.107)
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Prova Temos

Flm) = \/LN iexp [2mijm/N]|j)
Logo, , 1
(Flm))(p) = TP [2mipm/N] = | (Flm))(p)* = +

Vamos calcular ¢(p) = ijo_ " Wiy (g, 2p). Pelo corolério 7.7.3, basta somar
os q pares. Entao ¢(p) = Zflvz_ol Wimy (2q, 2p). Pela proposicao 7.7.2 obtemos,

usando a expressao (7.98), que

W,(2a0.0) = 5 (aollao) + (a0 + N/2lolao + N/2)) (7108)

onde o sinal do segundo produto interno é positivo porque 2p é par. Agora,
observe que apenas um dos dois produtos internos pode ser nao nulo, pois
p € por hipdétese um estado puro. Mais ainda, p puro implica que tais pro-
dutos internos sao iguais a 1. Finalmente, como ¢ varia entre 0 e 2N — 1
temos exatamente dois termos ndo nulos na soma de ¢(p) a saber, os termos
correspondentes a m e m + N/2. Logo,

¢(p) = 1/2N +1/2N = 1/N = |(F|m))(p)|*
Isso conclui a prova.

O

O seguinte resultado, inspirado no anterior, completa a proposicao 7.7.2

) Y > )

que relaciona a fungao de Wigner discreta e a base de posigoes. Agora fazemos
a prova referente a base de momentos.

Proposicao 7.7.5 Seja N par e p operador densidade. Seja |p) vetor da
base de momentos, ou seja, obtida via transformada de Fourier discreta a
partir da base de posicoes:

N-1
1 . .
Ip) = —= ) exp[2mijp/N]|j) (7.109)
N &
7=0
Entao
2N—1
> Wolq,2p) = (plplp), p=0,1,...N =1 (7.110)
q=0
2N—1
q=0
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Prova Vamos calcular ¢(p) = ZjNo_ "W,(q,2p). Pelo coroldrio 7.7.3, basta

somar os ¢ pares. Entao ¢(p) = ZN Ly »(2¢,2p). Pela proposigao 7.7.2
obtemos, usando a expressao (7.98), que

L alpla) + (g + N/2lplg + N/2) (7.112)

W,(2q,2p) = 5N

onde o sinal do segundo produto interno é positivo porque 2p é par. Escreva
p= Zz ¢;|i)(i]. Tome, por exemplo, ¢ = 0. Entao

W, (0,20) = 5 ((01pl0) + (0 + N/2]ol0 -+ N/2))

2

1

— 5 O 0110} + (/21 N/2)) = Lodenp)  (7113)

2N

Como sabemos, W,(1,2p) = 0. Tomando ¢ = 2 obtemos

1
(e +enjar) (7.114)

e assim por diante (notando que sempre temos zeros quando ¢ é fmpar).
Desta forma, somamos todos os coeficientes ¢; duas vezes (pois ¢ varia entre
0 e 2N — 1) e obtemos que

2N—-1

o(p) = Y W,(q,2p) = %(Co tot+ona) =

q=0

(7.115)

==

Pelo cdlculo acima, resta calcular (p|p|p) e mostrar que tal nimero é igual
a 1/N. Com efeito, lembrando que o produto interno é linear na segunda
varidvel, temos, escrevendo p = ) ¢, |m)(ml:

N-1 N-1
1 g
(plplp) = cmﬁ§ exp [~2mijp/N] >~ exp [2milp/N](j|m)(m]l)
m 7=0 =0

1 1 1
:;%NHmW%mwwmmemmzﬁg%:ﬁ

(7.116)
0
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Conclusao Pelas proposicoes 7.7.2 e 7.7.5 temos para a transformada de
Wigner discreta que se N é par e p é operador densidade entao

2N—-1 2N—-1
> Wo(20.p) = (alpla), > W2+ 1,p) =0, ¢=0,1,...,N—1
p=0 p=0
(7.117)
€ Se
1 N-—1
Ip) = —= ) exp[2mijp/N]|j) (7.118)
N “—
7=0
entao
2N—1 2N—-1
ST Wala,20) = (lolp), Y Wolg,2p+1) =0, p=0,1,...N~1 (7.119)
q=0 q=0

Tais expressoes sao os analogos discretos do resultado para a func¢ao de Wi-
gner, caso continuo, que relaciona as marginais com a transformada de Fou-
rier F: se p = |1) (1| entdo

/ W, (g, p)dp = |() 2 / W, (¢, p)dq = |Fo(p)? (7.120)
Ver [11] para mais detalhes.

¢

Exemplo 7.7.6 Denote por W, a matriz com entradas W,(q,p) para q,p =
0,...,2N — 1. Por exemplo para N = 2, e escrevendo os vetores |0), |1)
em coordenadas ou seja, |0) = (1,0) e [1) = (0,1), temos que W, contem a
imagem da func¢ao de Wigner para cada ponto do espaco de fase. Como era

de se esperar, a fun¢do € real em cada ponto e a integral do espaco € igual a
1:

O wrl=
O wl=
=
=

Wiy = . Whya| = (7.121)

0

1
4

0

N
Okl ORI

O rlk ORI
Onl= O R
Okl ORI
Okl O
Okl O

Podemos usar as proposicoes anteriores para verificar o valor das marginais.
Por exemplo, pela proposi¢ao 7.7.2 verificamos que para p = |0)(0|, vale que
ZpW(q,p) ¢ igual a 1, 0, 0 e 0, para ¢ = 0,1,2,3, respectivamente. Pela
proposicao 7.7.5, calculamos as somas Zq Wi(q,p), para p=10,1,2,3, e por
uma inspecao simples na matriz VW acima, tais valores devem ser iguais a
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1/2, 0, 1/2 € 0, respectivamente. Com efeito, exibimos tal cdlculo a seguir.
Seja p = |0)(0]. Entdo por (7.110) e (7.111), temos que as somas Y, W (q,p)
para p = 0,1,2,3 sdo iguais a (0|p|0), 0, (1|p|1) e 0. Mostremos que
(01pl0) = (1]p[1) = 1/2
Por (7.109), temos que
1 1

F10) = (10} + 1), Fl1) = ==(10) ~ 1) (7.122)
Entao
(1610 = 3 (10) + 1), (10} (0D(10) + 1)) = 5 (10) + 1, [0} ) = 3
Analogamente,

1 1 1
(1lpl1) = 5 (10) = 1, (030D (10) = [1))) = 510y = 1), 10)) = 5
Isso confirma o que esperavamos e conclui o exemplo.
O

Exemplo 7.7.7 Denote por W, a matriz com entradas W,(q,p) para q,p =
0,...,2N — 1. Seja N = 4, e escrevendo os vetores |0), |1}, |2), |3) em
coordenadas ou seja, |0) = (1,0,0,0), |1) = (0,1,0,0), |2) = (0,0,1,0),
13) = (0,0,0,1), temos que W, contem a imagem da fungio de Wigner para
cada ponto do espacgo de fase:

11 1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8 8 8

0O 0 0 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 0

O 0 0 0 O 0 0 0
e e R
O 0 0 0 O 0 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 0

0O 0 0 0 0 0 0 O

O 0 0 0 0 0 0 0

L1 1 1 1 1 1 1

8 8 8 8 8 8 8 8

W 10 0 0 0 0 0 0 O
=10 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 O

L1 1 _1 1 _1 1 _1

8 8 8 8 8 8 8 8

o 0 0 0 O 0 0 0
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L1 1 _1 1 _1 1 _1
8 8 8 8 8 8 8 8
0O 0 0 0 0 0 0 0
O 0 0 0 O 0 0 O
O 0 0 0 O 0 0 O
G TR N N
0O 0 0 0 0 0 0 0
O 0 0 0 O 0 0 0
O 0 0 0 O 0 0 O
O 0 0 0 O 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0 O
L1 1 _1 1 _1 1 _1
8 8 8 8 8 8 8 8
W 10 0 0 0 0 0 0 O
B~ 10 0 0 0 0 0 0 0
O 0 0 0 O 0 0 O
i1 1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8 8 8
0o 0 0 0 0 0 0 0

O

Observacao 1 O que ocorre em geral para estados puros: a funcao de
Wigner Wi g € zero exceto em duas faixas localizadas em ¢ = 2(modN).
Quando ¢ = 2qp, W toma o valor 1/2N, e quando ¢ = 2gy = N assume
o valor 1/2N para valores pares de p e —1/2N para valores impares. Tais
oscilacoes sao tipicas de franjas de interferéncia e podem ser interpretadas
como surgindo da interferéncia entre a faixa ¢ = 2¢y e uma imagem espelhada
formada a uma distancia de 2N de 2qq, induzida pelas condi¢oes de contorno
periddicas [25].

Observacgao 2 O fato de que a funcao de Wigner assume valores negativos
na faixa de interferéncia é essencial para se poder recuperar as distribuicoes
marginais corretas. Somar os valores de W(q, p) ao longo de uma reta vertical
fornece a probabilidade de se medir ¢/2, que deve ser igual a 1 se ¢ = 2qq, e
igual a zero, caso contrario. Um cdlculo semelhante pode ser feito para um
autoestado de momento p = |k)(k|. O resultado é semelhante, exceto que
desta vez as faixas serdo horizontais [25].

O

7.8 Transformadas discretas e canais quanticos

Lema 7.8.1 Defina A : My — Mn, Ap) = >, VipVi*, com V; lineares,
Y. ViVi = 1 e seja Wy a fungdo de Wigner discreta associada. Entdo
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dados (q,p) existem M; = M;(q,p) tais que

Wi (g,p) = Y tr(MipM;) (7.123)

Prova Primeiro, como A(gq,p) é hermitiano, temos uma decomposi¢ao
A=UDU!
onde U é unitdria e D é diagonal (e real). Entao
A2 — ypley-t

onde (AY2)2 = A, D'Y? ¢ a matriz diagonal cujas entradas sio as raizes
quadradas positivas das entradas de D. Entao

W (a,p) = tr(A(g, p)A(p)) = tr(A Z VipVi") = Z tr(AVipV;)

= tr(APVipVr AV?) = T er(UDPUT W pVUDYPUTY) (7.124)
Definindo M; = UDY2U~1V; e notando que U~! = U*, podemos escrever

Wi (4, p) = ZtT(MipMi*)

Corolario 7.8.2 Sejam

vlz(\/m()),%:(om), (7.125)

- (F)one( ) e

onde os p;; formam uma matriz coluna estocdstica. Entdo os M; = M;(q,p)
citados no lema sao dados por

_ 1 ( (Un\/ di1Ugy — U2V d22U21)\/P11 0 >

' det(U) U1 tza (Vd11 — Vd22) /P11 0

M, — 1 ( 0 (Un\/ dy1uge — U2V d22U21)\/p12 >
27 det(U) \ 0 Uz Uz (v din — Vdaa) /P12
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Mo — 1 ( u11u12(Vdoz — V/di1) \/p21 >
57 det(U) \ (uzav/daurs — usiv/diguie)/Pon

M — 1 <0 u u1a(vVdaa — Vdi1)/P22 >
T det(U) (ug2V/ da2ti11 — Uz dinta2) /P22

onde D = (dij), U = (u;;), e A = A(q,p) = Ulq,p)D(q,p)U ' (q.p) € a

decomposicao para A dada no lema.

Lema 7.8.3 Seja A(p) = > . VipVi* e defina F(p) = FpF*, onde F € a
transformada de Fourier discreta. Entao existe G : My — My tal que o
diagrama abaizo comuta:

MN L> MN
AJ le (7.127)
MN L> MN

Prova Primeiro, note que F~'(p) = F*pF. Observe que F é unitdria,
portanto temos F~! = F*. Defina G = F o A o F~!. Explicitamente,

G(p ZVf*pfv* - [ZVf*pfv*} F*

=Y FVFpFViF =) VipVy
onde V; = FV;F*. E uma inspecio simples mostra que

F(A(p)) = G(F(p)) = ZfViPV;*F*

OJ

Observagao O lema 7.8.3 vale se tomarmos F(p) = GpG*, onde G é
qualquer aplicacao My — My unitéria.

O

Exemplo 7.8.4 Considere N = 2. FEntao a transformada de Fourier dis-

creta € dada por
1 1 1
F = E < 1 1 ) (7.128)
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Neste caso, temos F~1 = F. Sejam

m:(@8),%:(8@), (7.129)

vg:(\/g?g),w:(g\/]%) (7.130)

onde 0s pi; formam uma matriz coluna estocdstica P. O lema 7.8.3 para este
exzemplo mostra que G(p) =, VipV;*, onde

) 1 11\ - 1 1 -1
Vi=FWF 25\/1711(1 1)7 Vo = FWF Z—\/Pm( )

2 1 -1
~ L 1 1 1 ~ L 1 1 -1
Va=FVa3F" = 5\/1721 1 -1 /) Vi=FVyF" = 5\/]722 1 1
E entao, de p11 + po1 = 1, p1o + p2e = 1 e escrevendo
_ [ Pu P12
P ( p21 1 —pn )
e para o lema 7.8.3, obtemos a expressao
F(Mp) =G(F(p)) = > _ FVipV; F*
1 1
_ 5 p11pi +pi2(l — p11) — 5 7131
< pup +pia(l = pu) — 5 3 (T30

No caso em que o vetor m = (p11,1 — p11) € fixo para a matriz estocdstica P,
podemos reescrever a expressao acima como

F<A<p>>:G<F<p>>=( : ”“f%) (7.132)

Pi—sz 3

¢
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Lista de Simbolos

Py Estados puros
p Adjunto de p

My Operadores densidade
S(p) Entropia de Von Neumann
ML) Medidas de probabilidade em (2

PHn Operadores positivos

M(X) Medidas em X

r(pw) Baricentro de uma medida

(C, 1) Estrutura compacta

V Operador de Markov

U Dual de V
(P, {P:}) Par de Markov

M7 (X) Medidas invariantes para JF
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69
69
69
70
70
70
70
70
71
71
71
71
72
72
73
73
73
76
76
76
76
76
79
80
30
81
81
81
81
81
82
83
83



Lim(ﬂn)neN
Sx(p)
H(U,A)
den(U)
ho(v)

n(x)

h(z)

Hz)

H, ()
H(p)

Entropia de Shannon-Boltzmann

Entropia de uma medida
Entropia de um QIFS

Entropia de uma cadeia de Markov
Capacidade de Holevo
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83
83
38
89
90
92
92
92
93
93
93
99

100
100
102
102
104
126
126
127
130



Indice Remissivo

Amplitude, 25 de matriz estocastica, 104
condicional, 25 de Shannon-Boltzmann, 93

Aplicacao de uma medida, 93
afim, 76 inferior em um ponto, 93
biestocastica, 19 minima de saida, 126
completamente copositiva, 40 parcial, 88, 93
completamente positiva, 19, 39 de uma medida, 93
k-copositiva, 39 superior em um ponto, 93
k-positiva, 39 Esfera de Bloch, 7

Espaco
Baricentro de uma medida, 71 de estados, 72

de probabilidade quantica, 25

Cadeia markoviana quantica, 26 )
vetorial ordenado, 71

Canais quanticos, 126

Capacidade de Holevo, 126 EStad?
Cone, 71 misturado, 6
’ puro, 6

base de um, 72

decomposi¢ao minima de um, 72
gerador, 71

positivo, 72

Estrutura compacta, 73

Forma de Stinespring-Kraus, 19
Funcao capacidade-custo, 127

préprio, 71 Funcao de Wigner, 170
Conjectura continua, 172
da aditividade, 126 discreta, 177
da entropia minima de saida, 127
. IFS, 14
Desigualdade hiperbélico, 14
béasica, 146 PIFS, 75
classica, 146 QIFS hiperbélico, 18
Efeito, 0 QIFS homogeéneo, 1?
Entropia QIFS para estados misturados, 16

QIFS para estados puros, 16

de von Neumann, 8
Instrumento, 10

da particao, 89
de estados coerentes, 89 Métrica de Fubini-Study, 6
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Medida fraca*, 74
atrativa, 80 Transformada de Fourier discreta, 174
de Markov, 110
invariante, 80
invariante para uma dinamica, 90
Medida com valores em operacoes, 10

Observavel, 9
Operacao, 10
Operador
de Fano, 173
de Feller, 83
de Markov
assintoticamente estavel, 99
para estados, 77
para medidas, 76
positivo, 7, 65
submarkoviano, 78
Operador densidade, 8
Operadores de Weyl discretos, 168
OVM, 10

Par de Markov, 79

Processo estocastico quantico, 12
homogéneo, 29
Markov, 12, 29
nao homogéneo, 37

QIFS
hiperbdlico, 18
homogéneo, 17
nao homogéneo, 17
para estados misturados, 16
para estados puros, 16
QSP, 12
Qubit, 6
Qutrit, 7

Relagoes de Weyl discretas, 168
Topologia
fraca, 74
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