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À secretária Rosane, por sua constante disposição em resolver todos os proble-

mas, sempre com um sorriso no rosto.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos ideais primos de anéis de polinômios e extensões livres

centralizantes. Sejam R um anel primo, T o anel de quocientes de Martindale de R e

C o centróide estendido de R. Mostramos que existe uma correspondência biuńıvoca

entre o conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[x], o conjunto de todos

os ideais primos T-disjuntos de T [x] e o conjunto de todos os polinômios mônicos de

C[x]. Na sequência, apresentamos um resultado inédito: dado R um anel qualquer,

encontramos um anel comutativo A tal que existe uma correspondência biuńıvoca

entre os ideais primos de A[x] e os ideais primos de R[x]. Por fim, dada S = R[E]

uma extensão livre centralizante do anel R com base E, mostramos que existe uma

correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos os ideais primos P de R[E]

com P ∩ R = 0, o conjunto de todos os ideais primos P ∗ de T [E] com P ∗ ∩ T = 0

e o conjunto de todos os ideais primos de C[E]. Trabalhamos, na verdade, com

uma classe mais geral que os ideais primos, que são os ideais fechados, os quais são

definidos ao longo do trabalho.



Abstract

In this work, we study prime ideals in polynomial rings and free centred ex-

tensions. Let R be a prime ring, T the Martindale ring of quocients of R and C

the extended centroid of R. We show that there exists a one-to-one correspondence

between the set of all the R-disjoint prime ideals of R[x], the set of all the R-disjoint

prime ideals of T [x] and the set of all the monic polynomials of C[x]. In sequence,

we present an unpublished result: let R be a ring, we find a commutative ring A

such that there exists a one-to-one correspondence between the prime ideals of A[x]

and the prime ideals of R[x]. We also consider a free centred extension S = R[E]

of the ring R with basis E. We show that there exists a one-to-one correspondence

between the set of all prime ideals P of R[E] where P ∩R = 0, the set of all prime

ideals P ∗ of T [E] where P ∗ ∩ T = 0 and the set of all the prime ideals of C[E]. We

work, in fact, with a more general class of ideals called closed ideals, that we will

define in the text.
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Introdução

Nesta dissertação, apresentamos alguns estudos sobre ideais primos em anéis

de polinômios e extensões livres centralizantes. Temos como objetivo principal

estabelecer correspondências biuńıvocas entre ideais primos dos anéis envolvidos.

Para isso, iniciamos o trabalho, no Caṕıtulo 1, apresentando alguns resultados

necessários para o embasamento da teoria que segue. Este caṕıtulo está dividido

em três seções: na primeira, encontram-se algumas definições e resultados básicos

envolvendo anéis e ideais primos. Na segunda, constrúımos o anel de quocientes

de Martindale Q a partir de um anel primo R e apresentamos algumas de suas

propriedades. Na terceira, mostramos que, dados um domı́nio de integridade R com

corpo de frações K e uma indeterminada x, existe uma correspondência biuńıvoca

entre os ideais primos de R[x] que são contráıdos a 0 em R e os ideais primos de

K[x].

Para o caṕıtulo 2, tomamos como principal referência o trabalho de M. Ferrero

[4], cuja motivação foi analisar a validade de alguns resultados conhecidos para ideais

primos em anéis comutativos, quando trabalhamos com um anel não comutativo. O

mais importante deles é o que encontra-se citado no parágrafo anterior. Introduzi-

mos, então, o conceito de ideal principal fechado em anéis de polinômios sobre anéis

primos. A partir desta definição e de algumas propriedades que demonstramos com
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base nela, tomamos R um anel primo, Q o anel de quocientes de Martindale de R

e C o centróide estendido e caracterizamos os ideais fechados através de extensão e

contração de ideais de R[x], Q[x] e C[x]. O principal resultado deste caṕıtulo nos

diz que, dados R um anel primo, T um anel de quocientes de R e C o centróide

estendido, existe uma correspondência biuńıvoca, via contração, entre o conjunto de

todos os ideais principais fechados de R[x], o conjunto de todos os ideais principais

fechados de T [x] e o conjunto de todos os polinômios mônicos de C[x]. A partir dáı,

podemos caracterizar os ideais primos T-disjuntos de T [x] como sendo os ideais da

forma Q[x]f0 ∩ T [x], para algum polinômio mônico irredut́ıvel f0 ∈ C[x].

Finalizando o Caṕıtulo 2, apresentamos um resultado inédito, mostrando que,

dado um anel R qualquer, é posśıvel encontrar um anel comutativo A tal que existe

uma correspondência biuńıvoca entre os ideais primos de R[x] e os ideais primos de

A[x].

Já no Caṕıtulo 3, nos baseamos no que foi apresentado por M. Ferrero em [5].

Estudamos os ideais primos R-disjuntos e fechados de S = R[E], onde S é uma

extensão livre centralizante do anel primo R. Caracterizamos o fecho [I] de um

ideal R-disjunto I de S e definimos um ideal fechado como sendo aquele para o qual

I = [I]. Então, provamos que dado um ideal primo R-disjunto P de S, P é fechado.

Finalmente, a partir desses resultados, obtemos a desejada correspondência

biuńıvoca entre os ideais fechados de R[E] e de T [E] e os ideais de C[E], associando

cada ideal fechado I de R[E] com um ideal fechado I∗ de T [E], se I∗ ∩ R[E] = I

e I∗ = Q[E]K ∩ T [E], onde K C C[E]. Depois, provamos que existe também uma

correspondência biuńıvoca entre o conjunto de todos os ideais primos P de R[E]

com P ∩ R = 0, o conjunto de todos os ideais primos P ∗ de T [E] com P ∗ ∩ T = 0

e o conjunto de todos os ideais primos de C[E].
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste primeiro caṕıtulo, introduzimos algumas definições e resultados básicos

necessários para o desenvolvimento da teoria que segue.

Ao longo desta dissertação, estaremos considerando R um anel associativo com

unidade e R[x] o anel de polinômios sobre R. Se f é um polinômio de R[x], usaremos

a notação ∂f para indicar o grau de f .

O ideal de R gerado por um subconjunto A de R será denotado por 〈A〉R. Além

disso, se R ⊆ S é uma extensão de anéis, então R e S têm a mesma unidade.

Por CR denotaremos o centro de R, ou seja, CR = {x ∈ R | xy = yx,∀y ∈ R}.

Usaremos a notação I C R para indicar que I é um ideal de R (ideal bilateral).

Diremos que um ideal não nulo P de R[x] é R-disjunto se P ∩R = 0.

Por fim, salientamos que neste caṕıtulo algumas demonstrações serão omitidas

por serem imediatas ou por se encontrarem nas referências citadas no fim do tra-

balho. (grande parte delas encontra-se em [10] e [7])
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1.1 Conceitos Básicos

Definição 1.1.1. Um ideal P de um anel R é dito um ideal primo se, dados dois

ideais quaisquer I e J de R tais que IJ ⊆ P , temos I ⊆ P ou J ⊆ P .

Teorema 1.1.2. Seja P um ideal do anel R. As seguintes condições são equiva-

lentes:

(i) P é um ideal primo;

(ii) Se a, b ∈ R, com 〈a〉R〈b〉R ⊆ P , então a ∈ P ou b ∈ P ;

(iii) Se a, b ∈ R com aRb ⊆ P , então a ∈ P ou b ∈ P ;

(iv) Se I e J são ideais à esquerda (direita) de R, então IJ ⊆ P implica I ⊆ P ou

J ⊆ P ;

(v) Dados dois ideais I e J de R tais que I ⊇ P e J ⊇ P , se IJ ⊆ P então I = P

ou J = P .

Usaremos a notação P C′ R para indicar que P é um ideal primo de R.

Definição 1.1.3. Dizemos que um anel R é primo se 〈0〉R é um ideal primo.

Em vista da definição de ideal primo e do Teorema 1.1.2, temos diferentes

condições, cada uma delas equivalente à condição de que R é um anel primo. Em

particular, um anel R é um anel primo se e somente se vale uma das (e portanto as

duas) seguintes condições equivalentes:

1) Se I e J são ideais de R tais que IJ = 0, então I = 0 ou J = 0.

2) Se a, b ∈ R são tais que aRb = 0, então a = 0 ou b = 0.

Proposição 1.1.4. Se R é um anel primo, então o anel de polinômios R[x] também

é primo.

Demonstração: Sejam f, g ∈ R[x] não-nulos. Então, f = f ′+ axn e g = g′+ bxm,

onde ∂f ′ < n, ∂g′ < m e a, b ∈ R \ {0}. Como R é primo, segue da condição
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(2) acima que existe r ∈ R tal que arb 6= 0. Além disso, também temos que

frg = f ′rg′ + f ′rbxm + axnrg′ + arbxn+m e ∂(f ′rg′ + f ′rbxm + axnrg′) < m + n,

dáı podemos concluir que frg 6= 0, ou seja, fR[x]g 6= 0. Logo, R[x] é primo. �

Se P é um ideal primo não nulo do anel de polinômios R[x] então podemos

supor que P ∩R = 0, pois caso contrário podemos fatorar R como R = R/(P ∩R)

e P como P = P/(P ∩ R)[x], e portanto R será um anel primo e P será um ideal

primo de R[x] com P ∩R = 0. Assim, para estudar os ideais primos de R[x], iremos

considerar apenas o caso em que R é primo e P ∩R = 0.

Definição 1.1.5. Um anel R é simples se seus únicos ideais são os triviais, ou

seja, 0 e R.

1.2 Anel de Quocientes de Martindale

Nesta seção, teremos como base as ideias encontradas em [8], § 14, e [2], caṕıtulo

2.

Sejam R um anel primo não necessariamente com unidade e U a coleção de

todos os ideais não nulos de R. Podemos observar que, se I, J ∈ U então IJ ∈ U e

I ∩ J ∈ U . Se I C R diremos que f : I → R é um R-homomorfismo à direita se f

é aditiva e f(ar) = f(a)r, para cada a ∈ I, r ∈ R. No que segue, consideraremos

ideais I ∈ U e R-homomorfismos à direita f : I → R.

Vamos denotar por Ω o conjunto de todos os pares (I, f) onde I ∈ U e f : I → R

é um R-homomorfismo à direita.

Em Ω, definiremos a seguinte relação de equivalência:

Se (I, f), (J, g) ∈ Ω, diremos que (I, f) é equivalente a (J, g) ((I, f) ∼ (J, g)),

se existir um ideal não nulo H ⊆ J ∩ I tal que f |H = g|H . É fácil ver que esta é
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uma relação de equivalência e que pode ser definida de maneira equivalente como:

(I, f) ∼ (J, g) se e somente se f |I∩J = g|I∩J .

Denotaremos porQ o conjunto quociente Ω/ v e por [I, f ] a classe de equivalência

de (I, f), onde (I, f) ∈ Ω.

Podemos, ainda, dotarQ de uma estrutura de anel definindo as seguintes operações

de adição e multiplicação, de forma que R ⊆ Q:

Definição 1.2.1. Sejam [I, f ], [J, g] ∈ Q. Definimos a soma e o produto em Q

por:

(i) [I, f ] + [J, g] = [I ∩ J, f + g], onde f + g : I ∩ J → R é definida de maneira

natural: (f + g)(a) = f(a) + g(a), para todo a ∈ I ∩ J .

(ii) [I, f ] · [J, g] = [JI, f ◦g], onde f ◦g : JI → R é definida por (f ◦g)(a) = f(g(a))

para cada a ∈ JI (f ◦ g está bem definida, pois g(JI) ⊆ I).

Na verdade, é fácil ver que as duas operações estão bem definidas e que, com

elas, Q é um anel com unidade. Além disso, [R, 0] = 0Q e [R, IdR] = 1Q.

O anel Q definido acima é denominado anel de quocientes à direita de Martin-

dale de R. De forma análoga, podemos definir o anel de quocientes à esquerda de

Martindale de R (basta usar, no item (ii) anterior, IJ e g ◦ f).

Vejamos, agora, como R pode ser mergulhado em Q:

Se a ∈ R, denotaremos por ae a multiplicação à esquerda por a, ou seja, temos

uma função ae : R→ R definida por ae(x) = ax para cada x ∈ R. Então [R, ae] é um

elemento de Q, o qual denotaremos simplesmente por ae. A aplicação Ψ : R → Q

definida por Ψ(a) = ae para cada a ∈ R, é um homomorfismo injetor de anéis. Isto

permite identificar R com sua imagem Ψ(R) em Q. Utilizando esta identificação,

podemos supor R ⊆ Q e, para cada a ∈ R, escrever ae = a.

Proposição 1.2.2. Sejam R um anel primo e Q o anel de quocientes à direita de
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Martindale de R. Então:

(i) R ⊆ Q;

(ii) Se I ∈ U e f : I → R é um R-homomorfismo à direita, então existe q ∈ Q tal

que f(r) = qr, ∀r ∈ I;

(iii) Para quaisquer q1, q2, ..., qn ∈ Q existe I ∈ U tal que qiI ⊆ R para cada

i = 1, ..., n;

(iv) Se qI = 0 para algum q ∈ Q onde I ∈ U , então q = 0.

O centro de Q é chamado o centróide estendido de R, e é denotado por C. Pela

proposição anterior, q ∈ C se e somente se qr = rq para cada r ∈ R.

O anel gerado por R e C é igual a RC, e chamado fecho central de R.

Um subanel de Q que contém R é chamado anel de quocientes à direita de R.

Claramente RC é um anel de quocientes à direita de R.

Proposição 1.2.3. Sejam R um anel primo e Q o anel de quocientes à direita de

Martindale de R. Então:

(i) Todo anel de quocientes de R também é primo;

(ii) q ∈ C se e somente se existe um ideal não-nulo I de R e um R-homomorfismo

bilateral f : I → R tais que f(r) = qr, ∀r ∈ I ;

(iii) C é um corpo.

1.3 Ideais Primos em Anéis Comutativos de Polinômios

Nosso objetivo, nesta seção, é apresentar o teorema que serviu de motivação para

[4]. Tal resultado pode ser encontrado em [6] e é o seguinte:

Teorema 1.3.1. Seja R um domı́nio de integridade com corpo de frações K, e seja

x uma indeterminada. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre os ideais

primos de R[x] que são contráıdos a 0 em R e os ideais primos de K[x].
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Antes de demonstrar este teorema, faremos algumas considerações:

Seja S um subconjunto multiplicativamente fechado de R. Vamos assumir que

0 /∈ S, pois sabemos que se 0 ∈ S então RS = S−1R = 0.

Lema 1.3.2. Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado de

A. (Sabemos que se I é um ideal de A então IS = S−1I é um ideal de AS = S−1A).

Então as seguintes afirmações são válidas:

(i) IS = (1) se e somente se I ∩ S 6= ∅;

(ii) Os ideais primos de AS estão em correspondência bijetiva (p ↔ pS) com os

ideais primos de A tais que p ∩ S = ∅.

Demonstração: A demonstração do item (ii) pode ser encontrada em [1], Proposição

3.11 (iv). Então, vamos demonstrar apenas o item (i):

Suponhamos que IS = (1). Então, existem x ∈ S, y ∈ I tais que y
x

= 1, ou seja,

x = y. Logo, I ∩ S 6= ∅.

Reciprocamente, se I ∩ S 6= ∅, existe x ∈ I ∩ S. Então, x ∈ I e x ∈ S, logo

x
x

= 1 ∈ IS. Portanto, IS = (1). �

Agora, podemos demonstrar o Teorema 1.3.1:

Demonstração: Seja S o conjunto dos elementos não nulos de R. Assim, S é um

subconjunto multiplicativamente fechado de R tal que 0 /∈ S. Além disso, RS = K

e RS[x] é, naturalmente, K[x]. De acordo com o Lema 1.3.2, os ideais primos PS de

K[x] = RS[x] estão em correspondência biuńıvoca com os ideais primos P de R[x]

tais que P ∩S = ∅. Mas S = R \ {0}, e como P é um ideal temos que 0 ∈ P . Logo,

P ∩ S = ∅ equivale a P ∩R = {0}. �
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Caṕıtulo 2

Ideais Primos em Anéis de

Polinômios

Neste caṕıtulo, estaremos seguindo o trabalho desenvolvido em [4], o qual tem

por objetivo estudar os ideais primos de anéis de polinômios sobre um anel primo

R, não necessariamente comutativo.

Vamos começar introduzindo algumas notações e terminologias. Conforme já foi

mencionado acima, o anel R é, exceto quando dito em contrário, sempre um anel

primo.

Por CR denotaremos o centro de R e simplesmente por C o centróide estendido

de R. Se I é um ideal R-disjunto de R[x], denotaremos por τ(I) o ideal de R que

consiste do zero e de todos os coeficientes ĺıderes dos polinômios de grau mı́nimo de

I. Se f ∈ R[x], ∂f denota o grau de f e lc(f) o coeficiente ĺıder de f . Finalmente,

definimos a minimalidade de I por Min(I) = Min{∂f : 0 6= f ∈ I}.
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2.1 Ideais Principais Fechados

Seja R um anel primo e denotemos por

ΓR = {f ∈ R[x] : arf = fra, para todo r ∈ R}, onde a = lc(f)

Para f ∈ ΓR com a = lc(f), consideramos

[f ]R = {g ∈ R[x] : existe 0 6= H CR tal que gHa ⊆ R[x]f}

Iremos omitir o R subescrito quando este estiver claro no contexto.

Começaremos, então, com o seguinte lema:

Lema 2.1.1. Seja f ∈ Γ com ∂f > 1. Então, [f ] é um ideal R-disjunto de R[x]

que contém f como um polinômio de grau mı́nimo.

Demonstração: É fácil ver que [f ] é um ideal de R[x]. De fato, pela definição de

[f ] temos que [f ] ⊆ R[x]. Além disso, 0 ∈ [f ] e, se g ∈ [f ], c ∈ R, basta mostrar

que gc, gx ∈ [f ] (analogamente, provamos para cg e xg, e todos os polinômios serão

combinações desses). Como g ∈ [f ], existe 0 6= H C R tal que gHa ⊆ R[x]f , onde

a = lc(f). Mas então gxHa ⊆ R[x]f (o mesmo para cH). Logo, podemos afirmar

que gx, gc ∈ [f ]. Como fra = arf ∈ R[x]f , para todo r ∈ R (onde a = lc(f)),

temos f ∈ [f ]. De fato, basta ver que fRa = aRf ⊆ R[x]f.

Vamos mostrar, agora, que f tem grau mı́nimo em [f ]:

Se ∂g < ∂f com ∂f = n e g ∈ [f ], existe 0 6= H CR tal que gHa ⊆ R[x]f . Para

h ∈ H, existe k = xmbm + ...+ b0, com gha = kf . Mas ∂gha < n e ∂kf ≥ n então,

para que a igualdade seja verdadeira, devemos ter bma = 0. Além disso, para todo

r ∈ R, ghara = kfra = karf .

Suponhamos, por indução, que bia = 0 para i = m, ...,m − s + 1. Então, pela

relação anterior, temos que bm−sara = 0 para todo r ∈ R. Dáı segue que bm−sa = 0
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(já que R é primo). Logo, bia = 0 para i = 0, ...,m e portanto gHaRa = 0. Como

R[x] é primo, segue que g = 0.

Por fim, como ∂f ≥ 1 e f tem grau mı́nimo em [f ], é claro que [f ] ∩R = 0. �

Lema 2.1.2. Suponhamos que f e f ′ estão em Γ. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) [f ] ⊆ [f ′]

(ii) f ∈ [f ′]

Demonstração: Claramente (i) implica (ii). De fato, se [f ] ⊆ [f ′], como já vimos

no lema anterior que f ∈ [f ], segue que f ∈ [f ′].

Reciprocamente, se f ∈ [f ′] e g ∈ [f ], existem ideais não nulos H e H ′ de R

tais que fHa′ ⊆ R[x]f ′ e gH ′a ⊆ R[x]f onde a = lc(f) e a′ = lc(f ′). Então

gH ′aHa′ ⊆ R[x]fHa′ ⊆ R[x]f ′. Além disso, 0 6= H ′aH C R, pois H ′a e H são

ideais à esquerda de R com H ′a 6= 0, porque se H ′a = 0 teŕıamos aH ′a = 0, o que

é um absurdo. Dáı segue que g ∈ [f ′]. Logo, f ∈ [f ′] implica que [f ] ⊆ [f ′]. �

A partir deste lema, obtemos facilmente o seguinte corolário:

Corolário 2.1.3. Suponhamos que f e f ′ estão em Γ. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) [f ] = [f ′]

(ii) f ∈ [f ′] e f ′ ∈ [f ]

(iii) fra′ = arf ′ e a′rf = f ′ra para todo r ∈ R, onde a = lc(f) e a′ = lc(f ′)

Demonstração: Podemos ver facilmente que (i) ⇔ (ii), diretamente do Lema

2.1.2.

Por outro lado, sabemos que arf = fra e que a′rf ′ = f ′ra′, e vamos supor

que vale (ii). Então, arf ′ − fra′ = 0, pois lc(arf ′) = ara′ e lc(fra′) = ara′.

Analogamente, podemos mostrar que a′rf = f ′ra.
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Reciprocamente, suponhamos que vale (iii). Como fra′ = arf ′, temos que

fra′ ∈ R[x]f ′ para todo r ∈ R, e portanto f ∈ [f ′]. Da mesma forma, f ′ ∈ [f ]. �

Para obtermos nosso primeiro resultado importante, precisamos da seguinte

definição:

Definição 2.1.4. Um ideal I de R[x] é dito principal fechado se existe f ∈ Γ tal

que [f ] = I.

Teorema 2.1.5. Sejam R um anel primo e I um ideal R-disjunto de R[x]. Então

existe um menor ideal principal fechado [I] de R[x] que contém I. Além disso,

[I] = [f ] para algum polinômio f de I de grau mı́nimo.

Demonstração: Seja f um polinômio de grau mı́nimo n em I com lc(f) = a.

Então, fra = arf para todo r ∈ R (pois f ∈ I, que é um ideal bilateral), e

portanto f ∈ Γ. Se g ∈ I e ∂g = n, temos gra − brf ∈ I, para todo r ∈ R, onde

b = lc(g). Logo, como n é o grau mı́nimo em I, temos gra = brf ∈ R[x]f , para

todo r ∈ R, e então g ∈ [f ].

Suponhamos, por indução, que para g ∈ I com ∂g ≤ m− 1 temos gHa ⊆ R[x]f

para H = RaR ···aR (onde R aparece m−n vezes). Assim, g ∈ [f ] e tomemos k ∈ I

tal que ∂k = m e lc(k) = c. Para r ∈ H, consideramos kr = kra − xm−ncrf ∈ I.

Sabemos que ∂kra = m e ∂xm−ncrf = m. Além disso, c = lc(k) e a = lc(f), logo

∂kr ≤ m − 1, krHa ⊆ R[x]f e dáı segue facilmente que kRaHa ⊆ R[x]f (basta

olhar a definição de kr). Isto completa a prova por indução, e portanto I ⊆ [f ].

Agora, suponhamos que I ⊆ [f ′] para algum f ′ ∈ Γ. Como f ∈ I, temos que

[f ] ⊆ [f ′] pelo Lema 2.1.2. Logo, [f ] é o menor ideal principal fechado de R[x] que

contém I. Assim, a prova está completa. �

Definição 2.1.6. Para um ideal R-disjunto I de R[x], o ideal [I] definido no Teo-

rema 2.1.5 será chamado o ideal principal fechado associado a I.
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Pelo Teorema 2.1.5, um ideal R-disjunto I de R[x] é principal fechado se e

somente se I = [I]. Mais geralmente, temos o seguinte corolário:

Corolário 2.1.7. Seja I um ideal R-disjunto de R[x]. Então, [I] é o maior ideal J

de R[x] que contém I e que satifaz Min(J) = Min(I). Em particular, [I] é o único

ideal principal fechado de R[x] que contém I e satisfaz Min([I]) = Min(I).

Demonstração: É claro que Min([I]) = Min(I). De fato, temos que: I C R[x],

[f ] = {g ∈ R[x] : existe 0 6= H CR tal que gHa ⊆ R[x]f}, a = lc(f) e I = [f ] para

f ∈ I de grau mı́nimo. Além disso, Min(I) = ∂f e Min([I]) = Min([f ]) = ∂f

pois, pelo Lema 2.1.1, f é polinômio de grau mı́nimo de [f ].

Suponhamos que J é um ideal de R[x] com Min(J) = Min(I) = n e J ⊇ I. Se

f ∈ I e ∂f = n então f ∈ J , e portanto J ⊆ [J ] = [f ] = [I], pelo Teorema 2.1.5.

Assim, mostramos que [I] é realmente o maior ideal de R[x] que contém I e

satisfaz a condição dada. Mas, no Teorema 2.1.5, já mostramos que [I] é o menor

ideal principal fechado de R[x] que contém I. Logo, [I] é o único ideal em tais

condições. �

Se 0 6= r ∈ R então r ∈ Γ pois, para qualquer s ∈ R, temos rsr = rsr, já que

lc(r) = r, e temos claramente que [r] = R[x]. De fato, pelo que já foi visto, temos

[r] = {g ∈ R[x] : existe 0 6= H C R tal que gHr ⊆ R[x]r}. Então, precisamos

encontrar um ideal H tal que gHr ⊆ R[x]r. Basta tomarmos, por exemplo, H = R

e veremos que qualquer polinômio g de R[x] está em [r].

Assim, se I é um ideal de R[x] tal que I ∩ R 6= 0, definimos [I] = R[x]. Desta

forma também teremos que [I] = [f ] para algum polinômio f de I de grau mı́nimo,

bastando tomar f = r ∈ I ∩ R. Também vamos usar [0] = 0. Assim, temos o

seguinte corolário:

Corolário 2.1.8. Sejam I e J ideais de R[x]. Então:
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(i) [[I]] = [I]

(ii) Se I ⊆ J então [I] ⊆ [J ]

(iii) [[I] + [J ]] = [I + J ]

Demonstração: (i) Consideremos I C R[x]. Sabemos que [I] = [f ], para algum

polinômio f ∈ I de grau mı́nimo. Mas [f ], por sua vez, é um ideal de R[x], então

[[f ]] = [g] para algum polinômio g de [f ] de grau mı́nimo. Então, podemos tomar

f = g e segue que [[f ]] = [f ], ou seja, [[I]] = [I].

(ii) Temos que [I] = [f ], para f ∈ I de grau mı́nimo e [J ] = [g], para g ∈ J de

grau mı́nimo. Além disso, se I ⊆ J então f ∈ J . Se f for de grau mı́nimo em J ,

segue diretamente que [f ] = [g], e portanto [I] = [J ]. Por outro lado, se f não for

de grau mı́nimo em J , como I ⊆ J temos f ∈ J , logo f ∈ [J ] e dáı [f ] ⊆ [J ].

(iii) Como I + J ⊆ [I] + [J ] e [I] + [J ] ⊆ [I + J ], o resultado segue diretamente

do Corolário 2.1.7. �

Sejam R um anel primo e P um ideal R-disjunto de R[x]. Vamos mostrar que

P é primo se e somente se P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[x].

Apresentamos, a seguir, uma justificativa para este fato que é baseada no método

usado em [3]. Para outra demonstração, ver [11].

Lema 2.1.9. Sejam R um anel e 0 6= ICR[x]. Dados f ∈ I, com ∂f = Min(I) = n,

lc(f) = a, g ∈ I, com ∂g = m, lc(g) = b e r1, ..., rt elementos arbitrários de R,

existe k ∈ R[x] com ∂k ≤ m−n, tal que, para qualquer y ∈ R, kyf = grta···ar1aya.

Demonstração: (por indução em m− n)

Vamos supor que m− n = 0 e tomar k = bsart · · · ar1a.

Então, kyf − gsart · · · r1aya = 0, pois caso contrário este seria um elemento de

I com grau menor do que o mı́nimo. Logo, kyf = gsart · · · r1aya.
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Agora, vamos supor que o resultado é valido para m − n − 1 e vamos mostrar

que também vale para m− n.

Tomemos grm−na−brm−nxm−nf ∈ I. Temos que ∂(grm−na−brm−nxm−nf) < m.

Então, pela hipótese de indução, segue que kyf = (grm−na−brm−nxm−nf)···ar1aya,

ou seja, (k + brm−nax
m−n · · · ar1a)yf = grm−na · · · ar1ar0a. Logo, basta escolher

k′ = k + brm−nax
m−n · · · ar1a e segue o resultado. �

Lema 2.1.10. Sejam R um anel primo e P um ideal primo R-disjunto de R[x]. Se

I é um ideal R-disjunto de R[x] com P ⊆ I então P = I.

Demonstração: Consideremos g ∈ P , com ∂g = Min(P ) = m, lc(g) = b e

f ∈ I com ∂f = Min(I) = n ≤ m (pois I ⊇ P ) e lc(f) = a. Pelo Lema 2.1.9,

sabemos que existe k ∈ R[x], com ∂k ≤ m − n, tal que, para qualquer r0 ∈ R,

kr0f = grm−na · · · ar1ar0a ∈ P . Então, kR[x]f ⊆ P . Mas P é um ideal primo,

então sabemos que k ∈ P ou f ∈ P . Por outro lado, ∂k ≤ m − n < m, ou seja,

k /∈ P . Logo, f ∈ P . O resto segue por indução. �

Teorema 2.1.11. Sejam R um anel primo e P um ideal R-disjunto de R[x]. Então

P é primo se e somente se P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[x].

Demonstração: Supondo que P é um ideal primo, segue diretamente do Lema

2.1.10 que P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[x].

Reciprocamente, suponhamos que P é um ideal maximal no conjunto dos ideais

R-disjuntos de R[x]. Consideremos A,B ideais de R[x] tais que A ⊇ P , B ⊇ P e

AB ⊆ P . Então, (A ∩ R)(B ∩ R) ⊆ P ∩ R = 0, logo A ∩ R = 0 ou B ∩ R = 0,

já que R é primo. Mas P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[x] e

estamos supondo que A ⊇ P e B ⊇ P . Então, se A ∩R = 0 segue que A = P , e se

B ∩R = 0, que B = P . Logo, P é primo, de acordo com o Teorema 1.1.2. �

A partir dáı, temos o seguinte resultado:
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Corolário 2.1.12. (i) Todo ideal primo R-disjunto de R[x] é principal fechado.

(ii) Um ideal principal fechado é primo se e somente se é maximal no conjunto de

todos os ideais principais fechados de R[x].

Demonstração: Para a parte (ii), basta usarmos a parte (i) e o resultado acima.

Vamos, então, provar a parte (i):

Seja P um ideal primo tal que P ∩R = 0. Sabemos que P ⊆ [P ]. Mas, pelo que

já provamos, P é maximal, então é necessário que P = [P ], ou seja, P é principal

fechado. �

Para anéis simples, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.13. Seja R um anel simples. Então, todo ideal não nulo de R[x] é

principal fechado. Além disso, se I é um ideal não-nulo de R[x] então I = R[x]f

para algum polinômio mônico f ∈ CR[x], onde CR é o centro de R.

Demonstração: Seja I um ideal não trivial de R[x]. Então, I ∩R = 0 e τ(I) = R.

Logo, podemos escolher um polinômio f de grau mı́nimo em I que é mônico. Como

f ∈ Γ, já que f tem grau mı́nimo em I, temos f ∈ CR[x]. Suponhamos que g ∈ [f ].

Então, gR ⊆ R[x]f e portanto g ∈ R[x]f . Assim, [f ] ⊆ R[x]f ⊆ I ⊆ [f ]. �

Corolário 2.1.14. Seja R um anel simples. Então existe uma correspondência um

a um, via contração, entre o conjunto de todos os ideais (respectivamente, ideais

primos) de R[x] e o conjunto de todos os ideais (respectivamente, ideais maximais)

de CR[x].

Demonstração: Pelo Teoreoma 2.1.13, cada ideal I de R[x] tem um único cor-

respondente R[x]f . Para a correspondência entre ideais primos e maximais, basta

usarmos o Corolário 2.1.12 observando, pelo Teorema 2.1.13, que todo ideal de R[x]

é principal fechado. �

Observação 2.1.15. Pelo Teorema 2.1.13, vemos que quando R é um anel simples
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então todo ideal principal fechado é um ideal principal (usando a terminologia

conhecida) e reciprocamente.

Porém, quando o anel não é simples, existem ideais principais que não são prin-

cipais fechados. Como exemplo, consideremos o ideal I = 2xZ[x] (que é principal)

e [I] = xZ[x], onde Z é o anel dos inteiros (o qual não é um anel simples).

Então, não podemos usar simplesmente o nome ideal principal. Agora, temos

uma aplicação que associa a qualquer ideal I o ideal [I] com as propriedades do

Corolário 2.1.8. Este fato nos dá a ideia de que o nome principal fechado é um

nome adequado.

Observação 2.1.16. É fácil ver que todo ideal R-disjunto de R[x] é principal

fechado se e somente se R é simples. De fato, se R tem um ideal próprio H então

xH[x] é R-disjunto mas não principal fechado, já que [xH[x]] = xR[x].

2.2 Extensão e Contração de Ideais Principais Fecha-

dos

Nesta seção, exceto quando dito em contrário, denotamos por R um anel primo

e por Q o anel de quocientes de Martindale de R. Como já vimos no caṕıtulo 1,

seu centro C é o centróide estendido de R.

Um anel de quocientes à direita de R é um subanel de Q contendo R. Deno-

taremos aqui por T .

Temos como principal objetivo, nesta seção, provar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes à direita de

R. Então existe uma correspondência um a um entre:

(i) O conjunto de todos os ideais principais fechados de R[x];
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(ii) O conjunto de todos os ideais principais fechados de T [x] ;

(iii) O conjunto de todos os polinômios mônicos de C[x], onde C é o centróide

estendido de R.

Além disso, esta correspondência associa [f ]R com [f ′]T e f0 ∈ C[x] no caso em que

[f ′]T ∩R[x] = [f ]R e Q[x]f0 ∩ T [x] = [f ′]T .

A prova deste teorema é consequência do seguinte lema e do Corolário 2.2.3.

Antes de enunciar tal lema, observemos que, dado um anel qualquer R, vale o

algoritmo da divisão em R[x], ou seja, dados dois polinômios f, g ∈ R[x], com g

mônico, existem polinômios q, r ∈ R[x] tais que f = qg + r.

Lema 2.2.2. Se f ∈ ΓT , então existe um único polinômio mônico f0 ∈ C[x] tal que

[f ]T = Q[x]f0 ∩ T [x].

Demonstração: Sejam I = [f ]T ∩ R[x] e n = Min(I). Então, é fácil ver que

Min([f ]T ) = n. De fato, temos que Min([f ]T ) ≤Min(I), pois I ⊆ [f ]T . Por outro

lado, dado g ∈ [f ]T com ∂g = Min([f ]T ), pela Proposição 1.2.2 (iii), sabemos que

existe um ideal não nulo J de R tal que 0 6= gJ ⊆ R[x]. Assim, gJ ⊆ I e portanto

Min([f ]T ) = ∂g ≥Min(I).

Agora, consideremos b ∈ τ(I). Sabemos que existe um único polinômio h =

xnb + xn−1bn−1 + ... + b0 ∈ I. De fato, se tomarmos h′ = bxn + ... + b′1x + b′0 ∈ I,

temos h − h′ ∈ I e ∂(h − h′) < n, isto é, h − h′ = 0 e h = h′. Como o polinômio

associado a cada coeficiente ĺıder é único, podemos definir aplicações αi : τ(I)→ R

dadas por αi(b) = bi, que são homomorfismos de R-bimódulos bem definidos. Então,

pela Proposição 1.2.3 (ii), existe ci ∈ C tal que bi = αi(b) = cib = bci, para qualquer

i = 0, 1, ..., n− 1.

Vamos escolher um polinômio f1 ∈ I com ∂f1 = n e lc(f1) = a, ou seja,

f1 =
n−1∑
i=0

aix
i + axn. Desta forma, podemos observar que f1 = f0a = af0, onde
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f0 = xn + xn−1cn−1 + ...+ c0 ∈ C[x].

De fato, temos
n−1∑
i=0

acix
i + axn = f1 =

n−1∑
i=0

ciax
i + axn. Como f0 é mônico,

Min(f0Q[x] ∩ T [x]) = n = Min([f ]T ). Para ver isto, basta tomarmos 0 6= J C R

tal que f0J ⊆ R[x], e dáı segue que, dado 0 6= j ∈ J , temos f0j ∈ f0Q[x] ∩ T [x]

e ∂f0j = n. E n é o menor posśıvel em Q[x]f0, já que ∂f0 = n. Dáı segue que

Min(f0Q[x]∩T [x]) = n, e já sabemos que n = Min[f ]T . Agora, se g ∈ [f ]T = [f1]T

então existe um ideal não nulo H de T com gHa ⊆ T [x]f1 ⊆ Q[x]f0. Sejam

p, r ∈ Q[x] tais que g = pf0 +r, onde ∂r < n. Para h ∈ H, temos gha = (pf0 +r)ha,

e portanto rha = gha − phaf0 ∈ Q[x]f0. Mas ∂rha < n e n é o menor posśıvel,

logo rha = 0 e dáı r = 0, pois T é primo. Então g ∈ Q[x]f0 ∩ T [x], já que g = pf0,

e portanto [f ]T ⊆ Q[x]f0 ∩ T [x]. Além disso, [f ]T = Q[x]f0 ∩ T [x] pelo Corolário

2.1.7.

Resta, então, provar a unicidade de f0. Sabemos que [f ]T = Q[x]f0 ∩ T [x] e

portanto ∂f0 = Min[f ]T . Por outro lado, se g0 é um polinômio mônico de C[x] tal

que Q[x]g0 ∩ T [x] = [f ]T então ∂g0 = n = Min[f ]T = ∂f0, ∂(f0 − g0) < n, pois f0

e g0 são mônicos, e existe um ideal não nulo K de R com (f0− g0)K ⊆ [f ]T . Logo,

(f0 − g0)K = 0 e temos f0 = g0. �

Usando o Lema 2.2.2, obtemos facilmente o seguinte corolário:

Corolário 2.2.3. Seja I um ideal T-disjunto de T [x]. Então I é principal fechado

se e somente se I = Q[x]f0 ∩ T [x], para algum polinômio mônico f0 ∈ C[x].

Demonstração: Seja I C T [x] tal que I ∩ T = 0. Suponhamos que I é principal

fechado, ou seja, I = [f ]T para algum f ∈ ΓT . Então, pelo Lema 2.2.2, existe um

único polinômio mônico f0 ∈ C[x] tal que Q[x]f0 ∩ T [x] = [f ]T .

Reciprocamente, suponhamos que I = Q[x]f0 ∩ T [x] para algum polinômio

mônico f0 ∈ C[x]. Agora, consideremos o ideal principal fechado [I]T . Novamente
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pelo Lema 2.2.2, temos que [I]T = Q[x]g0 ∩ T [x], com g0 ∈ C[x]. Mas sabemos que

Min(I) = Min([I]T ), logo ∂f0 = ∂g0. Além disso, como I ⊆ [I]T , temos que existe

um ideal não nulo J de R tal que (f0 − g0)J = 0. De fato, como no Lema anterior,

∂(f0 − g0) < n, já que ∂f0 = ∂g0 e ambos são mônicos, portanto existe um ideal

não nulo J de R com (f0− g0)J ⊆ [I]T e dáı (f0− g0)J = 0. Logo, f0 = g0, ou seja,

I = [I]T , e segue que I é principal fechado. �

Agora, podemos demonstrar o Teorema 2.2.1:

Demonstração: Em primeiro lugar, observemos que podemos estabelecer uma

correspondência, através de uma função ψ, entre o conjunto dos ideais principais

fechados de T [x] e o conjunto dos polinômios mônicos de C[x] como segue: a cada

ideal J = [f ]T associamos o único f0 ∈ C[x] mônico, conforme o Lema 2.2.2, tal

que J = Q[x]f0 ∩ T [x], ou seja, ψ(J) = f0. Esta função ψ independe de f , pois se

[f ]T = J = [f ′]T então, pelo Lema 2.2.2, temos que Q[x]f0 ∩ T [x] = [f ]T = [f ′]T =

Q[x]f ′0 ∩T [x] e portanto f0 = f ′0. Por outro lado, é fácil ver que ψ é injetiva, já que

se J1 e J2 são ideais principais fechados de T [x] tais que ψ(J1) = ψ(J2) = f0, então

J1 = Q[x]f0∩T [x] = J2. E também é sobrejetiva, pois dado f0 polinômio mônico de

C[x], o Corolário 2.2.3 garante que J = Q[x]f0 ∩ T [x] é um ideal principal fechado

de T [x] e portanto ψ(J) = f0.

Agora, tomando T = R no que acabamos de provar, temos a correspondência

entre o conjunto dos ideais principais fechados de R[x] e o conjunto dos polinômios

mônicos de C[x]. Por fim, podemos especificar a correspondência entre o conjunto

dos ideais principais fechados de R[x] e o conjunto dos ideais principais fechados de

T [x]. Para cada [f ]R temos um único correspondente [f ]T tal que [f ]T ∩R[x] = [f ]R,

onde [f ]T = Q[x]f0 ∩ T [x] e [f ]R = Q[x]f0 ∩R[x]. �

Observação 2.2.4. Podemos observar também que existe uma correspondência

biuńıvoca entre os polinômios mônicos de C[x] e os ideais fechados de C[x], que
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são exatamente aqueles gerados por tais polinômios mônicos, isto é, dado f0 ∈ C[x]

mônico, associamos f0 com o ideal fechado [f0].

Observação 2.2.5. Suponhamos que T contém o fecho central RC de R e que

f0 ∈ C[x]. Então, Q[x]f0∩T [x] = f0T [x]. De fato, dado g =
s∑

l=0

alx
l ∈ Q[x]f0∩T [x],

temos g = qf0 com q =
m∑
i=0

bix
i ∈ Q[x]. Considerando f0 =

n−1∑
j=0

cjx
j+xn e igualando

os coeficientes segue que q ∈ T [x], pois RC ⊆ T . Então, g = qf0 = f0q ∈ f0T [x].

Por outro lado, se g ∈ Q[x]f0 então g ∈ T [x]f0 e também g ∈ T [x], pois C[x] ⊆ T [x].

Logo, g ∈ Q[x]f0 ∩ T [x]. Neste caso fica claro, pelo Corolário 2.2.3, que os ideais

principais fechados de T [x] são os ideais do tipo T [x]f , onde f é um polinômio

mônico satisfazendo T [x]f = fT [x].

Combinando os resultados anteriores com o Corolário 2.1.12 obtemos facilmente

os seguintes corolários:

Corolário 2.2.6. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes à direita de

R. Um ideal T-disjunto P de T [x] é primo se e somente se P = Q[x]f0∩T [x], para

algum polinômio mônico irredut́ıvel f0 ∈ C[x].

Demonstração: Seja P um ideal primo T-disjunto de T [x]. Então, pelo Corolário

2.1.12 (i), segue que P é principal fechado e dáı, pelo Corolário 2.2.3, sabemos

que existe f0 ∈ C[x] mônico tal que P = Q[x]f0 ∩ T [x]. Agora suponhamos, por

absurdo, que f0 não é irredut́ıvel. Então existem g1, g2 ∈ C[x] mônicos tais que

f0 = g1g2, e consideraremos ∂g1 < ∂f0. Tomando I1 = Q[x]g1 ∩ T [x] temos P ⊆ I1.

Mas como P é maximal e R-disjunto, pois é primo por hipótese, segue que P = I1,

logo ∂g1 = ∂f0, o que é uma contradição.

Por outro lado, se P = Q[x]f0∩T [x] com f0 ∈ C[x] mônico e irredut́ıvel, sabemos

que P é um ideal principal fechado. Para mostrar que P é primo, pelo Corolário

2.1.12 (ii), basta mostrar que P é maximal no conjunto dos ideais principais fechados
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de T [x].

Seja I C T [x] principal fechado tal que P ⊆ I 6= T [x]. Então, I = Q[x]g0 ∩ T [x]

para algum g0 ∈ C[x] mônico. Consideremos q, r ∈ T [x] tais que f0 = qg0 + r, com

r = 0 ou ∂r < ∂g0, e um ideal não nulo J de R tal que f0J ⊆ R[x] e qg0J ⊆ R[x].

Então, rJ = f0J − qg0J ⊆ I. Como Min(I) = ∂g0 e ∂r < ∂g0, temos rJ = 0, logo

r = 0. Dáı segue que f0 = qg0, com q ∈ T [x]. Igualando os coeficientes, temos que

q ∈ C[x]. Mas como f0 é irredut́ıvel em C[x], devemos ter q = 1. Logo, f0 = g0 e

portanto P = I. Assim, P é maximal no conjunto dos ideais principais fechados de

T [x]. �

Corolário 2.2.7. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes à direita de

R. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre:

(i) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R[x];

(ii) O conjunto de todos os ideais primos T-disjuntos de T [x];

(iii) O conjunto de todos os ideais maximais de C[x].

Além disso, esta correspondência associa o ideal primo P de R[x] com o ideal P ′

de T [x] e o ideal maximal M de C[x] tais que P ′ ∩R[x] = P e P ′ = Q[x]M ∩ T [x].

Demonstração: Basta observarmos as correspondências do Teorema 2.2.1. Sabe-

mos que todo ideal primo R-disjunto ou T-disjunto é um ideal principal fechado,

associado com um polinômio mônico irredut́ıvel de C[x]. Assim, já temos a corre-

spondência entre (i) e (ii). Além disso, os polinômios mônicos de C[x], que pelo

Teorema 2.2.1 estão associados aos ideais primos T-disjuntos de T [x], são irre-

dut́ıveis pelo Corolário 2.2.6. Por fim, também sabemos que polinômios irredut́ıveis

de C[x] estão em correspondência biuńıvoca com ideais maximais de C[x]. �
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2.3 Um Resultado Inédito

O objetivo desta seção é mostrar que, dado um anel R qualquer, é posśıvel

encontrar um anel comutativo A tal que os ideais primos de R[x] correspondam

com os ideais primos de A[x].

De acordo com o que já foi visto, sabemos que os ideais primos R-disjuntos de

R[x] estão em correspondência biuńıvoca com os ideais primos de C[x], onde C é o

centróide estendido de R, conforme já utilizado nas seções anteriores.

Para resolver este problema, vamos tomar P C′ R[x], onde P ∩ R = LP (e LP

não é necessariamente nulo). Além disso, consideremos R = R/P ∩ R e CR = CP ,

com CP indicando o centróide estendido de R.

Assim, temos que (R�L) [x] ' R[x]/L[x]. Por fim, seja A =
∏

L ∈ Spec(R)

CL, onde

Spec(R) representa o conjunto de todos os ideais primos de R.

O anel A definido acima é claramente comutativo, pois é produto direto dos

centróides estendidos de cada R, e sabemos que o centróide estendido é um corpo.

Basta, então, mostrar que para este anel A existe, de fato, uma correspondência

biuńıvoca entre ideais primos de R[x] e ideais primos de A[x]. Neste sentido, ini-

ciaremos com o seguinte resultado:

Lema 2.3.1. Seja A =
∏
i∈Λ

Ai, onde cada Ai é um anel comutativo e Λ é um

conjunto qualquer de ı́ndices. Então, A[x] '
∏
i∈Λ

(Ai[x]).

Demonstração: Sabemos que os elementos de A são da forma a = (ai)i∈Λ, onde

ai ∈ Ai para todo i ∈ Λ, e vamos mostrar que a função

ϕ : A[x]→
∏
i ∈ Λ

(Ai[x])

n∑
j=0

ajx
j  

(
n∑

j=0

aj,ix
j

)
i∈Λ
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é um isomorfismo, onde aj = (aj,i)i∈Λ.

Em primeiro lugar, observemos que esta aplicação está bem definida, uma vez

que a cada elemento de A[x] corresponde um único elemento de
∏
i ∈ Λ

(Ai[x]).

Agora, consideremos dois elementos quaisquer de A[x]. Podemos representá-los

por
n∑

j=0

ajx
j e

n∑
j=0

bjx
j tomando, por exemplo, bj = 0 quando for necessário.

Assim, com alguns cálculos simples, observamos que:

(i) ϕ

(
n∑

j=0

ajx
j +

n∑
j=0

bjx
j

)
= ϕ

(
n∑

j=0

ajx
j

)
+ ϕ

(
n∑

j=0

bjx
j

)

Por outro lado, também temos que:

(ii) ϕ

(
n∑

j=0

ajx
j ·

n∑
j=0

bjx
j

)
= ϕ

(
n∑

j=0

ajx
j

)
· ϕ

(
n∑

j=0

bjx
j

)
De fato, supondo (i) é suficiente provarmos que

ϕ(ajx
j · blxl) = ϕ(ajx

j) · ϕ(blx
l)

Para isto, basta vermos que

ϕ(ajx
j · blxl) = ϕ(ajblx

j+l) = (aj,ibl,ix
j+l)i∈Λ = (aj,ix

j)i∈Λ · (bl,ixl)i∈Λ =

= ϕ(ajx
j) · ϕ(blx

l)

Além disso,

(iii) ϕ é injetiva

Suponhamos que o elemento
n∑

j=0

ajx
j ∈ A[x] é tal que ϕ

(
n∑

j=0

ajx
j

)
= 0, ou

seja,

(
n∑

j=0

aj,ix
j

)
i∈ Λ

= 0. Para que isto aconteça, devemos ter aj,i = 0, ∀i ∈ Λ,

isto é,
n∑

j=0

ajx
j =

n∑
j=0

(aj,i)i∈ Λx
j = 0. Logo, ϕ é injetiva.
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(iv) ϕ é sobrejetiva

Considerando um elemento qualquer

(
n∑

j=1

bj,ix
j

)
i∈Λ

de
∏
i ∈ Λ

(Ai[x]), basta tomar-

mos cada bj,i para formar um elemento aj = (bj,i)i∈Λ de A, de forma que dado um

elemento de
∏
i ∈ Λ

(Ai[x]) temos um correspondente
n∑

j=1

ajx
j ∈ A[x] de tal forma que

ϕ

(
n∑

j=1

ajx
j

)
=

(
n∑

j=1

bj,ix
j

)
i ∈ Λ

. Logo, ϕ é sobrejetiva.

De (i), (ii), (iii) e (iv), ϕ é um isomorfismo. �

Lema 2.3.2. Considerando o anel A do lema anterior, temos:

(i) Se J é um ideal primo de A, então existe i0 tal que J =
∏
i∈Λ

Ji, onde Ji = Ai se

i 6= i0 e Ji0 C
′ Ai0.

(ii) Se todos os A′is são corpos, então qualquer ideal de A[x] é principal.

Demonstração: (i) Inicialmente observemos que, se estivermos trabalhando com

um anel que é produto direto, como é o caso de A, todos os ideais são da forma

J =
∏
i∈Λ

Ji, onde cada Ji é um ideal de cada anel componente do produto direto

([10], exerćıcio 1 da página 57). Além disso, sabemos que

J C′ A⇔ A/J é um anel primo

Agora, dado i0 ∈ Λ, consideremos

J =
∏
i∈Λ

Ji, onde Ji = Ai se i 6= i0 e Ji0 C
′ Ai0

Em primeiro lugar, observemos que este J é um ideal primo pois, neste caso, temos:

A/J '
∏
i∈Λ

Bi, onde Bi = 0 se i 6= i0 e Bi0 = Ai0/Ji0
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Assim, A/J é um anel primo, pois Bi0 é primo.

Agora, para provar que estes são os únicos ideais primos de A, vamos considerar

um ideal

J =
∏
i ∈ Λ

Ji, com Ji = Ai, se i ∈ Ω, e JiC′Ai, se i ∈ γ, onde Ω e γ são dois conjuntos

disjuntos e tais que Ω ∪ γ = Λ

Neste caso, temos que

A/J =
∏
i ∈ Λ

Bi, onde Bi = 0, se i ∈ Ω, e Bi = Ai/Ji, se i ∈ γ

Mas este anel não é primo, uma vez que possui dois ideais não nulos cujo produto

é zero. Para ver isto, basta tomarmos

I1 =
∏
i∈Λ

Ii, onde Ii = 0 para i 6= i0 e Ii0 C Ai0/Ji0

I2 =
∏
i∈Λ

Ii, onde Ii = 0 para i 6= i1 e Ii1 C Ai1/Ji1

Assim, temos que I1I2 = 0 com I1 6= 0 e I2 6= 0.

(ii) Sabemos, do Lema 2.3.1, que A[x] '
∏
i∈Λ

(Ai[x]). Supondo que os A′is são

todos corpos, temos que se Ji é um ideal de Ai[x] então Ji é principal. Além

disso, os ideais de A[x] são todos da forma J =
∏
i∈Λ

Ji, onde Ji é ideal de Ai[x].

Sendo assim, cada Ji é um ideal principal, e portanto J é principal. De fato, se

Ji = fiAi[x], fi ∈ Ai[x], então J é o ideal principal gerado por (fi)i∈Λ. �

A partir desses lemas, obtemos facilmente o seguinte corolário:

Corolário 2.3.3. Considerando A[x] =
∏

L∈Spec(R)

CL[x], temos que se P ′ é um ideal

primo de A[x] então existe i0 tal que P ′ = (Di)i∈Ω, onde Ω = Spec(R), Dj = CLj
[x],

se i 6= i0 e Di0 C
′ CLi0

[x].
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Por fim, podemos provar o seguinte teorema, que é o resultado mais importante

desta seção:

Teorema 2.3.4. Existe uma correspondência biuńıvoca entre os ideais primos de

R[x] e os ideais primos de A[x].

Demonstração: Queremos mostrar que existe uma correspondência biuńıvoca en-

tre os ideais primos de R[x] e os ideais primos de
∏

L∈Spec(R)

CL[x].

Para isso, consideremos P C′ R[x] de forma que P ∩ R = L C′ R. A este P ,

vamos associar P ∗ C′
∏

L∈Spec(R)

CL[x]. Mas já sabemos, pelo Corolário 2.3.3, que P ∗

é da forma P ∗ =

(∏
F∈ Ω

JF

)
, onde JF = CF [x], para F ∈ Ω, exceto para F = L,

pois neste caso JL = P0 C′ CL[x].

Resta provar que esta correspondência é biuńıvoca.

De fato, a cada P C′ R[x] podemos associar um único P0 C′ CL[x], de acordo

com o que foi mostrado em [4]. Dáı segue diretamente que a correspondência é um

a um, encerrando a demonstração do teorema. �
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Caṕıtulo 3

Ideais Primos e Fechados em

Extensões Livres Centralizantes

Para este caṕıtulo, teremos como base o que foi apresentado em [5]. Inicialmente,

chamamos a atenção para as notações e terminologias que serão usadas ao longo do

caṕıtulo.

Mais uma vez, o anel R será considerado, exceto quando dito em contrário, um

anel primo.

Denotaremos uma extensão livre centralizante por S = R[E], onde E = (ei)i∈Ω

é uma base R-centralizante, isto é, S =
∑
i∈Ω

⊕Rei, xei = eix para quaisquer x ∈ R,

i ∈ Ω, e existe i0 ∈ Ω tal que ei0 = 1. Então, qualquer a ∈ S = R[E] pode ser escrito

como uma soma finita uńıvoca a =
∑
i∈Ω

aiei, onde ai ∈ R. O e-ésimo coeficiente de

a será denotado por a(e), isto é, para o elemento a dado acima, temos a(ei) = ai,

para todo i ∈ Ω. O suporte de a será definido por supp(a) = {e ∈ E : a(e) 6= 0}.

Se I é um ideal R-disjunto de S, um elemento não nulo a ∈ I será dito de

suporte mı́nimo de I se para todo b ∈ I com supp(b) ( supp(a) temos b = 0.
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Denotaremos por M(I) o conjunto de todos os elementos de suporte mı́nimo de I.

A minimalidade de I é definida por Min(I) = {supp(a) : a ∈M(I)}.

Para Γ ∈ Min(I) e e ∈ Γ, vamos denotar por ΘΓ,e(I) o ideal de R definido por

ΘΓ,e(I) = {x ∈ R : existe b ∈ I com supp(b) = Γ e b(e) = x} ∪ {0}.

3.1 Ideais Fechados

Ao longo desta seção, R é um anel primo. Para um ideal R-disjunto I de S,

definimos

[I]R = {b ∈ S : existe 0 6= H CR tal que bH ⊆ I}

Iremos omitir o R subescrito quando estiver claro no contexto. Começaremos

com o seguinte resultado:

Lema 3.1.1. Seja I um ideal R-disjunto de S. Então [I] é um ideal R-disjunto de

S que satisfaz I ⊆ [I] e Min([I]) = Min(I).

Demonstração: É fácil ver que [I] é um ideal de S que contém I e que [I] é R-

disjunto. De fato, se [I]∩R 6= 0, temos que para algum 0 6= b ∈ R, existe 0 6= HCR

tal que bH ⊆ I. Como I é R-disjunto, temos que b = 0, pois R é primo.

Agora, resta mostrar que Min(I) = Min([I]).

Suponhamos que Γ ∈ Min(I). Então, existe 0 6= a ∈ M(I) de forma que

supp(a) = Γ. Além disso, a ∈ [I], pois a ∈ M(I) ⊆ I ⊆ [I]. Agora, seja b ∈ I tal

que supp(b) ( Γ. Então, existe um ideal não nulo H de R tal que bH ⊆ I. Como

supp(bx) ⊆ supp(b) ( Γ para todo x ∈ H, segue que bH = 0, pois Γ é um suporte

mı́nimo em I, então como supp(bx) ( Γ, temos bx = 0. Logo, b = 0, já que R é

primo. Assim, a ∈M([I]) e portanto Γ ∈Min([I]).
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Reciprocamente, suponhamos que Γ ∈ Min([I]). Então, existe a ∈ M([I]) tal

que supp(a) = Γ. Além disso, a ∈ [I], pois M([I]) ⊆ [I]. Da mesma forma que no

caso anterior, temos que para qualquer x ∈ H, supp(ax) ⊆ supp(a).

Como a ∈M([I]) e ax ∈ I ⊆ [I] para cada x ∈ H, segue que supp(ax) = supp(a)

ou supp(ax) = ∅, ou seja, ax = 0. Mas como R é primo, aH 6= 0, e portanto existe

x ∈ H tal que ax 6= 0 e supp(ax) = supp(a) = Γ. Assim, Γ ∈ Min(I), logo

Min(I) = Min([I]). �

Definição 3.1.2. Um ideal R-disjunto I de S é dito fechado se [I] = I.

Teorema 3.1.3. Para um ideal R-disjunto I de S, [I] é o maior ideal J de S que

contém I e satisfaz Min(J) = Min(I). Além disso, [I] é fechado e também é o

menor ideal fechado de S que contém I. Em particular, [I] é o único ideal fechado

de S que contém I e satisfaz Min([I]) = Min(I).

Demonstração: Seja J um ideal R-disjunto de S com I ⊆ J e Min(J) = Min(I).

Vamos tomar Γ = {e1, ..., en} ∈ Min(J) e escolher 0 6= a = a1e1 + ... + anen ∈ I

com supp(a) = Γ. Se b = b1e1 + ... + bnen ∈ J temos bxa1 − b1xa ∈ J , para todo

x ∈ R, e supp(bxa1 − b1xa) ( Γ. Assim, bxa1 − b1xa = 0, pois Γ ∈ Min(J), e

portanto bxa1 = b1xa. Mas b1xa ∈ I, então bxa1 ∈ I. Dáı segue que bRa1R ⊆ I.

Consequentemente, existe um ideal não nulo H = Ra1R de R tal que bH ⊆ I, para

todo b ∈ J com supp(b) = Γ. Isto mostra que b ∈ [I].

Agora suponhamos que Γ = {e1, ..., et} é um subconjunto finito de E. Usaremos

indução para provar que existe 0 6= H C R tal que bH ⊆ I para qualquer b ∈ J

com supp(b) ⊆ Γ. De fato, se t = 1 a afirmação segue da primeira parte, pois dáı

certamente teremos Γ ∈ Min(J). Assim, podemos supor que t > 1 e que existe

c ∈ M(I) com supp(c) ( Γ, digamos, c = c1e1 + ... + cnen, n < t. Mas, pela

hipótese de indução, existe um ideal não nulo F de R tal que dF ⊆ I para todo

d ∈ J com supp(d) ⊆ {e2, ..., et}. Seja b = b1e1 + ...+ btet ∈ J . Se b1 6= 0, tomamos
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dx = bxc1 − b1xc ∈ J, x ∈ R. Como supp(dx) ⊆ {e2, ..., et} temos, pela hipótese

de indução, que dxF ⊆ I, e consequentemente bxc1F ⊆ I. O mesmo vale se b1 = 0

pois, neste caso, supp(b) ⊆ {e2, ..., et} e dáı pelo que foi feito acima temos dxF ⊆ I

com dx = bxc1. Logo, bRc1F ⊆ I e portanto b ∈ [I], de onde segue que J ⊆ [I]. A

primeira parte, então, está demonstrada.

Agora, pelo Lema 3.1.1, temos que Min(I) = Min([I]) = Min([[I]]) e então,

pela primeira parte deste teorema e sabendo que I ⊆ [I] ⊆ [[I]], temos [I] = [[I]],

isto é, [I] é fechado. Além disso, se L é um ideal fechado com I ⊆ L ⊆ [I] e b ∈ [I]

então bH ⊆ I ⊆ L, para 0 6= H C R. Logo, b ∈ [L] = L, já que L é fechado, e

então L = [I]. Assim, [I] é o menor posśıvel. Mas já vimos que também é o maior

posśıvel, logo [I] é o único ideal que satisfaz as condições deste teorema. �

Observação 3.1.4. É fácil ver que todo ideal primo R-disjunto de S é fechado.

Demonstração: Sejam P um ideal primo R-disjunto de S e b ∈ [P ]. Então, existe

0 6= H C R tal que bH ⊆ P e portanto bHS ⊆ P . Como S é uma extensão livre

centralizante de R, segue que HS C S. De fato, claramente temos que 0 ∈ HS

e que HS é fechado com relação à subtração e multilplicação. Agora, tomando

h
∑
i

riei ∈ HS e e ∈ S, temos que eh
∑
i

riei = he
∑
i

riei ∈ HS, e portanto

HS C S.

Por outro lado, como HS * P , temos que b ∈ P , pois P é primo. Dáı segue que

P = [P ].

Observação 3.1.5. Podemos definir I de maneira dual:

[I]′ = {b ∈ S : existe 0 6= H CR tal que Hb ⊆ I}

É posśıvel provar, como antes, que [I]′ é o maior ideal J de S que contém I e

satisfaz Min(J) = Min(I). Dáı segue que [I]′ = [I], pelo Teorema 3.1.3.
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Corolário 3.1.6. Sejam I e J ideais R-disjuntos de S e seja L um ideal de S.

(i) Se I ⊆ J então [I] ⊆ [J ]

(ii) Se I ⊆ J e Min(I) = Min(J) então [I] = [J ]

(iii) Se I é fechado, L ⊇ I e Min(L) = Min(I) então I = L

Demonstração: (i) Se I ⊆ J , como sabemos que J ⊆ [J ], temos que I ⊆ [J ]. Mas

[J ] é um ideal fechado, e já vimos que [I] é o menor ideal fechado que contém I.

Logo [I] ⊆ [J ].

(ii) Sabemos que I ⊆ J ⊆ [J ] e Min([J ]) = Min(J) = Min(I). Logo [I] = [J ],

pelo Teorema 3.1.3.

(iii) Segue de (ii). �

Sabemos que um ideal primo R-disjunto do anel de polinômios R[x] não é ne-

cessariamente gerado por seus polinômios de grau mı́nimo (mesmo tomando R um

domı́nio comutativo). Mas já mostramos, no Caṕıtulo 2, que um ideal primo R-

disjunto e, mais geralmente, um ideal fechado I, é determinado por apenas um dos

polinômios de grau mı́nimo de I. De fato, se f é tal polinômio e a é seu coeficiente

ĺıder, temos:

I = [f ] = {g ∈ R[x] : existe 0 6= H CR com gHa ⊆ R[x]f}

Agora, provaremos que o fecho [I] de um ideal R-disjunto I de S é também

determinado por M(I). Para isto, consideremos

Ī = {b ∈ S : existe 0 6= H CR com bH ⊆ SM(I)}

e

¯̄I = {b ∈ S : existe 0 6= H CR com bH ⊆ RM(I)}
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Corolário 3.1.7. Seja I um ideal R-disjunto de S. Então [I] = Ī = ¯̄I.

Demonstração: É claro que ¯̄I ⊆ Ī ⊆ [I], pois RM(I) ⊆ SM(I) ⊆ I. Agora,

queremos mostrar as inclusões contrárias.

Seja a ∈ [I] com supp(a) ∈ Min(I). Então, bH ⊆ I para todo b ∈ [I] com

supp(b) = supp(a), onde 0 6= H C R. Dáı segue que bH ⊆ M(I) ∪ {0} ⊆ RM(I).

De fato, dados b =
n∑

i=1

biei e h ∈ H, temos bh =
n∑

i=1

bieih =
n∑

i=1

bihei ∈ I. Assim,

bh = 0 ou supp(bh) ⊆ supp(b) e portanto bh ∈M(I). Logo, b ∈ ¯̄I.

Da mesma maneira que na prova do Teorema 3.1.3, podemos mostrar que para

qualquer subconjunto finito Γ de E existe 0 6= F C R tal que cF ⊆ RM(I), para

todo c ∈ [I] com supp(c) ⊆ Γ. Dáı segue que [I] ⊆ ¯̄I e a prova está completa. De

fato, como ¯̄I ⊆ Ī ⊆ [I] e [I] ⊆ ¯̄I, os conjuntos são todos iguais. �

Observação 3.1.8. Seja I um ideal R-disjunto do anel de polinômios R[x] e f ∈ I

um polinômio de I de grau mı́nimo. Então o fecho [I] de I como foi definido aqui

é igual a [f ] definido no caṕıtulo anterior.

Demonstração: Seja g ∈ [f ]. Então existe 0 6= H C R tal que gHa ⊆ R[x]f ⊆ I

pois f ∈ I, onde a = lc(f). Consequentemente, gHaR ⊆ I e portanto g ∈ [I].

Logo, [f ] ⊆ [I]. Além disso, sabendo que Min([I]) = Min(I), e que [I] é o único

ideal principal fechado de R[x] que satisfaz essa condição, segue diretamente que

[f ] = [I]. �

Como consequência imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.1.9. (i) [I] ⊆ [J ] se e somente se M(I) ⊆ [J ]

(ii) [I] = [J ] se e somente se M(I) ⊆ [J ] e M(J) ⊆ [I]

Demonstração: Para a parte (ii), basta aplicar duas vezes a parte (i) (para I e

para J). Vamos, então, demonstrar (i):
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⇒) Como M(I) ⊆ I ⊆ [I] ⊆ [J ], segue diretamente que M(I) ⊆ [J ].

⇐) Suponhamos que M(I) ⊆ [J ]. Pelo corolário anterior, segue que [I] ⊆ [J ],

já que [I] = Ī = ¯̄I para Ī e ¯̄I definidos anteriormente. �

Podemos observar que o centralizador de R em S é um subanel VS(R) de S e é

igual a CR[E], onde CR é o centro de R. Para um anel simples, temos:

Teorema 3.1.10. Seja R um anel simples. Então todo ideal de S é fechado e

gerado por elementos de CR[E].

Demonstração: Seja I um ideal não nulo de S. Então I∩R = 0 e tomando b ∈ [I]

temos necessariamente bR ⊆ I, pois R é simples, e então b ∈ I. Logo, I é fechado.

Agora, consideremos N = CR[E] ∩M(I). Vamos provar que I = SN = RN .

Sejam a = a1e1 + ... + anen ∈ M(I) e Γ = {e1, ..., en} = supp(a). Então, como

ΘΓ,e1(I) C R e R é simples, temos ΘΓ,e1(I) = R, e portanto obtemos um elemento

a′ ∈ M(I) com supp(a′) = Γ e a′(e1) = 1. Dáı segue facilmente que a′ ∈ CR[E] e

a = a(e1)a′ ∈ RN . Consequentemente, M(I) ⊆ RN , pois a ∈M(I).

Por outro lado, se b é um elemento de I, pelo Corolário 3.1.7, podemos afirmar

que b ∈ RM(I) ⊆ RN , então I ⊆ RN ⊆ SN ⊆ I. Logo, I = SN = RN e, pela

definição de N , temos que I é gerado por elementos de CR[E]. �

Corolário 3.1.11. Seja R um anel simples. Então existe uma correspondência um

a um, via contração, entre o conjunto de todos os ideais de S e o conjunto de todos

os ideais de CR[E]. Esta correspondência preserva ideais primos.

Demonstração: Seja I um ideal de S. Então, I ∩ CR[E] é um ideal de CR[E] e

I ⊇ R(I ∩ CR[E]) ⊇ R(M(I) ∩ CR[E]) = I. Logo, I = R(I ∩ CR[E]).

Agora, seja K um ideal de CR[E]. Temos que RK é um ideal de S, e provaremos

que RK ∩CR[E] = K. A partir deste fato, a correspondência um a um é imediata.

Claramente, temos que K ⊆ RK∩CR[E] = K1, pois K é ideal de CR[E] e K ⊆ RK.
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Vamos tomar uma base (vj)j∈Λ de K sobre CR e assumir que existe v ∈ K1

de modo que V = {vj : j ∈ Λ} ∪ {v} é um conjunto CR - independente. Já que

R[E] ' R⊗CR
CR[E], V é também um subconjunto R-independente de R[E]. Mas

v ∈ RK, pois v ∈ K1 = RK ∩ CR[E], e então v =
∑
t

xtkt, xt ∈ R, kt ∈ K.

Escrevendo cada kt como combinação linear de elementos vj obtemos uma relação

do tipo v =
∑
j∈Λ

(∑
t

xtcjt

)
vj, cjt ∈ CR. Dáı segue que V não é um conjunto

R-independente, uma contradição.

A correspondência entre ideais primos seguirá do Teorema 3.2.7. �

3.2 Extensão e Contração de Ideais Primos e Fecha-

dos

Nesta seção, R é novamente um anel primo, S = R[E] é uma extensão livre

centralizante de R, Q é o anel de quocientes de Martindale de R, T é um anel de

quocientes de R e C o centróide estendido de R. Para as propriedades básicas que

serão necessárias aqui, usaremos as Proposições 1.2.2 e 1.2.3.

Como o centralizador de R em S é um subanel VS(R) = CR[E], Q⊗CR
CR[E] é

um anel contendo Q e S. Também Q⊗CR
CR[E] é uma extensão livre centralizante

de Q com a mesma base E, identificando e com 1⊗e, para cada e ∈ E. Denotaremos

esta extensão por Q[E]. Consequentemente, podemos considerar S = R[E] ⊆ Q[E]

e também C[E] = C ⊗CR
CR[E] = VQ[E](Q) ⊆ Q[E].

Finalmente, se T é um anel de quocientes de R, T [E] é um subanel de Q[E].

Lema 3.2.1. Sejam I um ideal R-disjunto de S, Γ ∈Min(I) e e ∈ Γ. Então existe

um único elemento mΓ,e ∈ C[E] tal que para todo a ∈ I com supp(a) = Γ, temos

a = mΓ,ea(e) = a(e)mΓ,e. Além disso, supp(mΓ,e) = Γ e mΓ,e(e) = 1.
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Demonstração: Consideremos J = ΘΓ,e(I)CR e Γ = {e1, e2, ..., en}, onde e1 = e.

Se x ∈ J então existe um único a =
n∑

i=1

xiei ∈ I com x1 = x e xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n.

Assim, a aplicação αi : J → R, definida por αi(x) = xi, é uma aplicação bem

definida de R-bimódulos. Logo, existe ci ∈ C com cix = xi, para i = 1, 2, ..., n,

onde c1 = 1, pois sabemos que αi(x) = cix.

Vamos considerar agora mΓ,e =
n∑

i=1

ciei. Vemos facilmente que mΓ,e satisfaz as

requeridas condições. De fato, temos: mΓ,e ∈ C[E], pois ci ∈ C, supp(mΓ,e) = Γ

e mΓ,e(e) = c1 = 1, pois e = e1. Além disso, dado a ∈ I com supp(a) = Γ, temos

que mΓ,ea(e) =
n∑

i=1

cieix =
n∑

i=1

cixei =
n∑

i=1

xiei = a. Analogamente, a(e)mΓ,e = a e

assim a prova está completa. �

Dado um ideal R-disjunto de S, denotaremos por MC(I) o conjunto de todos

os elementos mΓ,e constrúıdos no Lema 3.2.1, onde Γ ∈ Min(I) e e ∈ Γ. Então

MC(I) ⊆ C[E], e para todo m ∈ MC(I) temos que m é do tipo mΓ,e, isto é, para

qualquer a ∈ I tal que supp(a) = Γ segue que a = mΓ,ea(e) = a(e)mΓ,e. Assim,

tomando H = ΘΓ,e(I) e dado x ∈ H, por definição de ΘΓ,e, existe b ∈ I tal que

supp(b) = Γ e b(e) = x. Logo, mΓ,ex = xmΓ,e = b ∈ I, portanto mH = Hm ⊆ I.

A seguir, apresentamos um lema que define um processo de divisão em nosso

presente caso.

Primeiramente, consideremos T um anel de quocientes à direita de R e seja I

um ideal T-disjunto de T [E]. Um elemento 0 6= b ∈ Q[E] é dito um resto módulo I

se para todo a ∈ I com supp(a) ( supp(b) temos a = 0.

Seja I um ideal T-disjunto de T [E]. Denotemos por [I]T o ideal definido como

no ińıcio da seção anterior para T = R e tomemos I0 = I ∩ R[E]. Então I0 é

claramente um ideal não nulo R-disjunto de R[E] e Min(I0) = Min(I). Também

MC(I0) é definido como antes. Usando esta notação, temos:
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Lema 3.2.2. Com a notação acima, seja b ∈ Q[E]. Então existem elementos

qi ∈ Q, mi ∈ MC(I0), i = 1, 2, ...,m e r ∈ Q[E] tais que b =
n∑

i=1

qimi + r, onde

r = 0 ou r é um resto módulo I. Além disso, se b ∈ T [E] , podemos escolher

qi ∈ TC e r ∈ TC[E].

Demonstração: Se b é um resto módulo I, não há o que provar. De fato, neste

caso basta tomarmos, por exemplo, qi = 0 para qualquer i e teremos b = r.

Suponhamos que b não é um resto módulo I. Consideremos Γ = supp(b) e

|Γ| = t, onde |Γ| representa a cardinalidade do conjunto Γ. Então existe Γ1 ⊆ Γ,

com Γ1 6= ∅, tal que Γ1 ∈ Min(I) = Min(I0). Tomemos e1 ∈ Γ1 e vamos escrever

m1 = mΓ1,e1 ∈MC(I0). Assim, c1 = b− b(e1)m1 satisfaz c1(e1) = b(e1)− b(e1) = 0,

pois m1(e1) = 1, e então |supp(c1)| ≤ t− 1.

Se c1 for um resto módulo I, a demonstração está pronta pois, neste caso,

temos b = b(e1)m1 + c1 e basta tomar q1 = b(e1). Se não, repetimos o argumento

começando com c1. Continuando desta maneira, obtemos q1 = b(e1), q2, ..., qj em

T , m1, ...,mj em MC(I0) tais que |supp(cj)| ≤ t− j, onde cj = b−
j∑

i−1

qimi. Agora

fica claro que este processo termina quando algum cn é zero ou é um resto módulo

I. Observemos, ainda, que se b ∈ T [E] então b(e1) ∈ T ⊆ TC e m1 ∈ TC[E], pois

c1 = b − b(e1)m1 e sabemos que b ∈ T [E], b(e1) ∈ T ⊆ TC e m1 ∈ C[E]. Por

indução, obtemos que qi ∈ TC, i = 1, 2, ..., n, e então r ∈ TC[E]. �

Lema 3.2.3. Usando a mesma notação anterior, temos:

(i) b ∈ QMC(I0) se e somente se existe um ideal não nulo J de R tal que bJ ⊆ I0

(ii) Q[E]MC(I0) = QMC(I0) é um ideal de Q[E]

Demonstração: (i) Suponhamos que b ∈ QMC(I0), ou seja, pelo que vimos no

lema anterior, b =
n∑

i=1

qimi, qi ∈ Q, mi ∈ MC(I0), i = 1, ..., n. Então existem

ideais não nulos F e H de R tais que qiF ⊆ R e miH ⊆ I0, i = 1, ..., n. Logo,

bFH ⊆ I0 e FH é um ideal não nulo de R.
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Reciprocamente, vamos escrever b =
t∑

j=1

q′jm
′
j + r, onde q′j ∈ Q, m′j ∈ MC(I0),

j = 1, ..., t e r = 0 ou r é um resto módulo m. Suponhamos que existe um ideal não

nulo J de R com bJ ⊆ I0. Também temos

(
t∑

j=1

q′jm
′
j

)
J ′ ⊆ I0 para um ideal não

nulo J ′ de R, como visto anteriormente. Então, r(J∩J ′) ⊆ I0, pois r = b−
t∑

j=1

q′jm
′
j,

e portanto r = 0. Logo, b ∈ QMC(I0).

(ii) Sejam e ∈ E, m ∈ MC(I0) e q ∈ Q. Então, existe um ideal não nulo

H de R tal que emH ⊆ eI0 ⊆ I0 e meH = mHe ⊆ I0e ⊆ I0, uma vez que

eH = He, pois e é elemento da base centralizante. Pelo item anterior, temos que

em,me ∈ QMC(I0), já que emH ⊆ I0 e meH ⊆ I0. Assim, qem,meq ∈ QMC(I0) e,

por distributividade, obtemos Q[E]MC(I0) ⊆ QMC(I0). Como a inclusão contrária

é trivial, temos Q[E]MC(I0) = QMC(I0). O resto é imediato. �

Corolário 3.2.4. Com a mesma notação anterior, temos:

(i) [I]T coincide com o conjunto de todos os b ∈ T [E] para os quais existe um ideal

não nulo J de R com bJ ⊆ I0

(ii) [I]T = Q[E]MC(I0) ∩ T [E]

Demonstração: Seja b ∈ T [E] e suponhamos que existe um ideal não nulo J de R

com bJ ⊆ I0. Então b ∈ QMC(I0) ∩ T [E] = Q[E]MC(I0) ∩ T [E], pelo Lema 3.2.3.

Por outro lado, se b ∈ Q[E]MC(I0) ∩ T [E], então b =
n∑

i=1

qimi, onde qi ∈ TC,

mi ∈ MC(I0), i = 1, ..., n. De fato, pelo Lema 3.2.2, como b ∈ T [E], podemos

escolher qi ∈ TC. Além disso, assim como na prova do Lema 3.2.3(i), podemos

facilmente obter que bH ⊆ I para um ideal não nulo H de T . Logo, b ∈ [I]T .

Finalmente, se b ∈ [I]T obtemos também, como na prova do Lema 3.2.3(i), que

b ∈ QMC(I0). Então existe um ideal não nulo J de R com bJ ⊆ I0. Isto completa

a prova. �
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Agora, podemos obter um dos resultados mais importantes desta seção, que é

a correspondência entre os ideais de C[E] e os ideais fechados de R[E] e de T [E],

para T um anel de quocientes à direita de R.

Teorema 3.2.5. Sejam R um anel primo e T um anel de quocientes à direita de

R. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre:

(i) O conjunto de todos os ideais fechados de R[E]

(ii) O conjunto de todos os ideais fechados de T [E]

(iii) O conjunto de todos os ideais de C[E]

Além disso, esta correspondência associa o ideal fechado I de R[E] com o ideal

fechado I∗ de T [E] e o ideal K de C[E] se I∗ ∩R[E] = I e I∗ = Q[E]K ∩ T [E].

Demonstração: Se J é um ideal fechado de T [E] e J0 = J ∩R[E], então sabemos

que J = Q[E]MC(J0)∩T [E] e [J0]R = Q[E]MC(J0)∩R[E] = J∩R[E], pelo Corolário

3.2.4. Então, J0 é fechado. Se J ′ é outro ideal fechado com J0 = J ′ ∩ R[E], pelo

mesmo corolário, temos J ′ = Q[E]MC(J0) ∩ T [E] e [J0]R = Q[E]MC(J0) ∩ R[E] =

J ′ ∩R[E], logo J = J ′.

Por outro lado, seja I um ideal fechado de R[E]. Então, L = Q[E]MC(I)∩T [E]

é um ideal de T [E] e L0 = L ∩ R[E] = [I]R = I, pois I é fechado. Novamente

pelo Corolário 3.2.4, [L] = Q[E]MC(L0) ∩ T [E] = L, logo L é fechado e satisfaz

L ∩R[E] = I. Isto estabelece a correspondência entre (i) e (ii).

Para completar a prova, é suficiente mostrar a correspondência biuńıvoca entre

(ii) e (iii) para T = Q.

Se I é um ideal fechado de Q[E], então I = Q[E]MC(I0), onde I0 = I ∩ R[E].

Então I∩C[E] é um ideal de C[E], e como MC(I0) ⊆ I∩C[E], podemos concluir que

I ⊇ Q[E](I ∩ C[E]) ⊇ Q[E]MC(I0) = I. Consequentemente, I = Q[E](I ∩ C[E]).

Reciprocamente, seja K um ideal de C[E] e tomemos J = Q[E]K. Basta

mostrarmos que MC(J0) ⊆ K e então [J ] = Q[E]MC(J0) ⊆ Q[E]K = J , e portanto
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[J ] = J , ou seja, J é um ideal fechado de Q[E].

Suponhamos por absurdo que MC(J0) * K. Seja m ∈ MC(J0) tal que m /∈ K.

Sabemos que Q[E] = Q ⊗C C[E]. Consideremos {vi}i∈Ω uma base de K sobre

C. Temos que m ∈ C[E] e {vi}i∈Ω ∪ {m} é um conjunto C-independente, pois

m /∈ K. Logo, {vi}i∈Ω ∪ {m} é linearmente independente em Q[E]. Seja H tal

que mH ⊆ J = QK. Portanto, para h ∈ H, existem qi ∈ Q, com i ∈ Ω, tais

que mh =
∑
i∈Ω

qivi. Consequentemente, temos que {vi}i∈Ω ∪ {m} é linearmente

dependente, o que é uma contradição. Logo, MC(J0) ⊆ K. �

A correspondência do Teorema 3.2.5 preserva a propriedade de um ideal ser

primo. Para ver isso, começaremos com o seguinte lema:

Lema 3.2.6. As seguintes condições são equivalentes:

(i) R[E] é primo

(ii) T [E] é primo

(iii) C[E] é primo

Demonstração: (i)⇒ (ii) Suponhamos que R[E] é um anel primo. Sejam A e B

ideais de T [E] tais que AB = 0. Sendo assim, temos que (A∩R[E])(B∩R[E]) = 0.

Mas A∩R[E] e B ∩R[E] são ideais de R[E], então A∩R[E] = 0 ou B ∩R[E] = 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos que A ∩ R[E] = 0 e vamos supor

também que A 6= 0. Tomemos 0 6= a ∈ A. Então, a =
∑
aiei, ai ∈ T , e, para cada

i, existe um ideal não nulo H de R tal que aiH ⊆ R. Vamos escolher h ∈ H, e dáı

temos 0 6= ah =
∑
aihei ∈ R[E]. Logo, A ∩R[E] 6= 0 e portanto T [E] é primo.

(ii)⇒ (iii) Suponhamos que T [E] é primo e consideremos A,BCC[E] tais que

AB = 0. Então temos que T [E]AT [E]B = 0, e portanto T [E]A = 0 ou T [E]B = 0.

Suponhamos que T [E]A = 0. Dáı segue diretamente que A = 0. Da mesma

forma, se T [E]B = 0, podemos concluir que B = 0. Logo, C[E] é primo.
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(iii)⇒ (i) Sejam A e B ideais de R[E] com AB = 0 e suponhamos que C[E] é

primo. Então A ∩ R = 0 ou B ∩ R = 0, pois A ∩ R e B ∩ R são ideais de R tais

que (A ∩ R)(B ∩ R) = 0 e R é um anel primo. Podemos assumir que A ∩ R = 0 e

A 6= 0, então 0 6= MC(A) ⊆ C[E].

Agora, vamos tomar 0 6= a ∈ MC(A) e escolher um ideal não nulo H de R com

Ha ⊆ A. Consequentemente, HaB = 0, pois estamos supondo que AB = 0.

Se B ∩R 6= 0, obtemos facilmente que a = 0. Então, podemos assumir também

que B ∩ R = 0 e supor que B 6= 0. Neste caso, existe 0 6= b ∈ MC(B) e um ideal

não nulo F de R com bF ⊆ B. Assim, HaebF = 0 e dáı segue que aeb = 0, para

todo e ∈ E.

Logo, aC[E]b = 0, o que contradiz o fato de C[E] ser primo. Então B = 0 e a

prova está completa. �

Agora, obtemos o segundo resultado importante desta seção:

Teorema 3.2.7. Seja R um anel primo e T um anel de quocientes à direita de R.

Então a correspondência do Teorema 3.2.5 é uma correspondência um a um entre

os seguintes conjuntos:

(i) O conjunto de todos os ideais primos P de R[E] com P ∩R = 0

(ii) O conjunto de todos os ideais primos P ∗ de T [E] com P ∗ ∩ T = 0

(iii) O conjunto de todos os ideais primos de C[E]

Demonstração: Pelo lema anterior, podemos considerar apenas ideais não nulos.

Suponhamos que P é um ideal fechado de R[E] e que P ∗ é um ideal fechado de

T [E] com P ∗ ∩R[E] = P .

Se P é um ideal primo de R[E] e A ⊇ P ∗, B ⊇ P ∗ são ideais de T [E] tais

que AB ⊆ P ∗, então (A ∩ R[E])(B ∩ R[E]) ⊆ P . Assim, ou A ∩ R[E] = P ou
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B ∩ R[E] = P , já que P é primo. Vamos assumir que A ∩ R[E] = P . Como

Min(P ∗) = Min(P ) = Min(A ∩ R[E]) = Min(A) e P ∗ é fechado, temos A = P ∗.

Logo, P ∗ é primo.

Reciprocamente, suponhamos que P ∗ é primo e consideremos A e B ideais de

R[E] com A ⊇ P , B ⊇ P e AB ⊆ P . Sejam a ∈ A, b ∈ [B]R e H um ideal não nulo

de R tal que bH ⊆ B. Então abH ⊆ P e portanto ab ∈ P , porque P é fechado.

Consequentemente, A[B]R ⊆ P . Agora, se A * P , escolhemos a ∈ A− P .

Sejam B∗ um ideal fechado de T [E] com B∗∩R[E] = [B]R e c ∈ B∗. Então existe

um ideal não nulo F de R com cF ⊆ B∗ ∩ R[E] = [B]R. Assim, acF ⊆ P ⊆ P ∗ e

temos ac ∈ P ∗, pelo Corolário 3.2.4(i). Logo, aB∗ ⊆ P ∗, então B∗ ⊆ P ∗ e portanto

B = P . Logo, P é primo.

Para provar a correspondência entre (ii) e (iii) é suficiente fazer o caso T = Q,

como na prova do Teorema 3.2.5. Sejam K um ideal de C[E] e L = Q[E]K. Já que

L ∩ C[E] = K, é claro que K é primo quando L é primo.

De fato, tomando A e B ideais de C[E] tais que A ⊇ K, B ⊇ K e AB ⊆ K,

temos que AQ[E]BQ[E] ⊆ KQ[E] = L. Mas como estamos supondo que L é primo,

temos que AQ[E] = L ou BQ[E] = L, ou seja, A = K ou B = K. Logo, K é primo.

Reciprocamente, suponhamos que K é primo e sejam A e B ideais de Q[E] com

AB ⊆ L. Como L é fechado vemos facilmente, como antes, que A[B]Q ⊆ L. Se

MC(A ∩ R[E]) ⊆ K, obtemos [A]Q = Q[E]MC(A ∩ R[E]) ⊆ L, o que completa a

prova.

Então podemos assumir que existe m ∈MC(A∩R[E])−K e tomar H um ideal

não nulo de Q com mH ⊆ A. Agora, m([B]Q ∩ C[E])H = mH([B]Q ∩ C[E]) ⊆ L.

Logo, m([B]Q ∩ C[E]) ⊆ L ∩ C[E] = K e obtemos [B]Q ∩ C[E] ⊆ K, e portanto

[B]Q = Q[E]([B]Q ∩ C[E]) ⊆ L. Assim, a prova está completa. �
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