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RESUMO

Neste trabalho, introduzimos os conceitos de p-autovalores e p-autoveto-
res do g-laplaciano de um grafo, que generalizam os conceitos usuais de autovalores
e autovetores do laplaciano através do uso de normas associadas aos vértices e as
arestas do grafo. Essa abordagem permite reescrever resultados de Teoria dos Grafos
em um roupagem analitico-espectral. Estudamos o maior e o segundo menor p-
autovalores do ¢-laplaciano, mostrando relacoes com invariantes como o tamanho
de corte méximo e a constante de Cheeger, e apresentamos uma extensao dessa

abordagem para a laplaciana sem sinal.
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ABSTRACT

In this work, we introduce the concepts of p-eigenvalues and p-eigen-
vectors of the g-laplacian of a graph, which generalize the usual concepts of eigenva-
lues and eigenvectors of the laplacian through the use of norms associated to vertices
and edges of the graph. This approach allows the rewriting of graph theory results in
analytic-spectral guise. We studied the largest and the second smallest p-eigenvalues
of the g-laplacian, showing relationships with invariants such as the maximum cut
size and Cheeger constant, and present an extension of this approach for the signless

laplacian.
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Convencoes usuais:

G
x

S

ay(G)

p

cut(9)
diam(G)

ij

€;
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NOTACOES

grafo

vetor

conjunto

(e {A, L,Q, N}) representacao matricial de um grafo
vértice

numero real ou oo (tipicamente € [1, 0o])

intervalo fechado e aberto

ntimero de elementos do conjunto S

= (3 |z4|P)'/?, p-norma de x

vetor de uns

vetor nulo

matriz de adjacéncia de G

segundo menor autovalor de L(G) de G (= a3(Q))
segundo menor p-autovalor de L,(G)

matriz de incidéncia (com respeito a uma orientagao) de G
matriz de incidéncia (ndo orientada) de G

ciclo com n vértices

={ieV. .z >t}

=|E(S,V '\ 9)|, tamanho do corte de S

diametro (distancia maxima entre vértices) de G
grau de ¢

nimero de arestas entre i e j (0 ou 1)

vetor com 1 na posicao ¢ e 0 nas demais posicoes



X

conjunto das arestas de G

arestas entre os conjuntos de vértices S e T
_ cut(.S)
min
scvsi<vl S|

constante de Cheeger, =

grafo completo com n vértices
grafo bipartido completo com classes de tamanho p e ¢

matriz laplaciana de G

¢-laplaciano de G, (L,z); = >, ¢q(wi — x;)

JjeER

= max cut(S), tamanho de um corte maximo de GG
5CV(G)

= argob(z), p-média de
1 n 1/27

= (— > |!L’z‘\p) p-ésima power mean de x
n =1

entrada de M na i-ésima linha e j-ésima coluna

matriz formada pelas linhas e colunas de M indexadas por S
submatriz de M sem as linhas e colunas indexadas por S
submatriz de M sem a linha ¢ e a coluna ¢

matriz laplaciana normalizada de G

={i:z; <0}

={i:z; >0}

caminho com n arestas (e n + 1 vértices)

matriz laplaciana sem sinal de GG

g-laplaciano de G, (Qux); = Y. ¢q(z; + ;)
JijerE

2T Lyx (_ 2T Qqx

R (= Teig o capftulo 6)

sinal de x (=0 se x = 0)

sinal (multivalorado) de x (= [—1,1] se x = 0)
numero de arvores geradoras de ¢

numero de florestas geradoras de G com exatamente
duas arvores T;,T; com i € V/(T;) e j € V(Tj)

conjunto dos vértices de G



1-ésima entrada de x

vetor formado pelas entradas de x indexadas por S

vetor obtido removendo-se de x as entradas indexadas por S
vetor obtido removendo-se de x a entrada

={i:z; =0}

grau maximo de G

raio espectral laplaciano de G

= ”nﬁax xT L,x, raio p-espectral ¢-laplaciano de G
z||p=1

= |z|P~! sgnz (aplicado por entrada se x é um vetor)
= {/op(x), p-desvio padrao de
menor autovalor de ()

menor p-autovalor de @),
2|E(S)| 4+ 2|E(T)| + cut(SUT)

= min

STCV |[SUT|
SNT=07#SUT
_ 4 E(S)|+4|E(T)| + cut(SUT)
= 1min
S, TCV |SUT|
SNT=0#ASUT

numero de clique de G



1 INTRODUCAO

Grafos, de maneira simples, sao constituidos de um conjunto de obje-
tos (vértices ou nds) juntamente com suas interconexoes (arestas). Esse conceito
simples pode ser usado para modelar uma imensa variedade de fenémenos. Apenas

para citar alguns exemplos béasicos:

contexto vértices arestas
Redes de dados computadores, roteadores etc. cabos
Redes sociais pessoas amizades
Logistica cidades, instalacoes vias, caminhos
Internet paginas links
Quimica atomos ligagoes

Devido a essa gama de aplicacoes, problemas em Teoria dos Grafos sao objeto de
intensa pesquisa. Alguns desses problemas sao “faceis”, no sentido de possuirem um
algoritmo “eficiente” (que retorna a solu¢do exata em tempo polinomial), como por
exemplo: arvore geradora minima, corte minimo/fluxo maximo e emparelhamento
maximo [18]. Entretanto, muitos problemas sao N'P-dificeis, de forma que nao se

conhecem algoritmos eficientes para resolvé-los |24].

Um método que tem encontrado sucesso para a anélise de grafos é a
Teoria Espectral de Grafos. Essa abordagem consiste em representar o grafo por
uma matriz e entdo estudar o espectro (autovalores e autovetores) dessa matriz,
aproveitando-se da existéncia de métodos numéricos bem desenvolvidos para a ob-
tengao do espectro [27]. Essa tem sido uma &rea de pesquisa ativa nas tltimas
décadas [16], sendo que as investigacoes tém se dado em duas frentes principais.
Por um lado, vérias relagoes tém sido encontradas entre o espectro dessas matrizes
e invariantes de Teoria dos Grafos, como grau méximo, tamanho de corte maximo e

constante de Cheeger. Por outro, essas relagoes inspiram heuristicas para a obtencao



de solugoes aproximadas de problemas N P-dificeis, como particionamento e corte

méaximo. Mais alguns detalhes sobre essas pesquisas serao dados no Capitulo 2.

Mais recentemente, tém-se estudado métodos que partem da caracteri-
zagao de Rayleigh-Ritz para o menor e maior autovalores de uma matriz simétrica,
porém substituindo a norma euclidiana por uma p-norma. Em [34, 36] foi estudada
a quantidade

M(G) = ||g|l\ai{1 r' Az,

onde A é a matriz de adjacéncia de GG. Isso é um exemplo do que chamaremos de
p-autovalor (e logo x seria o p-autovetor associado a \,). Mostra-se que \,(G) se
relaciona com diferentes invariantes de G conforme o valor de p. Entre outros resul-
tados, Kang e Nikiforov [34] obtiveram uma generalizagao de um Teorema cléssico

de Turan [48].

E natural cogitar estender essa abordagem para a matriz laplaciana L
de G. Merece destaque o segundo menor autovalor de L, chamado de conectividade
algébrica, a(G), bem como o autovetor associado, o vetor de Fiedler, que é usado
em heuristicas de particionamento [41]. Nesse sentido, Amghibech [2]| definiu uma
contraparte nao-linear de L, o p-laplaciano, ou L,, sendo que o segundo menor
p-autovalor de Ly, ab(G), ¢ definido de forma similar & caracterizacdo de Courant-
Fischer para a(G). Biihler e Hein [5] apresentaram cotas para a constante de Cheeger

em termos de ag(G), que sao justas quando p tende a 1.

Enfim, esses trabalhos mostram que o uso de p-normas permite reescre-
ver parametros e resultados em uma roupagem analitico-espectral. Nesse trabalho
apresentaremos algumas novas ferramentas para esta abordagem. Na definicao de
Amghibech, os p-autovalores e L, estavam acoplados pelo parametro p. No presente
trabalho, trataremos dos p-autovalores e p-autovetores do ¢-laplaciano, ou seja, sem

o acoplamento recém mencionado. Essa abordagem permite generalizar muitas das



demonstragoes ja existentes nos trabalhos anteriores sem prejuizo, e além disso novas

conexoes com parametros de Teorias dos Grafos podem ser reveladas.

Apresentamos agora de forma sucinta as definicoes mais importantes,

deixando os detalhes para o Capitulo 3. Estudando os pontos criticos da funcao

ZijeE |2 — ;]

[

Ry(x) =

para p,q > 1, que generaliza o quociente de Rayleigh (caso p = ¢ = 2), o ¢-laplaciano
L, de G ¢é definido como a funcao que satisfaz
(Lew)i = Y dgla: — ),
jijer

onde ¢,(t) = [t[""'sign (t) se ¢ > 1. Um p-autopar (\,v) de L, satisfaz

L,v = App(v),

e em particular para p = ¢ = 2 temos a familiar autoequagao Lv = Av. Os casos em
que p =1 ou ¢ = 1 serao sao ligeiramente diferentes. Como veremos, as escolhas de
p e q correspondem & escolha de uma p-norma para os vértices e uma g-norma para

as arestas de G.

Essa formulacao tem diversas aplicacoes em Teoria dos Grafos. Nos
Capitulos 4 a 6, mostraremos que estes parametros se relacionam com diferentes
invariantes de Teoria dos Grafos. Por exemplo, mostraremos que o maior dos p-
autovalores de L, apresenta relagoes com o grau maximo e o corte maximo de G
(Teoremas 4.4 e 4.5), e o segundo menor p-autovalor de L, se relaciona com a
constante de Cheeger (Proposi¢ao 5.35). Véarias cotas s@o conhecidas para essas
invariantes em termos de autovalores de L (algumas sdo mostradas no Capitulo
2), e aqui mostramos que, para escolhas adequadas de p e ¢, obtemos relagoes de
igualdade. Na conclusao da tese podem ser encontradas tabelas que contém um

resumo dos resultados.

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2,

apresentamos algumas defini¢oes e problemas que motivaram o trabalho, bem como



conceitos e resultados necessarios a sua compreensao. A seguir, no Capitulo 3, apre-
sentamos o conceito de g-laplaciano e definimos seus p-autovalores e p-autovetores
(p-autopares). O maior e o segundo menor p-autovalores do g-laplaciano sao estuda-
dos mais profundamente nos Capitulos 4 e 5. Ja no Capitulo 6, apresentamos uma
extensao do g-laplaciano para a matriz laplaciana sem sinal, caso em que também
h& cotas e relagoes de igualdade com invariantes. Por fim, no Capitulo 7, resumimos

nossas conclusoes e apresentamos algumas perspectivas de trabalhos futuros.

Observacoes sobre notacao

Logo antes da introdugao, o leitor encontra um resumo das notagoes
utilizadas, acompanhadas, se possivel, de uma sucinta definicao, para rapida refe-

réncia.

A fim de deixar a notacao menos carregada, cometemos intencional-
mente alguns abusos. Para um grafo G, a referéncia a GG pode ser omitida se G esté

claro no contexto. Por exemplo, frequentemente escreveremos L, V e A em vez de

L(G), V(G) e Ac.

Pelo mesmo motivo, por vezes identificaremos um conjunto unitario
com seu elemento, como por exemplo na Equacgdo 3.1. A soma de conjuntos segue

a convencao de Minkowski, com algumas extensoes, como denotado a seguir:
A+B={a+b:ac Abe B}, cA={ca:ac A}, A+c={a+c:ac A}.

Essas convengoes também se aplicam a aritmética de conjuntos; assim, por exemplo,

denotamos [—1,1] + 1 =[0,2] em vez de [—1,1] 4+ {1} = [0, 2].

Para vetores, adotamos as convencoes a seguir. O vetor nulo é 0, o
vetor de uns é 1, e e; é o i-ésimo vetor da base candnica de R". Dado x € R", com
conjunto de indices S e ¢ € S, x5 é o vetor formado pelas entradas de x indexadas

por S, e x; é a i-ésima entrada de z. Similarmente, xg é o vetor obtido removendo-se



de z as entradas indexadas por S, e x; é o vetor obtido removendo-se de x a i-ésima

entrada. Além disso, definimos os conjuntos
N,={i:2; <0}, Po={i:z; >0} e Z,={i:x;=0}

Para matrizes, usamos convencoes similares. Para uma matriz M e conjunto de
indices S, M;; é a entrada de M na i-ésima linha e j-ésima coluna e Mg ¢ a matriz
formada pelas linhas e colunas de M indexadas por S. Obtemos Mg removendo de
M as linhas e colunas indexadas por S, e M; removendo de M a i-ésima linha e a

i-ésima coluna.



2 TEORIA ESPECTRAL DE GRAFOS E
GENERALIZACOES UTILIZANDO
p-NORMAS

Apresentamos a seguir alguns resultados que mostram que o espectro
de um grafo pode fornecer informacoes sobre propriedades estruturais deste grafo, e

como essa analise foi estendida com a utilizagao de p-normas.

2.1 Grafos e representacoes matriciais

Aqui resumiremos algumas definicdes basicas sobre grafos. O leitor

mais familiarizado com o tema pode pular essa secao.

Um grafo (ndo-orientado) ¢ um par G = (V, E) de conjuntos tais que
E = {{i,j} :i,j € V,i # j}, ou seja, os elementos de E (arestas) sao pares nao-
ordenados de elementos de V' (vértices) [22]. Para concisao, denotaremos uma aresta
entre i e j por ij em vez de {i,j}. Se ij € E, dizemos que i e j sao vizinhos. O
numero de vizinhos de i é seu grau, denotado por d;. O nimero de arestas entre 7 e

j (0oul)édy. O grau mdrimo de G é Ag.

Dados S, T C V, E(S,T) é o conjunto de arestas entre S e T, ou seja,
E(S,T)={ije E:i€S,j €T} O tamanho do corte, ou simplesmente corte de
S, é o nimero de arestas entre S e seu complemento, ou seja, cut(S) = |E(S,V'\.S)],

e maxcut(G) = max cut(S) é o corte mdzimo de G.
C

Um passeio (de tamanho k) é uma sequéncia de vértices vyvy ... v em
que vértices consecutivos na sequéncia sao vizinhos. Um passeio é fechado se vy = v.
Se os vértices da sequéncia forem distintos, o passeio é dito um caminho, denotado

por P,. Se a P, adicionarmos a aresta wv,vy, temos um ciclo, denotado por C,

(n=Fk+1).



O tamanho de um caminho minimo entre ¢ e j é a distdncia entre i e 7,
d(i, 7). Se nenhum tal caminho existe, convencionamos que d(i, j) = oo. O didmetro

de G & a maior distancia em G, ou seja, diam(G) = max d(i, 7).

Grafos podem ser representados por matrizes. A seguir definiremos as
matrizes que serao utilizadas no texto. A matriz de adjacéncia A = A(G) é a matriz
|V| x |V| definida por

1 seij ek
Aij -
0  caso contrario.
A matriz de incidéncia (nao orientada) de G, C' = C(G), é a matriz |E| x |V|
definida por

1  se e incide em 1;

Cei ==

0 caso contrario.

Embora tratemos aqui apenas de grafos nao-orientados, excepcional-
mente consideramos que ¢ atribuida uma orientacao as arestas de G, ou seja, cada
aresta e € F parte de um vértice ¢ e chega em um vértice j. A matriz de incidéncia
(com respeito a uma orientacao) de G, B = B(G), ¢ a matriz |E| x |V| definida por

;

—1 se e parte de i;
Bei = 1 se e chega em i;

0 caso contrario.

\

No exemplo da Figura 2.1, esta implicita uma orientacao.

Seja D = D(G) a matriz diagonal tal que D;; = d;, onde d; é o grau de
i. A matriz laplaciana L = L(G) é definida por L = D — A. Similarmente, a matriz
laplaciana sem sinal Q@ = Q(G) é definida por Q = D + A. Pode-se verificar que
L=BTBeQ=CTC.
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Figura 2.1: Um grafo e suas matrizes tipicas.

2.2 Teoria Espectral de Grafos

A Teoria Espectral de Grafos busca obter relagoes entre as propriedades
estruturais de grafos e o espectro (autovalores e autovetores a estes associados)
das matrizes que podem ser associadas a um grafo. Como exemplo inicial, dos
autovalores de A(G), podemos obter relagoes com parametros como o nimero de
cadeias fechadas de um dado comprimento, diametro, graus médio e maximo [1].
Uma aplicacao interessante, e um dos marcos iniciais dessa teoria, foi o trabalho de
Hiickel [32], que estudou hidrocarbonetos insaturados, onde a estrutura da molécula
é representada por um grafo, e mostrou que os autovalores correspondem aos niveis

de energia dos elétrons 7.

Segundo van Dam e Haemers [50], nos primoérdios da teoria, essas rela-
¢oOes pareciam tao fortes que acreditava-se que cada grafo G fosse determinado por
seu espectro, ou seja, que nao existisse um grafo nao isomorfo a G com o mesmo es-
pectro. Entretanto, hoje se sabe que existem intimeros pares de grafos nao isomorfos

com o mesmo espectro (pares coespectrais). Ainda assim, uma conjectura central da



teoria é que “quase todos” os grafos sao determinados por seu espectro, ou seja, que
a fracao de grafos com n vértices que sao determinados por seu espectro tende a 1

quando n — oo.

Em outro exemplo de aplica¢do, Bonacich [7] sugeriu o uso de um au-
tovetor associado ao maior autovalor de A como medida de centralidade (ou impor-
tancia relativa) dos vértices de um grafo. Aprimoramentos dessa técnica tiveram

um papel importante no desenvolvimento dos mecanismos de busca na Internet [12].

2.3 Espectro da matriz laplaciana

O estudo da matriz laplaciana L = L(G) de um grafo remonta a Kir-
chhoff [37], que em 1847, estudando circuitos elétricos, provou o resultado que ficou
conhecido como Teorema da Matriz-Arvore, que afirma que o namero de arvores
geradoras de G ¢é igual a qualquer cofator de L. Denotaremos por u(G) o maior
autovalor de L, ou raio espectral laplaciano. Assim como o raio espectral de A, sao

conhecidas relagoes entre 1 (G) e o grau maximo A, como o exemplo a seguir [28]:
A+1<p(G)<A+1+2VA -1,

Uma relagdo mais interessante é com o corte maximo de GG, maxcut(G), cuja obten-
¢ao é um problema NP-completo [25]. Uma cota simples é [43, Lema 3.1|

w(G) > %maxcut(G).
Com base em cotas espectrais aprimoradas utilizando perturbagoes da diagonal de
L, foram desenvolvidos algoritmos de aproximacao em tempo polinomial para o
problema do corte maximo. Por exemplo, Goemans e Williamson [26] apresentaram

um algoritmo que retorna um corte com tamanho minimo de 0,878 - maxcut(G).

Desde o trabalho seminal de Fiedler [23], o segundo menor autovalor

de L também tem sido amplamente estudado por sua conexao com propriedades
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estruturais, em especial as de conectividade de um grafo. Por isso, esse valor é
chamado de conectividade algébrica, denotado por a(G). Por exemplo, G é conexo se
e somente se a(G) > 0 (retomaremos isso no Capitulo 3). Outra relagdo simples que
justifica esse nome ¢é a seguinte. Seja k(G) (respectivamente +/'(G)) o nimero minimo
de vértices (respectivamente arestas) que se deve remover de G # K,, para torna-lo
desconexo. No caso especifico de G = K,, (em que é impossivel desconectar o grafo

removendo vértices), define-se k(G) = n—1. Temos entao que a(G) < k(G) < K'(G).

A conectividade algébrica a(G) também aparece nos chamados proble-
mas isoperimétricos, estudados, entre outros, por Cheeger [15]. Esses problemas
sao motivados por questoes relativas a razao entre a area de superficie e volume de
regides em variedades riemmanianas |43]. Para grafos, analogamente, considera-se
a razao entre a quantidade de arestas que separa um conjunto S C V e o tamanho
desse conjunto, ou seja, cut(S)/|S|. Essa quantidade ¢ menor quando ha um corte
pequeno que separa o grafo em classes S e S de tamanho equilibrado, caracteristicas

desejaveis de um bom corte.

O numero isoperimétrico de G, hg, também conhecido como constante

de Cheeger de G, ¢ definido por

. cut(S)
he = min =g
15)< ¥

A obtencéo de hg é um problema NP-completo para multigrafos [42,
Proposigao 3.1]. Embora alguns trabalhos [5, 41| afirmem que o problema também
& N'P-completo para grafos simples, nao temos conhecimento de uma prova desta

afirmacdo. O resultado a seguir relaciona hg e a(G).

Teorema 2.1 ([43], Corolario 3.8 e Teorema 3.10).

< hg < V/a(G)(2A — a(G)).

a(G)
2
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Em outras palavras, se a(G) é pequeno, entdo ha um bom corte de G,
e vice-versa. Por outro lado, Se a(G) for grande, nao é facil separar o grafo através

da remocao de vértices e arestas.

Um autovetor associado a(G) é chamado de vetor de Fiedler e é usado
em heuristicas de particionamento (ver [41] e referéncias contidas). A ideia bésica é

particionar o grafo em classes conforme o sinal das entradas do vetor.

2.4 Generalizagoes utilizando p-normas

E um fato béasico da Algebra Linear que os autovetores de um matriz

real simétrica M (de ordem n) correspondem aos pontos criticos do quociente de

Rayleigh
T
' Mx
Ry =22 s,
]
onde || - || ¢ a norma euclidiana. Para cada vetor x € R" nao-nulo existe um vetor

y = x/|x| tal que ||y|| =1 e R(x) = R(y), de modo que podemos nos restringir ao
conjunto {z € R": ||z|| = 1}. Por exemplo, podemos obter o maior autovalor de M
resolvendo o problema

max 2! Mz.
flzll=1

Para p > 1, uma p-norma || - ||, ¢ uma generalizagdo da norma euclidiana, definida

por
1/p

lzllp = { > lail?
i
Além da norma euclidiana (p = 2), um caso notavel é p = 1 (|||l = >_ |z;|, também
conhecida como norma do tdzi) e com base no limite p — oo definimos a norma
do mdzimo como ||x|l« = max;|z;|. Podemos cogitar sobre que tipo de resultados

obteremos se substituirmos a norma euclidiana por uma outra p-norma.

Um dos resultados mais antigos desse tipo de que se tem conhecimento,

embora nao enunciado em termos de p-normas, foi apresentado por Motzkin e Straus
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[44] e tem relagao com o ntmero de clique w(G), cuja obtengao é um problema NP-

completo.

Teorema 2.2 (Motzkin-Straus). Seja G = (V, E) um grafo e considere o conjunto

S={xcRVI:2; >0e Y 2; =1}. Entio

Como a fungao objetivo é igual a 27 Az /2, podemos facilmente reescre-
ver este resultado como
1
max zl Ax =1 — ——.

[[]1=1 w(G)

Outro exemplo em que alterar a norma trouxe resultados interessantes
foi o do raio p-espectral [36], definido como
M(G) = max 27 Az (2.1)

llzllp=1

Além de A\y(G) corresponder ao maior autovalor de A(G), vé-se que o caso p =1 é

o Teorema de Motzkin-Straus, e que A(G) = 2|E(G)| (Proposigao D.1).

Para falar de um resultado dessa teoria, lembramos o grafo de Turdn,
T.(n), que & o grafo r-partido completo com n vértices em que cada classe possui
|n/r| ou [n/r] vértices (ou seja, as quantidades de vértices nas classes diferem
entre si por no maximo uma unidade). Turéan [48] provou que 7}.(n) possui o0 maximo
numero de arestas dentre os grafos de ordem n que nao possuem K, como subgrafo,

e é o tinico grafo que atinge esse maximo.
Kang e Nikiforov [34] provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.3. Se G é um grafo de ordem n livre de K, 1, entao, para p > 1,

Ap(G) < Ap(T3(n)),

com a igualdade valendo se e somente se G =T, (n).
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Figura 2.2: O grafo de Turan 74(13), que contém o maior niimero de arestas dentre

os grafos de ordem 13 que nao possuem K como subgrafo.

Observe que o resultado de Turén é o caso p = oo. Nikiforov [45] ja

havia provado o caso p = 2.

Outro exemplo do uso de p-normas em generalizacoes de problemas
espectrais foi utilizada por Amghibech [2], que utilizou como “autovetores” os pontos

criticos da funcao
ZijeE | — ;[P

(K

Rb(r) =

Denotaremos por ab(G) o segundo menor desses autovalores (que satisfaz certas
condigbes, conforme veremos no capitulo 3). Biihler e Hein [5, 6] obtiveram cotas

para a constante de Cheeger hg em termos de ab para p > 1 [6, Teorema 5.1]:

Teorema 2.4 (Biihler e Hein). Para p > 1,

2 \"! (he\” )
- = < qP < 9p— .
(ac) (5) swor=re

Em particular, lim ab(G) = hg.
p—1+
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2.5 Observacoes sobre otimizacgao

Para uma funcao f : R™ — R e Lipschitz em uma vizinhanc¢a de x, um

vetor s € R™ é dito um subgradiente de f em x se possui a propriedade

fly) — flx) > sT(y — 2) Yy € R"™.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado de subdiferencial de f

em z, que denotamos por 0, f(x):

Ouf(x) ={s e R":Vy e R": f(y) — f(z) > s (y —2)}.

Esse conjunto é nao vazio e convexo ([17, Proposi¢ao 2.1.2|), e em par-
ticular 9,.f(x) = {V.f(z)} se e somente se f ¢ continuamente diferenciavel em z
(|17, Proposi¢ao 2.2.4]), como ¢ o caso das normas. Citaremos aqui alguns fatos
basicos sob subdiferenciais; mais detalhes podem ser encontrados no livro de Clarke
[17]. Varias regras do célculo diferencial se generalizam para subdiferenciais. Sendo
g : R" — R uma func¢ao também Lipschitz em uma vizinhanca de x, temos a Regra
do Quociente ([17, Proposi¢ao 2.3.14])

, ([ ) (2) = 9(x)0:f (56)2— f(2)0xg9(x)
g g*(x)

para g(x) # 0, e a Regra da Cadeia (|17, Proposi¢ao 2.3.10])

Ou(fog)(x) = (0uf o g)(x) - Dug(x).

Para otimizacao, uma propriedade importante é que uma condicao ne-
cessaria para que f possua um extremo local em z é que 0 € 0, f(z) (|17, Proposicao

2.3.2]).
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3 p-AUTOPARES DO ¢-LAPLACIANO

Aqui apresentamos os conceitos de p-autopar e g-laplaciano, que esten-

dem os conceitos usuais através de uma autoequagao generalizada.

Neste capitulo damos a definigao precisa do g-laplaciano L,, bem como
seus p-autovalores e p-autovetores a esses associados, e mostraremos como esses
conceitos generalizam as defini¢coes usuais de laplaciano, autovalores e autovetores.
Veremos, por exemplo, que p e ¢ estao relacionados a normas para os vértices e
arestas do grafo. Assim, a abordagem desta tese unifica as diferentes variagoes de
norma j& exploradas na literatura. Sendo assim, este capitulo traz resultados mais
gerais, que servem como base e possibilitam a exploracao mais detalhada de casos

particulares nos capitulos subsequentes.

As definigdes generalizam outras j4 existentes na literatura [2]. Assim,
alguns dos resultados enunciados abaixo ja eram conhecidos para casos particulares,
como p = ¢ > 1. Entretanto, é interessante que tais resultados valham em geral
para p,q > 1. Essa abordagem generalizada é uma das principais contribuicoes

desta tese.

Apos as definigoes iniciais, veremos que algumas propriedades do menor
p-autovalor de L, sao as mesmas do menor autovalor de L, em especial no que diz

respeito ao nimero de componentes conexas do grafo.

Embora a existéncia do maior e menor p-autovalores de L, sejam trivi-
ais, o0 mesmo nao vale necessariamente para os demais. Sendo assim, mostraremos

que o segundo menor p-autovalor, objeto do Capitulo 5, é de fato bem definido.

Seguindo o que comentamos na secao 2.4, os autovetores da matriz

laplaciana L = L(G) de um grafo G podem ser obtidos através do quociente de
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Rayleigh R(z) = z” Lz/||x||3, sendo que
'Ly = Z(mz —x;)%.
ijeE
Essa formula é um caso especial da Proposicao 3.2, que veremos logo mais. Portanto,

ZijeE(xi — x;)°

113

R(z) =

Além disso, como visto na Secdo 2.4, podemos restringir a busca por pontos criticos
a bola unitaria {x € R" : ||z||s = 1}. De fato, o numerador da expressao de R(z)
também pode ser visto como uma norma. Sendo B uma matriz de incidéncia de G

relativa a uma orientagao qualquer, como L = BT B, temos que z” Lx = || Bz||3, de

B 2
R(z) = (” wHQ) :
]2
Para p € [1,00] e g € [1,00), definimos uma generaliza¢ao do quociente

de Rayleigh:

forma que podemos escrever

. T; — x;|? q
Rg(x): ZZJEE| ]| _ <||Bx||q> )

I3 ]

Na férmula acima pode-se notar que as escolhas de p e ¢ podem ser vis-
tas como a escolha de uma p-norma associada aos vértices do grafo e uma g-norma
associada as arestas do grafo, pois cada entrada de x e Bx é associada, respectiva-
mente, a um vértice e uma aresta do grafo. Seguindo o trabalho de Amghibech [2],
Biihler e Hein [5]| chamaram de “autovetores” os pontos criticos de RE, ou seja, o
caso em que p = ¢, e seguiremos a mesma linha. Para o calculo dos pontos criticos
de Rg(a:), precisaremos de algumas defini¢oes. Para t € R, o sinal de t é a funcao

;

1, set>0;

sign (¢) = ¢ —1, set <0;

0, set=0.
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O sinal estendido de t é a funcao multivalorada

/

1, se t > 0;
Sign (t) = —1, se t < 0; (3.1)
[—1,1], set=0.

Para p > 1, considere também a funcao (multivalorada para p = 1)

t|P~tsign (t), se p > 1;
Pp(t) =
Sign (), se p=1.

Observe que ¢o(t) = t. Se x ¢ um vetor, consideramos que as fungoes sign (z),
Sign (7) e ¢,(z) sdo aplicadas por entrada.Verifica-se entdo que 0,(|[z[]}) = pp,(z),

ou seja, Va([[z[}) = pdy(x) para p > 1 e dy(||x]l1) = Sign (x).

O que buscamos agora é uma funcio L, : RVl — RV que tenha um
papel semelhante ao de L para compor Rg(x), ou seja, que tenha a propriedade
2T L,x = x; —x;|7. Note que denotamos L,r em vez de L,(x), nao apenas para

q J q q
ijelE
economizar notagao, mas também para enfatizar a analogia entre L, e L.
Definicdo 3.1. Seja G = (V, E) um grafo, q € [1,00) e x € RV, O g-laplaciano
L, € a fungao definida por
(Lqz)i = Z Gq(T; — 7).
JujeEr

Essa defini¢ao foi introduzida por Amghibech [2]. Abaixo, apresenta-

mos algumas propriedades basicas do ¢-laplaciano, que ja haviam sido mostradas

em [6].

Proposigao 3.2. Seja L, o q-laplaciano de G = (V,E) e c € R. Entao
(o) a¥Lyz = 3 |z — 2" > 0;
ijEE

(b) Ly(x+cl) = Lyz;

(¢) Lycx = ¢(c)Lyx.
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Demonstrac¢ao. (a) Inicialmente temos que
T 1 -
x' Ly = E zi(Lyx); = E E zipq(z; —xj) = E E zi|x; — x;]|7 sign (z; — xj) .
eV i€V jiij€E i€V jiijeE
Parcelas referentes a arestas ij tais que z; = x; sao nulas, e portanto podem ser

livremente adicionadas ou retiradas da soma. Separamos entao a soma conforme

x; > x; (sign (z; —z;) = 1) ou x; < x; (sign (x; — x;) = —1):
Z Z Z’i|l’i—$]”q_l—z Z mi]xi—xj\q_l = Zxi|$i—a:j]q_1—za:i]xi—xj\q_l.
i€V jujeR i€V jujeR jelE ijelE

T;>Tj i <Tj $7;>$]' i <T;

Invertendo o papel dos indices ¢ e j no segundo termo, vale que z; > x; (e logo

r; — x; = |r; — x;|) para cada aresta ij. Logo

omilw — g =Yyl — | =Y e — gl — =Y - )

ijEE ijEE ijEE ijEE
(b) (Lgz+el)i= > dg(wite—(xj+c)) = > ¢glwi—x;) = (Lgx);.
jujeE jujeE

(€) (Lycx)i= 37 dglexi—cxy) = > ¢g(c)pg(xi—x5) = ¢g(c)(Ly);-

jujeE jujeE
O

Enfim, introduzimos a definicdo de p-autovalores e p-autovetores do

g-laplaciano.

Definicao 3.3. Sejam p,q > 1. Um nimero real X\ € dito um p-autovalor de L, =

L,(G) se existe um vetor real v tal que
L,v — App(v) 3 0. (3.2)

O vetor v € entao dito um p-autovetor associado a .

Em outras palavras,

0 € Lyv,u € ¢,(v) tais que £ = Au. (3.3)
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Se p,q > 1, a Equacao 3.2 torna-se
L,v = \pp(v), (3.4)

Em particular, para p = ¢ = 2 temos a equacao Lv = A\v que caracteriza os autova-

lores e autovetores usuais. Essa definicao é justificada pelo resultado a seguir.

Teorema 3.4. O vetor v € R™ € um ponto critico de Ri(v) se e somente se v ¢ um
vT Ly

lollp -

p-autovetor de L, associado ao p-autovalor X =

Demonstragao. Seja v um ponto critico de Ri. De &,Rg(v) > 0 obtemos
O Lgv - [|v]| — v" Lyv - 0, [|v]|% > 0.
Usando as regras de diferenciacdo do Lema D.2,
qLqv - [[oll§ = v" Lgv - ql|v]|F"y(v) > 0.

Dividindo por g||v[|2 e rearranjando, obtemos

T
v' Lyv
Lo — 220 (1) 5 0.
ol
ou seja, v € um p-autovetor de L, com a propriedade enunciada. O

Imitando o caso linear (p = ¢ = 2), chamaremos a equacao (3.2) de
(p, q)-autoequacao de L,, e o par (A, v) de p-autopar de L,. Em particular, chama-
remos o maior p-autovalor de L, de raio p-espectral do g-laplaciano, o qual estuda-

remos no capitulo 4.

O resultado anterior, assim como o seguinte, ja haviam sido demons-

trados em [6] para p = g > 1.

Teorema 3.5. O conjunto dos p-autovetores de L, associados ao p-autovalor 0 é
um espaco vetorial, cuja dimensao € igual ao nimero de componentes conexas de G,

para qualquer p € [1, 00].
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Demonstragao. Mostraremos que (0,v) é um p-autopar de L, se e somente se v é

constante em cada componente conexa, e dai segue o resultado. Se v é constante em

cada componente conexa, entdo v; = v; para cada ij € E, e logo (L,v); = 0, ou seja,

(0,v) é um p-autopar de L,. Por outro lado, se (0,v) é um p-autopar de L,, pelo

Teorema 3.4, devemos ter ) |v; —v;|? = 0. Sendo uma soma de termos positivos,
ijeE

necessariamente v; = v, pal]jfa cada 17 € F, logo v é constante em cada componente

conexa. ]

Como consequéncia, (0,1) sempre serd um p-autopar de L,. A seguir,
enunciamos uma propriedade importante de p-autovalores nao-nulos, que ja havia

sido provada em [6] para p > 1.

Lema 3.6. Parap > 1, seja v um p-autovetor associado a um p-autovalor nao-nulo

A de Lq. Entao
Z¢p(“i) > 0.

i€V
Demonstragao. Parap > 1, como A # 0, reescrevemos (3.2) como ¢,(v;) = (Lgv);/ A

Dai segue que

S =R 1T T a0

i€V eV i€V jijeE
A altima igualdade vale por simetria: para cada termo v; — v; da soma, existe
também o termo v; — v;. No caso geral, usando a Equagao 3.3 e um raciocinio
analogo ao anterior, obtemos
1
E UZ:XE 5190:5 gbp(vi)BO.
5% eV i€V

]

No caso linear p = ¢ = 2, sabemos que L possui n = |V| autovalores
positivos. No caso de p-autovalores de L, a questao da multiplicidade nao pode ser

respondida tao diretamente, inclusive devido ao fato de que combinacgoes lineares
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de p-autovetores nao sao necessariamente p-autovetores. A proposicao a seguir,

entretanto, garante a existéncia ao menos do segundo menor p-autovalor de L.

Proposicao 3.7. O conjunto

X = {m ER™: |z, =1 e Y dplw:) = 0}

eV

é compacto, e portanto Rl tem minimo em X.

Demonstracao. Obviamente X é limitado e a p-bola unitaria é fechada. Resta entao

mostrar que o conjunto
Y= {g; ER":Y gy(n) = o} — {zeR":0e170|z|7}

¢ fechado. Seja xp — x uma sequéncia convergente em ). Para sp € Olx|}
temos que 17s, = 0, logo s, € 1+. Como 1+ & fechado, existe uma subsequéncia
convergente s;, — s com s € 17, Pela definicio de subdiferencial, para qualquer
y € R, Ilyll, = lk,lly + T (y — a1,), e por continuidade [lyll, > o, +s7(y — ),

ou seja, s € J||z[p com 175 = 0, logo s € V. O

Essas propriedades nos permitirdao definir uma generalizacao da conec-

tividade algébrica, da qual trataremos no capitulo 5.
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4 RAIO p-ESPECTRAL ¢-LAPLACIANO

Aqui apresentamos o conceito de raio p-espectral ¢-laplaciano ug(G),
relacionando os casos p = 1 e p = oo com parametros classicos de Teoria dos Grafos,
e caracterizando os grafos de dada ordem que maximizam /,LI%(G) para p > 2, além

de propriedades de p(G) como fungao de p.

4.1 Introducao

O raio p-espectral g-laplaciano de um grafo é definido nos mesmos mol-
des do raio p-espectral da matriz de adjacéncia. Recordamos o quociente de Rayleigh

generalizado

Zi'eE"xl ;|7 | B ||
Ri(r) = 2 ( )

(&4l ]l

onde B ¢é a matriz de incidéncia de G relativa a uma orientacao arbitraria.

Definicao 4.1. Seja G um grafo, p € [1,00] e g € [1,00). O raio p-espectral q-
laplaciano de G, pd(G), € definido como

H3(G) = max Ri(z) = e 2 Z Jar; — 1. (4.1)

Esse valor é bem definido, ja que a p-esfera unitaria é compacta e a

funcao objetivo é continua. Da defini¢ao conclui-se imediatamente que, se G tem n
vértices, pud(K,) > pd(G) > pd(H) para qualquer subgrafo gerador H de G. Como
para grafos sem arestas o valor de R] ¢ sempre zero, assumiremos tacitamente que
todos os grafos tém pelo menos uma aresta, e portanto pelo menos dois vértices, e

também que nao hé vértices isolados, ja que eles nao contribuem para a soma em

RY.

Exemplo 4.2. O grafo K, nos oferece uma ideia inicial do comportamento de

pd. Utilizando o método de Lagrange, pode-se verificar que o maximo ¢ atingido
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por qualquer vetor x = (x1,73) com z; = —xy = 27 Y7 de modo que pi(Ky) =

|z — 25|7 = |2 - 271/P|7 = 2¢0=1/P) (ver grafico para ¢ = 2 na Figura 4.1).

A
41 (1)
.l
9 |
1
1 2 4 s 32 oot

Figura 4.1: Grafico de 2(K3) em funcao de p (eixo horizontal em escala logarit-

mica).

Para problemas como o dado na definigao de p(G), é um fato conhecido
da teoria da otimizacao que podemos restringir nossa busca pela solucao aos pontos

extremos do conjunto viavel.

Corolario 4.3. Seja f uma funcao convexa definida em um conjunto compacto

convezo Q0 e bd(QQ) sua fronteira. Entdo existem solugoes do problema Hll]?[(%)f(x)
Te

que sao pontos extremos de €.

Demonstracao. E uma consequéncia imediata do Teorema C.8. O

Considere entao uma p-bola unitaria em R™. Para 1 < p < oo, o
resultado acima nao ajuda a limitar o ntimero de candidatos, pois todo ponto da
p-bola unitaria é extremo (Proposi¢do C.7). Ja para p = 1 ou p = oo temos um
nimero limitado de candidatos a considerar, pois os pontos extremos da 1-bola sao
+e;,1 = 1,...,n, e os pontos extremos da oco-bola sdo {£1}". Com base nisso,
veremos a seguir que os casos p = 1 e p = oo podem ser prontamente interpretados

em termos combinatérios.
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Teorema 4.4. Para qualquer q € [1,00), pi(G) = Ag.

Demonstracao. Pelo Corolario 4.3, precisamos considerar apenas os vetores *e;.
= q _ o . . , . )
Temos entao que Ri(e;) = > ;;cp| £ 1 —0[? = d;, logo o maximo & obtido para i

com grau maximo. O

Teorema 4.5. Para qualquer q € [1,00), pl (G) = 29maxcut(G).

Demonstracao. Pelo Corolario 4.3, precisamos considerar apenas os vetores x €
{#1}", de modo que, para P, = {i:x; =1} ¢ N, = {i : x; = —1}, temos
Ri(x)= > [1—(=1)"=2"cut(P,),
i€Py,jEN,

logo 0 maximo é atingido se cut(P,) = maxcut(G). O

4.2 Propriedades da funcao p — f(G)

Mostraremos a seguir que a fungéo fg, : [1,00) — R, definida por

faq(p) = 13(G),
¢ crescente (Lema 4.6), continua (Lema 4.7) e converge quando p — oo (Lema 4.8).

Lema 4.6. Para um grafo G com pelo menos uma aresta, fg, € estritamente cres-

cente.

Demonstragio. Sejam p’ > p >1ex € R" com |[[z[|, = 1 e Ri(r) = puf(G). Defina
' = x/|z|,. Como p-normas sdo nio-crescentes em p (Proposi¢ao C.1), ||z, < 1,

e logo
1

0l

W (G) > R ()

p

Ri(x) > Ry(x) = 13(G). (42)

Como G tem pelo menos uma aresta, entdo pf(G) > pd(Ky) > 0. Tem-se igualdade

na equagio (4.2) se e somente se ||z||], = [|z[|¢, isto é, se ¥ = e; para algum i (Lema
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C.4). Argumentamos a seguir que, para p > 1, e; nunca atinge o maximo, logo
,ug,(G) > puf(G). Pela (p,q)-autoequagao aplicada a coordenada i, como x; = 1,
tem-se que d; = A. Aplicada a um vizinho j de 4, com z; = 0, obtém-se que
sign (z; —x;) = 0, o que implica que z; > 0, contradigdo. Logo e; ndo atinge o

maximo, ou seja, R1(e;) < puf(G) para qualquer i € Ve p > 1.

Finalmente, pelo Teorema 4.4, u{(G) = Ri(e;) para i com grau maximo,

logo p{(G) < p(G) para p > 1. Isso conclui a prova. O

Lema 4.7. Para qualquer grafo G, a fungao feq4(p) € continua.

Demonstragao. Sejam p' > p > 1 e 2’ € R" tal que [|2'|, = 1 e RL(2) = ki (G).
Pelo Lema C.4, ||2/|, < n»~# ||2'||,.. Defina @ = 2'/||2/,. Entéo
q9_ 9 q9_ 9
WL(G) = R(a!) = | R() < nd = ||t () = nd 3 8 (G)
Pelo Lema 4.6, p2,(G) > p2(G) > 0. Como |z; — z;| < 2 para cada aresta ij e
|E| < n?, temos que pd(G) < 29n*. Logo
l/

H(G) = (@) < ni V(G = (@)

2
7

< (Y = Dui(G)
< (nv v —1)2%2 < (n20-7) _ 1)21,
Temos entao que p2(G) — 11p(G) < e se p’ —p < 5. log, (1 +¢€/27). O

Lema 4.8. Para qualquer grafo G,
lim fgq(p) = (18 (G).
pP—00

Demonstragdo. Para p dado, seja = tal que |[z[|, = 1 e Rl(z) = pi(G). Pela prova
do Lema 4.6, sabemos que = # ¢;, logo max |z;| < 1. Defina 2/ = x/max |z,|.

Podemos escolher N = N(z') € N tal que

py(G) = Rj(w) = (max |z]) Ry (") > (max |z:]) pd (G),
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de modo que

0 < pd(G) = p3(G) < (1 — (max|z:)")pd (G).

Pode-se ver que max |x;| > n~'/P. Concluimos a prova observando que
0 < 4 (G) = pi(G) < (1 =n"")us (G),

en NP — 1 quando p — . O

4.3 Caracterizagao das solugoes parap=1e p =0

Para esses casos, embora os Teoremas 4.4 e 4.5 nos apontam os p-
autovetores e alguns p-autovetores, resta determinar se p-autovetores de outras for-

mas sao possiveis.

4.3.1 O-casop=1

Teorema 4.9. Seja G = (V, E) um grafo e x um l-autovalor de L, associado a
pl(G), com q > 1. Se Ag > 2, x é da forma +e; para i € V tal que d; = Ag. Se
Ag =1, x € da forma te; — (1 — t)e; para qualquer ij € E et € [0, 1].

Para a prova, precisaremos de alguns lemas.

Lema 4.10. Seja G um grafo, ¢ > 1 e x € RV tal que ||z|, = 1 e Ri(z) = ni(G).

Entao no mdaximo uma entrada de x ou de —x € positiva.

Demonstracao. Suponha que x ou —x tem ao menos duas coordenadas positivas.

Sem perda de generalidade, sejam a, b tais que z,,x, > 0 e defina 2’ e 2" como

( (

To+xp S€k=a; 0 se k= a;
T =140 se k =b; € Tp=93x,+x, sek=0b;

Ty caso contrario. Ty caso contrario.
\
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Considere as diferengas A’ = R{(2') — Ri(z) e A” = Ri(2") — R{(x). Observe que

A= (Jwa+ay =zl = |za —zil?) + Y (ayl? = |z — 2;]9)
wicE bjeE
2 I%a

+ dab(|xa+xb\q — |$a —xb|q)

Para ¢ > 1, a fungao f(t) = |t|? é estritamente convexa (Proposi¢ao D.4), e logo
satisfaz a relagao [4, Teorema 3.2.5, Corollary]

f@) = fu) > flu)(t —u).
Usando essa relagao com f(t) = [t|? (logo f'(u) = qpg(u)), t = xo + xp — x; €

u = x, — x;, obtemos a seguinte cota para os termos da primeira soma:

2o + x5 — 24| — |20 — i]T > qPg(x0 — x;) T8

Para a segunda soma, usamos novamente a relagao com t = x; e u = r; — xy:

25| — |26 — 257 > qdg(x5 — 28) 78

Para o ultimo termo de A’, usamos t = x, + x, e u = &, — x}, para obter

|xa + xb‘q - ‘-Ta - xb‘q > QQ¢q(xa - l'b)mb

Com isso obtemos a seguinte cota:

/
— > Z bg(xe — ;) + Z Og(xj —xp) + 2dupp(zq — ).
o ek bjeE
i#b j#a

A
gz > Z ¢Q(xb - xj) + Z ¢q(xz - xa) + 2dab¢(xb - Ia)
¢ bjeE

aie
j#a i#b

Como ¢,(—t) = —¢,(t), concluimos que

Uma cota analoga para A”/qz, é prontamente obtida invertendo os papeis de a e b:

A/ A
— + > 0,
qTy  4Tq

logo pelo menos uma das diferencas A’ e A” é positiva. Mas isso contradiz a maxi-
malidade de x.

]
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Como a fun¢do f(t) = |z| ndo ¢ estritamente convexa, o raciocinio usado

no Lema 4.10 nao funciona para ¢ = 1. Falaremos mais deste caso mais adiante.

Lema 4.11. Seja G um grafo, ¢ > 1 e x € RVl tal que ||2]|; = 1 = 24 + |73], com
x> 0>z ed, > dy. Entao d, = Ri(e,) > Ri(x), com igualdade se e somente se
dy, = dp = dgp.

Demonstragao. Note que z + |x,|7 < 1, pois |z,| + |25| = 1. Entao

Ri(z) = doxl + dy|zy|? 4 dap(1 — 2 — |13|7)

< da(xg +zp|?) + dap(1 — 2 — [2]7) < do = R(ll<€a)-

A primeira e segunda desigualdades tornam-se igualdades se e somente se d, = d, e

dy, = dgp, respectivamente. O

Demonstracao do Teorema 4.9. O Lema 4.10 implica que o vetor x € R™ que atinge
w1l (Q) satisfaz max{|P,|,|N:|} = 1. Se P, = 0 ou N, = (), estamos prontos, senio
|Pw‘ = |NJ:| =1

Se Ag > 2, aplicamos o Lema 4.11. Se Ag = 1, os vetores que satisfa-
zem o Lema 4.10 sdo da forma te; — (1 —t)e; para i,j € V, sendo que o maximo s6

é atingido se ij € E ou t € {0, 1}. O

O enunciado do Teorema 4.9, entretanto, nao vale em geral para ¢ = 1.
Apresentamos na Figura 4.2 dois contraexemplos em que Ag > 2 mas o vetor que
atinge o méximo nao é da forma +e; . Note que em ambos os exemplos ha mais de

um vértice de grau maximo.

Lema 4.12. Seja x um I1-autovetor de Li. Para cada i €V, se x; # 0, entdo i tem

grau mdaximo.
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1 1o

Figura 4.2: Contraexemplos ao enunciado do Teorema 4.9 no caso ¢ = 1.

Demonstragao. Suponha que x; > 0. Usando A = Ag e Sign (z;) = 1 na autoequa-

¢ao (3.2) (Lyz); — ASign (z;) > 0, obtemos

Entao ¢ tem grau maximo, pois caso contrario nao seria possivel que a soma atingisse

Ag. O argumento para o caso z; < 0 é anadlogo. O]

Corolario 4.13. O Teorema 4.9 vale também para q = 1 se G twer apenas um

vértice de grau mdzximo.

4.3.2 O caso p=o0

Assim, como para p = 1, para p = oo, podemos caracterizar completa-

mente os p-autovalores L, se ¢ > 1.

Teorema 4.14. Sejam q > 1 e um grafo G = (V, E). Os co-autovalores associados
a pi (G) sao da forma 1p — 1y, onde P CV, N =V \ P e (P,N) determinam um

corte mdzimo em G.
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Demonstracao. Seja z tal que |||l = 1. Suponha que haja a € V com |z,| < 1.

Sejam z/, x” € R" tais que

1 se i = a; -1 set=uaq;
r; caso contrario. T caso contrario.

Considere as diferencas A’ = RI (2') — RI (x) e A" = R (2") — R% (z). Entao
A= (1=l = |za — i),
aicE
De maneira andloga ao que fizemos na prova do Lema 4.10, usamos a relacdo f(t) —
f(u) > f'(u)(t —u) com f(t) = [t|? (logo f'(u) = qp(u)), t =1—z; e u =z, — 74
para obter

11— 2|9 — |zg — 2|7 > qp(xg — x) (1 — )

e logo
N> q(l =) Y ¢(wa — 1),
ateE
Analogamente,

A" > q(1+ z,) Z d(x; — ).

aieE
Concluimos que
A/ A//
+ > 0.
l—2, 142z,
Portanto, A’ > 0 ou A” > 0, contrariando a maximalidade de x. ]

O enunciado do Teorema 4.14 nao vale para ¢ = 1. Apresentamos na
Figura 4.3 um contraexemplo. Note que o corte méximo é 5, logo u’ (G) = 10 pelo

Teorema 4.5.

4.4 Resultados para grafos bipartidos

Como um corte maximo em K, é dado por duas classes equilibra-

das quaisquer, temos como consequéncia imediata do Teorema 4.5 que p? (G) <



31

Figura 4.3: Contraexemplo do enunciado do Teorema 4.14 no caso q¢ = 1.

12, (K,) = n*—(nmod 2), com igualdade se e somente se G possui K ;2] [n/2] COMO

subgrafo. Nessa secao, provamos uma generalizacao desse resultado para p > 2:
Teorema 4.15. Seja G = (V, E) um grafo com n = |V|. Para p > 2,

pn(G) < n?72e,

Se n € par, vale a igualdade se somente se G contém K, 2 /2 como subgrafo.

Note que condicao de igualdade nesse resultado nao generaliza o caso
p = 2, apesar de a cota também valer nesse caso. Para o raio espectral laplaciano

usual, tem-se o seguinte resultado [19, Proposicao 7.3.3]:

Lema 4.16. Seja G um grafo com n vértices. Entao p3(G) < n, com igualdade se

e somente se G, o complemento de G, é desconexo.

Note que G ser desconexo equivale a G conter um grafo bipartido com-
pleto como subgrafo gerador. Entretanto, diferentemente do Teorema 4.15, nao ha

necessidade de as classes de biparticao serem equilibradas.

Denotamos por G = (S, T, EY) um grafo bipartido com classes de vértices

S e T e conjunto de arestas E. Inicialmente apresentamos trés lemas auxiliares.

Lema 4.17. Seja G = (S, T, E) um grafo bipartido, e x € R™ tal que ||z|[, =1 e
Rg(x) = Mg(G). Entao, temos que P, CS e N, CT, ou que P, CT e N, C S.
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Demonstracao. Note que podemos inverter os sinais das entradas de x sem afetar sua
viabilidade. Sem perda de generalidade, invertemos os sinais das entradas negativas
em S e das entradas positivas em 7. Assim, se houverem x; > 0 > z; com 7 e j na
mesma classe, substituimos, na soma em RI(z), termos da forma ||z;| — |z;||? por

termos da forma [|z;] + [2]|%, assim aumentando R. O

Lema 4.18. Sejam G = (S, T, E) um grafo bipartido completo, p > 2, e x € R" tal
que ||z]l, = 1 e R2 = p2(G). Sei e j estio na mesma classe de biparticdo, entdo

T, = Tj.

Demonstracao. Pelo Lema 4.17, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
os vértices em S e T tém, respectivamente, valores nao-negativos e nao-positivos.
Suponha que existam i, j € S com x; # x;. Como G é bipartido completo, Rg(a:) =
S S (x4 |zk])?, com |xy| = —zp. Considere 2/ € R™ tal que z} = M,(zs) (M, é
ge;—lgsima power mean)se i € S e x, = x; se i € T. Pode-se verificar que ||2'||, = 1.

Afirmamos que R2(z') > R2(x), em contradi¢do com a maximalidade de z. Temos

que
A = R)(') - Ri(x)
= 3 ST UMy () + ) — (i + [l

keT ieS

= D ) M (s) + 2My(ws) || — 27 — 2a;]k]]
keT ieS

= D D MXxs)+ ) 2My(xs)|wk| — > af -2 in|xk|]
keT LieS €S €S €S

= D |ISIM2(xs) + 28| My () || — > af — 2| Zmi] .
keT L €S €S

Fixando k e usando a Power Mean Inequality (Teorema C.2), obtemos a desigualdade

|S|My (s) + 218|Mp(zs)lze] > [SIM3(xs) + 2]S|Mi(xs)|aw|

= Zx? + 2|xg| in,

€S €S
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que implica que A > 0. O

Esse resultado nos permite obter uma formula para grafos bipartidos completos.

Lema 4.19. Seja G = (S, T, E) um grafo bipartido completo. Para p > 2,

1p(G) = |S|IT|(a +b)*,

AT LN
onde a = (|S| + |7 <%) > , b= (m) a. Em particular,

Demonstracao. Pelo Lema 4.18, podemos assumir que z; = asei € S e x; = —b
se i € T, para certos a,b > 0. Temos que p2(G) = X = |S||T|(a + b)* e aplicando
a (p,2)-autoequacdo a um vértice qualquer de cada classe obtemos |T'|(a + b) =

AaP~1)|S|(a+b) = AbP~1. Resolvendo para a e b, obtém-se os valores enunciados. [

Finalmente podemos provar o Teorema 4.15. Para conveniéncia, repe-

tiremos o enunciado. Seja G = (V, E) um grafo com n = |V|. Para p > 2,

pa(G) <72,

Se n é par, vale a igualdade se somente se G contém K,/ ,,/2 como subgrafo.

Demonstragio do Teorema 4.15. Como p3(K,) = n, a cota p2(G) < n*7%/? ¢ uma
consequéncia direta do Lema C.5. Para a condicao “se”, pela Proposicao 4.19, pode-
se verificar que pi2(Kn ) = n*72/7. Além disso, se Kz » C G, obviamente 12(G) =

n272/p'

Para a condi¢do “somente se”, seja G = (V, F) um grafo e x € R" tal
que RY(z) = p2(G) = n*"?/?. Pelo Lema C.5, isso implica que p3(G) = n. Também
pelo Lema C.5, como p > 2, devemos ter |z;| = |z;| para i,j € V. Observe que

V = P, UN,. Como (z; — z;)*> = 0 se i e j estdo na mesma classe (P, ou N,),
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temos que p2(G) = > > (x; — ;). Isso implica que ij € E para todo i € P, e
i€P; jEN,

j € Ng, caso contrério o valor de R{(x) calculado para o grafo G’ obtido pela adi¢ao

da aresta ij a G seria maior que o valor de R%(z) calculado em G, que & n?=2/7,

contradizendo o Lema C.5.

Resta mostrar que esse corte é equilibrado. A férmula do Lema 4.19
assegura que |z;| = |z;| para todos os vértices i,j se e somente se |P,| = |N,|, e

portanto |P,| = |N,| = n/2. O

Observe que o “somente se” nao vale para p = 2, pelo Lema 4.16.
Ainda que conjecturemos que a condicao de igualdade também valha para n impar
(obviamente com uma cota diferente, dada pelo Lema 4.19), o raciocinio usado na
prova nao funciona nesse caso, porque o grafo bipartido completo equilibrado nao

atinge a cota do Lema C.5.

4.5 O limite ¢ — o0

Proposicao 4.20. Para qualquer grafo G com pelo menos uma aresta,

Ag, sep=1
lim pl(G) =

q—00
oo, sep>1.

Demonstracao. Para o caso p = 1, a prova é idéntica & do Teorema 4.4, considerando
o limite ¢ — oo. Para p > 1, utilizando a formula para Ky (Exemplo 4.2),

lim p4(C) > Iim pd(Ky) = lim 2909 = oo

q—00 q—00

]

Lembramos que R pode ser visto como uma razao entre normas, ele-

vada a ¢-ésima poténcia. Se desconsiderarmos a poténcia e tomarmos o limite
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q — o0, obtemos a seguinte quantidade:

- ||B$||oo
)
,LLp (G) géa)é H Hp HiIllli%lei?gX|l'z .I'J‘ ( 3)

Nao ¢ dificil concluir que fi>°(G) = 21=1/p) para qualquer grafo G com pelo menos
uma aresta, o que nao é um resultado muito animador. Entretanto, esse tipo de

andlise sera 1til e trara alguns resultados mais interessantes nos proximos capitulos.



36

5 CONECTIVIDADE (p,q)-ALGEBRICA

Vimos na Secao 2.3 algumas propriedades do segundo menor autovalor
de L, chamado de conectividade algébrica de G e denotada por a(G). Trataremos
aqui do segundo menor p-autovalor de L,, que chamaremos de conectividade (p, q)-

algébrica, af(G).

5.1 Introducao

Inspirados na conectividade algébrica de G conectividade algébrica, a(G),

da qual falamos na Se¢ao 2.3, apresentamos a definicao a seguir.

Definigao 5.1. Para p € [1,00], a conectividade (p, q)-algébrica de G, al(G), € o

sequndo menor p-autovalor de L,.

Nesta secao mostraremos algumas propriedades basicas deste parame-
tro, bem como diferentes formulagoes para sua obtencao. A partir disso, nas se¢oes
seguintes, obtemos resultados estruturais sobre as solugoes 6timas das formulacoes
para diversas combinagoes de p e ¢, sendo que, em varios casos, mostramos que a}
pode ser interpretado em termos de parametros classicos de Teoria de Grafos, em
particular a constante de Cheeger. Também sao fornecidas cotas e resultados exatos

para algumas classes de grafos.

Na Se¢ao 5.2, mostramos que a?_(G) pode ser interpretado em termos do
numero de florestas geradoras de G, e também em termos de resisténcia equivalente
de um circuito elétrico (ver Teorema 5.12). A seguir, na Secdo 5.3, exploramos
a estrutura dos l-autovetores associados a a?(G). Ja na Se¢do 5.4 mostramos a
equivaléncia entre ai(G) e a constante de Cheeger hg. Na Se¢do 5.5, exploramos o

limite de af(G) quando ¢ — oo. Por fim, na Se¢ao 5.6, mudamos o ponto de vista

e olhamos para ag(G) quando G esta fixo e p é tomado como variavel.
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A obtencdo de af(G) pode ser formulada de virias maneiras. Usando a

condigao do Lema 3.6, temos a formulagao

al(G) = min x; — x4 5.1
KO = g, Sl 5.)
z||p=

Algumas propriedades basicas de af sao dadas a seguir.
Proposicao 5.2. Seja G um grafo.

(a) al(G) estd bem definido.

(b) G € conexo se e somente al(G) € positivo.

(¢) Para qualquer m € R™,

al(G) = min x; — il 5.2
2(G) . Z | j (5.2)
lz—m1|,=1 “EE

Demonstragao. Os itens (a), (b) e (c¢) sao consequéncia, respectivamente, da Pro-

posicao 3.7, do Teorema 3.5 e do item (b) da Proposi¢ao 3.2. O

Partindo da formulagao da Equagao (5.2), também podemos expressar
al(G) em termos dos conceitos de p-média e p-desvio padrao (m,(z) e o,(z)), que
generalizam os conceitos usuais de média e desvio padrao (ver Apéndice, Segao C.3
para mais detalhes). Fixemos m € R. De fato, a condicdo ) . ¢,(z; —m) =0 é
equivalente a m = m,(z) pela Proposicao C.10 e, nesse caso, ||z —ml||, = o,(x).

Assim obtemos

al(G) = min Z |z — x| (5.3)
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52 QOcasoqg=2,p=00

A p-média e o p-desvio padrao, quando p = 0o, correspondem, respec-
tivamente, & média e & meia diferenca entre seus extremos (Proposicao C.12):

max; r; + min; x; max; r; — min; x;

oo = d oo =
Moo () 5 and o4 (7) 5
Reescrevemos a equacao (5.3) como
al (G) = IT(ll;l "Ly, (5.4)
aZZ(x):l
e em particular para ¢ = 2
az (G) = Ir(u)n o' L, (5.5)
O'ZZ(:B);T

para um m € R qualquer, de modo que é suficiente, em varias proposicoes que
seguem, prové-las apenas para um valor de m convenientemente fixado (escolhas
tipicas sdo m = 0 e m = 1). Note que um vetor viavel em (5.4) deve ter neces-
sariamente duas entradas wu,v tais que x, = max; x;, T, = min, T;, € T, — T, = 2
(por exemplo, z, =1 = —x,se m =0,oux, =2ex,=0s m=1). A seguir

argumentaremos que, se fixarmos tais entradas, podemos relaxar as restri¢oes.

Proposicao 5.3. Para ¢ > 1 em € R,

q _ . . T
al (G) = in . min & L. (5.6)
i#] Tj=m—1

Demonstragao. Fixe m =0 em (5.4). Sejam A = {x € R" : m(z) = 0,0,(x) = 1}

eB={recR":3i,j€V,z=1= —x;}. Obviamente A C B, logo mingqu <
e

miglequ. Seja v € B (note que o,,(v) > 1) e considere u = % Observe
Te o
que u € Ae
T
v' L
u' Lyu = 5 - <vTLyw
0% (v)

Portanto migl o' Ly < mig ' Lz, e logo vale a igualdade. O
[AS xe
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Observe que as solugoes de (5.6) sdo as mesmas de (5.1) se m = 0.

Corolario 5.4. a? (G) pode ser obtido em tempo polinomial.

Demonstra¢ao. Para ¢ = 2, podemos olhar para a Equagao (5.6) como o minimo de
um conjunto de (Z) problemas quadraticos convexos com restricoes lineares, sendo
que cada um pode ser resolvido em tempo polinomial (|52, Teorema 4.1]). No
Teorema 5.12 mostra-se também como obter a2 (G) resolvendo (}) sistemas lineares.

]

As proposicoes seguintes mostram algumas propriedades da solugao.

Proposicao 5.5. Seja G um grafo conexo e x € R™ uma solu¢do dtima de (5.6).
Entao x possui exatamente uma entrada x, tal que v, = m + 1, e exatamente uma

entrada x;, tal que x, = m — 1.

Demonstracao. Fixe m =0 em (5.4). Necessariamente x, = 1 = —x;, para algum a
e b. Pelo Lema 5.3, 0(z) = 1, logo —1 < z; < 1 para cada ¢ € V. Suponha que
x. = 1 para algum c # a. Note que é possivel escolher a e ¢ com a propriedade de
que ¢ tem um vizinho i tal que x; < 1. Para ¢ € (0,1) seja 2/ = = — ee.. Pode-se

verificar que

€
'Ly — 2" La’ = 2¢ Z [(1 —xp) — ﬂ :
kikce E

Observe que 1 — x;, > 0 para cada vizinho k£ de ¢ e em especial 1 — x; > 0, e
como € pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que 2’7 L2’ < z¥ La,

contrariando a minimalidade of . O]

Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definic¢ao 5.6. Seja G um grafo conexo e x uma solugdo dtima de (5.6). Os vértices

lideres de G (em x) sao os vértices (unicos) 1,j tais que x; =m+1 e x; =m — 1.
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Nos referiremos ao minimo mais interno da Equagio (5.6),

s(i,7) = _rlliril "Lz, (5.7)
x;;%—l

como o subproblema que supoe i e j como vértices lideres. Observamos que uma
solugdo para s(i,7) pode nao satisfazer a Proposi¢ao 5.5 se nao for uma solucdo
global. Por exemplo, considere o grafo Py = abede (Figura 5.1) e fixe m = 0.
Se escolhermos x, = 1 = —x4, entao para fim de minizacao obviamente devemos
tomar x. = —1, de modo que a aresta de nao contribua para a soma, e obtemos
s(b,d) = 4/3. Entretanto, a solucdo global ¢ z = (1,3,0,—3,—1), ¢ a2 (Py) = 1

(ver o Exemplo 5.9 a seguir para uma explicagao precisa desse resultado).

a b c d €
1 1/3 -1/3 -1 -1
® @ L @ L
a b c d €
1 1/2 0 -1/2 -1
® @ L @ L

Figura 5.1: Solugdo de subproblema, mas nao global (acima) e solugdo global

(abaixo) de (5.13) para Pj.

Proposicao 5.7. Seja G um grafo conexo e x uma solugcdo dtima de (5.6). Se i

nao € um vértice lider, entao

1

v jujeE

Em outras palavras, o valor de um vértice nao-lider ¢ a média do valor

de seus vizinhos.

Demonstracao. Fixe m = 0. Seja £ um ponto que satisfaz as condicoes KKT do
problema rrllin 2T Lx. Entdo 2L& + Mgeq + Mpep = 0 para multiplicadores de
Tq=1=—Tp

Lagrange A,, Ay, € em particular 0 = (L2); = djz; — > x; para i ¢ {a, b}. O
jujerE
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Se G possui pontos de articulacao, podemos exclui-los de nossa busca

pelos vértices lideres.

Proposicao 5.8. Um vértice lider nao é um ponto de articulacao.

Demonstracao. Seja G um grafo com um ponto de articulacao v, e G1,Gy duas
componentes obtidas removendo-se v. Fixando m = 0 em (5.4) e tomando algum
u € Gg, sem perda de generalidade, suponha que a solugao 6tima é a solugao do
subproblema s(v,u), ou seja, z, = 1 = —x,, . Lembramos que 7L = Y (z;—1;)?,
ou seja, a cada aresta ij associamos um termo nao-negativo (z; — a:lj)EQE Fazendo
x, = 1 para cada k € (G1, tornamos nulos os termos relativos a arestas dentro de G

e entre (G e v, e esta estratégia é 6tima para fins de minimizacao. Mas essa solucao

contradiz a unicidade dos vértices lideres (Proposi¢ao 5.5). ]

Exemplo 5.9. Caminhos e arvores.

O célculo de a? (G) e de um oc-autovetor associado em caminhos e
arvores é simples, mas fornece uma visualizacao da solucao do problema antes de
partirmos para a solu¢ao para grafos em geral. Seja Py =12 --- {4+ 1 um caminho
com ¢ arestas. Pela Proposicao 5.8, os vértices lideres devem ser 1 e ¢ + 1, ja
que qualquer outro vértice é um ponto de articulacao. Pela Proposicao 5.7, para
k=2,...,0,vemos que Ty —Ty_1 = Tgt1 — Tk, OU S€ja, T1, ..., Tpy1 € UMA Progressao

aritmética de razao 2/¢. Logo

a’ (P) =1¢ (%)2 = % (5.8)

O raciocinio se estende para arvores em geral. Os vértices lideres devem ser folhas

de T, e os demais vértices tém propriedades dadas pela proposicao a seguir.

Proposicao 5.10. Seja T uma drvore, e considere o caminho P entre duas folhas

u,v de T. Entdo uma solucio x de s(u,v) satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Se i € V(P)\ {u,v}, x; € a média de de seus vizinhos em P.
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(i) Sei € V(T)\V(P), x; = xy, onde k € o vértice em P mais prézimo
de 1.

Demonstragao. Suponha que x nao satisfaz a propriedade (i) acima para algum i.
Considere o subgrafo T; induzido por i e pelos vértices fora de P para os quais i é
vértice mais proximo em P. Seja entao o vetor 2’ tal que, sendo a e b os vizinhos de
1 em P,

T, + Tp

, 5 se 1 € 1;;
€Ty =

T caso contrario.

Considere agora a diferenca A = 27 Lz — 2/ La':

A= Y (o —ay)’ — (2 — @)
kjeE(T;) —

(o — 23)* = (2, — 27)* + (2 — 2:)” — (2, — 27)?
= D (m—w)
KjEB(T,)

xi)2 N (.Ia — xb)

5 + (l’b xl)

+($a -

Pode-se verificar que a fungao f(z;) = (v, — x;)* + (2, — 2;)* tem minimo global

(za—zp)? Ta+Th
2 2

em r; = . Como z nao satisfaz (i), a segunda linha da soma é positiva,

e portanto A > 0, contradizendo a minimalidade de x.

Analogamente, se x nao satisfizer (ii), podemos fazer a mesma diferencga
entre =’ e z, e neste caso a primeira linha da soma seré positiva, e a segunda sera

nao-negativa. O

4
Corolario 5.11. Seja T uma drvore. Entio a2 (T) = Giam(T)’
iam

Demonstragao. Para cada par (u,v) de folhas de T, seja o caminho P,, entre elas.
Pela proposicao 5.10, as arestas de T fora de P nao contribuem para a funcao
objetivo, de forma que s(u,v) = a? (Py) = 4/|E(Py,)| por (5.8). O minimo global
é atingido quando |E(P,,)| ¢ maximo, ou seja, |F(P,,)| = diam(T). O
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Na Figura 5.2 vemos um exemplo de como fica a solu¢ao em uma arvore.
O namero proximo a cada vértice ¢ ¢ seu valor (z;), e o caminho destacado ¢ um

didmetro.

Figura 5.2: Uma solugdo 6tima de (5.6) para uma arvore T, com a2 (T) = 0, 8.

5.2.1 Interpretagido combinatoéria e fisica de a2

O valor de a? (G) pode ser interpretado em termos do nimero de flo-
restas geradoras de G. Para i,j € V, denotamos por Tg(i,7) o nimero de florestas
geradoras de GG com exatamente duas arvores 1;,7; com i € V(T;) e j € V(1j), e

por T o nimero de arvores geradoras de G.

Além disso, a? (G) tem relagao direta com o conceito de distdncia re-
sistiva (“resistance distance”), definida por Klein e Randi¢ [38]. Nesse contexto, G
representa uma malha elétrica em que cada aresta possui um resistor de 1 ohm. A
distancia resistiva €);; entre os vértices ¢ e j é definida como a resisténcia equiva-
lente do circuito ao se aplicar uma diferencga de potencial entre os pontos i e j (por
exemplo, conectando i e j aos polos de uma bateria), como exemplificado na Figura

5.3.

Estas relagoes estao reunidas no teorema a seguir.
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I I
1
QLQ - O, 5532
9173 - O, 5
9 4 4 91’5 - O, 875
92’4 - 0, 6667
5

Figura 5.3: Exemplo de distancia resistiva: (o4 é a resisténcia equivalente quando

os polos de uma bateria sao conectados nos pontos 2 e 4.

Teorema 5.12. Seja G um grafo conexo. Entao

4 4
a’ (G) = 77:G( ) = O
max 1 maxai;,;
ijey G\ et

A prova da primeira e da segunda igualdades sao dadas, respectiva-
mente, pelo Lema 5.15 e pelo Corolario 5.18. Além das notagoes acima para florestas
geradores e distancia resistiva, ¢ sugerido ao leitor revisar a notagao para matrizes
contida no final da introducdo. Dessa forma, o Teorema Matriz-Arvore, do qual ja

falamos na Secao 2.3, pode ser reescrito como segue.

Teorema 5.13 (Matriz-Arvore). Seja G = (V, E) um grafo com matriz laplaciana

L. Entao det L; = T para qualquer i € V.

Esse resultado foi generalizado por Chaiken [14], e trata de grafos que
podem ser dirigidos e com pesos, e os conjuntos de linhas e colunas a serem remo-
vidas podem ser diferentes. Enunciaremos aqui o caso especial adequado as nossas

necessidades.
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Teorema 5.14 (Teorema Matriz Arvore para todos os menores, caso U = W e pesos

unitarios). Seja G = (V, E) um grafo com matriz laplaciana L e U C V. Entao
det L = | F],
onde F € conjunto de florestas F' com as sequintes propriedades:
(i) F' contém exatamente |U| drvores;

(it) Cada drvore em F' contém exatamente um vértice em U.

Entao, para o = {i,j} C V,

det Ls = Ta (i, §). (5.9)
: . 4T
Lema 5.15. Seja G um grafo conexo. Entao o> (G) = —————.
max (i, j)
i,jEV
Demonstragao. Fixe m =1 em (5.6):
a? (G) = min minz’ La. (5.10)
WY D
#j o =

Como z; = 0, entdo 27 Lz = :chLgxi. Podemos entao reescrever o minimo mais

interno como mi% &l L;x7, cuja condigao de otimalidade de Lagrange é 2L;z; = Aej,
Ti=

e multiplicando pela esquerda por zl obtemos A = z'Lz. Como G é conexo,

det L; = T > 0 pelo Teorema 5.13, logo L; é invertivel e 2x; = Ay, onde y = L{lej.
Aplicando a Regra de Cramer a equacdo L;y = e; e a Equacdo (5.9), obtemos

_detLs _ Tal(i,g)

— (7. — .
y] ( 7 )JJ det Li 7~G
4 47
Como 2z; = 4 = \y;, temos que 7Ly = A = — = S Como o
yi  Tali,j)
numerador ¢ fixo para G dado, o minimo ¢é obtido maximizando-se o denominador.
O

Exemplo 5.16. Ciclo C,,.
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Seja C,, um ciclo com n vértices rotulados de 0 até n — 1. Para obter
uma arvore geradora de C,,, basta retirar uma aresta; como ha n formas de fazer
isso, temos que T¢, = n. Dados i,57 € V, para obter uma floresta geradora com
exatamente 2 componentes, uma contendo ¢ e a outra j, e devemos retirar duas
arestas de C),. Fixando j = 0, para cada i temos ¢ escolhas de aresta, em um
sentido, e n — i escolhas no outro. Portanto, T¢, (i,7) = i(n — ¢), com maximo em
i = |5]. Conclui-se que

16

n — (n mod 2)+°

Resta mostrar a conexao de a? (G) com as distancias resistivas em G.

O seguinte resultado foi provado por Bapat et. al. [3]:

det Lj

Teorema 5.17. Seja o = {i,j} C V. Entao Q;; = Tl
€t Ly

Entao como consequéncia imediata do Lema 5.15 temos:

4
Corolario 5.18. Seja G um grafo conezo. Entao o (G) = ————.
max QZ]
i,JEV
5.2.2 Cotas para a* (G)
Fixe m = 0 em (5.6), com x; = —x; = 1 para certos 7, j. A condigao de

otimalidade do subproblema min 2Lz pode ser escrita como

ri=l=—x;

di _dz’j —’UiT 1 A dl + dij - UZ-TiL'a
Lx = dij dj —U,f —1 = - = —dj — dz’j — UJTZL’E
-v; —v; Lg Ta 0 —v; +vj + Laxg

onde o = {i,j} e vy = Lgy para k € a. Segue que Larz + (v; —v;) = 0. Se G é

conexo, Lg ¢ invertivel pelo Teorema 5.13 (Matriz-Arvore) e

Tq = Ly (v; — vy). (5.11)
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A solugao 6tima também deve satisfazer a condicao
di — v 1z = d;j —v] 25 (= N). (5.12)
Substituindo (5.11) na fungao objetivo, obtemos
o' Ly = 2l Log = d; + d; + 2di; — (vi — v;)" L (vi — vy),

concluindo que

ago(G) = Hlér‘} {dl + dj + 2d” — (’Ui — Uj)TLgl(Ui — Uj)} . (513)
,]
1#]

Proposicao 5.19. d% (K,) = 2n.

Demonstracao. Para qualquer par 4,7, temos que v; —v; =0, d; =d; =n—1e
d;j = 1, logo por (5.11) x = e;—e; & uma solugao e a2 (K,,) = 2n por (5.13), também

satisfazendo a condicao (5.12). O

Proposigao 5.20. Se |V| =n e G # K, entio a>,(G) < 2n — 4.

Demonstracao. Seja K,, —ij o grafo obtido removendo-se de K, a aresta ij. Entao
vi—v;=0,d; =d; =n—2ed; =0, logo por (5.11) x = e; — e; ¢ um vetor viavel e

a’ (K, —ij) < 2n—4 por (5.13). Qualquer outro grafo G nao completo é um subgrafo

o0

gerador de K,, —ij para certa aresta ij, de forma que a? (G) < a® (K, —ij). O

No caso de arvores, ja verificamos que os vértices lideres nao sao vizi-
nhos, e 0 mesmo se observou nos experimentos computacionais, com a 6ébvia excecao

dos grafos completos. Isso nos leva a enunciar a conjectura a seguir.

Conjectura 5.21. Os vértices lideres de G nao sao vizinhos, exceto se G for com-

pleto.

Proposicao 5.22.

a (G) < min{d; + d;} + 2.
iJ;.V
i#]
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Demonstragao. Em (5.13), para uma solu¢do 6tima v, temos que d;; € {0,1}, e Lg
é positiva semidefinida pelo Teorema do Entrelagamento [11, Corolario 2.5.2|, e o

mesmo vale para sua inversa, o que implica que (v; — v;)TL3*(v; — v;) > 0. m

Note que essa cota ¢ atingida por K,,. Se valer a Conjectura 5.21, entao
a cota na Proposicao 5.22 pode ser melhorada para grafos nao-completos removendo-

se o termo “+27, ja que d;; = 0 em (5.13) nesse caso.

53 QOecasoqg=2,p=1

Ja falamos nas Segoes 2.3 e 2.4 da relagao entre a(G) = a3(G) e a

constante de Cheeger hg:

. cut(9)
he = min =g
EES

e também que ai(G) = hg. Para ¢ > 1, obtemos uma cota superior para af(G) que
se relaciona com um particionamento de G que é pelo menos mais estrito em termos

do equilibrio do tamanho das classes.

Proposicao 5.23. Seja G = (V, E) um grafo. Entao

. . cut(S)
ai(G) < gncl‘l’/l S
[SI<%

Demonstra¢ao. Podemos reescrever a equacao (5.1) como

e
al(G) = _ min ZM
B

Sion20 L= |zlp

Para cada S C V com |S| < 7, considere z € R™ tal que z; = 1sei € Sex; =0

se i € S. Verifica-se facilmente que Ri(z) = CT;(‘QS) Resta mostrar que este vetor
satisfaz a condicao ), ¢p(x;) 2 0. De fato,
> ol =181+ (VI = [SD[-1,1] = [=[V] + 2], [V]].

O limite inferior deste intervalo ¢ nao-positivo porque |S| < 2. ]
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Para p = 1, podemos entdo reescrever a equagao (5.2) como

2 : T
G) = L 5.14
a3 (G) - gmin oL (5.14)
5 lail=1

e a equagao (3.2) pode entdo ser escrita como Lz = ASign (z); mais explicitamente,

A, x; >0,
(Lx)i=q -\ 2;,<0, (5.15)
=\, A, z=0.

\

Lema 5.24. Seja v € R™. Entdo a condi¢iao ), Sign(x;) 2 0 € equivalente a
| Zs| < | Pa] = [ Nal|-

Demonstra¢ao. Primeiramente verificamos que
D _Sign(z:) = [Pe| = [Ne| +[Z][-1,1]
= [P = INo| = | Za|, | Pe| = INa| + | Zs]
Entdo ), Sign (z;) 2 0 se e somente se
| Po| = [No| = [Z:] < 0 < |Pe] = [No| + [ 2]
—|Ze <IN = |Pe| <2,
o que equivale a |Z,| < ||Py| — | N.||. O

Lema 5.25. Seja G um grafo conexo. Entdo existe um 1-autovetor x de a3(G) com

no mdzimo uma entrada nula e ||P,| — | N.|| < 1.

Demonstra¢ao. Suponha que |Z,| > 2 e |N,| > |P,|. Sejam v € N, e z € Z,, e
e € (0, mjivn |z;]). Defina 2’ = x + €(e, + e.). Mostremos que ele é viavel para (5.14).
1€ENy

Izl = latl = Y il + o, + el + o
7

= Z |%|+|%|—€+€=Z|xi!=||:r||1
%
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Pelo Lema 5.24, |N,| — |P,| < |Z,|. Pela defini¢io de 2/, temos que |N,/| = |N,|,
|Py| = |Py|+1e|Zy| = |Zs|—1,1l0go [Ny | —| Py | < |Z,| e portanto Y . Sign (z}) 3 0.
Pelo Teorema C.6 (Taylor) com a = €(e, +e,), f =2 Lx, V,f =2Lx e H,f = 2L,

oLy’ — 27 Ly = 2¢e(e, +e.) Lz + O(€?).
Utilizando a condigao (5.15), verifica-se que
(ew+e.) La = (L), + (L), = A+ [-)\, )\ <0,

logo /T La’ < 2T Lxz. A desigualdade estrita contradiz a minimalidade de z, e com
igualdade 2’ é também um l-autovetor de a?(G) com uma entrada nula a menos.
Podemos repetir este processo até obtermos um l-autovetor de a? com uma entrada

nula. Nesse ponto, a propriedade ||P,| — | V.|| < 1 vale pelo Lema 5.24. O

Corolario 5.26. Seja G um grafo com n de vértices. Entao existe um 1-autovetor
x de a?(G) com exatamente uma entrada nula e |P,| = |N,| = |n/2], se n é impar,

e sem entradas nulas e |P,| = |N,| =n/2, se n é par.

Demonstragdo. Seja x um l-autovetor de a?(G) com |Z,| < 1 (que existe pelo Lema
5.25) e |Py| > |Ng|. A restricdo ). Sign (x;) 3 0 implica que |Z,| > |P,| — |N,|, de
forma que |P,| < |N,|+1. Logo, para n impar, devemos ter pelo menos uma entrada
nula, e estamos prontos. Se n é par e |Z,| = 1, observe que |P,| =n/2 =|N,|+1, ¢
considere 2/ = z—¢€l, onde € = %{2}2 z;. Pela Proposi¢ao 3.2, R?(z') = Ri(z). Além
disso, 2’ nao tem entradas nulas, ou seja, |Py| = |Ny| = n/2, logo Y. Sign (z}) = 0.
Resta mostrar que a norma nao se altera. De fato,

la'ly = le—el = (el =)+ > (x| + &)+ _e_= |l

7 1€ P, IENy Ly

]

Corolario 5.27. Seja G um grafo com n de vértices. Entao existe um 1-autovetor

de a3(G) com no mdzimo uma entrada nula.
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Demonstracao. Se n é impar, estamos prontos, pelo Corolario 5.26. Se n é par,
tomemos um l-autovetor x de a? e |Z,| = 0 (que existe pelo Corolario 5.26) e defina

@' =x — €1, onde e = minz;. Logo Ri(z') = Ri(x), Y, Sign (z}) = [|Z],00 20 ¢

i€Py
2 =) lz—el =) (zl =€)+ Y (2] + ) = |l
i i€Py i€N,
logo 2’ é um 1l-autovetor com |Z,/| > 1. O

Vamos agora mostrar uma propriedade que nos permitird calcular a?

para grafos completos.

Lema 5.28. Seja G = (V, E) um grafo e x um 1-autovetor de a?(G). Sei,j € V tém
a mesma vizinhanga, com excegao da vizinhanca entre eles, e sign (x;) = sign (z;),

entao r; = ;.

Demonstracao. O resultado vale trivialmente para entradas nulas. Suponhamos,

para obter uma contradicao, que x; > x; > 0. Defina 2z’ tal que

Ti+x; <
e k e {i j)
Tk, caso contrario.

Como 7,7 € V tém a mesma vizinhanca, com excecao da vizinhanca entre eles,

pode-se verificar que

el Le —2TLa = Z (27 — ) = (2] — 2)” + (25 — 2p)® — (2 — 21)?]

contradizendo a minimalidade de zx. O

Proposicao 5.29.
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Demonstragdo. Seja x um l-autovetor de a?(K,). Pelos Lemas 5.25 e 5.28, para
n par, x pode ser tomado com n/2 entradas positivas com valor a e n/2 entradas
negativas com valor —b, para certos a,b > 0. Da restricao da norma obtemos
sa+5b=1,logoa+b= % e

'Ly = <g>2 (a+b)?=1,

j4 que a soma em R? pode ser tomada apenas sobre as arestas entre P, and N,.

Para o caso impar, como temos um vértice ¢ com x; = 0, procede-se de
maneira similar usando n’ = n — 1 em vez de n. Por simetria, a = b = % Agora
devemos levar em conta também as arestas entre ¢ e P, e entre ¢ e IV, logo

!/

N
1
Tre— (" 2 22y g .
v Le= {3 (a+b)+2(a +b%) = +n’

5.3.1 Complexidade computacional

Nosso objetivo a seguir ¢ obter a}(G) por um algoritmo de “for¢a bruta”.
Seja s € {—1,0,1}" um vetor contendo uma “configuragio de sinais” desejada para
x, ou seja, assumimos que s; = sign(x;), e podemos restringir aos vetores com
pelo menos uma entrada nula z, pelo Corolario 5.25. Descartemos, pois, as linhas
e colunas de L e as entradas de = e s relativas as entradas nulas de z; ou seja,
denotando (-) = (-)z, a autoequagdo se torna L# = A3. A restricio doilri =1
¢ equivalente a 775 = 1, logo multiplicando a autoequacdo pela esquerda por 77,

obtemos que A = 7Lz = 7 Lx. Se G & conexo, L é invertivel e temos a solucao

i=\L715. (5.16)

T

Multiplicando pela esquerda por 57 e isolando A\ = z” Lz, obtemos

e Lo = (5TL715)7,
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Pode ocorrer, no entanto, que os sinais da solugdo x obtida em (5.16) nao sejam
os mesmos de s ou que a condigdo Lxr = ASign (z) ndo seja satisfeita, portanto
devemos checar se um vetor candidato satisfaz estes requisitos. Assim, escrevemos

um algoritmo rudimentar de for¢a bruta (Algoritmo 5.1).

Algoritmo 5.1: Algoritmo de forga bruta para a?(G).

Input: grafo G com n vértices e matriz laplaciana L
Output: 1l-autovalor a, 1-autovetor x*
a = 00
for s €{-1,0,1}" com Z, = {2} e |Ps| = | 5] do
/* Iteragdo de Verificacéo */
L= Lz 5=s3;
A= ("L xs= A5
for i €V do

if (Lzx); € ASign (z;) e sign (z;) = s; then
| 2 é um candidato valido

/* Fim da Iteragdo de Verificag3o */
if x é um candidato valido e A < a then

La:)\; r*=ux;

O problema de minimizagao (5.14),

a2(G)=_ min 2" Lz,
>, Sign(z;)30
Zi |s|=1

pode ser formulado como um problema de decisao, como segue:

CONECTIVIDADE (1,2)—ALGEBRICA
INSTANCIA: Grafo G (com matriz laplaciana L e n vértices), cota k € Q.
QUESTAO: a?(G) < k?

Para falar da complexidade deste problema, seguiremos a defini¢ao de

Sipser [47, Definition 7.15, 7.16]:
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Definicao 5.30. Um verificador para uma linqguagem A é um algoritmo V' tal que
A = {w : V aceita (w,c) para alguma string c}. A classe de complexidade N'P é
a classe das linguagens que tém verificadores que rodam em tempo polinomial no

tamanho de w.

A string ¢ é dita um certificado de que w é um membro de A.

Proposicdo 5.31. O problema CONECTIVIDADE (1,2)-ALGEBRICA per-

tence a classe de complezidade NP.

Demonstracao. A Tteragao de Verificacao do Algoritmo 5.1 é um verificador para
a linguagem {G : a?(G) < k} usando o vetor de sinais s como certificado, e as
operagoes efetuadas (como multiplicagao e inversao de matrizes) sao feitas em tempo

polinomial em termos de n. O

A Proposicao 5.23, junto com experimentos computationais, evidenciam
que o l-autovetor associado a a?(G) produz uma partigao “Cheeger-like”, mas mais
equilibrada em termos do tamanho das classes (de fato, tdo equilibrada quanto
possivel, pelo Corolario 5.26). Em [51, Teorema 2| encontramos um resultado que
evidencia que cortes mais equilibrados sdo mais dificeis (ou pelo menos tao dificeis
quanto) de se obter. Como citamos na Se¢do 2.3, obter o corte de Cheeger em
multigrafos é um problema N P-completo, e acredita-se que o mesmo valha para

grafos simples. Isso motiva a seguinte conjectura:

Conjectura 5.32. O problema de encontrar a3(G) é N'P-completo.

54 Qcasop=qg=1

Como ja citado na Secao 2.4, o caso em que p = ¢ ja havia sido tratado

anteriormente, mostrando relacao com a constante de Cheeger hg. Recordamos o
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Teorema 2.4: para p > 1,

2 \" (he\? .
- - < p < pP—
(Ac) ( p ) = %(G) =2 he,

logo lim ab(G) = he.

p—1t
Trataremos agora o caso p = ¢ = 1 diretamente, e nao mais como um
limite. Lembramos que o 1-laplaciano L, satisfaz
(Lix); = Z Sign (x; — ;) .
VEXISED)

Proposicao 5.33. Se l € Lix entao ¢ € L11p,.

Demonstracao. Seja y = 1p,. Mostraremos que Sign (x; — x;) C Sign (y; — y;) para
cada ij € E. Se z; e z; tém o mesmo sinal ou se z;,z; < 0, entao y; = y; € {0,1},
conforme o caso. Logo Sign (y; — y;) = [—1,1] 2 Sign (x; — z;). Se x; > 0 e z; <0,
entdo y; = 1, y; = 0 e Sign (x; — z;) = 1 = Sign (y; — y;). Finalmente, se z; <0 e

x; >0, entdo y; =0, y; = 1 e Sign (z; — z;) = —1 = Sign (y; — y;)- O

Corolario 5.34. Se x ¢ um 1-autovetor de Ly associado ao 1-autovalor \, o mesmo

vale para 1p, .

Demonstragao. Por hipotese, 3¢ € Liz,u € ¢1(x) { = lu. Pela Proposi¢ao 5.33,
¢ € L11p,, logo existem ¢ € Li1p e u € ¢1(x) tais que £ = Au, ou seja, 1p, é um

l-autovetor de L associado ao 1-autovalor . O

Teorema 5.35. al(G) = hg.

Demonstracao. Se G é desconexo, estamos prontos. Suponhamos entao que G é

conexo. Pela Proposi¢ao 5.23, temos que a}(G) < hg, restando entdo provar que

Pelo Corolario 5.34, para um autopar (A\,z) com A >0ey = 1p, (A y)
também é um autopar com A = cut(P;)/|P;]. Como |N,| = 0, pelo Lema 5.24,



96

temos que |Z,| > |P,| = |P,|, logo |P,| < |V|/2, e portanto

cut(P,) . cut(S)
A ] = Sev |9 ha
|s|< b

Como ai(G) é o menor 1-autovalor positivo de Lj, entdao ai(G) > hg, o que conclui

a prova.

5.5 O limite ¢ — o0

Assim como ocorreu com pd, nao tratamos de al no caso ¢ — oo. Para
K, (Exemplo 4.2), o p-autovetor é viavel para o problema da Equacao 5.1, ou seja,
al(Ks) = pl(Ks) = 24(1=1/p) " que logo diverge quando ¢ — oo. Para Kj, para
satisfazer a condicao ), Sign (z;) 2 0, devemos ter ou dois zeros (e ai apenas uma
entrada nao nula, e ai temos o autovetor associado a uj(K3) = Ak, = 2) ou apenas
um zero e duas entradas de sinal oposto, logo x = (a, —b,0) para certos a,b > 0
tais que a + b = 1. Neste caso, Ri(z) = a? 4+ b? + (a + b)9, e concluimos que

lim af(K3) = 1.

q—00
Proposicao 5.36. Seja G um grafo conexo com pelo menos 3 vértices. Se G # K3
ou p>1, entao

lim a!(G) = 0.

q—o0 p

Demonstracao. Se GG é conexo e nao completo, existem vértices a e b que nao sao
vizinhos. Seja x € R” tal que z, = —x, = 2~ '/? e zero nas demais posicoes; observe
que |lzll, = 1. Para p > 1, 37 dp(xi) = ¢p(2a) + dp(as) = 0, e para p = 1,
> Sign (z;) 3 0. Entdo |z; — z;| < 271/7 < 1 para cada aresta ij, e daf segue que

lim Z |z, — ;|7 = Z lim |z; — x| = 0.
q—00 q—>00

ek ijel
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Se G = K,, comn > 3, para a, b, c,d € V procedemos similarmente tomando z € R"

tal que T, = 1p = —1, = —xq = 4~ /7 e zero nas demais posicoes. Para G = K3 e

p > 1, consideremos um vetor x = (a, —b, —b)T viavel para (5.1), ou seja, aP+2bP = 1
1— P

e a?~! = 20P~1. Dai obtemos a = (14 2'"1)"1/7 ¢ b = 2 a-14. No limite ¢ — o0

obtemos a = b =377 logo a + b < 1 ¢ lim RY(z) = lim 2(a + b)? = 0.
q—00

q— o0

]

De maneira similar ao que fizemos na Secao 4.5, definimos a quantidade

Bz|| _
a,’(G) = min 12}l = min max|z; — | (5.17)
eeR” ||zl |zllp=1 ijEE
2 ¢p(2:)=0 > dp(xi)=0

Entretanto, diferentemente da contraparte fi>°(G), cujo valor era cons-
tante independentemente do grafo, podemos obter relacoes de EL;"(G) com invariantes

da Teoria dos Grafos.

Tratemos agora do caso em que p = oo. Pela Proposicao 5.3,

al (G) = min min z"L,x.
1,j€V  mi=m+1
i#j zj=m—l

Entao, tomando m = 0,

oo . o
ax (@) = “I%E‘l/ ,, i max |z; — xj]. (5.18)
UFV

Utilizando o mesmo raciocinio da Proposicao 5.2, podemos ver que

paee]

a2 (G) > 0 se e somente se G é conexo.

Proposicao 5.37. Para um grafo G conezo,

2
(@) = ———.
=(G) diam(G)
Se convencionarmos que 1/o0o = 0, o enunciado vale para qualquer

grafo, pois diam(G) = oo se G ¢ desconexo.
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Demonstragao. Podemos reescrever (5.18) como

oo .
a2 (G) = min a
2(G) = min au,
uFv
onde «y, ¢ a solucao de
min o

sujeitoa —a <z, —x; <o, iJEL
1<z <1, 1eV

T, =1=—xz,.

Como G é conexo, entdo o > 0. Entdo 1/ay, é a solu¢do de max 1/« sujeito as
mesmas restricoes. Além disso, podemos dividir as expressoes das restricoes por «

e introduzir variaveis y; = x;/«a para i € V, de modo que, pela terceira restrigao,
1

pan
«a

=y, € 1/, ¢ a solugio de

max Yu
sujeito a -1<y; —y; <1, 1] € B

Yo =) =Y <Y <Yy, i€V

Seja uiyig - - - i—1v um caminho minimo (de tamanho k = d(u,v)) entre

u e v. Escrevendo a primeira restricao acima para cada aresta deste caminho,

—1 S Yu —Yiy S 1
-1 S Yiv  —Yis S 1
-1< Y1 —Yo <1

obtemos —k < y, — ¥ (= 2y,) < k, 0 que equivale a y,, < k/2. Pode-se verificar que

o vetor y cujas entradas sao dadas por

1 . .
m=§%%ﬂwﬁ—ﬂw0

é viavel e satisfaz y, = k/2, que equivale a
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e finalmente temos

72 (G) .1 _ 2 2 2

a = min = min = = .

o0 upeV Quy  uweV d(u,v) max d(u,v)  diam(Q)
uFv uFv u,veV

]

Observe que x = ya, ou seja, sendo u a extremidade de um diametro,

d(u,1)
diam(G)

As entradas de x e y sdo exemplificadas no grafo da Figura 5.4.

;=1 z;=0,6 x;=0,2 z;=—0,2 x;=—0,6 r;=—1
yi=2,5 .+ y;=15 v ¥i=0,5 oyi=—05 . y=-15 . y;=—25

Figura 5.4: Exemplo dos vetores = e y em um grafo de diametro 5.

5.6 Propriedades da funcao p — a}(G)

Mostraremos a seguir que a fungéo ag, : [1,00) — R definida por

ag.4(p) = ay(G)

é crescente (Lema 5.38) se G é conexo, continua (Lema 5.39) e converge quando

p — oo (Lema 5.40).
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Lema 5.38. Para um grafo conexo G, ag2(p) € estritamente crescente.

Demonstracao. Sejam p’ > p > 1, seja x um p’-autovetor de ag,(G) com oy (z) =1
e my(x) = 0, conforme a formulacdo (5.3). Defina

)= my()1

T o
com o,(2') =1 e my(2') = 0. Entao
, 1
al(G) < Rl(2') = 201) Rl (z) < al(G), (5.19)
p

pois 0,(z) > op(r) = 1 (pela Proposicao C.14). Como G é conexo, al(G) > 0.
Tem-se igualdade na equacao (5.19) se e somente se x = e; para algum i que nao é

um vetor viavel, pois my,(e;) # 0.

Resta-nos mostrar que a;(G) > a3(G). Observe que Ri(e;) > da, o
grau minimo de G. Se G tem n > 2 vértices, sabemos que a?(G) < a?(K,) <
2 < dc < R¥(e;) (a desigualdade estrita vale pela Proposi¢ao 5.29), portanto e; nao
atinge o minimo para a?(G). Se G = K», para p > 1 os vetores viaveis tém a forma
+277(e; — ey), de modo que aP(Ky) = 22727 > 1 = a?(K,) (Proposicio 5.29).

Isso conclui a prova. O

Lema 5.39. Para qualquer grafo G, a fun¢io ag2(p) é continua.

Demonstragao. Se G nao é conexo, ag2(p) = 0 e estamos prontos. Se G é conexo,
segue-se 0 mesmo raciocinio do Lema 4.7, usando que ag2(p) é crescente (Lema

5.38) e a2(G) < p2(G) < n*2/? para p > 1. O
Lema 5.40. Para qualquer grafo G,

lim aga2(p) = a5,(G).

p—o0
Para p dado, seja z tal que ||z = 1 ¢ R2(z) = a>)(G). Sabemos que
x # e;, logo ||z||, > 1. Definimos 2’ = x/||z||,, de modo que ||z’ = 1. Entao

a(G) = R () = |2l R (2') > [[z5a,(G).

o
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de modo que 0 < a2 (G) — a}(G) < (1 — 1/||z2)a’(G). Podemos verificar que

|||, < n'/?, de modo que

0 < a2 (G) —al(G) < (1 - n~¥Pa}(@),

p

sendo que n2/? — 1 quando p — 0.
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6 O MENOR p-AUTOVALOR DO
p-LAPLACIANO SEM SINAL

Aqui estenderemos a abordagem usada até agora para definir uma ver-
sao “sem sinal” do g-Laplaciano, que chamaremos (@),, e estudaremos seu menor

p-autovalor.

Como ja falamos na Secao 2.1, a matriz laplaciana sem sinal Q(G) é
definida como Q = D + A = CTC, C a é matriz de incidéncia de G, e podemos
associa-la ao seguinte quociente de Rayleigh:

T Qx . ZijeE(xi + ) _ (||C'IH2>2

I [Edlb [E41P

R(z)

O menor autovalor de ), que denotaremos v(G), tem chamado a atencdo desde o
trabalho de Desai e Rao |21]. Assim como a conectividade algébrica pode ser usada
para estimar a conectividade de um grafo, pela relacao com a contante de Cheeger,
v(G) pode ser usado para estimar o quao proximo G estéa de ser bipartido. Defina-se

a quantidade

o _ 4 E(S)| +4|E(T)| + cut(SUT)
vE= A SUT
SNT=p#SUT

Claramente zﬂ(G) = 0 se e somente se G tem um componente bipartido.
Desai e Rao obtiveram a seguinte cota para v(G) em termos de (@) |21, Teoremas

3.1, 3.2, e comentéarios|:

Teorema 6.1. Seja G um grafo.

P*(G) A
E <v(G) <4P(G).

Esta e outras propriedades de v(G) podem ser encontradas na referéncia [20].

Procedendo analogamente ao que fizemos no Capitulo 3, para p € [1, 0]

e q € [1,00), definimos uma generaliza¢ao do quociente de Rayleigh no contexto da
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matriz laplaciana sem sinal:

Rj(x) = 2uijem [T 2|1 (||Ox||q>q

[Eglr [E4[
Definigdo 6.2. Seja G = (V, E) um grafo, ¢ € [1,00) e x € RV, O g-laplaciano
sem sinal Qq € a funcgao definida por

= > bq(wi+ ).

jijeE
Algumas propriedades basicas do g-laplaciano:
Proposicao 6.3. Seja Q, o g-laplaciano sem sinal de G = (V, E) e c € R. Entao

(a) 2" Qg = 3 |wi + x| = 0.

ijEE

(b) Qucx = ¢(c)Qqx.

Demonstracao. Analoga a demonstracao da Proposicao 3.2. O]

Definicao 6.4. Sejam p,q > 1. Um nimero real X € dito um p-autovalor de Q) =
Q(G) se existe um vetor real v tal que Qv — Ap,(v) 3 0. O wvetor v € entao dito

um p-autovetor associado a X\. Em particular, se p,q > 1, Qv = Ap,(v).

Também podemos ver que vale a versao analoga do Teorema 3.4, ou seja,
os p-autovalores de (), sao equivalentes aos pontos criticos de RJ. Nao trataremos
aqui do maior p-autovalor de (),. Imitando os Teoremas 4.4 e 4.5, nao ¢é dificil
verificar que, para p = 1, ele serd igual a Ag, e para p = oo, ele sera igual a

211 E(G)]-

Quando ao menor p-autovalor de @, que denotaremos por v{(G), po-

demos expressa-lo como segue:

vi(G) = min R!(z) = min Z |z; + 247 (6.1)

zeR™ lzllp=1 2
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Teorema 6.5. v!(G) = 0 se e somente se G tem um componente bipartido.

Demonstracao. Se G tem um componente bipartido com classes S e T, para obter

Ri(x) = 0 basta tomar x tal que

1, seie s,
Ti=4 -1, seteT, (6.2)
0, c.c

Por outro lado, se RI(x) = 0, entdo x;+x; = 0 para cada aresta ij. Como ||z||, = 1,
existe v € G (em um componente G,) tal que x, # 0. Os vizinhos de v, por sua vez,
tém valor —z,, e assim por diante, de modo que, para cada i € G,, temos

T,, sed(i,v) é par,
€T; =

—z,, sed(i,v) é impar.
Claramente estes dois casos constituem duas classes de uma biparticao, ou seja, G,

é bipartido. O

6.1 O limite p — 17

Aqui definiremos uma quantidade ligeiramente diferente de zﬁ:

B , 2|E(S)| +2|E(T)| + cut(SUT)
V&) = i SUT] | (6:3)
SNT=p#SUT

Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 6.6. Seja G = (V, E) um grafo. Parap > 1,

Em particular, lim v8(G) = ¥(G).
p—1t
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Nao se pode deixar de notar a similaridade com o Teorema 2.4:

2\ (ha\? .
R _ < qP < 9p—
(5) (3) =so=r0

logo lim ab(G) = he.

p—1t

Para a prova, precisaremos de dois Lemas auxiliares (6.7 e 6.8).
Lema 6.7. Sejap > 1, G = (V, E) um grafo e fire S, T CV com SNT = (). Entao
V(G)SUT| < 2P|E(S)| + 2P| E(T)| +cut(SUT).
Em particular, vE(G) < 277 14(G).
Demonstracao. Se SUT = (), o resultado é trivial. Caso contrario, seja x como em

(6.2). Uma computacao simples nos mostra que

2| E(S)] + 27| E(T)| + cut(S U T)
B ISUT)| ’

I/I’,’(G) < Rz(x)

o que conclui a prova no caso geral. Em particular, se S e 7' minimizam ¢ (G), entdo

- 2P|E(S)| + 2P| E(T)| + 2P~ teut(SUT)

V(G < SUT] = 21y (G).

[]

Para as provas seguintes, precisaremos de mais algumas notacoes. Con-
sideremos vetores w € RVl tais que, para algum U CV, w; >0sei € Uew; =0

se i ¢ U. Para t € R, denotamos entao o conjunto
Ct={ieU:w >t}

Observe que, ordenando as entradas de w em ordem nao-decrescente, para entradas
consecutivas w, < Wgy1, 0 conjunto C! é sempre o mesmo para w, < t < Wqy1.

Definimos também a quantidade

cw(U) = o<t Babsws [Ch)
1

(Observe que o conjunto seria vazio se t > max wj, e seria igual a V se t < 0.)
iU
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—-—<%?=0t,02<t<0,6

-—-—-%%=ct,06<t<0,8

Figura 6.1: Exemplos de C! em um grafo.

Lema 6.8. Com a notacdo acima,
2\ (cu(U
(&) (557 Wolps Do
ijeR

Demonstracao. Primeiramente mostraremos que

Dllwll <> [wl —wh.

ijEE

Para obter essa desigualdade, observe que

Sl ufl= 3wl = Y p [t

ijeE ijeE ijeE wy
w; >wW; w%>wJ
— p—1
=p t 1 dt.
ijelE
w; <t<w;

Vamos olhar mais de perto a soma dentro da integral:

Yol = HijeE w <t<uwl
ijeE
wj§t<wi

= |{¢jeE:wi>tewj§t)}’

= [{ijeE:ieClej¢Cl} =cut(Cl).
Pela definicao de ¢, temos que

cut(C) > ¢, (U)|CL] = ¢, (U) Z L.
i€V
w; >t
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Continuando o célculo anterior, obtemos

> wf —wh > p/ e, (U)Y 1 dt
0

ijel ijel
w; <t<w;

= Z/w 1t

eV
w; >0

= U) > wh = co(U)|wll?.

eV
w; >0

Isso conclui a prova para p = 1. Parap > 1e ¢ = (logo 2 —i— 2 = 1), usamos a

Desigualdade de Holder para mostrar que

1
) wf—w’;’ T\ ¢
E \w; — w;| E e )
“~ W; — Wy
ijeER ijeER ijeEE iJeER

/\

>k —w”!—Z!wz—w]\

Vamos agora obter um cota para

_pb_
wp _ wp q 1 w; p—1
w; — U}j w; — wj w;

assumindo w; > w;. Aplicando a Power Mean Inequality na forma integral (Teorema

_1_
1 w; p—1 1 w;
—/ tP=tdt < —/ tPdt
w; — W w; w; — W w;

e como tP é estritamente convexa (Proposigao D.4), podemos limité-la superiormente

C.3), temos

Sl

pela reta secante que passa pelos pontos (w;, w;) e (w;,w?), obtendo
p PN\ 4 w; p P
(£ =t [ rwee (257).
w; — Wy W; — Wy w; 2
Substituindo esse termo no ultimo fator em (6.5), obtemos

1/q 1/q 1/q
w? —wP\1? w? 4+ wP D
7 7 7 J _ P
(Z (w'—w') > : p(z 2 ~ 214 Zdzwi
ijEE v J ijEE 1%

p—1

1/ Ag\ * _
< obs @alulp) " =p (52) 7 i
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Com isso em maos, juntamos (6.4) e (6.5) para obter

1/p p=1
Ag 7 _
ety < b < (Do) o (5) 7

ijeB ijeE
A desigualdade do enunciado é obtida desconsiderando a parte do meio da desi-
gualdade acima, elevando ambos os lados & p-ésima poténcia e rearranjando os ter-

mos. L]

Enfim, podemos proceder & prova do Teorema 6.6, que enunciamos
novamente. Para p > 1,

()" ("9) <uia) < 2via

Em particular, lim v2(G) = (G).
p—1+

Demonstracao do Teorema 6.6. Pelo Teorema 6.5, o resultado vale trivialmente se
G tem um componente bipartido. A cota superior vem do Lema 6.7. Seja x tal que

[|z]|, = 1 e Rb(x) = vB(G), e os conjuntos
S={ieV:g;>0} e T={ieV:z <0}

Construiremos um grafo G' = (V', E') como segue. Primeiramente, criamos copias

de SeT,ouseja, S ={i':ie€SteT ={i':i€T}, eas adicionamos a V:
Vi=vus'ur.
Ja para construir F’, fazemos
E =E(S,T)UESNT,V\(SUT)U{ij,ij :ij € E(S)U E(T)}.

Na Figura 6.2 é esquematizada a construgao de G’'. Note que cada aresta ij em
E(S) ou E(T) foi substituida por duas arestas ij’ e i’j. Defina agora w € RIV' tal
que

|z;], sei€e SUT,

0, c. C.
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Figura 6.2: Construcao de G’ a partir de G.

Note que ||wl||, = 1. Mostraremos que
ijeE’ ijeE
Considere uma aresta ij € E(S)UE(T). Entdo temos ij’,i'j € E' com wy = wj = 0,
logo
|wi = wirl” + [wir — w;l” = wi +wi < (|2l + [a;]])" = | + ;.
A desigualdade vale pela convexidade de |t|?, e a altima igualdade vale porque z; e
x; tém o mesmo sinal. Para o restante das arestas, pode-se verificar facilmente que

|w; — w;|P = |x; + x;|P. Mostraremos agora que

co(SUT) > 9(G) (6.5)
Considere o conjunto C! tal que ¢, (SUT) = Cu‘tc(tc%) para algum ¢ € {0, max w;}, e
w 1€

defina
St=C'nsS e T'=0C.NT.
Entao, em G, pela definicao de v,

2|E(SY)| + 2| E(T")| + cut(S* U T") > (G)|S* U T
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Agora vamos determinar cutg (S'UT"). Para cada aresta ij € E(S")UFE(T"), temos
em E’ duas arestas i'j e ij’ no corte. Além disso, devemos contar as arestas em
E(STUTHV\ (S'UTY), que sdo em namero de cute(S* U T?). Entao temos

cute (STUTY)  2|E(SY)| + 2 E(T?)] + cute (St U T?)

W(SUT) >
«wSUT) 2 — a5 1StU T

> Y(G).

Finalmente, aplicamos o Lema 6.8 a G’ (com U = SUT), levando em conta as cotas

dadas por (6.7) e (6.8) e os fatos de que A = Ag e |w||, = ||z]|, = 1:

&) () < (&) (=5
< Y |wi—wi” < min ;|xi+xj|q = 8 (G).

T lz|lp=1
= Iello=1 4

6.2 O caso p=o00, q— 00

Nesta secao faremos uma andlise similar aquela usada nas Secoes 4.5
e 5.5. Imitando a Proposicdo 5.36, podemos ver que, para qualquer grafo G,

lim v4(G) = 0. Definimos entao a seguinte quantidade:
q—00

70 (G) = Hir||131:11 max |z + x| (6.9)

No caso p = 00, escrevemos

oo .
v (G) = min max|z; + x| (6.10)

lzllp=1 ek
Seguindo o mesmo método da Proposi¢ao 5.37, obtemos uma relagao
dessa quantidade com o tamanho de passeios fechados impares, ou seja, sequéncias
de vértices utqiis . . . 19pu onde k € N e vértices consecutivos na sequéncia sao vizinhos.

Lembramos que um grafo é bipartido se, e somente se, nao contém um ciclo impar

|22, Proposicao 1.6.1].
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Proposicao 6.9. Seja G = (V, E) um grafo, e para v € V denote por {(u) o
tamanho do menor passeio fechado impar comegando em u, com (u) = oo se tal

passeto nao existir. Entao

= S i) (6.11)
ueV

Demonstracao. Se G tem um componente bipartido G, entao G, nao contém ciclos
impares e logo nao contém passeios fechados impares (pois todo passeio fechado
impar contém um ciclo impar), logo ¢(u) = oo para cada u € V e estamos prontos.
Assumimos entao que G nao tem componentes bipartidos. Podemos reescrever (6.10)
como

~ 00

V2 (G) = Iqulxl} Qs

onde «, é a solucao de

min «
sujeitoa —a <z, +x; <a, ijEL
—1<z; <1, eV

T, =1
Sendo que o > 0 e 1/, é a solucio de

max Yu
sujeitoa —1 <y, +y; <1, ijekl

Yy LY <Yy, 1€V

Seja uiyis - - - igpu um passeio impar fechado de tamanho ¢(u) = 2k + 1. Observe
que esse passeio existe para cada u € V, pois existe ao menos um ciclo impar
no componente onde u esta, e se u nao estd no ciclo podemos adicionar ao ciclo

um caminho de v a um vértice no ciclo, obtendo assim um passeio como desejado.
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Escrevendo a primeira restricdo acima para cada aresta deste caminho,

-1 S Yu, +yi1 —

—1< —Yir Yy <1
-1< —Yok—1 —Y2k <1
—-1< Yo Ty, <1

obtemos —f(u) < 2y, < l(u), o que implica que y, < £(u)/2. Pode-se verificar que

o vetor y cujas entradas sao dadas por

g = (_1)d(27U)(k o d(Z, 'LL) + %)7 se d(Z,U) > k’
0, d(i,u) > k.

é viavel e satisfaz y, = £(u)/2, o que equivale a

1 l(u)
ay ’
e finalmente temos
1 2 2
500G = min —— — mi _ .
Peo(G) = min T = Wil 7o T e f0)
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7 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho introduzimos os p-autovalores do g¢-laplaciano L, e p-
autovetores a estes associados. Investigamos ug(G), o maior p-autovalor de L,, que
chamamos de raio p-espectral ¢-laplaciano, e ag(G), o segundo menor p-autovalor
de L,, que chamamos de conectividade (p, ¢)-algébrica. Também definimos uma
variante “sem sinal” de L,, que denotamos por (), e estudamos o seu menor p-
autovalor, v] (G). Mostramos, para diversas escolhas de p e g, que estes parametros
se relacionam com diferentes invariantes de Teoria dos Grafos. Foram submetidos
trés artigos |8, 9, 10| sobre os resultados dos capitulos 4, 5 e 6, um para cada
capitulo. Os resultados do capitulo 4 e do capitulo 6 encontram-se em fase de
revisdo, com recomendacao de publicacao, nos periédicos Applicable Analysis and

Discrete Mathematics e FElectronic Journal of Combinatorics, respectivamente.

*77

A seguir, resumimos alguns dos resultados obtidos. Por “q = 0co0*” nos
referimos & variante em que usamos a raiz ¢-ésima do p-autovalor. Além disso,

obtemos cotas para £i2(G) (Teorema 4.15) e v2(G) (Teorema 6.6).

G p q 13(G)
qualquer 1 € [1, ] A

qualquer oo € [1,00) 29 maxcut(G)

G p q aj(G)
desconexo € [1,00] € [1,00] 0
qualquer 1 1 ha

et Ky >1 00 0
2
qualquer %) oo Giam(G)
4
qualquer %9 2
max QZ]
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G p q vi(G)
“Mparide € [1,00] € [1,00] 0
qualquer 1 1 Y(G)
2
qualquer 00 oo* _
max £(u)
ueV

Claramente, ainda existem diversos casos particulares que podem serem
explorados. Por exemplo, pode ser feito um estudo direto de v}, semelhante ao

existente para aj.

Como exemplo de aplicacao dessa teoria em algoritmos, Hein e Biihler
[30] propuseram um método de poténcia inversa para aproximar o corte de Cheeger
baseado em p-autovetores de L,. Talvez seja possivel adaptar esse método para a
computagao de ¢(G) utilizando p-autovetores de (),. Alias, enquanto o problema
do Corte de Cheeger é tido como NP-completo, nao encontramos na literatura a
classe de complexidade do problema da obtencao de ¥(G). Talvez a obtengao de

um método lance alguma luz sobre essa questao.

Alias, varias questoes estao em aberto sobre a classe de complexidade
dos problemas. Por exemplo, sabemos que a obtengao de pui, a3 e a é feita em
tempo polinomial, enquanto que a obtengao de ul , al e possivelmente a? (Conjec-
tura 5.32) sdo problemas NP-completos. Talvez haja alguma monotonicidade na
complexidade desses problemas; por exemplo, pode ser o caso de, para ¢ fixo, a
obtengdo de pd ser mais dificil (ou pelo menos tao dificil) de obter quanto maior é

o valor de p (e talvez o oposto ocorra para al).
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APENDICES

Aqui reunimos alguns conceitos bésicos de Teoria de Matrizes, Grafos
e Otimizagao, bem como alguns resultados menores e algumas provas cuja inclusao

poderia carregar desnecessariamente o texto.

A Teoria de Matrizes

Seja M uma matriz n X n. Os autovalores de M sao escalares tais que a
equacao Mx = Az possui solucdo x # 0. Tal vetor x é dito um autovetor associado a
A. Os autovalores podem ser calculados como raizes do polinémio pys(A\) = det(A —
M). Chamamos de espectro de M o conjunto dos autovalores A de M, junto com

suas respectivas multiplicidades como raiz de py/(\).

Como visto na Secao 2.1, grafos podem ser representados por meio
de matrizes simétricas. Uma caracteristica notavel das matrizes simétricas é que
todos os seus autovalores sao reais. Os Teoremas de Rayleigh e de Courant-Fischer
permitem que se formule a obtencao de autovalores de uma matriz real simétrica

como problemas de otimizagao.

Teorema A.1 (Rayleigh-Ritz, [31|, Teorema 4.2.2, caso simétrico). Seja M uma

matriz real e simétrica de ordem n com autovalores \; < Ay < --- < \,,.Entao
o' Mz o' Mz T
A, = max =max ——— = maxa Mz,
z#A0 Tt X A0 ' X |z||=1
o 2TMzx 2T Mzx .7
A1 — min —— =min——— = min Mzx.
x#A0 T'X x£0 T X [|lz||l=1

Se um vetor x satisfaz a primeira igualdade, entao x é um autovetor associado a

An, € se satisfaz a sequnda iqualdade, entao x € um autovetor associado a .
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Teorema A.2 (Courant-Fischer, [31], Teorema 4.2.11, caso simétrico). Seja M uma

matriz real e simétrica de ordem n com autovalores A\ < Ay < --- < N\, . Entao
. T Mz o x2'Mzx
Ay = min - max ———— = max min ———,
{S:dim S=k} z£0eS Tz (S:dim S=n—k+1} z£0eS  zTx

onde S designa subespacos de R". Se um vetor x satisfaz a igualdade, entao x € um

autovetor associado a Aj.

M é dita nao negativa se todas suas entradas sao nao negativas, e M
& redutivel se existe uma matriz de permutacdo P tal que P~'M P é particionada
em blocos diagonais; caso contrario, M é irredutivel. O raio espectral (ou indice) de
M, denotado por p(M), é definido como o méximo dentre os valores absolutos dos
autovalores de M. Uma matriz simétrica M & positiva semidefinida se ¥ Mz > 0

para todo x € R™.

Teorema A.3 (|31], Teorema 7.2.1, caso simétrico). Uma matriz simétrica M €
positiva semidefinida se e somente se todos 0s seus autovalores sao maiores ou 1guais

a zZero.

B Teoria dos Grafos

Esta secao contém as definicoes de Teoria de Grafos contidas nesse
trabalho, além de alguns resultados basicos. Mais detalhes podem ser encontrados
no livro de Diestel [22]. Um grafo de ordem n em que todo par de vértices esta
conectado por uma aresta é dito completo, denotado por K,. Um vértice de grau

zero (ou seja, sem vizinhos) é dito isolado.

Um subgrafo de G é um grafo G’ = (V', E’) tal que V/ C V. Podemos
dizer que G contém G’ (G' C G). Se todas as arestas entre vértices de V'’ também
estao em G’', dizemos que G’ ¢ um subgrafo induzido por V', o que denotamos

por G[V']. O nimero de clique de G, denotado por w(G), é o maior inteiro r tal que

K, CG.
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Figura 7.1: O grafo completo K.

Um grafo G é dito conezo se sempre existe um caminho entre dois
vértices quaisquer; caso contrario, G' é dito desconero. Uma componente de G é um

subgrafo conexo maximal.

Fazemos uma particao em (ou particionamos) um grafo G = (V, F) se
separamos V' em subconjuntos disjuntos e nao-vazios (classes) cuja uniao é V. Se
podemos particionar GG em 7 classes de modo que nao haja aresta entre vértices na
mesma classe, G é dito r-partido; se, além disso, quaisquer dois vértices de classes
diferentes forem adjacentes, G é dito r-partido completo. Se houverem apenas duas
classes V; e V(= V1), entdo G = (Vi, Va, E) é bipartido. Um grafo bipartido completo
em que |Vi| =p e |Va| = ¢ é denotado por K, .

Figura 7.2: O grafo bipartido completo K3 4.
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C Anailise e otimizacao

Essa secao contém algumas definigoes e reultados de Anélise Real e
Otimizacao que serao necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Mais detalhes

podem ser encontrados em livros como o de Bazaara [4] e o de Izmailov [33].
Proposicao C.1. Sejam z € R" e p,q € [1,00]. Entao
¢ >p =zl = [z,

com igualdade se e somente se x € nulo ou v = +e;;i =1,...,n.

Demonstracao. Para vetores nulos o resultado é trivial. Sem perda de generalidade,
considere que ||z|l, = 1. Entao |z;| <1 e logo |z;|? < |x;]? para i = 1,...,n. Dal

el = 22 sl < 325 sl = l=f|§ = 1, logo [[zfl, < 1= [l]y-

O “se” da condicao de igualdade é trivial. Para o “somente se”, considere
o problema ||£ﬂ3,1:11 |z|lq- A condicdo de Lagrange para um multiplicador A e i =
1,...,n é qlz;|" tsign (z;) = Ap|a;[P~'sign (2;), de modo que z; = 0 ou |z;| = |zx| =
a se z;x # 0, para algum a € (0,1]. Como |z|/, > ||z|, = 1, entdo a? > a9, e a

igualdade vale somente se ¢ = 1. Como ||z||, = 1, x s6 pode ter uma entrada com

ol = 1. =

Denotamos a p-ésima power mean de x € R™ por

n 1/p
1 _
My(z) = (ng) = 7o),
i=1

Em particular, para vetores nao-negativos, M_., é o minimo, M_; é a média harmo-
nica, M; é a média aritmética, M, é a média quadratica e My, é o maximo. Além
disso, M,(z) ¢ uma norma de x.

Teorema C.2 (Power Mean Inequality, |13|, p. 202, Teorema 1, w = 1). Sejam
r,s € RU{£o0}. Entdo

r>s= M. (z) > M(z),
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com igualdade se e somente se |x1| = |xo| = -+ = |z,

Essa desigualdade pode ser estendida para integrais.

Teorema C.3 (Power Mean Inequality, forma integral [46], Lema 2.1). O Teorema
C.2 também vale se substituirmos x por uma funcdo nao-negativa integrdvel f(t) e

definindo

1/p

M,(f(t)) = <bia /ab(f(t))pdt)

A seguir, dois lemas técnicos que fornecem cotas tteis.

Lema C.4. Sejam r > s > 1. Entao para um vetor nao-nulo x € R",
1_1
[zl < [lzfls < nsF 2],

Além disso, a cota inferior € atingida apenas por v = *e;, e para um vetor r* que

atinja a cota superior vale que || = n~'/"||z|, para qualqueri=1,... n.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que z tem entradas
nao-negativas e [|z]|, = 1. A cota inferior e a respectiva condi¢do de igualdade
seguem da Proposicao C.1. A cota superior segue da Power Mean Inequality, pois
M, (z) > M(x), pode ser rearranjado como n~"/"||z|, > n="/*||z||s, com igualdade

se e somente se todas as entradas sdo iguais a n=/". O

Lema C.5. Seja uma matriz simétrica e positiva semidefinida com raio espectral X,

ex € R" com ||z||, = 1. Entao
2T Mz < )\n”_wp'7

com igualdade se e somente se |v;| = n~YP para qualquer i =1,...,n

Demonstracao. O resultado é trivial para p = 2. Pelo Teorema de Rayleigh-Ritz,
oT Mz < M|z||3. Se p > 2, aplicando o Lema C.4 com r = p e s = 2, obtemos
max ||z|[; = n'/27Y? elogo 2" Mx < An'~?/P. Analogamente, para p < 2 obtemos

z:|jalp=1

2T Mz < \n2/P—1, O
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Uma funcao f : R — R™ é dita uma fun¢ao afim se tem a forma

f(x) = Az +b,A e R™" beR™

Um conjunto C € R" é convexo se, para x1,75 € C e 0 < t < 1,
tr1+ (1 —t)zy € C. Exemplos de conjuntos convexos incluem hiperplanos, politopos
e bolas em uma p-norma. Uma funcao f : C — R é conveza se seu dominio C' é

convexo e para t,u em seu dominio e o € (0, 1) vale a desigualdade
[tz + (1 —t)zs) < tf(1) + (1 — 1) f(x2). (7.1)
Se a desigualdade é estrita. dizemos que f é estritamente conveza.

Exemplos de fung¢oes convexas incluem z* em R, e |[z|*em R (a > 1) e
p-normas em R”. Lembramos que, para uma funcao f duas vezes diferenciavel, a sua
Hessiana é a matriz H, f = [hy;], onde h;; = 8* f/0x;0z;. Uma condigao necesséria
e suficiente para f ser convexa ¢ que H,f seja positiva semidefinida. Por exemplo,
para formas quadraticas q(x) = 27 Mz, temos que H,q = 2M, logo q(x) é convexa

se e somente se M é positiva semidefinida.

Nestes termos, o Teorema de Taylor [40, cap. 3, Teorema 5| pode ser

escrito como

Teorema C.6. Seja f uma funcao duas vezes diferencidvel em S C R™. Fizado

x €5, para todo a € R" tal que x +a € 9,

Flo+a) = Fa) = "V f(2) + 3T Hef(x)a+ r(a),

com lim 29 = 0.
a—0 llall3
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C.1 Problemas de Otimizacao e condi¢coes KKT

Seja x € R™. Um problema de otimizacdo tem a forma

min  f(x)
sujeito a g;(z) <0 1=1,...,m
hij(z)=0 j=1,...,¢,

onde f,g e h sao fungoes R" — R. O problema é apresentado como de minimi-
7aGlo por convengao; para maximiza¢ao, basta minimizar —f(z). As funcoes g;
sao chamadas restrigoes de desigualdade e as fungoes h; sao chamadas restrigoes de
igualdade. Um vetor x que satisfaga as restri¢oes é dito um vetor (ou ponto, ou
solugdo) vidvel. Se x* & viavel e é tal que f(z*) < f(x) para qualquer x viavel, entao

x* & dito um vetor (ou ponto) dtimo (ou solugao 6tima) do problema de otimizagao.

Por concisao, podemos alternativamente representar as restrigoes por

funcoes vetoriais g : R — R™ e h : R* — R":

min f(z)
sujeito a g(x) <0
h(z) = 0.

As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (ou condi¢oes KKT) [39, 35] sdo
condicoes necessarias para que um vetor x* seja um minimo local, desde que algumas
condigoes de regularidade sejam satisfeitas. Seja um problema de otimizacao em que
a funcdo objetivo e as restrigoes sdo subdiferenciaveis em um ponto x* (denotamos
o subdiferencial por d,). Se x* ¢ um minimo local, existem p € R™ e A € R’ tais

que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

Estacionariedade O f(x*) + pF0ug(x*) + N OLh(2*) 5 0
Viabilidade primal g(z*) <0e h(z*) =0
Viabilidade dual w>0

Folga complementar u”g(z*) =0
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Para funcoes diferenciaveis, o subdiferencial 0, pode ser substituido pelo gradiente
V. Os componentes de i e A sao chamados multiplicadores KKT. Caso m = 0, ou
seja, se nao houver restricoes de desigualdade, os componentes de \ sao chamados

de multiplicadores de Lagrange.

As condig¢oes KKT sao também suficientes para que x* seja um minimo
se as condicoes a seguir forem satisfeitas: a funcao objetivo f é convexa, as funcoes
das restricoes de desigualdade sao convexas e as funcoes das restricoes de igualdade

sao afins.

C.2 Solucoes em pontos extremos

Um ponto x em um conjunto convexo C' é dito um ponto extremo de C'
se nao existem pontos distintos y, z € C tais que x = ax; + (1 — )z, para algum

a e (0,1).

Proposicao C.7. Para 1 < p < oo, todo ponto da p-bola unitdria é extremo.

Demonstragao. Suponha que 1 < p < 0o e que o ponto z € R" com ||z[[, = 1 ndo

¢ extremo. Entao existem y,z € R", y # x # z, com ||ly||, = ||2]|, = 1 e tais que
x = %2 entdo 2||z||, = 2 = |ly + z||,. Daf segue que

2 =ly+zlp =Y (1wl +1=") = Iyl + |1zl = 2,
o que significa que p = 1. O

Teorema C.8 ([49], Corolario 2.14). Seja f uma fun¢do conveza definida em um
conjunto compacto convexo (). Se f tem um mdzimo em (), este é atingido em um

ponto extremo de 2.
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C.3 Parametros estatisticos baseados em p-normas

Aqui definiremos e apresentaremos algumas propriedades de versoes de
média, variancia e desvio padrao baseados em p-normas. Provas das Proposicoes
C.12, C.10, C.13 podem ser encontradas em [5], mas incluimos aqui versoes curtas,
para completude. Exceto onde indicado de forma diferente, as somas sdao sobre

1=1,...,n.

Definigao C.9. Seja v € R" um vetor e p > 1. A p-varidncia o}, a p-média m,, e

o p-desvio padrao o, sao dados por

op(w) = min e — ml},  my(e) = gmin o — w12, oy(x) = VB,

Lembrando que ||z —m1|[b = > |z; — m[P. Observe que, parap =1, a
p-média pode ser um conjunto de valores.

Proposicao C.10. Seja x € R" e p > 1. Entao
m = my(z) & Z ¢p(x; —m) = 0.

0

Demonstracao. Calculando o > |x; — m|P = 0, pode-se verificar que a condigao
m

dada é necessaria para um minimizador m. Pela convexidade de Y |z; — m[P para

p > 1, a condi¢ao é também suficiente. O]

Proposicao C.11. Seja z € R". Entao

m € my(x) < ZSign (x; —m) > 0.

Demonstragao. Temos que O, > |x; —m| = > Sign (z; —m) > 0, logo a condi¢do
dada é necessaria para um minimizador m. Pela convexidade de > |x; — m|, a

condicao ¢ também suficiente. O]

Proposicao C.12. Sejam x € R" e c € R. Entao
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(a) op(z + 1) = op(2);

(b) op(cx) = |c|Pop(x);
(¢) mp(z + cl) = my(x) + ¢
(d) my(cx) = |efmy(2);

(e) Se x ndo é constante nem um vetor da base canénica, ob(x) € de-
crescente em p.

max; r; — min; x;

2

max; r; + min; r;

(1) moc(a) = P

e 0ool(z) =
Demonstragao. (a) Por um lado,

p — mj Le—mlP = e p ; P = P
ob(z+cl) = 261%2 |zi4+c—m|P = Z |zi+c—m,(x+c1)|P > Il?elﬂgz |zi—k|P = ob(x).
Na igualdade fazemos k = m,(z + ¢1) — ¢. Por outro lado,
op(ated) = min Y [ecte-mp < 3 et (my(@) )P = 3 e-my (@) = o(z).
Isso conclui a prova deste item.

(b) Se ¢ = 0 estamos prontos. Se ¢ # 0, entao

mip
P — 1 L — p: p 1 ; — — — p 1 Jp— p: PP
ob(cx) min E lcx;—ml|P = || min E Ti— || min E |zi—k[P = |c|Pob ().

Na pentltima igualdade, embora tenhamos alterado o minimizador, o minimo nao

se altera.

(¢) Pela Proposicao C.10, m = m,(x) satisfaz ) ¢,(x; —m) = 0. Seja
m' = my(zr + cl). Entdo 0 = > dp(x; —m' +c¢) = > op(z; — (m' — ¢)), logo

m' —c¢=my(z) =m.

!/

(d) Similarmente ao item (c), sejam m = my,(z) e m’ = m,(cz). Entdo

0= Z ¢p(0$z‘ —m') = |C|p*1 Z ¢p($i - mtl); logo mT/ = mp(@ =1m.
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(e) Trivialmente ob(z) = 0 se e somente se x é constante. Pelos itens
(a) e (c¢), para cada p, em vez de = podemos tomar outro vetor com p-média zero e
mesmo p-desvio, P = x — m,(r)1. Entdo Up( Py = ||z || e o resultado segue

pela Proposicao C.1.

eja m = my(x).Quando p — oo, a condigao ) . ¢P,(xr; — m) =
f) Sej »(2).Quand dica i Op 0
pode ser rearranjada como

D lei—mP™= R fm -

:x; >m iy <m

Elevando ambos os lados a 1/p e tomando p — 0o, obtemos

max(z; —m) = max(m — x;) = maxz; —m = m — min ;.
(2 1 (2 (2

Logo m = (max; x; + min; x;)/2. Aplicando a definicdo de o,

max; r; + min; x; max; r; — min; x;
|z — m1|| = max |z; — = .
i 2 2
[l
.~ : n .0
Proposicao C.13. Seja x € R". Entao 5. 0r () = pop(z; — my(x)).
" d
Demonstragdo. Basta usar que ob(r) = |[z; — m,(z)||? e d—|x\p = po(x). O
T

Proposicao C.14. Sejam x € R" e p' > p > 1. Entio o,(x) > oy ().
Demonstragao. A partir de (C.9), podemos escrever
op(z) = min ||z — m1l|, = ||z — m,(2)1]],,
meR
e com isso e usando que normas nao nao-crescentes (Proposicao C.1), temos que

oy(z) = min [z —mlly < [lz —m,(2)1]y < [lo—my(x)1], = o, (2).
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D Resultados auxiliares

Proposigao D.1. Para G = (V, E), A\o(G) = 2|E|.

Demonstra¢ao. Para p = oo, a restricdo na equagdo (2.1) torna-se max |z;| < 1.

Entdo, para cada termo da soma, z;z; < |z;z;| < 1, logo

pTAr =2 ma; <2) 1=2|E|

ijelE ijel

sendo que essa cota é atingida por z = 1. O

Lema D.2. Seja L, o q-laplaciano de G = (V,E) e v € RV, Entdo
(a) Opx’ Lyx = qL,x.
(b) 0|z} = pop(x).

(¢) Oul|||] = qllx]|*™F Py ().

Demonstragao. (a) 0y, >, |vi — ;|9 = D qoq(xi — ;) = q(Ly2);.
ijeE jijer

(b) Oulllly; = O 2 ||” = pp ().
jev

(c) Os |l = Ou, (Il 1) = = (|| [|5)"*~"0s, |||} = gllz|*Pp(a:). O

T I

Lembramos que uma funcao é estritamente convexa se satisfaz
flat+ (1 —a)u) <af(t)+ (1 —a)f(u). (7.2)
para qualquer ¢, u em seu dominio com t # u e a € (0,1).

Usaremos a seguinte forma da Desigualdade(s) de Holder, conforme |29,

Teorema 14].

Teorema D.3. Sejam x,y € R*, p > 1 e q tal que i + é = 1. Entao

> v < (S el) " ()"
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com igualdade se e somente se, |2¥| e |y;|? sdo proporcionais para cada i ou x;y; =0

para cada 1.

Proposicao D.4. Para p > 1, funcao f(t) = [t|P € estritamente convera em R.

Demonstra¢ao. Para f, a inequacdo (7.2) toma a forma
lat + (1 — a)ul’” < aft|” + (1 — a)|ul?.
Para |t| = |u| com t # u, ou seja, u = —t, verifica-se que
at + (1 —a)(—=t)|P = |2a — 1|P[t]P < [t]P = alt]? + (1 — a)]t]P.
at + (1 = a)(=1)]" = | [Ple[” < Jt] 1P+ (1 = a)lt]

l-[<1

Supomos entdo que |t| # |u|. Provaremos a inequagao
ot + (1 = a)u] < (aft] + (1 — a)|ul’) "7,

que & equivalente a (7.2). Sendo z = (a'/?[t|, (1 — a)YP|u|) e y = (a!/?, (1 — a)"/9),

usamos a Desigualdade Triangular seguida da Desigualdade de Holder:

at+ (1 —a)u] < alt|+(1—a)ly
= a'Plt]- a1+ (1 —a)YPlu| - (1 — a)Ye

< (aftf + (1 = aQ)[ul’)? (@ + (1 —a)"?

=1

= (altP + (1 - a)lul?) .

As condicoes de igualdade na Desigualdade de Holder sdao atingidas se [t| = |ul, o

que nao vale por hipotese, logo a tltima desigualdade é estrita. O



