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RESUMO

Neste trabalho é estudada a solu¢3o pelo Método dos
Gradientes Conjugados(MGC) de sistemas lineares de equagOes

provenientes da andlise estrutural pelo Método dos Elementos

Finitos.

S30 apresentadas as caracteristicas do método, sua
taxa de convergéncia, o algoritmo bdsico e um critério de

terminag¢ao.

A técnica do precondicionamento e descrita e
apresentado o algoritmo para uma formulacio elemento-por-elemen-
to. S3ao apresentados os precondicionadores Diagonal, EPE

Cholesky, EPE Crout e EPE Gauss-Siedel Simetrizado.

Foram desenvolvidas rotinas computacionais e feito um
estudo comparativo da performance destes precondicionadores na
solugcao de problemas de elasticidade linear gerados pelo Sistema
GAELI em uma estag3o de trabalho SUN-SPARCstation 1+.

De forma geral, o precondicionamento mostrou-se efeti-
vo em acelerar a taxa de convergéncia do MGC e observou-se uma
forte vantagem da solug3o iterativa numa formula¢3o EPE sobre a
formulac3o global em relag3io aos requisitos de armazenamento da

matriz do sistema de equagdes.
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ABSTRACT

This work studies the use of the Conjugate Gradient
Method (CG) applied to the iterative solution of a system of
equations, resulted from the analysis of linear geometrical and

physical structures by the Finite Element Methad (FEM) .

The caracteristics of the CG method, its rate of
convergence, the basic algorithm and a termination criterion are

discussed.

The preconditioning technique is presented and the
element-by—-element approach(EBE) with a preconditioner 1is also
described. In this case, Diagonal, EBE Cholesky, EBE Crout e EBE

Symmetrized Gauss-—-Seidel preconditioners were used.

Computational routines were developed and a study was
developed comparing the performance of those preconditioners in
the solution of linear elasticity problems, modeled with the
GAELI System, using a SUN-SPARCstation 1+.

The efficiency of the preconditioning thechnique 1is
showed by the significant increase in the rate of convergence of
the CG Method. A remarkable advantage of the iterative solution
in a EBE formulation is observed when storage requeriments of

the system matrix are considered.

XVviii



1 - INTRODUGCAO

1.1 - Preliminares

Um grande numero de problemas da fisica e da
engenharia podem ser modelados por meio de equagoes

diferenciais, que relacionem as variaveis fisicas de interesse.

Tais problemas recaem naturalmente em trés categorias
fisicas : problemas de equilibrio, de autovalores e de

propaga¢iao.

Problemas de eguiltbrio sao problemas estacionarios nos
quais a configuracio de equilibrio u em um dominio Q é procurada

pela solug3o de uma equagao operacional do tipo

Zu + p o em Q,
onde £ & um operador diferencial linear, sujeita a condigdes de

contorno do tipo mista, descrita por B na forma

B u = r em I

Na terminologia matematica tais problemas sao
conhecidos como problemas de contorno. Exemplos tipicos incluem
distribuigoes estacionarias de temperatura, tensoes em
equilibrio em estruturas elasticas, escoamento viscoso
estaciondrio. Apesar da aparente diversidade fisica, as equagdes

de estado para todos estes problemas sio do tipo elipticas.

Problemas de aqutovalores podem ser considerados como
extensSes dos problemas de equilibrio onde valores criticos de
certos pari3metros devem ser determinados em adigao das
correspondentes configura¢des estacionarias. Exemplos tipicos

incluem flambagem e estabilidade de estruturas, ressonancia em



circuitos elétricos e acusticos, frequéncias naturais em es-

truturas, entre outros. Os operadores diferenciais nestes casos

também sio do tipo eliptico.

Problemas de propagacd8o s3o problemas de valor inicial
onde se procura o comportamento csubsequente de um sistema a
partir de um estado inicial conhecido. 0 dominio de integrag8o €
aberto. Em terminologia matemdtica tais problemas s3o conhecidos

como problemas de contorno e valor intcial. As equacdes de
estado para problemas de propagagcao sao do tipo parabdlico ou

hiperbdlico.

A deduc3o destas equagcBes de estado e um problema poOrYr
vezes dificil e sua solugdo exata 6 uma tarefa extremamente
ardua e frequentemente impossivel. Nestes casos, metodos
aproximados de analise proporcionam meios alternativas para
construcio das solugBes. Entre estes, os meétodos variacionais
classicos (FINLQYSUNIZJ, tais como o de Ritz e o de Galerkin,

30 0s mais frequentemente empregados.

Por estes procedimentos, a equagao diferencial &
colocada em uma forma variacional equivalente e admitindo-se que
a soluc3o aproximada seja uma combinagdo (I cﬂ%) de funcOes de
aproximagao dadas, ¢j, determinam-se os parametros incognitos Cj
a partir da forma variacional inicialmente estabelecida.
Entretanto tais métodos s3o0 pouco efetivos para solugao de

problemas com automatiza¢g3o computacional da solugdo.

0 Método dos Elementos Finitos(MEF) (ZIENKIENICZSl),
que constitui-se atualmente na mais importante tecnica numerica
para solugi3o de problemas gerais de contorno, supera as
dificuldades dos métodos variacionais classicos. A aproximacao
de problemas de contorno pelas vdrias formulacdes possiveis do
MEF leva a um sistema de equagdes lineares algébricas. Mesmo
quando o operador diferencial € n3o-linear, o uso de metodos de
linearizac3o tais como o método de Newton, tambem conduz a um ou
mais sistemas lineares de equagbes algébricas que devem ser

resolvidos.

Na soluc3o computacional pelo MEF, a maior parte do
esforgo e consumido na solugio destas equagoes. As teécnicas

rotineiramente empregadas para solugdao destes sistemas de



equagdes sio os chamados metodos diretos (CRISFIELD ). Nestes, a
matriz global &€ fatorada e os fatores s3o0 subsequentemente
usados para resolver as equagdes para um dado vetor global. As
decomposicdes kQIT e §§T s30 1largamente empregadas quando a
matriz & simétrica, enquanto a decomposicdo LU ¢ empregada para
os casos de matrizes n3o simétricas. A razio principal para a
grande utilizagdo destes métodos reside no fato que a resposta
para uma dada andlise é obtida em um niumero finito de etapas.
Além disso, a solug3o para diferentes wvetores globais e
eficiente, visto que a fatorizagio necessita ser realizada
apenas uma vez. Contudo, ha um problema associado a fatorizagdo
de matrizes esparsas. As matrizes originadas do Pprocesso de
fatorizac3o normalmente apresentam uma esparsidade maior do que
a matriz original. Por outro 1lado, a solugao direta por
fatorizac3o da matriz global implica em wum grande nimero de
multiplicacBes e adigGes o que pode conduzir a um erro de
proporcSes sérias quando se trata da solug3o de grandes sistemas

de equag¢oes.

Assim, a necessidade de grandes requisitos de
armazenamento, a incerteza no erro acumulado no Processo de
fatorac3o de matrizes de grande porte aliada a necessidade de se
resolver problemas cada vez maiores e mais complexos e do
surgimento de novas arquiteturas computacionais com capacidade
de procesamento vetorizado e paralelo, levaram a uma retomada na
pesquisa de técnicas para o melhoramento das taxas de
convergéncia dos métodos iterativos visando a solugdo de grandes

sistemas de equagDes.

Métodos Iterativos (HAGEMAN e YDUNGig) iniciam
tipicamente com uma estimativa do vetor solug3o, a qual &
refinada em sucessivas etapas, que dependem das propriedades das
matrizes e da técnica iterativa, levando a um vetor que
satisfagca as equagdbes originais com um nivel pré-estabelecido de
precis3o. A matriz original é preservada e no caso de sistemas
muito esparsos com banda muito larga, pode haver uma
significante minimizac¢30 dos requisitos de armazenamento sobre

metodos diretos de fatorizacio.

0 esforgco computacional em um esquema iterativo



depende da velocidade de convergéncia e precisdao com 0S quals as
equacBes ser3o resolvidas. Uma taxa de convergéncia pode
frequentemente ser melhorada por uma técnica conhecida como
precondicionamento (EUANSIl). Nesta teécnica, o sistema original
de equagOes € multiplicado por uma matriz convenientemente
ecscolhida de tal forma que o sistema de equagoes resultante
fique mais proximo da matriz identidade do que o sistema
original. Assim, um método iterativo aplicado a um sistema
precondicionado de equacdes convergira mais rapidamente do que
aplicado ao sistema original. Em realidade, a matriz de
precondicionamento € uma aproximagio da inversa da matriz
original. 0 desenvolvimento de precondicionadores eficientes foi

outro motive que também contribuiu para reavivar o0 interesse

pelos métodos iterativos.

Dentre os métodos iterativos, aquele que se tornou
popular por sua eficiéncia foi o Metodo dos Gradientes
Conjugados (MGC). Tal popularidade deve-se a sua simplicidade de
implementa¢io computacional, facilidade de melhorar a taxa de
convergéncia por um processo de precondicionamento, perfeita
adaptac3o a uma formulagdo elemento-por-elemento(EPE), perfeita
adequacio a esquemas de refinamento adaptativos e facilidade
para explorar as capacidades de processamento vetorial e

paralelo quando disponiveis.

Assim, a solugdo iterativa pelo MGC constitui-se numa
alternativa extremamente eficaz para a solugdao de grandes
sistemas lineares de equacbes algebricas provenientes da

soluc3o de problemas de contorno lineares ou nao.

1.2 - Objetivos

0 presente trabalho tem por principais objetivos:

- estudar o Método dos Gradientes Conjugados para solug3o de
cistemas lineares de equacBes algébricas decorrentes da andlise
estrutural por elementos finitos, considerando : sua formulacdo
matematica, fatores que influenciam na taxa de convergéncia,

algoritmo basico e precondicionamento

- estudar comparativamente o desempenho de quatro procedimentos



de precondicionamento numa formulag3ao EPE, que incluem o0s pre-
condicionadores Diagonal, de Cholesky, de Crout, e de Gauss-

—Seidel Simetrizado.

0 estudo e implementagc3o do MGC neste trabalho, esta
limitado a soluc3o de sistemas lineares de equagdes algébricas
decorrentes da anadalise estdtica pelo MEF de problemas de
elasticidade linear para o0s quais o Sistema GAELI(GROEHS e
SANTOSiS) esta capacitado a resolver, quais sejam: estado plano
de tensSes e de deformagcdes, placas finas e espessas, Cascas

poliédricas, sdlidos axissimétricos, sdlidos tridimensionais.

1.3 - Revis3o da Literatura

Em 1952, HESTENES e STIEFEin, a partir de estudos
independentes, publicaram em conjunto a teoria geral do MGC para
solucdo de sistemas lineares de equagBes algébricas, técnica
similar em estilo a procedimentos iterativos tais como o Método
de Mdaximo Descenso ("Steepest Descent Method™). Comprovaram
que a convergéncia teéorica a solug3o exata se dava em um numero
de iteracOes menor ou igual a ordem do sistema em um contexto de

aritmetica exata.

Provavelmente por causa da incerteza em relagdo a sua
taxa de convergéncia, o MGC n3o foi intensamente empregado
durante o periodo entre 1950 e 1970. Entretanto, alguns estudos
importantes foram realizados neste periodo. HESTENESBO
apresentou novas variantes para a formulag3o do algoritmo
basico. BECKM(—\NN4 tratou de aspectos matematicos, andlise de
erros e de uma implementac3o computacional. ENGELLI et 3119
demonstraram que o MGC converge mais rapidamente do que a
iterag3o por Jacobi acelerado por Chebyshev para a solu¢3o da e-
quagao biharmonica por diferengas finitas, concluindo sobre a
superioridade da performance do MGC a medida que o mal
condicionamento do sistema cresce. Observagcdes favoraveis sobre
a eficiéncia do MGC para solu¢3o de sistemas de ordem elevada
pravenientes da analise estrutural por elementos finitos foram
relatados por KUNALICK35, FRIED15 e YETTRAN e HIR5T49.

Houve um reconhecimento crescente no sentido de que o



MGC poderia ser empregado na soluc3o de grandes sistemas de

equacoes. JENNIN8930 estudou a influéncia do espectro de
autovalores da matriz do sistema sobre a taxa de convergéncia.
Indmeros trabalhos s3o publicados sobre tecnicas de
precondicionamento. JENNINGS e HALIK32 propuseram escalonamento
diagonal e o processo de eliminag30 parcial como formas de
precondicionar o sistema e maximizar a taxa de convergéncia.
MEIJEREINK e UDRST37, KERSHQL-JB4 propuseram diferentes
precondicionadores baseados numa fatorizag¢io incompleta de
Cholesky. AJIZ e JENNIN681 apresentaram nova versdo para este
precondicionad o r. EISENST:—‘«Tg propos uma classe de
precondicionadores baseados na fatorizag3o incompleta do tipo
EQ&T. JOHNSON et a1.%% e saaD> propuseram precondicionadores

polinomiais com o proposito de aproxima¢3o da inversa da matriz

global do sistema.

Com o surgimento das arquiteturas computacionais que
possibilitam processamento vetorizado e paralelo, as atencodes
dos pesquisadores voltaram-se, a partir da década passada para a
formulac3o elemento-por-elemento, que possibilita explorar de
forma bastante efetiva os novos recursos computacionais
disponiveis com menores requisitos de memdria inerentes a este

tipo de formulagio.

A paralelizacio e vetoriza¢3o do algoritmo do MGC tem
sido crescentemente investigada. VAN DER UDRST48 considerou a
performance de implementagi0 em FORTRAN do algoritmo dos
gradientes conjugados para solug3o de grandes sistemas de
equagoes nos computadores CRAY-1, CRAY X-MP e CYBER 205.
SEAGER44 estudou a performance da implementagao do MGC com
precondicionamento diagonal, incompleto de Cholesky e SSOR com
processamento paralelo em um CRAY X-M24 e em um CRAY X-M48.
COUTINHO et a1,7 estudaram comparativamente a performance da
solucio iterativa por gradientes conjugados e pelo algoritmo de
Lanczos em um IBM 3090 E/&4VF. Os algoritmos foram implementados
utilizando uma formulac3o elemento-por—-elemento e, 0s
experimentos numéricos mostraram vantagem na wutilizagdo do
primeiro. MELHEM38 estudou a solugao de grandes sistemas de

equacdes provenientes da discretizagdao de equagbes diferenciais



parciais por gradientes conjugados precondicionado, propondo uma
estrutura de dados mais adequada a capacidade de vetorizagao
disponivel em um CRAY X-MP. HUGHES et 31.28 estudaram a solucilo
de problemas tridimensionais lineares e n3o lineares em um CRAY
X-MP48 com até 100000 graus de 1liberdade. Concluiram que ©
precondicionamento EPE de Crout para o MGC num esquema elemento-
-por-elemento apresenta menores custos computacionais de CPU e
requisitos de armazenamento do que os exigidos para a solugdo

por processo direto de fatoragao.

Na formulac3o elemento-por-elemento a matriz global do
sistema n3o & formada, utilizando-se as matrizes dos elementos
como operadores. Esta idéia foi lancada primeiramente por FOX e
STﬁNTDNiae por FRIED14. Por outro lado, alguns autores reservam
esta nomenclatura quando do emprego das matrizes dos elementos

como precondicionadores do sistema de equagoes.

0 algoritmo MGC com precondicionamento EPE foi
incialmente desenvolvido por HUGHES et al.26 como um método de
integrac3o no tempo para resolucio de problemas transientes de
conduc3o de calor. Posteriormente, o algoritmo foi reformulado e
utilizado como uma teécnica de solug3o iterativa de sistemas de
equacBes lineares provenientes de esquemas de integragdo no
tempo como utilizado por HUGHES et al.a7. 0 procedimento EPE, a
partir de ent3o, ganhou reconhecimento como um precondicionador
efetivo para emprego com o] algoritmo do MGC . Varios
precondiconadores EPE foram estabelecidos, dentre eles o0s mais
efetivos s80 os precondicionadore EPE de Cholesky, EPE de Crout
e EPE de Gauss-Siedel Simetrizado. Estes precondicionadores
foram desenvolvidos e estudados por HUGHES et 31.24’25’29.
NOUR-OMID e PARLETT41 e MULLER e HUGHESBQ,

A wutilizag3o das matrizes dos elementos como
operadores & compativel com a arquitetura dos programas de
elementos finitos e permite o desenvolvimento de algoritmos
paralelos para computadores com multiprocessamento o que parece
ser uma tendéncia para o futuro. Por outro 1lado, com o
crescente emprego de microcomputadores para analise por
elementos finitos, o emprego de uma formulag3o EPE torna-se

vantajosa, visto que o tempo de processamento de



microcomputadores ter custo reduzido e como nao envolve
fatorag3o global, grandes problemas podem ser facilmente

tratados em vista da memoria interna disponivel.

1.4 - Organizag¢3o do Texto

0 texto desta dissertag3ao encontra-se dividido em sete

capitulos, sendo o primeiro constituido pela presente

introdugio.

No Capitulo 2, apresenta-se o problema da minimizac3ao
de um funcional quadratico pelo Método de Maximo Descenso. A
seguir, s3o apresentadas algumas modificacOes neste metodo para
ce chegar ao Método dos Gradientes Conjugados. Para este ualtimo
e apresentado o] algoritmo basico para implementagao
computacional e os fatores que influenciam na sua taxa de

convergéncia.

No Capitulo 3, é descrita a idéia basica da técnica de
precondicionamento e sua aplicag3o ao Método dos Gradientes
Conjugados. Apresenta-se o algoritmo bdsico para implementagiao

computacional do MGC precondicionado.

No Capitulo 4, s3o abordados as operagOes que definem
o tipo de formulac3o, global ou elemento-por-elemento, a ser
empregada na implementag3o computacional do MGC. E descrito o
produto matriz-vetor, que ocorre a cada iteragao do metodo, numa
formulagao elemento-por-elemento. 'S3o descritos 0s
precondicionadores Diagonal, EPE de Cholesky, EPE de Crout e EPE
de Gauss—Seidel Simetrizado empregados neste trabalho.
Finalmente & descrita a soluc3o do sistema auxiliar de egquacdes

que ocorre a cada iterag2o do MGCP.

No Capituleo 3, s3o descritas alguns aspectos
computacionais de relevancia na implementagiao das rotinas
iterativas neste trabalho e os recursos computacionais

empregados.

No Capitulo 6 s30 apresentados de forma concisa o0S
dados relativos aos exemplos numericos resolvidos e os
resultados obtidos quanto a performance computacional dos

algoritmos implementados.



No Capitulo 7 s3o tragadas as conclusoes deste
trabalho e sugeridas outras atividades para complementagc3o e

aperfeicoamento do presente trabalho.

No ANEXO 1 s3o0 apresentados de forma completa e
detalhada os dados relativos aos exemplos dos casos analisados,
assim como os resultados obtidos em termos da performance
computacional das rotinas iterativas para solugao pelo MGC sem e

com precondicionamento.



2 - 0 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

2.1 - Preliminares

A construc3o de solugdOes aproximadas para problemas de
contorno pelas varias formas do MEF 1leva frequentemente a
necessiade de se obter a solugd3o de sistemas lineares de

equagoes da forma

Kx =b, Gauddd

NxN . . . L T
onde K € R € uma matriz quadrada, simetrica positiva definida
N : 5 ; N
e esparsa, X € R o vetor das incdgnitas e 9 e R o vetor dos

termos independentes.

Numa formulag8o em deslocamentos pelo MEF para andlise
estrutural, K é conhecida como a matriz de rigidez global do
sistema, X o vetor dos deslocamentos incdgnitos e b o vetor glo-

bal de forgas.

A solug3o de sistemas dados por (2.1.1) pode ser
interpretada, como demonstrado por AXELSSON e BARKERg, como

equivalente a minimiza¢3o0 de um funcional quadratico.

Estes funcionais quadraticos, que frequentemente sur-
gem da aplicag¢io do metodo de Ritz-Galerkin por elementos

finitos, tem a forma

fCx) =>x"Kx - b x + ¢ (2142

onde ¢ € R, onde f(xX) & a energia potencial do sistema discreto.

0 funcional (2.1.2) tem um minimo no ponto onde seu

gradiente dado por

10
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af(§)
glx) = —— = K x - b (2.1.3)
a X

~

torna-se nulo. Portanto, a solugdo de (.1.1) e equivalente a

minimizac3o do funcional (2.1.2).

Uma das estratégias mais simples para minimizagao de
um funcional € o Método de Maximo Descenso (Method of Steepest
Descent), que sera a seguir apresentado, a partir do qual com
algumas alteracdes bem caracteristicas se transforma no Meétodo

dos Gradientes Conjugados.

2.2 = Método de Maximo Descenso

A maioria dos metodos iterativos para minimizagcao de
. v G L N ; : ~
um funcional quadratico f definido em R, realizam iteragdes do
tipo

I akBk, ¢2.2.1)

~

X

k . . : ~ * ; e k
onde X ¢é uma estimativa da solug3o exata X na iteracao k, @ B

a correcio desta estimativa. Nesta expressdo, o vetor Ek define
a direc30 da correcio ou direcio de busca e sera denominado
vetor diregao de busca; o escalar ak’ que determina a magnitude
desta correc3o, minimiza ou reduz £ em algum intervalo da 1linha

k : & k , .
que passa por X com diregao de P entre as iteragoes k e k+1

0 emprego da formula de recorréncia (2.2.1) apresenta

dois problemas a serem resolvidos. 0 primeiro refere-se a
k Lad

escolha de p e, o segundo refere—-se a avaliagao de f ao longo

; k k
da linha X = X + a p para - © < a<f w

Pode-se provar (AXELSSON e BQRKERa) que dentre todas
direcdoes p tomadas a partir de um ponto X, aquela segundo a qual

f decresce mais rapidamente nas vizinhangas de X € dada por

p=-g (2.2.2)

onde o vetor g = g{x) é o gradiente de f dado em (2.1.3).

Por ocutro lado, o process o para determinag3o de o e

denominado de "busca na linha"(line search>. Neste, o valor de
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o fica definido de modo a minimizar f ao laongo da linha

% 5 ko, k .
= X &, P ou sela

< l: £CX+ o Ek)] = 0 2.2.3

d o

Na FIGURA 2.2.1 esta representada a equagao (2.2.3)

para f € R? .

X1

FIGURA 2.2.1 - Representa¢Zo da equag3o (2.2.3) em RZ.

k

Substituindo-se X por X + oy Ek nha expressio (2.1.2),

obtem-se
_ T i 2 T
f(g + o Q) = f(g) + ap g(g) + = o p 5 p- 2.2.4)

Realizando a operacio dada em €(2.2.3) sobre (2.2.4

resulta
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0 = ET glxd) + « ET Kp, (2.2.5

e rearranjando seus termos, obtém-se

T
o - (X)
o = P bk . (2.2.6)

P Kp

k
Portanto, independente da escolha de p em (2.2.1), o

fica dado por

o = w c2.2.7)

Com base na expressio (2.2.2), a formula de recorrén-

cia (2.2.1) assume a forma

= X - o g, (2.2.8)

Esta relag3o junto com a estrateégia de busca de 1linha
dada em €(2.2.7) define o Metodo de Maximo Descenso para
minimiza¢30 do funcional quadrdtico dado por €2.1.2). Assim,

ficam definidas as etapas

g“=Kx* -b (2.2.92)
o = gv"g" 7 gk ¢ (2.2.9b)
k+1 k k

X =X -a g (2.2.8c)

onde gk = ngk).

~

A k—-ésima iteracg3o de (2.2.9) & mostrada na FIGURA

? ; k
2.2.2. Observa-se nesta figura que a linha que passa por X e

k+1 k+1 w3 . ; B
X e tangente no ponto X a superficie de nivel elipsoidal

definida por f(x) = f(gbu)'
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| X2

FIGURA 2.2.2 - Iterac%o k no Método de Maximo Des-

T 2
censo para minimiza¢3o de f em R.

Tomando a expressio (2.2.8c¢) multiplicada membro a

membro por K e subtraindo-se da equacso o vetor b, obtém-se

gt =g" - o K g (2.2.10

que permite o calculo dos gradientes de forma recursiva.

As iteracoes podem, portanto, serem reformuladas como

segue
g = gk'T-Sk s gk’TE g k (2.2.11ad
Ek-fi - ?Sk - o gk (2.2.11bD
sk-i-i - gI.c - o K gk (2.2.11cd

onde, inicialmente go = K x” - b,

2 ~ - -
AXELSSON demonstra que a convergéncia deste metodo

descrita pela norma da energia & dada por
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k+ & P =2 - & *
[|x7 = %], = |12° - %|| c2.2i12)
~ ~ K L o~ K
cCO + 1
onde|| . ||, representa norma da energia.0 limite superior para
o nuimero de iteracdes k dado por
pCed = 2 CCO 1n (272> + 1 c2. 2,13

sendo £€ a tolerancia arbitrada.

Isto implicara que a convergéncia do metodo de maximo

descenso seja descrita na norma da energia por

K -1

- x|, - 2210

CCKO + 1 "
Nas expresstes (2.2.12) e (2.2.14), C(K) e denominado
de nimero de condicionamento espectral da matriz K. Quando K é

positiva definida e simetrica (CAREY e ODENG), tem-se
CCO = A, 7 A, (B2 15)

onde KN e R1 s30, respectivamente, o maior e o menor autovalo-

res de K.
Infelizmente, a taxa de convergéncia deste metodo pode

tornar-se proibitiva caso CCK) seja elevado, o que caracteriza K

como sendo uma matriz mal condicionada.

2.3 0 Método dos Gradientes Conjugados

Este método também permite a minimizac3o de um
funcional quadratico, mas ao contrario do Método de Maximo Des-
censo , produz a minimizac3o0 apds um numero de iteracBes que @
sempre menor ou igual a N, onde N é a ordem da matriz K. Esta
propriedade, embora desejdvel, n3o € particularmente relevante
quando N é muito grande, porque ela nSo se verifica na auséncia
de aritmética exata, inerente a qualquer ambiente computacional

conhecido.

Aqui se admite que o vetor diregao de busca e definido
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por uma iteragao do tipo

ptt = - g 4 p* CREAY
com p°= - g°. Pode-se observar que se obtém o Método de Maximo
Descenso fazendo {3 = O. Por outro lado, a nova direc3o de busca

k+1
fica determinada no plano gerado pelo gradiente no ponto X

a direc3o de busca previa.

A escolha de Bk ¢ feita de modo a assegurar que 0S
k : :
vetores P sejam mutuamente ortogonais (ou conjugados) em

relag3o a matriz K, de forma que ¢ possivel escrever
EMT K gj= (o) para todo i # j. 2.3.2)

Tomando-se a transposta de (2.3.1) e pos-multipli-

k
cando membro a membro por K p ', tem-se

k+1, T k k+1, T k ky Ty, Kk _
*TKp =-g T Kp +pB p Kp =0
(2.3.3)
do que resulta
k+1, T 5 Ek
Bk=-TK—'—k (8.3.4)
P g

; ; , 16
£ possivel demonstrar também (GOLUB e VAN LOAN ) que
a condic3o0 (2.3.2) conduz a outra relagdo de ortogonalidade dada

por

g"T. g =0 para todo i # j. (2.3.5

0 processo iterativo dado pelas expressoes (2.2.1),
(2.3.1) e (2.3.4) ¢é& denominado de Método dos Gradientes

Conjugados.

Existem expresstes alternativas para os pardmetros Bk

e o . Dentre estas, pode-se obter ﬁk a partir de (2.2.11c)

reescrevendo—-a na forma
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g = g* + o KPS (2.3.6)

da qual pode-se obter

k 1 k+4 k
Kp = e Cg - g Do 2.3.7)

k

k a ~
Levando este valor de K P a express3ao (2.3.4) e

considerando a relag3o de ortogonalidade (2.3.3), obtem-se

k+1, T k+1
g

B = s (2.3.8)

k k, T k

. g_

Pode-se observar que nesta expressao n3ao consta a
matriz K, o que € bastante favoravel sob o ponto de vista
computacional.

; o~ k
Expandindo a express3o de P dada por (2.3.1), tem-se

k+1 k+4 k k+1 i

k -
B = -g + ﬁk R = —g + ﬁkc_g + Bk_’_Ek Yy =

= g™ -p g+ ﬁkﬁk—igk—i Z eeeees 2.3.9

. . . k+1
Multiplicando membro a membro esta expansao por g e

considerando a relac3o de ortogonalidade (2.3.5), resulta

pk+1, P gk+1 _ k1, T _k+1 2.3.10

~ ~ ] ~

Usando este resultado na expressao (2.2.7), tem-se
o = gk’T gk 7 Ek'T 5 Ek . Ces 211D

Em REID42, varias versbes do MGC com diferentes
expressoes para dk e Bk foram comparadas em relagdo ao esforgo
computacional, taxa de convergéncia e requisitos de
armazenamento, e os resultados favoreceram a escolha de (2.3.8)
e (2.3.11). Tal escolha coincide com o trabalho original de

HESTENES e STIEFEL21 e, foi adotada neste trabalho.
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2.4 Algoritmo BAsico para o Método dos Gradientes Conjugados

Se for definido um vetor I, denominado de vetor

residuo, dado por

r =-g=>b - K x, (2.4.1)
¢ possivel formalizar o MGC através da sequéncia de operagoes
dadas no algoritmo mostrado no quadro da FIGURA 2.4.1. Para
tanto, tomou-se as expressoes (2.2.1), (2.3.1), (2.3.6), (2.3.8)
e (2.3.11) e substitui-se o vetor gradiente g pelo vetor residuo

definido acima em (2.4.1).

1. INICIAL 1ZAGAO

Ca) k = 0; x = 0 ; p =r =0b (2.4.2)

o

2. ATUAL 1ZAGAO DOS VETORES ESTIMATIVA E RESIDUO :

k, T k k, T k
Cb) a, = Cr™7 ".rd7Cp 7 .K pJ, (2.4.3
Ccd xk+1 = xk + o Ek, (2.4.40
~ ~ k
@ **t o=k - a xS (2.4.5)

3. TESTE DA CONVERGENCIA

k+1
r

(e Se || r o, 7 11 50” 2 < tolerancia, pare. (2.4.6)

4. ATUAL | ZACAO DO VETOR DIREGAO DE BUSCA

¢y g, = et T e ok T gk, (2.4.7)
+ +

c@ p*tt o= Tt e g RN C2.4.8)

Ch) k = k + 1, (2.4.9

(i) retorna a etapa Cbd.

FIGURA 2.4.1 - Algoritmo BaAsico do Método dos

Gradientes Conjugados.
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Para este algoritmo, os requisitos de armazenamento
incluem quatro arranjos unidimensionais para 0s vetores ', X, B
e Y, sendo neste dltimo armazenado, 2 cada iteragdo , o produto
matriz-vetor K p. O requisito para armazenamento de K dependerad
da formulacSo adotada e sera abordado no capitulo 4 relativo a

formulacio elemento-por-elemento.

0 custo computacional por iterac3o e dispendido n=a
maior parte no produto matriz-vetor K p. Além disso, ha trés
produtos vetor-vetor e trés operagoes recursivas que requerem 3N

multiplicacdes e 3N somas.

0 critério de terminagao das iteragbes ou de
convergéncia adotado foi da norma euclidiana relativa do vetor
residuo dada na expressio (2.4.6). Existem outras possibilidades

de escolha como esta escrito em JENNINGS31.

2.5 Taxa de Convergéncia do Método dos Gradientes Conjugados

A an3lise da convergéncia do MGC foi objeto de estudo
de varios pesquisadores, dentre @éles, o0s trabalhos mais
importantes s3o devidos a STENART45, AXELSSUNa > JENNINGSao,

GREENBAUH17 e VAN DER SLUIS et 314?.

Nestes trabalhos foi demonstrado que 3 convergeéncia
deste método & descrita segundo a norma da energia POr uma
expressao idéntica a (2.2.12) onde o limite superior para o nu-

mero de iteracdes k para uma tolerdncia arbitrada £ e dada por

-1-2

(el = 172 [ CK] ln C2r&2 + 1, 2.5.12

onde CCK) € o nimero de condicionamento espectral da matriz K
como expresso em (2.2.15). Caso CCK) seja elevado, entd3o este
limite & muito menor do que o correspondente limite para o
Método de Maximo Descenso. Por exemplo, se C(KD = 10° e £ =
10™%, ent3o p(£)=381 para o MGC, enquanto PE(£)=38005 para o

Méetodo de Maximo Descenso.

Além disso, o MGC tem a propriedade de terminacdo

finita, ou seja,
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(2.5.2)

L3
n
3
-

para algum m =< N, onde N é a ordem de K, e % a solugdo exata de
(2.1.1). 0 valor de m n3o excede, e ¢ normalmente 1igual ao
numero de autovalores distintos de g(ﬂXELSSONz). Na pratica,
esta propriedade nSo é verificada tendo em vista os erros de
truncamento impostos pelo computador que impedem a obtencao

exata de X e assim as iteracdes podem continuar ateé m > N,

0 cdlculo do numero de condicionamento C() demanda
esforco computacional elevado. Neste trabalho, se admite que 0s
problemas tratados geram matrizes diagonais dominantes. Tendo
por base o teorema de Gerschgorin(FRIEDia) pode-se, em lugar de
calcular o numero de condicionamento espectral, estimar o
condicionamento das matrizes dos exemplos resolvidos pela razdo

D onde Dmax e D  s30, respectivamente, o0 maior e 0O

D
max mwn mwn
menor termos da diagonal de K, como foi sugerido e empregado por
COUTINHO et 317.



3. — A TECNICA DE PRECONDICIONAMENTO

3.1 - Preliminares

No caso da analise estrutural, os valores do numero de
condicionamento espectral para as matrizes geradas pela
discretizagc3o podem atingir valores extremamente elevados. Tal
fato implica em um numero de iteragOes maior do que N para ser
atingida uma dada redu¢io do residuo, quando se utiliza

aritmetica de ponto flutuante com nimero limitado de digitos.

A idéia central desta técnica consiste na aplicagdo do
MGC a um sistema transformado de equagOes obtido pela prée-mul-
tilplicac3o da equagio (2.1.1) por uma matriz P na forma
-y g,
P Kx=P b, €3.1.1)
onde P é uma matriz simétrica positivo definida, denominada de

matriz de precondicionamento. 0 sistema (3.1.14) e chamado de

sistema precondicionado.

Esta transformag3o tem por objetivo tornar o numero de
condicionamento espectral do sistema precondicionado, ccg“g),
bem menor do que CCK), relativo ao sistema original. Isto condu-
2ird a uma drastica acelerac3o da taxa de convergéncia tendo em

vista o estabelecido na expressao (2.5.1).

Observa-se que se P = K, ent3o

—
C(E K =1, 3.1.2)
e do precondicionamento resultarada apenas uma iteragio, visto que
a matriz precondicionada sera igual a matriz identidade, e a
~ . -1 . & s
solucio serda dada por X = K " b. Entretanto, isto n3o e sensato

21
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visto que todo esforgo computacional seria dispendido na
a -1 ) ; :
obtencdo de K = transformando o metodo num procedimento direto

de solugilo.

De outra parte, se

P=1I €3.1.3D

= >

sendo I a matriz identidade, ter-se—-ia auséncia de

-1
precondicionamento, com CCP "K) = CCKD.

Desta forma, a matriz de precondicionamento P devera
cer uma aproximagio simétrica positiva definida de K, escolhida

entre a matriz identidade I e a propria matriz K.

Definindo a matriz de precondicionamento em fungao de

seus fatores de Cholesky por

P=QQ , €3.1.4

pode-se reescrever o sistema precondicionado (3.1.1) como segue

et kg e x = @'k, €3.1.5
ou

H y = d, €3.1.8
onde

H=09 "kxQ", €3.1.7>

=9 x, (81,80

d=0"b, €3.1.9
sendo a matriz H positiva definida, pois zT Hy= §T K x, visto

T N
que X K x > O para todo X # O em K.

A soluc3o do sistema (3.1.6) estara associada a outro

funcional quadratico 1ligado ao dado em (2.1.2) através da
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eXPressao
fep =" W=y Hy - &y + c, (3110

com H, y e d dados em (3.1.7) a (3.1.9), e sua minimizagao

implicarada na solugldo de (2.1.1)

3.2 - Algoritmo BAsico para o Método dos Gradientes Conjugados

Precondicionado

Para ser estabelecido um algoritmo basico para o
Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado(MGCP) e
necessario aplicar as operacdes definidas de (2.4.2) a (2.4.9)

na soluc3o do sistema (3.1.6). Fazendo-se isto, tem-se

cad k=0, y°=0 r°=d, p°=r1r" €3.2.1)
b o =C Pt Ry Lo T HBE €3.2.2)
k+4 k ~k
Ced y =y + o p o3 (3.2.3
cd> £F* =R - o H P €3.2. 4
~k+d ~o

Ced Se || ¢ ||2 7 || £~ ||, = tolerancia, pare.

(8.8.5)
O p = R BN L A ¥ €3.2.6

~k+ ~k+ ~

cg ptt o= BT 4 pX 3 e P
ChY) k = k + 13 €3.2.8
(i) Retornar a etapa (b). (3.2.9

~

Nas equagdes acima r & o vetor residuo nas coordena-

das transformadas, isto é,
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E = d - Hy, (3.2.10

~

e p o vetor direc3o de busca correspondente.

Desta forma, obtida a aproximacgdo Y na iteragdo k=m,
pode-se obter o correspondente §m atraveés da equagao
x" = Q¥ (3.2.11)
Por outro lado, s3o0 validas as seguintes relagoes
£ =97t ¥, €3.2.12)
y< = Q" x5, €3.2.13
B¢ = Q" p (3.2.14

e cubstituindo-as nas operagcdes definidas de (3.2.1) a (3.2.9),

e considerando-se a transformagio dada por (3.1.7), obtém-se
2 k=0 Q" x°=0 Q'r°=0"p @ p° =0 r03.2.19
b o, =gt T Q. Py p¥2TcQ ™'k @ ™eQ" s

€3.2.16)
o QF M =" x ¥ + o QR (3.2.17)
(@ @ttt =gt - o @k @ Q"R 32418
ced se ||@7't***|],711Q7"c°||, < tolerancia, pare. (3.2.19)
) g, =gt T e 1kt ek T T e 3220
Cgd gT Ek+1 = g_1£k+i + ﬁk gT Ek % (3.2.21)
Ch) k = k + 1; €3.2.22)
(i) Retorna a etapa Cbd. (3.2.23

Fazendo as simplifica¢Oes possiveis e considerando que



ent30 o algoritmo do MGCP fica dado
estabelecidas no algoritmo apresentado no

321z
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(3.2.24

(3.2.25)

pelas operagoes
quadro da FIGURA

1. INICIAL | ZACAO

cad k = 0, x°

L

1]
20
™
bin}
|
{2
-

Cb) resolver g z =r,

o

Cc) Eo =z .

(1) retorna a etapa (b).

(3.2.26)
(3.2.27)

(3.2.28)

2. ATUAL | ZAGAO DOS VETORES ESTIMATIVA E RESiDUO

@ a, = ¥ T z%p T kR, €3.2.29
ced> x** = x* + o p%, (3.2.30
e £t =X - o« kP~ €3.2.31)
3. TESTE DA CONVERGENCIA

k+1 o)
C(gd Se || L 1, Z 11 &, < tolerancia, pare. (3.2.32)
4. ATUAL1ZAGCAO DO VETOR DIREGAO DE BUSCA
Ch) resolver r gk+1 = £k+1 (3.2.33)
i3 B, = CF T g e e s (3.2.34
éf p = 2"+ B ph, (3.2.35)
(k) k = k + 1, €3.2.36)

FIGURA 3.2.1 - Algoritmo Basico para o Método dos Gradientes

Conjugados Precondicionado.
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Para este algoritmo, os requisitos de armazenamento
s30 os requeridos para o algoritmo do MGC, descritos na secao
2.4, acrescidos da necessidade de um quinto arranjo
unidimensional para o armazenamento do vetor Z. Por outro lado,
além da matriz K, é necessdrio o armazenamento da matriz de

precondicionamento P independentemente da formulacdo adotada.

0 custo computacional deste algoritmo em relagao ao do
MGC envolve uma etapa de construc3o da matriz P. Além disso, a
cada itera¢3o torna-se necessario a solugso do sistema auxiliar
P z =r. Desta forma, a escolha de P deve ser computacionalmente
simples e a solugao deste sistema auxiliar deve ser

evidentemente muito mais eficiente do que a solugao de (2.1.1).



4. - FORMULACXO ELEMENTO-POR-ELEMENTO E PRECONDI CIONADORES
EMPREGADOS

4.1 - Preliminares

Pode-se observar nos algoritmos para O MGC e MGCP
apresentados nas FIGURAS 2.4.1 e 3.2.1 que duas operagoes tém

relevincia destacada sobre as demais.

A primeira trata do produto matriz-vetor K p realizado

a cada iterac3o tanto no caso do MGC como no MGCP.

A segunda ocorre a cada iterac3o do MGCP e refere-se a
solugio do sistema auxiliar P z = r, estando intimamente ligada

a escolha feita para a matriz de precondicionamento P.

Do ponto de vista computacional, estas duas operacoes
se destacam pelo numero de operagdes que realizam e pela
eficiéncia a ser buscada para estas operagdes. Por outro lado,
tambem tem relevincia sobre as demais porque nestas duas
operagdes est3o envolvidas duas matrizes, K e P. A forma
escolhida para a construg3o destas matrizes definira se a

formulac3o do método sera global ou elemento-por—elemento.

4.2 - Produto matriz-vetor E P

Numa formulacio global, este produto € realizado sobre
a matriz global K. Neste caso, deve-se considerar apenas O0sS
termos n3o0 nulos visando minimizar a a&area de armazenamento
requerida. Além disso, devido a inerente esparsidade da matriz
K, faz-se necessario adotar uma estratégia de reordenacao nodal
a fim de minimizar o numero de termos n3o nulos e criar vetores
apontadores que permitam identificar as posigOes correspondentes

a estes termos. Tal estrutura de dados com adogcao de uma

27
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estratégia de reordenag3o nodal €& tipica de um procedimento de

soluc3o por um metodo direto.

A natureza local das aproximaces usadas no MEF
fundamenta a formulac3o elemento-por—-elemento que foi adotada

neste trabalho.

Sabe-se que a matriz global K ¢ formada pela

contribuigc3o dos elementos que constituem a malha, na forma

K = z ke c4.2:19

~e
onde NEL representa o numero de elementos finitos na malha e K
correspondente 3 contribui¢io do e-ésimo elemento , € uma matriz
NxN esparsa e expandida para as dimensOes globais do sistema com

os termos decorrentes desta expansao feitos nulos.

Na formulagio elemento-por-elemento, K n3o ¢
explicitamente formada, sendo necessdario armazenar apenas as

matrizes de elemento Ee. 0 produto E P sera calculado por

NEL
y=Kp= ) ¢k p>, C4.2.2)

a=

sendo Y € R um vetor de trabalho, onde € armazenado o resultado
deste produto. Entretanto, apenas os termos n3o nulos de cada Ee
devem ser considerados em cada multiplicag3o do somatorio
expressa por (4.2.2). Logo, estas multiplicagdes sao realizadas
a nivel de elemento ao contrario da forma mostrada em (4.2.2),

por
NEL

y=Kp = z ¢ K" p¥o , C4.2.3
e=1

e ¥
onde P € um vetor formado retirando-se do vetor B os termos

relacionados com a matriz EQ(CAREY e JIQNGE).

Normalmente, na formulagao global a execugiao deste
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produto matriz-vetor é envolvido um ndmero menor de operagoes do
que na formulagao elemento-por-elemento, pois a contribuigc3ao de
elementos vizinhos relativa a um ndé comum € executada de uma
dnica vez. Por outro lado, os requisitos de armazenamento
exigidos pela formulag3o EPE tendem fortemente a serem menores a

medida que as dimensfes do problema cresce.

No emprego da formulag3o EPE, por n3o haver montagem
da wmatriz global, torna-se desnecessario uma numeragao
criteriosa de elementos e nds. A ordem de entrada dos nas e dos
elementos pode ser arbitraria, e a execugao das operagoes e
facilmente paralelizdvel se wuma maquina com esta capacidade

estiver disponivel.

Assim, na formulac3o EPE empregada neste trabalho, o

produto K p € executado para cada elemento através das

operagoes:

- identifica¢3o dos componentes do vetor global p correspondente
aos graus de liberdade do elemento,
- execuc¢30 da multiplica¢3o matriz-vetor a nivel de -elemento

armazenando o resultado no vetor de trabalho Y.

Realizado este produto e obtido o vetor Y, este &
empregado nas operacoes definidas em (2.4.3) e (2.4.3) para o
MGC, e (3.2.29) 3 (3.2.31) para o MGCP.

Cabe salientar, que o emprego de wuma formulacdo EPE
implica que as condi¢des de contorno do problema sejam aplicadas
sobre as matrizes dos elementos ao contrario do normalmente
feito em um meétodo direto ou iterativo de solugdo trabalhando

com a matriz global.

4.3 - Descrig¢Zo dos Precondicionadores Empregados

No caso do MGCP, além da defini¢3o pela montagem ou
nS3o da matriz K, o tipo de formulag3o € dependente da escolha e
do processo de construc3o da matriz de precondicionamento P,

tendo em vista a necessidade de solugi23o do sistema auxiliar

P z = r que aparece nas etapas (b) e (h) do seu algoritmo
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apresentado na FIGURA 3.2.1.

Neste trabalho foram estudados quatro precondicionado-
res. 0 primeiro denominado de Diagonal ou de Jacobi leva a uma
matriz P diagonal. Os outros trés precondicionadores s3o cons-
truidos a partir da fatoragao das matrizes dos elementos, e s3ao

24
denominados precondicionadores EPE (HUGHES e FERRENCZ ).

4.3.1 - Precondicionador Diagpnal ¢ ou de Jacobi )

4 .
Neste caso, sugerido por FRIED , define-se a matriz

de precondicionamento como

P = diag (Kb = D= el » ! 4. 3.4.19

isto &, constituida pelos termos da diagonal de K.

Este precondicionador e especialmente favoravel
naqueles casos em que as variaveis de estado s3o dimensionalmen-
te bastante diferentes. Além disso, seu requisito de
armazenamento € bem menor do que o exigido pela maioria dos pre-
condicionadores, haja visto que os termos n3o diagonais de P s3o

nulos.
No presente trabalho, a implementag2ao computacional

foi realizada na forma dada em (3.1.5), ou seja,

p*?% p*? p*?x = Db, C4.3.1.2)

resultando num sistema transformado conforme (3.1.6). Este
sistema € ent3o resolvido pelo MGC. Ao final das iteragdbes o

sistema original foi restabelecido por

-1.2
x = D Y- (4.3.1.3

4.3.2 - Precondicionador EPE de Cholesky

Este precondicionador e definido pela expressao
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172 e —e - T, —e 1/2
P =D X | | E (5 ) x | [ 5 CE ) x 9
o=1 P o=nEL" P I B R

onde o simbolo | | representa produto. Nesta expressao identifi-

cam—se
K = LK™ E;cg’), C4.3.2.2)
K =1I +D %K -D" ™7} (4.3.2.3
D = diag €K, C4.3.2.4)
D° = diag (K", c4.3.2.5

onde E’ € a matriz relativa a contribuic3o do e-ésimo elemento
admitida que tenha sido expandida para as dimensGes de K com os
termos decorrentes desta expans3o feitos nulos, EPC-D e E;C-)
s3o0 os fatores triangulares inferior e superior da fatoragd3o de
Cholesky das matrizes Ee a qual e denominada matriz regularizada

do e—-eésimo elemento.

Esta regularizagfo definida por (4.3.2.3) € conhecida
como regularizac3o de Winget, e assegura que Ee seja positiva
definida. Este processo apresentado por HUGHES e NINBET28 e mos-
trado na FIGURA 4.3.2.1 para um elemento com tres graus de

liberdade em uma malha que apresenta seis graus de liberdade.

Na expressao (4.3.2.1) a ordem inversa dos elementos
no segundo produto assegura a simetria para a matriz de

precondicionamento P.

4.3.3 = Precondicionador EPE de Crout

Aqui, a matriz de precondicionamento e definida de
forma analoga ao caso anterior, com a fatorac3o das matrizes dos

elementos baseada no processo de Crout, logo



caso anterior,
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12 NEL —e NEL acd 4 T.0 172
x ||LCK) xl]DCK) x[|L(K) D%
e=1 wp 2 o=1 P~ e=NEL~p - -

As matrizes aqui

implica que

=i

(4,3.3.1)

envolvidas tem o mesmo significado do

FIGURA 4.3.2.1

entretanto o emprego da fatorag3o por Crout
K° = L ¢K® D <¢K® LK. 04380 2)
- 3 e r L @ 1
14 Klﬂ 0 0 th 0 i3 0 0 Kl.d
0 0 o0 O 0 0 ©
L J L J -
a0 0 Ky 0 0 K,
0 0 o ' 0o 0 o
0 o© 0 o
L]
Kdd 3 . 0 .
’k’ﬂ -'ﬁé
e -
K:la 0 0 Kld
D D D D - — - 1
13 16 1 0 K,ag O 1] K.
0 0 0 0 0O 0 0 0O
-] —
Ko 1 0 0 K, .
0 0 O = K
1 0 o ~
Dana
1 0
0 O Df "
0 o ) i
0
-1/2 ~e e -1-2 —e -1./2 ~e ~e -1/2
D (K - DD K =1 + D (¢ -D)D
D° = diag(Kk") p = diag(k)

- Regularizac3o de Winget

4,3,4 - Precondicionador EPE de Gauss-Seidel Simetrizado

Neste precondicionador, ao contrdrio dos EPE Cholesky
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e EPE Crout, a fatorag¢3o estd baseada na decomposi¢do por soma

como apresentou HUUR—DHID40. e a matriz de precondicionamento
tem a forma
NEL 1
1/2 e T, o 1/2
Pl kT T [E+LaB2) xTT [E+LE] =P
= °=NEL C4.3.4.1)

Aqui, as matrizes envolvidas também tem significado
idéntico aos dois precondicionadores EPE anteriores. As matrizes
LSC.J e &;(.) correspondem a decomposig¢¥o por =soma da matriz

regularizada dos elementos segundo

Je C4.3. 4.2

o]

K =I + LC
~ -~ ~g

|

3 4 ¢
~S

Na proposta original deste precondicionador, devido a

NOUR-DHID4O n¥o era empregada a regularizacdo de Winget aqui

introduzida.

4.4 Solug30 do Sistema E_g =r

Nos trés algoritmos do MGCP relativos aos
precondicionadores EPE, é necessdrio a cada iteracdo resolver o

sistema auxiliar g Z W Ty

~

A solucio deste sistema deve, evidentemente, ser
bastante mais eficiente sob o ponto de vista computacional, do
que a solug¢Fo do préprio sistema de equagles, caso contrario a

solu¢8o iterativa fica inviabilizada.

Para ilustrar as operag8es envolvidas no procedimento
adotado, admite-se como exemplo uma malha com apenas dois
elementos pois a generalizac¥o para um nuimero maior € imediata.
Utilizando-se o precondicionador EPE de Cholesky, a matriz de
precondicionamento baseada na express¥o (4.3.2.1) seria neste

caso dada por

= P I IatE LS BT, C4.4.1)
~ ~inz2" T mze1T o~

Lhae)

onde &1, 52, E: e 5: 830 os fatores decorrentes da fatoragdec por
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Cholesky das matrizes regularizadas dos elementos 1 e 2, eD o6 a

matriz diagonal global desta malha de dois elementos.

Logo, a cada iteragdo s%o realizadas as seguintes

operagdes para solug3o do sistema auxiliar

p?LL LL"Dp*?*z = r, C4,4.2)
"~ ~1ﬂz wZN’. ~ ~ "~
L' 0%z = D' =u , C4.4.3

L™ p*?z = L'y =u , C4. 4.4
NI e & L7 @k C4.4.5)
~Zeg o~ ~ ~2 ~2 ~3
L p*?*z = Ly =u , C4.4.6)
~q ~ -~ Nz Na N‘_
p*? 2z = L™y =u , Cde 8D
e ~ n,_ n‘ "5
z = D'%u_. (4.4.8

Tres tipos de operag8es s%o realizadas, escalonamento
diagonal, (4.4.3) e (4.4.8), retrosubstituicdes, (4.4.6) e
(4.4.7), e substituicBes a frente, (4.4.4) e (4.4.5).

Assim, as matrizes dos elementos s3o formadas, regula-

rizadas e fatoradas por Cholesky a nfvel local. A seguir, a so-
luc%o do sistema auxiliar & efetuada a nivel de elemento para as

. T . G
matrizes de elemento L. e %L que constituem o precondicionador.



5. - ASPECTOS DA IMPLEMENTACXO COMPUTACIONAL

5.1 - Preliminares

Neste trabalho foram implementadas cinco rotinas para

soluglo iterativa pelo MGC.

A primeira refere-se ao MGC sem precondicionamento
conforme algoritmo mostrado na FIGURA 2.4.1. Foi utilizada uma
formulac3o EPE, na qual n3o ha montagem da matriz de rigidez

global do sistema K, conforme descrito na cecdo 4.2.

As outras quatro rotinas referem-se ao MGCP para os
precondicionadores descritos na segiao 4.3. Em todas estas
rotinas empregou-se também a formulagdo EPE para o produto

matriz-vetor K p.

No caso do precondicionador Diagonal, as matrizes dos
elementos s3o precondicionadas por escalonamento diagonal como
descrito na seg3o 4.3.1 e, o sistema assim precondicionado foi

resolvido pelo algoritmo do MGC.

Para os outros trés precondicionadores, as rotinas
seguem as etapas definidas pelo algoritmo do MGCP apresentado na

FIGURA 3.2.1.

Todo trabalho computacional foi elaborado na linguagem
FORTRAN, empregando-se o compilador SUN-FORTRAN 1.3 compativel
com o padrio FORTRAN 77. Foi utilizada uma estagdo de trabalho
SUN-SPARCstation 1+, sob o sistema operacional Sun0S4.1
compativel com o padr3oc UNIX. Esta maquina dispunha de uma
memdria central de 40 Mb e memdria virtual de 87 Mb, munida de

um coprocessador aritmético Weitek 3167, clock de 25 MHz.

A seguir s3o descritos os aspectos computacionais de

maior relevancia.

35
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5.2 Produto matriz-vetor K_B

Na implementa¢3o da formulag2o EPE para este produto,
foi necessaria a criagSo de uma estrutura de dados que
permitisse um mapeamento do nivel 1local para o global. Foi
empregado um vetor apontador, denominado INDEXCNELXNGDLEY , onde
NEL é o numero de elementos na malha e NGDLE & o numero de graus
de liberdade por elemento. Este wvetor foi montado segundo a
ordem sequencial da numeracao dos elementos e preenchido com
seus respectivos graus de liberdade nodais. Na FIGURA §.2.1 &
mostrado, para uma malha com trés elementos triangulares
lineares com uma incdgnita por nd, as correspondentes entradas
no vetor INDEX.

AY
3 LY
5
4
2
' 3
X
(a) 1 2
=X
(b)
POSICAO —» 1 2 3 4 5 6 7 8 9
INDEX = | 4 5 1 3 4 1 2 3

(c)

FIGURA 5.2.1 - Vetor INDEX. (a) Elemento triangular, (b) Malha

com trés elementos, (c¢) Preenchimento do corres-

pondente vetor INDEX.

A execucdao do produto K p se da em um lago sobre

todos os elementos da malha. 0 resultado a cada iteragio é
armazenado cumulativamente em um arranjo unidimensional
denominado VTYCNGDLM) . Para o vetor dire¢do de busca p ¢

utilizado outro arranjo unidimensional denominado VYTPCNGDLM ,
onde NGDLM € o numero de graus de liberdade da malha. Na FIGURA
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5.2.2 é mostrado a parcela do produto 5 P correspondente ao
elemento 2 da malha mostrada na FIGURA 5.2.1.
" e ~
Por outro lado, as matrizes dos elementos K sao
armazenadas sequencialmente segundo a numera¢cao externa dos
elementos na malha.
VTYCINDEXC4)) YTYCINDEXC 42D RTC10) RTC11D RTC12) VTPCINDEXC4))
VTYCINDEXC5))D = |VTYCINDEXC53D>| + [RTC11D RTC13D RTC14d VTPCINDEXCS))
VTYCINDEXC6)) VTYCINDEXC6)) RTC12) RTC14) RTC15) VTPCINDEXCB))
2
Y - 7 + K* P

FIGURA 5.2.2 - Parcela do produto K p relativa ao elemento 2

da malha mostrada na FIGURA 5.2.1.

£ empregado um arranjo unidimensional denominado RT,
armazenando-se apenas a porgao triangular superior de cada
matriz de elemento devido a sua simetria. O numero de posicOes
ocupadas pelos termos do tridngulo superior de cada matriz de
elemento @ dado por (NGDLE)xCNGDLE + 1>./2 .
Na FIGURA 5.2.3 € mostrado o preenchimento do arranjo
RT para o caso da malha da FIGURA S.2.1.
i i i 2z 2 2 3 3 a
Kli i2 i3 Kii Kiz Kxa Kii 12 i3
Kl - i i Kz - 2 z Ks - 3 3
o 22 23 -~ 22 23 ~ 22 23
Kl KZ K?
33 aa 33
POS = 6 POS = 6 POS = 6
MGDLE = 3 MGDLE = 3 NGDLE = 3
RT = k' |k* |x* [kt |kt [k* k% |2 [ |2 | I3[k [P |33 [ |3
i1 12 i35 22 23 as 14 12 i3 22 23 3a i1 12 i3 22 23 3a

10 11.' i2 13 14 15 16 17 18

3 4 5 6 7 8 g I

FIGURA 5.2.3 - Preenchimento do arranjo RT para a malha

da FIGURA 5.2.1.
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5.3 - Constru¢3o dos Precondicionadores EPE

A construc3o dos precondicionadores EPE de Cholesky,
EPE de Crout e EPE de Gauss-Seidel Simetrizado se d3o

computacionalmente através de duas etapas bastante semelhantes.

Neste trés casos, as matrizes dos elementos com as
transformacoes descritas na se¢io 4.3, s3o empregados como
operadores, portanto, € necessario uma outra estrutura de dados
para armazenamento destas matrizes transformadas. Nas rotinas
implementadas para estes trés precondicionadores elas s3ao
armazenadas em um arranjo unidimensional denominado LRT cujo

preenchimento é idéntico ao utilizado para o arranjo RT descrito

na segio anterior.

A primeira etapa na construgao destes
precondicionadores consiste no processo de regularizag3ao de
Winget sobre cada matriz de elemento como descrito na segao
4.3.2 e representado na FIGURA 4.3.2.1. Previamente a este
processo, deve ser montado o vetor com os termos da diagonal da
matriz global K. Isto é vrealizado a partir dos termos das
diagonais das matrizes dos elementos armazenadas em RT e do
arranjo de conetividades. Este vetor com os termos da diagonal
de K é armazenado da mesma forma para as trés rotinas, em um
arranjo unidimensional denominado VITDCNGDLM) , onde NGDLM e o

numero de graus de liberdade da malha.

A segunda etapa consiste na fatoragdo das matrizes dos
elementos regularizadas. Este processo de fatoragdo se dd sobre
cada matriz regularizada e consiste na aplicag3o da fatoracdo
por produto, de Cholesky ou de Crout, ou na fatoracdo por soma

definida na expressao 4.3.4.2.

Finda esta segunda etapa, fica construido s}
precondicionador EPE, constituindo-se de NEL matrizes
triangulares superiores de elementos regularizadas, fatoradas e
armazenadas no arranjo LRT, sendo NEL o ndmero de elementos na

malha.
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5.4 - Solu¢g30 do Sistema Auxiliar f Z =T,

A solu¢3do deste sistema auxiliar deve ser realizada
quando da aplica¢3o do algoritmo do MGCP, na sua fase de
inicializa¢3o e durante cada itera¢So, conforme definidas pelas
expressbes 3.2.27 e 3.2.33, ambas do algoritmo mostrado na

FIGURA 3.2.1.

0O processo de solugi3o deste sistema e realizado da
mesma forma para os trés precondicionadores EPE. Como a matriz
de precondicionamento, neste trés casos, esta constituida pelo
Pproduto de matrizes triangulares superiores e inferiores, e
suficiente um processo de susbstituiglo a frente seguido por uma
retrosubstitui¢3o, como foi descrito na se¢30 4.4. para uma
malha de dois elementos para o precondicionador EPE de Cholesky.
Entretanto, € necessdrio fazer um mapeamento do nivel local para
0o global durante o proceso de substituigio a frente e
retrosubstitui¢3o, tendo em vista que as matrizes que constituem
0 precondicionador armazenadas em LRT, est3o referidas ao nivel

local dos elementos.

Este mapeamento é realizado empregando-se o vetor
INDEX, descrito na se¢ao 5.2, e realizado de forma semelhante a

empregada para o produto matriz-vetor 5 P.

Nas rotinas relativas aos trés precondicionadores EPE
0 resultado da soluglo deste sistema a cada iteracao e

armazenado em um arranjo unidimensional denominado YTZCNGDLMD.



6. - RESUMO DOS EXEMPLOS NUMERICOS E DOS RESULTADOS OBTIDOS

6.1 - Preliminares

Neste capitulo s3o descritos de forma concisa 0s
exemplos resolvidos neste trabalho e os resultados obtidos pela
aplica¢30 dos cinco algoritmos implementados para solug3o de

problemas em elasticidade estatica linear.

No ANEXO I deste trabalho é apresentado uma descrigao
detalhada e completa deste exemplos e seus respectivos

resultados.

Os algoritmos foram analisados comparativamente quanto
a sua performance computacional no que diz respeito ao numero
de iteragOes necessarias para convergéncia e ao tempo de

processamento das iteragdes.

Também s3o comparados os requisitos de armazenamento
da matriz de rigidez do sistema de cada exemplo para uma
formulag3o elemento-por-elemento e para uma formulacd3o global.
Para a formulag8o EPE, este requisito refere-se aos termos dos
tridngulos superiores ou inferiores das matrizes dos elementos
gque constituem a malha. Para a formulagdo global, este requisito
refere—-se ao preenchimento do perfil com minimizagdo de banda de
acorde com algeritme desenvolwvido no trabalho realizado por

TEIXEIRAYS.

Para todos os casos analisados limitou-se o numero de
: - A . . -3
iteragcdes em 5000 e a tolerancia foi fixada em 10

Todas as solugoes iterativas foram realizadas na
memoria central, de tal sorte que n3o ocorreram operagoes de E/S

durante a execug3o das iteracoes.

0 processo de analise de cada exemplo passou por trés
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etapas. Na primeira, foi gerada a malha e os dados relativos as
cargas, propriedades, tipo de elemento, constantes fisicas e
restrigoes de contorno. Isto foi realizado empregando-se oS
modulos de Entrada de Dados e Gerador/Corretor do Sistema GAELI

(GROEHS e SANTOSIB) no ambiente DOS.

Na segunda etapa, empregando-se o modulo GAPRE do
Sistema GAELI, foram geradas as wmatrizes de rigidez dos
elementos , o vetor global de forgas e o0os vetores apontadores

relativos a estruturas de dados empregada pelo Sistema GAELI.

Na terceira etapa, foi realizada a solugd3o iterativa
por cada um dos cinco algoritmos implementados. Estas duas
Ultimas etapas foram realizadas em um ambiente UNIX. Na FIGURA

6.1.1 & mostrada o esquema geral de solugiao dos exemplos.

FIGURA 6.1.1 - Esquema geral de solug¢3o dos exemplos.

e e e 1
| DOS:
| [
|

: SISTEMA GAEL ]
! - MALHA(COORDENADAS, CONETIVIDADES ) :
’ - PROPRIEDADES , CONSTANTES
! - RESTRICOES DE CONTORNO '
‘ - TIPO DE ELEMENTO [
: - CARGAS :
| |
o I N e S S S R SO -

TRANSFERENCIA

DE DADOS

Y UNIX
GAPRE
MATRIZES DOS ELEMENTOS
VETOR GLOBAL DE FORGAS
SOLUGAD
ITERATIVA
¥ y ¥ v 4
MGCP MGCP MGCP MGCP
MGC
DIASONAL EPE bDE EPE DE EPE oe
CHOLESKY CROUT GAUSS - SEIDEL
SIMETRIZADO
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6.2 - Resumo dos Dados Relativos aos Exemplos Resolvidos

Foram analisados quinze casos, sendo cada um deles

discretizado para um dado numero de malhas graduamente crescen-

tes. Estes casos est3o0 sumarizados na TABELA 6.2.1 quanto ao ti-

po de problema, topologia do dominio e numero de exemplos anali-

sados.

TABELA 6.2.1 - Caracteristicas dos casos analisados.

NGmero
Caso Tipo de Problema Dominio de
Exemplos
1 Tens3o Plana Gancho curvo 10
2 Tens%o Plana Viga curta em balang¢o iz2
3 Deforma¢3o Plana Disco ¢/ furo central 10
4 S6lido axissimétrico Esfera oca i0
5 Placa finaCKirchoff) Placa hexagonal engastada 10
6 Placa finaCKirchoff) Placa quadrada apoiada 10
7 Placa finaCKirchoff) Placa retangular apoiada 10
8 PlacaCMidlind Placa circular engastada 13
9 PlacaCMidlind Placa retangular em balango 10
10 Casca poliédrica VYiga T de paredes finas 9
11 Casca poliédrica Cilindro de paredes finas 9
i2 Casca poliédrica Hemisfério 10
13 S6lido tridimensional Bloco paralepipédico i1e2
14 S6lido tridimensional Viga em balango g
15 S6lido tridimensional Disco ¢/ furo central 6
Na TABELA 6.2.2 @ apresentado para cada um dos quinze
casos, os dados relativos as caracteristicas dos elementos
empregados e os dados relativos as malhas de menor maior
densidade de elementos. Nesta tabela, NL & o nuimero de nds por
elemento, GN é o numero de graus de liberdade por nd, GL & o

numero de graus de liberdade por elemento, QL é o numero de
na malha,

graus de liberdade na malha.

QN & o numero de nds na malha e

GDL ¢ o

nos

numero de
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TABELA 6.2.2 - Caracteristicas dos elementos e das malhas
de elementos finitos de menor e maior den-

empregados nos casos analisados.

Elemento Empregado Malha Menos Densa Malha Mais Densa

case Tipo NL GN GL QL QN GDL QL ON GDL
1 Triangular 6 2 12 i2 39 78 1200 2541 5082
2 Quadrilatero 4 2 8 121 144 288 3025 3136 6272
3 Quadrilatero 8 2 16 25 96 192 961 3008 6016
4 Quadrilatero 8 2 16 7 38 76 700 2261 4522
5 Quadrilatero 4 312 100 121 363 3025 3136 9408
6 Quadrilatero 4 312 100 121 363 3025 3136 9408
7 Quadrilatero 4 312 100 121 363 3025 3136 9408
8 Quadrilatero 8 324 48 169 507 768 2401 7203
9 Quadrilatero 8 3 24 16 65 195 961 3008 9024
10 Quadrilatero 4 6 24 16 25 150 1296 1369 8214
11 Quadrilatero 4 6 24 i8 28 168 1458 1560 9240
iz Quadrilatero 4 6 24 48 61 366 1452 1519 9114
i3 Hexaédrico 8 3 24 8 27 81 2197 2744 8232
14 Hexaédrico 8 3 24 16 45 135 2000 2541 7623
15 Hexaédrico 8 324 48 105 315 2058 2640 7920

6.3 — Resumo dos Resultados Obtidos

Nas tabelas que seguem, o tipo de problema e
identificado por EPT para tens3o plana, ETD para deformagao
plana, AXS para solido axissimétrico, PLA para placas, CAS para

cascas poliédricas e TRI para solido tridimensional.

6.3.1 - Taxa de Convergéncia e Tempo de Processamento

Os cento e cingquenta exemplos dos quinze casos foram
resolvidos pelos cinco algoritmos iterativos. A TABELA &6.3.1.1

apresenta o algoritmo de melhor desempenho quanto ao tempo de
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processamento das iteracOes e maior taxa de convergéncia para
cada caso. Agqut, entende-se por taxa de convergéncia a razdo en-
tre o niumero de graus de liberdade do problema pelo nimero de i-

teragfes necessdrias para ser atingida a convergéncila

estabelecida.

TABELA 6.3.1.1 - Algoritmos de melhor performance computacional.

ALGORITMO DE MELHOR DESEMPENHO

Caso Tipo

Taxa de Convergancia Tempo de Processamento

1 EPT EPE Gauss-Seidel Sim. EPE Gauss-Seidel Sim.
2 EPT EPE Cholesky EPE Gauss-Seidel Sim.
3 EPD EPE Cholesky Diagonal

4 AXS EPE Cholesky Diagonal

5 PLA EPE Cholesky EPE Gauss-Seidel Sim.
6 PLA EPE Cholesky Diagonal

7 PLA EPE Cholesky EPE Cholesky

8 PLA EPE Cholesky Diagonal

9 PLA EPE Cholesky Diagonal
10 CAS EPE Cholesky Diagonal
11 CAS EPE Cholesky EPE Gauss-Seidel Sim.
iz2 CAS EPE Cholesky EPE Cholesky
13 TRI EPE Cholesky EPE Gauss-Seidel Sim.
14 TRI EPE Cholesky Diagonal
18 TRI EPE Cholesky Diagonal

Por outro lado, na TABELA 6.3.2.1 é apresentado para o
algoritmo de melhor desempenho a respectiva taxa de convergéncia
obtida na solug3o dos exemplos, com malhas de menor e maior

densidade de elementos, de cada caso.
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TABELA 6.3.1.2 - Taxa de convergéncia obtida em cada caso

pelo precondicionador de melhor perfor-

mance.

Caso Tipo Malha menos densa Malha mais Densa
1 EPT 2,11 13, 89
2 EPT 11,08 51, 41
3 EPD 5, 65 10, 85
4 AXS 2,92 13,11
5 PLA 6, 85 6, 34
6 PLA 6, 05 6, 04
7 PLA 2, 45 2,01
8 PLA 8,59 29, 89
g PLA 3,36 16, 44

i0 CAS 2, 88 8, 67
11 CAS 8, 00 6,13
12 CAS 2, 63 g, 09
13 TRI 11,57 304, 89
14 TRI 5, 63 80, 24
15 TRI 17,50 158, 40

6.3.2 - Requisitos de Armazenamento

Na TABELA 4.3.2.1 € apresentada a raz3o do requisito
de armazenamento para a formulac3o elemento-por-elemento pelo
correspondente requisito para a formulac3o global dos algorit-
mos, relativa as malhas de menor e maior densidade de elementos

para cada um dos quinze casos analisados.

Pelos dados mostrados nesta tabela, pode—-se observar
que a3 medida que aumenta a densidade de elementos finitos na
malha a formulagao elemento-por—-elemento requer menor espaco
para armazenamento. Cabe salientar que o0s valores tabelados
devem ser considerados em dobro para a] caso dos
precondicionadores EPE, pois nestes casos € necessario armazenar

as porgoes triangulares superiores ou inferiores decorrentes da
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fatorac3o de cada matriz de elemento.

TABELA 6.3.2.1 - Raz%o entre os requisitos de armazenamento

para formulagZo EPE e global.

Caso Tipo Malha menos densa Malha mais Densa
1 EPT 2,51 0, 83
2 EPT 1,39 0, 30
3 EPD 1,19 0,27
4 AXS 2, 20 0, 84
5 PLA 1,80 0, 44
6 PLA 1,80 0, 44
7 PLA 1,80 0, 44
8 PLA 1,66 0,53
g PLA 2, 00 0, 40

i0 CAS 5, 33 1,23
11 CAS 6, 20 1,61
i2 CAS 4,44 1,67
13 TRI 3,07 0, 40
14 TRI - 3,27 o, 62
15 TRI 2,70 0, 63

6.3.3 - Estimativa do Condicionamento

0O condicionamento das matrizes de rigidez foi estimado

i 3 D /D i 3
a partir da razao max” Pmin COMO referido na segao 2.9 do
Capitulo 2. Na TABELA 6.3.3.1 é mostrado os valores desta raziao
para as malhas de menor e maior densidade de elementos relativas

aos exemplos dos casos analisados.

0 emprego da razio D /D . permitiu uma boa
max min

avaliag3o para o condicionamento das matrizes de rigidez dos

sistemas resolvidos.
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TABELA 6.3.3.1 - Valores de D aﬂ%ﬂn para as malhas de

max
menor e maior densidade de elementos de

cada caso analisado.

max min

Caso Tipo
Malha menos densa Malha mais Densa

1 EPT 18 10
2 EPT 4,9 4,904
3 EPD 11,4 13,1
4 AXS 03,2 1280
& PLA 395 15601
6 PLA 2035 88806
7 PLA 19812 6x10°
8 PLA 658 431
g PLA 341 684
10 CAS 1, 96x10° 1, 97x10%C#
11 CAS 2425 1,50x10°
12 CAS 00464 2, 50x10°
13 TRI 31 40
14 TRI 11,8 11, 804
15 TRI 26,7 33

(%) Yalor praticamente constante para as malhas

deste caso.

Pode-se observar pelos valores tabelados que:

- 0s quatro primeiros casos de estado plano s30 problemas bem
5 . o 5 g F

condicionados, embora o caso n. 4 tenha um condicionamento plor

do que os outros trés, fato este que confirmou-se no que diz

respeito a taxa de convergéncia;

- ps casos 5, 6 e 7 de placas finas, discretizados com ©O
elemento DKQ constituiu-se em problemas extremamente mal
condicionados, com o condicionamento piorando a medida que

aumenta a relac3o entre os lados dos elementos na malha;

-0s casos 8 e 9, de placas pela teoria de Midlin, s30 problemas

bem condicionados;
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- o5 casos 10, 11 e 12, de cascas poliédricas, s3o problemas com
matrizes extremamente mal condicionadas; e
- finalmente, os trés ultimos casos, de solidos tridimensionais,

revelaram-se problemas extremamente bem condicionados.

6.4 - Observag¢des Finais

Testes preliminares a solu¢3o dos casos tratados neste
trabalho, demonstraram que a solugdo iterativa envolvendo
interac3o com disco, isto é, operagbes de E/S durante as
iteragSes, aumenta consideravelmente o tempo de processamento

das iteragdes.

Por outro lado, se as variaveis no algoritmo forem
definidas em precis3o simples, isto e, palavras de 4 bytes para
reais, ocorre um excessivo aumento no numero de iteragbes para
atingir-se uma mesma redugdao no residuo, ou seja para uma mesma

tolerancia.



7 - CONCLUSDES

0O algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados sem
precondicionamento apresentou bom desempenho para os PpProblemas
bem condicionados, enquanto para os mal condicionados n3o obteve
desempenho satisfatodrio, inclusive nio conseguindo convergéncia

dentro do limite de iteragOes estabelecido.

Os precondicionadores mostraram-se efetivos de forma
geral para acelerar a taxa de convergéncia. Seus desempenhos fo-
ram mais eficientes a medida que crescia o mal condicionamento

do problema analisado.

0 algoritmo Diagonal apresentou resultados eficientes,
tanto para problemas bem condicionados como para os mal
condicionados. Na maioria dos casos analisados, gerou solucoes
mais rapidas embora a taxas de convergéncias menores do que 0S
outros trés precondicionadores, tendo em vista que envolve um
menor numero de operacdes durante cada iterag3o. Levando em
considerac3o sua maior facilidade de implementac3o, que requer
metade do armazenamento dos algoritmos EPE, e tendo em vista que

n3o0 ha matrizes fatoradas, permanece grande a sua utilidade.

Os algoritmos EPE mostraram-se mais eficientes na

aceleracio da taxa de convergéncia, principalmente quando
empregados a problemas mal condicionados. A escolha entre
fatorac3o de Cholesky ou de Crout n3o apresentou, no geral,

diferencas relevantes. 0 algoritmo EPE Gauss-Siedel mostrou-se
no geral pouco menos eficiente do que os outros dois precondi-
cionadores EPE, embora tenha apresentado uma iterag3o mais

rapida.

A medida que o porte do problema tratado cresce os
requisitos de armazenamento para as matrizes dos elementos
tornam-se menores do <que para a matriz global, com maior

vantagem quando tratam—-se de problemas tridimensionais.
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No geral o ndmero de iteracoes necessarias a
convergéncia decrescem percentualmente em relacio ao numero de
graus de liberdade do problema, indicando uma tendéncia de maior

eficiéncia na solucSo iterativa de problemas de grande porte.
Como continua¢fo do presente trabalho sugere-se:

- a implementac3o dos algoritmos aqui tratados em maquinas com

capacidade de processamento vetorial e paralelo;

- a implementacio da soluglio iterativa por gradientes conjugados
com precondicionamento numa formulacd3o EPE como iteragao interna
de processos baseados no algoritmo de Newton-Raphson para
soluc3o0 de problemas n3o lineares e um estudo de sua performance

em relag3o ao algoritmo BFGS.

- estudo da performance dos algoritmos do MGC e MGCP numa
formulac3o EPE para solug3o de sistemas de equagdes decorrentes
da discretiza¢c3o por elementos finitos onde sejam empregados
processos adaptativos de refinamento da solu¢3o. Em especial.
aos processos adaptativos tipo h - p e -p, Pois nestes processos
s3o empregados polinOmios de interpolag3o hierdrquicos que
melhoram de forma bastante acentuada o condicionamento das

matrizes de rigidez.



ANEXO I € ver Capitulo 6 )

EXEMPLOS NUMERICOS E RESULTADOS OBTIDOS

I.1 - Intreodug3o

A finalidade deste anexo e apresentar em detalhe a
descricio dos casos analisados e o0s respectivos resultados

obtidos pela solugio iterativa dos mesmos.

Cada caso foi discretizado para um dado numero de
malhas gradualmente crescentes. 0 numero maximo de iterag¢Oes foi
limitado em 5000 e, para todos os casos foi adotada uma
tolerancia igual a 1D~3.

Foram computados o tempo de processamento das
iteragdes e o numero de iterag¢dOes necessdrios a convergéncia.
Além disso, como parametro auxiliar, foi calculada raz3o entre o
maior e o menor termo da diagonal das matrizes de rigidez,

max/DmU1 , para inferir o condicionamento dos sistemas de
equagoes.

Por outro lado, os requisitos para armazenamento da
matriz do sistema de equagctes de cada exemplo foram computados,
tanto para a formulag3o elemento-por-elemento empregado neste
trabalho como para uma formulag3o global. Estes requisitos que

aparecem em tabelas que seguem, referem—-se ao numero de palavras

de oito bytes. Para a formulag3o EPE dizem respeito ao
armazenamento dos triangulos superiores das matrizes dos
elementos que constituem a malha e, na formulag3o global i ao

numero de termos para preenchimento do perfil com minimizac¢ao de

banda conforme explicitado no trabalho de TEIXEIRA46- Cabe

51
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salientar que os valores tabelados para a formulagao EPE devem
ser considerados em dobro para os precondicionadores EPE de
Cholesky, EPE de Crout e EPE de Gauss-Seidel Simetrizado, pois
nestes trés casos a construcio do precondicionador implica na

fatorag3o das matrizes dos elementos.

Ao longo deste anexo faz-se referéncia a taxa de
convergéncia dos algoritmos relativos aos precondicionadores
empregados. Este termo significa a raz3o entre numero de graus
de liberdade da malha de elementos finitos pelo numero de
iteracSes necessarias a convergéncia. Assim, uma maior taxa de
convergéncia implica em um nuimero menor de iteragdes para ser

atingida a convergéncia especificada.

Foram analisados quinze casos, 0s quails foram
classificados em quatro grupos, relativos a um mesmo tipo de

problema em elasticidade estatica linear.

I.2 - Problemas de Estado Plano

Foram analisados quatro casos. 0Os casos n® 1 e2 tra-
tam de problemas de estado plano de tensdes. Empregou-se no
primeiro o elemento triangular de seis nos e, no segundo o ele-
mento quadrilatero isoparamétrico de quatro nds. 0 caso n® 3
trata de um problema de estado plano de deformagOes e o0 caso n®
4 de um problema axissimétrico. Empregou-se para ambos o
elemento quadrilatero isoparamétrico de oito nds. A descrig3o e
caracteristicas destes elementos pode ser encontrada em

ZIENKIENICZSl.

I.2.1 - Caso N 1

Um gancho curvo carregado no extremo livre como mos-

trado na FIGURA I.2.1.1, foi analisado.
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FIGURA I.2.1.1 - Caso N° 1.

Foram estabelecidas dez malhas gradualmente crescentes

cujos dados s8o apresentados na TABELA I.2.1.1.

TABELA I.2.1.1 - Dados relativos as malhas do Caso NJ 1.

Namero Namero  Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. N6és Liberdade Perfil Banda
A-01 2xB i2 39 78 a36 372 16
A-02 4dx12 48 125 250 3744 1724 28
A-03 6x18 108 259 518 8424 4570 36
A=-04 8x24 192 441 882 14976 g472 44
A-05 10x30 300 671 1342 23400 16974 52
A-06 12x36 432 949 1898 33696 27620 60
A=-O7 14x42 588 1275 2550 45864 41954 68
A-08 16x48 768 1649 3298 59904 60520 76
A=-09 18x54 a7z2 2071 4142 75816 83862 84
A-10 20x60 1200 2541 5082 93600 112524 a2

Na FIGURA I.2.1.2 € mostrada a malha de elementos

finitos relativa ao exemplo A-02.

Os resultados s3o0 apresentados na TABELA I.2.1.2, onde
encontram-se, para cada exemplo i 0O numero de iteragoes
necessarias a convergéncia e o tempo de processamento relativo a

cada procedimento iterativo.



54

l'ﬂ'lF'Lll'ﬂc
"

oos oos
2f4 184

FIGURA I.2.1.2 = Malha do exemplo A-OZ.

TABELA I.2.1.2 - Resultados obtidos para o Caso NY 1.

PRECONDICIONADORES
Exemplo
MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERAGUES
A-01 84 69 31 32 37
A-02 178 153 66 68 73
A-03 267 236 105 104 108
A-04 360 323 143 144 144
A-05 439 407 i81 185 181
A-06 526 494 223 226 217
A-07 617 574 262 264 254
A-08 713 663 304 307 292
A-09 799 744 342 337 328
A-10 892 833 386 388 366
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

A-01 0,2 0;2 0,2 0, 2 0,2
A-02 1,6 1,3 1,5 1,5 1,3
A-03 5,4 4: 7T 5, 4 5,4 4,6
A-04 13,5 12,4 13; 2 13,5 11,0
A-05 26, 3 24, 2 26, 3 ;e 21,8
A-06 45, 4 42, 3 46, 4 47, 8 i O
A-07 72,0 67,2 73,8 75,5 60, 2
A-08 108, 8 101,1 111, 4 114, 4 g1, 0
A-09 154, 8 145, 0 168, 2 1598,1 129, 7

A-10 214, 0 201,6 cel, 1 226, 0 178, 4
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Pode-se observar que os algoritmos EPE Cholesky, EPE
Crout e EPE Gauss-Seidel Simetrizado alternam entre si a maior
taxa de convergéncia, com leve vantagem para o uUltimo a medida

que cresce 0o numero de graus de liberdade.

N3o houve diferenga acentuada nos tempos de
processamento dos cinco algoritmos, embora o precondicionador
EPE Gauss—Seidel Simetrizado tenha apresentado melhor

desempenho. Por tratar-se de problema bem condicionado, nao

houve ganho significativo com o precondicionamento.

Ocorre um decréscimo percentual do nudmero de iteragoes
necessarias para a convergéncia a medida que cresce a densidade
de elementos na malha. Isto pode ser observado na grafico da
FIGURA I.2.1.3 onde é mostrado o desempenho do precondicionador

EPE de Gauss=Seidel Simetrizado.
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FIGURA I.2.1.3 - Performance da taxa de convergéncia para

o precondicionador EPE de Gauss=-Seidel Sim.
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I.2.2 - Caso N° 2

Neste caso foi analisada uma viga curta em balang¢o sob

carga uniforme. Na FIGURA I.2.2.1 € apresentado um esbogo do

problema.

E = 20
u = 0,27
3 q = 100
L =1,0
H=o0,8
i t = 0,001
L
>
FIGURA I.2.2.1 - Caso N 2.
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FIGURA I.2.2.2 - Malha do exemplo B-02.
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Foram construidas doze malhas gradualmente crescentes,
cujos dados s3o apresentados na TABELA I.2.2.1.
Na FIGURA I.2.2.2 € mostrada a malha de elementos

finitos para o exemplo B-02.

TABELA I.2.2.1 - Dados relativos as malhas do Caso N. 2.

Nétmero NaGmero Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. N6és Liberdade Perfil Banda
B-01 1111 121 144 288 5184 3720 28
B-02 15«15 225 256 512 8100 8672 36
B-03 19x19 361 400 800 12996 16760 44
B-04 23x23 529 576 1152 19044 28752 52
B-05 27x27 729 784 1568 26244 45416 60
B-06 3131 961 1024 2048 34596 67520 68
B-07 35x35 1225 1296 2592 44100 g5832 76
B-08 39x39 1521 1600 3200 54756 131120 84
B-09 43x43 1849 1936 3872 66564 174152 a2
B-10 47x47 2209 2304 4608 79524 225696 100
B-11 51x51 2601 2704 5408 93636 286520 108
B-12 55x85 3025 3136 6272 108900 357392 116

Os resultados obtidos para cada um dos doze exemplos

sao apresentados na TABELA I.2.2.2.

Pode—-se observar que a melhor performance relativa a
taxa de convergéncia ocorreu para o algoritmo EPE Cholesky,
embora os algoritmos EPE Crout e EPE Gauss-Seidel Simetrizado

tenham apresentado comportamento bastante proximo do primeiro.

0O algoritmo EPE Gauss-Seidel Simetrizado apresentou
melhor desempenho quanto ao tempo de processamento das
iteragbes, ficando os desempenhos dos algoritmos EPE Cholesky e

EPE Crout muito proximos.

Na FIGURA I.2.2.3 € mostrado o desempenho da taxa de
convergéncia do precondicionador EPE de Cholesky, da qual
observa-se que ha um decréscimo percentual do numero de
iteragbes para a convergéncia com o aumento de graus de

liberdade da malha de elementos finitos.
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PRECONDI CIONADORES
Exemplo
MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss=Seidel
NUMERO DE ITERACUES
B-01 84 71 26 27 26
B-02 112 a8 34 36 36
B-03 141 124 43 45 46
B-04 168 151 52 54 55
B-05 196 178 60 63 64
B-06 224 205 69 7e 72
B-07 254 232 78 81 81
B-08 283 258 87 a0 g0
B-09 311 285 a5 100 a9
B-10 339 312 104 109 109
B-11 367 339 113 118 118
B-12 395 365 122 127 127
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

B-01 0,9 0,8 0,8 0,8 0,6
B-02 2,2 1,9 1,9 2, 0 1,5
B-03 4,9 4,1 3,9 4,1 3,4
B-04 8,4 7,5 6,8 7> 5,8
B-05 13,4 12, 3 10,7 11,6 9,3
B-06 20,3 18,5 16,2 17,4 13,6
B-07 29, 3 26, 7 23,4 24,9 19,6
B-08 40, 6 37,2 32,3 34,3 27,2
B-09 54, 3 50,1 42,8 46, 2 36, 3
B-10 70,8 66, O 55,8 60, 0 47,7
B-11 80, 9 84,4 71,2 76, 4 60, 8
B-12 114,2 105,5 89, 3 a5, 7 76, 3
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FIGURA I.2.2.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Cholesky.

I.2.3 - Caso N° 3

Neste terceiro caso foli analisado um disco circular
com furo central sujeito a expansio radial conforme mostrado na
FIGURA T1.2.3.1.

Foram construidas dez malhas gradualmente crescentes
cujos dados s3o mostrados na TABELA I.2.3.1.
Na FIGURA I1.2.3.2 e mostrada a malha relativa ao exem-—

plo C-02.
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E = 190
u = 0,28
D = 80
1
D = 240
2
t = 40

TABELA I.2.3.1 - Dados relativos as malhas do Caso NI 3.

Ndmero Namero Graus Requisito p/ Armazenamento
Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Nos Liberdade Perfil Banda
C-01 5x5 25 a6 ig2 3400 2852 40
c-02 8x8 64 225 450 8704 10082 58
C-03 11x11 121 408 816 16456 24422 76
C-04 14x14 196 645 1290 26656 48302 94
C-05 17x17 289 936 1872 39304 84152 112
C-06 20x20 400 1281 2562 54400 134402 130
C-07 23x23 529 1680 3360 71944 201482 148
c-08 26x26 676 2133 4266 91936 287822 166
C-09 29x29 841 2640 5280 114376 395852 184
C-10 31x31 961 3008 6016 130696 481122 196
Os resultados da solug3o iterativa pelos cinco

algoritmos s3%o mostrados na TABELA 1.2.3.2.
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FIGURA I.2.3.2 - Malha do exemplo C-02.

TABELA I.2.3.2 - Resultados obtidos para o Caso N 3.

PRECONDI CIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACOES

C-01 59 52 34 42 52
c-02 a7 84 66 72 g0
C-03 143 122 a3 101 129
C-04 187 158 123 100 169
C-05 228 197 154 123 208
C-06 270 232 184 147 246
C-07 313 273 219 175 286
C-08 354 307 250 203 324
C-09 396 346 282 287 361
C-10 423 372 303 309 385

TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

c-01 0,4 0, 4 0,7 0, 8 0,9
c-02 2,0 1,8 3,5 3,8 4,1
c-03 6, 0 5, 4 10,8 10, 3 O
C-04 13,1 10,9 20, 2 17,5 27,5
c-05 35, 1 20, 2 40,7 34, 4 43,2
C-06 37,2 32,0 60, 1 48, 9 70, 9
c-07 56, 9 49,8 Qg, 7 76, 0 108, 0
c-08 81,6 71,0 135, 3 112,3 157, 3
C-09 113, 5 100, 1 189, 7 196, 5 218, 2
C-10 138,7 123,5 232, 6 241,7 266, 0

EQrmil A M= Ext/ ekt o mo o
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Neste caso, a maior taxa de convergéncia foi obtida
pelo algoritmo EPE Crout, embora o desempenho dos outros quatro

precondicionadores tenha ficado bastante proximo deste.

Por outro lado, a melhor performance quanto ao tempo
de processamento foi obtida pelo algoritmo Diagonal, tal
desempenho se justifica haja visto que embora sua taxa de
convergéncia tenha ficado aquém do algoritmo EPE Crout, requer

um nudmero menor de operagles a cada iteracg®%o.

O gréfico da FIGURA 1.2.3.3 mostra que ocorre um
decréscimo percentual do numero de iteracdes em relacgdo a ordem
do problema & medida que aumenta o numero de graus de liberdade
do exemplo, como demonstra desempenho da taxa de convergéncia

para o precondicionador EPE de Choleky.

3
o
o

S
)

&
S}

12.5

10.0

Taxa de Convergencia

o)
o

TN TN W W T T O U U N T T A T A T A O O O O AN A |

5.0

25 I S S S s S e N Y N R S N O U O O A O B
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Graus de Liberadade da Malha

o

FIGURA I.2.3.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Cholesky.




I.2.4 - Caso

NS 4

Foi

anal isada

uma

esfera

conforme mostrado na FIGURA 1.2.4.1.

sobre um quarto do domfnio tendo em vista a simetria

A
3

‘ |

2

N

I._—_;_

Foram construfdas dez malhas

FIGURA I.2.4.1 - Caso N. 4.
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6ca sob pressdo interna
E = 70
u = 0,33
p = 4x10°
D = 300
D = 240
2
gradualmente crescentes
do mesmo.

Os dados relativos 2s dez malhas geradas s¥o mostrados na TABELA

L@@l

TABELA I.2.4.1 - Dados relativos as malhas do Caso N° 4.

c

Ndmero Numero Graus Requisito p/ Armazenamento
Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Noés Liberdade Perfil Banda
D-01 1x7 7 38 76 g52 432 20
D-02 2x14 28 117 234 3808 i882 30
D-03 3x21 63 238 476 8568 4876 40
D-04 4428 112 401 802 15232 9942 56
D-05 5x35 175 606 iz212 23800 17608 72
D-06 6x42 252 853 1706 34272 28402 88
D-07 7x49 343 1142 2284 46648 42852 104
D-08 8x56 448 1473 29046 60928 61482 120
D-08 9x63 567 1846 3692 77112 84832 136
D-10 10x70 700 2261 4522 95200 113418 i52
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Na FIGURA I.2.4.2 é mostrada a malha de elementos

finitos relativa ao exemplo D-03.

a0s oos
gry 184

FIGURA I.2.4.2 - Malha do exemplo D-03.

Os resultados obtidos para solugl3o iterativa dos
exemplos com os cinco algoritmos s30 mostrados na TABELA

I.8:4.2.

A melhor taxa de convergéncia alterna-se entre o0s
algoritmos EPE Crout e EPE Cholesky. A melhor performance
para o tempo de processamento das iteragdes foi obtida pelo

precondicionador Diagonal.

Na FIGURA I.2.4.3 observa-se pelo grafico mostrado que
hd reducSo percentual do numero de iteragles em relagdo ao
nimero de graus de liberdade a medida que cresce O porte da
malha analisada, como demonstra o comportamento da taxa de

convergéncia do precondicionador EPE de Cholesky.
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TABELA I.2.4.2 - Resultados obtidos para o Caso N 4.

PRECONDI CIONADORES
Exemplo
MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES
D-01 Q0 58 26 37 40
D-02 217 94 57 59 79
D-03 301 136 Q7 100 131
D-04 537 176 135 105 166
D-05 670 196 177 148 226
D-06 808 231 219 219 274
D-07 943 271 259 261 319
D-08 1066 309 300 302 366
D-09 1104 351 341 340 411
D-10 1341 391 348 380 455
TEMPO DE PROCESSAMENTO C(segundos)
D_01 0, a 0, 1 0, 1 0, 2 0, a
D-02 i,8 0,8 1,3 1,3 i,85
D-03 7,9 2,8 4,90 5,2 5,8
D-04 20, 3 6,8 iz, 2 9,6 i3,2
D-05 39, 4 11,8 25, 0 21,3 28, 2
D-06 68, 9 19,8 44, 4 45,2 49, 2
D-07 109,8 31,8 71,6 73,2 78,1
D-08 162, 7 47, 4 108, 0 110, 4 i17,2
D-09 233, 3 70,1 156, 7 158, 9 168, 7
D-10 324, 0 98,1 193,2 223, 8 237, 2
I.2.8 - Observac¢Bes Complementares
No geral, os casos analisados s%o problemas que geram
matrizes bem condicionadas. Isto pode ser inferido do grafico
mostrado na FIGURA 1.2.5.1, onde a variag3o do quociente
DmufT%ﬂn para os exemplos dos quatro casos esta plotada =segundo
o nuimero de graus de liberdade dos exemplos. Pode-se observar

. x . o
também, que o condicionamento das matrizes do Caso N. 4 ¢ bem
pior do que os outros trés casos, o que confirma o fato de neste
caso os precondicionadores terem apresentado melhor desempenho

na acelerac3o da taxa de convergéncia.
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FIGURA I.2.5.1 - Variac¢3o do quociente D /D . para os quatro
moax mwn

casos de estado plano.

Os requisitos de armazenamento mostraram-se favoraveis
3 solug¥o iterativa 2 medida que cresce o porte do problema

tratado e a largura de banda das matrizes.
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I.3 - Problemas de Placas

Foram analisados cinco casos. Os trés primeiros, casos
n® 5, 6 e 7, tratam de problemas de placas finas segundo ©08
postulados de Kirchoff onde n¥o se considera os efeitos da
distorc®o por corte. Empregou-se neste trés casos O elemento

quadrildtero de quatro nds conhecido na literartura como DKQ (
HINTON e DUEHaz). Os casos nT 8 e 9 tratam de problemas de
placas segundo a teoria Midlin que considera a deformag3o por

corte. Emprega-se nestes dois casos o elemento quadrilédtero de

oito nés (ZIENCKIEWICZ 1).
I.3.1 - Caso N B
. i ; 523
Foi analisada uma placa hexagonal fina (HUGHE ) de

bordos engastados sujeita 2 uma carga concentrada no seu ponto

central conforme mostrado na FIGURA 1.3.1.1.

LY
1
[
[
5
1
[
/1
¢/ 7
9 E = 2x10
%
% u= 0,17
s ;-——F,— P=4
¢ L =4
t = 0,08
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FIGURA I.3.1.1 - Caso NY 5.

Foram estabelecidas dez malhas gradualmente crescentes
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sobre um quarto do domfnio devido a dupla simetria do problema.

Os dados relativos a estas dez malhas s%o

1.341e1.

mostrados na TABELA

TABELA I.3.1.1 - Dados relativos as malhas do Caso N? s.

Namero Namero Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Noés Liberdade Perfil Banda
E-01 10x10 100 121 363 7800 4323 39
E-02 15x15 228 256 768 17550 13008 54
E-03 20x20 400 441 1322 31200 29043 69
E-04 25x25 625 676 2028 48750 54678 84
E-O5 30x30 g00 061 2883 70200 92163 jele}
E-0G 35x35 1225 1296 3888 95550 143748 114
E-07 40x40 1600 1681 5043 124800 211683 i29
E-08 45x45 2025 2116 6348 187950 298218 144
E-09 50x50 2500 2601 7803 195000 405603 159
E-10 55x55 3028 3136 9408 235950 536088 174

Na FIGURA 1.3.1.2 & mostrada a malha do

exemplo E-02.

FIGURA I.3.1
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.2 - Malha do exemplo E-02.

0 numero de iteracdes para a convergéncia e os

de processamento para os

TABELA 1.3.1.2.

cinco

algoritmos

tempos

s¥o mostrados na
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Observa-se que o algoritmo do MGC n3o convergiu para
as malhas a partir do exemplo E-08. O melhor desempenho quanto a
taxa de convergéncia foi obtido com o algoritmo EPE Cholesky, e
com os algoritmos EPE Crout e EPE Gauss-Simetrizado apresentando

comportamento bastante prdéximo do primeiro.

TABELA I.3.1.2 - Resultados obtidos para o Caso NS s,

PRECONDI CI ONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES
E-O1 204 131 _ 53 55 57
E-02 501 288 114 117 iz2a
E-03 az24 509 201 206 215
E-04 1508 763 213 321 333
E-05 2260 1132 449 462 477
E-O6 3161 1538 611 629 645
E-07 4167 2029 795 824 838
E-0O8 * 25882 Q97 1041 1053
E-09 * 3186 izes 1284 1289
E-10 * 3887 1485 1580 1568
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

E-01 3,6 2,3 2,8 2,6 2,1
E-02 21,3 12,3 12,1 i2,8 10,8
E-03 63, 8 40,5 38,8 44,1 32,7
E-O4 176, O 88, 7 00, 3 Q2,7 79,1
E-05 378, 2 i92,9 187,3 193,0 164, 6
E-06 727, 9 353,585 347, 8 357,8 206, 0
E-O7 1257,1 616, 6 585, 2 606, O 514, 0
E-08 * 1000, 7 938, 8 084, 8 830, 7
E-09 * 1518,1 1417, 8 1493, 8 1251,1
E-10 e 2221,1 2161,58 2237, 8 1862, 2

(%) NZ¥o houve convergéncia.

0 algoritmo EPE Gauss-Seidel Simetrizado apresentou o
melhor desempenho quanto ao tempo necessario para processamento
das iterac®es, enquanto o comportamento dos outros trés precon-

dicionadores foi bastante parecido.

Neste caso n3o se observa um decréscimo percentual
significativo do nimero de iterac®es com o aumento da densidade

de elementos na malha. Isto pode ser observado na FIGURA
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1.3.1.3, onde a performance da taxa de convergéncia  do

precondicionador EPE de Cholesky & mostrada.
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FIGURA I.3.1.3 — Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Cholesky.

I.3.2 - Caso N 6

Analisou-se aqui, uma placa fina quadrada de bordos
apoiados sob carga uniformemente distribufda (MACNEAL e

HARDERSB) conforme mostrado na FIGURA 1.3.2.1

Foram discretizadas dez malhas gradualmente
crescentes. Estas discretizac@es foram feitas sobre um quarto do

domfnio tendo em vista a dupla simetria do mesmo. Os dados rela-
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tivos a cada um dos dez exemplos gerados s3o apresentados na TA-

BELE 1.3:2.1.

Ay
1r—‘ﬁz 4
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' g = 0,30
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Al A =10
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FIGURA I.3.2.1 - Caso N 6.

TABELA I.3.2.1 - Dados relativos as malhas do Caso NS 6.

Ndamero Namero Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Noés Liberdade Perfil Banda
F-01 10x10 100 iz21 363 7800 4323 39
F-02 15x15 225 256 768 17550 13008 54
F-03 20x20 400 441 1323 31200 28043 69
F-04 28x25 625 676 2028 48750 54678 84
F-05 30x30 a00 a61 2883 70200 92163 Q9
F-06 35x35 1225 1296 3888 Q5550 143748 114
F-07 40x40 1600 1681 5043 124800 211683 i29
F-08 45,45 2025 2116 6348 157950 298218 144
F-09 50x50 2500 2601 7803 195000 405603 159
F=10 855x55 3028 3136 0408 235350 536088 174

Na FIGURA [.3.2.2 & mostrada a malha relativa ao
exemplo F-01.
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FIGURA I.3.2.2 - Malha do exemplo F-01.

Os resultados obtidos para a solug3o iterativa dos dez

exemplos s3o apresentados na TABELA I.3.2.2.

Observa-se que para as duas malhas mais densas, ©O
algoritmo do MGC ni3o presentou convergéncia. A melhor
performance quanto a taxa de convergéncia alternou-se entre o0s
algoritmos EPE Cholesky e EPE Crout, com o algoritmo EPE Gauss-

-Seidel Simetrizado apresentando desempenho levemente inferior.

Os menores tempos de processamento foram obtidos pelo
algoritmo Diagonal,pois embora apresentando taxa de convergéncia
inferior aos outros trés precondicionadores, sua iteracdo é mais
rapida.

Também n3o0 se observou neste caso um decréscimo

significativo do ndmero de iteragcBes para a converg éncia com O

aumento da densidade de elementos na malha. Isto pode ser
observado no grafico da FIGURA 1.3.2.3, onde o desempenho da
taxa de convergéncia do precondicionador EPE de Crout e

mostrado.
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TABELA I.3.2.2 — Resultados obtidos para o Caso N 6.

PRECONDICIONADORES

Exemplo .

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACDES

F-01 235 86 60 61 61
F-02 482 180 129 izs 138
F-03 826 305 222 223 230
F-04 13885 461 339 343 353
F-05 1972 643 483 486 501
F-06 2669 860 654 661 673
F-07 2490 1109 852 833 849
F-08 4420 1380 1075 1083 1061
F-09 * 1692 1291 1297 1305
F-10 * 2027 1557 1566 18576

TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)
F-01 4,3 1,8 2,8 2,8 2,3
F-02 20,5 7,7 13,8 13,8 11,6
F-03 62, 4 23,1 41,9 41,9 35,3
F-04 160, 0 54,2 98, 8 100, 4 84,8
F-05 323,7 111,1 205,1 203, 8 173,9
F-06 621, 8 203, 4 373,2 372,1 316,1
F-07 1084, 0 338,1 630, 0 624, 4 526, 4
F-08 1669, 5 524, 1 084, 7 979, 4 820, 5
F-09 * 795, 1 1458, 2 1490, 9 1248,2
F-10 * 1151, 90 2130, 8 2177, 1 i819, 4

(%) N3Zo houve convergéncia.
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FIGURA I.3.2.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Crout.
I.3.3 - Caso no 7
Neste caso foi analisada uma placa retangular fina

de bordos apoioados sob carga uniformemente distribuida (MACNEAL

36
e HARDER ), conforme mostrado na FIGURA I1.3.3.1.
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FIGURA I.23.3.1 - Caso NI 7.

Foram discretizadas dez malhas gradualmente crescentes

sobre um quarto do domfnio. Na TABELA 1.3.3.1 sdo mostrados os

dados relativos as malhas dos exemplos gerados.

TABELA I.3.3.1 - Dados relativos as malhas do Caso NS 7.

Nadmero NaGmero

Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
: Elem. Noés Liberdade Perfil Banda
G-01 10x10 100 i21 363 7800 4323 39
G-02 15x15 228 256 768 17550 13008 54
G-03 20x20 400 441 1323 31200 29043 69
G-04 258x25 625 676 2028 48750 54678 84
G-05 30x30 g00 261 2883 70200 92163 jels]
G-06 3Bx3T 1228 1296 3888 a5550 143748 114
G-07 40x40 1600 1681 5043 124800 211683 129
G-08 4545 2025 2116 6348 157950 298218 144
G-09 50x50 2500 2601 7803 1985000 405603 159
G-10 B55x55 3028 3136 9408 235950 536088 174
Na FIGURA 1.3.3.2 é mostrada a malha de elementos

finitos para o exemplo G-0O1.
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FIGURA I.3.3.2 - Malha do exemplo G-0O1.

Os resultados obtidos na solugao iterativa dos dez

exemplos s3ao mostrados na TABELA 1.3.3.2.

Observa-se que o melhor desempenho quanto a taxa de
convergéncia e ao tempo de processamento das iteracdes foi
obtido pelo precondicionador EPE de Cholesky. Os demais
algoritmos nio obtiveram convergéncia para todas as malhas

geradas.

Neste caso n3o ocorreu um decréscimo do ndmero de
iteracdes com o aumento do numero de garus de liberdade da
malha. Isto pode ser observado no grafico da FIGURA I.3.3.3 onde
0 desempenho da taxa de convergéncia, K do precondicionador EPE de

Cholesky é mostrado.
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TABELA I.3.3.2 - Resultados obtidos para o Caso NY 7.

PRECONDI CIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES
G-01 644 331 148 150 i8s8
G-02 1846 837 338 354 441
G-03 3135 1601 594 632 816
G-04 * 2593 943 1013 1279
G-05 * 3757 1356 1488 1876
G-06 * * 1853 1990 2595
G-07 * * 2418 2619 34185
G=-08 * * 3112 3323 4334
G-09 * * 3854 4146 S
G-10 % * 4676 e -c-
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

G-01 11, 4 6,1 6,9 7,0 7,4
G-02 79,1 36,3 35,9 37,8 38,3
G-03 240, 8 122,7 112, 4 i19,2 128,85
G=04 * 306, 9 276, 3 300, 4 309, 4
G-05 * 641,85 570, 9 615, 7 660, 6
G-06 * * 1057, 8 1189, 0 1259, 2
G-07 ® * 1823, 3 1978, 8 2156, 8
G-08 * * 2965, 8 3184,7 3352, 7
G-09 * * 43095, 4 4754, 6 *
G-10 * * 6386, 7 = *

(#) N3o houve convergéncia.
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FIGURA I.3.3.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-
condicionador EPE de Cholesky.

I.3.4 - Caso N 8

Neste caso foi tratado o problema de uma placa
circular de bordo engastado sujeita a uma carga concentrada no
seu ponto central (HUGHESEg) conforme mostrado na FIGURA
O L U U
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FIGURA I.3.4.1 - Caso N 8.
Foram discretizadas treze malhas gradualmente

crescentes sobre um quarto do dominio devido a dupla simetria do
problema. Na TABELA I.3.4.1 s3o mostrados os dados relativos as

malhas dos exemplos gerados.

TABELA I.3.4.1 - Dados relativos as malhas do Caso N° 8.

Namero Namero Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Nés Liberdade Perfil Banda
H-01 3x 4x 4 48 169 507 14400 8679 144
H-02 3x 5x 5 75 256 768 22500 15903 174
H-03 3x 6Bx 6 108 361 1083 32400 26301 204
H-04 3x 7x 7 147 484 1452 44100 40449 234
H-05 3x Bx 8 192 625 1875 57600 58923 264
H-06 3x 9x 9 243 784 2352 72900 82299 294
H-07 3x10x10 300 a61 2783 a0000 111153 324
H-08 3x11x11 363 1156 3468 108900 146061 354
H-09 3xl2xl2 432 1369 4107 129600 187599 384
H-10 3x13x13 5BO7 1600 4800 152100 236343 414
H-11 3x14x14 588 1849 5547 176400 292869 444
H-12 3x15x15 675 2116 6348 202500 357753 474

H-13 3x16x16 768 2401 7203 230400 431571 504
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Na FIGURA I.3.4.2 € mostrada a malha de elementos

finitos para o exemplo H-©2.
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FIGURA I.3.4.2 - Malha do exemplo H-02.

Os resultados obtidos na solug3o0 iterativa dos treze

exemplos pelos cinco algoritmos s3o mostrados na TABELA I1.3.4.2.

0 melhor desempenho quanto a taxa de convergéncia foi
obtido pelo algoritmo EPE Cholesky. O0s outros trés precon—
dicionadores também foram efetivos hnha solug3o pois apresen—
taram um numero de iteragdes para atingir-se a convergéncia bem

inferiores do que o algoritmo do MGC.

Quanto aos tempos de processamento, (o} algoritmo
Diagonal apresentou o melhor desempenho. Os demais
precondicionadores embora tenham ficado aquem deste, foram mais

efetivos do que o algoritmo do MGC.

Ocorreu uma diminuig¢3o percentual do numero de
iteragdes para atingir-se a convergéncia a medida que cresce o
nimero de graus de liberdade do problema, como pode ser
observado no grafico da FIGURA 1.3.4.3, onde e mostrado o

desempenho da taxa de convergéncia do precondicionador Diagonal.

sl A M™ FLairmATAITTIARL A
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TABELA I.3.4.2 - Resultados obtidos para o Caso NS 8.

PRECONDICIONADORES
Exemplo
MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES
H-01 280 135 59 61 75
H-02 359 126 72 78 100
H-03 459 203 g3 a5 123
H-04 550 236 110 113 148
H-08 624 202 izs iz29 168
H-06 717 228 146 143 193
H-07 793 254 i62 iG1 219
H-08 897 279 180 179 244
H-09 a80 305 197 197 269
H-10 1059 331 213 218 294
H-11 1150 358 228 232 319
H-12 i229 383 228 249 343
H-13 1301 400 241 261 365
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

H-01 10,1 4,6 4,0 5,3 5,3
H-02 20, 4 6,9 9,2 10,1 11,1
H-03 37,1 16,1 16,7 17,7 20,0
H-04 60, 8 25, 6 26,0 28, 4 32,4
H-05 89, 4 28,7 40,6 42,1 48,0
H-06 129, 8 40, 9 58, 4 58,7 69, 6
H-07 176, 4 B6, 1 70, 8 81,1 07, 4
H-08 241,7 74,7 107, 4 108, 8 131, 4
H-09 313,7 a7, 2 140,1 141,9 172,7
H-10 398, 3 123, 9 177,2 181,6 227, 9
H-11 517,0 155, 6 2ce, B 245, 8 293, 7
H-12 614, 3 190, 3 251,58 277,6 343,7

H-13 770, 8 232, 4 299, 8 342, 4 476, 2
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FIGURA I.3.4.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Diagonal.

I.3.5 - Caso NJ 9

Foi analisada uma placa retangular engastada em um dos
bordos e livre nos demais sujeita a seu peso proprio, conforme

mostrado na FIGURA I.3.5.1.
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Foram construfdas para este caso, dez

FIGURA I.3.5.1 - Caso N° Q.

!

mente crescentes.

mostrados na TABELA

Os dados relativos a estes dez
1.3.5.1.

non
n W

0,2

malhas
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5

gradual -

exemplos s3o

TABELA I.3.5.1 - Dados relativos as malhas do Caso NJ O.

deste caso s3o apresentados na TABELA 1.3.5.2.

NGmero Namero Graus Requisito p/ Armazenamento
Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Nobs Liberdade Perfil Banda
I-01 4x4 i6 65 195 4800 2403 51
I-02 Tx7 40 176 528 14700 10503 78
I-03 10x10 100 341 1023 30000 28053 105
I-04 13x13 169 560 1680 850700 58698 132
I-05 16x16 256 833 2499 76800 106083 159
I-06 19x19 361 1160 3480 108300 173853 186
I-07 2exee 484 1541 4623 145200 265653 213
I-08 25x25 625 1076 59028 187500 385128 240
I-02 28x28 784 2465 7395 235200 535923 267
- I-10 31x21 Q61 23008 Q024 288300 721683 204
Na FIGURA 1.3.5.2 é mostrada a malha de elementos
finitos para o exemplo 1-03.
Os resultados obtidos na solugZo dos dez exemplos
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FIGURA I.3.5.2 - Malha do exemplo I-03.

TABELA I.3.5.2 - Resultados obtidos para o Caso NI Q.

85

PRECONDI CIONADORES
Exemplo
MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss=Seidel
NUMERO DE ITERAQOES
I-01 197 100 58 66 81
I-02 473 158 100 102 130
I-03 757 212 142 144 188
I-04 1044 267 199 199 252
I-05 1298 325 256 258 323
I-06 1566 3904 315 317 395
I-07 i821 456 373 376 469
I-08 2118 516 432 435 536
I-09 2393 576 490 495 608
I-10 2683 637 549 554 671
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundocse)

I-01 2,4 1,1 1,6 1,8 1,9
I-02 17,4 5, 6 8, 2 8, 6 g, 4
I1-03 56, 7 15,6 23, 4 24, 4 27,8
I-04 132,0 33,3 54,7 56, 6 63, 4
I-05 251, 3 62, 2 107, 6 111, 4 135, 4
I-06 418, 7 105,0 185,1 189,5 211, 4
I-07 651, 7 168, 8 290, 5 296, 7 333, 0
I-08 989, 7 242, 5 450, O 455, O 513, 7
I-09 1364, O 329,7 613, 7 679, 7 717, 2
I-10 1871,6 447,3 839,90 862, 5 945, 6

U#%J) N3io houve convergencila.
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Observa-se que o precondicionamento & bastante eficaz
para diminuir o numero de itera¢3es & convergéncia. 0O melhor
desempenho foi obtido pelo algoritmo EPE Cholesky, embora o pre-
condicionador EPE Crout tenha apresentado comportamento muito
préximo. Por outro lado, o precondicionador Diagonal apresentou

os menores tempos de processamento da iteragdes.

O ndmero de iteracdes decresce percentualmente com o
aumento do numero de graus de liberdade da malha analisada. Isto
pode ser observado no gréfico da FIGURA 1.3.5.3, onde & mostrado

o desempenho da taxa de convergéncia para o precondicionador EPE

de Cholesky.
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FIGURA I.3.5.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Cholesky.

I.3.6 - ObservagBes Complementares
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Nos trés primeiros casos, onde empregou-se o elemento
DKQ, foram geradas matrizes extremamente mal condicionadas, ao
contririo dos dois dltimos casos. Isto pode ser observado no
grafico da FIGURA 1.3.6.1 onde a variag3o do quociente D““_M./L'lmi‘n

é plotada segundo o numero de graus de liberdade dos exemplos

analisados. Isto explica as piores taxas de convergéncia obtidas

com todos algoritmos na solug3o dos trés primeiros casos.
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FIGURA I.3.6.1 - Variag¢8o do quociente D /D . com o

max min
ndmero de graus de liberade para os

cinco casos de placas.

Os requisitos de armazenamento mostraram-se favoraveis
3 soluc¥o iterativa a medida que aumentam o porte do problema e

a largura de banda das respectivas matrizes.



88

I.4 - Problemas de Cascas Poliédricas

S%o analisados tré&s problemas identificados como casos
NS 10, 11 e 12.. Em todos eles empregou-se para a discretizacdo
o elemento quadrildtero de quatro nds, obtido pelo acoplamento

do elemento isoparamétrico de estado plano e o elemento de placa

DKQ (HINTON e OWEN""). No caso de geometrias curvas, a malha de

elementos finitos produzirsg uma superficie poliédrica

aproximada.

I.4.1 - Caso NZ 10

Este caso tratou de uma viga T, de paredes finas, em

balango, sob carga concentrada na extremidade livre, conforme

mostrado na FIGURA 1.4.1.1.
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FIGURA I.4.1.1 - Caso N 10.

Foram construfdas nove malhas gradualmente crescentes.
Os dados relativos a estas malhas s%o mostrados na TABELA

1.4.1.1.
Na FIGURA 1.4.1.2 & mostrada a malha de elementos

finitos para o exemplo J-03.
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TABELA T.4.1.1 - Dados relativos As malhas do Caso N? 10.

Nadmero NaGmero Graus Requisito ps/ Armazenamento
Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Noés Liberdade Perfil Banda
J-01 4dx2 16 25 180 4800 800 48
J-02 8x 4 64 81 486 19200 4068 78
J-03 12x6 144 160 1014 43200 14508 102
J=-04 16x8 256 289 1734 76800 31842 126
J-05 20x10 400 441 2646 120000 59220 150
J=-06 24x12 576 625 3750 172800 908000 174
J=-07 28x14 784 841 5046 235200 153468 198
J=-08 32x16 1024 1080 6534 307200 224928 222
J=09 36x18 1206 13690 8214 388800 315684 246
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FIGURA I.4.1.2 - Malha do exemplo J-03.

Os resultados obtidos da solugdo

exemplos s%o apresentados na TABELA 1.4.1.2.

Observa-se que com o algoritmo do ndo obteve-se
convergéncia para os cinco exemplos de malhas mais densas. O
melhor desempenho quanto & taxa de convergéncia foi obtido

iterativa destes nove

alternadamente pelos algoritmos dos precondicionadores EPE Crout

e EPE Cholesky, apresentando

com o precondiconador Diagonal

desempenho pouco inferior aos dois primeiros.

Observa-se que os melhores tempos de processamento das



iterac8es

enquanto

foram

obtidos pelo

o precondicionador

apresentou o pior desempenho.

g0

precondicionamento Diagonal,

EPE Gauss-Seidel

Simetrizado

TABELA I.4.1.2 - Resultados obtidos para o Caso NJ 10.

PRECONDI CIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES

J=-01 65 48 52 55 59
J=-02 450 iz29 132 141 104
J-03 3370 227 228 235 379
J=04 3440 340 380 373 600
J=08 * 474 525 570 017
J=-06 * 6iz2 702 758 1269
J=07 * 758 878 o988 i610
J-08 * 262 788 868 1003
J=098 * 1176 047 680 2504

TEMPO DE PROCESSAMENTO C(segundos)
J=-01 0,8 0,8 1,4 i,5 1,3
J=-02 21,4 8,0 13,8 i85, 2 i8,3
J=-03 364, 0 23,6 53,1 56, 3 81,1
J=-04 643, 6 62, 8 i89, 2 157,85 228, 6
J-05 * 136, 5 337, 3 372,85 536, 5
J=-06 * 254, 5 649, 1 710, 2 1074, 3
J=07 * 420, 5 1001,1 1222, 5 1840, 4
J-08 * 711, 2 1284, 2 1420, 7 2021, 9
J=-09 * 1073, 6 1909, 9 1418,0 4748, 4

C#%) N3Zo houve convergéncia.

Na FIGURA

1.4.1.3 & mostrado um gréafico que apresenta

o desempenho da taxa de convergéncia do precondicionador EPE de

Cholegky. Obgerva-ge um decrésgcimo

iteragBes necessdrias para atingir-se

sumento do numero de graue de liberdade das malhage.

percentual

nimero de

convergéncia com o
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FIGURA I.4.1.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Cholesky.

I.4.2 - Caso ni 11

Neste caso se analisa um cilindro de paredes finas,
com diafragmas nas extremidades, comprimido por duas forgas
diametralmente opostas como mostrado na FIGURA 1.4.2.1, conforme

proposto no trabalho de YUNUS et alliso.

Foram discretizadas nove malhas gradualmente crescen-
tes sobre um oitavo do domfnio devido a tripla simetria apresen-
tada pelo problema. Na TABELA 1.4.2.1 s%o mostrados os dados re-

lativos a cada uma das malhas dos nove exemplos.
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FIGURA I.4.2.1 - Caso N° 11.

TABELA I.4.2.1 - Dados relativos as malhas do Caso NJ 11.

NGmero Ndamero Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Nés Liberdade Perfil Banda
K-01 3x6 is 28 ié8 5400 870 36
K=-02 6xi2 72 o1 546 21600 4542 54
K-03 ax1i8 i62 180 1140 48600 12966 72
K-04 12«24 288 325 1950 86400 28086 80
K-05 15x30 450 406 2976 135000 51846 108
K-06 i8x36 648 703 4218 194400 86190 126
K-07 21 x42 882 946 5676 264600 133062 144
K-08 24x48 1182 1228 7350 345600 184406 i62
K-09 27x54 1458 1540 8240 437400 272166 i80

Na FIGURA 1.4.2.2 é mostrada a malha de elementos

finitos relativa ao exemplo K-02.

Os resultados obtidos pela solug3o iterativa com os

cinco algoritmos s%o mostrados na TABELA 1.4.2.2,
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TABELA I.4.2.2 - Resultados obtidos para o Caso No 11.

FIGURA I.4.2.2 - Malha do exemplo K-02.
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PRECONDI CIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-=Seidel
NUMERO DE ITERACUES

K-01 63 37 21 23 24
K=02 563 229 133 133 142
K=-03 1300 726 434 436 473
K-04 2623 iz18 635 651 699
K-05 4033 1679 786 771 823
K-06 * 2117 853 a4z 942
K-07 * 2627 iiz8 1113 iiz28
K-08 * 3012 1276 1240 1310
K=09 * 3388 18507 i51i8 14857

TEMPO DE PROCESSAMENTO (eegundos)
K-01 0,8 0, 4 0,7 0,7 0,8
K=-02 20, 4 11,7 i5, 4 i5, 8 14,8
K-03 154, 4 84,7 111, 9 i16,8 112,090
K-04 5850, 2 251, 3 290, 8 305, 7 294, 2
K-085 1315,0 543, 0 562, 8 562, 5 539, 2
K-06 % 86, 5 ags, 9 986, 6 802, 4
K-07 * 1651, 7 1549, 90 1551, 7 1421, 9
K-08 * 2462, 7 2203, 6 2303, 7 2154, 2
K-09 * 3447, 7 3375, 7 3507, 7 3041,5

(%) NZo houve convergéncia.
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Observa-se, como ocorreu no caso anterior, que a solu-
¢¥o pelo algoritmo do MGC apresentou convergéncia apenas para
cinco malhas de menor densidade. O melhor desempenho quanto 2
taxa de convergéncia alternou-se entre os algoritmos EPE

Cholesky, EPE Crout e EPE Gauss-Seidel Simetrizado.

Por outro lado, os menores tempos de processamento das
iterac®Bes foram obtidos pelo algoritmo Gauss-Seidel Simetrizado.
Os outros trés algoritmos com precondicionamento apresentaranm

desempenho inferior mas bastante préximo do primeiro.

A FIGURA 1.4.2.3 mostra um grafico onde estd
representado o desempenho do precondicionador EPE de
Gauss-Seidel Simetrizado com respeito & taxa de convergéncia.
Obgerva-se que nZ%o h& um decréscimo percentual esignficativo do
nuimero de iteracBes com o aumento da densidade de elementos na

malha.
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EIGURA I.4.2.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-
condicionador EPE de Gauss-Seidel Sim.
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Este caso trata de um hemisfério de paredes finas, su-

jeito a quatro forcas diametralmente opostas

FIGURA 1.4.3.1, proposto em YUNUS et alli

Foram construfdas dez malhas gradualmente

50

E

M
P
R
t

FIGURA I.4.3.1 - Caso NP 12.

como

6, 825x10°

0, 30
1

10

0, 04

Na TABELA 1.4.3.1 s3o apresentados os dados relativos

exemplos analisados.

mostrado na

crescentes.

dez

TABELA I.4.3.1 - Dados relativos aAs malhas do Caso N? i1.

Ndmero Namero Graus Requisito ps/ Armazenamento
Exemplo Malha de de de EPE Global

Elem. Nés Liberdade Perfil Banda
L-01 4dxd 48 61 366 14400 3246 114
L-02 6x6 108 127 762 32400 80408 162
L-03 8x8 ioz 217 1302 57600 20886 210
L-04 10x10 300 331 1986 90000 38946 258
L-05 12«12 432 469 2814 1208600 65214 306
L-06 14x14 588 631 3786 176400 i01226 354
L-07 16x16 768 817 4802 230400 148518 402
L-08 i8x18 a72 1027 6162 201600 208626 450
L-09 20x20 1200 1261 7566 360000 283086 498
L-10 22x22 14852 is519 0114 435600 373434 546
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Na FIGURA I.4.3.2 é mostrada a malha de elementos fi-

nitos do exemplo L-02.

pos oos
274 184

FIGURA I.4.3.2 - Malha do exemplo L-02.

Os resultados obtidos da soluglo iterativa para oS

exemplos deste caso sio mostrados na TABELA I.4.3.2.

Observa-se como ocorreu nos dois casos anteriores que
n3o0 houve convergéncia para as oito malhas mais densas quando do
emprego do algoritmo sem precondicionamento. A melhor performan-
ce quanto 4 taxa de convergéncia alternou-se entre os algoritmos

EPE Cholesky e EPE Crout.

Por outro lado, estes dois algoritmos juntamente com o
EPE Gauss—-Seidel Simetrizado alternaram—-se com 0SS menores tempos

de processamento das iteragdes.

Observa-se que para todos os precondiconadores ha um
decréscimo percentual do niumero de iteragdes para a convergéncia
com o crescimento da densidade de elementos na malha. Na FIGURA
I1.4.3.3 estd representado o desempenho do precondicoandor EPE de
Crout quanto a taxa de convergéncia onde este comportmento pode

ser comprovado.
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PRECONDI CIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss=Seidel
NUMERO DE ITERAQUES
L-01 1460 330 138 142 160
L=-02 3149 8578 227 233 260
L-03 * 719 316 320 353
L-04 * 10690 413 414 455
L-08 * 1124 508 514 560
L-06 * 1346 606 6i2 665
L=07 % 15690 706 7009 776
L-08 * i822 800 811 887
L-09 % 2371 907 905 aas
L-10 %= 2641 1003 1002 1104
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)

L-01 62, 4 11,5 11,3 12,4 11,58
L=-02 247, 3 44,8 39,5 41,6 41,3
L-03 * 09,1 96, 9 100, 7 a9, 3
L-04 * 228, 9 106, 9 202, 6 199, 3
L-05 * 348, 0 350, 3 358, 4 351,3
L-06 * 564, O 566, 1 581,2 568, O
L-07 * 866, O 867,06 878, 0 868, 4
L-08 * 1270, 6 1252, 2 1267, 8 1254, 3
L-00 * 2042, 6 1766, 5 1037, 9 1822, 0
L-10 % 2708, 7 2271, 4 2208, 8 2313,0

(4) NZo houve convergéncia.
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FIGURA I.4.3.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Crout.

I.4.4 - Observac¢Bes Complementares

Os trés casos analisados como cascas poliédricas sd3do
problemas onde as matrizes geradas sdo extremamente mal

condicionadas. Isto pode ser inferido do grdafico da FIGURA
1.4.4.1, onde estZo plotados as variagBes dos quocientes

/D . segundo o numero de graus de liberdade dos exemplos
max min

resolvidos.
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FIGURA I.4.4.1 - Varia¢3o do quociente Dm 7D com

ax min

o ntimero de graus de liberdade dos

exemplos dos trés casos de cascas

poliédricas.

Para os trés casos analisados os requisitos de armaze-
namento mostraram-se favordveis & solugdo direta, embora com
tendéncia clara de invers3o deste favorecimento no sentido da
golugfio iterativa para problemas de porte maior do dque os

anal isados
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I.5 - Problemas Tridimensionais

S¥o tratados trés casos de problemas tridimensionais.
Em todos eles emprega-se o elemento hexaédrico trilinear de oito

nés, com trés incdgnitas nodais como descrito em ZIENCKEUICZSi.

I.S5.1 - Caso N? 13

Neste caso & analisado o problema de Boussinesq, onde
um bloco paralepipédico suporta uma carga compressiva no ponto
central da sec3o do t6po, conforme descrito em ZIEHCKEUICZS1 e
mostrado na FIGURA 1.5.1.1.

'y
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|
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,,J'»,\ '
el O N & E = 2,88x10°
-7 //, ‘\l\ e
- o ! i e I =
55 ,/" | Sl Tt H H 0yies
. | bl ™ P =100
il ' S L =1
~ ~ -
/A\ \\\ |~
- ~ H - 0,5

FIGURA I.5.1.1 - Caso N 13.

Foram construidas doze malhas gradualmente crescentes

cujos dados estZo representados na TABELA L.6.1.1:

Na FIGURA 1.5.1.2 é mostrada a malha de elementos
finitos do exemplo H-05.

Os resultados obtidos da solu¢3o iterativa destes doze

exemplos s%o mostrados na TABELA 1.5.1.2.
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FIGURA I.85.1.2 - Malha do Exelﬂp.‘.ﬂ M-05.

TABELA I.5.1.1 - Dados relativos as malhas do Caso NJ 13,

Namero NdaGmero Graus Requisito p/ Armazenamento
Exemplo Malha de de de EPE Global

Elem. Noés Liberdade Perfil Banda
M-01 2x 2x 2 8 27 81 2400 783 42
M-02 3x 3x 3 27 64 i92 8100 3216 66
M-03 4x 4x 4 64 125 375 19200 3675 96
M-04 Bx Bx B 125 216 648 37500 23868 132
M-0S 6x 6x 6 216 343 1029 64800 51303 174
M-06 7x Tx 7 343 512 1536 102900 099648 222
M-07 8x 8x 8 512 729 2187 153600 179091 276
M-08 Ox 9x 9 729 1000 3000 218700 302700 336
M-09 10x10x10 1000 1331 3991 300000 486783 402
M-10 11x11x11 1331 i728 5184 399300 751248 474
M-11 12x12x12 1728 2197 6501 518400 1119963 552
M-12 13x13x13 2197 2744 8232 659100 1621116 636

Observa-se que os quatro

algoritmos

precondicionados

aceleram a convergéncia em rela¢Zo ao desempenho do algoritmo do

MGC. O melhor desempenho foi apresentado alternativamente

algoritmos EPE Cholesky, EPE Crout e EPE

Gauss-Seidel

zado com pequena vantagem para os dois primeiros.

Mt A

pelos

Simetri-

MNIT CAISACKILIANLA
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TABELA I.5.1.2 - Resultados obtidos para o Caso N 13.

PRECONDI CIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES

M-01 22 16 7 10 8
M-02 33 20 g 9 11
M-03 43 25 10 11 i3
M-04 55 33 13 14 21
M-05 53 36 14 14 i6
M-06 63 42 i6 16 i8
M-07 76 47 i8 i8 20
M-08 80 53 20 20 21
M-09 i02 59 21 22 23
M-10 113 64 23 23 25
M-11 128 70 25 25 26
M-12 131 79 27 28 28

TEMPO DE PROCESSAMENTO (sogundoe)d
M-01 0,1 0,1 0,1 0,2 0,1
M=-02 0,6 0,3 0,6 0,6 0, 4
M-03 2,3 i,1 1,6 1,6 1,3
M-04 5,6 4,8 3,6 5,7 6,4
M-05 8,3 5,8 6,5 8,3 5,5
M-06 22, 4 10,5 11,8 ii,s 9,5
M-07 27,1 16,9 18,1 i8,1 i5,3
M-08 44,0 27,2 28,1 28,0 22,5
M-09 70, 3 41,1 40,1 41, 4 33,5
M-10 104, 0 59, 4 57,5 87,2 48, 4
M-11 148, 3 84,0 79,8 79, 4 65,7
M-12 196, 7 120, 9 110,23 111,7 89,1

O algoritmo Diagonal apresentou os menores tempos de
processamento das iterag8es, com os algoritmos dos outros trés
precondicionadores apresentando performance bastante semelhante

e pouco inferiror ao primeiro.

Pode-se observar que ocorre um acentuado decréscimo
percentual do nimero de iteragles a medida que cresce o numero
de graus de liberdade da malha para todos os algoritmos. Isto
pode ser observado no caso do precondicionador EPE de Cholesky
no gréfico da FIGURA 1.5.1.3, onde & mostrado a performance de

sua taxa de convergéncia.
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FIGURA I.5.1.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-

condicionador EPE de Cholesky.

I.S5.2 - Caso N/ 14

Neste caso, uma viga em balango submetida a carga
concentrada na extremidade livre, como mostrado na FIGURA

1.5.2.1, foi analisada.

Foram discretizadas nove malhas gradualmente

crescentes cujos dados s%o apresentados na TABELA 1.5.2.1.

Na FIGURA 1.5.2.2 € mostrada a malha de elementos
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finitos do exemplo N-04.

Os resultados obtidos da solugZo iterativa para os

nove exemplos s¥o mostrados na TABELA 1.5.2.2.

E = 7x10°
Zf/ H = 0,33
3 ///a P = 180
] L =30
a
a=0,6

FIGURA I.5.2.1 - Caso NY 14.

TABELA I.5.2.1 — Dados relativos as malhas do Caso NJ 14,

Namero Namero Graus Requisito p/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem:. Nobs Liberdade Perfil Banda
N-0O1 2x 2x 4 16 45 135 4800 1467 42
N=-02 3x 3x 6 54 112 336 16200 6204 66
N-02 4x 4x 8 ie8 225 675 38400 18915 a6
N-04 S5x 5x10 250 396 iiss 75000 46998 132
N-0S 6x 6x12 432 637 1911 1238600 101451 174
N=-06 7x Tx14 686 960 2880 205800 197592 222
N=-07 8x 8x16 1024 1377 4131 307200 355779 276
N-08 Qx 9x18 1458 i900 85700 437400 602130 2336
N-0g 10x10x20 2000 2541 7623 600000 060243 402
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FIGURA I.5.2.2 - Malha do exemplo N-04.

Observa-se que a melhor taxa de convergéncia foi
obtida pelo algoritmo do precondicionador EPE Cholesky, embora o
algoritmo EPE Crout tenha apresentado desempenho bastante

semelhante.

Por outro lado, os menores tempos de processamento das
iteracoes foram obtidos, respectivamente, pelos algoritmos do

precondicionador Diagonal e do MGC.

Pode-se observar que ha um descréscimo percentual
acentuado do numero de iteracBes necessarias a convergéncia a
medida que cresce o numero de graus de liberdade da malha

empregada para solu¢3o do problema. Isto e mostrado para o
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precondicionador EPE de Cholesky no gréfico da FIGURA 1.5.2.3.

TABELA I.5.2.2 - Resultados obtidos para o Caso NY 14,

PRECONDICIONADORES

Exemplo

MGC Diagonal EPE EPE EPE

Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES

N-01 25 19 24 27 28
N-02 51 34 33 33 37
N-03 62 44 41 42 46
N-0O4 81 59 46 51 55
N-05 a5 71 60 54 63
N-06 108 84 69 70 72
N-0O7 iis a5 78 79 81
N-08 134 108 86 89 o1
N-09 148 120 a5 a8 100

TEMPO DE PROCESSAMENTO Ceegundos)
N-0O1 0,2 0,2 0,7 0,7 0,7
N-O2 1,9 1,3 3,3 3,2 2,9
N-03 5,9 4,0 9,3 9,6 8,5
N-O4 14,3 10, 4 ig, 8 22,1 20,0
N-05 29,0 21,8 43,6 40,1 40, 4
N-06 52,1 41,7 78,8 81,2 71,2
N-0O7 84, 6 68, 6 132,5 136,1 iis, 8
N-08 135, 8 111,9 208, 3 213,7 190, 5
N-0Q8 204, 8 168, 4 312, 3 327, 0 297,8




107

Taxa de Convergencia
8 3 3 3 3

»
o

100 0 N N N N O (N A0 Y 5 O O G0 O S O ) O (N G 7 Y N (O O S O ) O o

L' I N O L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Graus de Liberdade da Malha

FIGURA I.5.2.3 - Performance da taxa de convergéncia do pre-
condicionador EPE de Cholesky.
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I.5.3 - Caso N° 15

Neste dltimo caso foi analisado um disco com furo

central sob pressZo radial como é mostrado na FIGURA 1.5.3.1.
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FIGURA I.5.3.1 - Caso NJ 15.

Foram construfdas seis malhas gradualmente crescentes

cujos caracterfsticas sZ%o apresentadas na TABELA 1.5.3.1.

TABELA I.5.3.1 - Dados relativos as malhas do Caso N? 15.

Namero Ndmero Graus Requisito ps/ Armazenamento

Exemplo Malha de de de EPE Global
Elem. Nés Liberdade Perfil Banda
@
P-01 4x Bx2 48 105 315 14400 5331 60
P-02 6x 9x3 i62 280 840 48600 25518 102
P-03 8x12x4 384 585 1755 115200 83859 156
P-04 10x15x5 750 1056 3168 225000 219108 z2e2
P-05 12x18x6 1296 1729 5187 388800 490323 300
P-06 14x21x7 2058 2640 7920 617400 981186 330
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Na FIGURA 1.5.3.2 & mostrada a malha de elementos
finitos do exemplo P-02.
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FIGURA I. 5.3.2 - Malha do Qxel'lmlo P-02.

Os resultados obtidos da solugBo iterativa com os

cinco algoritmos s%o mostrados na TABELA 1.5.3.2.

TABELA I.S5.3.2 - Resultados obtidos para o Caso NS 15.

PRECONDICIONADORES
EXEMPLO
MGC Diagonal EPE EPE EPE
Cholesky Crout Gauss-Seidel
NUMERO DE ITERACUES
P-01 49 31 i8 i9 31
pP-02 81 47 25 36 28
P-03 110 50 21 43 34
P-04 146 62 39 62 39
P-05 i69 74 45 46 45
P-06 204 87 S0 48 52
TEMPO DE PROCESSAMENTO (segundos)
P-01 1,6 1,0 1,7 i,8 2,1
pP-02 9,1 5,8 7,4 10,3 6,7
P-03 29,6 13,6 21,2 28,6 18,9
P-04 75,6 32,5 50, 7 77,6 41,9
P-05 1850, 6 66, 7 Q9,5 101,85 83, 4
P-06 308,1 129,1 181,6 167,77 1853,1




110

Observa-se que os quatro algoritmos com precondicio—

namento s%o eficazes para acelerar a taxa de convergéncia. O
melhor desempenho foi obtido pelo algoritmo EPE Cholesky.
Pode-se observar também, que os menores tempos de
processamento das iteracBes foram obtidos pelo emprego do
algoritmo Diagonal.
Por outro lado, um decréscimo percentual acentuado do
nimero de iterac®es com o aumento do numero de graus de
liberdade da malha pode ser observado para todos algoritmos
No gréfico mostrado na FIGURA 1.5.3.3, pode-se observar este
comportamento para o precondicionador Diagonal.
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FIGURA I.S5.3.3 — Performance da taxa de convergéncia para o pre-

condicionador EPE de Diagonal.
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I.5.4 - ObservacBes Complementares

Para os trés casos analisados, as matrizes geradas s3o
muito bem condicionadas, o que pode ser inferido dos valores do
quociente D /D . que estdo plotados =segundo os graus de

max min

liberdade dos exemplos no gréfico da FIGURA 1.5.4.1.

O — Caso 13
A — Caso 14
o — Caso 15
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FIGURA I.5.4.1 - Variac%o do quociente D /D  com o namero

max muvn

de graus de liberdade dos exemplos de sélido

tridimensional.

Os requisitos de armazenamento mostraram-se favoridveis
3 soluc%o iterativa & medida que aumenta o porte do problema

tratado.
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