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SINOPSE

Neste trabalho desenvolvem-se dois elementos parabo-
licos do tipo isoparametrico para a solucao de placas e «cas-
cas, delgadas ou espessas. A formulacao do elemento de cascas
admite descontinuidades na superficie media destas estruturas.
Ambos elementos utilizam integracao numerica reduzida, e acei
tam os mais variados tipos de carregamento.

Da-se uma breve nocao do método dos elementos fini-
tos bem como da formulacao isoparametrica. Apresentar-se os e-
lementos desenvolvidos, os detalhes dos programas e uma serie
de exemplos.



SYNOPSIS

In this work two parabolic isoparametric finite ele-
ments for the solution of thick and thin shells or plates
are developed. The shell element formulation permits disconti
nuities between elements on the middle surface of structures.
Both elements use reduced numerical integration and allow a
wide range of loadings.

A short summary of finite elements is given with the
isoparametric formulation, The elemenls developed are presen-
ted toghether with details of the computer programs and a se-
ries of examples.

VI
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CAPTTULO 1 - INTRODUGAD
1.1 - Objetivos do Trabalho

No método dos elementos finitos varios foram os ele
mentos desenvolvidos para resolverem problemas de placas e
cascas.

Porém, a maioria dos elementos de alta ordem em es-
pecial aqueles degenerados dos elementos isoparametricos para
analise tri-dimensional, por trabalharem com eixos de referen
cia locais, nao permitem a solugcao de cascas formadas por
duas ou mais superficies, em cujas linhas de intersecgao exis
tem descontinuidades das direcoes normais.

0 presente trabalho, tem como objetivo desenvolver
um elemento de casca, que elimina a restrigao acima por expan
sao dos graus de liberdade nodais, a tres deslocamentos e
tres rotagoes com referencia ao sistema de eixos globais do
problema. Para eventuais singularidades, utiliza-se uma tecni-
computacional simples, ja empregada com sucesso por A.G.
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Groehs em elementos planos para analise de folhas poliedri-

cas, e que sera mostrada com detalhes no capitulo 3.

0 elemento aceita uma variacao parabolica da espes-
sura, e pode ser solicitado externamente pelo peso proprio,
forgas e momentos concentrados, cargas distribuidas paraboli-
camente sobre a superficie, forgas e momentos distribuidos
quadraticamente sobre os lados, variacao parabolica de tempe-
ratura sobre a superficie, e linear através da espessura.

Como resultado, obtem-se os deslocamentos nodais,as
tensoes em 5 pontos ao longe da espessura, referidas aos ei-
xos locais e globais, tensoes tangenciais maximas, e as soli-
citagcoes simples utilizando a teoria de laminas delgadas.

Apresenta-se tambem um elemento para placas, que @
tratado simplesmente como um caso particular do elemento de
casca.

Nos capitulos posteriores, da-se uma nogao Sobre o me



todo dos elementos finitos, descreve-se a formulacao isoparamé
trica, assim como os elementos utilizados, os detalhes do pro-
grama, e no final sao apresentados varios exemplos.

Cabe salientar que posteriormente esses elementos se-
rac implementados no sistema LORANE LINEAR (Linguagem Orienta-
da para Analise Estrutural aplicada a problemas estaticos 1li-
neares). que foi desenvolvido pelo Curso de Pos-Gradua-
cao em Engenharia Civil da UFRGS.

1.2 - 0 Metodo dos Elementos Finitos

0 metodo dos elementos finitos e hoje um instrumento
poderoso, com que contam os engenheiros para a solucao de pro-
blemas da mecanica do continuo. Devido a grande divulgacgao do
método entre os profissionais desta area, nao se entra em maio
res detalhes quanto a sua formulagao teorica, limitando-se ape
nas a esboga-lo, e isso sera feito baseando-se na referencia 3.

Nas aplicacoes do m.e.f. encontra-se quatro formula-
coes alternativas, das quais reter-se-a somente a denomina-
da metodo dos deslocamentos, que se baseia no principio da e-
nergia potencial minima.

0 metodo requer, inicialmente, que se divida o conti-
nuo em regioes ou elementos finitos, como mostra a figura 1.

FIGURA 1 - DISCRETIZAGCAO DO CONTINUO EM UMA MALHA DE ELEMENTOS
FINITOS



Cada elemento esta ligado aos vizinhos por um numero
discreto de pontos chamados nos.

Para cada uma dessas regioes, define-se o seu compor-
tamento localizado por meio de vm campo de deslocamentos conti
nuos, <de maneira a preservar a compatibilidade de deslocamen-
tos entre elementos vizinhos.

As incognitas basicas do modelo discreto de analise
sao os deslocamentos nos nos da malha de elementos finitos.

0 comportamento aproximado das variaveis do problema
(no caso, os deslocamentos) pode ser expresso em termos de com
binagcoes lineares de fungoes de interpolacao, multiplicadas pe
las incognitas nodais.

Representamos o campo de deslocamentos entao por:

g = N U° (1:2:1)

- ; ~ 2 - £ -
onde N e uma matriz de funcoes de interpolacao, e U" e o vetor
dos deslocamentos nodais.

As deformacoes podem ser obtidas a partir dos desloca
mentos, e sao expressas em notacao vetorial por:

sendo B uma matriz que contem certas derivadas de N.

A energia potencial total para um solido elastico 1li-
near e representado por

(1.2.3)

@ . - 0 ~
onde D e a matriz de elasticidade, ¢ o0 vetor de deformacgoes
especificas iniciais, b o vetor de cargas de volume, e p e 0
vetor de cargas de superficie.

Para o dominio de integracgao correspondente a um soO e
lemento, obtem-se o funcional aproximado
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(1.2.5)

Sabendo-se que o funcional aproximado sobre todo o do

minio de inteqracao & a soma dos funcionais aproximades de ca-
da elemento, isto e:

m

e
paprox. e i L1246

Paprox.

sendo m o numero total de elementos, e que para o campo de des
locamentos satisfazer as condicoes de equilibrio e necessario
que o funcional ﬂp seja estacionario, ou seja

mog mo.
§n = 6( §] m ) = E_ll'i'n = 0
paprox. o paprox. e paprox.
(V.2.7)
pode-se escrever que:
m .
57 = 1 syeT [ﬁf e B'DBAv)U® -1 (NTb + BT %)dv -
Pa e=1 - e = W@l o £ o
prox.
i pds_] -0 (1.2.8)
sg =~ &
Sendo as variacoes 6Qe’T arbitrarias
1 T e I} T 0 T
s [0 7B 0Bdv)U® - 1 (WTb 87D <®)dv - 1 T pos | -0
e=1 v G -

(1.2.9)



Pode-se reescrever a equacao acima de uma maneira ca-
racteristica para toda a estrutura:

p® (1.2.10)

onde

K® = 7 o BTDB dv (1.2.11)

e a matriz de rigidez de cada elemento, e

P = fye (NTb + B'D:%)dv + foe AT pas (18 12)
a

e o vetor de cargas equivalente as forcas de volume, deforma
¢oes iniciais e forcas de superficie, que atuam sobre um ele-
mento qualquer "e".

Uma vez obtido o sistema de equagoes que representa a
solugao aproximada do problema, dado pela equagao(1.2.10)apli-
ca-se as condigoes de contorno dos deslocamentos sobre a super
ficie S, Resolvendo-se o sistema, obtem-se os deslocamentos no
dais.

Tendo em vista a equacao 1.2.1 pode-se encontrar 0s
deslocamentos em qualguer ponto do continuo.

Assumindo-se um comportamento elastico, as tensoes sao
determinadas pela formula

o = D (BUS - ¢°) (1.2.13)

1.3 - As condicoes de convergencia

Quando as solucgoes obtidas, com sucessivos refinamen-
tos da malha, aproximam-se da solucao exata, dizemos que ha
convergencia. Para que isso ocorra e necessario que alguns cri
terios sejam satisfeitos pelo campo aproximado de deslocamen-
tos. A descrigao desses criterios e feita a partir da referéen-
cia 26.

Colocando-se entao, 0o problema a ser resolvido em ter-
mos gerais, pesquisa-se uma fungao incognita u tal



que ela satisfaca um certo conjunto de equacoes diferenciais.
A (u) =0 (1,51
no dominio 2, juntamente com certas condigoes de contorno
B (u) =0 {1889

no contorno r do dominio.

Subdominio
(elemento)

FIGURA 2 - DOMINIO © E CONTORNO I DO PROBLEMA

Se a integral

T

Pt v B(u) dr =0 (1.3.3)

o vV A(u) da + !

r
for satisfeita para quaisquer v e v, as equagoes (1.3.1) e
(1.3.2) serao satisfeitas.

Existem certas restricoes que as fungoes v,v e u de-
vem respeitar. Em geral, evita-se funcoes que tornam qualquer
termo da integral infinito.

A escolha de v e v limita-se a funcoes de valo-



res finitos, e se derivadas de ordem n ocorrem nos operadores
diferenciais A ou B, a funcao u tem que ser tal, que suas n-l
derivadas sejam continuas, isto e, devera pertencer ao espago

n-1

vetorial C de todas as funcoes que tenham derivadas de or-

dem n-1 continuas.

Integrando-se por partes a equacgao (1.3.3), obtem-se

foe(vh

I
= D(u)da + E (v

)F(u)dr =0 (1.3.4)

onde os operadores C a F contem derivadas de menor ordem que
os operadores A e B. Agora uma menor ordem de continuidade e
requerida na escolha de u, as custas de uma maior continuidade
para v e v. A equacao (1.3.4) representa a "forma atenuada" da
equagao (1.3.3).

Aproximando-se a funcao u por uma expansao do tipo
N. a; = N a (1.3.%)

e utilizando-se respectivamente para v e ?, um conjunto de fun

coes prescritas da forma wj e WJ para J variando de 1 a n, on

de n e o numero de parametros indeterminados a; (n<r),obtem-se

a partir das expressoes (1.3.3) e (1.3.4) um sistema de equa-
¢oes ordinarias da forma

-
T by
! ! -
a3 A(N a)da + r W B(N a)dr = 0 (1.3.6)
ou
s T g = 5
a g(wJ) D(N a)de + " g(wj} F(N a)dr = 0 {1:347)

das quais pode-se determinar os parametros a.

Essa aproximacao e chamada metodo dos residuos ponde-
rados.

Quando wijj, isto e, quando as funcoes de forma
sao usadas como fator de ponderacao, leva o nome de formulacao
de Galerkin para o metodo dos residuos ponderados.



Pode-se demonstrar que o trabalho virtual representa a
“"forma atenuada" das equacoes de equilibrio para a analise de
solidos e fluidos, e tambem que a aproximagao pelo metodo dos e
lementos finitos e de fato uma formulacao de Galerkin do método

dos residuos ponderados.

No metodo dos elementos finitos onde se trabalha com
uma solugao aproximada do tipo da equagao (1.3.5), e onde as
fungoes de interpolagao estao baseadas em um comportamento loca
lizado por elemento, pode-se assumir que a convergencia ocorre
quando o tamanho dos elementos decrescem, ou por sua vez, quan-
do o numero de parametros a especificados para os nds aumentam.

Pode-se estabelecer entao, que a condigao necessariapa
ra a expansao ser convergente, quando se utiliza fungoes de for
ma do tipo polinomio, € o criterio de funcoes completas: um va-
lor constante da m? derivada deve ser obtido no dominio do ele-
mento quando seu tamanho tende a zero, se derivadas de ordem m

ocorrem na integral.

Esse criterio € automaticamente assegurado se o0s poli-
nomios usades para as funcoes de forma Ni sao completos de me
ordem. 0 criterio acima & equivalente ao de deformagao constan-
te, que por sua vez engloba a condicao de representar movimen-

tos de corpo rigido.

Sao denominados de elementos conformes, aqueles cujas
fungoes deslocamentos satisfazem os criterios de continuidade e
de funcoes completas.

Em problemas de placas e cascas, onde as deformacoes
sao definidas por derivadas segundas dos deslocamentos, torna-
-se muitas vezes dificil obter funcoes de interpolagao que asse
gurem a continuidade dos giros normais. Elementos nao-conformes
sao usados para sobreporem esta dificuldade. Nestes elementos a
pesar das fungoes deslocamentos nao satisfazerem uma das condi-
goes aparentemente essenciais para a convergencia, esta e obti-
da, e as vezes apresentam melhores resultados que seus elemen-

tos conformes equivalentes.

As condigoes de convergencia de tais elementos nao-con



formes s3o verificadas pelo "PATCH TEST"?2°

1.4 - A solucgao de Problemas de Placas e Cascas.

Nesta segao, aborda-se historicamente a evolucao do me
todo dos elementos finitos na busca de solugoes para estruturas

laminares.

Problemas de placas e cascas sao de dificil solucgao,
quando nao se tornam impossiveis por analise convencional.Estas
dificuldades sao ainda maiores quando a espessura e de uma for-
ma tal, que as deformacoes por corte tornam-se significativas.

0 metodo dos elementos finitos apresenta-se como um
instrumento eficaz para a solucgao desses problemas, por sua ca-
pacidade de considerar variacoes de geometria, cargas e proprie
dades dos materiais.

As primeiras aplicacoes do metodo voltaram-se para a
solugao de problemas de estado plano de tensoes.

Quando de sua aplicacao aos problemas de flexao de pla
cas, encontraram-se dificuldades para a obtengao de fungoes de
forma que satisfizessem as condicoes de compatibilidade.Funcoes
nao-conformes,que assegquravam a continuidade de w, mas violavam
a continuidade dos giros normais, foram utilizadas em elementos
triangulares e retangulares?® . Como tais funcoes cumpriam com
o criterio de deformagao constante, a convergéncia poderia ser
encontrada, porem nao de forma monotonica.

Sendo impossivel encontrar uma funcao polinomia sim=-
ples capaz de satisfazer a continuidade dos giros, quando se u-
tilizavam 3 graus de liberdade por no, passaram-se a desenvol-
ver elementos de alta ordem.

Estes elementos apresentavam certas dificuldades de as
sociagao, por possuirem diferentes graus de liberdade para 05
nos e muitas vezes tornava-se dificil introduzir as condi-
goes de contorno. Na comparacao da exatidao com o tempo computa
cional, os elementos de alta ordem eram muitas vezes ultrapassa
dos pelos elementos simples. Buscou-se na formulacao isoparame-
trica a solucao deste impasse.

ESCOLA = ' ““NHARIA
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As primeiras aplicacoes do metodo em problemas de cas-
cas foram feitas atraves de elementos planos, cujas matrizes de
rigidez eram formadas a partir das obtidas para elementos de
membrana e flexao de placas. Elementos retangulares foram utili
zados :para analisarem cascas cilindricas e elementos triangula-
res, para as de dupla curvaturaq.

Como a superficie média curva da casca era substituida
por uma superficie poliedrica, um erro adicional do tipo geome-
trico era entao introduzido, levando os pesquisadores a procura
rem elementos que levassem em consideracao a sua curvatura.

Os primeiros elementos curvos foram desenvolvidos para
. . 5 .
casos particulares de carga e geometria™, tais como cascas axis
simetricas, cilindricas e rebaixadas (Shallow Shell).

Logo apos houve uma tendéncia no sentido de usar ele-
mentos mais sofisticados, pois imaginava-se que, com o0 mesmo nu
mero de graus de liberdade, resultados mais exatos ocorreriam
quando elementos complexos fossem utilizados. Tal preferencia
justificava-se, tambem, pelo fato de a geometria do problema ser
representada por um menor numero destes elementos. Esperava-se

assim obter uma consideravel economia de tempo computacional.

Varias tentativas para a solucao de problemas de pla-
cas e cascas foram feitas, utilizando-se os elementos isoparamé
tricos tri-dimensionais da fig. 3. Contudo surgiram certas difi
culdades.

0 uso de 3 graus de liberdade para cada no produzia um
mal condicionamento no sistema de equacoes, quando a espessura
se tornava pequena em comparacao com as outras dimensoes dos e-
lementos. Ademais, o elevado numero de graus de liberdade condu
zia a um grande tempo de computacao.

Ahmad, Irons e Zienkiewicz formularam um elemento que

- 1
superou esses obstaculos .

Para isso, foi desprezada a energia de deformagao cor-
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respondente as tensoes perpendiculares superficie media, e

a
introduzida a hipotese de as normais a

superficie media per-
manecerem retas depois da deformagao.

Devido a ultima imposicao, pode-se eliminar os nos in
termediarios na direcao da espessura do elemento, reduzindo-se
o numero de graus de liberdade, originando-se os elementos de-
generados da figura 4.

FIGURA 3 - ELEMENTOS TRI-DIMENSIONAIS PARABOLICO E CUBICO

Como as linhas que unem 0s nos superiores e inferiores
sao retas, pode-se representar a geometria do elemento atraves
das coordenadas da superficie media e de um vetor de comprimen
to igual @ espessura. Recaiu-se assim em um elemento isoparame
trico de 8 ou 12 nos, como representado na fig. 5.
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FIGURA 4 - ELEMENTOS DEGENERADOS

FIGURA 5 - ELEMENTO ISOPARAMETRICO QUADRILATERO QUADRATICO E
ciBIco

As hipoteses introduzidas correspondem somente a uma
parte das que sao usuais na teoria de cascas e placas. Aqui ca
be salientar que nao foi imposta a restrigao das retas normais
a superficie media antes da deformagao, permanecerem normais a
mesma na situacao deformada, o que permite a ocorrencia de de-
formacoes por efeito dos esforgos cortantes, que sao de impor-
tancia no estudo de placas e cascas espessas.

Nesses elementos era a integracao numérica o mais
serio problema de economia no tempo de computacao, portanto a
determinagao de um numero minimo adequado de pontos de integra
gao tornou-se de fundamental importancia.
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A integracao por quadratura de Gauss foi, originalmen-
te, efetuada em 3 x 3 x 2 ou 4 x 4 x 2 pontos de integracao,
nas diregoes £, n, z respectivamente, dependendo do elemento
ser quadratico ou cubico.

= Enquanto esses elementos apresentavam bons resultados
para problemas de placas e cascas espessas, o elemento quadrati
co era ineficiente na representacao de deformagoes por flexao
em aplicagoes de placas e cascas finas. A medida que a espessu-
ra era reduzida, os resultados obtidos apresentavam-se cada vez
mais rigidos, nao convergindo para a solucao teorica. Quando se
utilizavam fungoes de interpolacao cubicas, obtinha-se resulta-
dos considerados satisfatorios.

Depois, dois trabalhos apresentaram, simultaneamente, al
ternativas ao processo de integracao numerica, visando obter a
convergencia dos elementos quadraticos em situacoes de delgade-
za.

Pawsey e Clough]9 desenvolveram um método de integracao
seletiva para calcular a matriz de rigidez do elemento anterion
na qual cada componente da energia de deformacao e calculada se
paradamente, utilizando-se um numero diferente de pontos de in-
tegragao. Com esse procedimento evita-se a excessiva rigidez a
flexao, que resulta do uso de funcoes de interpolacao quadrati-
cas.

Zienkiewicz e outrosﬁf concluiram que para uma melho-
ria na flexibilidade basta reduzir-se a ordem de intecracao nume
rica para todas as componentes da tensao. Uma integragao 2x 2 x2
nas diregoes £, n, ¢t foi utilizada. 0 elemento, assim formulado,
esta entre os mais economicos, reduzindo em 4/9 o tempo computa
cional, com relagao ao elemento original.

Esse ultimo procedimento leva certas vantagens sobre a
integracgao seletiva, pois para sua aplicacao nao encontra-se di
ficuldades de programagao, e, devido ao menor numero de pontos
a integrar, resulta tambem em uma economia de tempo no <calculo
da matriz de rigidez.

Esse historico, se 1limitou a elementos desenvolvi-
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dos dentro do modelo compativel, mas deve-se salientar, que tam
bem foram procuradas solucoes nos mgde]os mistos e hibridos. Ca
be destacar o trabalho de P. Bignon , que formulou um elemento
isoparametrico para estudar problemas de placas delgadas e es-
pessas, tomando como base o modelo misto para flexao de placas,
com deslocamento transversal e momentos como variaveis indepen-
dentes.

L+Es Vazzs, desenvolveu um elemento para placas, basea
do no que foi proposto por Zienkiewicz, diferindo apenas em dois
pontos. Primeiro, a integragao ao longo da espessura do elemen-
to foi realizada fora do programa, a fim de obter uma reducao
no tempo de integracao. Segundo, utilizou uma funcao de desloca
mentos, que permite a deformacao linear ocorrer livremente na
diregao da espessura, em fungao das outras duas deformacoes 1i-
neares, para lograr uma variacao parabolica das tensoes, devi-
das ao esforgo cortante, nao sendo necessario entac o fator k
na matriz constitutiva elastica. Em problemas de placas delga-
das, utilizou somente dois pontos de integracao numerica, recor
rendo a tres pontos no estudo de placas espessas, embora 0s er-
ros nao fossem apreciaveis quando 2 pontos de integragao eram u
tilizados para esses casos.

AL Halbritterlh, partindo tambem da ideia de Zienkie
wicz, desenvolveu um elemento isoparametrico quadratico degene-
rado, aplicado a problemas de cascas, obtendo sua matriz de ri-
gidez e cargas nodais equivalente. Empregando o esquema de inte
gragao numerica reduzida, resolveu com exito problemas de cas-
cas grossas e finas. Para cascas delgadas ignorou a influencia
da espessura (neste caso ¢z = 0), integrando explicitamente as
componentes da matriz de rigidez na direcao normal a superficie
media, conseguindo com esta simplificagao uma diminuicao no tem
po de computacgao.

Este elemento possui 5 graus de liberdade por no, sen-
do 3 deslocamentos em relacgao aos eixos globais, e duas rota-
goes definidas com referencia a um sistema de eixos locais, for
mado por dois eixos tangentes e um normal a superficie media
da casca. A rotacao ao redor do eixo normal a superficie de
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referencia nao esta incluida.

Exatamente por trabalharem com eixos de referencia lo
cais, esses elementos nao permitem a solucao de cascas formadas
por duas ou mais superficies, em cujas linhas de intersecao e-
xistem descontinuidades das direcoes normais e tangentes.
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CAPTTULO 2 - 0S ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS
2.1 - Introducao

Para assegurar que um pequeno numero de elementos pos
sam representar formas complexas, passa-se a utilizar elemen-
tos de formas arbitrarias.

Atraves de convenientes funcoes de interpolacao defi-
nidas em coordenadas normalizadas, pode-se distorcer ou "mape-
ar" elementos de lados ou faces retas, em elementos de lados ou

faces curvas, nas coordenadas cartesianas. Estabelece-se assim
uma correspondencia biunivoca entre as coordenadas cartesianas
e as coordenadas curvilineas, do tipo:

-

Na figura 6 representa-se o mapeamento de um elemento

3 U

2 .%.13

I

tridimensional quadratico.

FIGURA 6 - a)Elemento Original
b) Elemento distorcido



17

2.2 - Transformagao de Coordenadas

Para representar-se as coordenadas cartesianas de um
ponto qualquer no interior do elemento, utiliza-se a seguinte e

quagao:
X N0 o X
Y s o N o gs (2.2:1)
z o o N 2

onde N @ o vetor formado pelas funcoes de interpolagao, e Ee,
Xe, ge sao os vetores das coordenadas nodais. E exatamente esta

equagao que define a distorgao ou "mapeamento" de um elemento o
riginal no correspondente elemento curvo.

Sendo as fungoes de forma N dadas em termos das coorde
nadas curvilineas locais, cria-se uma relagao entre estas coor-
denadas e as coordenadas cartesianas globais. Note-se que uma
distorgcao violenta, pode estabelecer uma relacao nao univoca en
tre estas coordenadas.

Para que o mapeamento seja um-a-um o sinal do determi-
nante da matriz Jacobiana desta transformacao de coordenadas de
ve germanecer inalterado para todos os pontos do elemento mapea

2
do

Em transformacoes baseadas nas funcoes parabolicas do
tipo "Serendipity" a condicao necessaria para a univocidade e
que nenhum dos angulos internos sejam maiores do que !800, e de
ve ser assegurado, que os nos internos dos lados estejam no ter
¢o médio da distancia entre os nos dos cantos destes lados, con
forme indica a figura 7.

2.3 - Definigao dos deslocamentos

Nos elementos isoparametricos a variacao dos desloca-
mentos e definida a partir dos deslocamentos nodais, exatamente
pelas mesmas funcoes de interpolagao, usadas para definir a sua
geometria.

0Os deslocamentos serao definidos entao por:
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u N oo o ye
Vg o= °o N o i (2.3.1)
W o o N W

-

sendo ge, !e’ Ee os vetores dos deslocamentos nodais do elemen
to.

2.4 - Compatibilidade Geometrica e Convergéencia

0 processo de distorcao de um elemento nao pode intro
duzir separacoes ou superposicoes em um lado ou face comum a 2
elementos vizinhos.

Para isso devera satisfazer o seguinte teorema:

Teorema 1: As condicoes de compatibilidade geoméetrica entre 2
elementos curvos sao satisfeitas se estes sao originarios de
elementos nos quais estas condicoes se cumprem.

Como as coordenadas dos lados ou faces sao unicamente
definidas a partir das coordenadas nodais, e sendo estas as
mesmas para lados comuns de 2 elementos adjacentes, e sendo
ainda as funcgoes de forma identicas, ao longo desses lados (”I
& & T 4 g * -1 para o exemplo da figura 8), as coordenadas X,
Y,Z ficam expressas pelas mesmas funcoes conforme a expressao
{221},

A condigao de continuidade dos deslocamentos sera sa-
tisfeita no elemento distorcido, se for verificadn 0o teorema:

Teorema 2: A condigao de compatibilidade geometrica, ou conti-
nuidade, dos deslocamentos fica assegurada no elemento distorci
do, se as fungoes de interpolacao usadas na equacao (2.3.1),sa
tisfazem a continuidade dos deslocamentos no elemento original.

A prova deste teorema se faz da mesma maneira que a
do anterior.

Para que seja satisfeito o criterio de fungoes comple
tas da convergencia, enunciaremos o teorema que seque:

Teorema 3: Em funcionais que contem somente derivadas primei-
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ras das fungoes incognitas, o criterio acima referido e satis-
feito para todo elemento isoparametrico desde que & Ni = 1.

Oy
n
Q ;L—a Q
3
o} o o)

Zona Livre para o ponto

medio.

FIGURA 7 - CONDICOES PARA UM MAPEAMENTO UM-A-UM.

A demonstracao deste teorema nao sera exposta, pois
pode ser encontrada em farta bibliografia®’?’2°®

0s teoremas acima descritos, sao satisfeitos pelas
fungoes de interpolacao pertencentes a familia "serendipity"”,
que para o elemento isoparamétrico quadrilateral quadratico da
figura 9, sao:

- 1) para i = 1,2,3,4

N. = % (1 + ggﬁ) (1 + nni) ( ggi + nn;

(2.4.1)
N, o= Lo 2 o
f =% (1 - &%) (1 4 nn;) para i = 5,8 (2.4.2)
. 2l 1 o4 e 2 .
il (1 + €g.) (1 -n") para i =6,7 (2.4.3)
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FIGURA 8 - ELEMENTOS ADJACENTES E SUAS FUNCOES DE INTERPOLA-

CAO

2 5 1
o O O
n
70 Iﬂ_ﬁ;g 96
O— O— O
4 8 3

FIGURA 9 - ELEMENTO ISOPARAMETRICO QUADRILATERAL QUADRATICO.

Zienkiewicz?®, se referiu tambem a elementos superpa-

rametricos e subparametricos.

Denominam-se elementos superparametricos quando o poling
mio que define seus deslocamentos, for de menor ordem com rela
cao ao que define sua geometria. Em caso contrario, chamam-se

elementos subparametricos.
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0 criterio de fungoes completas, dado pelo teorema 3,
continua valido para os elementos subparametricos, sendo que
0 mesmo nao ocorre para elementos superparametricos. Porém, e
lTementos superparametricos sao utilizados com sucesso em pro-
blemas de placas e cascas?"

ESCOL& .o b JENHARIA
BIBLIC TECA
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CAPTTULO 3 - ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS PARA ANALISE
DE CASCAS
s 3.1 - Definigao da Geometria.

0 elemento adotado tem como base o elemento isopara-
metrico tridimensional quadratico com 60 graus de liberdade,re
presentado na figura 10. Esse elemento e degenerado, diminuindo
se as suas dimensoes na direcao que representa a sua espessura.

FIGURA 10

Se as linhas que unem o0s nos inferiores aos superio-
res forem retas, podemos eliminar os nos intermediarios, origi
nando-se um elemento tipico de cascas espessas (figura 11).
Suas faces externas sao curvas, enquanto que as secoes ao lon-
go da espessura sao geradas por linhas retas.

Se £, n sao coordenadas curvilineas na superficie me-
dia da casca, e t¢ uma coordenada linear na direcao da espessu
ra, variando todas de +1 a -1 para as faces do elemento, as
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coordenadas de um ponto da casca sao dadas pela formula

X 8 - Xj 8 Tk )’_I
N = L Nj(isﬂ) - _Y.i + N.I(a':r‘) - y]
i=1 2 j=l 2
Z 21- Fd

Sup

onde as Ni representam as funcoes Serendipity dos elementos i-
soparametricos bidimensionais quadraticos. A compatibilidade
geometrica fica entao assegurada.

FIGURA 11

A geometria do elemento pode ainda ser especificada
pelas coordenadas da superficie media e pelo vetor espessura.
A equacao anterior fica

X X

2 T =1 ' 2 (3.1.2)
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onde

X X X4
1
-y'i = i y'i + \}!.I (3.].3)
. 2
P 2 2y
L ] sup 11inf

representa as coordenadas dos nos sobre a superficie media, e

N Vx1‘ 5 X3
VB'i = Vy_i = y'[ = y_i (3.]-4}
vzi 5 By
sup inf

@ o vetor segundo a espessura.

3.2 - Definicao dos Deslocamentos

Como a energia de deformacao, correspondente as ten-
soes normais a superficie media, e desprezada, os deslocamen-
tos do elemento podem ser definidos pelas 3 componentes carte-
sianas dos deslocamentos dos nos da superf?cie media Uss VoW
e por 2 rotacgoes assBs do vetor normal V31 relativas a 2 dire-

¢oes mutuamente ortogonais, normais a ele.

Na figura 12, os vetores Vli’ Vzﬁ e V3i an peipend1—

culares, e as rotacoes L B sao colineares com Voy @ Vijores
pectivamente.

No presente trabalho, esta terna de eixos ortogonais
fica assim estabelecida:

ﬁ31 e 0 vetor espessura para o0 no i
-3
Vs e definido pelo preduto vetorial
e e - R
Vos Vy; x 1, ou quando as diregoes do eixo x e do
- -~
) 4 . L \ . 1 ) 2
vetor V31 c01ni1d1rem, por !21 v31 X 3

Como Vli tem que ser ortogonal a ambos, temos
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0 campo de deslocamentos do elemento pode agora ser
escrito como1

. 8 5 8 By {“1}
v = 1 N, T (3.2:1)
y i=1 Yy j=1 =T By

W

onde N, sao as mesmas funcoes de interpolagao que as da equa-

cao (3:1.2), t. a espessura no no i e

413 “&oq
&y = ™4 My (3.2.2)
1y ullig4
sendo
n n . -il—ll (3.2.3)
14 1 Mri T \‘_, * B
13
i
e
“ziT
{EZi my noj - > (3.2.4)
21
Deve-se salientar que ao escrever a equagao (3.2.1),
supoe-se que cada vetor V e normal a superficie media

3i
(z=0), enquanto que na maioria dos casos esta direcao e apenas

aproximadamente normal a ela.

Tendo em vista as funcoes de interpolacao Ni’ a con-
dicao de compatibilidade de deslocamentos entre elementos vi-
zinhos e satisfeita.
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No que diz respeito ao criterio de funcoes completas,
Zienkiew1c226 afirma que, a partir da definicao dos componentes
de deformacao, as condicoes de movimento de corpo rigido e de-
formacoes constantes estao disponiveis.

Y
A4
>
o=

FIGURA 12

3.3 - Definigao de Deformacoes e Tensoes

As deformacoes sao definidas em relagao as coordenadas
locais x', y', z', que possuem respectivamente diregoes tangen-
tes e normal a superficie com & constante. Pode-se entao ex-
pressar as componentes da deformacgao pelo vetor

P i )  su'/ax' 3
€y av'/ay'
gt s Tyrgr & = You'/ay' + av'/ax' } (3.3.1)
Yx'z‘ sw'/ax' + au'/az!
kYy'z') L ow' fay' + av'/Jz'J
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Como z' e normal a superficie media da casca, ao ne-

gligenciarmos a componente da deformacao ¢_,, asseguramos ten-

z
soes nulas nesta direcao.

As componentes das tensoes sao definidas por

g' =4 x'y'g = D' (e' - g ) (3.3.8)

T
Lyt

A matriz D' para um material isotropico e dada por

— v

1 v 0 o} 0
£ 1 0 0 0 (3:3.3)
D' = -,
(1-v7) l=v 0 0
2
L=y o
sim. 2k ]
s £t I

2k
sendo introduzido o fator k=1,2 para melhorar a aproximagao da
distribuicao das tensoes de cizalhamento.

3.4 - Matriz de Rigidez do Elemento

A matriz de rigidez do elemento apresenta-se sob a
forma

S B'T D' B' ||Jd]|dedndz (3.4.1)

onde B' relaciona as deformacoes com os deslocamentos nodais

g’ = B' U (3.4.2)
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sendo seus termos definidos por intermedio das derivadas dos
deslocamentos, com respeito as coordenadas cartesianas locais
X', y',2'", sequndo a equagao (3.3.1).

As derivadas dos deslocamentos em relagao as coordena

das locais X',Y',2', sao referidas as derivadas dos deslocamen

tos em relagao as coordenadas globais pela equagéoz6

u ] - -
uI)xl Vl,x! wl!xl u)x V!x w,x
u-,y' Vl’y’ Wl’y' . ET usy Voy Wy 9
u-,z. Vl’z' wl’z' u,z V,Z w,z
e i
i <19 4.3)

8§ = [¥%. :2, \73] (3.4.4)

-+ > >
onde v], v2, v3 sao 0s versores do sistema de eixos coordena-

dos locais, e cuja obtencao de seus valores & indicada posteri

ormente.

A equacao(3.2.1)nos fornece os deslocamentos em fun-
cao das coordenadas curvilineas. As derivadas dos deslocamen
tos em relagao as coordenadas globais x,y,Z estao referidas

com suas derivadas em relacao as coordenadas curvilineas por

- - = -
Ui Vg W u,& V’E w,ﬁ
u v W 2 Jt} u vV v
‘Dy !y !y i 3” ',I]__l ’I'-i
u v W
T'Z Az 2 U, Vigo W,
(3.4.5)

-1 = ; : ;
onde ¢ e a inversa da matriz Jacobiana

Xs

: g ;
J = %0 Yoo Z (3.4.6)
x) y’ Z!
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que e calculada a partir da definigcao das coordenadas, dada pe
la equacao (3.1.2).

Pode-se reescrever a matriz anterior da seguinte for-

27
ma

w5

]
+

(3.4.7)

=4
w—

onde 0os 2 primeiros vetores sao tangentes a superficie media,
e Gé normal a ela, isso se se consi?erar r como normal a su-
perficie de referencia. Na verdade,V, e apenas aproximadamente
normal a ela.

; ; 27
A sua inversa pode ser escrita como

= -+ - - - - -+
T = T x vy, VxS, SxT |+ || (3.4.8)

onde as duas primeiras colunas sao novamente tangentes, ou me-
lThor, aproximadamente tangentes a superficie media, e a tercei

ra, normal a ela.

Para se encontrar os versores do sistema de eixos 1o

cais, promove-se o produto vetorial de 2 vetores tangentes a
superficie ¢ constante, a fim de obter-se um vetor normal a ela

) I
N . . X’E X Xsn
V3 =S xT-= Yag X Yan (3.4.9)
25{, Zsr‘,
que corresponde ao terceiro vetor da matriz g_] nao dividido

pelo determinante de J. 0Os outros dois vetores normais a ele
serao obtidos como exposto no item 3.2.

-»> > > o > >

V2 = V3 X 1 ou vz E V3 X J . V] &Y. ¥ V3



30

0s versores serao dados entao por

vV, - = v
V.I = —_— V2 =

o T TR

(3.4.11)

ficando assim, a matriz de rotacao O determinada.

Usando a (3.4.5) node-se reescrever a (3.4.3) como:

B [ 1 1 = o y

u X! ¥ 3y W sy U,g Vo ¢ Wr

's 1 Vl: 1 wl: 1 = A 3 » s

Uy y y i Hage Vi Y

Wha,m Wl Wi, Uy Vs Wr
i B - 4.12)
sendo S
A o= gl g7 (3..8.13)

Na apresentacao de uma formulagao economica para esse
elemento 27, seus autores consideram nulos os seguintes termos
dessa matriz

A = Vv T x V!
B 2 s (3.4.14)
Contudo, esses termos serao zero somente quando Vé

for exatamente normal a superficie media. A omissao desses ter
mos, que sao da ordem de 10_2 para cascas de dupla curvatura,
produz momentos residuais que nao satisfazem as equagoes de e-
quilibrio, correspondentes a estrutura'!®.

A partir das formulas (3.4.12) & (8.2.1), pode-se
expressar a equacao (3.3.1) por:
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sendo
BH 0 0
0 BZi 0
§1 = Bzi 311 0 (3.4.16)
By 8 Bys
i Bai  Byy
onde
By = By R A Byg Mu
e
o 0 o
0 0 )
i 0 0 0 { 3:4.18)
C11 0 0
5 0 C]i o] .
onde
C]i = A33 Ni (3.4.19)
Pode-se expressar a equac¢ao (3.4.15) na forma matri-
cial caracteristica g' = B! ye, passando, entao, a ser repre-

sentada por:



o
f'1
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R |

(3.4.20)

A matriz de rigidez do elemento & obtida atraves da

formula (3.4.1), tomando a seguinte forma matriciall™:

: I
s R

__________________________________

P

(3.4.21)

| |d]|dedndg
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sendo:
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T, B
Bai g @ B; D" By O (3.4.22)
1 oo T
KBi ; . b; 88, D 1584 # §j| 28 (3.4.23)
] - “' |T ! > :r'\,T A
Bory = 5 Byfy dy 0l * G100° loB; * Elo 4,
(3.4.24)
T i
B14D118;3+B24D033B5; { B19D12B,5%821 03381 5 1 ByilguBy;
B i L st T SR .
BoiD218715¥B14033825 | B2iP22P23%B11P33813 | BailssBe;
| |
- Byilagtay !
B1:D4483; : BpiDs55By3; 1By3Dg4By5 +
= |
= * ByiD5gBos
.
B3i Dag G 0 0
0 Bayleph g 0 (3.4.26)
Byi Dgg G135 ByiDssCyj 0
- -
C11 Dagq Bsj 0 C1i Dag Byj
. ¢ Cig Pgs Bgy Uy Dgs Bpj
0 0 0

(3.4.27)
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11 D44 Gy 0 0
¥ oo w o
cl o' ¢y - 0 S . 0 (3.4.28)
0 0 0

Sua dimensao e de 40 x 40, ja que o elemento possui
8 nos, e 5 graus de liberdade para cada um.

Posteriormente, faz-se uma reorganizagao da matriz
de rigidez dos elementos, atraves de ura troca conveniente de
linhas e colunas, de maneira tal que o vetor dos deslocamen-
tos e cargas nodais equivalentes se apresente da forma

€T

!: o {- u.l'g V.ig w.i-) '-""-,ia Bi, ...} (3.&.28)

- %

E = { Px.i) Py.il pZ}‘ My|.‘sM>’(‘|.i ' ) -}
(3.4.29)

3.5 - Introdugao do Sexto Grau de Liberdade

Para que o elemento possa ser utilizado em proble-
mas onde nao haja continuidade das normais a superficie de e-
lementos adjacentes, como & o caso das folhas poliedricas,que
sao constituidas de laminas contidas em diferenrtes planos,rea
liza-se uma rotagao na matriz de rigidez anterior, a fim de
obter-se os deslocamentos em relacao ao sistema de eixos glo-
bais.

Dependendo da posicao dos eixos locais, 0s giros ¥

€ Bi podem dar origem aos componentes 0 que re-

xi? Qyge Pzia
presentam os giros em coordenadas globais. 0 mesmo ocorre com

0 vetor de cargas nodais equivalentes.

Ao relacionar as 5 incognitas locais com as 6
globais, atraves de uma matriz de rotacao de dimensao 6 x 6,
tem-se que expandir as submatrizes de rigidez do elemento, que
sao de dimensao 5 x 5, introduzindo uma linha e uma coluna de
zeros. Com isso, o elemento passa a ter uma rigidez infini-
ta com relagao a rotacao em torno do eixo normal ao elemento.
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As submatrizes tomam entao a forma

Ki1 Ky2 Kis |l 0
bar,  Bpp Kog | O
K'? - _ ) . i (3.5.1)
- |
. 1 .
Kgy  Kgo - Kgg | O
___________________ +___
0 0 0 | 0

onde i e j variam de 1 a 8.

Geralmente, ao efetuar-se a transformacao para ei-
x0s globais, todos os seus coeficiertes passam a ser nao nu-
los, sendo a ultima fila e coluna combinacoes das demdis, 0
que e fator de singularidade.

Para nos do tipo A, como esta indicado na figura 13,
que pertencem a elementos situados sobre diferentes planos,es
ta singularidade desaparecera. Nestes nos ter-se-a o apareci-
mento de um 0, que nao e ficticio, mas real.

v
Yy
/SN

B

FIGURA 13



Como exemplo, podemos tomar o no 6 da figura 14.

V

Figura 14 - a) elementos e nos;

b) coordenadas locais e globais para o

no 6 do elemento 1;

c) coordenadas locais e globais para o

no 6 do elemento 2;

Verifica-se facilmente que, para o no considerado,

36



nao ha nenhuma contribuicao de rigidez para o giro 0, por par

te do elemento 1, o mesmo nao acontecendo com relacao ao ele-

mento 2, pois €y = = By
A matriz de rigidez global associada para o nc e
da forma
2 1 2 1 2 1 2 !
Kir Kia # Ky Ky * Kyg 1 Kyg + Ky M1
2 2 0 2 2 ]
Kop Koo *+ Koo Koz + Koz | Kog + Koy Kpg
|
_ 2 1 2 ] gy w1 .2 1
g = K31 K3z + K3p Kgg + Kgg | K3y + Kgy Kyg
________________________________ .'[_____________________.....
2 1 2 1 2 | 2
Kar Kap ¥ Kgp K3 + Kgg © Kgg * Kyg Kys
|
] 1 i ]
51 Ko Bed Keg  Kos
2 2 2
51 ) "Ry Koq 0

Para os nos do tipo B, onde so concorrem elementos
coplanares, a singularidade nao desaparece, ja que nao se a-
grega nenhuma rigidez ao redor do eixo normal a esse elemento.
Analisando o no 11, da figura 14, teremos a seguinte subma-
triz global associada

", 3 2 3 2 3 3 gl 3
1 Ry Rpp ¥Ry Kggt Bag | Ky ¥ Ky B gt
|
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
o1 t Koy Kop + Kooy Koz + Kog | Kop + Koy 0 =(Kyp+Kog)
|
2 3 2 3 2 3 ., .2 3 2 3
31 * K3y K3p + K3p K3g + K3g | Ky + K3y 0 -(K3p+K3p)
i
K =l e o e m e e e
- I
2 3 2 3 2 3 | 2 3 2 .3
41 * Rgyp Kgo + Kpp o Kgg + Kgg | Kgg + Kgg 0 -(Kyg5+Kyg)
0 0 0 0 0 0
2 3 2 3 > .3 ' 3 2 .3
“(Kgq#Kgy )= (KgotKpo) - (KgatKpg) ' -(Kga+Kga) O “(K55+K5§lj
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Essa dificuldade pode ser suplantada de varias ma-
neiras, se bem que algumas delas introduzam erros adicionais
26

no modelo de analise

- Em 1969, na implementacao da linguagem ICES STRUDL
11, Ferrante]0 utilizou a seguinte tecnica para evitar o pro-
blema. Para nos pertencentes a elementos nao coplanares, uti-
1izou eixos de referencias globais, e portanto considerou
as 6 incognitas nodais. Para nos onde concorrem elementos co-
planares utilizou sistemas de eixos de referencia locais, con
siderando apenas as 5 incognitas nodais. Deve-se notar que a
aplicagao desta tecnica requer programas de estrutura interna
mui to sofisticadas11
Zienkiewicz26 por sua vez, utilizou em um programa
para a analise de barragens (ARCH DAMS), um conjunto de coefi
cientes de rigidez ficticios Kaz em todos os elementos, sejam
coplanares ou nao. Esses coeficientes adicionais de fato afe-
tam os resultados, pois eles ocorrem tambem em elementos nao
coplanares e portanto, introduzem uma aproximacao.

Uma tecnica talvez mais simples que estas, porem
igualmente correta, foi utilizada por A.J. Ferrante ao agre-
gar ao sistema ICES STRUDL II, um elemento triangular para a
ISC Estruturas de Buenos Airesll. A.G. Groehs tambem a utili-
zou em elementos retangulares para folhas poliedricas, imple-
mentados na linguagem LORANE.

Consiste em calcular primeiro a matriz de rigidez de
cada elemento em coordenadas locais, em correspondencia aos
seus 5 graus de liberdade nodais, expandindo-se depois cada
uma de suas submatrizes para uma ordem 6, agregando-se uma fi
la e uma coluna de zeros. As submatrizes diagonais correspon-
dentes aos nos do tipo A, ndo requerem nenhuma modificacao. No
caso daquelas correspondentes a nos do tipo B, agrega-se um
valor nao nulo Kez no ultimo coeficiente diagonal, que origi-
nalmente era nulo. Esta modificacao tem o efeito de transfor-
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mar a sexta equacao nodal, originalmente do tipo 0=0, em ou-
tra do tipo Kez‘ ¥;=0, onde Y, representa o gire em torno do
eixo normal Z', eliminando-se assim a singularidade.

Finalmente, se efetua a transformagao do sistema de
referencia para coordenadas globais, trabalhando-se com 6
graus de liberdade nodais. A unica desvantagem desse procedi-
mento, € que para todos os nos do tipo B se requer 6 equagoes,
ao inves de 5, o que aumenta a ordem do sistema total de equa
goes.

No presente trabalho utiliza-se esta ultima tecnica,
fazendo-se Kz = 1-

A matriz de rigidez do elemento passa a ter uma di
mensao de 48 x 48 devido aos 6 graus de liberdade nodais.

3.6. Rotacao da Matriz de Rigidez de Coordenadas Lo
cais para Globais

Antes de associar-se as matrizes de rigidez dos ele
mentos, para obter-se a matriz de rigidez total da estrutura,
€ necessario passas os giros a;, B;» ¥;» inicialmente em coor
denadas locais X', Y', Z', para as coordenadas globais X,Y,Z.

A matriz que transforma forgas e deslocamentos de

um no de coordenadas locais para alobais e dada por T

P = TP e Ug=TY (3811
onde
I 0
T - (3.6.2)
0 0] 6xb

sendo ©' a matriz de cosenos diretores dada pela exXpressao



40

g = [Vz ¥ VsJ (3.6.3)

-~ -

onde 31, Vo, v sao 0os versores dados por (3.4.11).

3
A razao da troca de colunas, realizada na matriz ©'
em relacio 3 matriz ©, dada pela expressao (3.4.4), e devido
ao fato da ordenagéa dos nos, no vetor de deslocamentos,
dar-se na forma
T L {U;s Vogs Wiy Sys BrsYy se-lpe Vo, Wo, OGgs Bgs Yol
= 1 1 1 1 171 & 8 8 8 8 8
(3.6.4)

onde a; representa o giro em relacao ao eixo Y', B; ao X' @

I
Y; Qo 7 L
Cada submatriz de rigidez nodal em referencia ao
sistema de eixos globais e obtida por
yi

Kis = T Ki5 T i,j =T,8 (3.6.5)

onde K%j representa a submatriz de rigidez em coordenadas lo
cais.

Uma vez que as matrizes de rigidez de todos os ele-
mentos tiverem sido encontradas no sistema de coordenadas glo
bais, pode-se formar a matriz de rigidez total da estrutura.
Da solugao do sistema de equagoes obteremos os deslocamentos
em relacao as coordenadas globais, na seguinte ordenacgao de
seus componentes

Ue’T = (..o U

) (3.6.6)

3.7 - Forgas Nodais Equivalentes

As forcgas nodais equivalentes, para 0SS <carregamen-
tos expostos abaixo, serao obtidas inicialmente em coordena-
das locais, atraves da expressao (1.2.12).
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3.7.1 - Carga Lateral Distribuida

As cargas nodais equivalentes sao obtidas por

P =T N pds (3.7:1:1)

Desejando-se uma variag¢ao parabolica do carregamen-
to, devemos interpola-lo, a partir de seus valores nodais,
pelas mesmas funcoes de interpolagao utilizadas para os deslo
camentos. Pode-se escrever, entao

0 caee

|N1 0 0 0
|0 N, 0 O OI--- -
p= Jo 0 N. O O] P .
= | ’ | Y1 {3.7.1.2)
0 0 0 N. O
| L [ Pzi
y'l
Mx'1

Supondo-se o carregamento aplicado sobre a superfi
(¢

cie media = 0), a expressao u = N !e tomara a forma
u ‘N, 0 0 0 0
v i
_ FJ0 N, O 0 0 ---
= . i |
w |
. 0 0 N, O 0 u
B o 0 o0 N o0 v, (3oFa13)
0 0 0 0 N V.
| ] i

A expressao (3.7.1.1) pode entao ser reduzida, quan
do para um no, a

ESCOLA p=

' DS F° CENHARIA
BIE: | "A
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p dr (3.7.1:4)

onde k representa os nos, que se situam sobre o lado que con-
tem o no i.

Para dt tem-se 2 expressoes

dy = Jx?n + ygn + :?” . dn (3.7.1.5)

quando £ e constante;

¢ ds = \Fxgg voyi w2 L de (3.7.1.6)
quando n e constante.

3.7.2 - Carga Distribuida sobre a Superficie do Ele
mento.

Neste caso, as cargas equivalentes sao fornecidas
por

P = 1N g ds (3.7.2.1)

onde a carga distribuida e representada por
[~ i
: (3.7.2.2)

o
=
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obtendo-se, para um no, a carga equivalente

11 L
Pe &= 47 5. N, (3.7 .2.3)
5 . dA
1 =¥=1 1T d { QyJ }
qZJ‘

sendo a diferencial da area dada por

2 o 2
dA =J(‘Y’E'Z’n - y,T’I.Z,S) + (ng-jsn - X’I’]-y,%—,)

+

=
. 2 . d& dn (3.7.2.4)
+ (x,n.zsg X’g‘zh}

3.7.3 - Peso Proprio

Sao forgas de volume constantes que podem ser re-
presentadas por

P 9y

o
i

(3.7.3.1)

onde pe o peso especifico do material, e dye» 9,5 9 530 0S com

m Yy Z
ponentes do versor aceleracao da gravidade no sistema de eixos

globais.

As cargas nodais equivalentes sao expressas por

pe = N b dv (3.7.3. 29

N. 0 0 p g
1 X
e plalgd ( o
n ¥ =1 o N, O | " %y | [9] [ dednde
0 D N'I £ gZ

(3.7.53.4)

3.7.4 - Deformacoes Termicas

As forcas nodais equivalentes, devidas as deforma-
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coes iniciais sao dadas por

p* = B'D ¢ dV (3.7:4.1)

onde
£ = {aT oT 0 0 0} (34:7+8.2)

sendo a« o coeficiente de expansao termica, e T a variacao de
temperatura, que pode ocorrer quadraticamente sobre a superfi-
cie do elemento e linearmente atraves da espessura.

Se a variacao da temperatura e definida em funcao de
seus valores nodais, escrever-se-a:

T = N, Tmi + NiCATi (3.7:4%.3)
sendo
T ® Tg
T - S 1. & (3.7.4.4)
m i
2
e
KT. = Tsup,— - Tinf1 (3.7.4.8)
i
2
onde T5up— e a temperatura que ocorre na face superior do ele
i

men o i -
ento, no no i, e T1nfi

rior do elemento, no no 1i.

representa a temperatura na face infe

A expressao das cargas nodais equivalentes para cada
no fica dada por!®
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011815 * 995 By

921815 + 022 By

OBy + Cgp Byy
-l a mn
- ti By (0q00) + 0510 + ¢37937) +

- Py +Bo; (071015 *+ 92195 *+ $3703,) |
2y + g
o (g TR
] | -
2 £55|By5 (012017 *+0229 *032939) +
+ Bpi(892072 +9529 +¢32932)‘
x ||d]|dedndz (3.7.4.6)

3.7.5 - Rotagao das Cargas Nodais Equivalentes

A transformacao das cargas nodais equivalentes de co
ordenadas locais para coordenadas globais, da-se como o expos
to na secao 3.6.

Isto e,
Pe= 18 £3.7.6.1)
onde T & a matriz de transformacao
I 0
T = (3.7.5.2)
0 o'

e EL o vetor de cargas nodais equivalentes, expandido pela in-
troducao de um zero na posicao correspondente a MZ..
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i (3:75,3)

Deve-se salientar que, nos casos de carregamentos com
peso proprio e carga distribuida sobre a superficie do elemen-
to, esta operacao nao e necessaria, pois ambos envolvem apenas
forcas. Ainda, para evitar a rotacao de coordenadas, pode-se
introduzir diretamente o carregamento lateral distribuido en
coordenadas qlobais.

3.8 - Tensoes
3.8.1 - Tensoes nas Coordenadas Locais

As tensoes estao definidas por

¢ & B lef =8 ) (3.8.7.:1)

e como se conhece a expressao da deformacao especifica, que
esta dada em (3.4.20) obtem-se os valores explicitados das com
ponentes de tensao, dados pela formula (3.8.1.2), da pagina se-
guinte.

Como as componentes da tensao dependem de 7, calcula
-se 0s seus valores para os pontos da espessura que possuem a
coordenada ¢ iguais a 1, 0.5, 0, -0.5, -1.

Para os nos que pertencem a mais de um elemento, 08
valores das tensoes no no serao a média dos valores encontra-
dos para os varios elementos.

3.8.2 - Tensoes nas Coordenadas Globais

Para obter-se as tensoes referidas ao sistema de ej
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X0S globais da estrutura,usa-se a seguinte expressao

— —— -
T%x Txy Txz Ux'x'TX'_\/' B iy
xy vy Tyz o= oe [Txty'Tytyr Tyrz @T (3.8.2.1)
xz “yz 922 Txtz' Ty 2z 0
. - - sl
As tensoes t,' ' e t.,'_ "' sao nulas para as superfi-

% 2 y 2
cies externas (z = 1 e ¢ = -1) da casca. 0s valores destas ten

soes, obtidos por (3.8.1.2) e (3.8.2.1), sao valores medios ao
longo da espessura. As maximas tensoes de cisalhamento ocorrem
no eixo neutro, e sao iguais a 1,5 vezes os seus valores me -
dios.
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CAPITULO 4 - PARTICULARIZACAO PARA ANALISE DE PRO-
BLEMAS DE FLEXAO DE PLACAS.

4.1 - Introducao

0 elemento de placa adotado e simplesmente uma par
ticularizagao do de casca. Atraves de uma serie de simplifica
coes e adequacgoes, chega-se a um elemento eficaz na analise
de placas finas e grossas onde as deformacoes por corte tor-

nam-se significativas.

As hipoteses assumidas na degeneracao do elemento

de casca permanecem validas aqui. Logo:

a) as linhas originalmente retas e normais a super
ficie media da placa permanecem retas durante e depois da de-
formacgao;

b) as tensoes na direcao normal ao plano medio da
placa sao consideradas nulas independentemente do carregamen-

to, e nao ha contribuicao de e, ha energia de deformacao.

A geometria do elemento e definida pelas coordena-
das x e y, e pela espessura de cada no. 0s graus de liberdade
nodais serao o deslocamento w e as rotacoes 6y, & 0y, para ca
da um dos nos da figura 15.

Wy
FIGURA 15 - ELEMENTO DE PLACA
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4.2 - Definigcao da Geometria

A equacgao (3.1.2) particulariza-se para

" 8 X 3 8 5 O
y = B Nio ]y + 8 N s Vi (4.2.7)
z i i=1
0
m

pois Zim:o’ ja que a superficie media da placa pertence ao pla
no xy. Pode-se representar o vetor espessura como

0
Vyy = 0 (4.2.2)
ty

onde t; € a espessura do elemento no no i, e desta maneira as
coordenadas ficam estabelecidas da sequinte forma

8
x = 121 No xoo (4.2.3)
8
y = 121 Ne ¥Yip (4.2.4)
8 [
z = T N. =t 4.2.5
£ty (4.2.5)
iz 2

4.3 - Definigao dos Deslocamentos

Em conseqliencia da hipotese (a), os deslocamentos U
e V sao completamente especificados pelas rotacoes o, @ ey, co
mo mostra a figura 16.

0s esforgos de membrana nao sao considerados, por-
tanto u=v=0 na superficie media.

0 campo de deslocamentos assumido passa a ser dado

por
0 0
u i
8 8 ; Y
= L N] 0 A E N‘ll'; }l 'r:"lx'i (4.3.1)
i=1 W, i=] 2
W 1



Esta expressao pode ser obtida a partir da

(3.2.1), levando em consideracao que:

10) o plano medio e neutro, portanto s

20) o sistema de eixos local coincide com o global,

sendo dispensavel a transformacao de

das,

portanto

8]
%1

FIGURA 16

formula

:Vim=0;

coordena-

(4.3.2)

4.4 - Definicao de Deformacgoes e Tensoes

As deformagoes serao definidas agora
sistema de eixos globais.

S

£

¥

¥

X X
Yy

XYy

XZ

b
yz

——

e

V., +W,‘

Us, + W,

em relacao ao

(4.4.1)



ma

sendo a matriz de elasticidade D, para um material
dada pela expressao (3.3.3).

.5 - Matriz de rigidez do Elemento

=

8'0'8 |[J]] dednds

o

A relacao tensao-deformagao pode ser escrita da for

(4.4.2)

isotropico,

matriz de rigidez do elemento e dada por

(4.5.1)

Para a obtengcao da matriz B que relaciona as defor-

magoes com os deslocamentos, tem-se que desenvolver as seguin-

tes relacoes. As derivadas dos deslocamentos com respeito as

coordenadas do sistema global, ligam-se com as suas derivadas,

em relacgao

onde g‘]

as coordenadas curvilineas por

e a inversa da matriz jacobiana

[ X =

W onl(a.5.2)

(4.5.3)



tem-se

"

23

ax o X
z N » ) SRS = L N‘! x; g W = Os
iE am an 1i'nim A
(4.5.4)
3y ay
L N ] y ] - = I N-,T] Y. E} = O ]
| [ -3 im n 1 im N7
T 3z i b s ti
z N"E = ti ;. - = I Ni’ r—i ti R ) Ni — 3
1% @ an . 3L 2

Ao representar-se a inversa da matriz jacobiana por

Biy By Byg
£l el B B B (4.5.5)
g 21 22 23 L2
| 1d]|
Byy B3y Bag
- z ; s z & & s
B'l'l = ‘y's'f'! . » L S 8]2 = y’E . U AR B'|3 0
(4.5.6)

Bz‘] ='—21C . Xsn 5 822:235 . x!i: ;823=0 H

- E = : = X, 5 a¥a.7 -x)v’ - 1 F
83] 0 £ B 0 ’ B e y 1 n y »

Efetuando-se o produto matricial em (4.5.2), obter-

1
Usy = Iy E Bygede Ty Yvi
s 1
i = ~% - B, ¢}
y i=1 2 21 i X1
8
+ V = T l (B L t O . - B L t 0)
"X i=1 2 21 " Tyl i i X1
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8
= 1
u3z + w:x ".E (B’i,lw‘l + — ':31 t‘l Oy.[)
i=1 2
. 1
Wa, ¥ Vs = 8 [(Baz oW = = = Gy t o)
y z 21 o s 2 3i i X1
na onde
B.,. = -
1 = Byy v Byep ® Bypellag, 3Bgg = By « Wpog ¥ Bgg-Byoys
C31 = B33 N1 (4.5.8)

podera entao o vetor de deformacgoes ser escrito da seguinte

forma
; B e e
Exx 0 pl B1.Ct. 0
. 2 i” 7 5
Yy 0 0 ] B,:C t, ”1
oy Yy = 2
1 da. @
' 0 - 1 i
wX B tehy YRS RV N B
k.Yzy/ ] 1
T L
e P e 0 L
(4.5.9)
]
b =%
BZi 0 ) - C31 ti
ou de uma forma semelhante ao capitulo anterior
8 8 | ;“11
€ = 151 QBi Wi + 131 E ti [E. L+ gi] ﬁ$§ (4.5.10)
sendo
. 0 0
B]] 0
& 0 0
i BZi [4:5:.71)
= - £ . = O Bl
=t Boi By ¢ ¢
C31 0
0 0 “C3;
— d == R




55

L O o O
%
wn
™2
—

11

Boj

e B

A nivel de elemento pode-se escrever

W

61
8

(8]

8
(4.5.13)

A matriz de rigidez do elemento de dimensao 24x24
sera dada por

T
cB.
e I]I}J] - ] !
B W SRl ) SR D CB, | E't I}Ei+gi}
1t |:I;BT 5 cT.:\
. L ¥ (4.5.14)
e Z e x| 10| dednde



ou

1

" W

onde

em que

(fvs]
(N==}

o | ¢
Knij | :
\]X] I '
o %
SO
] 1 N !
~
I F desenepmnee gt k _______
=1 =1 PN
~
| ~
| K
|
u i
g
. = CB' D' CB
EA]J]X‘I (;_1 Q C_
T ]
. - ¢! p' Lt
®Bidy, LIRS
Kiscs 5 = Lt v, [cB
~Cidgy0 '
T ad _
CB; D' CB, = By DyuBy; +
T 1 =
CB; D' Cj = [Byy DyyCy;

o F i S i e

"82i02]B1j'Bli03352j

g2
_____ | |d]|dednde

: (4.5
Wox2

b

~
"
(4.5

[e8; + ;] (4.5
+c. 170" [2B,+C.]
1T ~7- - "= ~J (45
B2105582; (4.5
- 85105533 (4.5
=B1iDy2B8257B24D338y;

BoiDoaBp;+ByiD338;

(4.5.

56

15)

.16)

17)

.18)

.19)

.20)
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C35 Dgq Ca; 0
T
b B €s = (4.5 .22)
-1 -~ =]
0 C3i Dss5 C3;

sendo que os seguintes produtos se anulam

T s - rT pi < Bl # _ (4.5.23)

CB; D' By = B; D' C;=C;D' By =0

4.6 - Forgas Nodais Equivalentes

As cargas nodais equivalentes sao obtidas para oS
carregamentos arrolados abaixo.

4.6.1 - Carregamento Peso-Proprio

A carga peso-proprio e considerada atuando na dire-
¢ao de z, e sera igual a g,-p » onde e 0o peso especifico do
material da placa, e g, € o versor aceleracao da gravidade,que
toma os valores 1 ou -1, segundo estiver ou nao aplicada na di
recao positiva do eixo z.

-N 0 0 G .
11 ! =
P. = 4, Ll 0 N, O 0 113 | dednde
0 0 N. 0
| i
(4.6.11)
4.6.2 - Carregamento Distribuido sobre a superficie
do Elemento
Neste caso as cargas nodais equivalentes serao da-
das por
e
pr = I N q dA (4.6.2.1)
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Como se tem somente forgas distribuidas na direcgao de

z, fica
iy Y21 4.6.2.2
Py = Ldy myomg dA (4.6.2.2)
0
0

onde dA esta dada pela formula (3.7.2.4).

4.6.3 - Cargas Distribuidas sobre os lados dos Elemen

tos.

0 vetor que representa as cargas nodais equivalentes e

P = 1 N pode (4.6.3.1)
sendo
IN. 0 0 |
‘[ -
B = :0 N. 0 :- P (4.6.3.2)
i |0 0 N M .
- y-l
M
ol
portanto ( L
sz
Poo= T NN M, F de (4.6.3.3)
Mxk
o 'y

onde k diz respeito aos nos que estao sobre o lado «carregado do
elemento, e que contem o no i, e sendo d¢ determinado pela exX-
pressao (3.7.1.5) ou (3.7.1.6).
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4.6.4 - Deformagoes Iniciais

A expressao das cargas nodais equivalentes e dada
por
P® =7y B D' ° dv (4.6.4.1)

Se a variacao da temperatura for quadratica sobre a
superficie do elemento e linear sobre a espessura, pode-se es-
crever

T o= Ny To o+ N, aT, (4.6.4.2)

e sendo o vetor de deformagao iniciais dada por (3.7.4.2),che-

ga-se a

P
0
111
Py = Bk A T{E.ns2) 1ty [;Bh]

~ (1-v) =-1-1-1 "
| |d|] dgdndz

1

S, ti [eByyl

\ (4.6.4.3)

4.7 - Tensoes

As tensoes que estao relacionadas com as deforma-
coes por (4.4.2) podem ser escritas de uma forma mais explici-
ta pela seguinte expressao
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- =
E g BBy
= g 1 T B Bus B
e o 1 2% %3
g = D ? . p . w = By B) -D' ¢°
= = =1 o 1 21 i 11 7i s 5
8 g (4.7.1)
T L s T T
8 B
151821""1 o Bar By

0s seus valores para os diversos pontos da malha sao

calculados para a coordenada ¢ igual a 1, 0,5, 0 , -0,5, e -1.
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CAPITULO 5 - DETALHES COMPUTACIONAILS

5.1 - Introdugao

Neste capitulo serao descritas algumas particula
ridades presentes nas subrotinas que calculam a matriz de ri-
gidez e de tensoes, bem como algumas dificuldades apresenta-
das no transcorrer deste trabalho.

0s elementos de placa e casca encontram-se em pro-
gramas independentes, e quando posteriormente implementados mo
sistema LORANE, receberao os nomes respectivos de FPIQD e
CGIQ112, Doravante os elementos assumirao essa nomenclatura.

A linguagem wutilizada na programag¢ao € 0o EXTENDED
ALGOL e na figura 17 apresenta-se um macrodiagrama da organi-
zagao interna do programa em subrotinas. Cada subrotina e re-
presentada porum retangulo e chama as subrotinas a ela vincula
das e situadas a sua direita.

Como os procedimentos de entrada e saida, montagem
da matriz de rigidez total, aplicacao das condigcoes de contor
no, e solugao do sistema de equagoes, sequirao os padroes nor
mais do sistema LORANE, nao cabe detalha-los aqui, e recebe-
rao apenas uma breve mencao.

A sequir descreve-se as fungoes de ca-
da subrotina que compoe o programa para o elemento de casca
CGIQ1.

5.2 - Procedure Programa

Le os dados referentes a estrutura, e calcula a semi

lergura da banda da matriz de rigidez.

Na maioria dos programas ate aqui desenvolvido, as
componentes da espessura sao fornecidas diretamente como da-
dos de entrada. Halbritterl“abre duas possibilidades no pro-
grama por ele desenvolvido, ou se fornece as componentes da
espessura, ou estas sao determinadas automaticamente. So que
para este ultimo caso, @ necessario programar o Seu calculo
para cada forma estrutural.

ESCOLA DE ENGENHARIA

NN pemns = e
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SUBROTINAS DO PROGRAMA DE CASCAS.
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Neste programa a determinacao das componentes da es-
pessura e feita automaticamente, a partir dos valores das es-
pessuras nos nos, independentemente da forma da estrutura.
Isso e feito na PROCEDURE PARS.

5.3 -Procedure Analise

Esta rotina consiste, propriamente, no programa de
senvolvido pois realiza desde a montagem da matriz de rigi-
dez ate a impressao dos resultados.

Como resultado, alem dos deslccamentos, publica-
-se para cada no do elemento, o tensor das tensoes em coorde
nadas locais e globais em 5 pontos ao longo da espessura, cor-
respondentes as coordenadas ¢ iguais a 1, 0,5, 0, -0,5, -1, as
sim como as tensoes tangenciais maximas. Por fim, sao publica-
dos os esforcos normais, momentos fletores e esforcos cortan-
tes calculados atraves da teoria de laminas delgadas.

Por essa teoria,e como mostra a figura 18, pode-se
dizer que

By = o # gt (5.3.1)

FIGURA 18
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tem-se entao que

N =o¢' . h (5.3.2)
h2

M=q'' . % (5.3 .3)

e Q=2+ __.n (5.3.4)
ma x
3

onde Ty e 1,5 vezes as tensoes tangenciais medias.

Esta rotina chama as subrotinas RITCTR, SPD, SPOD,

GETLO, SOLGEN, TETCTR

5.4 - Procedure RITCTR.

E nesta rotina que se realiza o calculo da ma-
triz de rigidez e do vetor de cargas nodais equivalentes para
cada elemento. Para isso ela necessita de varias subrotinas.

E nela que se executa a tecnica para tornar viavel a
utilizagao do elemento nos casos de descontinuidade. Para isso,
apos a obtencao da matriz de rigidez expandida, agrega na dia-
gonal principal nas posigoes correspondentes a linhas e <colu-
nas multiplas de 6 os valores 0 ou 1, caso 0S nos pertengam ou
nao a diferentes planos.

5.5 - Procedure SACARI

Fornece as coordenadas dos nos do elemento em sua nu-
meracao interna.

5.6 - Procedure REALCONST

Fornece as constantes elasticas do material, bem como
o seu coeficiente de expansao térmica.
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5.7 - Procedure PARS

E nela que se determina a matriz de rigidez do ele-
mento, executa a reorganizacao nodal, a expande para uma ma-

triz 48x48, e calcula as cargas nodais equivalentes.

Na figura 19 um macrodiagrama e apresentado para mai
or clareza quanto aos passos executados por esta subrotina.

No tocante ao calculo das componentes da espessura,pro
cede-se da seguinte forma. Calcula-se a matriz de cosenos dire
tores o, para as coordenadas £ e n do no i, e =0, isto e,na
superficie media. De posse das componentes do versor do eixo

z' estas s3o multiplicadas pela espessura do no, obtendo-se as

componentes desejadas.

Na realidade ao se agir assim considera-se ¢
como exatamente normal a superficie media da estrutura, enquan
to sabe-se que ¢ @ so aproximadamente normal a ela. Porem,este
fato nao introduz erros maiores no calculo das componentes,mas
economiza em muito o trabalho de preparacao dos dados.

Aproveita-se tambem o calculo das matrizes © para ar-
mazena-las em um arranjo unidimensional para sua futura utili-

zagcao na rotacao da matriz de rigidez.

OQutro fato que merece ser destacado € que, todas as varia-
veis intervenientes no processo de integracao numerica tem a
necessidade de serem declaradas em precisao dupla. A esta con-
clusao chegaram pesquisadores do COPPE-UFRJ que trabalharam com
esse elemento.

5.8 - Procedure PARIO

Esta subrotina calcula as derivadas das coordenadas
globais da estrutura com respeito a ¢, n e ¢. Calcula ainda a
matriz de rotagao ©, a matriz Jacobiana J, seu determinante

B Bz € €

|19l , a matriz A e os valores de B, 2is By 1ias

-i 3

Chama a subrotina PART.

5.9 - Procedure PARI

Calcula as derivadas das funcoes de interpolacao em



( INICILO )

CALCULO DAS COMPONENTES
DA ESPESSURA

CALCULO DAS MATRIZES DE
ROTAGAO ©, PARA 0S NOS
DO ELEMENTO.

ARMAZENAMENTO DAS MATRIZES
DE ROTAGOES EM UM VETOR.

LOOP SOBRE 0S PONTOS
DE INTEGRACAO

N

CALCULO DA MATRIZ
DE RIGIDEZ 40x40

RECRDENACAO NODAL E EXPAN-
SA0O DA MATRIZ DE RIGIDEZ
PARA 48x48

N

CALCULO DAS CARGAS NODAIS
EQUIVALENTES

FIG.

v

(' Fm )

19 - MACRODIAGRAMA DA PROCEDURE PARS.
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relagao as coordenadas curvelineas.

5.10- Procedure PARSA

Executa o produto ggiggj que surge por diversas ve-

zes no calculo da matriz de rigidez.
5.11 - Procedure PARSB

Calcula a matriz 91‘

5.12 - Procedure PAR1]

Calcula as carga nodais equivalentes para a carga dis
tribuida sobre os lados do elemento. Chama a subrotina PARI1Z.

5.13 - Procedure PAR12

Fornece os nos que pertencem a um determinado lado do
elemento.

5.14 - Procedure NOVARIG

Realiza a rotacao da matriz de rigidez.

5.15 - Procedure SPD e Procedure SPOD

Montam a matriz de rigidez total, armazenando-a em
dois vetores unidimensionais. A Procedure SPD armazena as sub-
matrizes diagonais, enquanto a Procedure SPOD armazena as ou-
tras submatrizes noutro vetor.

5.16 - Procedure GETLO

Agrega ao vetor de cargas nodais equivalentes as car-

gas externas aplicadas nos nos.

5.17 - Procedure SOLGEN

Resolve o sistema de equacoes utilizando o metodo de
eliminagcao de Gauss, operando com blocos de matrizes. Este sis-
tema leva em conta a possibilidade de operar-se com matrizes
banda e esparsas.

Apos a rotacao da matriz de rigidez, deparou-se com
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um problema de instabilidade numerica. Conseqguiu-se solucionar
a questao extendendo-se a precisao dupla as variaveis interve-
nientes no processo de solucao.

5.18 - Procedure TETCTR

A fim de melhor ilustrar o procedimento para o calcu-
lo das tensoes, achou-se conveniente tracar um macrodiagrama de
bloco desta rotina, que esta representado na figura 20.

Esta rotina chama as subrotinas SACAR], REALCONST, PARTIO
e PARSB.

5.19 - Programa para Placas.

0 programa para o elemento de placas "FPIQD" mantem a
mesma estrutura do que o de cascas.

Em relacao ao macrodiagrama apresentado na figura 17,
o programa de placas nao conta com as subrotinas NOVARIG e
PAR5B, sendo que os procedimentos remanescentes sofrem uma se-
rie de simplificacoes para se adequarem a formulacao anterior-
mente apresentada.

0s resultados oferecidos sao os deslocamentos, e 0
tensor de tensoes para os nos dos elementos em 5 pontos da es-
pessura, referidos ao sistema de eixos globais, assim como as
tensoes tangenciais maximas e as solicitacoes considerando-se a

teoria de placas finas.



(;_INTCIO i)
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CALCULO DA MATRIZ DE
ELASTICIDADE

CALCULO DAS COMPONENTES
DAS ESPESSURAS

LOOP SOBRE 0S VALORES
DE ¢ IGUAIS A 1, 0,5, O, T
“fs8, =]

CALCULO DAS
DEFORMACOES

CALCULO DAS
TENSOES LOCAIS
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CALCULO DAS
TENSOES GLOBAIY

CALCULO DOS ESFORGOS CONSI
DERANDO-SE LAMINAS DELGA-
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FIG. 20 - MACRODIAGRAMA DA PROCEDURE TETCTR.
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CAPTITULO 6 -EXEMPLOS ILUSTRATIVOS E ANALISE DOS RE=
SULTADOS.

6.1 - Exemplo 1

Uma placa circular isotropa, engastada com uma carga
concentrada no centro, € usada para mostrar a convergéncia pa-
ra a solucao exata de placas delgadas. Para isso, utiliza-se
uma serie de malhas minimizantes, representadas na figura 21.

FIGURA 21 - MALHAS UTILIZADAS

A figura 22 apresenta os dados do problema, e a figu-
ra 23 os resultados obtidos.
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P P = 230.153,3

R = 500

Zf v § ?% h = &0

7 \ |

4 § E = 100.000
v = 0,3

R
%‘f

FIGURA 22 - PLACA CIRCULAR ENGASTADA.

Pode-se notar que a convergéncia se da para um valor
que excede em um pouco o deslocamento vertical maximo. Isto se
deve ao fato do elemento de placas considerar as deformacgoes
por corte, que para v=0,3 e responsavel por um acrescimo de
1,14%, no deslocamento do ponto centrall’.

W

max A\
1 et 1

i iie s Tt i G e S i A, Sk |
Solucao de placa finq
|
|
|
| |
|
|

occeec 33

1 3 ! Numero de

Elementos

FIGURA 23 - CONVERGENCIA PARA A SOLUGAQ TEORICA
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6.2 - Exemplo 2

Para comparar-se o comportamento do elemento de pla-
ca em relacao as teorias de placas delgadas e espessas, tomou-
se uma placa quadrada simplesmente apoiada com carregamento u-
niformemente distribuido, como mostra a figura 24.

Usando relacoes entre a espessura e o lado da pla-
ca de 0,005, 0,01, 0,05 e 0,1, comparou-se os resultados obti-
dos pelo programa com os calculados pela teoria de placas fi-
nas??2, para os deslocamentos e os momentos M , M, ao longo de

Yy
uma linha que passa pelo meio do vao.

|

2/D

FIGURA 24 - PLACA RETANGULAR COM CARREGAMENTO UNIFORMEMENTE DIS
TRIBUIDO E MALHA UTILIZADA.

0s resultados encontram-se nas figuras 25 e 26.

Pode-se observar que o elementc de placas com integra-
cao reduzida e capaz de fornecer excelentes resultados para 0
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— ~—s0lucao exata

wp - deslocamentos obtidos pelo programa

w = 0,004162 q a°/D.

FIGURA 25 - DESLOCAMENTOS A0 LONGO DA LINHA X=0.
CONVERGENCIA PARA A SOLUCAOD DE PLACAS FINAS.

M —solucao exata
% |
M

B 1)

0.5 0 0.5 1.0 a

FIGURA 26 - MOMENTOS FLETORES AO LONGO DA LINHA X=0.
CONVERGENCIA PARA A SOLUCAQ DE PLACAS FINAS.
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caso de placas finas.

A fim de comparar o0s resultados do elemento de pla
cas com os da teoria de placas espessas, utiliza-se valores de
0,2, 0,4 e 0,6 para a razao h/a.

Na situacao de placas espessas, os deslocamentos po-

dem ser expressos por'’

2.1)

[S3]

b S (

no qual Nb representa o deslocamento devido aos efeitos da fle
xao calculados pela teoria de placas finas; e W o acrescimo de
vido as deformagoes por corte,que, no caso de uma placa quadra
da com carga uniformemente distribuida, e v=0,3, vale

2
W. = 0,2294929 32 (5 2.2}
S
E.h
As relacoes h/a acima relacionadas, implicam em

aumentos de 20,23%, 80,62 e 182%, respectivamente, nos valores

do deslocamento no centro da placa.

Os resultados obtidos foram

h/a W W

/ p
0.2 0,154 0,15183
0,4 0,289 0,28693
0,6 1,336 1,32935

sendo W o deslocamento calculado considerando-se as deforma-
coes por corte, e wp o deslocamento obtido do programa. Esses
resultados estao representados na figura 27.
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}2xfa

FIGURA 27 - DESLOCAMENTOS AO LONGO DA LINHA X=0.
CONVERGENCIA PARA A SOLUCAO DE PLACAS ESPESSAS.

6.3 - Exemplo 3

Para testar a convergencia do elemento de casca, cal-
culou-se a energia de deformagao de uma placa quadrada simples
mente apoiada, com carga distribuida uniformemente, que & ex-
pressa por??

"’=£‘§£ i £ R SE T
no D m=1 n=1 mn- (m” + n)

tomando os cinco primeiros termos da serie, obtem-se
ab 2
V = 0,0008512 T (5.3.2)
D

para os dados da placa em estudo, apresentados na figura 28,
temos que V=851,2 kgf.cm.
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Esse valor e comparado com os obtidos pelo  programa,
atraves de uma série de malhas minimizantes, no qual se utiliza
a expressao da enercgia de deformacao dada por:

e, T

gead e (5.3.3)

~N | =

Os resultados obtidos estao indicados na figura 29, e
estao a confirmar o bom comportamento do elemento no que tange
a sua convergencia para a solugao teorica.

-~ £ = 12 x 10°%kgf/cm®
' i
Y T — 0
5 ! 2
11 g = 1 Kgf/cm
h =1 cm
a a = 100 cm

FIGURA 28 - PLACA RETANGULAR. CARACTERISTICAS GEOMETRICAS E DO

MATERIAL.
v
)

]000'?HE“““--u____________

. -T;——-energia de
deformacao
calculada

] 4 16 n¢ de elementos

FIGURA 29 - PLACA APOIADA COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUTIDA.
VALORES DA ENERGIA DE DEFORMACAO.
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6.4 - Exemplo 4

Esse e um teste tipico no estudo de cascas, pois ten-
soes de membrana e flexao sao nele significativas, estando pre
sente na maioria das referéncias bibliograficas, e foi analisa
do primeiramente por A.C. Scordelis e K.S. Lo2!l,

Consiste em uma casca cilindrica sem vigas laterais,
apoiada em diafragmas rigidos nas suas extremidades, com carre
gamento peso-proprio. A figura 30 fornece as caracteristicas
geometricas e fisicas do problema, bem como a malha utilizada.

.,
.

Bordo Livre

: | (gfg |
it 480//A /,%"/ Espessura = 0,25 ft
\,3:' L~ B . 8 g B
//K’bl/ E = 4,32 % 107 Th/ft
![ ;«;{? v=0
% peso proprio= 901b/ft2

FIGURA 30 - GEOMETRIA E MATERIAL DA CASCA CILINDRICA, E MALHA
UTILIZADA.

O0s resultados sao comparados com o elemento CPRS113 ,
que possui forma retangular, com quatro pontos nodais. Sua ma-
triz de rigidez e constituida pelo acoplamento da matriz de um
elemento de estado plano de tensoes, no qual os deslocamentos
variam, segundo polinomios incompletos de segundo grau, com a
de um elemento para placas delgadas em flexao, onde w variacom
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um polinomio incompleto de quarta ordem. A malha utilizada pa-
ra este elemento e 4x4.

As figuras 31 e 32 mostram os resultados obtideos para
os deslocamentos verticais (w) da secao BC, e os longitudi-

nais, (v) para a secao AD.

Ww(FT)
0.1
20 40
0 ) : S o
= 1 _e— CGIOT(2x2)
v CPRS1(4x4)
- 0.2])
- 0.3

FIGURA 31 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA A SECAO BC.

Na tabela 1, compara-se oS resultados obtidos pelo
programa com a solucao teorica?!l,

0s resultados para os momentos transversais e longitu
dinais, assim como para os esforgcos longitudinais, estao repre
sentados nas figuras 33, 34 e 35.

TABELA 1 - Deslocamentos(ft), Esforgos Normais(Kips/ft), e Mo-
mentos fletores(ft.kips/ft)

]GNB 100HC ]OOUA lOvB Nyvg MYB MXB

cerqQlr -2,974 4,536 -1,234 -1,567 78,27 =0.,712 25233

EXATO -3,086 4,375 -1,261 -1,636 77,00 -0,927 2,353
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0s resultados, conseguidos atraves de uma malha pouco
refinada pelo elemento quadratico, corroboram com a conclusao
obtida por Zienkiewicz?? "Com a completa reducao da ordem de in
tegragao, o elemento mostra uma convergéncia mais rapida e de
maior exatidao que qualquer outro ate aqui utilizado".

V(FT)
N
0.003 T
‘F___ﬁﬂnf//”e‘\\\\ii .
' ¢ > ¢
20
-0.005 T
vV
B i 8~ CRI0]
— 7 CPRSI
-0.013

FIGURA 32 - DESLOCAMENTOS LONGITUDINAIS PARA A SECAO AD.

6.5 - Exemplo 5

Para verificar-se o comportamente do elemento de cas-
ca em problemas onde haja descontinuidade da superficie media,
analisou-se uma folha poliedrica, testada experimentalmente por
Gaafar.

Nas referencias &6 e 13, encontra-se uma descricao do
modelo, bem como uma comparacgao entre os resultados experimen-
tais e os obtidos pelo metodo dos elementos finitos.

A simetria, quanto a geometria e carga, permite anali-
sar apenas uma quarta parte do modelo, que esta representada na
figura 36.



FT.KIP/FT
37

solugao exata
° CGIN1 MALHA 2x2
V' CPRS1 MALHA 4x4

FIGURA 33 - MOMENTOS FLETORES PARA A SECAO CENTRAL.

40

40 |

KIP/FT

801

f —— F
20 40

—

yy

FIGURA 34 - FORCAS LONGITUDINAIS PARA A SEGAO CENTRAL.
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1/4 /2
O J‘ i Su Y/L
L]
40 T
NYY LJ
KIP/FT 80 | s

FIGURA 35 - FORGCAS LONGITUDINAIS PARA O BORDO LIVRE (¢=450).

A malha utilizada para o elemento CGIQ1 e apresenta-
da na figura 37.

0s deslocamentos verticais e horizontais para os pon-
tos da secao transversal AB, e os deslocamentos verticais para
o bordo horizontal livre estao representados nas figuras 38,39
e 40.

Pode-se verificar a grande aproximagao dos resultados
obtidos pelo metodo dos elementos finites com os experimentais.

As tensoes normais longitudinais para a secao AB es-
tao representadas na figura 41; bem como mostra-se, respectiva-
mente nas figuras 42 e 43, os nos da secao transversal AB, e
os diagramas das tensoes para estes nos a partir dos valores

para os varios pontos ao longo da espessura.

0s momentos fletores para a secao do meio do vao es-
tao mostrados nas figuras 44 e 45, Apesar de se dispor apenas
de um valor experimental para o momento, pode-se observar que
o valor obtido pelo elemento CGIO1, esta dele muito proximo,
situando-se entre o valor obtido experimentalmente e aqueles

obtidos pela "slab-plate theory"®,

ESCOLA DE ENGE[\!HARIA

m
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58,35%b

&7 DADOS :
'l A . b ;
p ) E = 10,6x10 p.s.i
///f . ; W 5 0,333
= 0.13"

\ i ‘)""I’" t

diafragma

2 1575%, 2.952"
s o

FIGURA 36 - GEOMETRIA E MATERIAL DA FOLHA POLIEDRICA.



FIGURA 37 - MALHA UTILIZADA.
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e ___.____% y

CGIQ1 MALHA 6x3

CPRS1 MALHA 6x4

CPTH1 MALHA 12x3
EXPERIMENTAL

FIGURA 38 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA A SEGCAO AB.

o Bl = = ¥
®
7.5 1 _
¥
@]
15
i | L]
s CGIOI
0 EXPERIMENTAL
O cprsi a
22.5 4 .
30 +
A4
y10°3)

FIGURA 39 - DESLOCAMENTOS LONGITUDINAIS PARA A SEGAO AB.

84



85

0 e + [ e — —‘} X
® CGIQI
O CPRS)
3 v CPTHI
6 |
9 |
12 1
18 &
W(10°Y)

FIGURA 40 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA 0 BORDO HORIZONTAL LI

VRE
7 x
N
10:]
5 L \
" i Jelly iy 1Y
'5 _._._, CGEQ-I
-2 — EXPERINMENTAL
— -~ CPRS]

-10

FIGURA 41 - TENSOES . PARA A SECAO AB.
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FIGURA 42 - NOS DA SEGCAO TRANSVERSAL AB.
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-1.257,13 i -1.248,74

|
-1.026,32 g e———f7/ -1.026,12
& - 795,51 < : - 803,50
- 564,70 - 580,87
< - 333,89 — - 358,25
NO 67 NO 68
-1.221,45 ; ) - 180,65
-1.003,50 L -~ 89,69
5 - 785,55 1,30
- 567,9 T' LS 92,30
- 349,64 b =5 183,29
NG 69 NO 70
. 891,14 . 694,67
850,12 ] 644,32
809,26 | 593,97
'l 768,31 < | 543,62
; 727,37 493,27
NO 71 NO 72
| 477,23
t} | ] 431,33
L5/ 385,44
il - 339,55
| 293,66
NO 73

FIGURA 43 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES o  PARA 0S PONTOS DA  SE-
CAO AB.
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SLAB-PLATE THEORY

EXPERIMENTAL
CGOIN
CPRSI

-0.5 ] y

FIGURA 45 - MOMENTOS Myy PARA A SECAO AB.
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6.6 - Exemplo 6

Analisou-se tambem um paraboloide hiperbolico com to
dos os seus lados engastados, e sujeito a uma carga uniforme-
mente distribuida. A geometria e as propriedades do material

estao dadas na figura 46.

Esse tipo de estrutura tem sido analisada por diver-
sos investigadores. 0s resultados encontrados pelo elemento
CGIO1 sao comparados com os fornecidos pelas referencias 758

16,18,20 e 25.

A tabela 2 mostra os resultados para o deslocamento
vertical do ponto central, obtidos por diversos elementos uti-
lizando uma mesma malha 4x4; a tabela 3 apresenta os valores
para o momento no engaste de uma linha central.

As figuras 47 e 48 mostram os resultados obtidos para
os deslocamentos verticais e momentos fletores Mxx, ao longo
da linha Y=0.

TABELA 2 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA O CENTRO (107 3in)
Elemento | CGIQI LAuRSEN O | onatT @ | onatt! | woLr®
¥ 8.16 8,889 8.824 | 8,94 8,88

TABELA 3 - MOMENTO MxxNO ENGASTE PARA 0 PONTO X=X a E Y =0

(1b.in/in).
Elemento | DHATT 7 | woLF22 | cHETTY e | PECKNOLD®®e|CGIql |cPRSTT3
TOTTENHAM | SCHNOBRICH
M -2.,18 | -2.62 | -2.438 ~2.15 -1,98]-1,37




E=5x105 1b/in?
q=1,0 1b/in?

FIGURA 46 - PARABOLOIDE HIPERBOLICO.

GEOMETRIA E MATERIAL.
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« CGIQ1 MALHA

o CGINT MALHA 2x2
—3—-CGIQ1 MALHA 4x4

v CPRS1 MALHA
~ -0~ REF.18MALHA

FIGURA 47 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA A LINHA Y=0.

75x(1b.in/in)

o

i —0—CGIQ1 MALHA
Y CPRS1 MALHA
-0~ —PRCF.25 MALHA
—®~—=REF. 7 MALHA
+  CGIQ1 MALHA

4x4
4x4
4x4
8x8
8x8

FIGURA 48 - MOMENTOS FLETORES AO LONGO DA LINHA Y=0.
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6.7 - Tempos para a formacao da matriz de rigidez.

Nao realizou-se nenhum esforco no sentido de tentar di
minuir o tempo de processamento dos dois programas, 0 que por
certo sera feito quando de suas implementacoes no LORANE. Mas,
achou-se necessario informar quanto ao tempo que atualmente con
somem.

No que tange ao tempo para a formacao da matriz de ri-
gidez, o programa para placas esta levando em media 4,3 segun-
dos por elemento, enquantoc o de cascas consome 28 segundos em
media por elemento.

Para uma placa retangular, uma malha com 16 elementos
do tipo "FPRNC"12 gastou 8,67 segundos para montar a matriz de
rigidez, enquanto que uma malha com 4 elementos "FPIQD" levou
19,37 segundos.

No exemplo da folha poliedrica tem-se os seguintes tem
pos

NQ de elementos | elemento | tempo total para tempo por elemen
a formacao da ma to. b
triz de rigidez
(em segundos)

18 CGIN1 478,15 26,56
438 CRTHI 10,21 1,46
24 CPRS1 19,07 0479

Desenvolveu-se para o caso particular de cascas finas
um programa no qual ignorava a influéncia da espessura. Com
isso, tornou-se viavel integrar explicitamente a matriz de rigi
dez do elemento na direcao normal a superficie média.

Atraves desta simplificacao conseguiu-se ja uma nota-
vel diminuigao no tempo de computacao. Com a eliminacao de uma

integracao o elemento passa a consumir 10,26 sequndos por ele-
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mento. Talvez seja eéste o caminho mais 10gico para a solucao
destes casos particulares de problemas.

0 que nao se pode e julgar os elementos isoparametri-
cos apenas a luz do tempo por ele consumido, ja que trata-se
de um elemento de alta ordem, e de grande potencialidade.
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CAPTTULO 7 - CONCLUSOES E RECOMENDACDES

Dos exemplos, pode-se afirmar que os elementos "FPIQD"
e "CGIQ1" situam-se entre os mais precisos na solugao de pla-
cas e cascas. Solucgoes com uma desejavel exatidao foram conse-
guidas, a despeito de malhas pouco refinadas. Isso associado
as suas capacidades de representarem as mais variadas formas geo
metricas, lhes conferem uma potencialidade que poucos elementos
possuem,

0 volume de resultados que os programas apresentam
concorrem para tornar ainda mais facil o trabalho posterior de

dimensionamento da estrutura.

Ficou evidenciado para esses elementes, que o simples
expediente de reducao da ordem de integracao, possibilita a ob-
tencao de solugoes convergentes para problemas de placas e cas-
cas, tanto finas quanto espessas.

Deve-se salientar tambem os bons resultados obtidos
pela utilizacao da tecnica descrita na secao 3.5, para cascas

que possuem descontinuidades das normais a superficie media.

Uma atencao especial deve ser dada para a reducao do
tempo de computacao desses elementos. Para isso, pode-se consi-
derar a matriz B constituida de uma matriz Eo independente de
r e de uma matriz tBy que e linear em ¢, portanto B = B,* 4:

T

A matriz E = Ivg Q'@dv resume-se a

D'B_dv + I % B!

i , & By D'Bidv (7.1)

1
ja que os termos lineares em rse anulam ao realizar-se a inte-
gragao atraves da espessura.

Integrando-se, em relacao a ¢, a equacao anterior as-
sume a seguinte forma

1 1

T 1 | -
K= I T (2 B D'B,) [J]| dedn (7.2)

D'B, + E B-{
D'E 3 °
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Embora essa aproximagao seja razoavel, ela nos forne
ce resultados errados para cascas de grande espessura.lsto se
deve ao fato da variacao de ocomcnao mais pode ser negli-
genciada.

Essa aproximagcao foi introduzida no elemento CGIQI,
obtendo-se uma reducao no tempo de computagao necessario a
formacao da matriz de rigidez, da ordem de 50% (ver secao 6.7).

Para conseguir-se uma diminuicao ainda maior no tem-
po de computacao, pode-se adotar a formulagao econdmica propos
ta por Zienkiewicz?7, que anula os termos Ay e Ass da matriz

2 a 104 con-

A referida na secao 3.4, que sao da ordem de 10°
forme a casca for, respectivamente, de curvatura dupla ou sim

ples.

Pode-se dar uma major generalidade aos elementos, es
tendendo-se a sua aplicacao para materiais anisotropicos, e
para construcoes nao-homegéneas, como e 0 caso de estruturas
do tipo "sandwich".

Para atender a esse ultimo caso, pode-se proceder de
duas maneiras distintas. A primeira’®, resume-se uUnicamente em
considerar a matriz de elasticidade D' como uma funcao de ¢.
A segunda3, nao requer nenhuma modificacao na matriz D', con-
tinuando-se a utiliza-la como se a estrutura fosse homogenea,
sO que com uma espessura igual a 2h, onde h e por exemplo a
espessura do revestimento, como mostra a figura 49.

;
V0000 h

C
077 |

FIGURA 49 - ESTRUTURA DO TIPO SANDWICH.
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Com isso, a rigidez a flexao e subestimada, e para

T

corrigi-la multiplica-se a contribuicao de B Q'Q] da expressao

(7.2) pelo coeficiente.

Dand.  _ 3(c + )’
2
Dhomog. il
onde c¢>>h,
Deve-se, tambeém, multiplicar os termos D e D da

44 3
matriz de elasticidade por c/2h, assim como as deformagoes cau

sadas por flexao pelo fator (c+2h)/2h.

Como continuacao desse trabalho, pode-se desenvolver
um elemento, utilizando-se a mesma formulacao, porem simplifi-
cada, para atender aos problemas de cascas axi-simétricas.
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