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SINOPSE 

Neste trabalho d ese nvolvem~e dois elementos parab6-

licos do tipo isoparamétrico pa r a a solução de placas e cas ­
cas, delgadas ou espessas. A formulação do elemento de cascas 
admite de scontinuid ades na superf1cie média destas estruturas. 
Ambos elementos utilizam integração numéri ca red uzida, e acei 
tam os mais variados t ipos de carregamento. 

Dã-se uma bre ve noção do método dos elementos fini­
tos bem como da formulação isopa ramét ri ca . Apresentam-se os e­
lementos des en vo l vidos, os detalhes dos programas e uma série 
de exemplos . 



SYN OPSIS 

I n this würk two parabolic isoparametric finite ele­
me nts fo r the solution of thick and thin shells or plates 
are dev e l oped . The shell element formulation permits discontl 
nuities be t wee n e l ements on the middle surface of structures . 
Bo t h elemen ts use reduced numer i ca l i ntegration and a l low a 
wide range of l oadings . 

A sh or t s umm ary of f i ni te elemen t s is given with the 
i so para metr ic formula ti on. The elemenLs developed are presen­
t ed t oghe t her with detai l s of the computer programs and a se­
r ies of examples . 

VI 
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.C A P T TU L O 1 - I N T R O O U Ç A O 

1.1 - Objetivos do Trabalho 

No método dos elementos finitos varios foram os ele 
men tos desenvolvidos para resolverem problemas de placas e 
cascas . 

Porem , a maioria do s elemen tos de alta ordem em es ­
pec i al aq ueles degenerad os dos e le mentos isoparametricos para 
analise tri-dimensi on al, por trabalharem com eixos de referên 
cia l ocai s , não permitem a solução de cascas formadas por 
duas ou mais superfícies, em cujas linhas de intersecção exis 

te m de sco n t in ui dade s da s direç ões normai s. 

O presen te trabalho, teM como objetivo desenvolver 

um elemento de ca sca, que elimina a restri ção acima por expa~ 
s ão dos graus de liberdade nod ais, a três deslocamentos e 
t r ês rota ções com r eferênci a ao sistema de eixos globais do 
prob l ema . Para eventuais si ngularidades, utiliza-se uma técni­

comp utaciona l simples, ja empregada com sucesso por A. G. 
Groehs 13 em elementos planos para anãlise de folhas poliédr i­

cas , e que sera most rad a com detalhes no cap í tulo 3 . 

O elemento aceita uma variação parabÕlica da espes ­
sura , e pode ser solicita do externamente pelo peso propri o, 
forças e mo mentos concentrados, cargas distribuídas paraboli ­
camente sobre a superfície, forças e momentos distribuídos 
quadraticamente sobre os lado s , variação parabÕlica de tempe­
ratura sobre a superfície, e linear através da espessura. 

Como res ultado , obtem-se os deslocamentos nodais,as 

tensõe s em 5 pontos ao 1 ongo da espessura, referi das ao s e i­
xos locais e globa i s , tensões tange nciais mãximas, e as soli ­
citações simples utilizando a teoria de lamin as delgadas . 

Apresenta-se tambêm um elemento para placas, que 
tratado simplesmente como um caso particular do elemento 
casca . 

-e 

de 

Nos capitulas posteriores, dã-se uma noçao sobre o me 
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todo dos elementos finitos, descreve-se a formulação isoparam~ 

t rica, assim como os elementos utilizad os, os detalhes do pro­
gra ma, e no final são apresentados vá ri os exemplos . 

Cabe salientar que posteriormente esses elementos se-
-rao implementados no sistema LORANE LINEAR (Linguagem Orienta -

da para Anãlise Estrutural aplicada a problemas estãticos li -
nea res ) . flUe foi desenvolvido pelo Curso de Pos-Gradua-
çao em Engenharia Civ il da UFRGS. 

1.2 - O Metodo dos El emento s Finitos 

o metodo dos el ementos finitos e hoje um instrumento 
pod eroso, com que co nta m os engenheiros para a solução de pro­
blemas da mecânica do continu o . Devido ã grande divulgação do 

método entr e os prof issionais desta ãrea, não se entra em maio 

res detalhes quanto a sua formula ção teõ rica, limitando-se ap~ 

nas a esboç a- lo , e isso serã feito baseando-se na refe rên cia 3. 

Nas aplicações do m.e.f . encontra-se quatro formula­

çoes alter nativas, das quais reter-se - ã somente a denomina­
da me tod o dos deslocamentos, que se baseia no principio da e­
nergi a pot enc i a l min ima . 

o metodo req uer, inicialm en te, que se divida o conti­
nuo em r egi ões ou e lement os finitos, como mostra a figura 1 . 

t f---_____ 
I S -
I 

FIGURA 1 - DISCRETIZAÇAO DO CONTINUO EM UMA MALHA DE ELEMENTOS 
FINITOS 



Cada e l emento estã ligado aos vizinhos por um numero 
-discreto de po nto s chamado s no s . 

Para ca da uma dessas r egiões, define-se o seu compor­
tame nto localizad o por meio de um campo de deslocamentos cont} 
nuos, =d e maneira a preservar a compatibilidade de deslocamen­

tos entre elementos vizinhos. 

As incógnitas bãsi cas do modelo discreto de anãlise 
sao os de s lo ca mentos nos nõs da ma lha de elementos fi ni tos . 

O compor tame nto aproxi mado das variãveis do probl ema 
(no caso, os deslocamentos) pode ser exp r esso em termos de com 
binações li neares de funções de interpolação, multiplicadas p~ 
las i ncóg ni tas nodais. 

Repr es entamos o campo de deslocamentos entao por : 

u = (1.2 .1) 

onde N ~ um a matriz de funções de interpolaç i o, e Ue ~ o vetor 

dos desl ocamentos nodais . 

As deformações podem ser obtidas a partir dos desloca 

mentes, e sao ex pressas em notação vetorial por : 

E: :: (1 . 2 . 2) 

sendo B uma matr i z qu P cont~m certas derivadas de N. 

A energia potencial total para um sÕlido elãstico li­
near e representado por 

-- 1 r To d np c c V -
2 v 

u T pds 
S rT -

(1.2.3) 

onde Q ~ a matriz de elas ticidade, Lo o vetor de deformações 

especificas iniciais , ~ o vetor de cargas de volume, e e~ o 
vetor de ca rg as de superf1cie. 

Para o dom1nio de integração correspondente a um sõ e 
lemento, obtem-se o fu ncional aproximado 

3 



e = I v e np 2 aprox . 

J se 
Ue, T N T eds - - (1.2 . 4) 

o 

Como o vetor Ue nao depende de posição, temos: 

r ,e~Tpds] 
o 
(1.2 . 5) 

Sabendo-se que o funcional aproximado sobre todo o do 

min1o de íntegração e a soma dos funcionais aprox11nado~ dê ta -
da elemento, isto e: 

'IT 

Papro x . = 

m 
E 

e= l 
(1.2.6 ) 

sendo m o numero total de elementos, e que para o campo de de~ 

locamentos satisfazer as condições de equi1Tbrio e necessârio 
que o funcional np seja estacionârio, ou seja 

m 
ôn = ê ( ~ ne ) = 

Paprox . e -l Paprox. 

pode-se escrever que: 

Ô11 

Paprox . 

I e NT 
so 

m 
= E ôtJe ,T 

e= 1 -

ed s J = o 

Sendo as variações ô ~e ,T arbitrârias 

= o 

(1 . 2.7) 

(1.2.8) 

e~J( 1 ve~TQ~dv) ~e - 1 ve (~T~ + BTD •
0
)dv- 1 5 ~ ~T Qds J =O 

(1.2 . 9) 

4 



Pode-se reescrever a equaçao acima de uma maneira ca­

racteristica para toda a estrutura: 

onde 

e a 

m 
L 

e=l 

Ke 

matriz 

Pe 

= 

de 

= 

I 
v e 

m 
= L 

e= 1 

BTDB dv 

rigidez de 

I v e (~T~ + 

(1 .2. 10) 

(1.2.11) 

cada elemento, e 

~TQ~ o)dv + I se NT pds (1.2 . 12) 
o 

5 

e o vetor de cargas equivalen tE as forças de volume, deform! 
ções inici a is e forças de su perficie, que atuam sobre um ele­
mento qualquer "e". 

Uma vez obtido o sistema de equações que representa a 
solução aproximada do problema , dado pela equação(l . 2 . 10)apli­

ca-se as condições de contorno dos deslocamentos sobre a supe~ 

ficie Su. Resolvendo-se o sistema, obtem-se os deslocamentos no 
dais. 

Tendo em vista a equa çao 1. 2 .1 pode-se encontrar os 
deslocamentos em qualquer ponto do continuo. 

Assumindo-se um comportamenLo elãstico, as te nsões sao 
determinadas pela fÕrmula 

(1 . 2.13) 

1.3 - As condições de convergên c ia 

Quando as soluções obtidas, com sucessivos refinamen­
tos da malha, aproximam-se da solução exata, dizemos que hã 

convergência . Para que isso ocorra e necessãrio que alguns cri 
terias sejam satisfeitos pelo campo aproximado de deslocame n­
tos. A descrição desses critérios e feiLa a partir da referên­
c i a 26 . 

Colocando - se entã~ o problema a ser resolvido em ter-
mos gerais, pesquisCJ-se um a função incognita ~ tal 
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que ela satisfaça um certo conjunto de equaçoes diferenciais . 

A (~) = O (1 . 3.1) 

no do I1J in i o n , j u n ta mente com certa s c o n d i ç o e s de c o n torno 

no contor no r do dom in io. 

y 

,. 

X 

l e 

~(u}=O 

Subdomín i o 
(elemento) 

FIGURA 2 - DOMlNIO n E CONTORNO r DO PRO BL EMA 

Se a integral 

= o 

(1 . 3 .2 ) 

e 

(1 . 3 .3 ) 

for satisfeita para quaisquer v e v, as equaçoes ( 1.3.1 ) e 
(1.3 . 2) serão satisfeitas. 

Existem certas rest rições que as fu nções v,v eu de­
vem respeitar. Em geral, evita- se funçoes que tornam qualquer 
termo da integral infinito . 

A escolha de v e v limi ta-se a funções de valo-
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res finito s , e se derivadas de ordem n ocorrem nos ope radores 

dife r enciais A ou§ , a fun ção ~ tem que ser tal, que suas n-1 
derivadas sejam co ntínuas, isto e, deverâ pertencer ao espa ço 
vetorial Cn - l de todas as funções que tenham derivadas de or­

dem n~l contínuas. 

I ntegra ndo -se por partes a equaçao (1.3 . 3) , obtem-se 

(1.3 .4 ) 

ond e os operadore s f a F con tem derivadas de menor ordem que 
os operadores ~ e~ · Agora uma menor ordem de cont inuidade e 
requerida na escolha deu, as cus tas de uma maior co ntinuidade 
para y_ e ~ · A equação ( 1.3 . 4) repre senta a "forma atenuada" da 
equaçao (1.3 . 3 ) . 

Aproxim a ndo-se a função u por uma expansao do tipo -
r 

u u = L N. a . = N a ( 1. 3 . 5) - - i = 1 1 1 - -

e uti 1 i zando-se respectivamente par a v e v , um conjunto de fun -
çoes pres c r itas da forma w. 

J 
e wj par a j variando de 1 a n , on -

de - de parâmetr os indete r minados ( n_: r) , obtem - se n e o numero a. 
1 

a part i r das expressoes (1.3.3) e (1.3 . 4) um sistema de eq ua-
çoes ordinãria s da forma 

T T 
f w. ~(~ ~)d n + f w. ~(~ ~)d r = o n J r J 

( 1 . 3 .6) 

ou 
T T 

f ~(wj) Q(~ ~ )d n + I ~ (w j) E (~ ~) d [' = o n r 
(1 . 3 . 7) 

das qua is pode-se determinar os parâmetros a . 

Es sa aproximação ê chamada mét odo do s resíduos pende-
ra dos . 

Quando Wj =N j ' i sto e, quando as funçoes de forma 
são usadas como fator de pondera ção, leva o nome de fo r mulação 
de Galerkin pa r a o método dos resíduos ponderados. 
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Pode-se de monstra r que o trabalho virtual representa a 

"forma atenuada" das eq uações de equil1brio para a anãlise de 

sólidos e fluídos, e t ambêm que a aproximação pelo mêtodo dos e 

lementos finitos ê de fato uma formulação de Galerkin do método 

dos r~s1duo s ponderados . 

No método dos e leme ntos fin i tos onde se trabalha com 

uma solução aproximada do t i po da eq uação (1 . 3 . 5), e onde as 

funções de i nterpolaç ão es tão baseadas em um comportamento loca 

lizado por elemen to, pode-se assumir que a converg~ncia ocorre 

quando o tamanho dos elementos decrescem, ou por sua vez, quan­
do o nfimero de parâmetros ~especificados para os nõs aumentam . 

Pode-se estabe l e cer então, q ue a condição necessãr i a p~ 
ra a ex pa nsã o ser convergente , quando se ut iliza funções de fo~ 

ma do tipo polinômi o , e o critério de funções completas : um va­

lor constante da mª derivada dev e ser obtido no dominio do ele­
mento quando seu tamanho tende ã zero, se derivadas de ordem m 

ocorrem na in t e gra l. 

Esse critério e automãticamente assegurado se os poli­
nômios usados para as funç ões de forma Ni são completos de mª 
ordem. O critério a c ima e equivalen te ao de deformação constan­

te, q ue por sua vez engloba a cond i ção de representar movimen­
tos de corpo rigido . 

São denominados de elemento s conformes, aq ueles cujas 

funç õe s desloc ament os satisfazem os critérios de con t inuidade e 
de funções completas . 

Em problemas de pla cas e cascas, onde as deformações 
sao defin idas por derivadas segu ndas dos deslocamentos, torna­

-se muitas vezes dificil obter funções de interpolação que ass~ 

gurem a continuidad e dos giro s normais. Elementos não-conformes 

são us ados para so breporem esta difi culdade. Nestes e l ementos a 

pesar das funções deslocamentos não satisfazerem uma das condi­

ções aparentement e essenciais para a convergência, esta e obti ­
da, e ãs vezes apresentam melho res re s ul tad os que seus elemen­

tos conformes equiv alen te s . 

As co ndi ções de convergênci a de tais elemento s nao-con 
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formes sao ve rifi cadas pel o " PATCH TEST"~6 

l .4- A solução de Problemas de Placas e Cascas . 

Nesta seção, aborda - se his tõricamente a evolução do me 
t odo dos e l ementos finitos na busca de soluções para estruturas 
la mi nares . 

Problemas de placas e cascas sao de dif1cil solução , 
quando não se tornam imposs1v eis por a n ~lise convencional . Estas 
dificuldades são ainda mai ores quando a espessura e de uma for­
ma tal , que as deforma ções por corte tornam-se significativas . 

o metodo do s e l emen tos finitos apresenta-se como um 
i ns tr um ento ef icaz para a solu ção desses problemas, po r sua ca ­
pac i dad e de co nsid erar vari ações de geometria, cargas e propr i ~ 

dades dos materiais . 

As primeiras aplic ações do metodo voltaram-se para a 
so luç ão de problemas de estado pl ano de tensões. 

Quando de s ua aplica ção aos problemas de flexão de pl! 
cas, encontraram- se di ficuldades para a obtenção de funções de 

forma que sat i sfizessem as condições de compatibil idade.Funções 
não- con formes, que asseguravam a continuidade de w, ma~ vi olavam 
a continuidade do s giros norm a is , foram ut ili zadas em elementos 

t ri angulares e retangulares 2 6 . Como tais funções cumpriam com 
o criterio de deformação con stan te, a converg~ncia poderia ser 
encontrada , po r em não de forma monotônica . 

Sendo imp os s1vel en contrar uma função polinôm i a sim-
ples capaz de satisfazer a continuid ade dos giros , quando seu ­
tili zavam 3 graus de liberdade por no, passaram-se a desenvol ­
ver elementos de alta ordem. 

Estes eleme ntos apresentavam certas dificuldades de as 
sociação, por possu1rem diferentes graus de liberdade pa r a os 
nõs e muitas vezes tornava-se dif1cil in t rodu: i r as condi­

ções de con torno. Na comparação da exa t idão com o tempo comput! 
c ional, os elementos de alta ordem eram muitas vezes ultrapass! 

dos pel os elementos simples. Buscou-se na formulação isoparame­
t ri ca a solução deste i mpasse. 

ESCOLA :- ·. '; =NHARIA 
BIBLIC J 1 r-C:A 
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As primeir as a pl icações do método em problemas de cas ­

cas fora m feitas através de el ementos planos, c uja s matrizes de 

r ig i dez eram f ormadas a partir das obtidas para elementos de 

membrana e flexão de pl acas . Element os reta ngulares fo ram uti li 

zados 'Para a na 1 i sarem ca s cas c i llnd ri cas e el ementas tri angul a ­
r es , para as de du pl a cur va tura 4 . 

Como a superfi cie média curva da casca era subst ituida 

por uma superfic ie poliédri ca , um e rro adicional do tipo geomé ­

t r ico e ra então i ntroduzido, levando os pesquisadores a procur~ 

rem el emento s que levassem em consid eração a sua curvatu ra. 

Os primeiro s elemento s cur vos foram desenvolvidos para 
cas os parti cu lares de carga e geometria 3 , tais como cascas ax is 
s imétricas, c i llndricas e r ebaixadas (Shallow Shel l) . 

Logo apõs houve uma tend ê nci a no sentido de usar e l e -

mentos ma i s sofisticados, pois imagina va - se que, com 

mero de graus de li berda de, r esultad os mais exatos 

quando elementos complexos fos sem util izados . Tal 

j ustif icava - se, tambem, pe lo fa to de a geomet r ia do 

o mesmo nu 

oco r rer iam 
preferênci a 

problema se r 

representada por um menor n~mero destes elementos . Esperava -s e 

a s s i m obter uma consi der~vel economia de tempo computaciona l . 

Virias tentativas para a solução de problemas de pla­

cas e cascas foram fei t as, utilizando-se os elementos isoparam~ 

tricos t ri -dimensionais da fig. 3 . Contudo surgiram certas difi 

culdades. 

O uso de 3 graus de li berdade para cada nõ prod uzi a um 
mal cond i ci onamento no sistema de equaç~es , quando a espessu ra 

se torna va pequena em compa r ação com as outras dimensões dos e­

lementos. Ademais, o elevado numero de graus de liberdade condu 

zia a um gran de tempo de compu taçao . 

Ahmad, I rons e Zienkiewi cz formularam um elemento que 
- 1 superou esses ob stac ulos . 

Para isso, foi desprez ada a e nergia de deformação cor-
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respondente as tens ões perpendi cul ares a s uperfí cie media, e 

introduzida a hipõtese de as no r mais a s uperf í ci e me dia pe r­
manecerem retas depois da de form açao. 

Devido ã ultima impo s i ção , pode-se e li mi nar os nos in 
termediãrios na direção da espes s ura do e l emento , r e duzin do-s e 
o numero de graus de l iberdade, originando - se os e l eme nto s de ­
generados da figura 4 . 

FI GURA 3 - ELEME NTOS TRI-DIMENSIONAIS PARABOLICO E CÚBICO 

Como as linhas que un em os nos superiore s e i nferiores 
sao retas, pode - se representar a geometria do elemento a t ravé s 
das coord~nadas da superfície mi dia e de um vetor de c omp ri me~ 

to igual a espess ura . Recaiu-s e as s i m em um elemento is opa r a m~ 

trico de 8 ou 12 nõs, como repr esentado na f i g. 5 . 
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FIGURA 4 - ELEME NTOS DEGENERADOS 

FIGURA 5 - ELEMENTO ISOPARAME TRICO QUADRILATERO QUADRATICO E 
COBICO 

As hip5teses i ntroduzidas correspondem somente a uma 

parte das que são usuais na teoria de cascas e placas. Aqui c~ 

be salientar que nã o foi im posta a restrição das retas normais 
ã s uperflcie m~dia a ntes da deformação, permanecerem normais a 

mesma na situação deformada , o que permite a ocorr~ncia de de­

formações por efeito dos esforços cortantes, que são de impor­
tânc ia no estudo de placas e cascas espessas . 

Nesse s e lemen tos era a integração numérica o mais 
ser ia problema de eco nomia no tempo de computação, portanto a 
determinaç ão de um nfimero mlnimo adequado de pontos de integr~ 

ção tornou-s e de fundamental importância. 
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A integração por quadratura de Gauss f o i , originalmen -

te, efetua da em 3 X 3 X 2 ou 4 X 4 X 2 pontos de integração, 
nas direções [, ) n , ç respectivamente, dependendo do elemento 

ser quadrãtico ou cúbico . 

Enquanto esses elementos apresentavam bons resultados 
para problemas de p l acas e cascas espessas, o elemento quadrãt~ 
co era ineficiente na repres entaçao de deformações por flexão 

em aplicações de pl aca s e cascas finas . A medida que a espessu ­
ra era r e duzida , os resultados obtido s apresentavam-se cada vez 
mais r1gidos, não convergindo para a solução teõrica . Quando se 
utilizavam funções de interp olação cúbicas, obtinha - se r esu lta­
dos considerados satisfatórios. 

Depois, dois trabalhos apresentaram, simultaneamente, al 
ternativas ao processo de in tegração numérica, visando obter a 
convergência dos el ementos quadrãticos em situações de delgade ­
za. 

l 9 
Pawsey e Clough desenvolveram um metodo de integração 

seletiva para calc ular a matriz de rigidez do elemento anterio~ 

na qual ca da componente da energia de deformação e calculada se 
paradamente , utiliz an do-se um numero diferente de pontos de in­
tegração . Com esse procedimen to evita-se a excessiva rlgidez ã 
flexão, que re s ulta do uso de funçoes de interpolação quadrãti­
cas . 

2 7 ., 
Zi enki ew i cz e outros conclu1ram que para uma melho-

-ria na flexibilidade basta reduzir- se a ordem de integraçao nume 
rica para todas as componentes da tens ao. Uma i ntegraçáo 2 x 2 x 2 
nas direções ç, 11 , ç foi utilizad a . O elemento, assim formulado, 
estã en t re os mais econômicos, reduzindo em 4/9 o tempo comput~ 
cional, com relação ao elemento original. 

Esse Ílltimo procedimen to leva certas vantagens sobre a 
integração seletiva, pois para sua aplicação não encontra-se d~ 
fi culdades de programação, e, devido ao menor numero de pontos 

a in tegra r, resulta tambêm em uma economia de tempo no cãlculo 
da matriz de rigidez . 

Esse histõrico, se limitou a e l ementos desenvolvi-
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dos de n tro do modelo compativel, mas deve-se salientar, que ta~ 

bem foram procuradas solu ções no s modelos mistos e hibridos. Ca 
2 -

be destacar o trabalho de P. Bignon , que formulou um elemento 

isoparametrico para estudar problemas de placas delgadas e es­

pessa~ , tomando como base o modelo mi sto para flexão de placas, 

com deslocamento trans versal e momentos como variaveis indepen­
dentes . 

2 3 
L. E. Vaz , dese nvolveu um elemento para placas, base! 

do no q ue f oi pr oposto po r Zi enkiewi cz , diferindo apenas em dois 

pont os . Pr i me i ro, a in t e gr ação ao lon go da espessura do elemen­

t o fo i rea l i za da f ora do programa, a fim de obter uma redução 
no tempo de i ntegração . Segund o, util izo u uma função de desloca 

mentos , que permite ã deformaç ão 1 i near ocorrer 1 i vremente na 

di r eção da espessura, em funç ão das outras duas deforma çõ e s li­
neares, para lograr uma variaç ão parabÕlica das tensões, devi ­
das ao esforço cortante, não sendo necessario então o fator k 

na matriz constitutiva elasti ca . Em problemas de placas delga­

das, utilizou so ment e dois pont os de integração numérica, reco~ 

rendo a três pon t os no estudo de placas espessas , embora os e r ­

ros não fossem apreci aveis quand o 2 pontos de integração eram~ 
t i 1 i zados para esses casos . 

1 4 
A.L . Ha l b r itte r , partind o tambem da i déia de Zienkie 

wicz , desen vol veu um e l emento isoparametri co quadrit i co dege ne ­

rado , ap li cado a problemas de cascas, obtendo s ua matriz de r i­

gidez e cargas noda i s eq uiva l ente . Emprega nd o o esquema de int! 

gração numérica reduzida, reso lveu com êxito problemas de cas­

cas grossas e finas . Para cascas delgadas ignorou a influência 

da espessura ( neste caso ç = O) , integrando explicitamente as 

componentes da matriz de rigidez na direçao normal ã superficie 
media, conseguindo c om esta simplificação uma diminuição no tem 

po de computação . 

Este elemento possui 5 graus de liberdade por 

do 3 des l ocamentos em relaç ão aos eixos globa is, e duas 

-no, sen -

rota-

çoes definida s com referência a um sistema de eixos locais , fo~ 

mado po r dois e i xos tangentes e um normal ã superficie média 

da casca . A ro t ação ao redor do eixo normal ã superficie de 
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referência nao estã incluída. 

Exatamente por trabalharem com eixos de referência lo 
cais, esses elementos nâo permitem a soluçao de cascas formadas 

por duas ou mais superficies, em cujas linhas de interseção e ­
xistem descontinuidades das direções normais e tangentes. 



CAP1TULO 2 - OS ELEMENTO S I SOPARAMETR ICOS 

2.1 - Introdu ção 
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Para assegu r a r que um pequeno numero de e lementos po! 
sam r eprese nta r fo r mas complexas, passa-se a utilizar e lemen­
tos de formas arbitrãrias . 

At ra vés de convenientes funçõe~ de interpolação defi­

nidas em coordenadas normali zadas, pode-se distorcer ou "mape ­

a r" elementos de l ado s ou faces retas, em elementos de lados ou 

faces curvas, nas coordenadas cartesianas . Estabelece-se assim 
uma correspondência biunivoca entre as coordenadas cartes i a na s 
e as coordenadas curvilíneas, do tip o : 

~ l 
z ) 

f n (2 . 1 . 1) 

Na figura 6 representa-s e o mapeamento de um elemento 
tridimensional quadrãtico. 

( a ) 

• I 
I ~ 

}>----0 
fY 

/ 

n=-1 

n = 1 

y 

FIGURA 6 - a)Elemento Original 

z 

b) Elemento distor cido 

n = - 1 

( b ) 
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2.2 - Transformação de Coordenadas 

Para representar-se as coordenadas cartesianas de um 

ponto qualquer no interior do elemento, utiliza-se a seguinte e 

quaçao: 

::: (2.2 . 1) 

onde N e o vetor formado pelas funções de interpolação, e Xe, 

Ye , ze sao os veto res das coordenadas nodais. t exatamente esta 

eq uaçao qu e define a distorção ou "mapeamento" de um elemento o 
riginal no correspondente e l emento curvo . 

Sendo as funções de forma N dadas em termos das coorde 
na das curvilTn eas locais, cria-se uma relação entre estas coor­
denada s e as coordenadas cartesianas globais. Note-se que uma 

distorção violenta, pode estabe lecer uma relaçao não unívoca en 

tre estas coordenadas. 

Para que o mapeamento seja um-a-um o sinal do determi­

nante da matriz Jaco bi ana desta trans form ação de coordenadas de 

ve permanecer inalterado para todos os pontos do elemento mape~ 
26 

do 

Em transformações baseadas nas funções parabólicas do 

tipo "Seren dipi ty" a co ndição necessãria para a univocidade e 
- o que nenhum dos angulos interno s sejam maiores do que 180 , e de 

ve se r assegurado, que os nõs internos dos lados estejam no ter 

ço me dio da distância entre os nõs dos cantos destes lados, co n 
forme indi ca a figura 7. 

2 . 3 - Definição dos desloca mentos 

Nos elementos isop arametricos a variaçao dos desloca­

mentos e definida a partir dos deslo camentos nodais, exatamente 

pelas mesmas funç ões de interpolação, usadas para definir a sua 

geometria. 

Os deslocamentos serao definidos então por: 
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l: l [~ 
o o ue 

- -
= N o v e (2 . 3 . 1) -

o N l~ e -

sendo ue, ve, we os vetores dos de~ lo ca~~ntos nodais do elem en 

to . 

2 . 4 - Compa tib i li dade Geom~trica e Co nv e r g~ncia 

O pr oce s so de di s t orção de um e l emento não pode intro 
duzi r s e paraçoes ou su pe rposições em um lado ou face comum a 2 

e l ementos vi zin hos . 

Para isso deve r ã satisfa zer o seguinte teorema: 

Teorema l : As condições de compatibilidade geom~trica entre 2 

elementos curvos são satisfei tas se estes são originários de 
elementos nos qu a is estas condições se cumprem. 

Como as coordenadas dos lados ou faces sao unicamente 

definidas a part i r das coordenadas nodais, e sendo estas as 

mesmas para lados comuns de 2 elementos adjacentes , e sendo 

ainda as funções de forma idênti cas, ao l ongo desses lados (n 1 
= + , n2 = -1 para o exemplo da figura 8), as coordenadas X, 

Y,Z fi ca m expre s sas pe l as mesmas funçoes co nforme a expressão 
(2 . 2 .1 ) . 

A cond i ção de continuidade dos deslocamentos sera sa­
t isfe i ta no elemento distorcido, se for verificadn o teorema : 

Teorema 2 : A condição de compatibilidade geom~trica, ou conti ­
nuidade , dos deslocamentos fica assegurada no elemento distorci 
do, se as funções de i nterpo l ação usadas na equação (2 . 3.l ),s~ 

tisfazem a continuidade dos des l ocamentos no elemento original . 

A prova deste teorema se faz da mesma maneira que a 
do anterior. 

Para que seja satisfeito o crit~r i o de funções compl~ 

tas da conv ergê ncia, enunciar emos o teorema que segue: 

Teorema 3 : Em f unciona i s que contêm some nte derivadas primei-
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ras das funções incõgni tas , o critério acima refe r ido e satis­
feito para todo elemento isopa rametri co desde que r Ni = 1. 

< ) 

a< l 800 

Zona Livre para o ponto 

medi o . 

FIGURA 7- CONOIÇOES PARA UM t1AP EAt·1ENTO UM-A-UM. 

A demonstração deste teorema não serã exposta, poi s 
pode ser encon trada em farta bibliogr af ia 5 ' 9 ' 26 . 

Os teoremas acima descr itos, são satisfeitos pelas 
funções de interpolação pertencentes ã família "serendipity", 
que para o elemento isoparametr ico quadrilateral quadratico da 
figura 9 , sao: 

1 
N; = 4 (1 + t;~ ;) (1 + nn;) ( t;~ i + nn; - 1 ) para =1,2,3,4 

(2 . 4.1) 

N. l ( 1 t;2 ) ( 1 n rt i ) 5 '8 (2 . 4.2) = - + para = 1 2 

N. = ( 1 + t;ç: i) ( 1 - rt 2) para . 6 '7 (2.4 .3 ) 1 2 



FIGURA 8 - ELEMENTOS ADJACENTES E SUAS FUNÇOES DE INTERPOLA­
ÇAO 

2 5 

7 ( 

4 8 3 

FIGU RA 9 - ELEMENTO ISOPARAMtTRI CO QUADRILATERAL QUADR~TICO . 

20 

Zienkiewicz 26 , se referiu tamb~m a elementos superpa­

ram~tricos e subparam~tricos. 

Denominam-se elementos superparam~tricos quando o polin.§_ 

mio que define seus deslocamentos, for de menor ordem com rel! 

çao ao que define sua geometria. Em caso contrãrio, chamam-se 

elementos subparam~tricos. 
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O crit~rio de funções completas , dado pelo teorema 3, 
co ntinua vãlido para os elementos subparam~tricos, sendo que 

o mesmo não ocorre para elementos s u perparam~tr ico s . Por~m,! 

lementos s u perparam~t ri cos s ão utilizados com s ucesso em pro­
blema~ de placas e cascas24 . 

ESCOL!J. · · 1 ,; ...:NH ARIA 
BIBLh ~- · ~ · r:.cA 



CAP I TULO 3 - ELEMENTOS ISOPARAMtTRICOS PARA 
DE U\~C,AS 

3 .1 - Definição da Geometria. 
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ANJ'i.LISE 

O eleme nto adotado tem como base o elemento isopara­
met rico tridimensional quadrãtico com 60 graus de liberdade,r~ 

presentad o na figura 10 . Esse elemento ê de9enerado, diminuind~ 
se as suas dim e ns ões na direção que represe nta a sua espe~sura. 

FIGURA 10 

Se as linhas que unem os nos inferiores aos superio­
res forem reta s, podemos eliminar os nõs intermediãrios , orig~ 
nando - se um elemento t1pico de cascas espessas (figura 11). 

Suas faces externas sao curvas, enquanto que as seçoes ao lon­
go da espessura são geradas por linhas retas. 

Se ç , n são coordenadas curvilineas na superficie me­
dia da casca, e ç uma coordenada linear na direção da espess~ 

ra, va riando todas de +1 ã -1 para as faces do elemento, as 
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coordenadas de um ponto da casca sao dadas pela fÕrmula 

8 8 X 1 

J (l+ l;} I ~ ~ I { 1- q = E N; (~ , n) + f Ni(~,n) Yi 
i = 1 2 i = l 2 

1 

s t; p 

ond e as Ni r ep r esentam as f un ções Serendipity 
so paramit r icos bi dim en s iona i s quadriti cos . A 

geomitr i ca fi ca então a s seg urada. 

z 

IL_:x i . f 1 n 

FIGURA 11 

z. 
1 

(3.1.1) 

dos elementos i­
c orn p a ti b i 1 i da de 

A geometria do elemento pode ainda ser especif ic ada 
pel as coordenadas da superfi cie midia e pelo vetor espessura. 
A eq uação anter i or fica 

X x . 
8 1 8 .,. 

ç y = L: N. Y. + ) N. v 3 i 
i = l 

1 1 i = 1 1 2 (3.1.2) z z 
i 

1:1 

inf 
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onde 

x. 
1 

x. 
1 

X. 
1 

Y · = Y · + Y· (3 . 1.3) 
1 2 1 1 

z. z . z. 
1 m 1 sup 1 inf 

re pres en ta as coorde nadas dos nos sobre a superficie media, e 

v . 
X1 

x. 
1 

-+ 

v3i = v = Y· y i 1 

v . z 1 
z . 

1 

sup 

e o vetor seg un do a e spes s ura . 

3 . 2 - Defi ni ção dos Deslocamentos 

x . 
1 

y. (3 . 1 . 4) 
1 

z . 
1 

in f 

Como a ene rg i a de deformaçao, co rrespondente as ten ­
s oes nor ma is ã s uper fi c ie med i a, e despr ez ada, os deslocamen ­
tos do e l eme nto pode m s er definidos pe la s 3 componentes carte ­
sia nas do s desl ocame ntos dos nõs da superficie media u., v.,w ., 

- ~ 1 1 1 
e por 2 rot aç oes a ; ,B ; do vetor normal v3; relat i vas a 2 dire-
ções mut uame nte orto gon a i s , normais a ele. 

~~ r -+ 
Na fig ur a 12 , os vetores Vli, v2i e v3 i sao perpendi-

-+ -+ 

cul a r es , e as r otaçõe s ~ i' B; são colineares com v2; e v 1 ;,re~ 
pec t i vamente . 

No presente trabalho, esta terna de eixos ortogonais 
f ica ass i m estabelec i da : 

I 

V3 ; 
- - . e o vetor espessura pera o no 1 

-+ 

"z ; e defi nid o pelo prcduto vetorial 

-~ -~ -+ 

v 2 i = V3 i X i, OU quando aS direçÕes do eiXO X e do 
-~ 

> > 
ve t or V3 Í CO in cid i rem, por V2; = V3 Í X j 

-~ 

Como v1 i t em que ser Ol"togona l a ambos, temos 
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+ + + 

O campo de des locam entos do elemento pode agora ser 
escrito como1 

= 
8 
E 

i = 1 
N. 

1 

8 
+ E 

i= 1 

. ti 
N . ç cp . 

1 - 1 2 
(3.2 .1) 

onde Ni sao as mesmas funçõe s de interpol ação que as da equa­
ção ( 3 . 1 . 2) , t. a es pessura no nõ i e 

1 

~ 1 i - ~ 2 i 

<P · = m 1 i - m2i (3 . 2 . 2) 
- 1 

n 1 i _n 2 i 

sendo 
-~ 

T 

l z 1 i n 1 i ! v 1 i 
(3 . 2 . 3) m l i = 

I v 1 i I 
e 

-~ 
T 

{ t2 i n 2 i } 
v 2 i 

m? . ( 3 . 2 . 4 ) = 
~ 1 

I v 2 i I 

Deve-se salientar que ao escrever a equaçao (3 . 2.1), 
+ 

supoe-se que cada vetor v 3 i 
-e normal a superfic i e m~dia 

( s= O) , enquan to que na maio r i a dos esta direção -casos e apenas 
aproximadamente normal a el a . 

Tendo em vi sta as funções de in t erpolação N., a con -
1 

dição de compatibi l idad e de deslocamentos entre elementos vi-
zinhos e sa t isfeita . 
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No que diz respeito ao critêrio de funçoes completas, 

Zi enkiewicz 26 afirma que , a partir da definiçao dos componentes 

de deformação , as condições de movimento de corpo rlgido e de­

f or mações co nstantes estão disponiveis . 

ç =0 --

k 

z ,w. 
1 

! 
1 

y,v. 
1 

X, U. 
1 

-~ 

FIGURA 12 

3 . 3 - Defi ni ção de Deformações e Tensões 

x' 

As deformações são definida s em relação is coo rden adas 
locais x' , y', z ' , que possuem respectivamente direções tangen­
tes e normal ã superfície com ç constante . Pode-se então ex ­
pressa r as componentes da deformação pelo vetor 

e:x ' au' /ax' 

f.y ' av'/ay' 

e: ' :: Yx'y' = au' /ay ' + ':'l v'/ ax ' (3 . 3 . 1) 
y 
x'z ' aw'/ ax ' + au'/ az ' 

y 
a"'' ' 1 ay ' + av'/ 1z' y I z I 
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Como z' ~ normal ã su perfTcie m~ d ia da casca , ao ne ­

glig enciarmos a componente da defo r mação ~ z' , asseguramos te n­
soes nulas nesta direção . 

As componente s das t e nsões sao definidas por 

ox' 

oy ' 

o ' 'T x 'y' D' ( ~ I o' ( 3 .3.2) = = ~ ) 
T x'z' 
'T y ' z' 

A matriz D' para um mate r ia l i sot r Õp i co e dad a por 

v o o o 

o (3 . 3 . 3) E 1 o o 
D' = 2 1-v (1 - v ) o o 

2 

1 - v o 
sim . 2k 

2k 
send o introduzido o fator k =l, 2 pa r a me lh or a r a ap r ox i mação da 
distribuiçã o das tensões de ciz a lh ame nto . 

3 . 4 - Matriz de Rig idez do Elemento 

A ma t riz de rigidez do e l emento ap resen ta-se sob a 
forma 

1 1 1 
I I I B'T O' B' ll ~l l d r d r) d r 
-1 -1 -1 

( 3. 4 .1 ) 

onde B' relaciona as deformaç oes com os deslocame ntos nodais 

= (3 . 4 . 2) 
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sendo seus termos definidos por interm~dio das derivadas dos 

deslocamentos, com respeito âs coordenadas cartesianas locais 
x I ,Y 1 

, z 1 
, s e g u n d o a e q u a ç ã o ( 3 . 3 . 1 ) . 

As deri va das dos des locamentos em relação âs coordena , -
das 1 ô c a i s x 1 ,Y 1 

, z I , sã o r e f e r i das ã s de r i v a das dos de s 1 o c ame n 

l - - - 26 t os em re açao as coo rdenad as globais pela equaçao 

I 

u 'X I 

I 

v 'X I 

I 

w 'X I U 'X V ' X w, x 

I I I oT u,Y v,Y w,Y U ) y 1 v ) y 1 W ) y I = 
o 

I I I 

u ' z v ' w,z u ) Z I v > z 1 W , Z 1 z 
(3.4 . 3) 

se ndo 0 a matriz de cose nos diretores dada por 

= (3 . 4.4) 

onde v1 , v2, v
3 

sao os ve rsares do sistema de eixos coordena ­

dos locais, e cuja obtenção de seus valores~ indicada posterj _ 
ormente . 

A equação (3.2 .l )nos f ornece os deslocamentos em fun-
çao das coordenadas curvil 1neas . As derivadas dos deslocamen 

tos em r e l ação âs co ordenad as globais x,y,z estão referidas 
com suas der iv adas em relaç ão ãs coordenadas curvilTneas por 26 

U 'X V' X w,x u ' E, v ' -1:, 
w, [. 

- l 
u,y v,Y w' = J u ' v ' "vi ' y Tl n n 

u ' v' z \v ' 
v ' ç W) r z z u ' - L, 

( 3 . 4 . 5 ) 

onde 1 - l e a inver sa da matriz Jacobiana v -
x, I; Y• ~; z, ç 

J = x, n Y· n z, 11 (3 . 4 .6) 

X Y, z 
' ' ç ç ç 
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que e calculad a a partir da defini ção das coordenadas, dad a p~ 

la equação (3.1.2 ) . 

27 ma 

Pode - se reescrever a matr i z an t erior da seguinte for-

J = 

s 

T 

V' 3 

( 3 . 4 . 7 ) 

on de os 2 primeiros vetores sao tangentes a superfície media, 
-+ 

e V3 normal a ela, isso se se considerar ~ como normal a su -...,. 
I -perfic ie de referên c ia . Na verd ade,v 3 e apenas aproximadamente 

normal a ela . 

A inve rsa pode escrita 27 
sua ser como 

[r -+ -r + + r] J - 1 = X V' V' X s ' s X 7 li J l i ( 3.4 . 8) 3 3 

onde as dua s primeiras colunas são novamente tangentes , ou me ­

lh or , aproximadamente tangen t es ã s uperfíc i e media, e a terce i 
ra, normal a ela. 

Para se e ncon tra r os versores do sistema de eixos lo 

cais, promove-se o pr oduto vetori a l de 2 vetores tangentes a 
su pe rflcie ~ constante, a f im de obter - se um vetor normal a ela 

-> - )-

v3 = s x T = 

l 

x , t;.

1

T 

y, t;. 

z > f; 

X l 
X , 

11 ]T 
Y, n 

z ' n 

(3 . 4 . 9) 

- 1 que co rr espo nde ao terceiro vetor da matriz J nao dividido 

pelo dete r minante de ~ · Os outro s do~ s veto r es normais a ele 
serao obtidos como exposto no item 3.2. 

(3 . 4 . 10) 
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os versares se r ao dad os então por 

-+ ->- v2 . v3 -+ v 1 -+ 

v, = - - • v2 = --- • v .. = I v 21 
,j 

l v31 jV'" ,, 

( 3. 4 . 11 ) 

f i can do assim , a ma triz de r otação () determinada . 

Usando a ( 3 . 4 . 5) pode-se rees cr e ver a (3 . 4.3) co~o : 

u' , x ' V I > I 

X 
w I > I 

X u ' é, v ' E; w ' f, 

I I w I ) I = A w' u > y I v > y 1 u ' v , 
y n n n 

I u > z 1 

I 

V > Z 1 

I 

W ) Z 1 u •r v ' I; \-1 ' 1: 

send o 
(3 . 4 . 12 ) 

A GT - 1 (3 . 4 . 13) = J 

Na ap r esentação de uma formul açao eco nõmica para esse 
elemento 2 7 , seus autores con sideram nul os os seguintes termos 
des sa matriz 

-+ -+ -> 

= v3 T X v• 
3 

-+ r -> 
( 3.4 . 14) 

= v3 VI 
3 X s 

Cont ud o , es ses t e rmos se ra o zero some nte qua ndo V) 
for exatame nte norma l ã superfí cie médi a . A omi ssão de ss e s ter 

- 2 mos , que s ão da or dem de lO par a cas ca s de dupla cu r va t ura, 
pr od uz mome ntos res i dua is que não satisfazem as eq uações de e ­
qui l í bri o , corre s po ndent es ã es tr u t ur a 1 ~ . 

A part i r da s fo rmul as (3 . 4 .12 ) e (3 . 2 . 1), pode - se 
expres sar a eg uaça o (3 . 3 . 1) por : 

0T { ~; } 
t . 

G OT ! ; { : ; } E: ' = 13 . 1 B. + c·] (3 . 4 . 15) + 
- 1 2 

_, 
- 1 

w· 1 

~ 
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sendo 

B 1 i o o 

o B 2 i o 

B. 
-1 

= B 2 i B l i o (3 . 4.16) 

83i o B 1 i 

o 83i B 2 i 

onde 

B 1 i = A 1 1 N. , ~ + A12 N., n 
1 1 

8 2 i = A2l N . , E: + A22 N. 'n (3.4 . 17) 
1 1 

83i = A3 1 N . , ~ + A32 N i , ll 1 

e 

o o o 

o o o 

c. 
-1 

= o o o (3 . 4 . 18) 

c 1 i o o 

o c 1 i o 

ond e 

c 1 i = A33 N. 
1 

(3.4. 19) 

Pode-se expressar a equaçao (3.4.15) na forma matri­

cial caracter1 st ic a c = B' Ue, passando, então, a ser repre ­

sen t ada por : 



X 

I 
I 
I o 

1 -----------f---- --- ----

o 
1 ~ 1 
I • q, 

- 8 
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X 

u8 

v 8 

w8 

al 

(3 1 

(3 . 4.20) 

Ct8 

BB 

A matriz de ri g ide z do elemento é obtida através da 
formula (3 . 4 . 1) , tomando a seguinte forma matriciall 4 : 

......... 
-...... KA .. 

- lJ 

.......... 
......... 

KB .. - lJ 
(3 . 4 . 21) 

24x24 -...... 24xl6 ---- ----------- i ----------- --- ---- I 1~1 Jd4dn dç 

Sim 

L l6x24 

K 
_C i j 

16xl6 



onde 

sendo: 

B~D ' B . = 
- 1 - - J 

B~ o· c. 
- 1 - - J 

rT o· B. .::; - J 

= 

KA .. - 1 J 

KB . . - 1J 

Kc . . 
- 1J 

= 

= 

= 

33 

0 B~ D' B. 0T 
- - 1 - -J - (3.4 . 22) 

l t . 0 B ~ D' I c;; B. + c. I 0T tj> . -
2 J - - 1 - - J - J - - J 

(3 . 4.23) 

1 t . t. m~ o lc;;B. + C.I TD, l c;; B. + C- I0T 1> -
4 1 J ~1 - - 1 - 1 - - J - J - - J 

(3 . 4 . 24) 

B1io1, s ij+Bz;D33B2j I s,io12Bzj+B2io33Blj I B3io44B1j 

+B3iD44B3j I I 
----- ---- -------- -- -4---------------- -----4-------- -- -
8z;0z l 8lj+8li03382j 1 8z; 0z2 82j+ 8li 033 8lj 1 83; 0ss 82j 

I I 
------ - ------------- ~ --~-~~2~~~~~~--------4- - - -- ----- -

83 i 044 c, j 

o 

B 1 i 044 c l j 

c 1 i 044 B3j 

= o 

o 

l 8 2 ; 0ss 83j 
I 

o 

83; 0ssclj 

Bz;Ds sclj 

o 

c 1 i 0ss 83j 

o 

o 

o (3 . 4 . 26) 

o 

c 1 i 04 4 B lj 

c 1 i 0ss B2j 

o 

(3 . 4 . 27) 



c l i 044 c 1 j o o 

rT O' c . = o c 1 i 055 clj o (3 . 4 . 28) 
~ i - - J 

o o o 

Sua di me nsão é de 40 x 40 , jã que o elemento possui 

8 nos, e 5 gr a us de libe r dade para cada um . 

Po ste rio rm ente, faz -se uma reo rgani zaçao da mat r iz 

de rigidez dos elementos, atr avés de u ~a tro ca co nv~ nien te de 
li nhas e col u na s , de maneira tal que o veto r dos deslocame n­

to s e ca rgas nodais eq uivale nte s se apresente da forma 

Ue , T = (3 . 4 . 28) -

pe,T = { ... Px
1
. , Py

1
., P . , M ,.,M , . , . .. } 

Z1 y 1 X 1 

(3 . 4 . 29) 

3 . 5 - I ntr odu ção do Sexto Grau de Liberdade 

Para que o el eme r to possa ser u t ilizado em proble ­

mas onde não ha ja co nt i nu idad e da s normais â su pe r flcie de e ­

leme ntos adj ace ntes , como é o caso das folhas pol i edr i cas,que 

s ão consti t uld as de l âm inas contidas em diferertes planos,re~ 

li za -s e uma r otação na mat r iz de rigidez anterior, a fim de 

obte r -se os des l ocamen t os em re l açio ao sistema de e i xos glo­
ba i s . 

De pe nden do da posição dos eixos locais, os giros 'i 

e Bi podem dar origem ao s componentes \i, 3yi, "zi, que re­
pr esentam os gi r os em co ord en ada s globais. O mesmo ocorre com 

o veto r de ca r gas no da i s eq uivalent es. 

Ao r e lacionar as 5 incógn i tas locais com as 6 

gl oba is, atr avés de uma ma tr iz de rotação de dimensão 6 x 6, 
tem-se que ex pa ndir as submatrizes de rigidez do elemento , que 

são de dim e ns ão 5 x 5, introduzind o uma linh a e um a co lun a de 

zeros . Com isso, o e l e~enlo pass~ n ter uma rigidez infini­

t a c om rel ação ã rota ção em torno do eixo normal ao elemento. 
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As subm at rizes tomam e nt ão a forma 

Kll Kl 2 Kl 5 o 

K2 1 K22 K25 o 

K i j = (3.5 .1 ) 

K51 K5 2 K55 o 

-------- --- ---- ---- +---
o o o I o 

ond e e j var i am de 1 a 8 . 

Geralme nte, ao efetuar - se a tra nsf orm ação pa ra ei­

xos globa i s, t odos os seus coeficie ntes passam a ser não nu­

l os , sendo a u l t ima f i l a e coluna combinações das demnis, o 

que e fator de singularidade. 

Pa r a nõs do tip o A, como estã indi cado na f i gura 13, 

que pertencem a elementos situad os sobre diferentes planos,e~ 

ta si ngularidade desaparecerã. Nestes nõs ter - se - ã o apareci ­
me nto de um 0

2 
que não~ f ict l cio, mas real . 

FIGURA 13 
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Como exem plo, podemos tomar o no 6 da figura 14. 

z 

( b ) 

3 5 8 

lO 

s . 
1 y 

l 3 x ' 

X 

1 5 

18 

z 

16 

z ' y 
e . . 1 

rt · 
1 

x ' ( c ) 
y' 

-Figura 14 - a) elementos e nos ; 

b) coordenadas locais e globa i s para o 

n6 6 do elemento 1; 

c) coorden ad as locais e globais para o 

n6 6 do e l eme nto 2; 

Verifi ca -se facilmente que , para o no considerado, 
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na o hã nenhuma contribuição de rigidez pa ra o giro oz por pa~ 

te do e l emento 1 ) o mesmo na o acontecendo com relaç ã o ao ele-

mento 2 , pois 0 = - Ct . • z 1 

A matriz de rigidez global -associada para o no e 

da fÕrma 

l 2 1 2 1 2 1 2 1 2 
Kll + K11 Kl 2 + Kl 2 Kl3 + Kl 3 Kl4 + Kl4 Kl5 - K l 5 

1 
K 21 + 2 

K21 
l 

K22 + 2 
K22 

l 
K23 + 2 

K23 
1 

K24 + 2 
K24 

1 
K25 

2 
- K25 

1 2 l 2 l 2 1 2 1 2 
K = K31 + K31 K3 2 + K32 K33 + K3 3 K34 + K34 K35 -K35 

' ---- ------- -- ------ ---- --- --- ---,--------------------- --
1 2 1 2 1 2 l 2 l 2 

K41 + K41 K42 + K42 K43 + K43 K44 + K44 K45 -K45 

o 

o 

(3.5 .2 ) 

Para os nos do tipo B, onde ~6 concorrem elementos 
coplanares, a singularidade não desaparece, jã que nao se a­

grega nenhuma r i g i dez ao redor do eixo normal a esse elemento . 

Anal i sando o n6 11 , da fig ur a 14, teremos a seguinte subma -
t ri z g l oba l associada 

2 
Kll + 3 

K 1 1 
2 

Kl 2 + 3 
Kl 2 

2 
Kl 3 + 3 

Kl3 I 2 
Kl4 + 3 

Kl4 o 2 3 
- {K15+K 15) 

2 
K21 + 3 

K2 l 
2 

K22 + 3 
K22 

2 
K23 

I 
+ 3 

K23 I 2 
K24 + 3 

K24 o 2 3 
-(Kzs+K2s) 

I 
2 3 2 3 2 3 

I K2 3 o 2 3 
K3 l + K3 1 K3 2 + K3 2 K33 + K3 3 34 + K34 -(K35+K35) 

I 
K = ----- ----- -- ------- ---- --------- 1-- ------ -- ---------------

2 3 2 3 2 3 I 2 3 o 2 3 
K41 + K4 1 K4 2 + K4 2 K4 3 + K4 3 K44 + K44 -(K45+K45) 

I 
o o o o o 

2 3 2 3 2 3 
- (K5 l +K51 ) - (K5z+K5 2) - (K53 +K53) O -(K ~ 5 +K~ 5 ) 

( 3 . 5 . 3 ) 
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Essa dificuld ade pode ser suplantada de vãrias ma­

neiras, se bem que algum as de l as introduzam erros adicionais 
- 26 

no modelo de anali s e 

Em 196 9 , na impl ement ação da li nguagem ICES STRUDL 
1 o -

II, Ferrante ut il i zou a s egu in te tecnica para evitar o pro -

blema. Para nõs pertence ntes a elementos não coplanares, ut i ­
lizou eixos de r e f e rênci as gl obais, e porta nto considero u 

as 6 incõgnitas nodais . Para nõ s onde concorrem elementos co­

planares utilizou sistemas de eixos de refer~ncia l oca i s , co n 

siderando apenas as 5 incõgn i ta s no dais . De ve - se notar que a 

ap l icação desta t~cnica requer pro gramas de est ru tura i nte r na 
1 1 

muito sofisticadas 
26 

Zienkiewicz por s ua ve z , util iz ou em um prog r ama 

para a análise de barragens (A RCH DAMS) , um co njun to de co efi 

cientes de rigid e z fict1 cios Ke z em todos os e l e me ntos , s e jam 

coplanares ou nao . Esses coefi c i en t es adic i ona i s de fato a f e ­

tam os resultados, pois el e s oco r rem também em elementos na o 

coplanares e portanto, introdu zem uma aproximação . 

Uma t~cnica talvez mai s simples que estas, po r em 
ig ual mente corret a , foi uti 1 i za da 
gar ao sistema I CES STRUDL I I, um 

1 l 
I SC Estruturas de Buenos Air es 

por A. J . Ferrante ao ag re­
e l ernento triang ul ar para a 
A. G. Groeh s tamb ém a u t i li -

zou em elementos re t a ngulare s para folhas pol i é dricas, i mple ­

mentados na lin guagem LORA NE . 

C o n si s t e e rn c a 1 cu l a r p r i me i r o a ma t r i z de r i g i de z de 
cada e l emento em coorden a da s l ocais, em correspondên c i a aos 

seus 5 graus de liberd ade noda is , expandindo-se depois cad a 

urna de sua s su bmat rizes pa ra uma or dem 6, agregando-se uma f i 

la e uma coluna de zeros . As s ubmatrizes diago na i s co rr espo n­

dentes aos nõs do t ipo A, não r e que r em nen huma modi f icaçã~ No 
caso daquelas corr espo nden tes a n6s do t i po 8 , agrega -se um 

valor não nulo K
6 2 

no Último coef i ciente diagonal , que ori gi­

nalmente era nulo . Es ta modi f i ca ção tem o efeito de t r a ns fo r-
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mar a sexta equaçao nodal, ori gi na l mente do tipo 0 =0 , em ou­

tra do t i po Ke z· Yi=O, onde Y; r e pre se n t a o giro em t or no do 

eixo normal z•, e liminand o- se as s i m a si ngu l aridade . 

Fin almente , se efetua a tra ns fo r maç ão do si s tema de 
referência para coordenadas gl obais, t rab a lha nd o-se com 6 

graus de liberdade nodais . A úni ca desva n tagem desse proced i­

mento , i que para todos os no s do ti po B se r eque r 6 eq u açõe~ 

ao invis de 5, o que aumenta a ord em do s i stema tota l de equ! 
çoes . 

No presente trabalho util iza -s e e s ta ul t ima t écni ca, 

fazendo-se K
6 

z = 1. 

A matriz de rigidez do el eme nt o pass a a te r uma di 
men s ao de 48 x 48 devido aos 6 gr aus de l i berdade noda i s . 

3.6. Rotação da Ma t r i z de Rig idez de Coordenadas Lo 

cais para Globais 

Antes de ass oc iar- se a s matrizes de rigidez dos el ~ 

mentos, para ob te r-se a matri z de rigidez total da estrutura , 

e necessãrio pas s as os giros a ·, B·· v., in ic ialmente em co or 
1 1 1 -

denadas locais X', Y', Z', para as coordenadas globais X, Y,Z . 

A matriz que transfor ma fo r ças e des l ocame ntos de 

um no de coorden a das lo ca is para gl obais e dada por T 

e (3 . 6 .1 ) 

on de 

(3 . 6 .2 ) 

sendo e • a matriz de cose no s diretores dada pela expressao 
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(3.6.3) 

+ + + 
ond e v1 , v2 , v

3 
sa o os versares dados por (3 . 4 . 11) . 

A razão da troca de colunas, rea l izada na matriz 0 ' 

em relação ã matriz ~ , dad a pe l a expressão (3 . 4 . 4), e devido 
ao fato da ordenação dos n6s, no vetor de deslocamentos, 

dar-s e na forma 

Ue , T = {u 1 , v1 , "'l' a1 , 13l,yl , ... u8 . v8 , w8 , a8 ' 138' Yg } 

(3 . 6 . 4) 

onde a 1 representa o giro em r elação ao eixo Y', B; ao X', e 

Y; ao Z' . 

Cada submatriz de rigidez nodal em refer~ncia ao 

sistema de e i xos globais e obtida por 

K .. = T K ~ . TT 
- lJ - - lJ -

i , j = 1,8 (3 . 6 .5) 

onde K~. representa a submatriz de rigidez em coordenadas lo 
1 J 

cais . 

Uma vez que as matrizes de rigidez de todos os ele ­

mentos tiverem sid o encontradas no sistema de coordenadas gl~ 

bais, pode-se formar a matriz de rigidez total da estrutura . 

Da s o lução do sistema de equações obteremos os deslocamentos 

em relação as coo rd enadas globais, na seguinte ordenação de 
seus compo nen tes 

= w. , 
1 

0 . ' e . , 
X 1 y 1 

3 . 7 - Forças Nodais Equivalentes 

0z;•···} 
(3 . 6.6) 

As forças nodais equivalentes, para os car regamen­

tos expostos abaixo, serão obtidas inicialmente em coordena­

da s loca i s, através da expressão (l.2.1n. 
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3.7 . 1 - Carga Lateral Oistribuida 

As cargas nodais equivalentes são obtidas por 

(3 . 7 . 1.1) 

Desejando -se uma varia ção parabÕ li ca do carregamen­
to , devemos interpolã-lo, a partir de seus valores nodais, 
pelas mesmas funções de interpolaç ão utilizadas para os deslo 
camentos. Pode-s e esc r ever, então 

IN. o o o OI 1 

lO N. o o o p 
xi 1 I . . . 

p= lo o N. o OI p . 
I 1 Y1 (3.7 .1. 2) 

oi lo o o N. p . 1 I Z1 

lo o o o N. 
t1 1 y I i 

M X I i 

Supondo-s e o carre gamento aplica do sobre a superf} 
cie medi a ( l; = o) , a expressa o u = N ue toma rã a fo r ma - - -

u N. o o o OI I 
1 

v o o o . . . I N . o = 1 I . .. w 

Cl 
o o N. 

1 
o o, u. 

1 

8 o o o N. o v. (3 . 7.1.3) 
1 I 1 

o o o o N. 
1 

\'1. 
1 

(l• 
1 

e. 
1 

A expressao (3 . 7.1.1) pode entáo se1~ reduzida, qua_!! 
do para um no, a 

ESCOLA D~ r· ~ENHAR~ 
ar· 



4·2 

p 
xk 

p 
yk 

p. = I NiNk p d ç (3.7 . 1.4) 
- 1 1 zk 

My I k 

M x'k 

onde k representa os nos, que se situam sobre o lado que con­
te m o no i. 

Para di tem-se 2 expressoe s 

di = ~ x2 , n + y2 
, n + z2 

' 11 
U11 ( 3 . 7 . 1 . 5 ) 

quando E; e consta nte; 

1 

dt ~ x2 2 z2 dE; e = + Y,[, + , [, ' f. 
(3 . 7.1 .6 ) 

quando 11 e co ns tante . 

por 

onde a 

9 

3 . 7. 2- Carga Distribuida sob re a Superficie do Ele 
me n to . 

Neste caso, as cargas eq uiv ale ntes sao fornecidas 

Pe = I NT 9 ds ( 3 . 7 . 2 . 1 ) s -

ca rga distribu1da e representada por 

I N i o o (3 . 7 . 2. 2) 

= lo N. o 
I 1 I q X i I 

lo o N i I qyi 
I I 

q z i 



obtendo-se, para um no, a carga equiva l ente 

P . 
- 1 

= 
1 1 

f J 

- l - 1 
N . N. 

1 J 

sendo a diferenci a l da area dad a por 

2 
+ ( X , ll • Z , f; - X , f; . Zh ) 

d F; d n 

3.7.3 - Peso Própri o 

dA 

43 

(3 .7. 2 . 3) 

( 3 . 7 . 2 . 4 ) 

São forças de volume constantes que podem ser re­
presentadas por 

p 9x 

b = ( 3 . 7 . 3 . 1 ) 
p g 

y 
p gz 

onde p e o peso espe c1fico do material, e gx, gy' gz são os com 
ponentes do versor aceleração da gravidade no si stema de eixos 
globa i s. 

P. 
- 1 = 

As ca rg as nodais equivale ntes sao expressas por 

T 
= I N b dV v -

Par a urn nõ,r ed uz- se 

N. o 
f 1 f 1 I 1 

l 

- 1 - l - 1 o N. 
1 

o o 

a 

o p 

{ n o 
N. p 

1 

3.7.4- Deformações Térmicas 

(3 . 7.3.2) 

9x } 
9y I I ~ I I dr, d n d ~; 

9z 

(3.7 . 3 . 3) 

As f or ças nodais equivalentes, devidas as deforma -
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çoes ini ciais sao dadas por 

= (3 .7.4.1) 

onde 

c o,T = {aT a T O O 0} (3 . 7.4.2) 

se nd o a o coef i c i ente de expans ão t~rmica, e Ta varia ção de 
temperatura, que pode ocorrer quadra ticame nte sobre a superfT­
cie do elemento e linearmente através da espessura. 

Se a va r iação da temperatura e definida em função de 
seus va lores noda is, escrev er - se-a: 

se nd o 

e 

T = N. T . + N . ~;;L\T. 
1 m 1 1 1 

T . = 
n11 

L\ T. 
1 

Tsupi + Tinf; 

2 

= 
T T. f 

SUPj - 1 n j 

2 

{3 . 7 . 4 . 3) 

{3 .7. 4 . 4) 

(3 . 7.4.5) 

onde Tsup· e a temperatura que ocorre na face superior do ele 
1 - f menta , no no i, e T. f representa a temperatura na face in e 

1 n i 
ri or do elemento, no no i . 

A expressão das cargas nodais equivalentes para cada 
no fica dada por 14 



1 1 1 
P. = a E J r J 
- 1 ( 1 - V ) - 1-1-1 

T 

011 81i + c 12 82i 

0 21 8 1 i + 0 22 8 2i 
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1 

2 
ti çl 81i( • 11 ° 11 + ct>21 ° 21 + ct> 31 ° 31) + 

+B2i( <P l1 ° 12 + <P2 1° 22 + ct> 31 ° 32) I 

2 
ti çi B1;( <P12 ° 11 +ct>22 ° 21 +<!>32°31) 

+ 8 2i( ~ 12 ° 12 +•22 ( 22 + ~ 32 8 32) I 

+ 

(3 . 7.4 . 6) 

3.7.5 - Rotação das Cargas Nodais Equivalentes 

A transformação das cargas noda is equivalentes de co 
ord e nada s l oca is para coo rd enadas globais, dã-se como o expo~ 
to na seção 3.6. 

Isto e, 

~G = I ~L (3 .7. 5 .1 ) 

onde T e a matriz de transforma ção 

I o 

T = ( 3 . 7 . 5 . 2 ) 

o 0 1 

e ~L o vetor de cargas noda i s equivalentes, expandido pela in­
t rodução de um zero na pos i ção co rr espon dente a Mzl . 
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Fx 

F 
y 

Fz 
·p = (3 .7.5 . 3) 
- L 

My I 

M x' 

o 

De ve - se salientar que, nos casos de carregamentos com 
peso pr óprio e carga distribuida sobre a superficie do elemen ­

to, esta operação não ~ necessâr ia , po i s ambos en vo lvem apenas 
fo r ças . Ainda , para evita r a r o ta ção de coorde na das , pode - se 
i ntrod uzi r diretamente o carregamento lateral distribuido em 
coordenadas globais . 

3 . 8 - Tensões 

3.8 . 1 - Tensões nas Coordenadas Locais 

As tensõe s e s tão definida s por 

I a = 
0 ' 

O' ( s ' - E ) (3.8 . 1 .1 ) 

e como se conhece a expressão da deformação especifica, que 
estâ dada em (3 . 4 . 20) obtim- se os valores explicitados das com 
p o n e ntes de tensão , dados p e 1 a f õ rm u 1 a ( 3 . 8 . 1 . 2 ), da p â g i na se­
gui nte . 

Como as componentes da tensao dependem de ç , calcula 
-se os seus valores para os pontos da espessura que possuem a 
coordenada ç i guais a l , 0 . 5, O, -0 . 5, - 1 . 

Para os nõs que pertencem a mais de um elemento, os 
valores das tensões no nõ serão a m~dia dos val ores encontra­
dos pa r a os vãr i os e l ementos. 

3 . 8 . 2 - Ten sõ es nas Coordenadas Globais 

Para obte r- se as tensões r efer ida s ao sistema de e~ 
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8 Ji( a 11 11 i + a 21vi + a31wi) +r.!. tiç 81Ja n< 9111ai + 912i 8 ;l • a21< 921iai • 922i 8 il + a31(? 31iai .. ~32iai~ 
2 L -

8 zi( e l2 11 i+DzzviH>32wi)+~.!. ti~ 8 zi Ío1z(<> 11 i 0 i+ 0 12i 6 il+ 6 z2(t21i 0 i +922i 6 ;l+G32(.;31iai+<>32i 8 i)l 
1 2 l . 'j 

( 8 1 i 0 1 2 + 8 2 i a 11 ) ui + < 8 1 i a 2 2 + 8 2 i 9 21 l v i • < 8 1 i 9 32 + ~ 2 i 9 3 1 ) w i + ~ .!. ti c [< 8 2 i e 11 +B1 i 9 1 2 l x ( 9 ·1 1 i a i + 9 1 2 i 8 i ) + 
1 2 

+(B2i 0 21• 8 ti 0 2z) x (<21iai+Q22i a;)+ ( Bzi 031 ~8 1i 032) x (<>31 iai +932i s i)J 

8 1 i ( e 1 3 u i +c 2 3 v i +a 3 3 w i ) + 8 3 i ( 0 11 u i +a 21 v i • 0 3 1 ~~i l + ~ ; t i 1 [< 53 .i c +c 1 i ) 9 11 • 8 1 i ~ e 1 3] x ( 0 1 1 i a i + <> 1 2 i a i l + 

• ~ 3 3i'. T :;1;) G 21 ~B1i~f23Jx(;.2Jo"i+ 9 ai:li• • [ ( B31.:; •C;i) 931+B11 : \)33] x(~311"1+~32i 3 i)l 
~ • · " , . ~ '~ ' ' .., v • ·I' • ' • ( - , 6 • • )~ 5 · • l (• • • ' \ .., ? .\ 1 .. u . ... ... ,J : t '"" ... J"·J • o3,\ v l2u . ... ·~?, _-,. v _, • . , , ... ' .. 3" ... ~"' - - " 12"'" ... . ~, v ~., , .A. ., . .,. ::.l -T.o1'"' .; J . , 

... f .) l ... o ..) 1 • l ~- 1 .) ~ 1 .;: - 1 ;_ • • 1 t..l ' J_. I • • l ,_ • I 

o 2 

~ ( G .31 : t:; 1 ; j v 2 2 • B 2 i .:; a2 3~ lt ( 9 211 a i + ~ 2 2 i 5 i ) • [; B 3 i c+ C 1 i ) e 32' B 2 í ; 3 3] x ( ó 3 1 i u i + _. 32 i :; i }i 

(3 .8.1.2) 

~ 
"'-..j 
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xos g l oba i s da es t r ut ura, usa- se a seguinte expressao 

o 
XX 

T xy T xz ('! 
X

1
X

11
X1Y1 [ X I z I 

T (J yy T 
(-) 

T x l y l oy ~ y ~ Ty1z 1 0 T (3 .8.2 . 1 ) .xy y z = 

T xz T yz 07 - Z 
1

X1Z
11Y1Z 1 o 

As tens ões T 
1 1 e T 

1 sao nulas para as super·f i -x z y z 
cies exte r nas ( ç = 1 e ç = -1) da casca . Os valores destas t en 

soe s , ob t i dos po r (3 . 8 . 1. 2) e ( 3 . 8 . 2. 1), são va l ore s mé dios ao 

l ongo da es pess ura . As maxima s t en sões de cisa lh ame nto ocor r em 

no ei xo ne ut ro , e são i guai s a 1, 5 vezes os se us va lores me­
di os . 
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CAPITULO 4 - PARTICULARIZ AÇ~O PARA ANALISE DE PRO­
BLEMAS DE FLEX~O DE PLACAS. 

4 .1 - Introdução 

O elemento de pla ca adotado~ simplesmente uma pa! 
ticularização do de casca . Atrav~s de uma s~rie de simp lific! 

ções e adequações, chega-se a um elemento eficaz na anãlise 
de pl acas finas e grossas onde as deformações por corte tor­
nam-se significativas. 

As hipõteses assumidas na dege neração do elemento 
de casca permanecem vãlida s aqui. Logo: 

a) as linhas originalmente retas e normais a supe~ 
ficie midia da pla ca permanecem retas durante e depois da de ­

formação; 

b) as tensões na direção normal ao plano m~dio da 

placa sao consider adas nula s inde pendentemente do carregamen ­

to, e nao hâ contribuição de Ez na ener~ia de deformação. 

A geometr ia do elemen to e def inida pelas coordena­

das x e y , e pela espessura de cada nõ. Os graus de liberdade 

nodais serao o deslocamento w e as rota ções ex e ay' para ca 
da um dos nõs da f i gu r a 15. 

z 

X 

() . 
Y1 

0 . 
Xl 

FIGURA 15 - ELEMEN TO DE PLACA 
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4.2 - Defin i ção da Geom e t r i a 

A equ açã o (3 . 1. 2) par t i cul ariza - se pa r a 

[ ~ 
8 8 

-+ 
X· 

1: N; 
1 + L N. I v3; = 

i = 1 y 1 2 i i = 1 

(4 . 2 .1) 

o 
m 

pois z . =0 , jã que a superf1 cie medi a da pla ca perte nce ao pl~ 1m 
no xy . Pode-se representar o vetor espess ura co mo 

o 
o 

t · 1 

(4 . 2 . 2) 

onde ti e a espessura do el eme nto no no i' e desta maneira as 
coordenadas fi cam estabele cidas da seguinte fo r ma 

8 
X = L N. x . 

i = 1 1 1m (4 . 2 . 3) 

8 
y = L N. Yim 

i = 1 1 ( 4. 2 . 4) 

8 ç z = E N. t · 
1 2 

1 
i = 1 

( 4 . 2 . 5 ) 

4.3 - Definiçã o dos De s lo came nt os 

Em conseqUência da hipó tese (a ), os des l ocame nt os u 

e v sao completa me nte esp ec i f i cados pelas r otações 0 x e 0y' co 
mo mostra a figur a 16 . 

Os e s forços de membr a na nao sao con s i dera dos , po r­
tanto U=V=0 na SUperflCie media. 

O cam po de desl oca me nt os assumido passa a ser dado 
por 

8 

[ ~ 8 t. ! Oy i 1 /. N. L: N. [ 1 - 0 = + 
i = 1 1 i = 1 1 2 x i 

1 
m o 

(4 . 3 .1 ) 
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Esta expressao pode ser obtida a partir da fórmula 

(3.2. 1), lev ando em consideração que: 

19) o pla no m~dio ~ neutro, portanto u;m=v;m=O; 
29) o sistema de eixos lo cal coincide com o globa l, 

sendo dispensãv el a tr an sformação de coordena­

das, portanto 

w 

t . 
1 

a . 
1 

a 

= 0 . 
Y1 

= e 
xi 

I 

I 

FIGURA 16 

t . 
!-- us --~ 

2 

I 

\1/. 
l 

+ 
X, U 

4.4- Defin ição de Deformações e Tensões 

(4.3 .2) 

As deformações serão definidas agora em relação ao 
sistem a de eixos globais. 

c xx u ' X 

EYY v ' y 
(4 . 4 .1 ) 

e = Yx y = u,Y + v ' - X 

Y XZ u 'z + \'I 'x 
y 

v ' + IV, yz z y 
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A relação tensão-deforma ção po de se r esc rit a da for 

ma 

ox 

o y 

o = "C xy = D' ( ~ ~ o) ( 4. 4 . 2) -
l xz 

l yz 

sendo a matriz de elasticidade o: para um mat eri al i sot r õpico, 

dada pela expressão (3 . 3 . 3) . 

4.5 - Matr i z de rigide z do Ele mento 

A ma t riz de rigidez do elemen to e dada por 

1 1 1 
BTD'B K = f J J li ~ li dr, dndç (4 . 5 . 1) - l - l - 1 - - -

Para a obtenção da ma tr i z~ que r e la c i ona as de fo r­
mações com os deslocamentos, tem-se que desenvolv e r as seguin­

tes relações . As derivadas dos deslo ca me ntos com respeito as 
coordenadas do sistema global, lig am- se co m as su as derivad as, 

em relação ãs coordenadas curvil1neas por 

U , X V' X w,x u , E. v , E; w 
' E; 

- 1 
u,y v,Y VI = J 'y 

ll ' n 
v 

' r) 
\•1 

' 11 (4 . 5 . 2) 

u 'z 
v w, , z z 

u ' ç 
v 

' ç 
VI 

' ç 

onde J-l e a inversa da matriz ja cobia na 

X 
' E. 

Y , r_ z , ~ 

J = X , 11 Y, n l ' , (4 . 5.3) 

X 
' ç Y , ç z , r, 



em que 

() X 
= 

a E;. 

a Y = 
a E;. 

az 
= 

at;; 

tem - se 

-se-a 

u,y 
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E N i ' E;. 
X. a x r. N . ' X . 

ax o; = = 
1m 1 n im a n ()Ç 

( 4 . 5 . 4 ) 

L N . ' Y;m 
3y 

L N . , n Y;m 
'JY = o = 

1 ~ 1 () z; 3() 

az :) z. t. 
N . , 

ç t . E N _ç_ t. =1: N. 1 
E = 

1 t;. 2 
1 a r) i ' 1l 1 

1 l, 
1 2 2 

Ao representar -s e a inversa da mat ri z jacobiana por 

J -1 = 1 

I I.J I I 

B 1 l = y , n . z , ç ; B l 2 = _y , E. Z r • ' .., , 

B2l = - z , z; . x , n X ' [ 

B 3 3 = X , t. . y ' · l) 

(4 . 5 . 5) 

(4 . 5 . 6) 

B23 = O ; 

Efetuando-se o produto matricial em (4 . 5 . 2) , obter-

l1 ' X = 

v ' = y 

+ V , X = 

8 .r, 1 = 

8 
- E 
i = 1 

8 
E 

i = l 

1 

2 

2 

2 

. r, . t . 
1 

o . 
Xl 

( 4 . 5 . 7 ) 



8 
,. ( B l = L. l·W · +-

i=l 1 1 2 
8 

o . ) 
Y1 

w,y + v , z =E (B 2 . ·W· - • C
31 
.. t . . 0 . ) 

i=l 1 1 2 1 X1 

na onde 
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(4 . 5.8) 

pod era então o vetor de deformações ser escrito da seguinte 

forma 

ou de uma for ma semelhante 

8 8 
e: = E CR. w. + E - i = 1 - 1 1 i = 1 

sendo 

B 1 i o 

o -B2i 

B. = B 2 i - B 1 i c . 
- 1 1 

o o 
o o 

ao cap1tu1o 

1 - t. [s . r. + 
2 1 - 1 

o 

o 

= o 

c3; 

o 

ante ri or 

c.J - 1 ~ : ~ I 

o 

o 

o 

o 

-c3i 

'vi 

a. 
1 

8 

(4 . 5 . 9) 

( 4 . 5 . 1 o ) 

(4.5 . 11) 



e 

o 
o 
o 

CB. = 
- 1 B l i 

B 2 i 

A nivel de elemento pode-se escrever 
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(4 . 5 . 12) 

\118 

a 
8 

s 
8 

(4 . 5 . 13) 

A matri z de rigidez do elemento de dimensão 24x24 

s e ra dada por 

CB~ 
- 1 

l l l 
Ke = r J J 

-l-1-l [ r;B .+C·] ···]X _, _, 

1 t. [r:s ~ + c~] 
1 - 1 - 1 

2 
(4.5.14) 

X I ! J I I d ~ d ll d ç 



ou 

' Kl\ . . -I\ 1J 
'1 X 1 

" " 1 " " I " f f f ---- - - - --- - - -~-------- --- -
-1 - 1 - 1 

onde 

KA .. = CB~ DI 
- 1J1xl - 1 

KB . . CB~ DI = 
- 1J1x2 - 1 -

e 

Kc . . 
- 1 J2x2 

1 = t . t o 
4 1 J 

em que 

CB~ o• CB. = 
- 1 - J 

1 
-
2 

Kc . . 
- 1 J2x2 

' 

CB. 
- J 

t. [ r. B. c.] + 
J J J 

[ çB . +C.]TD ' [ r, B.+C.] 
- 1 _ , - - J - J 

56 

(4 . 5.15) 

(4 . 5.16) 

(4 . 5.17) 

(4 . 5 . 1 8) 

(4 .5.19 ) 

(4 . 5.20) 

(4.5 . 21) 
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c3i 044 c3j o 

T (4 . 5.22) c. o· c. = -1 - - J 

o c3 i 0ss c3j 

sendo que os seguintes produto s se anulam 

CB~ D' B. 
- , - - J 

= B~ o· c.= 
- , - J 

C~ O' B. =O 
- , - - J 

(4 . 5 . 23) 

4 . 6 - Forças Nodais Equivalentes 

As cargas nodais equivalentes sao obtidas pa r a os 

carregamentos arrolados abaixo. 

4.6.1 -Carregamento Peso-Prõprio 

A carga peso -prõp rio ê considerada atuando na dire ­

çao deZ, e serã igual a g
2

. p , onde 0 e O peso especÍfico do 

material da placa, e 9z e o versar ace l eração da gravidade,que 

toma os valore s l ou - 1 , segundo estiver ou não aplicada na di 
reção positiva do eixo z . 

P. 
-

1 3x1 
= 

das por 

N. o o 
l 1 1 

, g z . () 

I J f o N. o - I ·· 1 - l , o 11 ~11 d ç; dr]dÇ 

o o N. 
1 

o 

(4 . 6 . 11) 

4 . 6.2 - Carregamento Distribuído sobre a superfície 

do Elemento 

Neste caso as cargas nodais equivalentes serao da-

e 
p =I NT _q dA 

s -
(4 . 6 . 2 .1 ) 



z, fica 

P. _, 
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Como se tem somente forças distribuídas na direção de 

1 1 
J r N N 
-1- 1 i j dA (4 . 6 . 2 . 2) 

o 

oJ 
onde dA estã dada pela fórmula (3.7 . 2 . 4). 

sendo 

p = 

portanto 

4 . 6.3 - Ca rg as Oist ribuidas sob r e os lados dos Elemen 

tos. 

O vetor que repr esenta as cargas nodais equivalentes~ 

(4 . 6.3 . 1) 

IN. o o I 
1 

lo N. o I p (4.6 . 3 .2) 
I 1 I zi 

l o o N i I M yi 

M xi 

p 
zk 

P. = f N. Nk M d t _, 
i 1 yk 

( 4 . 6 . 3 . 3 ) 

M xk 

onde k diz re speito aos nos que estão sob r e o lado carregado do 
elemento , e que cont~m o nõ i, e sendo d t determinado pela ex­
pressão (3 . 7 .1.5 ) ou (3 . 7 .1. 6) . 
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4 . 6.4- Deformaçõe s Iniciai s 

A exp re ss ã o das cargas nodais e quivalentes e dada 
por 

( 4 . 6 . 4 . 1 ) 

Se a vari ação da t emperatura f or quadrãtica so bre a 
superfTci e do eleme nt o e line a r sob r e a espessur a , pode - se es ­
c r ever 

T = N. T . + ~; N . óT. , , 1 , (4 . 6. 4.2) 

e se ndo o vetor de deformaç ão i niciais dada por (3.7 . 4 . 2) , che ­
ga-se a 

P. , = 

1 1 1 
a E f f f 

( 1- v ) -1-1-1 

4 . 7- Te ns ões 

T( ç; , n ,ç) 

2 

o 

t . [ ç B1 .] , 1 

1 1~11 d ç; d nd ?; 

(4 . 6 . 4 . 3) 

As tensões que estã o r el acionada s com as defo rma -
çoes por (4.4 . 2) podem ser es cri tas de uma forma ma i s exp l icT ­
ta pela seguinte e xpress ã o 
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8 
L t.ç B 1 i a . 

i = l 2 1 1 

8 
l - L - t . ç, B 2 i j3 . 

i = 1 2 l l 

8 
a = O' L t. l; (B2i a . - B l i 13 . ) - i = l 2 l l l 

8 8 ( 4 . 7 . 1 ) 
L B l . VI . + L t. c3. a . i = 1 l 1 i = 1 2 1 1 1 

8 8 l . L s
2

. w. - E - t . c3; e . 
1 = 1 1 1 i = l 2 1 1 

Os seus valore s para os d ive rsos pontos da ma lh a sao 

calcu l ados para a coorden a da z; igu a l a 1, 0,5 , O , - 0 , 5 , e -1. 
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CAPITULO 5 - DETALHES CONPUTPCIONAIS 

5.1 - Introdução 

Neste capitulo serao descritas algumas particul~ 

ridades presentes nas subrotinas qu e calcu l am a matriz de ri­
gi dez e de tensões, bem como algum as dificuldad es apresenta­
da s no transcorrer deste trabalho . 

Os elementos de placa e casca encontram-se em pro-
gramas independentes, e quando posteriormente implementados ro 

sistema LORANE, receberão os nomes respecti vos de FPIQD e 
CGIQ1 12 . Doravante os elementos assumirã o essa nomenclatura. 

A linguagem utiliz ada na programaçao e o EXTENDED 
ALGOL e na figura 17 apresenta-se um macrodiagrama da organi­
zaçao interna do programa em subrotinas . Cada su broti na e re­
presentada porum retângulo e chama as subrotinas a ela vincula 
da s ·e. s i tu a das a sua d i r e i ta . 

Como os proced i mentos de entrada e saida, montagem 

da matriz de rigid ez total, aplicação das co ndi ções de contar 

no, e solução do sistema de equaçoes, seguirão os pad r ões no~ 
mais do sistema LORANE, não cab e deta lh a-los aq ui, e recebe­
rao apenas uma breve mençao. 

A seg uir de screve-se as funções de ca -
da subrotina que compoe o pro grama para o elemento de casca 
CGIQl. 

5 . 2 - Proc edure Programa 

Lê os dados referentes a estrutura, e calcula a sem i 
largura da banda da matriz de rigide z . 

Na maioria dos program as ate aqui desenvolvido, as 
componentes da espessura são forne c id as di re tamente como da­
dos de en trada. Halbritter l 4 abre duas possib i lidades no pro­
grama por ele desenvolvido, ou se fornece as componentes da 
espessura, ou estas são determinadas automâticamente . 56 que 
par a este ultimo caso, e neces sãrio programar o seu câlculo 
para cada forma estrutural. 
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Neste programa a d eterminaç~o das componentes da es­

pessura e feita automaticamente, a partir dos valores das es ­
pessu ras nos nõs, in de pendentemente da forma da estrutura. 
Isso e f e i to na PROCEDURE PAR5. 

5.3 - Proced ur e Anali se 

Esta rotina consiste, prÕpriamente, no programa d! 
senvolvido po is realiza desde a montagem da matriz de rigi-
dez ate a impres são do s r e sul tados. 

Como res ult ado, alem dos deslocamentos, publica -
-s e para cada nõ do elemento, o ten sor das tensões em coorde 
nadas locais e globais em 5 pontos ao longo da espessura, cor ­
re spo nden tes as coor den adas s iguais a 1, 0,5, O, -0,5, -1, as 
sim como as tensões tangenciais maximas . Por fim, sao publica ­
dos os esforços normais, momentos fletores e esforços cortan­
tes calcul ad os atra ves da teoria de liminas delgadas . 

Por essa teoria, e como mostra a figura 18, pode-se 
dizer que 

= o + o " (5 . 3 .1 ) 

a 1 
I I 

+ 

h -,-

FI GURA 18 



tem-se então que 

N = o h 

e Q = 

Onde TmaX e 1 , 5 VeZeS aS ten SÕ eS t a ngenc iai S medi aS . 

Esta rotina chama as sub rot in as RITCTR, SPD, 
GETL O, SOLGEN, TETCTR 

5 .4 - Procedure RITCTR. 

6 4 

( 5 . 3 . 2 ) 

( 5 . 3 . 3 ) 

(5 . 3 . 4) 

SPOD , 

t ne sta ro t ina que se r eal i za o cãlc ul o da ma -
triz de r1g i dez e do vetor de cargas nodais equiv ale ntes para 

cada elemento. Para isso el a ne cess i ta de vãrias s ubr oti nas. 

E nela que se execu ta a técnica para to r na r vi ãvel a 
utilizaç ã o do el emento no s cas os de descontinuidade. Para isso , 
apõs a obtenção da matriz de ri gidez expan dida, ag r eg a na dia ­
gonal principal nas posições cor re spondente s a l in has e col u­
nas multiplas de 6 os valo r es O ou 1 , caso os nõs perten çam ou 
nao a diferentes planos. 

5 . 5 - Procedure SACA Rl 

Fornece as coordenad as dos nos do elemento em sua nu ­
meraçao interna . 

5 .6 - Procedure REALCO NST 

Fornece as con s t a nt e s elãsticas do material , bem como 
o seu coef i c i en t e de exp a ns ão t érmica. 
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5 .7 - Pr oced ure PA R5 

t ne l a que se deter mi na a matriz de rigidez do ele -

me nt o , exec uta a r eorga nizaçã o nodal , a expande para uma ma -

t riz 48x48, e ca lcu l a as carg as nodais equ i valentes. 

Na f i gura 19 um ma c r od iagrama ~ aprese ntado para ma i 

or clare za quan t o aos pas s os ex ec utados por esta subrotina . 

No toc ant e ao cã l cu lo das componentes da espessura,pr~ 

cede-s e da segu i nt e fo r ma . Calcu l a-se a matr i z de cosenos dire 

t ores ~ · pa r a as coo r dena das ~ e n do nõ i, e ~= 0 , i sto e,na 
sup e r f í cie m ~ di a . De pos s e da s compo nentes do versor do eixo 

z ' esta s s ão multiplicad a s pe l a es pessura do nõ , obtendo - se as 

compo ne nt es de s eja d as . 

Na r ea l idade ao se agir assim considera-se ç 

como exata me nt e normal a s uperfí c i e m ~ dia da estrut ura, e nqu a~ 

to sa be-s e que ~ ~ sõ aproxi madamente normal a ela . Por~m , este 

fato não i ntroduz er ros ma i ores no cãlc ulo das componentes,mas 

eco nom i za em mu i to o t ra ba lho de preparação dos dados . 

Aprovei t a - se t a mbém o cãlculo das matrizes ~para ar ­

ma zeni- las em um a rran j o un idimensional para sua futura utili ­

zaçao na rotação da matri z de rigidez. 

Outro f ato que merece ser desta cado e que, todas as variã ­

veis inte r ve nie nte s no pro cesso de integração num~ric a tem a 

nece s s id ade de se r em de c l aradas em precisão dupla. A esta co n­
c lus ã o cheg a ra m pes quis ado r es do CO PPE-UFRJ que trabalharam com 

ess e e l eme nto . 

5 . 8 - Pr oce dur e PAR l O 

Es t a su bro ti na ca l cula as derivadas das coordenadas 

globais da e stru tu r a com respeito a c, ~ e ç . Calcula ainda a 

matriz de r ot a ção~ · a mat r iz Jacobiana J, seu determinante 

11 ~1 1 , a ma tr i z A e os va l ores de B11 , B21 , B3i e c11 . 

Chama a su bro t ina PARl . 

5 . 9 - Pro cedure PA Rl 

Cã l c ul a as der i vad as das funç~es de interpolação em 
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INICIO 
,L 

CALCULO DAS COMPONH'TES 
DA ESPESSURA 

1 
CALCULO DAS MATRIZES DE 
ROTAÇAO ~ . PARA OS NOS 
DO EL U1ENTO . 

1 
ARMAZENAMENTO DAS MATRIZES 
DE ROTAÇOES EM u ~1 VETOR. 

1 
LOOP SOBRE OS PONTOS 
DE JNTEGRAÇAO 

-f 
--l 

'"' 
CALCULO DA MATRIZ 
DE RIGIDEZ 40x40 

L r 
_j 

REORDENAÇAO NODAL E EXPAN-
SAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ 
PARA 48x48 

1 
CALCULO DAS CARGAS NODAIS 
EQUIVALENTES 

J, 

F It1 ) 

FIG . 19 - MACRODIAGRAMA DA PROCEDURE PAR5 . 
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relaç ão as coordenadas curvelineas . 

5.10- Procedure PAR5A 

Executa o produ t o 0B. DB. que surge por diversas ve-
-- 1-- J 

zes no cãlculo da matriz de rigide z. 

5 .11 - Pro cedure PAR 5B 

Calcula a matriz ~ -. 
- 1 

5 . 12 - Procedure PAR11 

Calcula as carga nodais eq uiv alente s para a carga di~ 
tribu ida sobre os lados do elemento. Chama a subrotina PAR12. 

5.13 - Pro cedure PAR12 

Fornece os nõs que pe rtencem a um determinado lado do 
ele~er.to. 

5 . 14 - Procedure NOVARI G 

Realiza a rotação da matriz de rig idez . 

5.15 - Procedure SPD e Procedure SPOD 

Mon tam a matriz de r igidez total, armazenando-a em 
dois vetores unidimensionais. A Proced ure SPD armazena as sub ­
matrizes diagonais , enquanto a Procedure SPO D armazena a s ou ­
tras submatrizes noutro vetor. 

5 . 16 - Procedure GETLO 

Agrega ao vetor de cargas nodais equivalentes as car­
gas externas aplicadas nos nõs. 

5 .1 7 - Procedure SOLGEN 

Resolve o sistema de equaçoes utilizando o método de 
eliminaç ão de Gauss, operando com blocos de matrizes . Este sis­

tema l e va em conta a possibilidade de operar- se com matrizes 
banda e esparsas . 

Ap~s a rotação da matri z de rig i dez, deparou-se com 
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um problema de instabilidade numéri ca. Conseguiu-se soluc i onar 

a questão extendendo-se ã precisão dupla as variãveis interve­
nientes no process o de solução. 

5 . 18- Procedure TETCTR 

A fim de melhor ilustrar o procedimento para o cãlc u­
lo das tensões, achou-se conveniente traçar um macrodiag rama de 
bloco desta rotina, que esta representado na figura 20 . 

E s ta r o ti na c h ama a s s u b r o ti nas SACA R 1 , R E A L C O N S T , PAR 1 O 
e PAR5B . 

5 . 19 - Programa para Pla cas . 

O programa para o elemento de placas "FP I QD" mantem a 
mesma estrutura do que o de cascas. 

Em relação ao macrodiagram a apresentado na figura 17, 
o programa de placas não conta com as subrot inas NOVARIG e 
PAR5B , sendo que os procedimentos rem anesce ntes sofrem uma se ­

rie de simpl i ficações para se adeq uarem a formulaç ão anterior ­
mente apresentada . 

Os resul ta dos oferecidos sao os deslocamentos, e o 
t e nsor de tensões para os no s dos elementos em 5 pontos da es ­
pessura , referidos ao sistema de eixos globais, ass i m como as 

tensões tangenciais mãximas e as solicitarões considerando-se a 
teoria de placas finas . 



INICIO 

CALCULO DA MATRI Z DE 
ELASTICIDADE 

CA LCULO DAS COMPONENTES 
DAS ESPESSURAS 

LO OP SOBRE OS VALORES 
DE l; I GUAIS A 1, 0 , 5, O, 

-o ' 5 ' - 1 

CALCULO DOS ESFORÇOS CONSI 
DERANDO-SE LA MINA S DELGA­
DAS . 

CALCULO DAS 
DEFORMAÇOES 

CAL CULO DAS 
TENSOES LOCAIS 

CALCULO DAS 
TENSOES GLOBAl 

FIG . 20 - MACROD IAGRAMA DA PROCED URE TETCTR . 
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CAP1TU LO 6 -EXEMP LOS I LUSTRA TIVOS E AN~L I SE DO S RE -
SULT ADOS . 

6 .1 -E xemplo l 

Uma placa cir cul a r is õtropa, e nga s tada com um a carga 

concentrada no centro , e usad a para mos t rar a convergência pa ­

ra a solução exata de placas de lg adas . Para isso, util i za-se 

uma sér i e de malhas minimiz antes, r epresentadas na figu r a 21 . 

FIGURA 21 - MAL HAS UTILIZADAS 

A figura 22 apres e nta os dados do problema, e a f i gu ­
ra 23 os resul ta dos obtidos. 
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p p = 230.153 , 3 

~ 
R = 500 
h = 50 

E = 100 . 000 
\) = 0,3 

R 

FIGURA 22 - PLACA CIRCULAR ENGASTADA. 

Po de-se notar que a convergência se dã para um valor 
que excede em um pouco o deslo camento vertical mâximo . Isto se 
deve ao fato do elemento de pl acas considerar as deformações 
por corte, que para v =0,3 ê resp onsãve1 por um acrêscimo de 
1 , 14 %, no des lo camento do ponto centraP 7 • 

/ i'. 
-

- -- - ----
--- - --

r------- ------r Solur.~o de placa fin 

3 
' / 

7 Numero de 
Eleme ntos 

FIGURA 23 - CONVERGtNCIA PARA A SOLUÇ~O TEORICA 
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6 . 2- Exemplo 2 

Para comparar - se o comportamento do elemento de pla ­

ca em r e la ção ãs teorias de placas delgadas e espessas, tomou­

se uma placa quadrada simplesmente apoiada com ca rr egame nto u­

niformemente distribu~do, como mos t ra a figura 24. 

Usando relações entre a espessura e o lado da pla -

ca de 0,005, 0,01, 0 , 05 e 0,1, comparou-se os resultados obt i­

dos pelo programa com os calculados pela teoria de placas fi ­

nas 22, para os deslocamentos e os momento s M M ao longo de xx' YY 
uma linha que passa pelo me i o do vão . 

o 
' N 

... -
c c 

-""" -
4 c I 

- ... '-
/ 

a/2 

gnr rr [ "J 
'i': / I 

X 

FIGURA 24 - PLACA RETANGULAR COM CARREGAMENTO UNIFORMEMENTE OIS 
TRIBUTDO E MALHA UTILIZADA. 

Os resultados encontram-se nas figuras 25 e 26. 

Pod e - se observar que o elemento de placas com integra -

çao reduzida e capaz de fornecer excelentes resultados para o 
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---solução exata 

0.01 

1 . o 0.5 o 0 .5 1. 0 

wp - deslo ca mentos obtidos pelo programa 

0,004162 q 4 a /D . 

FIGURA 25 - DE SL OCAMENTOS AO LONGO DA LINHA X=O. 

1·1 yy 

CONVERGENCIA PARA A SOLU Ç~O DE PLA CAS FINAS . 

o 

_ solução exata 

r1 
XX 

2x 

0 . 5 0.5 1 . O a 

FIGURA 26 - MOMENTOS FLETORES AO LONGO DA LINHA X=O . 
CONVERGtNCIA PARA A SOLUÇAO DE PLACAS FINAS . 

2x/a 
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caso de placa s finas . 

A fim de comparar os res ultados do elemento de pl~ 

cas com os da te oria de placas espessas, utiliza-se valores de 

0,2 , 0,4 e 0 , 6 para a r a zão h/a . 

Na situação de placas espessas, os deslocamentos po ­

dem ser expressos por 17 

(5 .2.1) 

no qual Wb representa o deslocamento devido aos efeitos da fl~ 

xão calculados pela teoria de p l acas finas; e W o acr~scimo de s -
vi do ãs defo r maç ões por corte ,que , no caso de uma pl aca qua dr! 

da com carga uniformemente distribuída, e v=0 ,3, vale 

2 
w = 0,2294929 ~ s E.h 

(5 . 2 . 2) 

As relações h/a acima rela cio nadas , implicam em 

aumentos de 20,23 %, 80,62%e 182%, respectivamen te, nos valores 
do des locame nto no centro da placa . 

Os re s ult ados obt i dos foram 

h/a w wP 

0,2 o' 1 54 0,15183 

0,4 0,289 0,28693 

0 , 6 1 '3 36 1 ,32935 

sendo W o deslocamento calculado considerando-se as deforma ­

çoe s por corte, e WP o desloca mento obtido do programa. Esses 
r es ultados estão representados na f i gura 27. 
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(-z__ o. 4 

~------~----~~----~------~------~-------~--------+------~ 2x/a 
1.0 0 . 5 o 0 . 5 1 . o 

FIGURA 27 - DESLO CA MENTOS AO LONGO DA LINHA X=O. 
CONV ER GENCIA PARA A SOLUÇAO DE PLACAS ESPESSAS. 

6.3 - Exemplo 3 

Para testar a convergência do elemento de casca, cal ­
cu lou-se a energi a de defo rmação de uma p l aca quadrada simple! 
mente apoiada, com carga distribuida uniformemente, que i ex -

pr essa por22 

32 a6g 2 00 00 l v = L: L: (5.3.1) 
-rr8 D m2n2 2 n2)2 m=l n=l (m + 

tomando os c in co primeiros termos da sêrie, obtim-se 

a 6 q 2 v = 0 , 0008512 - (5 . 3 .2 ) 
o 

para os dados da plac a e~ estudo , apresentados na figura 28 , 
temos que V= 851 ,2 kgf.cm. 
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Esse valor~ com~arpdo com os ohlidos pelo 
através de uma série de malhas minimizantes, no qual 
a expressao da energia de deformaçao dada por: 

programa,. 

se utiliza 

(5.3 . 3) 

Os r es ultados obtidos estao indicados na figura 29, e 
estão a confirmar o bom comportamento do elemento no que tange 

a sua co nv e rgênci a pa r a a solu ção teórica . 

q 
E 1 2 X 106Kgf/cm 2 

jJÔ111Ufui 
: 

_c o \1 = 
I 

2 + q Kgf/cm = 
1/ '!. 1'/1 h = em 

a a = 100 em 

FIGURA 28 - PLACA RETANGULAR. CARACTERISTICAS GEOMtTRICAS E DO 
MA TER IAL . 

v 

4 1 6 

- ~energia de 

deformação 
calculada 

nQ de elementos 

FIGURA 29 - PLACA APOIA DA COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBU!DA . 
VALORES DA ENERGIA DE DEFORMAÇAO. 
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6.4 - Ex em pl o 4 

Esse e um teste t1 pico no estud o de cascas, pois ten ­

soes de membrana e f l exão são nele significativas, estando pr! 

sente na maioria das refe rên cias bibliogrãficas, e foi analisa 

do primeiramente por A.C . Sco r delis e K. S . Lo 2 1 . 

Consi ste em uma casca ci lfndrica sem vigas laterais, 

apoiada em diafragm a s rTgidos nas suas ext r emidades, com carr! 

gamento peso-pr6prio. A figura 30 fornece as caracterTsticas 

geométric a s e f f sicas do problema, bem como a ma l ha utilizada . 

z 

Espessura = 0,25 ft 

E = 4,32 X 10 8 lb/f t 2 

v = o 
peso pr6prio= 90lb/ft2 

FIGURA 30 - GEOMETRIA E MATERIA L DA CASCA CIL1NDRICA, E MALHA 
UTILIZADA . 

Os resultados sao comparados com o elemento CPRS11 3 , 

que possui forma retangular, com quatro pontos nodais . Sua ma­

triz de rigidez e con s tit u1 da pelo acop l amento da matriz de um 

elemento de esta do plano de tensões, no qual os deslocamentos 
variam, segundo polin6mios i ncompletos de segundo grau, com a 

de um elemento para placas delgadas em f l exão , onde w varia com 
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um polinômio incompleto de qu ar ta ordem . A malha utilizada pa ­

ra este elemento é 4x4 . 

As figuras 31 e 32 mos tram os res ultados obt i dos para 
os deslocamentos verticais ( w} da seçio BC, e os longitud i-

nais, (v) para a seção AO. 

o . 1 

20 40 
o -t-----'~--t---------1 --~ cj; 

- o. 1 

- 0. 2 

- 0 . 3 

CG I Q1(2x2.} 
'V CPRS1(4x4) 

FIGURA 31 - DESLOCAMENTOS VE RTI CA I S PARA A SEÇAO BC . 

Na tabela 1, comp a ra- se os resultados obtidos pelo 
programa com a solu ção teõri ca2 1 . 

Os resultados para os momentos trans ver sais e longit~ 

dinais, assim como para os es forços longit ud i nais, estio repr~ 
sentados nas figuras 33 , 34 e 35 . 

TAB ELA l - De s l ocamentos ( ft}, Esforços Normais(Kips/ft) , e Mo ­
mentos fletore s( f t . kips/ft) 

CGJQ l - 2,974 4,536 - 1 , 234 -1, 56 7 78 , 27 -0, 712 2,23 3 

EXATO -3,086 4 , 375 -1,261 -1, 636 77,00 -0 , 927 2 , 353 
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Os resultados , conseguidos atrav~s de uma malha pouco 

re f inad a pelo elemento quadrâti co , co rroboram co m a conclus ão 
obti da por Zienkiew i cz 2 ? "Com a completa redu ção da ordem de in 
teg ra ção, o elemento mostra uma convergência ma i s rápida e de 
maior exatidão que qualquer outro atê aqui utilizado" . 

V(FT) 

0 . 003 

-0.005 

-0 . 010 

-0 . 013 

20 

--6-- CGIQl 
v CPRSl 

FIGURA 32 - DESLOCA MENTOS LONGITUDINAIS PARA A SEÇAO AO. 

6 . 5 - Exemplo 5 

Para verificar-se o comportamento do elemento de cas­
ca em problemas onde haja de scontinuidade da superffci e media, 

analisou-se uma folha poliédri ca, testada experimenta l mente por 
Gaafar. 

Nas referências 6 e 13, encontra-se uma descr i ção do 
modelo, bem como uma compara çao entre os resultados experimen ­
tais e os obt idos pelo mêtodo dos elemen~os finitos . 

A simetria, quanto ã geometria e carga, permite anali ­

sar apenas uma quarta parte do modelo , que está representada na 
figura 36 . 





40 

KIPIFT 80 

114 1 I 2 

O r--------+--------+----) Y I L 

e 

N yy 

FI GURA 35- FORÇAS LONGITUDINAIS PARA O BORDO LIVRE ( ~ = 4 50) . 
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A malha utilizada para o elemento CGIQl ê apresenta ­
da na figura 37 . 

Os desl ocamentos verti cais e horizontais para os pon ­

tos da seção transversal AB, e os deslocamentos verticais para 

o bordo horizontal livre estão representados nas figuras 38,39 
e 40 . 

Pode-se ver ifi car a grande aproximação dos resultados 
obtidos pe l o mé todo dos elementos finitos com os experimentais . 

As tensões normais l ong i t udinais para a s eç ão AB es­

tã o represen tadas na figura 41; bem como mostra-se, respectiva ­

men te nas figuras 42 e 43, os nõs da seção transversal AB, e 

os diagram as das ten sões para estes nõs a partir dos valores 

para os vãrios pontos ao lon go da espessura . 

Os momentos fletores para a seção do meio do vao es ­

tão mostrados nas figu ras 44 e 45. Apesar de se dispor apenas 
de um valor exper imental para o momento, pode-se observar que 

o valor obt i do pel o elemento CGIQl, estã dele muito prõximo, 
situan do-se entre o va l or obtido experimentalmente e aqueles 

obti dos pela "slab-plate theo ry"G . 

ESCOLA DE ENGENHARIA 
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DADOS: 

E= 10,6x!06
p.s.i 

v :;. 0,333 
t = 0 . 13" 

FIGURA 36 - GEOM ETR IA E MATERIAL DA FOLHA POLltDRICA. 
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FIGURA 37 - MALHA UTILIZADA . 

Seção 
AB 
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o 

-3 

-g 

_1 2 

o 

--~y 

o C G I Q 1 t1 A L H A 6 x 3 
O CPRS 1 t1ALHA 6x4 
~ CPTH1 tlP. LHA 12x8 

E X P E R I f1 E N TA L 

FIGURA 38 - DESLOCAMENTOS VERTI CAIS PARA A SEÇ~O AB . 

7 . 5 

1 5 

22 . 5 

30 

v( 1o- 3 ) 

~------------~-------------------~----~--~ y 

~ 
o 

• 
e CGIQ 1 
o EXPE R I ~ENTAL ° CP RS l 

FIG URA 39 - DESLOCAMENTOS LONGITUDINAIS PARA A SEÇAO AB. 
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O CPRS l 
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FIGURA 40 - DESLOCAMENTOS VERTI CA IS PARA O BORDO HORIZONTAL LI 
VRE 

1 o 

5 
"'· 

-!-----}) y 

-5 
- o - CGIQ1 
- ·9- - E X PER I ii E N TA L 

O -·- CPRS1 

-10 

FIGURA 41 - TENSOES o x PARA A SEÇAO AB. 
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FIGURA 42 - NOS DA SEÇAO TRANSVERSAL AB. 
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NO 67 

NO 69 

l 

. .7 
] 

NO 71 

-1.257,13 I 
I 

-1.026,32 I 

~ 795,51 
564,70 
333,89 

NO 68 

-1.221,45 I 
-1 . 003,50 

+ 785, 55 

567,9 
349,64 

891,14 

850,12 
809,26 
76 8,31 
727,37 

1------.--~ 

NO 7 3 

NO 70 

NO 72 

477,23 

431,33 

385,44 
339 , 55 
293,66 

87 

-1.248 , 74 

-1.026,12 

803,50 
580,87 
358,25 

- 1 80 , 6 5 

89,69 
1 • 30 

9 2, 30 
183,29 

694,67 

644,32 
593 , 97 
543,62 
493,27 

FIGURA 43 - DISTRIBUIÇAO DAS TENSOES ox PARA OS PONTOS DA SE ­
ÇAO AB. 
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SLAB-PLATE THEORY 
E X P E R I f1 E ~· TA L 
C CQ I 1 
CPRS1 

\:-'4---- - ._ -

y 

FIGURA 44 - MOMENTOS M PARA A SEÇAO AB . 
XX 

1 . 

O. 

t~ 
YY 

------~ 
r---o-- --a \ 

\ 
\ 

\ 

~ 

-+----1----t----- I 

- o. 5 

FIGURA 45 - MOMENT OS Myy PARA A SEÇAO AB . 

88 



89 

6.6 - Exemplo 6 

Analisou-se tambem um parabolõ i de hiperbÕlico com to 

dos os seus lados engastados, e sujeito a uma carga uniforme­
mente distribufda. A geometr ia e as propriedades do material 
estão dadas na figura 46 . 

Es se tipo de estrutura tem sido ana li sada por diver ­
sos i nvest i gadores. Os result ados encontrados pelo elemento 
CG I Ql são comparados com os fornecidos pelas referincias 7, 8 

16,18,20 e 25 . 

A tabe l a 2 mostra os resultados para o deslocamento 
vert i cal do po nto ce ntral, obtidos por diversos elementos uti ­
li zan do uma mesma malha 4x4; a tabela 3 apresenta os valores 
para o momento no e ngaste de uma linha centra l. 

As f i guras 47 e 48 mostram os resulta dos obtidos para 
os des l ocamentos vert i ca i s e momentos f l eto res M , ao l ongo 

XX 
da l i nha Y=O . 

TABELA 2 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA O CENTRO (l0 - 3in) 

Elemento CG IQ l LAURSEN
16 DHATT B DHATT 7 WOLF 25 

w 8' 16 8,889 8,824 8,94 8,88 

TABELA 3 - MOMENTO M NO ENGASTE PARA O PONTO X=~ a E Y =0 
xx (lb . in/in). 

Elemento DHAT1 7 ~~OLF 25 CHETTY 20 e PECKNOLD 20 e CGIQ l CPRS11 3 

TOTTENHAM SCHNOBRICH 

~1 
XX - 2' l 8 - 2,62 -2 ,438 - 2) 1 5 -1 '9 8 - l ) 3 7 



-
X 

/ 

/1-
/1 

z 

a= b=6 , 46 in 
t=0, 25 in 

f= 1 ,305 in 
v=0,3C) 

E=5xlo5 lb/in 2 

q=l ,O lb/in 2 

FIGURA 46 - PARABOLOIDE HIPERBOLICO . 
GEOMETRIA E MATERIAL. 
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o 
2 

4 

6 

8 

1 o 

1 2 

14 

-3 
~~ ( 1 o p o 1 ) 

o 1/4 
1 -

1/2 3/4 

* CGIQ1 t~ALHA 8x8 

_ _. _ C G I 111 t·1 A L H A 2 x 2 
~CGIQ1 MALHA 4x4 

'V C P R S 1 t1 A L H A 4 x 4 
- -o--RE F. 18t·1AL HA 4x4 

x/a 

FIGURA 47 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS PARA A LINHA Y=O. 

i~ x x ( 1 b . i n I i n ) 

2 

r 

- 1 

0,5 
-r ~ ->x/a 

-4J-- CGIQ 1 MALHA 4x4 
'V CP R S 1 11 A L H A 4 x 4 

-- o--r.cF.25 t:IALHA 4x4 
- ·....-·- REF. 7 ;.JALHA 8x8 

+ C G I Q 1 t1 A L H A 8 x 8 

FIGURA 48 - MOMENTOS FLETORES AO LONGO DA LINHA Y=O. 
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6 .7 - Tempos para a formação da matriz de rigidez . 

Não re alizou -se nenhum esforço no sentido de tentar di 

mi nu ir o tempo de processamento dos do is pr ogramas, o que por 

certo serã feito quando de suas i mplementações no LORANE . Mas, 

achou-se necessã rio informar quanto ao tempo que atualmente con 

somem. 

No que tan ge ao temp o para a formação da matriz de rf­

gidez, o programa para pl acas estã levando em média 4,3 segun ­

dos por elemento, enquanto o de cascas consome 28 segundos em 
m~dia por elemento . 

Para uma placa retangul ar, uma malha com 16 elemento s 

do tipo "FPRNC" 1 2 gastou 8,67 segundos para montar a matriz de 

rfgidez, enquanto que uma malha com 4 e l ementos "FPIQD" levou 

19,37 seg undo s . 

No exemplo da fol ha poli~dri ca tem-se os seguintes tem 
pos 

NQ de elemen tos e lemento tempo total para 
a formação da ma 
tr iz de rigidez­
(em segundos) 

18 CGIQl 478,15 

48 CPTH l 70 , 21 

24 CPRSl 19,07 

tempo por elemen -to. 

26,56 

1 '4 6 

0 , 79 

Desenvolveu -se para o caso particular de cascas finas 

um programa no qual ignorava a in fl uência da espessura . Com 

isso, to rnou-se vi ãve l integrar explfcitamente a matriz de rigl 
dez do elemento na direção norm al a superficie média . 

Atrav és desta s i mplificação conseguiu-se jã uma notã ­

vel diminui ção no te mp o de computação . Com a eliminação de uma 

integração o elemento passa a consumir 10,26 segundos por ele -



menta . Talvez seja ~ste o caminho mais 16gico para a 
destes casos part i culares de problemas. 
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solução 

o que não se pode e julgar os elementos isoparamêtr i-
cos apenas a luz do tempo por ele consum ido, jâ que trata-se 
de um elemento de alta ordem, e de gra nde potencialidade . 
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CAPITULO 7 - CONCLUSOE~ E RECO MENDA ÇO ES 

Dos exemplos, pode-se afirm a r qu e os e l eme n tos "FPIQD " 
e "CGIQl" situam-se entre os mais prec i s os na sol ução de pl a ­

cas e cascas. Soluções com uma de s e j á ve l exa t idão fora m ca nse -
guidas, a despeito de malhas pou co r e f i na das . Is s o ass oc i ado 

as suas capacidade s de repres e nta r em as ma i s var i a das fo rm as ge~ 

métricas, lhes conferem uma pote nc iali da de qu e po ucos e l emen t os 
possuem . 

O volume de resultados que os progr amas a pres entam 

concorrem para tornar ainda mai s f ãc il o traba lh o posterior de 

dimensionamento da estrutura. 

Ficou eviden c iado para esses e l ementos, que o sim pl es 

expediente de redu çã o da ordem de in tegração, possibil i ta a ob ­

tenção de soluções convergente s pa ra problemas de placas e cas ­

cas, tanto finas quanto espe ssas . 

Deve-se salienta r t ambé m os bons res ul tados obtido s 
pela utilização da t écnica de scr i ta na seção 3 . 5, para cascas 

que possuem descontinuidade s das normais ã superfície mé di a . 

Uma atenção espe c ial deve ser da da para a redução do 
tempo de computa ção desses eleme ntos . Para 

derar a matriz B constituída de uma mat r iz 

~ e de uma matri z ~ ~l que e li near em ç , 

i sso , pode - se cons i ­

B i ndependente de 
- 0 
portanto B = ~ 0 + ç~ 1 . 

A matriz K resume-se a 

K = I BT D'B dv 
v- o - - o + ( 7 . 1 ) 

jã que os t ermos lineare s em ç se anu l am ao realizar-se a inte ­

graçao através da espes s ura. 

Integra ndo-se, em relação a ç , a equaçao anterior as ­
sume a s eg ui nt e form a 

+ 2 

3 
( 7 . 2) 
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Embora essa aproximação seja razoãvel, ela nos forn! 

ce resultados errados para cascas de gran de espessura .I sto se 

c1 e v e a o f a to d a v a r i a ç ã o d e ~ com :.. n a o rn t1 i s p o de s e r n e g 1 i -
genc i ada . 

Essa aproximação foi introduzida no elemento CGIQl, 
obtendo-se uma redução no tempo de comput ação necessãrio a 
formação da matriz de rigidez, da ordem de so · (ver seção 6 . ~. 

Para conseguir-se uma diminuição ainda maior no tem­
po de computaç ão , po de- se adotar a formulação econômica propo~ 
ta por Zienk iewicz 27 , que anula os termos A31 e A32 da matriz 
~ referida na seção 3.4, que são da ordem de 10- 2 a 10- 4 con­

forme a casca for, respectivamente, de curvatura dupla ou sim 
pl es . 

Pode-s e dar uma maior general idade aos elementos, es 
t endendo - se a sua aplicação para materiais anisotr6picos, e 

para construç ões não-homogêneas, como~ o caso de est ruturas 
do tipo "s andwi ch" . 

Para atender a esse Gltimo caso , pode-se proceder de 
duas maneiras distintas . A primeira ? , res ume- se un i c amen te~ 

considerar a matriz de elasticidade O' como uma função de r, . 

A segundas , não requer nenhuma modifi caçã o na matriz O', con­
t inu ando-se a utilizã-la como se a estrutura fo sse homog~nea, 
s6 que com uma espessura i gual a 2h, onde h i por exemplo a 

espessura do revestimento, como mostra a figur a 49 . 

h 

c 

h 

FIGURA 49 - ESTRUTURA DO TIPO SANDWICH . 
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Com isso, a rigidez a flexão e subestimada, e para 

corrig i- la multiplica - se a contribuição de ~IQ ' ~l da expressão 
(7 . 2) pelo coefic i ente . 

= 

onde c>>h. 

Deve-se, também , multiplicar os termos o44 e o55 da 
ma t riz de elasticidade por c/2h , assim como as deformações cau 
sadas por flexão pelo fator (c+2h)/2h . 

Como conti nuaçã o desse trabalho, pode-se desen volver 
um elemento, utilizando-se a mesma formulação, porem simplifi ­
cada , para atender aos problemas de cascas axi-simetricas. 
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