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SINOPSE

Este trabalho apresenta a otimizacao de porticos multi
plos pelo metodo da combinacao dos mecanismos. 0 problema e for-
mulado como um caso de programacao linear. Sao considerados por-
ticos de um andar com o numero de vaos variando de um a cinco.
Dois tipos de carregamento sao utilizados: fixo e variavel repe-
tido. 0 criterio de resistencia a flexao governa o projeto, des-
prezando-se os efeitos da flambagem, de forca normal, de forca
cortante, etc. 0 objetivo fundamental e fazer uma comparacgao
entre os resultados obtidos considerando-se os dois tipos de car
regamento independentemente. A funcao objetivo e o peso da estru
tura expresso como uma combinacao linear dos momentos plasticos
das barras da estrutura. As variaveis de projeto sao: A) 0 mo-
mento plastico dos pilares e B) o momento plastico das vigas. As
solugcoes sao obtidas atraves da sub-rotina simplex.
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SYNOPSIS

This work presents the optimization of multi-bay fra
mes using the combination of mechanisms technique. The problem
is formulated as a linear programming problem. It deals with
one story and one to five bays plane frames. Fixed and varia-
ble repeated loading are considered. The governing criterion is
that of flexural strength, neglecting the effects of buckling,
normal force, shear force, etc. The main objective is to compa
re the results obtained by the two loading type acting indepen
dently. The objective function is the structural weigth given
as a linear combination of the members' plastic moments. The
design variables are: A) the plastic moment of the stanchions
and B) the plastic moment of the beams. The solutions are found

making use of the simplex procedure.
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1. Introducao

1.1 - Escopo dos metodos plasticos

No fim do seculo passado, baseados no trabalho pio-
neiro de Navier, alguns autores como Maxwell, Mohr, Castigliano
e outros, desenvolveram os hoje chamados método classicos daana
1ise elastica. Seguindo a lei de Hooke, estes metodos eram efi-
cientes porque, inicialmente, sendo aplicados apenas a treligas
de madeira, nao apresentavam dificuldades adicionais.

Porem, no inicio do presente seculo, se tornou comum o
uso do concreto armado e do ago, materiais que usados em estru-
turas de barras, permitem ligacoOes mais rigidas entre membros,
possibilitando a transmissao de momentos para toda a estrutura.
Foram, entao, desenvolvidas tecnicas adequadas para a analise
deste tipo de estrutura. Apesar dos esforcos, os novos metodos
nao eram eficientes para estruturas com grau de indeterminacao
estatica elevada, proporcionando ao calculista trabalho demasia
do.

Em vista disso e das excessivas simplificagoes que sao
necessarias para a aplicacao dos processos elasticos, fugindo a
realidade, desenvolveram-se os metodos plasticos com o objetivo
de estabelecer procedimentos mais economicos e mais racionais
para a analise estrutural.

Por outro lado, alem dos motivos supra, a capacidade
de carga de uma estrutura hiperestatica, cuja solicitacgao predo
minante seja a de flexao, raramente e esgotada quando a secao
mais solicitada entra em escoamento. Excluida a possibilidade de
flambagem, o colapso da estrutura se dara quando varias secoes
se plastificarem simultaneamente, dependendo, & obvio, do nume-
ro de redundantes. Este tipo de ruina e chamado colapso plasti-
co e cada secao ao se plastificar da origem a uma rotula plasti
ca. A possibilidade de utilizacao de uma estrutura alem do seu
limite elastico esta ligada a ductilidade do material que a com
poe.

Estruturas constituidas de material dictil geralmente
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possuem uma reserva de resistencia acima da carga de escoamento,
a qual nao pode ser utilizada quando se adotam processos elasti-

CO5:.

0s calculos baseados nos criterios de plasticidade sao
muito mais simples que os correspondentes elasticos para a anali
se da mesma estrutura. Esta simplicidade analitica € uma notavel
vantagem dos metodos plasticos, pois implica que esses nao neces
sitam de tantas simplificagoes como nos metodos elasticos.

Mesmo com o advento da era da computagao, a vantagem
dos métodos plasticos nao se diluiu; problemas de otimizacao na
area da plasticidade sao abordados com mais frequencia e facili-
dade, tornando mais amplo o dominio dos metodos plasticos. Ainda
com relacao ao uso dos computadores, os metodos plasticos sao
atualmente abordados atraves da programacao linear, dando mais
uma mostra da sua versatilidade.

1.2 - Historico

Embora o comportamento de vigas carregadas além do regi
me elastico tenha sido estudado muito mais cedo, aparentemente,
Baker! foi o primeiro a imaginar que a teoria plastica simples
seria uma maneira de simplificar e racionalizar o calculo das es
truturas mais complexas. Para tanto, apresentou em 1949 um meto-
do para calcular a carga critica em porticos com mais de um vao:
o metodo das tentativas.

Segundo Neal?7as primeiras publicacoes sobre a utiliza-
cao da ductilidade dos metais foram devidas a Kazinczy, na Hun-
gria em 1914, notando o pesquisador que uma viga bi-engastada en
trava em colapso apenas quando tres secoes transversais haviamse
plastificado, comportando-se como articulacoes. A partir de entao
houve um forte crescimento de interesse a respeito dos metodos
plasticos, salientando-se Maier-Leibnitz em 1928. Este notavel
pesquisador realizou testes e apresentou interpretacoes teoricas
que colocaram, pela primeira vez, os métodos plasticos numa fir-
me base quantitativa.

Ate ser publicado o metodo das tentativas de Baker!, to
da a base do calculo plastico era tida como intuitiva. Faziam-se
necessarios fundamentos matematicos, sem os quais nenhuma teoria
se desenvolve. Surgiram, entao, nomes como Greenberg e Pragerl®,
Horne3, Massonet?® e outros para colocar os metodos plasticos so



near; as solucoes foram obtidas atraves da sub-rotina simplex.

Alem dos mencionados, outros pesquisadores®,10, 11 17

2
28 29 muito contribuiram para o progresso da teoria plastica
no campo da otimizacao estrutural, porem, o mundo ainda se en-
contra no limiar desta era que podera revolucionar todo o calcu

lo estrutural.



2. Hipoteses Basicas

2.1 - 0 conceito de rotula plastica

0 objetivo fundamental dos métodos plasticos € predi-
zer para que cargas uma determinada estrutura entrara em colap-

SO.

Supondo carregamento proporcional, uma estrutura com-
porta-se elasticamente ate que a fibra extrema de sua secao mais
solicitada entre em escoamento, nao sendo mais valida, a partir
dai, a teoria elastica. E, entretanto possivel analisar o com-
portamento desta estrutura, suposta carregada alem do seu limi
te elastico, atraves da teoria plastica, desde que certas idea-
lizagoes sejam feitas. Em geral, nota-se que com o crescimento
das cargas a secgao mais solicitada se plastifica rapidamente,
transmitindo um momento fletor maior que o momento que causou o
primeiro escoamento. Ao se plastificar totalmente a secao com-
porta-se como uma rotula, sofrendo apenas movimento de rotagao,
com o momento fletor mantendo-se constante. A rotula em ques-
tao e chamada rotula plastica e o momento fletor que ela trans-
mite e o momento plastico. Uma hipotese fundamental da  teoria
plastica € que uma rotula plastica pode sofrer rotacoes de qual
quer magnitude desde que o momento fletor permaneca constante
no seu valor plastico.

Se a estrutura for uma viga de acgo, bi-apoiada, carre
gada no centro, como mostra a figura. 2.1(a), a segao mais soli
citada esta sob a carga; plastificada, esta secao da lugar a uma
rotula plastica e a deflexao cresce indefinidamente sob carga
constante, desde que seja desprezado o acréscimo de resistencia

do material, como mostra o diagrama carga-deslocamento da figu-
ra 2.1(b).

0 assumido aumento indefinido da deflexao sob carga
constante e chamado de colapso plastico e a carga que o causa &
a carga de colapso plastico, Wc.

0 fato da rotula plastica transmitir um momento fletor
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constante e definido implica que o mecanismo de movimento somen
te aparece quando a carga e tal que produza este momento na ro-
tula.

0s metodos plasticos devem ser usados somente quando o
critério governante do projeto € o colapso plastico. Existem ca
sos cujo problema principal e o de evitar outros tipos de ruptu
ra; € implicitamente assumido que nenhuma parte da estrutura se
rompera por flambagem antes que a carga de colapso plastico se-
ja atingida.

Os problemas de flambagem foram amplamente abordados
por Baker3, que apresentou regras para que 0S MesSmMOS nao 0cor-
ram antes que seja atingida a carga de colapso plastico.

2.2. Relagao tensao-deformacao para aco doce

A figura 2.2(a) mostra o diagrama tensao-deformacao de
um corpo de prova de aco doce ate sua ruptura, atraves de um en
saio simples de tracao.



G
A N
C
d
a Gu .
n /E/
b
4 Go |- |r = : ——————
I I
| |
EI |
| f =
| [
. 1 | ~
o £ = b Eo Es E:
(a)- Diagrama tensdo- (b)- Periodo de escoamento

deformagdo
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A relacao € linear no periodo elastico ate que seja al
cancada, em a, a tensao de escoamento superior. A tensao entao
cai bruscamente para a tensao de escoamento inferior e a defor-
magao aumenta, a tensao permanecendo constante, ate o ponto b,
de maneira puramente plastica. Alem de b, sao necessarios incre
mentos na tensao para produzir novas deformacoes, e o material
experimenta o "encruamento”.

Eventualmente a tensao maxima € atingida em c. Devido a estric-
¢ao no corpo de prova, a tensao decresce a partir de c, ate que
ocorra a ruptura, em d.

Do ponto de vista da plasticidade o periodo de escoa-
mento oab € o de maior interesse. Na figura 2.2(b) ve-se o pe-
riodo de escoamento com a escala de deformacoes ampliada, ja
que em b a deformacao € geralmente da ordem de 1%-2%. Nesta fi-
gura a linha oa representa o modulo de Young, E, e a inclinagao



da porcao inicial que experimenta o encruamento e definida como
Es, a partir de b. Se a tensao for reduzida depois do escoamen-
to, uma relagao tal qual ef & observada; a inclinacao inicial e
o modulo de Young, e o desvio da sua linearidade no descarrega-
mento e devido ao efeito Bauschinger.

Se a tensao for aumentada novamente depois de reduzida
desta forma, o escoamento se dara ao ser atingida a tensao de
escoamento inferior, ao longo de eb. Isto mostra que o encrua-
mento do aco destroi a tensao de escoamento superior, a qual
somente reaparece apos tratamento termico.

A teoria plastica simples negligencia o encruamento e
o efeito Bauschinger, levando a uma relacao tensao-deformacao
como a da figura 2.3(a).

Alguns acos, chamados do grupo B, nao apresentam a ten
sao de escoamento superior pois sao previamente trabalhados a
frio; assim, desprezando esta tensao, chega-se a relagao plasti
ca ideal apresentada na figura 2.3(b).

0s erros introduzidos com estas simplificacoes sao minimos nao
afetando de maneira consideravel o valor do momento plastico.

2.3. - Flexao elasto-plastica e momento plastico

Para uma viga de determinada secao transversal, homoge
nea, a relacao entre momento fletor e curvatura alem do limite
elastico pode ser derivada da relacao tensao-deformacao desde
que as hipoteses usuais da teoria da flexao sejam observadas:

A flexao se da por pares situados nas extremidades da
viga, de forma que nao haja esforco de corte nem forca axial.

As deformacoes sao pequenas, negligenciando-se outras
tensoes a nao ser as longitudinais.

A relacao entre a tensao longitudinal e a deformacao &
identica ao caso da tracao simples.

As secoes planas permanecem planas apos a deformacao.

Alem disso sera assumido que a relacao tensao-deforma-
¢ao € do tipo plastico ideal mostrado na figura 2.3(b), sem ten
sao de escoamento superior, sendo a relacao obedecida individual-



mente por cada fibra longitudinal da viga, suposta livre de
quaisquer tensoes residuais. A analise sera simplificada consi-
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deravelmente se a secao transversal for simétrica com respeito
ao eixo contido no plano de flexao. Isto acontece em muitos ca
sos praticos com o plano de flexao sendo vertical.

Uma viga, inicialmente reta, sujeita a momentos extre
mos M, se deforma num arco de circulo de raio R e diz-se que
k=1/R e a curvatura da viga. A secao retangular desta viga &
mostrada na figura 2.4(a) com M atuando em torno do eixo x.

Sendo o, a tensao de escoamento inferior, a figura 2.4
(b) mostra a distribuicao de tensoes quando o, € atingida na fi
bra mais afastada. Na figura 2.4(c) um incremento no momento
atuante causou a plastificacao de uma parte da secao modifican-
do a distribuicao de tensoes, enquanto que na figura 2.4(d) ve-
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se a distribuicao de tensoes quando toda a secao estiver plas
tificada.

0 momento fletor correspondente @ distribuicao de ten

-

soes da figura 2.4(c) e:

2
M= lcobz &z + o,b g . Z 4 * Z = b 2 . -22| ¢
2 3 4 4 3 ?
(2.3.1)
Com z = g a tensao distribui-se elasticamente em to-

da a secao e M=My e o momento de escoamento, o maior momento
que a secao pode suportar antes de escoar.

Tem-se, substituido em (2.3.1)

= A gyt _
My = . bd“a, ou My = 7_(!” £2 . 3.2
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onde Z e o conhecido modulo elastico da secao

Com z = 0 a secao estara totalmente plastificada;subs-
tituindo em (2.3.1), vem:

M = 7 bd%,  ou M. = Z.o (2.3.3)

onde Zp € o modulo plastico da secao e Mp representa o momento
plastico.

0 momento plastico pode ser obtido diretamente. A figu
ra 2.5 mostra uma secao transversal com um unico eixo de sime-
tria contido no plano de flexao que e vertical. Como a resultan
te das forcas axiais deve ser nula, se a secao estiver totalmen
te plastificada, a linha neutra, nesta ocasiao, devera dividi-
-la em duas areas igquais.

Sendo A a area total da secao e ;1 e y? as distancias
dos centroides das semi-areas a linha neutra, o momento plasti-
co sera dado por:

Moo= 3 A (T, + T,) (2.3.4)

E o modulo plastico por:

2= 5 AT+ ¥2) (255

A razao entre o momento plastico e o momento fletor de
escoamento e definida como fator de forma, v, tal que:

- P
v= oofo= TP [2.3.6)

A base de todo o calculo plastico esta sumarizado na
figura 2.6, a qual mostra a relagao entre momento fletor M e cur
vatura « para uma viga de rigidez EI e momento plastico M £ a
relacao momento fletor-curvatura ideal.
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Se uma estrutura estaticamente indeterminada for subme
tida a um carregamento proporcional, a formacao da primeira ro-
tula plastica nao causara, geralmente, o colapso plastico. No-
vos incrementos de carga poderao ser efetuados com rotulas p]EE
ticas formando-se sucessivamente até que, finalmente, sejam su-
ficientes para permitir a formacao do mecanismo de movimento.



13

Conhecido o mecanismo de colapso tem-se condigoes de
determinar diretamente a carga de colapso plastico da estrutura,
tanto por um procedimento estatico como por um cinematico.

2.4 - 0 principio dos trabalhos virtuais

0 principio dos trabalhos virtuais para estruturas en-
volve sistemas de forgas (cargas e momentos fletores), que sa-
tisfacam as condicoes de equilibrio e sistemas de deslocamentos
(deflexoes, curvaturas e rotacoes), que satisfagam as condigoes
de compatibilidade, tomando a forma:

1P § =/ Mxds + Mo (2.4.1)

Satisfazendo as condicoes de compatibilidade, basta a
aplicacao da equacao (2.4.1) para que as condicoes de equili-
brio sejam satisfeitas e vice-versa. Em outras palavras, pode-
mos eleger um sistema de deslocamentos arbitrario porem compati
vel, e, com a aplicacao da equacao dos trabalhos virtuais obter
um sistema de forcas equilibrado e vice-versa.

Como o presente trabalho nao se preocupa com deflexoes
interessa apenas a aplicacao do principio para deslocamentos vir
tuais.

Para a viga bi-engastada da figura 2.7(a) a equacao
(2.4.1) pode ser escrita:

E P %= £ Mu* (2.4.2)

As rotulas inseridas nao sao plasticas, apenas foram
introduzidas para permitir pequenos deslocamentos que realmente
existem, enquanto que os membros entre as rotulas permanecem re
tos. Desta forma x e sempre zero, figura 2.7(b), e o primeiro
termo do segundo membro da (2 4.1) desaparece.

No que se segue, uma convencao de sinais sera usada
para momentos fletores, curvaturas e rotacoes. Momentos fleto-
res positivos tracionam as fibras adjacentes a linha tracejada
da figura 2.7, enquanto que curvaturas e rotacoes positivas cor
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respondem a deformacoes de tracao nas mesmas fibras.

(a)- Vigo bi-engostada

FIG.

(b)- Deslocamentos virtuais

2a 7

Para a viga em questao tem-se aplicando a (2.4.2):

V. oy = M (-0) + M, (20) + M3 (-0) (2.4.3)

cancelando 6 vem:

V_22 = "Ml +2M2"
Esta e a equacao de equilibrio
portando se o comportamento da

te plastico. A equacao (2.4.3)
do material.

Supondo que a viga da
coes 1, 2 e 3 transformando-se
e M3 seriam o momento plastico

Ve _ .y
- = (<M.} + 2M, - (

M (2.4.4)

que deve ser obedecida, nao im-
viga for elastico ou parcialmen-
e independente das propriedades

figura 2.7 se plastifique nas se
num mecanismo, os momentos M,,M,

Mp, e a (2.4.3) seria escrita:

M) (2.4.5)
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ou

%; = 4 U (2.4.6)

V seria, entao, a carga de colapso plastico NC:
M
W, = 8- (2.4.7)

Desta forma a equacao dos trabalhos virtuais pode ser
utilizada para determinar a carga de colapso plastico de uma es
trutura, alem de determinar sua analise estatica completa.



3. Teoremas Fundamentais

3.1 - Introducao

No capitulo anterior mostrou-se que conhecido o meca-
nismo a carga de colapso plastico pode ser calculada facilmente;
porem, sao poucas as estruturas que fornecem a possibilidade de
um so mecanismo. Na maioria dos casos haverao varios mecanismos
e dentre todos & preciso selecionar o mecanismo real. Alguns
teoremas auxiliarao na procura do mecanismo.

Assume-se que Mp e uma constante definida para cada

membro nao dependendo da forca cortante nem da forga axial.

3.2 - Teoremas
3.2.1 - Teorema estatico

Uma distribuicao de momentos fletores e dita es-
taticamente admissivel quando satisfaz todas as condigcoes de e-
quilibrio estatico em relacao a um conjunto de cargas externas
prescritas; se esta distribuicao de momentos fletores nao exce-
der o momento plastico em nenhum ponto, alem de estaticamente
admissivel, sera segura. Para que uma estrutura seja capaz de
suportar um dado conjunto de cargas e condigdao necessaria a
existencia de ao menos uma distribuicao de momentos fletores que
seja segura, a qual deve ser estaticamente admissivel. 0 teore-
ma estatico assegura a suficiencia desta condigao.

Para a apresentacao formal do teorema supOe-se

que um portico plano esteja sujeito a cargas AP,, APp,..., APn,
cada carga sendo aplicada num dado ponto numa direcao especifi-
cada, Pys Paoys Pagyeoas Pn sao presumidas fixas e podem ser cha-
madas de cargas caracteristicas e » o fator de carga. As cargas
sao especificadas totalmente pelo valor de A, e podem ser refe-
ridas coletivamente como o conjunto de cargas x. 0 fator de car
ga que causa o colapso plastico e o fator de carga critico, e

Teorema: Se existir qualquer distribuicao de mo-
mentos fletores atraves de um portico
plano que seja segura e estaticamente admissivel em relacao a
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um conjunto de cargas X, o valor de ) devera ser menor ou igual
ao fator de carga critico, A

3.2.2. - Teorema cinematico

Se o mecanismo de colapso de um portico plano
sujeito a um conjunto de cargas ) for conhecido, o fator de car
ga critico podera ser calculado equacionando-se o trabalho rea
lizado pelas cargas externas durante um pequeno movimento do
mecanismo com o trabalho absorvido nas rotulas plasticas. Se o
mecanismo nao for conhecido,uma equacao semelhante podera ser
escrita para qualquer mecanismo que existir; para cada mecanis
mo surge um valor de ).

Teorema: Para um dado portico plano sujeito a

um conjunto de cargas ), o valor de )

correspondente a qualquer mecanismo assumido devera ser maior
ou igual ao fator de carga critico, A

Em outras palavras pode-se dizer que se os valores de A corres
pondentes a todos os mecanismos de colapso possiveis forem cal
culados, o fator de carga critico sera o menor deles.

3.2.3 - Teorema da unicidade

Os dois teoremas anteriores podem ser combina-
dos num so. Sabe-se do teorema estatico que para qualquer va-
lor de xacima de nao ha distribuicao de momentos fletores
que seja segura e estaticamente admissivel; por outro lado, sa
be-se do teorema cinematico que nao ha a formacao do mecanismo

para o qual o correspondente fator de carga seja menor do que

AC'

Teorema: Para um dado portico plano e um con-

junto de cargas A, se existir ao me-

nos uma distribuicao de momentos fletores que seja segura e es

taticamente admissivel na qual o momento plastico ocorra num

numero suficiente de secoes para produzir um mecanismo, o cor-
respondente fator de carga sera o fator de carga critico, A

Sintetizando os tres teoremas apresentados tem-se:

Condicoes estaticas X < X

Condigoes cinematicas LA {2.2.3.1)
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Onde as condigdes estaticas e cinematicas sao aquelas

especificadas nos dois teoremas correspondentes.

3.3 - Mecanismos e Deslocamentos Virtuais
A figura 3.1(a) mostra um portico retangular simples.

Seus membros sao uniformes e possuem a mesma secao transversal,
tendo comprimentos e sendo carregado conforme o esquema:

2W
2 3 4  3W
T T T M T T |
| i
l 1
L IMe Me|
; |
| |5
_f_ L 1 L ll‘
f *
ta)- Cargas e dimensdes (b)- Mecanismo loteral

(c)- Mecanismec de viga (d)-Mecanismo combinado

F1&6,. 3.1

0 mecanismo lateral mostrado na figura 3.1(b) e comple
tamente definido pela rotacao horaria da coluna a esquerda. A
figura 3.1(c) mostra o mecanismo de viga e a 3.1(d) e o resulta
do da soma dos dois primeiros mecanismos, o mecanismo combinado.

0 mecanismo lateral e o mecanismo de viga sao os meca-
nismos independentes e seu numero depende da quantidade de pos-
siveis rotulas e do grau de indeterminacao estatica da estrutu-
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ra.

0s mecanismos independentes fornecem equagoes de equi
1ibrio linearmente independentes enquanto que as equagoes for-
necidas por mecanismos resultantes da combinagao de mecanismos
independentes sao combinacoes lineares das mesmas.

Para o mecanismo lateral, utilizando o principio dos
trabalhos virtuais, pode-se escrever:

IAR = - Ml + M? = Mq *+ MS (3.3.1)
Para o mecanismo da viga tem-se:
228 = -~ My, + 2M3 - M, (3.3.2)

Para o mecanismo combinado da figura 3.1(d), somam-se (3.3.1)
é (3.3.2);

5 A0 = = My + 2My = 2M, + Ms (3:3.3)

Se os mecanismos fossem analisados do ponto de vista
plastico,o teorema cinematico estabeleceria que o fator de car
ga critico seria o menor dos fatores de carga fornecidos pelas
(3:3.1)5 (3.3.2) e {3.3.3).

3.4 - 0 fator de carga

Uma estrutura e sempre projetada com alguma margem de
segurancga, isto e, as cargas de servic¢o sao menores que as car
gas que produziriamo colapso. Esta seguranca contra o colapso

e representada pelo fator de carga critico como foi visto na
secao 3.2.

Alem de garantir a seguranca da estrutura sob as car-
gas de servigco, o fator de carga cobre erros de fabricagao, im
precisao nos valores e outros defeitos. Com tantas variaveis e

dificil fixar um valor para o fator de carga sobre uma base teo
rica.

Entretanto, se o calculo plastico, que € mais racio-
nal, utilizar o mesmo fator utilizado para o calculo elastico,



a estrutura devera estar em segurancga.
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0 calculo elastico de uma viga & governado pela tensao

correspondente ao maior momento fletor existente;

Se a tensao admissivel for o, entao:

M = o (3.4.

i 4

a condicao de colapso e dada por:

AMy =My = 9,2, (3.4.
substituindo:
e = USEP (3.4.
ou
Un
e = =V (3.4

Tomando 0)/ o= 1,4 e admitindo que v = 1,15 (perfil
tem-se utilizando a (3.4.4):

=
]

(1,4) (1,15) = 1,61

Z)

3)

)

Esta aproximacao e devida a Baker e Heyman? e & apenas uma es-

timativa do fator de carga critico.

3.5 - Cargas distribuidas

Quando um ou mais membros da estrutura estiver sujeito

a cargas distribuidas, a distribuicao dos momentos fletores

e

parabolica, e o maximo momento pode ocorrerem qualquer posigao.

Se o mecanismo de colapso envolver uma rotula plastica na posi

cao do momento fletor maximo, sua localizagao devera ser deter-

minada. Entretanto, este processo torna-se muito trabalhoso
certos casos e apenas fornece um grau de precisao duvidoso.

em



Carga _distribuida

} L T

e LTI YT

e (L T

P | 1 I [T

VaVERTICE

T PARABOLA
g | !
Ma=Maz Mc para a=04463L

[

J PkRA‘BOLA

]
Ma= Me= Mc. para b= L/‘aq,

Tabala 3.1 — Cargas

Carga equivalente

21

t L/2 t L/2 i
pL Bt pL
4 2 4
I S
a oL b
22‘ 2 2
+ b+ ¢
N
_pe? peli_ cl pe?
4(2atc) 2(2atc)(2b+c)] 4(2b+c)

R

[_ L/2 t_ L/2 __j.

pL oL Bl

6 6 6

I L/2 j_ L/2

ot SpL B

8 12 8

l a j b

PA (6L-q) p(5L-g) P35aL+aY
2L é 12 Iz

J a i . __b___._,___._._t

p(Ltb)

———

P2 -
o (C+3al-d)

concentrados equivalentes

ppt
2L



i

Neal?7, Baker e Heyman?, mostraram que o erro cometido
ao considerar a rotula em pontos definidos e minimo, nao afetan
do os resultados praticos.

Langendonck?" sugere que quando houver forgas externas
distribuidas, faz-se sua substituicao por forcas concentradas e
quivalentes, isto e, que exercam o mesmo trabalho para a supos-
ta forma de ruina da barra.

As cargas equivalentes constam de tres forcas aplica-
das nas extremidades da barra e no ponto que se pressupoe Ser
aquele em que se vai verificar a rotula plastica. 0 erro cometi
do e apenas na localizacao da rotula no vao e para carga unifor
memente distribuida € em torno de 1%.

A tabela 3.1 apresenta alguns casos desenvolvidos por
Langendonck.

3.6 - Tipos de Colapso Plastico

Considere-se um portico plano com r redundantes para o
qual o mecanismo de colapso tenha somente um grau de Jliberdade
com (r + 1) rotulas plasticas. No instante do colapso os momen-
tos fletores nas posigoes das rotulas plasticas serao conheci-
dos, e havera uma equacao de equilibrio correspondente ao meca-
nismo de colapso a qual fornecera o fator de carga. Restarao r
equagoes de equilibrio das quais poderao ser obtidas as r redun
dantes, de forma que a estrutura e estaticamente determinada no
instante do colapso. Essa situacao e descrita como colapso com-
pleto.

Se o colapso nao for completo podera ser parcial ou
mais-que-completo. 0 colapso parcial ocorrera quando o numero
de rotulas plasticas formadas no instante do colapso for insufi
ciente para tornar a estrutura estaticamente determinada. 0 co-
lapso sera mais-que-completo quando a dois ou mais mecanismos
corresponder o mesmo fator de carga critico. 0Os mecanismos que
originam um colapso mais-que-completo podem ser transformados
num mecanismo unico com mais de um grau de liberdade.



4 - 0s Metodos do Calculo Plastico

4.1 - Introducao

Apesar de se ter chegado a bons resultados de maneira
quase que intuitiva, tornava-se imperiosa cada vez mais a cria
cao de metodos mais potentes para a analise plastica estrutural.

0 metodo das tentativas de Baker! foi o pioneiro e, tal
vez por isso, muito limitado. Pode-se pensar em usa-lo apenas
quando o mecanismo de colapso for conhecido ou quando a estru-
tura for tal que possua poucos mecanismos possiveis.

Horne® desenvolveu o metodo da distribui¢ao dos momen
tos plasticos, assim chamado por ter semelhancas com o metodo
da distribuicao dos momentos da analise elastica, o qual con
sidera cada membro da estrutura separadamente, e, usando um
processo sistematico, estabelece o equilibrio entre os membros.
Para porticos pequenos e retangulares oferece bons resultados
tornando-se muito trabalhoso para estruturas maiores.

Quando o mecanismo de colapso nao for conhecido, isto
€, quando a estrutura oferecer muitas possibilidades de colap-
so, utiliza-se o metodo da combinagao dos mecanismos devido a
Neal e Symonds?7. 0 fundamental deste metodo € que, conhecidos
a estrutura e o carregamento, todo mecanismo de colapso possi-
vel pode ser visto como a combinacao de um certo numero de me-
canismos independentes.

Para cada mecanismo aplica-se o principio dos traba-
lhos virtuais obtendo-se uma equacao energetica a qual fornece
o correspondente valor do fator de carga A. 0 verdadeiro meca-
nismo de colapso e distinto dos outros pelo fato que a ele cor
responde o menor valor de ), pelo teorema cinematico. 0Os meca-
nismos independentes que fornecem fatores de cargas baixos sao
examinados para ver se poderao ser combinados entre si forman
do outro mecanismo que produza um fator de carga menor ainda.
E necessario somente examinar poucas das mais provaveis combi-
nacoes para chegar ao mecanismo verdadeiro. Pode-se, a seguir,
realizar uma analise estatica para verificar o resultado.
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4.2 - A Tecnica da combinagcao dos mecanismos
4.2.1 - Bases do metodo

A figura 4.1 mostra um portico retangular sim-

ples, uniforme, e seus tres mecanismos virtuais possiveis.

\
H 2 3 4
S ettt
] Mp 1 e -8
| |
| |
" fimp Mp:
|
| | .
| 8 -8
UV | rh”
(a)- Estruturas e {b)- Mecanismo lateral
dimensdes
v'
2e
mn nh -9 e
{c)-Mecanismo de

(d)- Mecanismo combinado

viga

FlG. 4.1,

Para o mecanismo combinado da 4.1(b), aplicando
a equacao dos trabalhos virtuais, tem-se:

Hh = - Ml 2 M? = Mh + M"-. (42‘1.])

Esta equacao deve ser satisfeita independentemente do comporta-
mento da estrutura ser plastico ou elastico. Sejam as secoes nu
meradas de um a cinco na figura 4.1(a) e seus respectivos momen
tos fletores M. , i = 1+5. A equagao (4.2.1.1) relaciona estes
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momentos de uma determinada maneira. Necessita-se saber quantas
equagoes de equilibrio deste tipo existem para uma dada estrutu
ra.

As cinco secoes numeradas na figura 4.1(a) sao as se-
¢coes criticas nas quais poderao se formar rotulas plasticas sob
o particular sistema de cargas. Para o tipo de estrutura consi-
derado as secoes criticas ocorrerao nos pontos de carga e nos
nos, em virtude do diagrama de momentos fletores ser constitui-
do de linhas retas entre estas secoes. De maneira mais geral,
as cinco secoes podem ser chamadas de secgoes principais pois o0
conhecimento dos momentos fletores nas suas posicoes descreve o
estado do portico em qualquer estagio do carregamento.

0 portico tem tres redundantes e, olhado desta forma,
a distribuicao dos momentos fletores seria completamente especi
ficada se os valores destas redundantes fossem conhecidos.

Da equacao (4.2.1.1), por exemplo, se os valores de
My » M, e M, fossem conhecidos, o valor de Ms poderia ser cal-
culado imediatamente. Devera haver uma outra equacao de equili-
brio que permita o calculo de M;. Esta equacao de equilibrio
pode ser escrita, com vistas ao mecanismo da fiqura 4.1(c) atra
ves da aplicacao do principio dos trabalhos virtuais:

7 Vi = - M + 2M3 - M, (4.2.).2)

0 terceiro mecanismo, figura 4.1(d), da origem a seguinte equa-
Gao:

% Vi = - M; + 2M3 - 2M, + Mg (8.¢.1.3)

-

Entretanto, a equagdao (4.2.1.3) ndo contém novas informacoes; @
simplesmente o resultado da soma de (4.2.1.1) e (4.2.1.2).Somen
te duas equacoes sao independentes.

Deste raciocinio pode ser deduzida a regra geral para

0 conhecimento do numero de equacoes de equilibrio num portico
plano.

Se uma estrutura possuirum numero N de secoes criticas
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e um numero R de redundantes, existirao (N-R) relacoes indepen-
dentes entre os momentos fletores que atuam nas secoes princi-
pais. Todas as demais equacoes que relacionam estes momentos
fletores podem ser deduzidas das(N-R) equacoes de equilibrio in
dependentes.

Agora, uma equacao de equilibrio tal qual
(4.2.1.1) pode ser escrita admitindo que os mecanismos da figu-
ra 4.1 nao sejam virtuais e sim mecanismos de colapso plastico,
pos existe de fato uma correspondencia exata entre uma equagao
de equilibrio e um mecanismo de colapso.

Assim, para o mecanismo da figura 4.1(b),tem-se:
Hh = M ¢ 1 ¢ : 2 4.2.1.4
0 po + hpo + Mpu + Mpo ( )

ou

Hho = A (4.2.1.5)

Para o mecanismo de viga da 4.1(c), vem:

]

5 VL0 = Mpo + 2Mp® + Mpe (4.2.1.86)
ou

Lve = am (4.2.1.7)

7 b

Para o mecanismo combinado:
Hh + 5 Ve = 6M (4.2.1.8)

A equacao (4.2.1.8) foi obtida somando-se as equa
coes (4.2.1.5) e (4.2.1.7), com um ajustamento: no seu lado di-
reito ha uma reducao de 2Mp em virtude do cancelamento da rotu-
la plastica na secao 2 quando os mecanismos foram combinados.
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Deve ser notado que o cancelamento das rotulas
plasticas € a chave do metodo da combinacao dos mecanismos. Se
duas equacoes tais como (4.2.1.5) e (4.2.1.7) forem combinadas
sem qualquer reducao no trabalho realizado pelas rotulas, o va-
lor de A resultara intermediario aos dois valores originais.

4.2.2. - Rotacoes Nodais

As secoes criticas nas juncoes das barras da fi-
gura 4.1(a) foram marcadas corretamente pois os membros possuiam
a mesma secao transversal, embora na pratica a rotula pudesse
se formar ou na viga ou na coluna. Entretanto, se a estrutura
nao for uniforme, a rotula se formara no membro menos rigido.

Para refletir esta consideracao, duas secoes cri
ticas deveriam ser tomadas em cada juncao, como mostra a figura
4.2.

3 5 e
2 f _____ g = - "]6

! |

' I

I : Estrutura e sugs

: | secdes criticas
| 7
ﬁﬁ m

FIG. 4.2 - SEGOES CRITICAS

Desta forma, sob o carregamento mostrado o nume-
ro de secoes criticas € sete. Como o numero de redundantes per-
manece tres, sao necessarios quatro mecanismos independentes pa
ra descrever completamente o comportamento do portico.

A fiqura 4.3 mostra os quatro mecanismos:

Os mecanismos das figuras 4.3(a) e 4.3(b) sao os
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-8 96
47

(a ). Mecanismo {b)- Mecanismo de
la teral viga
S
] 9-9 6
(c)- Rotagdo 2-3 (d) ~Rotagdo 5-6

FIG. 4.3 - MECANISMOS INDEPENDENTES.

conhecidos lateral e de viga, enquanto que 0s outros dois sao
exemplos de uma importante classe de mecanismos elementares, as

rotacoes nodais.

0 significado das rotacoes nodais e bem entendi-
do atraves de uma aplicacao do principio dos trabalhos virtuais.

Supondo o mecanismo da figura 4.3(c) tem-se:
(My) (-0) + (M3) (o) = O (4.2.2.1)
ou

M, = M (4.2.2.2)

A equacao (4.2.2.2) apenas mostra que o momento fletor na jun-
cao 2-3 deve ser continuo.
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A rotacao nodal sera realmente importante quando
a estrutura possuir nos onde concorram mais de duas barras,como
na figura 4.4.

-
F—— ==
‘\-‘b

FIG. 4.4. - ROTAGAO NODAL DO ND CENTRAL
DE UM PORTICO DE DOIS VAOS.

A juncao 5-6-7 apresenta uma rotacao nodal com a
seguinte equacao de equilibrio, de acordo com a convencao de si
nais adotada:

MG = M5 + M7 (4.2.2.3)

A equacao (4.2.2.3) e de fato importante pois de
la dependem inumeros cancelamentos de rotulas plasticas possibi
litando alcancar fatores de carga menores.

4.2.3. Limitacoes do Metodo

0 calculo da carga de colapso plastico para es-
truturas com grau de indeterminacao estatica muito alto e umpro
cesso muito trabalhoso mesmo com a possibilidade da aplicacao do
metodo da combinag¢ao dos mecanismos.
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A principal dificuldade e que para uma estrutura
com p mecanismos independentes existem

np =2P - (4.2.3.1)

mecanismos a serem investigados, a menos que um seja previamen-
te identificado como o mecanismo de colapso pela aplicagao para
lela do teorema estatico.

Outra dificuldade € que para um procedimento au-
tomatico com o uso de computadores € necessaria uma analise pre
via da estrutura para informar a maquina os mecanismos indepen-
dentes, isto, porem, levaria a um consumo excessivo de tempo
computacional, visto que o computador percorreria todos os meca
nismos possiveis.

Cohn e Grierson’ desenvolveram um programa auto-
matico (COMECH) que necessita da informacao dos mecanismos inde
pendentes, cuja maior limitacao e o tempo de execugao. Para p=6
sao necessarios dez segundos, aumentando, porem, rapidamente com
o grau de indeterminacao estatica da estrutura.



5. - Carregamento Variavel Repetido

5.1 - Introducao

As cargas sobre uma estrutura podem variar considera-
velmente durante sua existéncia. Sem falar no seu peso proprio,
uma estrutura pode sofrer os efeitos do vento, da neve e ate
de terremotos. A magnitude dessas cargas nao pode ser prevista
num determinado instante, embora seus picos sejam conhecidos,
visto que sua seqllencia e imprevisivel. Estes tipos de carrega-
mento dizem-se variaveis repetidos.

E possivel que sob cargas variaveis repetidas uma es-
trutura possa romper devido ao desenvolvimento de grandes defor
magoes, mesmo que a maior carga possivel nao seja suficientemen
te grande para causar o colapso plastico, se aplicada estatica-
mente.

Sedan AP APgsens AP sy AP

um conjunto de cargas que atuam sobre um portico num dado ponto
e numa direcao especificada;) e um fator de carga comum a todas
as cargas. 0 valor de qualquer carga, AP_, pode variar entre o0s

] r
" ma x mi . -
limites (APr % APr n), independentemente das variacoes que
- max
possam ocorrer nos valores das outras cargas. 0Os limites (Pra )
mi y
Pr n) presumem-se conhecidos.

A ruptura pode dar-se de duas maneiras sob carregamen-
to variavel repetido:

A plasticidade alternada ocorre se as cargas, ou se a
seqllencia de aplicacao das mesmas, facam com que um ou mais mem
bros da estrutura sejam fletidos repetidamente de forma que as
fibras, alternadamente tracionadas e comprimidas, entrem em es-
coamento. Havera um fator de carga para a plasticidade alterna-
da, 1 , acima do qual sua ocorrencia sera provavel.

0 outro tipo de ruptura sob carregamento variavel repe
tido se da se combinagoes criticas das cargas seguem-Se umas as
outras em ciclos bem definidos. Se ) exceder um certo valor A%,
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haverao incrementos nas rotagoes das rotulas plasticas de cer-
tas secoes durante cada ciclo de carga, incrementos esses no
mesmo sentido. Se A, apesar de exceder A* for menor que um va-
lor critico mais alto, A,, os incrementos nas rotacoes se torna
rao progressivamente menores a medida que o numero de ciclos au
mentar. Alcanca-se assim uma condicao na qual, a cada ciclo,nao
existem mais variacoes nas rotacoes e as variacoes dos momentos
fletores sao puramente elasticas; diz-se que a estrutura "amor-
teceu". Entretanto, se X exceder li nao ha amortecimento, e du-
rante cada ciclo as rotacoes serao finitas de tal forma que se
ocorrer um numero suficiente de ci¢los, as rotagoes nas rotulas
serao inaceitaveis provocando o colapso incremental, com A; osen
do o fator de carga para o colapso incremental.

A obtencao de Ay o€ Ay, ja se notou, nao e tao simples
e independente como a de A Quando se considera carregamento
variavel repetido € necessario o conhecimento da resposta elas
tica da estrutura para cada combinacao de cargas, e, alem disso,
a envoltoria dos momentos fletores elasticos em cada ponto de
possivel formacao de rotulas plasticas.

5.2 - Definicoes

A figura 5.1 mostra a relacao momento fletor-curvatura
que € usualmente assumida quando se considera carregamento va-
riavel repetido (Shake-down analysis). A relacao & apropriada
para uma viga constituida de material elasto-plastico perfeito
cuja segao transversal tenha dois eixos de simetria, sendo um
deles o de flexao.

Seja Mj o momento fletor numa secao critica j. Se to-
das as cargas forem removidas e a estrutura se comportar elasti
camente durante o descarregamento, havera um momento fletor re-
sidual nesta secao, definido por:

m, = M, - M, (581

onde Nj e o momento fletor que seria produzido se a estrutura
inteira se comportasse elasticamente.

F possivel que o processo de descarregamento nao seja
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RELACAO MOMENTO FLETOR- CURVATURA
!
PARA CARREGAMENTO VARIAVEL REPETIDO

Pl §.1

completamente elastico, mas mesmo assim a (5.2.1) e valida.Qual
quer distribuicao de momentos residuais assim definida sera es-
taticamente admissivel sem carregamento externo desde que Nj e
Mj sejam estaticamente admissiveis com o carregamento real.

) e ma x min
Se cada carga variar entre os limites (APra . APr ) «©

principio da superposicao dos efeitos podera ser usado para de-
terminar a envoltoria dos momentos e]Sgticos Mj, cujos valores
maximos e minimos serao AN?ax AM?In
te executado se cada carga APr puder variar independentemente

0 calculo e facilmen-

das outras.

"
b

Para plasticidade alternada: Ao .

Para colapso incremental: A = A
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5.3 - Teoremas

5.3.1 - Teorema do limite inferior (Shake - down
Theorem)
Tendo em conta a relacao da figura 5.1, estabele
ce-se:
Teorema: Se existir qualquer distribuicao de mo-
mentos fletores residuais, m, a qual se
ja estaticamente admissivel para a estrutura sem carga externa

e que satisfaca as condigoes

-- ma X
; : M ). e &l
my * M € f p)J ( )

- min
; . - s 5 3.: T w2
mJ + AMJ > (Mp)J ( )
max min
A (M, : 2 (M ). , ST U .
(1 M) <2 (M), ( )

0 valor de » sera menor ou igual ao fator de carga Ag -

As condicoes (5.3.1.1), (5.3.1.2) e (5.3.1.3)sao0
condicoes estaticas; € evidente que nao sendo satisfeitas  nao
havera amortecimento. Em outras palavras, estas sao as condi-
coes necessarias para que haja amortecimento, e o teorema do 1i
mite inferior assegura sua suficiencia.

Se A ultrapassar o valor de i, Sera impossivel
encontrar qualquer conjunto de momentos residuais que satisfaca
as condigoes de equilibrio.

Se A for imaginado crescendo uniformemente, se
tornara progressivamente mais dificil satisfazer as inequacoes
(5.3:1.1) & {(5.3.1.2].

Uma possibilidade surge se a desigualdade (53.043)
nao for satisfeita numa secao particular embora tenha excedi-
do a A, e as condicoes (5.3.1.1) e (5.3.1.2) se verificassem.
Neste caso o colapso se daria por plasticidade alternada, com

s a’
A outra possibilidade aparece se as condigoes
(5.3.1.3) e (5.3.1.2) nao se verificarem simultaneamente,apesar
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de que cada (5.3.1.3) se verifique. A ruptura neste caso seria

por colapso incremental, com AS = Ai.

Uma outra desigualdade pode ser derivada para ca
da secao j a partir das inequacoes (5.3.1.1) e (5.3.1.2):

min — max
N & g . . - M.
(Mp)j AMJ < mJ < (Mp)J A 3
ou
ma x min
: - ! 2(M ). §.3.1.4
A (M M ) < 2 p)J ( )

Comparando (5.3.1.3) com (5.3.1.4) nota-se que
a ultima e menos restritiva e tornam-se iguais no caso de bar-
ras com v= 1, o que implica em My = M . Neste caso especial, a
inequacao (5.3.1.3) pode ser obtida das condigoes de amorteci-
mento (Shake-down), pois esta contida em (5.3.1.1) e (5.3.1.2).

As condicoes (5.3.1.1) e (5.3.1.3) sao apropria-
das somente quando os membros da estrutura obedecerem as condi-
coes estabelecidas anteriormente, que levam ao diagrama (M,x)
mostrado na figura 5.1. Se estas hipoteses nao forem obedecidas,
as condicoes para o ocorrencia do amortecimento deverao ser es-
tabelecidas em termos das distribuicoes de tensoes em cada se-
cao transversal em vez dos momentos resultantes.

5.3.2 - Teorema do limite superior

0 teorema do limite superior esta ligado a valo-
res de ) derivados de determinados mecanismos envolvendo plasti-
cidade alternada ou colapso incremental. A plasticidade alterna
da ocorrera primeiramente na secao critica cuja relagao (Nmax -
Mm1n) seja maior. Se esta for a secao k, o fator de carga para
o qual existira a plasticidade alternada sera:

: ma 1
S e LU (5.3.2.1)

0 valor de A'y assim calculado pode ser imaginado como o cor-
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respondente a um mecanismo de plasticidade alternada consistindo
de uma unica rotula plastica, localizada na secao k.

Assumindo um mecanismo de colapso incremental, o
correspondente valor )'; do fator de carga podera ser calculado:

Seja 05 a rotacao da rotula existente na segao j;
sera 0; ou 03 de acordo com a convencao adotada anteriormen-
te. Seja m, o conjunto de momentos fletores residuais no instan-
te do colapso; seus valores podem ser calculados:

ma x +

oM = . : .

m, oA NJ (Mp)J para todo OJ (5.3.2.2)
min -

’ X e M = - : Bix R S |

m + i M, (Mp)J para todo OJ (5.3.2.3)

Como os mj sao estaticamente admissiveis para a estrutura des-
carregada, aplicando o principio dos trabalhos virtuais,tem-se:

IEm; 0. =0 (5.3.2.4)

com o somatorio cobrindo todas as j rotulas do mecanismo assumi
do.

Substituindo (5.3.2.2) e (5.3.2.3) em (5.3.2.4)

tem-se:

E’(MP)J =AYy N?ax1 OE + y‘_ (Mp)J - ’i N?in ; 0
ou
At M?ax O} B H?in 03‘ _— (Mp)j ;Gji (5.3.2.5)

Teorema: 0 valor de A correspondente a qualquer
mecanismo escolhido, seja de plasticida

de alternada ou colapso incremental, )' ou A"y devera ser

a
maior ou igual ao fator de carga de amortecimento, Ag
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Qualquervalor de x calculado desta forma satisfa
ra as condicoes cinematicas do teorema do limite superior.

5.3.3 - Observacoes e teorema da unicidade

A presenca de momentos residuais devido a defei-
tos no tamanho das barras ou movimento dos apoios nao modifica
as condigoes para a ocorrencia do amortecimento. Entretanto, a
distribuicao dos momentos fletores elasticos depende da rigidez
dos nos e dos apoios, e por isto A tambem dependera. Isto con-
trastra com o colapso plastico sob carregamento estatico, cujo
fator de carga, Aes ¢ independente da rigidez dos nos e supor-
tes.

0 teorema do limite inferior especifica condi-
coes que, se satisfeitas, asseguram que a fluencia plastica ces
sara, porem nao estabelece limites para as deflex0es que possam
se desenvolver numa estrutura sujeita a carregamento variavel
repetido.

Varias tentativas foram feitas para estabelecer
tais limites mas até agora nenhuma obteve sucesso completo.

Um teorema para um unico valor de A pode ser
formulado combinando-se os dois anteriores:

Teorema: Se as condigoes estaticas do teorema do

limite inferior e as condigoes cinemati

cas do teoremadolimite superior forem encontradas,\ devera ser

igual ao fator de carga de amortecimento, Ag -
5.4 - Metodos de projetos e analise

5.4.1 - 0 Metodo das tentativas

Baseado no teorema da unicidade, € limitado a es
trutura com poucas redundantes, tais como vigas continuas de
dois ou tres vaos e porticos simples. Para estas estruturas tan
to a distribuicao dos momentos residuais como Ag podem ser de-
terminados, por inspecao, em uma ou duas tentativas.

Sintetizando, o metodo das tentativas para carre
gamento variavel repetido consiste em assumir um mecanismo de

colapso incremental para o qual um correspondente valor de A'i,
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seja encontrado. Para isto se utilizam as equagoes (5.3.2.2) e
(5.3.2.3) inseridas nas equacoes de equilibrio para a estrutura

sem carga externa.

Se o mecanismo assumido for do tipo completo es-
tas equacoes serao tambem suficientes para determinar a distri-
buicao dos momentos residuais atraves da estrutura. 0s momentos
fletores maximos e minimos correspondentes ao valor de A’i cal-
culado serao somados aos momentos residuais para determinar os
momentos fletores extremos que poderao atuar. Se nenhum desses
valores extremos exceder Mp, estara encontrado o mecanismo cor-
reto, senao devera ser tentado outro mecanismo. Se o mecanismo
verdadeiro for do tipo parcial o processo se torna muito demora

do.

Para a plasticidade alternada, k‘a e determinado
utilizando-se a (5.3.2.1), a qual, no caso de v=1, pode ser es-

crita:

o)k (5.4.1.1)

com k tendo o mesmo significado dado na secao (5.3.2).

Obtidos A'i e A'a, . sera o menor dos dois,isto
e, se A‘i for menor do que A'a, 0 colapso se dara pelo assumido
mecanismo de colapso incremental, em caso contrario, pelo menos

uma secao k se plastificara totalmente quando Ag atingir A'a

5.4.2 - 0 metodo da combinacao dos mecanismos

Este método ndo apresenta as limitacoes do ante
rior no caso de mecanismos do tipo parcial. Para qualquer meca-
nismo de colapso incremental um correspondente valor de A': po-
dera ser calculado através da aplicacao do principio dos traba—
Thos virtuais, com o teorema do limite superior estabelecendo
que ao verdadeiro mecanismo de colapso incremental corresponde-

ra o menor dos l'i, se forem examinados todos os mecanismos
possiveis.

0 metodo da combinacao dos mecanismos consiste
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simplesmente na derivacao dos x'i correspondentes aos mecanis-
mos independentes e suas mais provaveis combinagoes ate que se
ache o menor deles. Se nao forem todos examinados, o resultado
devera ser confirmado por uma comprovacao estatica, determinan-
do a distribuicao de momentos residuais correspondente e veri-
ficando que os momentos fletores maximo e minimo podem ser adi-
cionados ao momento residual em cada secao sem exceder o momen-

to plastico.

A diferenca entre a aplicacao do metodo da combi
nacao dos mecanismos para carga estatica e carga repetida esta
apenas em alguns detalhes mas a essencia e a mesma, pois 0s con
ceitos que fundamentam o meétodo para carregamento estatico fo-
ram estendidos pelos seus criadores para cobrir os casos de co-
lapso incremental; entretanto, e mais dificil julgar quais sao
as combinagoes mais provaveis com vistas a obtencao de um N
menor.

A plasticidade alternada tambem devera ser veri-
ficada. Para cada secao onde for factivel a formacao de uma ro-
tula plastica a equacao (5.4.1.1) devera ser aplicada e a con-
clusao, a partir dai, se apresentara como no paragrafo anterior

5.5 - Utilizacgao

Como foi visto, se uma estrutura aporticada for sujei-
ta a cargas variaveis repetidas nao ocorrera amortecimento se
o fator de carga for tal que seja superior a hg» © qual e menor
que A, sendo o ultimo o fator de carga para carregamento esta-
tico sob a pior combinacao de cargas.

Isto levanta uma duvida: a indefinida fluencia plasti-
ca causada pelo colapso incremental e pela plasticidade alterna
da sera um estado limite mais relevante do que o colapso estati
co para este conjunto de vigas?

Horne3 mostrou que uma estrutura projetada pelo metodo
plastico estatico tera uma pequena probabilidade de ruptura, a
probabilidade da ocorrencia da plasticidade alternada ou do co
lapso incremental sera menor ainda. Isto decorre devido ao
carregamento repetido ser de natureza aleatoria, requerendo um
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determinado numero de ciclos de combinagoes criticas das cargas.

Por outro lado, a ruptura por colapso incremental e
gradual de maneira a permitir correcoes evitando o progresso
das deformagoes que levariam a formacao do mecanismo de colapso
incremental.

A plasticidade alternada, se ocorrer, nao causa gran-
des deflexoes. 0 unico risco envolvido € o de ruptura do materi
al por fadiga. Varios investigadores mostraram que a vida de vi
gas de ago doce sujeitas a cargas reversas e da ordem de 102 -
0% wicles.

Como conclusao pode-se dizer que a menos que o projeto
seja governado pela fadiga, uma estrutura projetada com um fa-
tor de carga contra o colapso estatico sera muito menos prova-
vel romper por colapso incremental ou plasticidade alternada do
que por colapso estatico sob a pior combinacao das cargas.



6 - A Otimizacao no Regime Plastico

6.1 - Introducao

Paralelamente ao desenvolvimento dos metodos plasti-
cos, Foulkes!? foi o primeiro a formular o problema da otimiza-
cao de porticos no regime plastico como um caso de programacao
lTinear, assumindo que a funcao peso variasse linearmente em fun
¢ao das variaveis de projeto, e utilizando o metodo cinematico.
Heyman?0,2! também desenvolveu um procedimento que  propiciava
limites superiores e inferiores para projetos de peso minimo.
0s processos sugeridos por Heyman e Foulkes, fundalmentalmente
de tentativas, dependiam da identificacao do projeto otimo atra
ves do teorema de Foulkes, porem, com o aumento do numero de va
riaveis se tornavam muito trabalhosos.

A unicidade das solucoes otimas foi estabelecida por
Chan" e mais tarde por Cohn, Parimi e Ghosh®.

A otimizacao para cargas alternativas foi investigada
por Prager?®, que mostrou sua aplicacao para porticos simples.

Heyman!® foi quem primeiro estudou a minimizacao do
peso de portices no regime plastico sob carregamento variavel re
petido, e sugeriu um metodo iterativo para incluir a variagao
da resposta elastica da estrutura com a mudanca das  varia-
veis de projeto.

Cohn e Parimi® estudaram o projeto otimo de estrutu-
ras em geral, no regime plastico, e apresentaram um apanhado ge
ral com solucoes obtidas atraves do método simplex, levando em
consideracao carregamento estatico e variavel repetido.

Para que seja feita a formulacao matematica do proble

-

ma da otimizacao no regime plastico e necessario adapta-la a
programag¢ao linear, para maior alcance.

6.2 - A programacao linear
6.2.1 - Introducgao

A escolha de uma solugao particular para um pro

ESCOLA Dz ENGENHARIA
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blema depende das condicoes apresentadas e do objetivo a que se
quer chegar. A solucao que satisfizer as condigoes e atingir o

objetivo sera dita solucao otima.

Na programagao linear o objetivo que governa a
escolha da solucao € uma combinacao linear das variaveis, chama-
da fungao objetivo. Na maioria dos casos praticos a fungao obje
tivo, na realidade, nao seria linear, porem, assumindo-a line-
ar, alem de conseguir otimas aproximagoes, evita-se o uso da
programa¢ao nao-linear, simplificando em muito o problema. A so
lucao encontrada otimizara a funcao objetivo.

Matematicamente a programacao linear opera com
solucoes nao-negativas de sistemas de equagoes lineares indeter
minados.

Em geral, combinando as restricoes lineares do
problema com a otimizagao da funcao objetivo, transforma-se 0
sistema de equacoes lineares, que e indeterminado, admitindo vi
rias solucoes, em um sistema que pode ser resolvido para uma

unica solucao que otimiza a funcao objetivo.

Um problema de programacao linear que descreve
algo valido na pratica, usualmente possui uma solucao nao-nega-
tiva com um correspondente valor finito da funcao objetivo, em-
bora na realidade existam tres possibilidades:

1 - Nao ha solucao devido a impossibilidade de
encontrar valores nao-negativos para as va-
riaveis.

2 - Existe uma solugao nao-negativa,porem, esta
torna infinito o valor da funcgao objetivo.

3 - Existe uma solug¢ao nao-negativa que da  um
valor finito a funcao objetivo.

6.2.2 - Formulacao geral

Em sua formulacao geral, o problema da programa
cao linear consiste em encontrar um vetor

- o n S % .
X = (Xl,xgy---,xj,--—,xn), X€R" que minimize a funcao linear

Cixy + Coxy +---+ ijj+-——+ ChXp (6.2.2.1)
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Sujeito as restricoes lineares:

¥.8 B j= 1.25===4n (6.2.2.2)
j=
e
AF iRy ¥ QjoXy Fo==4 aljxj+-——+ Xy = b,
Ay1Xy + A%, H---% azjxj+—-—+ aznx” = b2
___________________________________________ (B:2:2.3)
R — F R— - = b
a51% toas, X, a1Jx + a1nxn ;
X, + t---t X.+=-=--+ a_ X - b
Am1 Am2X2 amJ mn'n m
onde o0s aij’ bi e cj sao constantes conhecidas e m<n

As caracteristicas mais importantes de uma solu-
cao para o problema sao apresentadas a sequir:

.

Uma solugao X = (X1, Xp,-==,%) sera admissivel,
se satisfizer as condigoes (6.2.2.2) e (6.2.2.3).

Uma solucao basica para (6.2.2.3) e obtida to-
mando-se (n - m) variaveis iguais a zero e resolvendo o sistema
para as m variaveis restantes, desde que o determinante dos seus
coeficientes seja diferente de zero. As m variaveis sao chamadas
variaveis basicas.

Uma solucao basica admissivel e uma solucao basi
ca que satisfaz (6.2.2.2).

Uma solucao minima admissivel e uma solugao ad-
missTvel que minimiza (6.2.2.1).

mi

Una solucao basica admissivel nao-degenerada
uma solugao basica admissivel com exatamente m X positivos.

6.2.3 - Conjuntos convexos

Para que mais detalhes a respeito de solucoes se
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jam fornecidas, necessita-se de informacoes sobre conjuntos
convexos.
L . Uma combinacao convexa de n pontos
xl,X2,"",xn é um ponto

- n -

= .z . K.

X 21 g X

onde
n —
a. > 0 2] r o = ]

Um conjunto de pontos e convexo se, para qual-
/ . 7z > X 5
quer par de pontos do conjunto, X, e X,, uma combinagao conve
xa destes pontos esta contida no conjunto.

com

| s 0o ?_0

a;, *+a, =1
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A figura 6.1 mostra alguns conjuntos convexos

e outros nao convexos.

[V =

NAO- CONVEXOS

CONVEXOS

\/

Um ponto de um conjunto convexo sera dito ex-

FIG. 6.1

tremo se nao puder ser expresso como uma combinacao convexa de
quaisquer outros dois pontos do conjunto.

0s vertices de um conjunto convexo sao pontos
extremos do conjunto.

Essas consideracoes sao necessarias porque 0
conjunto de todas as solucoes admissiveis de um problema de
programacao linear e um conjunto convexo.

Seja K o conjunto convexo das solucoes de um
problema de programacao linear.

K & determinado pela intersecgao do conjunto fi
nito das restricoes lineares (6.2.2.2) e (6.2.2.3); seu contor
no, se ele nao for vazio, consistira de secoes de alguns dos
correspondentes hiperplanos. K sera uma regiao de En e podera



46

ser vazio, um poliedro convexo, ou uma regiao convexa que seja
ilimitada em alguma direcao.

Se K for vazio, o problema nao possui solugoes;
se for um poliedro convexo, existe uma solucao com um valor mi-
nimo finito para a funcao objetivo, se for ilimitado, o proble-
ma tem uma solucao, mas o minimo pode ser tambem ilimitado.

Para propositoscomputacionais sempre se assume
que K seja um poliedro convexo. Com isso pode-se dizer que a
funcao objetivo (6.2.2.1) assume seu minimo em um ponto extremo
do conjunto convexo gerado pelo conjunto de solucoes admissi-
veis para o problema de programacao linear. Se ela assumir seu
minimo em mais de um ponto extremo, tomara o mesmo valor para
toda combinagao convexa destes mesmos pontos.

Se K for assumido ser um poliedro convexo, tera
um numero finito de pontos extremos e, em duas dimensoes, pode
ser visto como mostra a figura 6.2:

A

X2

X2

X3

FIG. 6.2 - Poliedro convexo em duas dimensoes.

Tres verdades podem ser estabelecidas:

1 - A funcao objetivo atinge seu minimo num pon
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to extremo de K.

2 - Cada solucgao basica admissivel corresponde a
um ponto extremo de K

3 - Cada ponto extremo de K possui m vetores 1i
nearmente independentes dos n aos quais es-

ta associado.

6.2.4 - Determinacao da solugao otima

Como se viu anteriormente, deve-se procurar a
solucao otima entre as solucoes admissiveis geradas por m veto-
res linearmente independentes.

Com n incognitas e m equacgoes haverﬁo(ﬂ) verti-
ces; como a solucao de um problema de programagao linear esta
sempre num vertice,existirao no mEximo(g) conjuntos de m veto-
res linearmente independentes.

Para n e m muito grandes, seria uma tarefa 1im-
possivel calcular todas as solucoes possiveis e selecionar aque
la que minimize a funcao objetivo. 0 que se necessita e um
esquema computacional que selecione, de maneira ordenada, um pe
queno subconjunto das solucoes possiveis que convirja para a so
lugcao minima. A sub-rotina simplex e tal esquema. Esta sub-roti
na encontra um ponto extremo e determina se ele € o0 minimo; se
nao €, o simplex vai para um ponto extremo vizinho, cujo corres

pondente valor da funcao objetivo seja menor ou igual ao valor
precedente.

Em um numero finito de passos semelhantes, wu-
sualmente entre m e 2m, a solucao otima e alcancada. Alem disso,
o metodo simplex possibilita saber se o problema nao possui so-
lTucoes finitas ou admissiveis.

As restricoes (6.2.2.3) podem ser escritas da
seqguinte forma:

AX = b (6.2.4.1)

uma matriz m x n

i

onde A

1}
o

-

um vetor m x 1; 510

o
]
Pt

o
(1]
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X = (x5} e um vetor nxl

Computacionalmente, o simplex se iniciara somen
te se na matriz A estiver contida uma matriz unidade m x m, a
chamada base admissivel. Se isto nao acontecer devera ser usada
uma base artificial para dar partida ao metodo.

Se a (6.2.4.1) estiver sujeita a restrigoes do

tipo
>
A X b (6.2.4.2)
ou
A X <b (6.2.4.3)

tambem deverao ser feitas modificacoes.

Se as restrigoes forem do tipo (6.2.4.2), ao la
do esquerdo da desigualdade deverao ser subtraidas certas varié
veis que a transformem numa igualdade; sao as variaveis de fol-
ga, que para restricoes do tipo (6.2.4.3) deverao ser somadas
ao lado esquerdo da desigualdade a fim de transforma-la numa
igualdade.

No caso de restricoes do tipo (6.2.4.3) as va-
riaveis de folga, se necessarias, evitam o uso de uma base arti
ficial, no caso (6.2.4.2) isto nao e possivel, pois a base ad-
missivel deve ser positiva.

6.3 - Projeto Plastico de peso minimo

Supondo o portico retangular simples da figura 6.3,que
possui viga de momento plastico MB e pilares de momento plasti-
co MA’ com cargas e comprimentos conforme o esquema.

0 projeto plastico de peso minimo para uma estrutura
deste tipo se reduz a: Dado o conjunto de cargas W, ja amplifi-
cado pelo fator de carga, se determinam os M_ que definem a se-

N p
¢ao dos elementos da estrutura sequndo o criterio do peso mini-
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mo .
As variaveis de projeto serao o momento plastico da
viga (MB) e 0 dos pilares (MA)‘

Sendo Q o peso por unidade de comprimento, estabelece

se uma relagao linear entre Q e Mp.

Para uma barra, por hipotese:

Q = a+ bM, (6.3.1)

Para toda a estrutura:

Q, = T Q; ¢, (6.3.2)
i=1
ou
Q, = aze; +by e, Mp]. (6.3.3)
lzw
Vo>
Mas
3'. M. M.l
—* 177
1 2L . 2L y
1 T T
EIG. B. 3.

Como azti e uma constante, a funcao a minimizar sera:

¥ = % o
Q 5 By Mg (6.3.4)
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Como as incognitas sao os valores de M, e Mg, nao se
sabe qual dos dois e o maior, havendo, desta forma, seis meca-
nismos possiveis, como mostra a figura 6.4.

2w W -
o e e a
20
BWL
i 2Ma +2Ms = 3WL 2M, +4 My 27 WL
(2) (3)
e e
Ve mn i
(o). Ma> Ma
2w ' w__.
fo o 2] e
26
2Ma+2Ms = 4WL 4M.Z 3WL 4 My +2Me = TWL
(4) (5) (6)
i m o 1® 5 . °

(b)_ Ms> Ma

FIG. 6.4

Para que a estrutura nao entre em colapso, as desi-
gualdades apresentadas com as figuras acima devem ser verifica
das.

Fazendo M,/We = X; e Mg/W2 = X, estas inequagoes
transformam-se respectivamente em:

(1) Xp>1
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(2) X; + ng_g trivial devido a (4)
(3) 2X7 + 4X,> 7
(4) Xy + Xp> 2
(5) 4X, > 3 (6.3.5)

(6) 4X, + 2Xp> 7

A funcao a minimizar se torna:
0* = 6v . My + 4r . M
ou
Q*
= 6X, + 4X, (6.3.6)
We?
com
*
8. - 0' tem-se:
We?
QI 2 6X1 4 4X? (6.3-7)

Assim o problema esta identificado como um problema
de programacao linear, a funcao objetivo e a equacao (6.3.7) e
as restricoes sao as equacoes (6.3.5).

A resolugao do presente problema fornece X;=X,= 7/6

e Q' = 35/3 que substituidos nas equacoes originais dao:
My = M, = L wg? e G = 23 g2

Graficamente a solucao pode ser obtida, como mostra
a figura 6.5.
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\ (5)
B —

o
t

L.n/h L&) /
L L L +
—t
Ll
AR AL LA AN N 1 LA N AR RN

\\\ REGIAO  ADMISSIVEL
\ (1
\ N/lizzf’////'/f/’// II////T/'I
= \ 6 7 Xr

X122 X2 = 7/6 Q'=35/3

//

FIG. 6.5 - Solugao grafica.

6.4 - Formulacao Geral do Projeto Plastico de Peso M1
nimo.

Tendo em vista o exposto no paragrafo anterior, chega
s¢ a uma formulacao geral para o projeto plastico de peso m1n1
mo. 0 metodo utilizado para obtencao dos mecanismos & o cinema-
tico, baseado no teorema correspondente, que permite maior 1i-
berdade para a obtencado da solucao otima.

6.4.1 - Carregamento estatico

0 caso de carregamento estatico ocorre quando
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todas as cargas atuam sobre a estrutura com posigoes, grandezas

e direcoes conhecidas.

Considere-se um portico plano de configuragao
conhecida e composto de barras prismaticas perfeitamente plasti
cos, 0 qual deve resistir as cargas dadas e ser projetado de for

ma que seu peso total seja um minimo.

A formulacao cinematica do problema de projeto

otimo e:

Encontrar Mpi; (i = 1,25=-==45n)

Tal que Q*= & Mp1 Ly = min (6.4.1.1)
Sujeito a
b 24 M >Aek 3 k = 1,27=--,np
(6.4.1.2)
e
M_ ;>0 (6.4.1.3)

pi

onde os Mpi sao as variaveis de projeto;ii 0s comprimentos das

barras sobre as quais o0s Mpi sao constantes; Q*o peso total da

estrutura e a; © coeficiente que define a contribuigao de M

na k-esima condicao de equilibrio.

pi

As desigualdades (6.4.1.2) representam as condicoes
de mecanismo e equilibrio do problema, e estabelecem que a es-
trutura nao deve romper sob cargas menores que as cargas ulti-
mas especificadas em qualquer dos np modos de colapso possiveis.

6.4.2 - Carregamento variavel repetido (Shake-
down) .

Considerando o apresentado no capitulo 5, pode
se estender o problema da otimizacao para carregamento variavel
repetido.

0 projeto de uma estrutura sujeita a um conjun-
to de cargas que dependem de um unico parametro e possam variar
arbitrariamente entre limites prescritos, deve assegurar que a
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plasticidade alternada e o colapso incremental nao ocorram para
cargas abaixo de A W, onde X seja um fator de carga especifica
do.

A formulacao cinematica do problema de projeto
otimo sob carregamento variavel repetido é:

Encontrar M (i = 152 i===511)

pi
8 2]
n . (6 21}
tal que iil Mpi Ly = min
Sujeito a
" y + + - -
.E ak'| Mp'i 2 AS 1 (OkJ MJ + @kJ NJ) ’ k = 1;21___,np
i=1 j=1
(6.4 .2.2)
My 22 (NE + N}) s i=T1 para § = 142,-=--,5;
i & 2 para J = 85§ ¢ 1y==~,39
=W para J = S ¢ 1 y===,8
(6.4.2.3)
e
Mpiio (6.4.2.4)

As desiqualdades (6.4.2.2) asseguram que 0 CO-
lapso incremental nao ocorre paranenhumdos np modo possiveis.

As desigualdades (6.4.2.3) asseguram que 0o CO-
lapso por plasticidade alternada nao ocorre em nenhuma das s se
coes criticas.

Com o problema da otimizagao no regime plastico
identificado da maneira apresentada, como um problema de progra
macao linear, as solucoes para ele sao obtidas atraves da sub-
rotina simplex, necessitando apenas da montagem do sistema de
equacoes e da identificacao da funcao objetivo. Todas as infor
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macoes necessarias para a implementacao em computador foram in-
dicadas, restando apenas a montagem do programa automatico.



7 - Elaboracao do Programa Computacional

7.1 - Introducao

0 programa automatico foi elaborado com base nas for-
mulacoes cinematicas apresentadas nos paragrafos (6.4.1) e
(6.4.2), dependendo do carregamento ser estatico ou variavel re
petido. Na maioria dos casos, a comparagcao entre os dois tipos
de carregamento se mostra interessante, pelo menos, para confir
mar o resultado obtido, podendo tambem mostrar o caminho mais

aproximado a realidade.

Por outro lado, para um certo numero de cargas inde-
pendentes atuando dentro de limites prescritos, a probabilidade
da ocorrencia do colapso incremental @ pequena se a estrutura
em questao tiver sido dimensionada contra o colapso estatico; e
surge a pergunta: praticamente, nao bastaria apenas o dimensio-
namento estatico? A resposta pode ser delineada pela comparacao
dos dois casos.

Em vista disto, o programa foi dividido em duas par-
tes: a primeira determina secoes otimas para carregamento esta-
tico e a segunda para carregamento variavel repetido.

7.2 - Consideracoes basicas

Na equacao A X >b, o vetor X representa as variiveis
de projeto que no presente programa sao duas: MA e MB; respecti
vamente, o momento plastico das colunas e das vigas.

0 vetor b representa o trabalho realizado pelas car-
gas externas e a matriz A a contribuicao de M, e/ou Mg para ca-
da condicao de equilibrio.

0 produto A X representa o trabalho interno para ca-
da mecanismo assumido, sendo que a matriz A depende apenas da
posigao das rotulas plasticas; logo, tanto para carregamento es
tatico como para carregamento variave] repetido as incognitas
terao os mesmos coeficientes variando somente o trabalho exter-
no. Esta diferenca se deve ao fato de que para carregamento va-
riavel repetido o trabalho externo & funcao da resposta elasti-
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ca da estrutura.

Cada linha da matriz A, como na figura 6.4(a) e (b),
representa uma condicao de equilibrio (mecanismo), e serao tan-
tas linhas quantas condicoes existirem mais duas, uma para a
funcao objetivo e outra para suprir as necessidades do me todo
de resolucao. 0 numero de colunas de A sera funcao da quantida
de de variaveis de folga e de variaveis artificiais a serenm in-

seridas.

Em suma, sendo M o numero de mecanismosnao triviais,a

matriz A sera:
A = |[(M+2) X (2M + 3) (7.2.7)

Na Gltima coluna de A tem-se o vetor b.

Como se nota, devem ser analisados todos os mecanis-
mos possiveis para informar ao computador, que por si mesmo faz
a deteccao dos mecanismos triviais.

Para a confeccao do programa automatico foram utiliza
dos porticos retangulares de um andar com vaos variando de um a
cinco, numero este que pode a qualquer momento ser ampliado com
alguns adendos ao programa. 0 carregamento considerado consis-
te de uma carga horizontal aplicada na extremidade superior do
primeiro montante e de cargas verticais no centro das vigas; as
vigas poderao estar carregadas ou nao.

A tabela 2 apresenta os diversos mecanismos analisa-
dos para a elaboracao do programa.

As solugoes sao obtidas atraves da sub-rotina simplex,
a qual fornece o valor minimo da funcao objetivo, no caso, 0
peso da estrutura, e os valores das variaveis de projeto, MA e

MB’ que o proporcionam; tambem sao fornecidas as restricgoes cri
ticas.

7.3 - Caso de carregamento estatico

No caso de carregamento estatico, o trabalho externo
e independente das dimensoes da segao transversal das barras,ne
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cessitando-se de poucas informagoes adicionais para a montagem

da matriz A. Atraves de cartao se informa o numero de vaos,

sendo imediato o dimensionamento de A ; a seguir, tambem de car
tao, informa-se o carregamento e o comprimento das barras. A

sub-rotina Mont faz a montagem de A e a sub-rotina simplex for

nece a solucao e as restrigoes criticas.

A figura 7.1 mostra o fluxograma do procedimento des-
crito.

As restrigoes sao numeradas de acordo com a tabela 2;
por exemplo, para porticos de 1 vao a restricao numero 3 cor-

responde ao mecanismo combinado com MA>MB.

7.4 - Caso de carregamento variavel repetido

Na solugao apresentada neste trabalho para carregamen
to variavel repetido, assumiu-se que a resposta elastica e in-
dependente das variaveis de projeto (momentos plasticos). Esta
consideracao nao e suficientemente exata,embora conduza aerros

despreziveis na pratica.

Como as estruturas em estudo sao hiperestaticas, e ne
cessario o conhecimento previo das propriedades de cada barra
para determinar os momentos maximo e minimo nas secoes criti-
cas a fim de calcular o trabalho externo. Sendo IA e IB 0s mo-
mentos de inércia dos pilares e vigas, respectivamente, arbi-
tram-se valores, normalmente IA - IB’
Apos, obtem-se My e Mg com M, # M.

para iniciar o processo.

Como estes momentos plasticos foram obtidos a partir
de momentos de inercia ficticios, poderia-se pensar num proces
so iterativo fazendo uso da expressao:

Ig . (E@.)I’q (7.4.1)

IA MA

Segundo Cohn e Parimi® , depois de seis ou sete iteracoes che-
gar-se-ia a solucao exata; no entanto, o peso obtido na soluca
inicial difere menos do que 1% do peso obtido na solucao exa-
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ta e as variaveis de projeto diferem em torno de 3% nas duas
solucoes citadas.

No calculo da resposta elastica da estrutura utilizou-
se o metodo da rigidez ou das deformacgoes.

Para dimensionar a matriz A informa-se o numero de
vaos; apos, as coordenadas dos nos, a conetividade, as proprie-
dades, as restrigcoes nodais e os carregamentos. Com a analise
elastica obtem-se os momentos fletores nas secoes criticas para
0s varios carregamentos independentes. Calcula-se a envoltoria
dos momentos fletores e a montagem da matriz A e imediata, con
siderando as restricoes da plasticidade alternada e do <colapso
incremental. A sub-rotina simplex fornece a solugao e as res-
tricoes criticas.

A figura 7.2 mostra o fluxograma para o caso em ques-

A identificacao das restricoes criticas e feita da
mesma forma do caso anterior, com a utilizacao da tabela 2.
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3)

4]

5)

4 Ma

| VAO

|7

2Ma + 2 Me =

[

2Ma +4Me =

[ ]

4Ma =

;

4Ma + 2Ma =

-

/]

W

TABELA 2 -(a)- Portico

Ma

de um véo
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2) 4 Ma + 2Ms 2

3) 3Ma + 4Me 2

4) 4Mx +4Ma 2

5) 3vst8M, 2

6) 3Mat+t6Ms =

7)) Mat+3Me 2

TABELA 2 ~(b)- Portico de dois vios
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8) 6 Ma

9) S Mat+ IMe 2

-

10) B Ma+ IMs >

-~

1) S5Mat+6Ms >

133

TABELA 2 _(b)_Portico de dois vdos (cont)
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3)

4)

5)

6)

4Ms 2

CLLIL L]

6 Mat+ 2Ms =

. )

[T 1]

AMatBMp =

[ TT]

6EMa+4Ms =

R

4Ma+ 8Ms =

65

T T T T

S5Ma +6Ms =

[T ]

[T

TABELA 2 - {(c¢)_ Portico com tres vdos




7)

9)

10)

1)

12)

5Ma+ 8Mo 2 -

T T

4Ma+10Me 2

TTTITTUTT]

4Mat 12Me 2

Ma+3Mo 2

BMa 2

7 Mat+3Me 2

TABELA-2-(c ). Portico de tres vaos (cont.)
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14)

15)

16)

17)

18)

6 Ma+4Me >

8 Ma +3Moa >

R

6 Ma +7Ms 2

:

TMa +6Ma 2

:

TMa+ 7Me 2

:

6 Ma+10Ms >

-

:

TABELA 2-{c)-Pdrtico

de

tres

vdos (cont)
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4 VAOS

1) 4 Ms >
[N N
777 V4 mr mr Vi mr Vi mg
v v
Verd Veedh an Viizd Vi 7777 777 77

8 Mat2Me >

T

3) 5Ma +BMs =2

8Ma+adMe >
-

TTTT

TABELA 2-(d)- Portico de qua tro vdos
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TABELA 2_(d)_ Portico de quatros vdos (cont)




9)

10)

1)

12)

[T T TTT

6 Ma +10Ms =

[T (7T
S MatizMs 3 [/ /\7\7
[TTT [TTTT

5Mat I14Ms 2

[TT T ITTT
[T T T

SMa+16Me =

TABELA 2 _(d). Portico de quatro vdos (cont)
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19) 9 Ms + 6Me 2

[T

20) 8 Ma + BMa >

21) OMa+7Me 2

[T 10T T

22) 7TMa +11Ms 2

23) 8 Ma+ IOMa 2

-

[T 1T T

24) BMa+I1IMNMe 2

25)  7TMa+l4Me >

TABELA 2 _(d)_Portico de quatro vBos (cont)
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28) IOMat+ [IMp 2
29) B Mat I5Me >
¢
30) 9 Ma+ld4Me >
3
] 9Ml+|5MB ;
3z2) 8 Ma+ IBMs ~

TABELAE_(eJ_Po’rnco de cinco vdos (cont)

Lol ol o U BN N o S LN ol o R S



8 - Aplicacgoes

Foram testados porticos multiplos retangulares de di-

mensoes e carregamento como, de maneira geral, mostra a figura
8.1;:

La
77 o7
v \"
T ¢
La
)\ La l La 3
| 1 1
\") lV \%
H . -
La
777

.

_+__Ln__+_Ln_+___L_n I — S } Lo |

FIG. 8.1.
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No estudo feito, foi admitido que v=1, ou seja, o momento plas
tico e o momento fletor que causa o escoamento da fibra mais
afastada da linha neutra, na secao mais solicitada.

0 fator de carga ou coeficiente de seguranca, se supoe
estar incluido nas cargas H e V.

A relagao H/V = 1/1, por exemplo, significa que H e V
possuem o mesmo valor, seja W, com H=W e V=W para o caso de car
regamento estatico e H [0,W| e V |0,W| para o caso de carrega-
mento variavel repetido. Como os momentos plasticos finais sao
dados em funcao de W, admite-se que W englobe o fator de carga.

Foram tomadas duas relacoes de vaos, QA/EB = 2/3 e
RA/RB = 1/2 com H/V variando de 1/1 a 1/5 para cada relacao
EA/RB.

O0s resultados sao apresentados na Tabela 3, que mostra
alem dos momentos plasticos otimos, o valor da fungao objetivoe
as restricoes que governaram o projeto; o mecanismo correspon-
dente a cada restricao critica e identificado na Tabela 2 para

melhor visualizacao.

Convem salientar que os efeitos da flambagem nas pecas
verticais nao sao levados em conta, devendo ser verificados no
caso de utilizagao pratica.

A escolha de vaos iguais e justificada por sua maior u
tilizacao na pratica, embora o programa nao seja limitado a isto.

Normalmente, para este tipo de estrutura, as cargas ver
ticais sao maiores, no minimo iguais, @ carga horizontal. As re
lagoes H/V tomadas espelham os casos mais possiveis de ocorrer.

Outro fato a ser notado, esta relacionado com a invari
ancia da carga vertical de vao para vao. Poderia-se pensar na
sua variacao e ate que se anulasse em algum dos vaos,porem, pa-
ra considerar carregamentos variavel repetido esta precisao po-
de ser duvidosa. Vale ressaltar que o programa elaborado nao
esta restrito a cargas verticais iguais.

Dentro do esquema adotado e tendo em vista os resulta-
dos da Tabela 3, verificou-se a variacao da fungao objetivo,que
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neste caso representa o peso da estrutura, em relacao ao tipo
de carregamento.

A Tabela 4 mostra a razao Q¥ e pode-se pron-

*
il var/Q fix
tamente notar que esta razao e sempre maior do que a unidade.
Dos resultados e comparacoes apresentados diversas con
clusoes podem ser extraidas, sempre no sentido de simplificar e
racionalizar o projeto estrutural.

As figuras 8.1 a 8.7 mostram as tabelas 3 e 4 em forma
de grafico.



.\

2/3 1/2
8
FIX v VA
iy AR FIX R
2 2 o 52 2
N My /We Mg/We | Q*/We? |RC My /W Mg /We [Q*/W2? |RC My /WL (Mg /W2 Q*/W2? RC (M, /e Mg /Mo |Q*/Ws” [RC
3 3 3 3
1/1 10,5833 | 0,5833| 4,0833 0,5990 |0,5990 (4,1926 10,3333 |0,3333 | 1,3333 0,3344 (0,3344 |1,3377
5 5 5
3 3 ]
1/2 10,8333 |0,8333! 5,8333 0,846 |0,8646 |6,0519 0,5000 |0,5000 | 2,0000 g 0,3948 [0,7170 [2,2236
5 5 8 5
2 2 2 2
1/3 |1,0000 |1,2500! 7,7500 0,9308 |1,5290 [8,3100 0,5000 (1,0000 | 3,0000 0,3981 |1,2137 |[3,2236
5 5 5 5
2 2 Z ]
1/4 11,0000 |2,0000] 10,0000, [0,9776 |2,2322 [10,6069 0,5000 [1,5000 | 4,0000 1,0559 {1,0559 (4,2236
5 5 5 2
2 2 2 ]
1/5 [1,0000 |2,7500 | 12,2500{ [1,0244 |2,9353 [12,9037 0,5000 |2,0000 | 5,0000 1,3059 [1,3059 |5,2236
- 5 5 2

TABELA 3(a) - 1 VAO
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T*’ 2/3 ]/2
B
FIX VAR FIX VAR
H/V
n 2 A 2
' MA/WE MB/WL Q*/HR RC MA/NQ MB/N£ Q*/We ? [RC MA/NE MB/NR Q*/Wa? RF MA/NE MBfwi Q*/Wa RC
9 1 5 1
1/1 10,4000 | 0,5000 | 5,4000 0,5602 | 0,4777 | 6,2275 0,2727|0,2727 1,9091 0,3197(0,3150 |2,2190
11 10 i 10
9 7 7 7
1/2 {0,4000 | 1,0000| 8,4000 0,873 (0,8573} 10,3989 0,3333|0,5556 | 3,2222 0,4999(0,6018 |3,9069
11 10 11 10
9 7 7 7
1/3 10,4000 | 1,500011,4000 1,1379 | 1,3070 | 14,6693 0,3333/0,8889 | 4,5556 0,6792{0,8905 |5,5994
11 10 11 10
9 7 7 7
1/4 10,4000 | 2,0000{14,4000 1,4184 | 1,7382 | 18,9397 0,3333]1,2222 | 5,8889 0,8584(1,1791 |7,2919
11 10 11 10
9 7 7 7
1/5 { 0,4000 | 2,5000{17,4000 1,6990| 2,1694| 23,2101 0,3333| 1,5556 7.2222 1,0377/1,4678 | 8,9844
11 10 11 10!

TABELA 3(b) -

2 VA0S
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— 2/3 1/2
B
FIX VAR FIX VAR
H/V
‘ My/WE [ M /W Q* /W22 |RC Mp/ME | Mg /WL Q* /W22 |RC My/WE | Mg /WA Q* /W22 |[RC Mg /WL | Mg /e Q*/We?  |RC
16 10 16 10
1/1 0,3235 |0,4559 |6,6912 0,4097 | 0,5008 |7,7849 0,1765 | 0,2941 | 0,4706 0,2812 | 0,3341 | 3,1294
18 13 e 11
10 10 10 10
1/2 0,4000 [0,8667 |11,0000 0,6043 | 0,9662 |13,5299 0,2000 | 0,6000 | 4,4000 0,3731|0,6597 | 5,4509
16 11 16 11
10 10 1G 10
1/3 0,4000 | 1,3667 |15,5000 0,8349 | 1,4195 | 19,4549 0,2000 | 0,9333 | 6,4000 0,5317 | 0,9632 | 7,9058
16 11 16 1
10 10 10 10
1/4 0,4000 | 1,8667 |20,0000 1,0655 | 1,8729 |25,3799 0,2000 | 1,2667 | 8,4000 0,6903 | 1,2666 | 10,3607
16 11 16 11
10 10 10 10
148 0,4000 | 2,3667 |24,5000 1,2961 | 2,3262 | 31,3049 0,2000 | 1,6000 | 10,4000 0,8489 | 1,5700 | 12,8157
16 11 16 1

TABELA 3(c) -

3 VAOS
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. 2/3 1/2
‘g
FIX VAR FIX VAR
H/V 1 |
02 | ) { 2 2 2
v Ma/We | Mg/Ms | Q*/Wi? |RC| M, /Wi | Mg/We !Q*/wk RC{Mp/We [Mo/We | Q*/We® |RCIM,/Wi | Mg/We | Q*/We® RC
19 1 13 13 13
1/1 |0,2619 |0,4405 | 7,9048 |23/0,3714 | 0,5143 ' 9,8852 10,1429 | 0,2857 | 3,0000 [19{0,2820 | 0,3345 | 4,0855
25 14 23 ' 14
! | 25
13 | 13| 13 13
1/2 |0,2857 |0,9048 | 13,7143 0,6032 | 0,9689 | 17,6586| |0,1429 | 0,6191 |5,6667 0,3793 | 0,6590 | 7,1680
19 | 14 19 o
13 | 13| 13 13
1/3 10,2857 |1,4048 | 19,7143 0,8351 | 1,4234 | 25,4318 10,1429 0,9524 | 8,3333 0,5409 | 0,9620 | 10,4006
19 ’ 14 19 14
13 1 13 13 13
1/4 |0,2857 | 1,9048 | 25,7143 1,0669 | 1,8780 | 33,2051 0,1429 | 1,2857 | 11,0000 0,7026 | 1,2650 | 13,6332
19 14 19 14
13 13 13 13
1/5 10,2857 | 2,4048 | 31,7143 71,2987 | 2,3326 | 40,9784 0,1429 | 1,6191 | 13,6667 0,8642 | 1,5681 | 16,8658
19 14 19 14

TABELA 3(d) - 4 VAOS
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. 2/3 1/2
i
B
FIX VAR FIX VAR

H/V :
€| MgMe | Mg/Me | Q%/Me® [RC|M /M | Mo/We | QX/Me® RC| Mp/Mr | Mg/Me | Q¥/Me2 RC{My ML [Mo/Ma | Q*/He 2 [RC
22 16 16 16
171 | 0,2200 |0,4300 |9,0900 §g 0,3742 | 0,5141 | 12,2028 10,1111 | 0,2963 | 3,6296 | [0,2820 10,3345 |5,0373 | _
16 16 16 16

/2 |o0,2222 {0,9259 | 16,0556 |0,6096 | 0,9686 | 21,8428 | 0,1111|0,6296 |6,9629 | [0,3811 |0,6584 |8,8717
; 17 22 17
16 s 16 16

173 |0,2222 |1,4259 |24,0556| [0,8448 | 1,4229 | 31,4829 |0,11110,9629 | 10,2963 [0,5437 [0,9613 | 12,8754
22 17 22 17
16 16 16 16

1/4 10,2222 |1,9259 [31,5556| {1,0802|1,8774 | 41,1231 |0,1111| 1,2963 | 13,629¢| [0,7063 |1,2641 | 16,8791
e 17 22 17
16 16 16 16

1/5 10,2222 |2,4259 |39,0556| |1,3156 | 2,3318 [ 50,7633 |0,1111] 1,6296 | 16,9629 |0,8689 |1,5669 | 20,8828
22 17 22 17

TABELA 3(e) - 5 VAOS

68



+*
var/ QF1x

VAT 2/3 1.2
0 3 0 3
JH/V NO de Vaos NO de Vaos
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1/1 1,02676(1,15324/1,16345/1,25053(1,34241|1,00329(1,16334|1,26664;1,36184(1,38784
1/2 1,03747|1,23796| 1,229991,28759]1,31936|1,11180|1,21248{1.23884(1,26494|1,27414
1/3 1,07226|1,28678| 1,25515|1,29002{1,30876|1,07453{1,22913(1,23528|1,24807|1,25049
1/4 1,06069|1,31526(1,268991,29131(1,30320|1,05590|1,23825(1,23342}1,2393¢&|1,23842
1/5 1,05336{1,3339111,27775]1,29211|1,29977{1,04472|1,24400}1,23228;1,23409|1,23108
|
TABELA 4

06
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9 - Conclusoes e Sugestoes

9.1 - Conclusoes

0s resultados obtidos mostraram que apenas para pﬁrti
co de um vao a diferenca entre o projeto otimo com carregamen-
to estatico e o projeto otimo com carregamento variavel repeti
do e minima.

Verificou-se que com o aumento do numero de vaos, a
relacao Q*var/0¥ix se mantem em torno de 1.3, levando a crer
que o carregamento variavel repetido seja, invariavelmente, o
criterio de carga governante. Em outras palavras, o vetor b da
equacao (6.2.4.1), que representa o trabalho externo, tera va-
lores maiores que os correspondentes para carregamento estati-

co.

Porem, deve-se recordar, que o fator de carga foi con
siderado o mesmo, independente do tipo de carregamento.

0 que nao espelha a realidade, pois o carregamento variavel re
petido e, usualmente, de natureza estocastica, causando o co-
lapso apos varios ciclos de carga se realizarem (Para o caso
de carregamento estatico, as cargas de servico sao de natureza
fixa e sabe-se de antemao os valores que elas vao assumir).

Desta forma, e mais logico utilizar uma relacgao AS/AC
menor que a unidade para fazer uma comparacao entre os dois ti
pos de carregamento. Varios pesquisadores verificaram que, na
pratica, esta relacao varia normalmente de 0,8 a 0,96, o que
significa dizer que pode haver uma reducao no valor produzido
Por QUar/ Wiy

Pode-se deduzir, entao, que o0s resultados apresenta-
dos fornecem limites inferiores e superiores para a fungao ob-
jetivo, enquanto que valores intermediarios podem ser obtidos
com a escolha de fatores de carga mais adequados para as car-
gas.



99

Por outro lado, nos exemplos apresentados, deve-se no-
tar que o numero de cargas aumenta a medida que o numero de
vaos cresce, tornando-se cada vez menos provavel a ocorrencia
de ciclos de carga definidos que possam causar o colapso incre-

mental .

A partir de tres vaos, uma das restricoes chtica&quaﬂ
do se considera carregamento variavel repetido, € a de plastici
dade alternada, que leva a um colapso local e nao do tipo catas
trofico. Esta situacao se verifica na parte superior da segunda
coluna a partir da esquerda, para relagoes H/V menores do que a

unidade.

De imediato se deduz que a variacao das cargas atuan-
tes, de maneira independente uma da outra, provoca momentos fle
tores alternantes em sentido na secao considerada, de valores e
frequencias tais que induzem a plasticidade alternada. Na reali
dade, sao necessarios muitos ciclos de carga para que isto ocor
ra e, como sua manifestacao e gradual, este tipo de colapso
fornece a possibilidade de prevencao. Cargas moveis, que podem
passar repetidas vezes pelo mesmo lugar, sao as mais indicadas
para causar um colapso do tipo incremental ou alternado. Se as
cargas nao forem de natureza movel, deve-se fazer um estudo da
probabilidade da variacao das cargas e chegar a um fator de car

ga adequado.

A teoria plastica simples se concentra apenas no crité
rio de resistencia, sem se preocupar com deflexoes, nem entrar
no estudo da instabilidade de cada membro individualmente ou da
estrutura como um todo; nas aplicacoes efetuadas sob carregamen
to estatico, para alguns casos de H/V, foram encontrados valo-
res de MB muito maiores que MA’ sendo este ultimo o momento
plastico dos pilares. Isto leva a crer que, aparentemente, a es
trutura projetada desta forma, sera sensivel ao fenomeno da ins
tabilidade, bem mais do que se fosse utilizado carregamento va-
riavel repetido. Somente para porticos de um vao ha uma seme -

lhangca relativaentre MA e MB.

E interessante notar a pouca variacao de My e Mg, sob
carregamento variavel repetido,em relacao ao numero de vaos,para

a mesma razao H/V; isto deve-se ao fato que, mesmo que o porti-
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co tenha mais de dois vaos, as cargas que produzem as maiores
variagoes nas restricoes criticas sob a carga horizontal e as
cargas verticais localizadas nas duas primeiras vigas a partir
da esquerda, principalmente se uma das restricoes for a de plas
ticidade alternada.

No caso de cargas fixas, o momento plastico das vigas,
MB’ cresce muito pouco com o aumento do numero de vaos,enquanto
que o momento plastico dos pilares, MA’ decresce de maneira
acentuada, considerando-se a mesma relagao H/V; por outro lado,
considerando as varias razoes H/V para a mesma estrutura, nota-
se que M, aumenta numa proporgao constante e que MA permanece
invariavel. Estes fatos sao conseqliencias das restrigoes criti-
cas serem semelhantes; o primeiro deles esta ligado ao numero
de rotulas plasticas formadas nas barras verticais de um dos me
canismos criticos e o segundo depende diretamente de H/V, ja
que para uma mesma estrutura, verificou-se, as restricoes criti
cas, ou os mecanismos criticos, sao sempre os mesmos, notadamen
te para relacoes H/V menores do que a unidade.

Sintetizando os fatos acima descritos, considerando oS
porticos planos e os tipos de carregamento utilizados, pode-se
concluir:

a - Deve-se utilizar carregamento variavel repetido a-
penas quando se tiver certeza de que as cargas va-
riarao com uma freqllencia adequada; caso de cargas
moveis.

b - As estruturas projetadas sob o criterio de carga
fixa sao mais sensiveis a instabilidade.

¢ - 0Os valores obtidos para uma estrutura de dois vaos,
considerando carregamento variavel repetido, permi
tem uma estimativa quase exata para estruturas com
mais vaos, desde que os vaos sejam do mesmo tama-
nho e as cargas assumam variacoes semelhantes.

d - Abaixo de um certo valor de AS/AC, a solucao otima
sob carregamento estatico tambeém o & para carrega-
mento variavel repetido; acima de um outro valor

de AS/AC, a solucao otima para carregamento varia-
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vel repetido tambem o e para cargas fixas. Para va
lores intermediarios de A /A, O projeto depende
dos dois tipos de carregamento.

e - A formulacao do projeto estrutural otimo sob carre
gamento variavel repetido como um problema de pro-
gramacao linear, e uma tecnica eficiente mesmo
para estruturas mais complexas.

9.2 - Sugestoes

Baseando-se nas conclusoes do paragrafo anterior, pode
se unificar dois programas existentes para a obtengao de resul-
tados que dependam dos dois tipos de carregamento simultaneamen

1> |

te, sao poucas as modificacoes necessarias, ja que a matriz
da equagao (6.2.4.1) nao depende do tipo de carga atuante, ape-
nas da localizacao da carga.

Pode-se pensar, tambem, na modificacao do tipo de es-
trutura, considerando, por exemplo, que 0s porticos tenham as
vigas inclinadas (pitched-roof frames), necessitando, neste ca-
so, de mudancas um pouco mais significativas.

0 estudo da influencia das forgas axial e cortante tam
bem seria de interesse, podendo, talvez, influir restricoes de
maneira substancial.

Muitos topicos foram abordados, e nao se fez mencao a
inclusao de restricoes para evitar a instabilidade e prevenir
as grandes deformagoes; e que a teoria plastica ainda nao esta
suficientemente desenvolvida para incluir esses tipos de restri
coes embora as verificacoes necessarias devam ser feitas.

Assim,tudo o que vier reforcar, ampliar e melhorar
este trabalho sera de grande utilidade para todos e, alem disso
sera um reconhecimento ao magnifico esforco dos criadores e in-
centivadores da teoria plastica para estruturas.
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