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SINOPSE

Analisa-se a resposta deterministica de por-
ticos planos de concreto armado, submetidos a agoes di-
namicas, considerando-se o seu comportamento elastoplas-
tico. A analise & realizada numericamente, pelo metodo
dos elementos finitos.

Apresenta-se um elemento que possui zonas ex-
tremas elastoplasticas de comprimento finito. Nas segoes
transversais dessas zonas, o0s momentos fletores e as cur
vaturas descrevem ciclos histereticos bilineares, com de-
gradagao da rigidez elastica em fungao das deformagoes
plasticas. No modelo estao incorporados, tambem, as de-
formacoes de cisalhamento, a rigidez dos nos e a interagao
entre os momentos de plastificagao e os esforgos normais.

Utilizam-se algoritmos implicitos para efe-
tuar a integragao numerica no tempo. Para a solugao das
equacoes nao-lineares, segue-se um processo iterativo de
rigidez constante.

Apresentam-se resultados obtidos com progra-
mas computacionais, elaborados para estudar a resposta
transiente de estruturas de edificios.
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ABSTRACT

Deterministic response of reinforced concrete
plane frames, subjected to dynamic actions, taking into
account their elasto-plastic behavior, is analysed. Fi-
nite element method 1is wused to perform the numerical
analysis.

An element having elasto-plastic end regions
of finite length is presented. Bending moments and curva-
tures in the transversal sections within those regions fol-
low bilinear hysteretic cycles, with degrading elastic
stiffness as a function of plastic deformations. Shear
deformations, nodal rigidity and interaction between yield
moments and axial forces, are also incorporated in the
model.

Implicit algoritms are used to perform numer-
ical 1integration in time. In order to solve the non-
-linear equations, an iterative process of constant stiff-
ness is followed.

Results obtained with the aid of  computer
programs developed for studying transient response of
building structures, are presented.



SUMARIO

T = INTRODUGAD . . ...ttt it ittt ettt et et ceenens ]
2 - METODOS DE ARALISE . .. ...ttt i iieiinns 7
2.1 = GENERALIDADES. .. i it i e e i i e et e nas 7
2.2 - EQUACOES DO MOVIMENTO . v v v vt ieiinn i cenneeannens 7
2.3 - METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA........cievunnn 11
2.3.1 - Desempenho dos Diferentes Metodos...... 11
2.3.2 - Método de Newmark.......o.viunneennnne 15
2.3.3 - Método Wilson - 0. ... cuereinnnneiunnans 18
2.3.4 - Metodo de Park......ueeienirennennnns 22
2.4 - ALGORITMO PARA A INTEGRACAO PASSO A PASSO...... 24
3 - MODELO ESTRUTURAL . . ... ... i i it i e e ea e 30
3.1 - DISCRETIZACAO DA ESTRUTURA......... P 30
3.2 - CARACTERISTICAS DO ELEMENTO DE PORTICO PLANO...31
3.3 = RIGIDEZ ELEMENTAR. .o v it ie it i i e i ittt et aeen 33
3.3.1 - Rigidez Elastica.......vviuiniinunnnnn. 33
3.3.2 - Rigidez Plastica.....ouvieiiiinennnnn. 37
4 - COMPRIMENTO DAS ZONAS PLASTIFICADAS............ 44
5 - INERCIA DO ELEMENTO . .. ii ittt i it et iaeans 49
6 - AMORTECIMENTO ... vt ittt ittt i e e e e et e e e 51
4 - ESTRUTURA DE CONCRETO ARMADD ... ..... ... .. ... 52
4.1 - ADEQUACAO DO MODELO MATEMATICO................. 52

4.2 - COMPORTAMENTO DAS ESTRUTURAS DE CONCRETO
ARMADD . . ot i i i e e e e e e e 53

4.2.1 - Resultados de Ensaios Quase-Estaticos ....54
4.2.2 - Resultados de Ensaios Dinamicos........ 58
4.3 - EQUACDES DE EQUILIBRIO DE SEGOES FLEXO-

~COMPRIMIDAS . . .ot e e e i e e 60




viii

4.4 - DETERMINACAO DOS PARAMETROS DO CICLO HISTERFTICO ...
4.5 - RIGIDEZ AO CISALHAMENTO. . «' vt vttt
5 - PROGRAMAS COMPUTACIONAIS IMPLEMENTADOS.............
5.1 = GENERALIDADES. .. it it e i e
5.2 - POSSIBILIDADES DO PROGRAMA ANDEN.............
5.2.1 - Tipo de Estrutura............. ... ...
5.2.2 - Formas de S01icitagao.......covvuuvun.
5.2.3 - Modos de Analise e Resultados........

5.3 - CARACTERISTICAS ESPECIFICAS DO PROGRAMA
COMPUTACIONAL . .ttt e it e i ittt iee e s caas

5.3.1 - Calculo das Forgas Incrementais

Nao-Lineares..... ..o innnnnnnn
2 - Teste da Convergencia das Iteracoes..
3 - Calculo do vetor das forgas resis-

5.3.4 - Solucgao do Sistema de Equagoes

R Y =N B ol = - O

6 - RESULTADOS DA APLICACAO DO PROGRAMA................
6.1 = GENERALIDADES . « v v s ve s eee e ee e e e e

6.2 - SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE..............

6.3 - VIGA SOBRE APOIO ELASTOPLASTICO......0vn.n...

6.4 - PORTICO SIMPLES DE CONCRETO ARMADO...........

6.5 - PORTICO DE SEIS ANDARES. ..o oo,

6.6 - EDIFTCIO DE DEZ ANDARES .+ oo s v e,

7 = CONCLUSOES . .« o oottt e e e e e e
8 - ANEXOS.......... e

8.1 - RELACAO ENTRE OS DIAGRAMAS P-5 e M-x
PARA UMA VIGA. .. ... ..

88



8.2 - COEFICIENTES DAS EQUACOES 3.3.2.712..........

LISTA DE SIMBOLOS

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.............. ... .cvtnnnn.

iX



1. INTRODUCKO

0 objetivo deste trabalho e estudar o comporta
mento da estrutura de edificios de concreto armado frente
a solicitacoes dinamicas deterministicas. Estas solicita-
¢0es podem provir de cargas aplicadas sobre o edificio, co
mo no caso do vento, impacto ou explosoes, ou de um movi-
mento da base, como no caso de terremotos. Na analise, con-
siderar-se-ao as nao-linearidades fisicas decorrentes do
comportamento elastoplastico da estrutura, nao sendo le-
vadas em conta as nao-linearidades de ordem geometrica.

A resposta da estrutura frente a solicitacgoes
que acontecem varias vezes na vida da construcdao, pode ser
estudada mediante analises lineares. Ja para eventos ex-
tremos ou mesmo moderados, € necessario fazer uma analise
nao linear para se obter um conhecimento mais realistico
da resposta. No caso de sismos, por exemple, o comporta-
mento plastico da estrutura desempenha um papel muito im-
portante na absorgao de parte da energia transmitida ao edi
ficio pelo terremoto, e uma analise linear da resposta fren
te a sismos moderados evidenciaria solicitacOes muito alem
das que a estrutura poderia resistir |26].

A idealizacao estrutural segue 0s lineamentos
do metodo dos elementos finitos, onde a estrutura conti-
nua, com infinitos graus de liberdade, e discretizada, re-
sultando um sistema com um numero finito de graus de liber
dade.

Essa discretizacao pode ser feita em diferen-
tes niveis [49]. Em um primeiro nivel, uma idealizagao ma
croscopica baseia-se em modelos mecanicos simplificados de
partes do edificio, como um piso completo, por exemplo. Es-
te tipo de idealizacdao & interessante para edificios altos
pelo pouco esforgo computacional requerido e muito util pa



ra se obterem estimativas da resposta global nas primeiras
etapas do projeto. O principal inconveniente que apresen-
ta e a dificuldade para modelar adequadamente o edificio e
encontrar as relagoes forga-deslocamento necessarias.

Um segundo nivel da discretizacao consiste em
representar cada elemento estrutural (pilar, cortina, ou vi-
ga) com um modelo discreto, adotando uma distribuigao das
deformagOes inelasticas e relagoes forga-deformagao simpli
ficadas. Assim, e possivel analisar edificios de tamanho
moderado com um esforgo computacional razoavel.

0 terceiro nivel corresponde a uma representa-
¢ao microscopica, na qual os membros estruturais sao subdi
vididos em elementos. Este tipo de idealizacao e emprega-
do para estudar o comportamento local de secoes criticas,
como extremos de vigas ou pilares, unioes e zonas de momen
tos maximos. As relagOes constitutivas sao consideradas
atraves das leis tensao-deformacao dos materiais componen-
tes. A utilizacdo destes modelos para a analise da estru-
tura global em geral resulta proibitiva devido ao tama-
nho do problema e ao custo do processamento.

A modelagao estrutural feita neste trabalho cor
responde ao segundo nivel descrito.

Muitas pesquisas tem sido realizadas na busca
de uma melhor representacao do comportamento das estrutu-
ras de concreto armado, especialmente em conexao com pro-
blemas sismicos |29, 49, 55, 78].

Uma idealizagao comumente utilizada & a de su-
por as deformagoes inelasticas concentradas nas extremida-
des dos membros. Por este caminho, foram desenvolvidos ele
mentos baseados em dois componentes paralelos, dos quais
um e elastico e o outro elastoplastico com rotulas concen

tradas nas extremidades |29|. Desta forma, e possivel re-




presentar uma relacao bilinear entre momentos e rotacgoes.

Outros elementos tem sido desenvolvidos basea-
dos em um Unico componente elastico unido aos nds atraves
de molas rotacionais, de comprimento nulo, que podem ter
diferentes diagramas momento-rotagao |49].

As relacgoes forga-deslocamento propostas para
estruturas de concreto armado submetidas a flexdao, em ge-
ral, tem seguido o padrao do ciclo bilinear (figura 1.1.a).
Uma caracteristica observada experimentalmente € a degrada
¢ao de rigidez com o avanco das deformagdes plasticas [14].
Para incorporar este efeito, tem sido propostas diferentes
solucoes. Baseados em resultados experimentais, Clough e
Johnston [3] desenvolveram um modelo histerético trili-
near {figura 1.1.b). Takeda e colaboradores formularam um
conjunto de regras para acompanhar as respostas medidas em
pilares flexionados de concreto armado, vresultando em um
ciclo histeretico do tipo da figura 1.1.c |42{. Um mode-
lo relativamente simples foi apresentado por Imbeault e
Nielsen |42|, no qual considera-se uma detericracao da ri-
gidez elastica em fungao dos maximos deslocamentos atingi-
dos, da forma indicada na figura 1.1.d.

Yoshioka e colaboradores elaboraram um modelo
composto de um segmento elastico unido aos nos atraves de
molas rotacionais ndo-lineares que seguem o ciclo histere-
tico de Takeda [49]. Umemura e colaboradores consideraram
uma distribuicao parabolica das rigidezes do elemento. As
rigidezes nas extremidades seguiam um ciclo histeretico tri
linear degradante e, no ponto de inflexao, tomava-se a
rigidez inicial |49].

Uma parcela importante das deflexoOes sao devi-
das ao escorregamento da armadura nas unioes de vigas com

pilares ou em zonas de momentos maximos. Istc foi conside-



a) Modelo bilinear b) Modelo de Clough
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Fig. 1.1. Modelos histereticos para as relagoes forga-des

lTocamento em pegas flexionadas de concreto arma
do }42].



rado num modelo implementado por Otani atraves de molas ro
tacionais nos extremos de um elemento baseado em dois com
ponentes |55|. Anderson e Townsend wutilizaram um modelo
composto de um segmento central e dois segmentos extremos
com suas rigidezes reduzidas, seguindo todos eles diagra
mas momento-curvatura do tipo da figura 1.1.b [3]. Um ele
mento similar foi proposto por Soleimani |[69|, porem adi-
cionando molas rotacionais nas extremidades, a fim de Tle-
var em conta explicitamente a deterioracao da ancoragem.

No presente trabalho, foi desenvolvido um ele-
mento para portico plano que apresenta um comportamento e-
lastico até serem atingidos, nas extremidades, os momentos
de plastificacao dessas segoes. Para momentos crescentes,
aparecem zonas plastificadas, cujos comprimentos dependem
da distribuicao dos momentos fletores na pecga. As segoes
dessas regides plasticas tem uma relacao momento-curvatu-
ra do tipo bilinear, com uma degradacao da rigidez inicial
da secao seguindo a lei da figura 1.1.d. Os momentos de
plastificacao, por sua vez, sao funcoes das forgas axiais
que solicitam o elemento. Alem disso, o modelo, cuja des
cricao e feita na secao 3, possui dois extremos rigidos pa
ra simular as conexoes de dimensao finita entre as vigas e
os pilares ou tabiques.

A determinagao dos parametros necessarios para
que o modelo possa representar o comportamento das estrutu
ras de concreto armado e tratada na secao 4, seguindo-se
as diretrizes da Norma Brasileira NB-1/78 |4].

A integracao das equac¢oes do movimento e rea-
lizada em forma direta, passo a passo, e os métodos utili-
zados estao apresentados na secao 2. Indicam-se, na secao
5, algumas caracteristicas do programa computacional elabo
rado para efetuar a analise. A secao 6 contem os resulta-
dos obtidos na aplicacao do programa e as principais con-



clusoes tiradas deste estudo.



2. METODOS DE ANALISE

2.1 - GENERALIDADES

Nesta segao apresentam-se os metodos para a in
tegracao numerica das equacoes nao-lineares do movimento,
utilizados neste trabalho.

A discretizacdo da estrutura e feita pelo me-
todo dos elementos finitos que se baseia na representagao
da resposta do sistema, que, em geral, tem uma distribui-
¢ao espacial continua, em um espaco de dimensao finita de-
finido por um conjunto de coordenadas generalizadas. Esta
discretizagao sera tratada na segao 3. No entanto, obser-
var-se-a aqui que a estrutura sera representada atraves
de um modelo com um numero finito N de graus de Tliberda-
de. Com o vetor U de N componentes, indica-se 0 conjun-
to de deslocamentos generalizados associados aos graus de
liberdade.

2.2 - EQUACOES DO MOVIMENTO

As equagoes do movimento para um sistema es-
trutural podem ser formuladas por aplicagao do principio
de D'Alembert a cada um dos seus graus de liberdade 130 -
Assim, verifica-se para o grau de liberdade Jj, no instan-
te t

>

Fai + Fe% - Fii = Pi (2.2.1)
onde Fi vrepresenta a forga de inercia, Fa a forga amor
tecedora, Fe a forga resistente interna e P a forca ex-
terna aplicada. Todas elas associadas ao grau de liberda-
de Jj e avaliadas no tempo t. Com a palavra forga esta in
dicando-se uma acao generalizada em correspondencia com o
respectivo grau de liberdade. As N equacoes 2.2.1 expres



sam-se na forma matricial

Fa

Fa, + Eet - Fi = P (2.2.2)

~ t ~t

sendo Fi o vetor das forcas de inercia, Fa o vetor das
forgas de amortecimento, Fe o vetor das forgas resisten-
tes internas e P o vetor das forgas externas aplicadas.

As forgas de inercia Fi podem ser escritas

Fig = - M Uy (2.2.3)
onde Et e um vetor que contem as aceleragdes dos graus de
liberdade e M e a matriz de massa da estrutura. Desse mo

do, a equagao 2.2.2 fica na forma
th+Fa + Fe, = P (2.2.4)

considerando-se a matriz de massa invariante no tempo.

Se a estrutura, em vez de estar solicitada por
um carregamento externo, encontra-se submetida a um movi-
mento da base ui na diregao de um dos eixos coordenados,
nas expressoes anteriores modifica-se apenas o vetor das
forgas de inercia. Este deve agora ser expresso em termos

da aceleragao total das massas:
Fig = - M (Uy+L i) (2.2.5)

sendo U, o vetor dos deslocamentos relativos a base e L
um vetor topologico com valores unitarios em corresponden-
cia aos graus de liberdade paralelos ao movimento e com va
lTores nulos nas restantes posigoes. A equagao 2.2.2 fica
entao




(2.2.6)

o+ O

A partir daqui, a equacao do movimento escre-
ver-se-a na forma 2.2.4, incluindo-se no vetor Et tanto as
acoes externas quanto as forcas equivalentes que resultam
de movimentos da base, como aparece no segundo membro da
equagao 2.2.6. Salienta-se que em todos os casos o vetor

Ut refere~se a deslocamentos relativos a base.

Em problemas lineares, o vetor das forgas re-
sistentes internas Fe € de natureza elastica e tem a for
ma :

Fe, = KU (2.2.7)

e 0o vetor Fa, admitindo-se um amortecimento do tipo vis-
c0s0, escreve-se

Fa, = C U (2.2.8)

Nessas expressdes, K e C sao, respectivamente, as matri-
zes de rigidez e de amortecimento da estrutura, invarian-
tes no tempo, e gt e a derivada primeira de Uy em relagao
ao tempo. A equagao 2.2.4, portanto, fica:

+ KU =P (2.2.9)

Se a matriz ( escreve-se como uma combinacao linear das
matrizes M e K, wuma transformagao da equagao 2.2.9, to-
mando-se como base os modos normais da estrutura nao amor-
tecida, fornece um sistema de eqguagoes desacopladas. Por
esta via, pode-se obter a resposta linear em gualguer ins-
tante t por superposicao modal |30|. Uma outra forma de
resolucao e por integracao direta das equaccCes do movimen-
to. Este processo pode resultar conveniente em problemas
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lTineares, quando se deseja obter a resposta para tempos re
lativamente curtos e quando a participacao dos modos supe-
riores e significativa.

Em problemas nao-lineares, onde a superposicao
das respostas nao & mais valida, utilizam-se métodos de in
tegracgao direta(l). Este e o caminho seguido no presente
estudo e, para isso, a equacao do movimento deve ser es-
crita na forma incremental.

Se, para um acréscimo de tempo At indica-se co
mo AUt o incremento do vetor de deslocamentos, isto e

AU = U - U

2t T Ztest TSt (2.2.10)

e utiliza-se uma designacao analoga para o0s outros vetores,
a equagao 2.2.4 no tempo t+At fica:
Hoa

+ A Eat + A Fe = P - MU, - Fat - ﬁet

t t ~t+At ~ ~t -

(2.2.11)

Nesta analise, admitir-se-a um amortecimento
do tipo viscoso com a matriz C invariante no tempo, pe-
lo que o vetor Fa, & dado pela férmula 2.2.8. Deste modo,
as nao-linearidades consideradas ficam restritas as forgas

resistentes internas Fe 0 acrescimo destas forcas pode

t” ,
ser decomposto em uma parte linear e outra nao-linear:

NL

bFe. = KA U+ 5 Fey (2.2.12)

sendo K a matriz de rigidez inicial. Levando em conta
2.2.8 e 2.2.12, a equagao 2.2.11 toma a forma

(Y) Ng entanto, tecnicas baseadas na decomposicao modal
tem sido utilizadas na analise de problemas nao-li-
neares |73, 43].
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_ _ o — _ NL
KoY =P MU -C U - Fey - o Fel

(2.2.13)

=
>
tcos
+
e
=g
3 et

Esta e a forma incremental da equacao do movimento, que Se-
ra resolvida em cada passo no tempo pelos méetodos descri-
tos na segao seguinte.

2.3 - METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA

2.3.1 - Desempenho dos Diferentes Metodos

Existem numerosos metodos para a integragao no
tempo da equacao 2.2.13. Em geral, eles se baseiam na as-
suncao de uma forma de variacao dos deslocamentos, veloci-
dades e aceleracoes dentro do intervalo de tempo, podendo-
-se substituir as derivadas por formulas em diferengas en-
volvendo um incremento de tempo, nos metodos de passo uni-
co, ou varios incrementos de tempo, nos metodes de passo
multiplo.

O0s processos nos quais os valores dos desloca-
mentos, ou suas derivadas, sao expressos totalmente em ter
mos dos valores obtidos em passos anteriores, denominam-se
explicitos. Entre estes, o método das diferencas finitas
centrais tem sido indicado como o mais eficiente em proble
mas lineares e nao-lineares |1, 59|. Este algoritmo e
simples de implementar computacionalmente. Seu principal
inconveniente, no entanto, reside na sua estabilidade con-
dicional, mesmo para problemas lineares.

Nos processos denominados implicitos, as formu
las para representar as derivadas dos deslocamentos num
passo determinado, contem os proprios deslocamentos cor-
respondentes a esse passo. Tem sido desenvolvidos varios
algoritmos que utilizam formulas implicitas e para os quais
pode-se garantir, em problemas lineares, uma estabilidade
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incondicional. Entre os processos que demostram melhor de
sempenho, tres deles foram estudados visando as aplica-
goes computacionais: os meétodos de Newmark (8 = 0,25), Wil
son-0 (6= 1,4) e de Park. As formulas correspondentes sao
apresentadas nas tres secgoes seguintes, enquanto o algorit
mo unificado para a integragao da equagao do movimento vem
tratado na secgao 2.4,

Em problemas lineares, os tres metodos sao in-
condicionalmente estaveis. O de Newmark, sempre que
B>»0,25. 0 de Wilson, para 6 > 1,37 (vide segoes 2.3.2 e
2.3.3).

No que diz respeito a precisao, na figura 2.1
apontam-se os resultados da analise de um sistema de um
grau de liberdade reportados na referencia 57. Pode-se ob
servar que o metodo de Newmark nao introduz amortecimento
numeérico, isto e, nao produz distorgao na amplitude da res
posta. 0 comportamento do metodo Wilson-6 e similar ao
de Park, exibindo este um  menor amortecimento nume-
rico para tamanhos do passo inferiores a 20% do periodo
da resposta. Verifica-se que os tres metodos modificam a
freqlencia da resposta, sendo que o de Newmark apresenta
os menores valores de distorgao, e o de Park, os maiores.

Em problemas nao lineares, trabalhos de Park
|59, com equagdes de um grau de liberdade, mostram que oS
limites de estabilidade, isto €, o maior tamanho do passo
para o qual mantem-se a estabilidade da solucao, sao maio-
res, no metodo de Park, do que nos outros dois. O de New-
mark apresenta os menores limites de estabilidade (figura
2.2). Adeli e colaboradores |1]| constataram que, em pro-
blemas com nao-linearidade fisica e geométrica, o algorit-
mo de Park foi um pouco melhor que o de Newmark. Tem sido
apresentados criterios energeticos de convergencia para o
processo iterativo que garantem a estabilidade incondicio-
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Equagao: X+ wlx=0

Periodo linear: T = 2n/w

Solugao Exata:  x_ = EXP [+ i w n At]
Solugao Numerica: X, = EXP [- (r+s) wn At]

a) Solucao do problema

006

r /<-Purk
0,04 /

Wilson4© (©6:=1,5) -

ark ( 3=0,28)

0,02 \y
o

o) 02 05 | 2 5 wat

b) Distorgao da amplitude

10
S \
09 Park — ’ N~
WMOMG(GHJ)——____::fffs;::‘:>“‘
08 Newmark (4=0,25) b \\\
o 04 0,8 12 wat

#

c) Distofgéo da freqliencia

Fig. 2.1. Desempenho dos metodos de integragao numerica em

problemas lineares |57].



14

Equagao: X + wzx-+p(x) =0
Termo de forga nao-linear: p(xn) = 2 p(

Parametro de nao-linearidade: V¥ = 1

Periodo linear: T = éﬂ w0 X

[o5]
T~ =

™)

a) Problema resolvido pelo metodo da pseudo-forga,
com extrapolagao linear do termo de forga nao-

-linear.

w At 7 \
6 .
\ \ Park

s [ N

W\

4 —~——
Wilson-9( 6=1,5) {

3 \\\\fr

2
Newmaik (3=0,25) -
| ~-~ Assimotas
pora ¥+ 2
0
0 [ 2 3 ¥
b) Limites de estabilidade em fungao da
nao-linearidade
Fig. 2.2. Desempenho dos métodos de in-
- - tegragao numérica em proble-

mas nao-lineares |59 !.
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nal do metodo de Newmark (B = 0,25) em problemas com n3o-
-linearidade fisica e geometrica |10, 41].

2.3.2 - Metodo de Newmark

0 meétodo de Newmark & um processo de passo uni
co, no qual a velocidade e o deslocamento num instante t+At
sao dados pelas expressoes 2.3.2.1 e 2.3.2.2. Nesta se-
¢ao, como nas duas seguintes, as variaveis serao tratadas
como escalares por simplicidade na notagao, sendo que to-
das as formulas apresentadas valem tambem quando se tratar
de vetores.

Uepnr = Up t [(1 - Y) U, + ¥ Ut+ét} At
(2.3.2.1)
U T Y S AL A R | N RS
t+At ¢t Ut 5 t teat] O
(2.3.2.2)

Estas duas, junto com a equacao do movimento, completam o
sistema de equagOes que permite determinar as tres incogni
tas U, U e U no instante t+At.

Variando-se os parametros Y e 3, obtem-se di-
ferentes formulas para a interpolagao das incognitas no in
tervalo de tempo. Podem ser escolhidos valores apropria-
dos para estes parametros de modo a satisfazer exigencias
de estabilidade e precisao. E possivel demostrar que o pro
cesso introduz um amortecimento numerico proporcional a
(vy - 0,5). Assim, valores de Y menores que 0,5 fornecem
um amortecimento negativo que conduz a uma vibracan auto-
-excitada do ponto de vista numerico. Por outro lado,
Yy>0,5 produz uma diminuigao na amplitude da resposta, ain

da que no problema fisico nao exista amortecimento 53|, Em
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K 3 2 3 g
consequencia disso, o valor de Y toma-se igual a 0,5, nao
introduzindo-se distorgao da amplitude devido ao processo

numérico de integracao, em problemas lineares.

0 parametro B esta relacionado com a variacao
da aceleragao dentro do intervalo de tempo. Alguns desses
valores tem uma correspondencia fisica como se indica na
figura 2.3. 0 valor B8=1/6 «corresponde a uma variagao 1i
near das aceleragOes; B =1/4 representa uma aceleracgao
media constante; uma fun¢do salto com os valores de acele-
ragao correspondentes aos extremos do intervalo e obtida
com R=1/8 e B=0 representa pulsos duplos no comego e fim
de cada intervalo, com valor igual a metade da aceleragac ve
zes o intervalo de tempo. E possivel demonstrar que, para
problemas lineares, o algoritmo € incondicionalmente esta-
vel para valores de B > 1/4. Valores menores que
1/4 incrementam o velocidade de convergencia do processo,
perdendo, porem, a estabilidade incondicional |53].

Assim, com base no anteriormente apontado, ado
tar-se-ao os valores de Y=0,5 e B=0,25 para este al
goritmo,.

Das equagoes 2.3.2.1 e 2.3.2.2, 0os 1incremen-
tos na velocidade e na aceleracao podem ser escritos como
fungoes do incremento do deslocamento. Assim, da equacao
2.3.2.2, tira-se

. ] ] . 'I .
Al = AU, - —— 0 - 2§ (2.3.2.3)
t g at? t gt to2p Ot

Introduzindo esta expressao na 2.3.2.1, tem-se

AU, = —— AU -10t+(1-3—)at iét
B 28

(2.3.2.4)

As incognitas correspondentes ao tempo t+Aat ficam da



— p=li/a
T == peise
e o A =1/8
Uy U
f toat t
Fia. 2.3. Interpolagao das aceleragoes

forma

onde as constantes ai

no intervalo de tempo para o
mé todo de Newmark.

U = AU + U

t+AtL t t
Ut+&t = a] &Ut— a, Ut— ag Ut
Utsnr = 0 8Ug-ap Up-ag Uy

1
a =
0 g at?
\
81 =
8 At
o
a2 =

o e AN ¢ ray o

tem os seguintes valores:

17

(2.3.2.5)

(2.3.2.6)

(2.3.2.7)
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ag = 1
28

a, = X 1
B

ag = (== - 1) at (2.3.2.8)
28

2.3.3 - Méetodo Wilson - ©

0 método Wilson - 6 e uma modificacao do meto-
do da aceleracao linear. Este ultimo baseia-se em assumir
uma variacao linear das aceleragoes dentro do intervalo de

tempo e corresponde ao méetodo de Newmark com Y = 0,5 e
B = 1/6 (figura 2.4).

1 t. At t.z t
L At :
) z =0 At

4

Fig. 2.4. Distribuigao das aceleragoes no interva-
lo de tempo para o metodo Wilson-8.
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Definindo-se uma variavel & interior ao inter
valo At, a aceleragao no interior desse intervalo e

Ugg) = 0, + £ b, (2.3.3.1)
At

Integrando, tem-se a velocidade e o deslocamento:

pd
. . . £ -
U(g) = U, + gU,_ + AU (2.3.3.2)
t t 2 At t
. €2 . .3 .
u(g) = Ut + gUt + 2 Ut + —= AUt (2.3.3.3)

b At

Avaliando estas expressoes no extremo do inter
valo (& = At), podem ser obtidos os incrementos da veloci-
dade e do deslocamento

- " At 5 9
AUt = At Ut + > &Ut (2.3.3.4)
. 2 2
_ tm 5 At
fot = At Ut ‘}""'E'“Ut +'"“'g"” &Ut (2.3.3.5)

a partir dos quaijs conseguem-se escrever 0S acrescimos da
aceleracao e da velocidade em termos de AUt:

s 6 6 * se
A, = — aU, - = U, - 31 (2.3.3.6)
t g2t T4 ot t
y 3 ' At s
AU, = -2 AU, - 3 U, - 2L (2.3.3.7)
t ot t -, Ut

- -

Estas formulas conduzem a um algoritmo que, como foi men-
cionado, apresenta uma estabilidade condicional.
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A modificagao introduzida por Wilson |8| con-
siste em se fazer uma previsao dos valores das incognitas
por aplicagao do metodo da aceleragao linear num 1interva-
o ampliado 1 = 6 At, corrigindo-se posteriormente os va
lores para o intervalo real At. Aplicando 2.3.3.6 e 2.
3.3.7 para T = 0 At, chega-se a

. 6 = ) ) .

A, = = Bu, U, - 31U, (2.3.3.8)
T T

’-. N é - _ _ :I:— »e

By = U - 3 U U, (2.3.3.9)

onde com (~) indica-se que oS incrementos correspon-
dem ao intervalo t. Assim, as incognitas, para o tempo
t+1, escrevem-se

Ut+f = AUt + Ut (2.3.3.10)
Ut+r = a, AUt - A, Ut - ag Ut (2.3.3.11)
Ut+T = a, AUt - a, Ut - A, Ut (2.3.3.12)
sendo
a = B
o 2
T
a B et
L T
)
a2 -
Y T
ay = a, = 2
. T ,
ag = — (2.3.3.13)
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Resolvida a equacao do movimento para o passo
ampliado T, € necessario calcular os valores corresponden-
tes ao intervalo real At. Da forma linear da aceleragao
segue-se que

al, = - &U (2.3.3.14)

Utilizando a equacao 2.3.3.8 e relagbes analogas as 2.3.3.
4 e 2.3.3.5 escritas para o intervalo t, podem-se expres
sar AUt, AUt e AU como funcoes de AU,. Finalmente, as

t t
incognitas no instante t+At vresultam

U (2.3.3.15)

t+At 12 t t
Ut+At = ag AUt +ay Ut + ag Ut (2.3.3.16)
Ut+At = ag AUt toagg Ut tag, Ut (2.3.3.17)

com 0s valores das constantes a; dadas por:

a = 3
6 83 At
3
a = ] - =
7 e2
3
ag = (1--—=) At
8 26
a = 6
9 5 T2
- a = - __é__
10 -
3
aqy = 1 - g (2.3.3.18)
prART
»e ENC
.“"‘b“)
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a 2 —
12 53
a3 (1--J§) At
8]
2
1, At
a (1-—-) —
14 9 5

Quando 6 = 1, o metodo coincide com o da ace-
leragao linear. E possivel demonstrar que, em problemas
lTineares, tem-se estabilidade incondicional para valores
de 6 > 1, 37. Por outro lado, a precisao diminui ao se au
mentar o valor de 6 |8]. 0 valor 06=1,4 & normalmente
utilizado na pratica.

2.3.4 - Metodo de Park

0 metodo de Park pertence ao grupo dos proces-
sos de passo multiplo que utilizam formulas implicitas en-
volvendo deslocamentos e suas primeiras derivadas, corres-
pondentes aos k ultimos passos da integracao. Estas for-
mulas podem ser escritas na forma

k k .

150 o Up_ipap = Ot 120 By Upqap * B (2.3.4.0)
onde Ek e 0 erro de truncamento da formula, e os coefi-
cientes a; e Bi devem ser escolhidos de maneira que sa-
tisfagam determinadas condigoes de consistencia |57].

0 fundamento do metodo de Park & que uma com-
binagao linear de formulas de passo multiplo do tipo da 2.
3.4.1 _conduz a uma outra formula de passo multiplo. As-
sim, ele pesquisou combinacoOoes de tais formulas de modo a
obter um algoritmo que fosse acurado e estavel para os com

ponentes de baixa freqlencia e estavel para os de alta
freqUéncia. Este tipo de método & denominado  rigida-
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mente estavel e e adequado para problemas estruturais, nos

. . 1~ . -~ .
quais os componentes de baixa frequencia sao os que domi-
nam a resposta.

Uma combinagao linear das formulas de Gear de
dois passos:

Uppnt * — (3 U,y - 4 U+ U._\) (2.3.4.2)
At
e de tres passos:
. ) ] ) )
Utsat = 6 At (T Upppg - 18 U+ 9 Uy - 2 U4 o)
(2.3.4.3)
conduz a formula de Park |58]:
1
' - —— (10 U - 15U, +6 U, - U o)
Ut+At 6 At t+At t t-At t-2At
(2.3.4.4)

Esta formula 2.3.4.4 pode ser utilizada para
representar a derivada segunda em termos das derivadas pri
meiras. Apos as necessarias substituigoes e rearranjos de
termos, obtem-se

Uprny = bU, + U, (2.3.4.5)
Ut+At = a, AUt - a4'At (2.3.4.6)
Ut+At = a, aUg - a, A, - ag B, (2.3.4.7)
onde
- Ap =5 U = 6 U s+ Ui oy (2.3.4.8)
By = 15 Up-6 Uy_py + Up_ppy (2.3.4.9)
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e 0s coeficientes a. sSao:

N -
0 g pt?

5
a] =

3 At
a = 5
2 18 at?
ay = a; = —— (2.3.4.10)
6 At

2.4 - ALGORITMO PARA A INTEGRACAQO PASSO A PASSO

As formulas para a integracao numerica no tem-
po representam as derivadas dos deslocamentos, num instan-
te t+At, em termos do incremento do vetor de deslocamen-
tos Agt e de um vetor de estado ao instante t:

U = ay Ayt -, A, - ag B (2.4.1)

~t+At

9t+At = 9% Agt T A2 D¢ az By (2.4.2)

Os vetores A e B calculam-se, nos metodos de passo unico
(Newmark e Wilson - 6), a partir dos deslocamentos, veloci
dades e aceleracoes conhecidas no instante t. Nos metodos
de passo multiplo (Park), calculam-se com os vetores dos
deslocamentos e velocidades no instante t e em etapas an-
teriores da integracao. Esses vetores, assim como 0s coe-
ficientes aj, foram obtidos nas secoes anteriores, para
os metodos implementados, e estao resumidos no quadro 2.1.
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Quadro 2.1 - Coeficientes e vetores de estado para
os diferentes metodos de integracao

_ Newmark Wilson~- 6 Park
Metodo
Y=1/2; B=1/4| 6=1,4; t=8 At

3 1/(8 4t?) 6/1° 25/(9 at?)

a Y/(B At ) 3/1 5/(3 At)

3, 1/(8 at) 6/1 5/(18 at?)
23 (0,5/8) - 1 2 1/(6 At)
qg (y/g) -1 2 a3

ag [(0,5Y/B) - 1] At /2 0

%6 aj 3/(0° at) aj

ay - ag 1-(3/ GZ) - ay

T ay - ag [1-(1,5/0)] at 0

a9 49 6/(0 12) a9

210 - ay -6/(9 1) -ap

ag; - a, 1 -(3/8) - a3

ay, 1 1/ 63 ]

13 0 [1-(1/62)] at 0

ayg 0 [1-(1/8)] at?/2 0

At Uy Uy U=l atVioont
By U, U, ]5gt_6gt-&t+gt-2At

Nota: Embora neste trabalho adotam-se para B, Y e © o0s valores
indicados, os coeficientes aj dados por esta tabela sao
de carater geral.
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A equagao do movimento 2.2.13 pode ser rees-
crita na forma:
M +CU + K AU, = P - Fe, - afelt
~ ~t+At < Zt+At ~ =t ~t+AtL ~ 1 ~t
(2.4.3)
e, substituindo-se nela as expressoces 2.4.1 e 2.4.2,a equa
¢ao 2.4.3 fica, ap0s rearranjar seus termos,
(ag M+ a, C+ K) aly Prony * Mlay Ap + ag By) +
+ Cla, A, + az B,) - Fe, - AFelt (2.4.4)
~ "4 St 5 2t ~ t Tt T
Introduzindo-se as definigoes:
K* = a, M o+ a, C+ K {(2.4.5)
e
* = -
PYeat = Prane * Mlap Ay +ag Bu) + Clag Ay + a5 By) - Fey
(2.4.6)
a equagao 2.4.4 reduz-se a forma:
* _ * _ NL
K¥ AU, = P¥, .. - OFey (2.4.7)
A matriz K* e invariante no tempo. O vetor P¥ pode ser

~t+AL

calculado, para cada etapa, em fungao dos valores das eta-

pas anteriores e do acrescimo das cargas externas. O ter-
mo AEeﬁL, no entanto, depende da propria incognita AUy,

constituindo-se no termo nao-linear.

-

Isto constitui
iniciais |18, 64, 81].

vamente.

4.5) permanece constante e

A equagao nao-linear 2.4.7
uma forma do metodo das
A matriz K

resolve-se iterati
tensoes
(equagoes 2.2.12 e 2.
igual & matriz elastica inici-
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al. Em cada passo calcula-se o vetor de incrementos nao-
-lineares das forgas resistentes &feﬁL, em forma iterati-
va. Desta maneira, a matriz K* da equacgao 2.4.7 deve ser
montada e triangularizada apenas uma vez em todo o proces-
sO.

Em cada passo no tempo, comeca-se assumindo um

valor para o vetor AEe?L(O).

No caso mais simples, assu-
me-se um vetor nulo, se bem que numa tentativa para acele-
rar a convergencia pode-se estimar o seu valor por extrapo
lagao a partir dos valores obtidos em etapas anteriores.

Com esse valor de AEeEL(O)
obtendo-se uma primeira estimativa do incremento do vetor

de deslocamentos Ayil). Atualiza-se o vetor de deslocamen

resolve-se a equagao 2.4.7,

tos gi]) e, para cada elemento, determina-se o incremen-
to nao-linear das forgas resistentes mediante as relacoes
inelasticas conhecidas entre deslocamentos nodais e forgas
elementares. Por montagem das contribuicoes de cada ele-

mento, obtem-se o vetor AFegL(]). Com este valor reini-
cia-se o processo, que se repete até ser atingida a conver

gencia requerida.

0 algoritmo para realizar a analise passo a pas
so esta sumarizado no esquema 2.1. As operacgoes 2 e 5 dos
calculos iniciais e a atualizacao dos vetores AeB na
operagao 4 de cada etapa de tempo sao diferentes para ca
da um dos métodos de integracao implementados. As formu-
las correspondentes estao apresentadas no quadro 2.1.

A atualizagao do vetor das forgas internas se
faz, por acumulacao dos acrescimos calculados em cada pas-
so, com a formula

A

Fe = Fe, + AFe (2.4.8)

~ t+At ~ t t

A determinagao do vetor de incrementos AFet trata-se na

secao 5.3.3.
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Esquema 2.1

SUMARIO DO ALGORITMO PARA A INTEGRAGAO NO TEMPO
DA EQUAGAO NAO-LINEAR 2.4.7

Calculos Iniciais

1
2
3
4

LN S S -

5)

Formagao das matrizes K, Me C.
Calculo das constantes ay (3=1,14) . (vide quadro 2.1)
Formagao da matriz K* =K+a, @-+a] C.

Introdugao das condigoes de contorno e triangularizagao
da matriz K*.

Calculo de 30 e §0 a partir das condigoes iniciais.
(vide quadro 2.1)

Para cada Passo de Tempo

1)

2)
3)

Formagao do vetor

Pier = Pe* 0Py g -Ped +May A +ag By)+Clay A +ag By)-Fey
Inicializagao: i=0, 5582L(0} =0

Iteragao
a. i=1+1

~ 5(1) _ _aeNL(i-1)
b. formagao do vetor Py -~ =P¥ -AFey

c. 1introdugao das condigGes do contorno em P
d. calculo de §g£1): solugao de K* ﬁy§1)=5£
retrossubstituigao

uit

f.=~ calculo do vetor das nao-linearidades EgezL(1)

g. teste da convergencia: ezi}KfegL(l)—ﬂfegL(1'])H/%iﬁfeﬁL(1)H

se ¢ >tolerancia e 1 <numero maximo de iteracoes,

e. calculo do vetor de deslocamentos 9&13:9t+5

~ir para a (3.a); caso contrario, ir para a (4).
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(continuagao do esquema 2.1)

4) Atualizacao dos vetores:

Vet =312 DUy + g3 Ap + ag By + Uy
Upsar =3 AUy + 3y Ap + ag 2t
Uppg =39 BUp * agq Ap + agy By
5t+At (vide quadro 2.1)

§t+At (vide quadro 2.1)

fet+At =Eet + Afet (vide 5.3.3)

5) Impressao dos resultados, se corresponder.

Nota: Os acréscimos A correspondem ao intervalo t=0 At.
Para o metodo Wilson-6 6=1,4.

Para os métodos de Newmark e de Park ©=1 e, conseglentemente,
T=At e AESA.
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3. MODELO ESTRUTURAL

3.1 - DISCRETIZACAO DA ESTRUTURA

A solucao do problema estrutural de um sistema
continuo, com propriedades distribuidas, por aplicagao do
metodo dos elementos finitos, reduz-se a resolver o proble
ma formulado para um numero finito de graus de liberdade.
As incognitas, que, no caso de modelos de deslocamentos,
sao deslocamentos generalizados, sao interpoladas por sub-
dominios denominados elementos, a partir dos valores que
essas incognitas assumem nos pontos nodais do elemento. Do
nimero de nos e da escolha das funcoes interpoladoras de-
pende a fidelidade da representacao |21, 81].

Em elementos do portico plano, quando se des-
prezam as deformagoes de cisalhamento, utilizam-se polino-
mios clUbicos para interpolar os deslocamentos transversais.
Essas funcoes correspondem a deformagao real do elemento
prismatico, sem cargas interiores, em problemas estaticos
lTineares. Nestes casos, a adogao de um elemento por cada
viga ou pilar conduz a solucao exata do problema.

Ja em problemas dinamicos, as propriedades iner
ciais estao distribuidas ao longo do elemento e, em geral,
nao e possivel expressar os deslocamentos internos do ele-
mento em funcdo dos deslocamentos nos extremos atraves de
fungoes espaciais exclusivamente. No entanto, nas estrutu
ras principais dos edificios, as massas concentradas a ni-
vel de cada andar sao comparativamente maiores do que as
massas do proprio portico, e tanto o modelo gquanto a dis-
cretizacao indicada para os problemas estaticos, podem ser
tidos como adequados para se fazer uma analise aproximada
do edificio frente a solicitacoes dinamicas.

As forg¢as generalizadas resistentes, amortece-
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doras e inerciais expressam-se em funcao dos deslocamentos,
velocidades e aceleragdes, respectivamente, atraves das ma
trizes de rigidez, amortecimento e massa (equacgao 2.2.13).
A determinacao dessas matrizes para o elemento de portico
plano, assim como das forgas resistentes incrementais nao-
-lineares, sera tratada a seguir.

3.2 - CARACTERISTICAS DO ELEMENTO DE PORTICO PLANO

0 elemento de portico plano esta representado
na figura 3.1.a onde se indicam o sistema de referencia 1o
cal e os graus de liberdade numerados de 1 até 6. Suas ca
"racteristicas sao as seguintes:

0 elemento tem dois nos nas extremidades e tres
graus de liberdade por no: dois deslocamentos translacionais
e uma rotacao.

0s segmentos AC e DB sao rigidos a fim de po
derem representar conexoes de dimensao finita.

0 segmento central CD e prismatico e retili-
neo. Consideram-se as suas deformacoes axial, de flexao e ci-
salhamento. Nao s3ao levados em conta efeitos geometricos
de segunda ordem devidos a interacao entre a carga axial
e as deformacgoes por flexao e cisalhamento.

Esse segmento CD comporta-se elasticamente ate
serem atingidos, nas suas extremidades, os momentos de plas
tificacao, produzindo-se zonas plasticas de comprimento fi
nito. Considera-se que a plastificacao envolve apenas a ri-
gidez a flexdo dessas zonas plasticas e nao as suas rigide
zes axial e cortante. Leva-se em conta a interagao entre
a carE} axial e o momento de plastificagao da secgao. Con-
sidera-se que as relagoes entre os momentos fletores e as
curvaturas na secao das zonas plasticas sao do tipo bili-
near como se mostra na figura 3.1.b. Excedido o momento
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de plastificacgao Mp, um aumento da deformagao se produz
com uma rigidez plastica igual a o vezes a rigidez e155ti
ca inicial. A descarga se realiza por uma paralela a reta
elastica inicial, admitindo-se a possibilidade de uma de-
grada¢do da rigidez em fungao das maximas deformagoes plas
ticas atingidas, a fim de representar o comportamento his-
terético do concreto armado, como ser3d explicado na secao
4.1.

A inercia do elemento & considerada atraves de
massas discretas nos seis graus de liberdade.

3.3 - RIGIDEZ ELEMENTAR

3.3.1 - Rigidez Elastica

a) Matriz de rigidez para um elemento elastico prismatico:

Considerar-se-a em primeiro lugar o0 segmento
prismatico CD da figura 3.2. A nomenclatura utilizada nas
expressoes seguintes e:

E : modulo de elasticidade longitudinal;

G : modulo de elasticidade transversal;

A : area da secao transversal;

I momento de inércia da secao transversal para flexao no
plano do elemento;

Cet coeficiente de forma de cisalhamento, igual a 1,2 para
secao retangular homogénea.

Levando em conta a deformagao devida ao cisalhamento, a ma
triz de rigidez do elemento CD, em coordenadas locais, e:
[36].
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ky simétrica
ko
2
ky Lo ky L1+ 30)
2 3
ko= -k Ky
Kk, L
2 " C
-k - Ko
2 2
k. Lk, L2(1-60) ko Lk, L2 (1+30)
2 "¢ 2 "¢ 2 ¢ 2 ¢
2 6 2 3
(3.3.1.1)
onde
0 - E A
L
C
. 12 E 1
kp = =3
L3 (1 +129)
C
ce B 1
y o= £ (3.3.1.2)
LEGA

Se, na equagao 3.3.1.1, se faz ¢=0 (ou G==), obtem-se a
conhecida matriz de rigidez para portico plano em que se
despreza a deformagao por cisalhamento. Esta matriz cor-
responde a um campo cubico de deslocamentos transversais.

b) Matriz de rigidez para o elemento com extremos rigidos:

0s deslocamentos Ui (i=1,6) nas extremidades
do segmento prismatico CD (figura 3.2) podem ser expres-
sos em fung¢ao dos deslocamentos Uj (j=1,6) das extremida



Uz Uz U5 U5
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= b b !

[ =
n
[

kL & Ug=~-Lp , Usg
M

Fiag. 3.2. Relagao entre os deslocamentos extre
mos e o0s deslocamentos do secmento e
lastico.
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des do elemento AB, atraves da relacao

1

= Gu (3.3.1.3)

onde u e u sdao vetores colunas que contem, respectiva-
mente, 0s deslocamentos Ui e u. (i=1,6). A matriz de
conexao G determina-se por consideragoes geometricas, co-

mo sugeridas na figura 3.2, resultando em:

1 0 0 0 0 0
0 1 Ly 0 0 O
g=/0 0 1 0 0 0
-0 0 0 1 0 O
0 0 0 0 1 -l
0 0 0 0 0 1 (3.3.1.4)

A energia de deformagao elastica do elemento &

o= LT

p=7 U

|
i

1 (3.3.1.5)
2 .
Se, nesta expressao, substitui-se u pela relacao 3.3.1.3,

obtem-se

(3.3.1.6)

[N
te
P
e

onde

k = G

k6 (3.3.1.7)

€ a matriz de rigidez elastica para o elemento AB. Por mon
tagem destas matrizes Kk, elementares, constroi-se a matriz
K, global, na etapa 1 dos calculos iniciais do esquema 2.1.

e R i
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3.3.2 - Rigidez Plastica

No processo sumarizado no esquema 2.1 e preci
so se calcular, na etapa 3.f de cada passo no tempo, 0 ve-
tor de incrementos nao-lineares das forgas internas AEeNL.
Este vetor pode-se calcular, da equagao 2.2.12, por dife-
renca entre o incremento total das forgas internas Afe e o
incremento linear K AU. Esta diferencga e realizada a ni-
vel das forgas elementares, obtendo-se o vetor AEeNL por
montagem das contribuicoes de cada elemento. Nesta secao
apresentam-se as expressoes para o calculo dos incrementos

totais das forgas internas para cada elemento.

Devido ao tipo de estrutura e de carregamento,
admitir-se-a que o elemento estrutural plastifica apenas
nas extremidades do seu segmento deformavel central CD (fi
gura 3.1.a). As zonas plastificadas tem comprimentos fi-
nitos A] e AZ.

0 segmento deformavel central CD e idealizado
como se indica na figura 3.3.a. Esta formado por uma zona
central C*D*, elastica, com rigidez a flexao EI e duas
zonas extremas CC* e D*D, tambem elasticas, mas com rigi-
dez a flexao n;El (i=1,2). Variando-se o valor dos n; po
de-se obter incrementos das forgas internas <corresponden-
tes aos casos em que oS extremos estdo em estado elastico
ou plastico. Os parametros n; determinam-se em fungao da
historia e do estado atual das deformagOes e podem ser uni
tarios ou iguais ao coeficiente o de endurecimento ("strain
hardening”). Quando um extremo permanece em estado elas-
tico, o n, associado e unitario. Se um extremo esta plas
tificado, toma-se n; =o. Ainda, guando se considera de-
gradacao da rigidez, os parametros n; assumem o0s valores

dos coeficientes da degradacao dados na formula 4.1.1.
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Fig. 3.3 - Elemento elastoplastico e definigao dos

deslocamentos e esforgos.
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Na figura 3.3.b, designam-se os deslocamentos
transversais e rotacoes incrementais compativeis para 0s
tres subelementos. As acoes incrementais que atuam em ca-
da um dos segmentos estao indicadas na figura 3.3.c, acei-
tando-se, implicitamente, que n3ao existem cargas ao longo
das zonas plasticas.

Para o subelemento I, a equagao de equilibrio
de momentos e

AMZT = AM

: (3.3.2.1)

- AQ] A

1 1

As relacoes entre as acoes e os deslocamentos incrementais
podem ser obtidas utilizando-se wuma matriz analoga a
3.3.1.1, escrita para este subelemento. Colocando em
evidencia os deslocamentos generalizados do extremo C*,

tem-se:
My Ay AQ, Af
oY = Agy - + (3.3.2.2)
n, E I 2n, E1
1 1
aM1 n% 50, A? cp AQ Ay
avT = Av] + A¢] A] - + -
Zn] EI 6n] EI GA
(3.3.2.3)

Analogamente, para o subelemento Il pode es-
crever-se a equacao de equilibrio

AMY =AM, + A0, A, (3.3.2.4)

e as relagoes entre as ac¢oes e os deslocamentos incremen-

tais
2
AM, A AQ, A
2
A(b"é = Ad)z -..—-——-——-—-—2—_ 2 2 (3.3.2.5)
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2 3
AM, A AQ, A cp, AQ, A
B = ava - Go, ho o+ 2 M2 B2 Mp cp 805 N
2 2 2 2 2 £l
nz bn

E I G A
(3.3.2.6)

2

Para o subelemento IIl, limitando-se ao caso
em que nao existam cargas no interior do elemento, as equa
¢coes de equilibrio s3ao as seguintes:

20, = -4 Q, (3.3.2.7)
AM* & AMX  AM. + AM
20, = ] 2 . 2 (3.3.2.8)
Lo (1= 2= 2,) L,

Na Gltima expressao, considerou-se o equilibrio do elemen-
to CD. Alem disso, foi introduzida a definicao

Ai = Ai/Lc’ i=1,2 (3.3.2.9)
As relacoes entre os momentos AM? e AM§ e 0s deslocamen-
tos generalizados incrementais para o subelemento III, ob-
tidas com auxilio da matriz g (equacgao 3.3.1.1), podem ser
expressas como:

* - -
aME =k [4(1 +39) aeF + 2(1 - 60) beY

i=1,2, j=3-i  (3.3.2.10)

>
il

w = BT /70 L (0-2-2,)(1+12 9)]
e (3.3.2.11)

2
v/ (1-A]—A2)

(=4
I

Se, nas equacoes 3.3.2.10, substituem-se as
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expressoes 3.3.2.1 a 3.3.2.8, chega-se a uma relagao en-
tre os acréscimos de momentos AM] e AMZ, nos extremos da
barra CD, e os deslocamentos incrementais desses extremos,
que pode ser expressa da seguinte forma:

b AM, + b

11 &M 12 My = b

10
(3.3.2.12)

byy AMy + by, AMy = by,

Os coeficientes bmn (myn=1,2) sao fungoes dos comprimen-
tos plasticos relativos A e das relacoes de rigidezes
ny. 0Os coeficientes byg € byg sao fungoOes dos vy e dos
deslocamentos incrementais nos extremos (vide anexo 8§.2).
Para o caso particular em que os comprimentos
das zonas plastificadas sejam igquais (A] =x2 =i) e des-
prezando-se a deformagao devida ao cisalhamento (¥=0), os

coeficientes das equagoes 3.3.2.12 tomam a forma

3,2 2 _
by = (T-20)% (1 - o) + a(2LAE3 4 A o
™ 2
. 2 _
- N TG DN ) G RPN
- ", |
_ 2 2 .
by, C ezt oo g,
-y P ©(3.3.2.13)
2 2
bzz'“““)Z (1-3) + Aoty 4= %)
r 6(AVY - AV ]
bon = EL [ (4-20) ae, + (2+2)) ao , olavy ”2)1
C C
El ) 6(Aavy = AV,)
bog = — [(2+22) Mgy (4-2X)) 4y + } 2 }

—
[
f
-~
]
L

2SCe TECA

u DE ENGEMI.
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As equagoes 3.3.2.12 e 3.3.2.13 sao validas
somente para valores dos n; diferentes de zero. Se o0s 0
sao nulos, o calculo dos momentos e curvaturas incremen-
tais se faz admitindo a formacao de uma rotula no meio da
zona plastificada. A parte desta zona compreendida entre a
rotula e o extremo do segmento CD considera-se rigida, en-
quanto que o resto do segmento comporta-se elasticamente.
Nesse caso, os momentos incrementais sao calculados com a

expressao:
(Avy = Av,) -
AMi:RiJ{W{A¢i+ 2 1 2J+
Lo (2-2y) (2 - 2) L,
(v, = Av,)
+ R, [(4_....__51__,) Mo, + 280+ (6 - ——by) —] ZJ}
J (2-33) ! J (2-2)) L

(3.3.2.14)

onde i e j sao os extremos do elemento e R,=0 se o ex
tremo i esta plastificado e Rirl se 0 extremo i perma-
nece na fase elastica.

Em cada iteragao de cada passo no tempo, e pa-
ra cada elemento, sao calculados os acrescimos dos momen-
tos extremos AM, (i=1,2), resolvendo o sistema 3.3.2.12
(ou com a equacao 3.3.2.14), para um incremento dos deslo-
camentos Avi e A¢i (i=1,2). Por aplicagao das equagoes
3.3.2.7 e 3.3.2.8 obtem-se os AQ; (i=1,2). Destes M,
e AQi sao diminuidos os incrementos lineares calculados
com auxilio da matriz E (3.3.1.1), obtendo-se, assim, 0s vetores
elementares de incrementos nao-lineares que serao montados no ve

tor AfeNL. As contribuicoes das forcgas normais elementares,

para o vetor gfeNL, sao nulas.

Para poder reconhecer os extremos que plasti-
ficam, seque-se a historia dos esforcos e deformagoes do
elemento, acumulando, em cada passo, os incrementos dos mo-
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mentos e curvaturas nas duas extremidades. O0s acrescimos
dos momentos nos extremos calculam-se com as expressoes
indicadas (sistema 3.3.2.12 ou equagoes 3.3.2.14). 0Os in-
crementos das curvaturas nas extremidades, AXi (i=1,2), sao
calculados, quando os n. sao diferentes de zero, com a
f6rmu1a:(1) 1
AMi
AXi = (3.3.2.15)
n. E1

Se os n; sao nulos, sob as mesmas consideragoes feitas
para a determinacdao da equacao 3.3.2.14, tres casos devem
ser analisados:

a) Ambos os extremos elasticos:

AX: = (3.3.2.16.a)

b) Um extremo elastico e outro plastico:

2(Av, = Av,)-
(2 -3t (2-2) L,
R, 12(8v, - Bvy)
— {4A¢. +200, + } (3.3.2.16.b)
4 x, L ! Jboo(2-.) L
i “c i c
c) Ambos os extremos plasticos:
A, = [Acbi + } (3.3.2.16.c)
ML (2- 2 -2 )L,

Aqui os simbolos tem o mesmo significado que na equacao 3.3.2.14.

(1) A 3.3.2.15 vale, ainda para uma formulagao que inclui a defor-
magao por corte, nos casos em que 0 cortante nao varia no ele-
mento.
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3.4 - COMPRIMENTO DAS ZONAS PLASTIFICADAS

A seguir trata-se da determinagao dos compri-
mentos das zonas plasticas Ai (i=1,2) do modelo da figu-
ra 3.2. Para isso estabelerce-se-a a equivalencia das ro-
tagoes plasticas, relativas incrementais, produzidas entre
0s pontos de momento maximo e nulo de uma viga flexionada,
cujas secoes seguem a lei momento-curvatura da figura 3.4,
e das mesmas rotagoes obtidas no elemento da figura 3.3.

M
o« El
a1t ax, —TRE
i.""‘""""""—"r‘r*
AM.[ x: x: j/
Mo T .
| ]
N | f
MP b~ : :
I : )
| ’ "
! D Ax, |
El: : !
>
Xy Xa Xa x

Fio. 3.4. Diagrama momento-curvatura.

Para o diagrama momento-cuvatura da figura 3.4,
a distribuigao das curvaturas em uma viga submetida a wuma
variagao linear de momentos esta mostrada na figura 3.5.b.
Nessa figura, a e A sao os pontos de momento maximo e nu-

1o, respectivamente. Em linha tracejada esta indicado 0
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ajDiagrama de momentos
fletores

N
Y.

b)Diagrama de curvaturas

c}Incremento de curvatu-

)
aX P e
JLO AT” ras plasticas

] b d h

-y
—T. 'T' d)Incremgnto de curvatu-
ax? ras plasticas no mode-
lj AX? 1o da fig. 3.3.

a f h

ke~ A

Fig. 3.5. Determinacao do comprimento das zonas plastificadas
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novo diagrama que se obtém quando os momentos sao incremen
tados de M para M (figura 3.4). Considera-se que o pon
to de inflexao % nao se desloca durante esse incremento
dos momentos. O comprimento de plastificagao ¢ passa a
ser ¢. Introduzindo a notacao (figura 3.4):

p = Mp/ M, (3.4.1)
z = AMa / M, (3.4.2)

da figura 3.5.a tiram-se as seguintes expressoes:
c = (1-p) 1 (3.4.3)

T o= (1-p—

) Z (3.4.4)
1+

As curvaturas ¥ estao compostas por duas par-

celas: uma eldstica x% e outra plastica xP (figura 3.4).

Do diagrama momento-curvatura obtem-se, para a secao a,

I - P _ _Pp a_'p
x = x5 +xP 2y 2 P (3.4.5)
a a 4 ET x EI
M
e a
X = — (3.4.6)
a E I
(M- ME)
Xs = ---a (l"" ]) (3‘4'7)
E I a

Analogamente pode-se escrever para oS incrementos das cur-
vaturas, no trecho inelastico,

- € p
Ax, = bx, * AX,, (3.4.8)
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Y
Ay, = —= (3.4.9)
I
AM
axP = —2 (X ) (3.4.10)
@ I «

A parcela plastica das curvaturas incrementais mostra-se na
figura 3.5.c, enquanto que na figura 3.5.d aparece 0 mesmo
diagrama para o elemento da figura 3.3. O comprimento A de
plastificagao para este elemento sera fixado de modo a for
necer as mesmas rotagoes plasticas relativas entre os ex-
tremos do vao a % que as obtidas na viga da figura 3.5.c.

A rotacao plastica incremental relativa entre
0s pontos a e h é:

h
P p
aeP -Jaax dx (3.4.11)

Para a figura 3.5.c tem-se que

M
axP = —2 (2 - ) (3.4.12)
a I o
AM AM
ax = =2 Loy = 2 (Ll (3.4.13)
EI o ET «o

e, aplicando~-se 3.4.11, chega-se a

AM
peP = —2 L (1. [1-92 —-l--] (3.4.14)
a E1 2 o 1+2

Da mesma forma para a figura 3.5.d, os incrementos da cur-
vatura sao dados pela 3.4.12 e pela seguinte expressao

P _ AyP (7. A 1
axh = mxf (1 z) ——-—‘f (= - 10 -2 (3.4.15)
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Aplicando a formula 3.4.11, tem-se

AM
p . _aZ 1 _ _AyA
Aea % > ( 1) [(2 Z)( Z)J (3.4.16)

—

Iqualando as expressoes 3.4.14 e 3.4.16 e levando-se em
conta que a solucdo fisica requer |A/Z]| <1, obtém-se

(3.4.17)

Passando agora a considerar o elemento comple-
to, sendo LC 0 comprimento do segmento elastico e M] e M2
os momentos nas suas extremidades (figura 3.3), as distan
cias destas extremidades ao ponto de inflexao estao dadas
por:

M.
i

M]+ M2

, i=1,2 (3.4.18)

Introduzindo esta expressao na 3.4.17, resulta

M.
Ay = — =(1-0p 1)‘ i

L V1 + ¢ M]+ M2

(3.4.19)

Com esta formula calcula-se o comprimento de plastificagao
para cada extremo do elemento e em cada passo da analise.
0 valor de ¢ nao e conhecido no comégo de cada passo, de-
vendo ser determinado iterativamente.

Quando o denominador da formula 3.4.18 se anu-
la, os momentos fletores sao constantes ao longo do elemen
to e os comprimentos A, (i=1,2) sEoltomados praticamen-
te iguais a metade do comprimento Lé ),

(') No programa toma-se A.=0,48 (i=1,2). 0 valor de x.=1/2
bl ; i
nao e adotado por tratar-se de um ponto singular.
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Se a carga elastica, ou a descarga, sao toma-
das paralelas a reta inicial do diagrama M- X, o valor de
Ai ¢ irrelevante por quanto as seg¢o0es nesse comprimento
tém rigidez igual ao resto do segmento deformavel. Neste
caso arbitra-se Ai =0,10.

Se a degradacgao da rigidez elastica e conside-
rada, esse valor de A, =0,10 € levado em conta na adocgao
do expoente do coeficiente da degradacao (vide secao 4.4) .

3.5 - INERCIA DO ELEMENTO

As propriedades inerciais distribuidas no ele-
mento sao levadas em conta atraves de uma matriz de massa
diagonal,

Os termos da matriz de massa consistente cal-
culam-se com a expressao

my; o = fv S 9y by dV (3.5.1)
onde & & a massa especifica do material, V e o volume do elemen
to e ¢, e @i sao as fungoes de interpolag¢ao para os des-
locamentos correspondentes aos graus de liberdade 1 e J
respectivamente. Utilizando-se as mesmas func¢coes cubicas
de interpolacgao usadas para calcular a matriz de rigidez,
a matriz de massa consistente, em coordenadas locais, re-
stilta em: ]62[

140 simétrica |
0 156
0 221 4Ll
AL S
m = 220 70 0 0 140 (3.5.2)
54 13L 0 156
“13L =312 0 -221 4Ll



50

onde A € a area da secao transversal e L e o comprimen-
to do elemento. Isto conduz a matrizes estruturais sime-
tricas e bandas.

Uma matriz diagonal oferece vantagens do ponto
de vista computacional. A maneira mais simples de se ob-
ter esta matriz e repartindo a massa total do elemento en-
tre seus graus de liberdade translacionais exclusivamente.
Este processo fornece valores nulos na diagonal principal
em correspondencia com os graus de liberdade rotacionais.

Varios criterios tem sido propostos para se
construir matrizes diagonais em elementos finitos |38, 68,
6. Alguns deles propoem distribuir a massa total do ele
mento proporcionalmente aos termos da diagonal da matriz
consistente.

Para o elemento apresentado, a matriz de massa
constroi-se agrupando a metade da massa total em cada grau
de liberdade traslacional e, em correspondencia com 0s
graus rotacionais, uma percentagem da massa total. Assim,
a matriz de massa elementar fica:

1
1 0
AL S L2
ma=oto® L (3.5.3)
- 2 210
1
0 |
14
i 210

A matriz M para toda a estrutura e obtida por
montagem das contribuigoes elementares m e adicionando-
se as massas concentradas nos nos da estrutura devidas a
outros componentes do edificio e a parte da sobrecarga.

o - L
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3.6 - AMORTECIMENTO

Toma-se para a estrutura um amortecimento de
tipo viscoso. Costuma-se escrever a matriz C como uma
combinagao linear das matrizes globais de massa M e de ri
gidez K:

C = do M+ dy K (3.6.1)
Esta forma de representar o amortecimento (amortecimento de
Rayleigh) fornece uma matriz C que satisfaz as condicoes
de ortogonalidade dos modos de vibragao livre nao amorteci
da.

Adotar-se-a a matriz ( como proporcional a

a
matriz de massa, isto e,

C = d M (3.6.2)

Assim, os coeficientes de amortecimento para cada modo de
. ~ — . . . — 1" - .
vibragao sao inversamente proporcionais a sua frequencia.

Para o enesimo modo:

g = (3.6.3)

sendo gn e w, 0 coeficiente de amortecimento e a freqﬁéﬂ

cia correspondentes ao modo n.
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4, ESTRUTURA DE CONCRETO ARMADO

4.1 - ADEQUACAO DO MODELO MATEMATICO

0 elemento descrito na secao 3 tem a possibi-
lidade de desenvolver zonas plasticas de comprimento fi-
nito nas suas extremidades. As relacoOes momento-curvatura
das segoOes nestas zonas seguem diagramas bilineares do ti
po mostrado na figura 4.1, podendo apresentar uma degrada-
¢3o da sua rigidez com o progresso das deformagbes plasti-
cas. A rigidez elastica, depois de ter plastificado a se-

M1
R -t “K
Reta pigstica M
superior . T B Sl
K. K'
‘ -
X
N~ Reta pidstica
inferior

P
-

Fia. 4.1. Ciclo histeretico nara a relagao momen
to-curvatura das rotulas nlasticas.
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¢ao, sera calculada com a formula:

K' = K (xp /1xnl)" (4.1.1)

onde X, e a maxima curvatura, em valor absoluto, atingi-
da pela secao. Isto e uma adaptagao ao diagrama momento-
-curvatura do modelo proposto por Imbeault e Nielsen para
os diagramas carga-deslocamento |42].

Este capitulo tratara da determinacao dos pa-
rametros que definem o ciclo histeretico bilinear da figu-
ra 4.1, para que o elemento possa representar uma pega es-
trutural de concreto armado. Tais parametros s3o: o mo-
mento de plastificagdo Mp, a rigidez elastica K, a rigi-
dez plastica oK e, no caso de rigidez degradante, o expo-
ente Y da formula 4.1.1. Ainda, um outro parametro a de-
terminar, que ndo sera tratado aqui, € o valor maximo das
deformagoes plasticas que a segao pode desenvolver.

4,2 - COMPORTAMENTO DAS ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO

A realizacao de ensaios sobre edificios comple
tos em escala natural esta limitada por fatores de ordem
economica. Uma solugdao para isto e tentar predizer a res-
posta da estrutura a partir das propriedades observadas em
seus elementos componentes. Este tem sido o caminho segui
do pela maioria dos pesquisadores. Porem nem sempre €& pos
sTvel inferir o comportamento da estrutura com base nos re
sultados obtidos para o0s seus componentes, devido a comple
xa interagao entre estes, que depende do carregamento. Em
razao disto, e tentando se obter um melhor conhecimento do
desempenho global, tem-se realizado ensaios nao apenas pa-
ra os elementos estruturais mas tambem para subestruturas,
onde se evidenciam os efeitos das ligagoes entre aqueles
elementos.

B T e
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A maioria dos ensaios tem sido feita com carre
gamentos quase estaticos que sao mais apropriados para acom
panhar detalhadamente a evolugao das caracteristicas e mo-
dos de falha dos modelos ou prototipos. A adequacao dos mo
delos matematicos elaborados € conferida atraves da respos
ta obtida em ensaios dinamicos.

A seguir, descrever-se-ao brevemente as carac-
teristicas principais dos resultados dos ensaios sobre por
ticos, ou vigas e pilares componentes, reportados na lite-
ratura.

4,2.1 - Resultados de Ensaijos Quase-Estaticos

a) Ensaios com carregamento monotono:

0s resultados de ensaios de flexao em pilares
apresentam diagramas carga-deslocamento do tipo esquemati-
zado na figura 4.2.a |54]. Para esforgos normais pequenos
as curvas apresentam tres pontos notaveis. 0 primeiro de-
les corresponde a fissuragao do concreto tracionado. O pon
to anguloso mais acentuado da curva se da quando a armadu-
ra tracionada atinge seu ]imite de escoamento. Posterior-
mente sao atingidos o escoamento da armadura comprimida e
as deformacgoes de ruptura do concreto nas bordas externas
da se¢ao, que, no entanto, nao produzem mudangas signifi-
cativas no diagrama. O ultimo ponto corresponde ao esgo-
tamento da capacidade resistente do pilar.

K medida que cresce o esforgo normal, as car-
gas de fissuracao, de escoamento e de ruptura aumentam. Os
deslocamentos de ruptura diminuem sensivelmente. Isto se
mantem ate um limite proximo do ponto balanceado ("balan-
ce point"). Este ponto balanceado e definido pelos valo-
res de momento fletor e carga normal que fazem com que sSe-
jam atingidos simultaneamente o escoamento da armadura de
tracao e as deformagoes de ruptura do concreto (fig. 4.2.b).
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a) Curva carna-deslocamento

F . Fissuracdo do Concreto Tracionado

{Compressdo) ET. Escoamento da armadure Tracionada

EC: Escoamento da armadura Comprimida
RC: Ruptura do Concreto extearior

Colapso

Ponto Belanceado

M

b) Diacrama de interagao momento-esforco normal

Fin.

4

.2. Curvas tinicas nara nilares flexo-comnrimidos.
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Para esfor¢os normais acima dessa carga de balanceado e
atingido, em primeiro lugar, o escoamento da armadura com-
primida e, logo depois, a ruptura do concreto por esmaga-
mento, na zona mais comprimida da segao, seguida pelo colap
so da pega. As deformagOes ultimas estao perto das de es-
coamento.

As curvas momento-curvatura para as segoes cri
ticas tem o mesmo padr3ao que os diagramas da figura 4.2.a
115,19,50].

b) Ensaios com carregamento reversivel:

Os ensaios realizados em vigas submetidas a fle
xao simples mostram diagramas carga-deslocamento como a fi
gura 4.3 |33,54,19,60|. Da analise dos resultados pode-se
observar que, em geral, a envolvente para as curvas de car
ga e descarga se aproxima bastante da curva que se obtem
com um carregamento monotono. No entanto, algumas caracte
risticas proprias do comportamento da viga, sob momentos
reversiveis, sao as seguintes:

- a rigidez inicial se reduz depois de cada re
versao da carga em que a deformagao tenha excedido seu va-
lor maximo anterior;

- 0 comportamento histeretico depende da histo
ria do carregamento |14];

- superado o primeiro escoamento da armadura,
a curva passa a ser controlada pelas caracteristicas meca-
nicas do aco |33/.

0 comportamento descrito corresponde a vigas
controladas pela flexdo. Se as tensoes de cisalhamento sao
importantes e a armadura transversal nao e adequada, ocor-
re uma diminuicao ainda maior da rigidez inicial, bem como

da energia dissipada pelas deformagbes inelasticas 1141,

e
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& Deslocamente Vertica! do
Centro da Viga.

Fia. 4.3. Ciclo caroa-deslocamento nara uma vica retancular
de concreto com armadura simétrica.

A presenga de esforgos normais modifica 0os mo-
mentos resistentes e a capacidade de desenvolver deformacoes
plasticas, como foi observado na figura 4.2. Neste cason,
tem grande importancia o detalhe e a separacao dos estribos,
uma vez que o nucleo de concreto confinado pode incrementar
as deformacoes de colapso evitando um comportamento fragil
da estrutura |33].




58

Ensaios realizados em unioes de vigas e pilares
mostram que entre as diversas causas que contribuem para a
deflex3o total da subestrutura, tem importancia significa-
tiva o escorregamento da armadura tracionada nas secoes de
uniao de vigas com pilares. Este alongamento das barras na
ancoragem produz uma rotagao concentrada na sec¢ao de engas-
te, cuja contribuic3o para a deflexao da viga pode, em al-
guns casos, superar a parcela devida as curvaturas ao longo
do vao [14,70,75].

4.2.2 - Resultados de Ensaios Dinamicos

Alguns ensaios dinamicos tem sido feitos para
testar modelos desenvolvidos para analise inelastica de por
ticos |27,75,56]. Uma caracteristica que pode ser observa-
da em todos eles e o aumento no periodo das respostas com
o aumento das deformagoes. Este alongamento do perjodo, ou
decrescimento da freqﬂéncia, que traduz uma diminuicao da
rigidez, aparece como func¢ao das deformacOes maximas atin-
gidas durante o ensaio, como se mostra na figura 4.4 |46

.

Deve-se salientar, tambem, que em todos os casos reportados
a freqﬁéncia da estrutura no primeiro ensaio, ainda na fa-
se elastica, foi sempre inferior a computada com a rigidez
das segOes nao-fissuradas (Estadio I). 0 calculo das fre-
quencias com a rigidez das secoes fissuradas (Estadio I1)
deu valores inferiores, porém mais proximos, das frequen-
cias medidas (figura 4.5).

Na figura 4.4 apresenta-se tambem a variacao
do coeficiente de amortecimento com as deformagoes. A dis-
persao dos valores & maior, porem mostra, na media, um cres
cimento com as deformagbes maximas registradas no ensaio.
Este aumento € menor que 0 experimentado pelo periodo.




Fia.
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Fig. 4.5. Freqlencias medidas e calculadas em
diferentes ensaios.

4.3 - EQUACDES DE EQUILIBRIO DE SECUOES FLEXO-COMPRIMIDAS

Serao apresentadas, nesta se¢ao, as equacoes
tedricas do equilibrio de secOes retangulares de concreto
com armadura dupla submetidas a flexo-compressao. Seguem-se,
em geral, as prescrigoes da Norma Brasileira para Obras de
Concreto Armado NB-1 [4|. Fazer-se-30 as sequintes hipote-
ses:

- armaduras distribuidas simetricamente em rela
¢do ao eixo da secao, isto e, os recobrimentos inferior e
superior sao iguais;

- as sec¢oes transversais planas permanecem pla-
nas depois da deformacao;

- despreza-se a resistencia do concreto em tra-
¢ao;

- os diagramas tensao-deformacgao para o concre-
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to e 0 ago sao os da figura 4.6.

2 o
Yoo o. = f.le e /4) S s
g = f
£ L c £
C ' ' Y ! :
i [ ! i
' | 1 t
' | ! t
] [ i
: | | .
i : . !
' i
i H . : R
0 . -
2% 0 €cu QC “su Fs
a) Diagrama o~¢ para b) Diagrama o-¢ para
0 concreto 0 ago

Fia. 4.6. Diagramas tensao-deformacao dos materiais

Utilizando a nomenclatura adotada pela NB-] e
indicada na figura 4.7, introduzem-se as sequintes defini-
coes:

w= A /(b h)
w'= AL/ (b h) (4.3.1)
r= d'/h

Deve distinguir-se o caso em que a linha neutra &
interna a segao, do caso em que fica fora dela. Sob as hipoteses adota
das, essas situagoes correspondem aos Estadios II e I, respectivamen-
te |45].

E3COLA DE ENGENHARIM
BALIOTECA
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-I Ec
d‘ SE——— : A
A" [x: k,d 755 €,
M
N
hid + 2}—0
¥ Aa E_
d —— p— [/ %5
b

a) Secao transversal

b) Esforgos solicitantes

c) Deformagbes - Linha neutra interna a secao
d) Deformagoes - Linha neutra externa a secao

Fig. 4.7. Nomenclatura da geometria da secgao fle
xo-comprimida, agoes e deformagoes.

a) Caso da linha neutra dentro da segao:

0 diagrama de deformacOes, para este caso, es-
ta representado na figura 4.7.c. Dali, por consideragoes

geometricas, resulta

kX = x/d = ec/ (sc + eS)
k; = x/h = kX (1 - r) (4.3.2)
e; = € (1 - r/k;)

T e € s et B A . e
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Escrevendo as equacoes de equilibrio da secao

quando solicitada por um momento fletor e um esforgo nor-
mal, como se mostra na figura 4.7.b, obtem-se para as for-

¢as normais

(4.3.3)

e para os momentos em relagao ao baricentro da segao

Y D R 1 Co
M =>bh [a] kx (2 s kx) o. ¥ (2 r) (u ot 1 os)]
(4.3.4)
0s coeficientes &] e a2 definem, respecti-
vamente, a area e o momento estatico do diagrama de ten-

soes do concreto, segundo o indicado na

dados pelas expressoes |45]:

figura 4.8, e sao

£ (6 - ¢) para e_< 2 Y,
c
) 12
e (4.3.5)
(3 e. - 2)
para e_2> 2 %
“c
(8 - €_)
- ¢ para e < 2 %o
4(6-¢) ’
G, = < (4.3.6)
e (3 e - 4) + 2
¢ < para e€_2 2"y
2 e (3 ¢ - 2)
c c

Nestas formulas, €. esta em tanto por mil ( %) e em va-

lor absoluto.

As tensoes 0. e 0; sao obtidas a partir

S

o
das deformacoes €.» Eg © e;,

s respectivamente, dos diagra



mas tensao-deformagao da figura 4.6, e nas equacoes

e 4.3.4

£
c

i

a)De formacoes

Fiog. 4.8.

Resultante das tensoes no

entram com seus valores absolutos.

b)Tensoes no
concreto

linha neutra dentro da secgao

64

4.3.3

concreto, caso da

Definindo as taxas mecanicas da armadura como

£
i

u fy/ fc

€
1"

U fy/ fc

e as solicitagoes adimensionais

N/ (b h fc)

t
=
~

leg

=

(4.3.7)

(4.3.8)

e introduzindo-as nas equagoes 4.3.3 e 4.3.4, obtem-se fi

nalmente

g ‘
’)"(——C—+wm~— T L——
fC

(4.3.9)



65

o] o] 9]
e den e don e s
£ £y £y

(4.3.10)

b) Caso da linha neutra fora da secgao:

0 diagrama de deformac¢des correspondentes a es
te caso esta representado na figura 4.7.d. Este Estadio
subsiste apenas para forcas normais de compressac (N < 0).
As equacgOes de equilibrio sao as seguintes:

=
1t

- b h [§3 Sey By sq kg osz] (4.3.11)

2 - 1
M b h [53 Ay ¢y + (—=-r) (UE I My 052)}

2
(4.3.12)

H

0s coeficientes &3 e &4 sao utilizados para
definir a area e o momento estatico do diagrama de tensoOes
do concreto, tal como se indica na figura 4.9. A determi-
nagao desses coeficientes, que sao funcoes de fcy € Ecps
e dada na referencia |40].

As taxas geometricas da armadura Hy € o, sao
definidas como (figura 4.7)

P Ag /(b h)

(4.3.13)

Mo A/ (b h)

H

Introduzindo as seguintes definicoes para as
taxas mecanicas da armadura

wy =y fy /A

~<
O
w

14)
w2 T oMy Tyl ¢
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a) Deformacoes b) Tensoes no
concreto

Fia. 4.9. Resultante das tensoes no concreto, caso

da linha neutra fora da segao.

e com as solicitagoes adimensionais 4.3.8, as equacgces 4.
3.11T e 4.3.12 podem ser expressas na forma:

N s Ucp (4.3.15)
n = - O - W - W . .
3 1 f 2 Ty
UC OS US
m = o, 4 1 + (] -r)(w R Wa ~wﬁq
1
R £,y
(4.3.16)

que sao as formulas para as solicitacoes adimensionais em
Estadio I. As tensoes Ocys Osy € OTs, sao calculadas a
partir das deformacgoes €cy1> €s7 € €5y, com os diagramas
da figura 4.6 e, nas formulas acima, devem entrar em va-
lor absoluto.
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4.4 - DETERMINACAO DOS PARAMETROS DO CICLO HISTERETICO

Os momentos e as curvaturas nas secoes plasti
ficadas do modelo descrevem um ciclo histeretico como o da
figura 4.1. A curva esqueleto bilinear deste ciclo de -
pende do esfor¢o normal no elemento.

Na figura 4.10 estao desenhadas as curvas teo-
ricas M- X, para um valor particular da taxa de armadura
e do recobrimento, obtidas variando-se os esforgos normais
a segao |40|. Na mesma figura, em linha tracejada, estao
representadas as curvas esqueleto bilineares adotadas para
o modelo. A colaboragao do concreto em tragao nao e leva
da em conta. Determina-se a rigidez elastica inicial, pa-
ra o caso do esforgo normal nulo, unindo-se mediante uma
reta a origem com o ponto correspondente ao primeiro escoa
mento da armadura. Este ponto define o momento de plasti-
ficacgao Mp' A reta plastica tem uma inclinacac igual a «
vezes a reta inicial. A rigidez elastica inicial € consi-
derada independente dos esforgos normais. Estes influen-
ciam os momentos de plastificacao e o parémetro de endu-
recimento, produzindo as diferentes curvas, em linha tra
cejada, da figura 4.10.

A descarga, apos ter plastificado, segue wuma
reta com uma inclinacao igual a inicial multiplicada por
um fator que depende das deformacoes maximas experimenta-
das pela secao, segundo a formula 4.1.1 (figura 4.1). As
sucessivas cargas e descargas, na fase elastica, sao rea-
lizadas com essa rigidez degradada da formula 4.1.1. A se-
cao torna a plastificar quando e atingida uma das duas re-
tas plasticas da figura 4.1.
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Fia. 4.10. Curvas esquelieto momento-curvatura teoricas e

anroximadas.
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0 momento de plastificagao Mp e fungao do es-
forgo normal na segao como se indica na figura 4.11. Os pon
tos T, F, B e C estao unidos por linhas retas. A anali-
se limitar-se-a a secgoes com armadura simetrica. Nesse ca
so, os momentos de plastificacao para flexac em ambos 0s
sentidos sao iguais.

C
Nc
Escoamento armadura comprimida
N_ ¢+ B —}—
B Escoamento armadura tracionada
F
0 y
/MF MB MP
NT T
*N

Fig. 4.11. Diaorama de interagao M-N

0 ponto T corresponde ao escoamento da armadu
ra quando a sec¢ao esta submetida a tragao pura. O momento
€ nulo e a carga normal e

NT = 2w b h fc (4.4.7)

ja que w' o= w (4.4.2)
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0 escoamento da secao quando submetida a com-
pressao pura define o ponto C do diagrama. O momento pa-
ra este ponto também e nulo, e o esforco normal resulta,
das expressoes 4.3.15 e 4.3.8, enm

N = (- —==-2uw) bh f. (4.4.3)

Por sua vez, sendo €y %o a deformacao do escoamento do
ago da armadura,

o (ey - 95/4) para €< 2
<. (4.4.4)
fe

1 ara e > 2
p ty

0 ponto B esta caracterizado pelo escoamento
simultaneo das armaduras comprimidas e tracionadas, e 0s
esforgos associados a ele sao obtidos particularizande as
equagoes 4.3.9 e 4.3.10 para eg =¢/ =ey, e Tevando em con
ta 4.3.8. Nesse caso

e a forga normal e o momento fletor sao

&] o
Ng = (- — ==) bhf (4.4.5)
c
2 f
c
&] - Y¢ 1 2
M = {““ (1 - a,) — + (1 - 2r) mJ b h™ f {(4.4.6)
B 2 C
4 fc

sendo 31 e &2 calculados com as equagoes 4.3.5 e 4.3,
6 fazendo-se

€. = ey /(1 - 2r) (4.4.7)
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Com este valor de e, obtem-se o./f, do diagrama da fi-
gura 4.6,

Finalmente, o ponto F do diagrama de intera-
¢ao, que corresponde ao caso de flexao pura, tem esforgo
normal nulo, e o momento fletor deve ser determinado em
forma iterativa. 0 processo pode ser esquematizado nos se

guintes passos:

19} Para um dado valor de €. determinam-se: k; e gé (egs.

4.3.2), o; e o, (figura 4.6), e &] (eq. 4.3.5). Com
esses valores calcula-se a forg¢a normal adimensional

n {eq. 4.3.9).

20) Compara-se o valor absoluto de n com uma tolerancia
estabelecida. Se |n| for maior que essa tolerancia, de
termina-se uma nova estimativa para =« com a formula

c
(1) (i-1)
. . . € - € |
) o (i-1) (-0 - C 2 (a.4.8)
¢ ¢ c (i) (i)
[(n* =m0
na i-éssima iteragao. Volta-se ao primeiro passo e

repete-se o ciclo ate ser atingida a convergencia. Se
In] for menor que a tolerancia, calcula-se o  momento

M com as equacoes 4.3.10 e 4.3.8(b).

0s vertices da funcdao poligonal da figura 4.11
sao determinados, para cada extremo de cada elemento, no
infcio da analise. Posteriormente, mediante essa funcao
calcula-se, em cada passo da analise, o momento de plasti-
ficacdo nos extremos dos elementos para o nivel de esfor-
¢os normais do passo anterior.

A rigidez inicial calcula-se com a expressao

K = M/X (4.4.9)
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onde M e o momento calculado para o ponto F do diagr
de iteragao na forma indicada anteriormente, e X & a cur-
vatura, para esse ponto, dada por (vide figura 4.7): )

X = e /x (4.4.10)

Essa rigidez determina-se no comego da analise, para cada
elemento, tomando a média dos valores calculados em cada
extremidade e permanece invariante frente aos esforgos nor
mais. -

A rigidez plastica e fungao dos esforgos nor-
mais, segundo se mostra na figura 4.12.

Fig. 4.12. Parametro de endurecimento em

fungao dos esforg¢os normais

(}) Quando o cortante nao varia ao longo do elemento, a distribuicao
das deformagoes longitudinais, no caso elastico, nao e alterada
pela inclusao das deformagoes de cisalhamento e a curvatura pode
ser calculada com a expressao 4.4.10, a qual admite-se que con
tinua sendo valida para o concreto armado.



73

A descontinuidade se produz em correspondencia
com a carga de balanceado, definida pelo escoamento da ar-
madura tracionada, simultaneamente com o0 esmagamento do
concreto exterior. Essa carga resulta em:

O =
N = {:0,8095 K* + (=2 - 1)” b h f (4.4.11)
X £ C
y
onde
xo= 3 (1 - (4.4.12)
3,5 + €

e o; determina-se a partir do diagrama da figura 4.6 com

a deformagao:

el = 3,5 (kX - r)/k} (4.4.13)

A carga N_ e dada pela expressao 4.4.3.

A funcgdo da figura 4.12 responde a analise de
curvas tais como as desenhadas na figura 4.10, obtidas nu-
mericamente |[40]|. Os valores adotados para ®y e o« sao,
respectivamente, (0,02 e 0,20

Quando se realiza o calculo do momento de plas
tificacao, em cada passo, como fungao dos esforgos normais,
se efetua tambem a interpolagao, segundo a figura 4.12, pa
ra a determinacao do parametro o de endurecimento.

No modelo histerético da figura 1.1.d, a de-
gradagao da rigidez estrutural pode ser levada em conta,
satisfatoriamente, mediante o coeficiente

Sl é \)
2 - i—-w—P-m (4.4.14)
5 éméx

com valores do expoente v compreendidos entre 0,5 e 0,6
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|42]. A relagao entre este expoentee o Y da formula 4.
1.1, para a rigidez das segoes que tem plastificado, depen
de do comprimento relativo das zonas plasticas A, do pa-
rametro de endurecimento o e da ductilidade. Esta rela-
cao, para uma viga em balango, & apresentada no anexo 8.1.
Para esse caso, tomando-se X =0,10 e o=0,02, os valores
para v apontados acima obtem-se com Y =0,6.

4.5 - RIGIDEZ AO CISALHAMENTO

A rigidez ao cisalhamento GA/cf utilizada no
capitulo 3 (eq. 3.3.1.2), com ce=1,2, e valida para se-
¢oes de concreto armado nao fissuradas (Estadio I). Nas apro
ximagoes feitas neste capitulo considerou-se que as segoes
tem fissuras de tracao no concreto (Estadio II). Neste ca
so nao e possivel, conceitualmente, utilizar o modulo G pa
ra o calculo das deformagoes de corte. Este tema € objeto
de discussoes e intensivas pesquisas. No entanto, as for-
mulas do capitulo 3 podem ser aplicadas tomando, para 0
coeficiente Cs algum valor estabelecido a partir de cri-
terios simplificativos. Por exemplo, da expressao sugeri-
da por Leonhardt |45] para a rigidez ao cisalhamento no Es
tadio II, de uma viga com estribos verticais, pode obter-
-se: ’
‘v Fe T Tow s (4.4.15)

ky (1-r) g, g

- &
EC

Cf

onde k, =(]-§2 ks k&1 e um coeficiente empirico
- ~ -
de redugao |45], e Usw"Asw/(esw b) sendo Asw a area da

secao transversal dos estribos e ey, © seu espagamento.
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5 - PROGRAMAS COMPUTACIONAIS IMPLEMENTADOS

5.1 - GENERALIDADES

Dois programas computacionais foram implementa-
dos para analisar a resposta da estrutura de edificios, con
siderando-se o seu comportamento inelastico, frente a agoes
dinamicas: o programa ANDINO (ANalise DInamica NaG-linear)
e o programa ANDEN (ANalise Dinamica de Edificios Nao-li-
near). A diferenca entre os dois reside em que, neste ul-
timo, orientado especialmente para estruturas de concreto
armado, o calculo dos momentos de inercia e dos momentos de
plastificacao para cada elemento e feito automaticamente se
gundo as formulas apresentadas na secao 4.4. Além disso, e
considerada a influencia de carga axial sobre o momento de
plastificagao e, para tanto, leva-se em conta o efeito das
cargas gravitacionais. Fora disso, os dois programas Sao
iguais, e a descrigao feita nesta segao corresponde ao pro
grama ANDEN, cujo fluxograma geral vem apresentado na figu-
ra 5.1. Codificados na linguagem FORTRAN, os programas fo-
ram processados no computador BURROUGHS 6700 da Universida-
de Federal do Rio Grande do Sul.

Na secao 5.2, sao discutidas as possibilidades
do programa ANDEN quanto a tipos de estrutura a serem ana-
lisadas, formas de carregamento e excitagao, modos de anali
se e resultados.

0 processo para a determinagao das forcas resis
tentes incrementais nao-lineares, em cada iteracac da ana-
lise passo-a-passo, esta indicado na secac 5.3, juntamente
com outras caracteristicas particulares do programa. ‘
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Figura 5.1 - Fluxograma geral do programa ANDEN
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5.2 - POSSIBILIDADES DO PROGRAMA ANDEN

5.2.1 - Tipo de Estrutura

0 objetivo do programa € a analise de estrutu-
ras de edificios, e o elemento implementado, basicamente,
e de portico plano. Na formulagao das suas caracteristicas
de rigidez, considerou-se a deformagao devida ao <cisalha-
mento, assim como a existencia de extremos rigidos para re-
presentar unioes de dimensao finita.

O0s elementos estruturais sao todos de secao re-
tangular e com armadura simetrica, isto e, as armaduras de
tragdo e de compressao sao iguais. As resistencias do con-
creto e do ago podem variar entre os elementos.

5.2.2 - Formas de Solicitacao

A estrutura pode estar solicitada simultaneamen
te por agoOes dinamicas e por cargas estaticas. Devido a nao
-linearidade do problema, o principio de superposicao dos
efeitos nao e aplicavel, e as cargas estaticas, ou cargas
gravitacionais, devem ser incluidas na analise junto com as
acoes dinamicas. Estas Ultimas, por sua vez, admitem dois
tipos: um carregamento variavel no tempo, ou um movimento
da base do edificio.

As cargas dinamicas sao aplicadas sobre os nos
da estrutura, na direcao dos graus de liberdade, e podem
ser dadas de duas maneiras. A primeira € atraves de uma
forma espacial fixa de carregamento, modulada por uma fun-
¢ao do tempo. Nesse caso, sao lidos, no comego do proces-
so, um vetor com a distribuicao espacial da carga e outro
com a.distribuicao temporal ou funcao do tempo. A segunda
possibilidade de se especificar o carregamento e fazendo a
leitura do mesmo em cada etapa do tempo. Assim, a forma
espacial de carregamento nao precisa ser fixa como no caso
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anterior,

0 movimento da base & indicado atraves dos va-
lores da aceleracao do solo como fungoes do tempo. Todos
0s apoios experimentam o mesmo movimento € este pode ser
vertical ou horizontal.

A funcao temporal, tanto para modular o carre-
gamento, como para as aceleracoes da base, € especificada
de uma das duas formas. A primeira e como funcao poligo-
nal, fornecendo-se as coordenadas (tempo e amplitude) dos
seus vertices. A segunda e fazendo-se a leitura dos valo-
res discretos da fungao <correspondentes a cada passo da
analise.

As cargas gravitacionais sao introduzidas como
forcas nodais e como cargas distribuidas nos elementos. Com
este carregamento, efetua-se uma analise estatica linear an
tes de comecar a determinagao da resposta dinamica. A acao
destas forgas estaticas e levada em conta como valores ini-
ciais apenas nos esforgos de extremo de membro, nao sendo
considerada nos deslocamentos. A validade desta forma de
analise limita-se aos casos em que a estrutura, sob a acao
das cargas gravitacionais, permanece em fase elastica 1i-
near.

5.2.3 - Modos de Analise e Resultados

0 programa permite a realizacao de uma analise
estatica linear ou de uma analise de resposta transiente.
Esta ultima € feita por integracao direta das equacoes do
movimento, passo a passo, pelos metodos de Newmark ou de
Park.

A saida do programa, quando se efetua uma ana-
lise estatica, fornece os deslocamentos nodais, as forgas
nodais e reagoes, e as acoes de extremo de membro. Estas
ultimas s3ao os esforgos normais e cortantes, e os momentos
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fletores nos extremos do elemento e nos extremos do segmen
to elastico (vide figura 3.1).

Quando se realiza uma analise dinamica €& possi
vel especificar quantos passos de tempo medeiam entre cada
impressao dos resultados. Esse numero de passos entre duas
impressoes pode ser mudado, uma vez em qualquer etapa do
calculo. 0s resultados fornecidos durante a integracao sao
0s seguintes: para cada grau de liberdade: o deslocamento,
a velocidade, a aceleracao, a forgca resistente interna e o
incremento nao-linear da forc¢ca resistente interna; para ca
da elemento: o momento fletor, a curvatura, a parte plas-
tica acumulada da curvatura e o esforgo normal, todos eles
nas duas extremidades.

Completados todos os passos, no fim da analise
sao impressos: para cada grau de liberdade, os envolventes
dos deslocamentos e, para cada elemento, 0s envolventes dos
momentos fletores, assim como as ductilidades de curvatura.

A ductilidade & uma medida das deformagles ine
lasticas que se produzem na estrutura, apresentando-se, ge
ralmente, como a relagao entre a maxima deformagao e a cor
respondente a plastificac¢ao. Assim, a ductilidade pode ser
determinada com base em deslocamentos, rotagoes, curvatu-
ras ou deformacoes especificas. Porem, os indices obtidos
com estes diferentes parametros n3ao sdao comparaveis direta
mente |33|. A definicao baseada nas curvaturas aparece cO
mo um melhor indicador das deformacOes inelasticas [47].

Todavia, podem ser empregadas varias defini-

¢oes para a ductilidade |34,37]. A mais comumente  usada
e
RN Mozl - M
T _Max_ . oq o4 _Max 2 (5.2.2.1)
Xp o Mp



81

sendo X e M - a curvatura e o momento de maior wva-

ma x max’ , N

lor absoluto atingidos, e os demais parametros segundo a
figura 5.2. A definigao 5.2.2.1 complica-se quando e con
siderado o efeito das forgas axiais sobre o momento de plas
tificacao, uma vez que Xp e Mp nao possuem valores fi-
x0s. No programa ANDEN, o momento Mp e calculado para o
nivel de esforgos normais da estrutura sob a acao das car-
gas gravitacionais exclusivamente. Para uma excitacao com
valores medios nulos, como e o caso de um movimento sismi-
co, O Mp assim calculado representa uma média dos valo-

res atingidos.

Fio. 5.2. Definigoes do fator de ductilidade
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Um outro coeficiente, denominado fator de duc-
tilidade ciclica |47], & dado por:

X* - LM - M
u§ = MaX gy max P (5.2.2.2)
X o M
p o My

onde o somatorio e efetuado para cada sentido da flexao em

-

que se tenha produzido plastificagao, M e o0 maximo

max
momento na segao, sendo as outras grandezas definidas na
figura 5.2. Um extremo superior para o valor de p% e cal

culado no programa com a formula

= |
Max u§ - Max max_ - (5.2.2.3)

O0s valores calculados com as expressoes 5.2.2.]
e 5.2.2.3 sao impressos com os resultados anteriormente
indicados.

5.3 - CARACTERISTICAS ESPECIFICAS DO PROGRAMA COMPUTACIO-
NAL

5.3.1 - Calculo das Forcas Incrementais Nao-Lineares

0 ponto crucial do processo de integracao no
tempo das equagOes nao lineares e o calculo da parte nao-
-linear do vetor de incremento das forgas resistentes Aé&y
na etapa 3.f do esquema 2.1. Esta operacao e realizada,
no programa, pela sub-rotina DLTNL, cujo fluxograma geral
mostra-se na figura 5.3. Nessa sub-rotina ingressa-se com
0 vetor de incremento dos deslocamentos e, para cada ele-
mento, @ calculado o incremento nao-linear das forgas re-
sistentes, realizando-se posteriormente a montagem destas

no vetor global.
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¥

calculo dos momentos de plastificagao
Mp; e dos parametros de endurecimento
o i=1,2 (figs. 4.11 e 4.12)

i?
|

¥

calculo dos comprimentos plasticos re-
lativos Ay i=1,2 (eq. 3.4.19)

!

incremento dos deslocamentos locais nos
extremos do segmento elastico Au

9

v

calculo dos incrementos lineares AM?
e gx? (matriz 3.3.1.1 e eq. 3.3.2.15)

ciclo sobre os extremos i=1,2 /)wwwwwwv

calculo da ordenada da reta plastica superior

0
Mse’ correspondente a Xant it i} xi
0 < :

e .+ . = S
Mant i AM1 > Mse /> |

a

v

calculo da ordenada da reta

0
. { LAY
M1e’ correspondente a xant1 X
P A =
.+ AM: g
Mmm1 AM1 < M P

(continua)
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Figura 5.3 - Fluxograma geral da sub-rotina DLTNL



85

Na figura 5.4 indica-se o segmento deformavel
do elemento, submetido a um incremento nos deslocamentos ex
tremos, e os diagramas de momentos fletores e de <curvatu-
ras produzidas no regime elastico (b) e no regime plasti-
co (c). Todavia podem ocorrer outros casos, que nao apare
cem na figura 5.4, em que apenas um dos extremos esteja plas
tificado. Em todos eles o incremento dos momentos fleto-
res tem uma distribuig¢ao linear, devido a consideragoes de
equilibrio, por nao existirem cargas interiores ao elemen-
to. Ja o diagrama de curvaturas, quando algum dos extre-
mos esta plastificado, apresenta descontinuidade (figura
5.4.c). Os incrementos dos momentos fletores sao calcula-
dos com o sistema de equagoes 3.3.2.12, sendo que, no ca-
so de comportamento elastico, os coeficientes ny (i =1,2)
das formulas 3.3.2.13 sao tomados como unitarios.

Na sub-rotina DLTNL, realiza-se um ciclo so-
bre o numero de elementos e, dentro dele, efetuam-se as se
guintes operacgoes:

19) Determinam-se os momentos de plastificacao
de cada extremo do membro e os parametros de endurecimen-
to, com as fungoes das figuras 4.11 e 4.12.

29) Calcula-se o comprimento relativo das zo-
nas plastificadas com a equagao 3.4.19.:

39) Sao isolados os incrementos dos deslocamen
tos nas extremidades do segmento deformavel (figura 3.2)
em coordenadas locais.

49) Identificam-se os extremos que plastificam.
Para isto, em cada extremo <calculam-se os incrementos e-
lasticos dos momentos, AMO, e das curvaturas, AXO,‘ com
as relagoes elasticas (matriz k, expressao 3.3.1.1}), e so-
mam-sSe aos momentos e curvaturas acumulados, M e X

ant ant’
Determina-se a ordenada M_  da reta plastica superior,
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Fig. 5.4. Diagramas incrementais de momentos e de cur-

vaturas no segmento deformavel dc elemento.



87

correspondente a curvatura Xant + AXO, segqundo se indica
na figura 5.5 e compara-se com o momento atualizado. Se
este ultimo excede o valor da reta plastica superior, faz-
se 0 coeficiente n igual ao parametro de endurecimento o.
Caso contrario, efetua-se um teste similar, considerando-se
a reta plastica inferior. Para pontos situados entre es-
sas duas retas, toma-se n igual ao coeficiente da degra-
dagao da rigidez elastica (equagao 4.1.1).

50) Calcula-se o incremento dos momentos AM em
cada extremo, com as equagoes 3.3.2.14 ou 3.3.2.12, segun
do o parametro de endurecimento seja nulo ou nao.

69) Determinam-se as partes nao-lineares dos
acrescimos dos momentos

anNL A o aNO (5.3.1.1)

e das forgas cortantes (vide equagao 3.3.2.8).

agM - (amlt 4 anlt

) /L (5.3.1.2)
70) Efetua-se a montagem dos incrementos nao-
-lineares das agoes, obtendo-se finalmente o vetor AEQL

Nos vetores que contem os esforcos normais e
momentos fletores atualizados, nos extremos de cada elemen
to, estao considerados os efeitos das cargas gravitaciona-
is. A determinagao dos momentos de plastificagao e feita
para o nivel de esforgos normais correspondente ao passo
anterior.

Uma precaugao deve ser tomada no passo que con
tem a passagem da fase elastica a plastica, para que a cur
va M- X se desloque por as retas plasticas e nao por uma
paralela a elas. Para isso, nesse passo em particular, to
ma-se como valor atual do momento fletor a ordenada da re-
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Fig. 5.5. Identificagao da segao nlastificada

ta plastica calculada na quarta operagao do processo (fi-
gura 5.5).

5.3.2 - Teste da Convergencia das Iteracoes

Na etapa 3.9 do esquema 2.1, efetua-se o tes-
te da convergencia do processo iterativo. 0 erro no calcu
1o do vetor de incrementos nao-lineares a avaliado toman-
do-se a norma da diferenga entre o vetor obtido na itera-
cao presente e o da iteracao anterior e dividindo-se pela
norma do vetor da presente iteragao. A tolerancia e intro
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duzida no programa como dado.

Um outro teste deve ser feito, para evitar ope
racoes desnecessarias, quando os vetores envolvidos sao mui
to pequenos. Assim, tanto o numerador quanto o denomina-
dor da formula do erro sao comparados com um outro valor
de tolerancia. Se aqueles resultam menores que este va-

lor, considera-se que a convergencia foi atingida. Esta
segunda tolerancia foi fixada, arbitrariamente, em
1073,

5.3.3 - Calculo do Vetor das Forcas Resistentes

A atualizacao do vetor de forcas resistentes na
etapa 4 do esquema 2.1 se faz acrescentando ao valor an-
terior o incremento AFe; obtido nesse passo. Este incre-
mento tem uma parte nao-linear que € fornecida diretamen-
te pela sub-rotina DLTNL e uma parte linear gque pode ser
determinada multiplicando-se a matriz de rigidez pelo in-
cremento de deslocamentos. No entanto, pode-se chegar ao
mesmo resultado sem necessidade de realizar um produto ma-
tricial, observando que, em relacao as equacgoes 2.2.12 e
2.4.5,

N NL
Afet = K Agt + Afet (5.3.3.1)
e
K AU, = K* Agt - (ag M + a, C) AU, (5.3.3.2)
assim
NL
AFe, = K* AU, + AFe,” - (2o M + a; C) AU, (5.3.3.3)

e introduzindo a 2.4.7:

Afet = E¥+At - (ag M+ 3y C) &Qt (5.3.3.4)

Esta ultima expressao € utilizada no programa para se cal-
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cularem os incrementos das forgas resistentes.

Quando se utiliza o método Wilson - 6, porem,
a formula 5.3.3.4 nao e aplicavel, ja que os vetores p*
e AEeNL correspondem ao passo T=6 At e nao ao passo re
al. Nesse caso, deve-se calcular o incremento linear co-
mo produto da matriz de rigidez pelo vetor de deslocamen-
tos incrementais, e o incremento nao-linear com auxilio
da sub-rotina DLTNL, aplicando-se finalmente a equagao 5.

3.3.1 para o calculo de AFfe,.

5.3.4 - Solucao do Sistema de Equacoes Lineares

A matriz de rigidez e armazenada num vetor por
colunas da matriz banda. A sub-rotina de resolugao do sis
tema de equacoes lineares esta baseada no algoritmo de eli
minagao de Gauss modificado pelo processo de reducgao de
Crout e leva em conta a caracteristica da matriz esparsa
atraves de um vetor perfil [51].

A matriz do sistema e triangularizada uma uni-
ca vez no comego do processo. Em cada etapa, atualizado
0 vetor de termos independentes, efetua-se apenas uma re-
trossubstituigao em cada iteragao (operagao 3.d em cada pas
so do esquema 2.1).
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6 - RESULTADOS DA APLICACAO DO PROGRAMA

6.1 - GENERALIDADES

Nesta se¢dao apresentar-se-ao 0s resultados ob-
tidos na aplicacao do programa a varios exemplos. Aqueles
das secoes 6.2 e 6.3 foram resolvidos com o programa AN-
DINO, enguanto que os exemplos das segoes 6.4 e 6.6, refe-
ridos a estruturas de concreto armado, resolveram-se com o
programa ANDEN.

6.2 - SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE

Resolveram-se varios exemplos de um sistema,
com um grau de liberdade, para testar os algoritmos de in-
tegragao numerica e a influencia do tamanho do passo.

a) Resposta elastoplastica a uma carga repentina:

Um sistema simples de comportamentc elastoplas
tico perfeito, cujas caracteristicas estao dadas na figura
6.1, foi submetido a uma forga aplicada em forma repentina
no instante inicial, mantendo posteriormente um valor cons
tante. Este sistema foi representado mediante uma viga bi
engastada, tendo num dos seus extremos liberdade de se des-
Tocar perpendicularmente ao eixo da viga. As caracteristi
cas do modelo determinaram-se, em funcao das do sistema
simples, com as formulas apresentadas no anexo 8.1. A ana
1ise foi feita com uma tolerancia de 1% para o calculo do
vetor de incrementos nao-lineares das forcas internas. Os
resultados obtidos mostram-se nas figuras 6.2 a 6.4 Jjunto
com a solugao exata do problema |[16].

Para este exemplo observa-se que o metodo de
Newmark forneceu resultados mais proximos da solucao exa-
ta do que o de Park. Quanto ao tamanho do passo, com - in-
tervalos de 1/12 do periodo fundamental 1 os resultados
aparecem pouco precisos. Ja para At=T/24 obtém-se valores
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aceitaveis, enquanto que com At=T/48 as curvas pratica-
mente coincidem com a solugac exata.

b) Resposta elastoplastica a um movimento sismico:

Um sistema similar ao da figura 6.1 foi excita
do por um movimento horizontal da base, cujas aceleracgoes
estao mostradas, como funcao do tempo, na figura 6.5. Esta
figura representa, aproximadamente, o registro dos primei-
ros 5 segundos do componente NS do terremoto de E1 Centro
do 18 de majio de 1940.

0,3 " A 4 ; 4 r
0,2 4
@«
o
o
© o1 4
oS
215
w 1
o| o 0
- |©
(= =] -
o |wo O'i
o | o
ol o
. —
olo -02
o | @
[TS R ]
c|©
-0,3 3

tempo (s

Fig. 6.5. Acelerograma do movimento sismico

Mantendo-se a mesma rigidez que no exemplo an-
terior, a massa foi mudada para 2,1125 obtendo-se assim
um sistema de perJodo fundamental unitario. 0 deslocamen-
to de plastificacao tomou-se Sp = 1,64. Integrou-se pe
1o metodo de Newmark, com um passo At=0,01 e consideran-
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do-se um valor de 10% do amortecimento critico. O resul-
tado indica-se na figura 6.6 Jjunto com a resposta do mes
mo sistema ao sismo de E]1 Centro, dada na referencia 20.

A diferenca entre as curvas de resposta pode
ser atribuida ao fato de que o acelerograma da figura 6.5
e levemente diferente do utilizado na referencia 20.
Nota-se, no entanto, uma correspondeencia entre os valo-
res maximos atingidos, bem como entre as frequéncia na re
giao das maiores amplitudes da resposta.

6.3 - VIGA SOBRE APOIO ELASTOPLASTICO

Uma viga elastica, com um extremo engastado
e o outro com rotacao impedida e apoiado sobre uma mola
elastoplastica (figura 6.7.a), foi analisada com o progra
ma ANDINO. A viga foi discretizada com tres elementos e
a mola foi representada por uma outra viga, de comporta-
mento elastoplastico, cujos extremos, impedidos de rotar,
encontram-se um unido ao extremo deslocavel da viga e o
outro engastado (figura 6.7.b). As propriedades da viga
elastoplastica, que representa a mola, foram determinadas
com base nas equacgoes apresentadas no anexo 8.1.

Este exemplo foi analisado, tambem, com um pro
grama elaborado para o estudo de placas elasticas s0-
bre apoios pontuais elastoplasticos |76]. A viga foi dis
cretizada, neste caso, com 3 elementos de placas de grande
espessura e o apoio, com elementos proprios de molas com
caracteristicas inelasticas.

0s resultados obtidos na aplicagao de ambos oS
programas estao apresentados nas figuras 6.8 e 6.9. A in-
tegracao realizou-se pelo metodo de Park com um passo
At =0,2, o0 que equivale ao periodo fundamental elastico
dividido por 46, e com uma tolerancia de 1% para o contro
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Fig. 6.7. Viga sobre apoio elastoplastico: estrutura e
idealizagao.
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le das iteracgoes. Na figura 6.8 mostram-se os deslocamen
tos verticais do extremo B para uma carga vertical apli-
cada no mesmo ponto, em forma repentina, mantendo-se com
um valor constante de 1500. A forga de plastificacao da
mola e Fp= 378,9 e o parametro de endurecimento o* € nu
lo.

Na figura 6.9 esta plotado o deslocamento ver
tical do mesmo ponto para uma carga vertical <consistente
em um pulso triangular duplo como esta indicado na figura.
Neste caso, a forca de plastificacao da mola foi Fb:5ﬁh29,
considerando~se dois valores diferentes para o parametro
da rigidez plastica: a*=0 e a*=0,5.

Em todos os casos pode ser observada uma boa
correspondéncia entre 05 resultados, visto que os modelos
de um e outro programa respondem a teorias diferentes.

6.4 - PORTICO SIMPLES DE CONCRETO ARMADO

0 portico de concreto armado da figura 6.10
utilizou-se para observar a influencia que tem sobre a
resposta nao amortecida, a rigidez dos nos nas unides das
vigas e pilares, a variacao do momento de plastificagao, o
comprimento das zonas plastificadas e o parametro o de en
durecimento da curva momento-curvatura.

A massa do portico foi concentrada nos graus
de liberdade translacionais dos nos 2 e 3. A estrutura foi
discretizada com 3 elementos atribuindo-se um comprimen-
to das zonas rigidas extremas de 25cm a viga e de 50cm
aos pilares, para levar em conta a rigidez nodal. O0s mo-
mentos de plastificacao foram independentes das forcas
axiais, com valores correspondentes a flexao pura. O pa-
rametro de endurecimento o tomou-se com valor constante
igual a 0,02. Fixou-se para as zonas plasticas um compri
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Fig. 6.10. Caracteristicas do portico simples e carregamento
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mento iqual a altura da seg¢ac. 0 tamanho do passo foi de
0,002 segundos, que equivale aproximadamente ao periodo
fundamental elastico dividido por 40. Ndo foi levada em
conta a degradacao da rigidez elastica. 0 erro no calculo
do vetor das forgas nao-lineares foi menor do que 1% da nor
ma. As rigidezes iniciais das secoes, calcularam-se no Estadio I.

Estas caracterVsticas sdo comuns a todas as a
nalises dinamicas efetuadas com este portico, com excecao
das alteracgoes indicadas em cada caso particular.

a) Rigidez nodal:

Em primeiro lugar efetuou-se uma analise es
tatica linear do portico carregado com uma forca horizon
tal de 4 toneladas aplicada no no 2. Os resultados es-
tao sumarizados no quadro 6.1. Tres idealiza¢Oes da es-
trutura foram utilizadas. A primeira (A) corresponde a
discretizagao anteriormente apontada, onde estao conside-
radas as zonas rigidas nos extremos dos membros. Esta ca
racteristica nao foi considerada na segunda idealizacao
(B), tambem com 3 e]ementds, mas com comprimentos dos seg
mentos indeformaveis nulos. Uma terceira representacao
(C) foi incluida, com fins de comparacao, na qual as
regioes rigidas correspondentes as unides foram represen-
tadas com elementos adicionais de p6rticb, com valores
elevados do momento de inercia.

0 aumento na rigidez da idealizacao A em re-
lagao a B, evidencia-se no decréscimo do deslocamento ho-
rizontal, bem como no acrescimo dos momentos fletores nas
unioes.

Em segundo lugar, analisou-se a resposta dina
mica do portico submetido a uma forc¢a horizontal aplicada
ao no 2, cuja variacao no tempo mostra-se na figura 6.10.
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Os deslocamentos horizontais desse no, em funcdo do tem-
po, estao plotados na figura 6.11, para as idealizagoes
A e B. O enrijecimento ja apontado da idealizagao A fi
ca manifestado, novamente, pela diminuig¢ao dos deslocamen
tos maximos atingidos, bem como pelo encurtamento do pe-
riodo da resposta. Os resultados s3ao fortemente influen-
ciados pela inclusao da rigidez dos nos.

Quadro 6.1 - Influencia da consideracao da rigidez nodal
na resposta estatica do portico a uma carga
horizontal de 4 toneladas aplicada no no 2

MODELO A B C
! T [ R
Malha ! | i % j 5
{ ; | |
L L] L. Il
n? de elementos 3 3 { 7
consideragao da ri- ) - 51, atraves
gidez dos nos s1m nao d%%igioﬁgﬁ?'
deslocamento horizon
tal do ng 2 [em] - 051303 0,1872 0,1302
momen tos no 2 440,15 389,41 440,10
fletores
na viga secan 400 .33 )

[t cm] i . _ 400,28
momentos segao ,
Fletores 33 339,63 - 339,54

nos pilares ~

U aﬂ no 1 363,97 414,04 | 363,88

| i
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Fig. 6.11. Resposta do portico simples: influencia
da rigidez nodal.
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b) Variagao do momento de plastificagao:

Quando foi permitido que o momento fletor va-
riasse com as forcgas axiais (figura 4.11), obteve-se a
resposta da figura 6.12. As cargas do tipo gravitacional
nao foram incluidas, sendo a variacao das solicitag0Oes nor
mais devida ao carregamento dinamico. Para este exemplo,
a consideracgao das forgas axiais produziu uma mudanga sen
sivel da resposta.

c) Comprimento das regioes plastificadas:

Na figura 6.13 mostram-se 0s resultados obti-
dos quando o comprimento das zonas plastificadas foi cal-
culado em funcao dos diagramas dos momentos fletores (eq.
3.4.19) e quando esse comprimento foi considerado fixo,
com valores iguais a altura da secao do elemento e a meta-
de deste valor. Pode-se observar que a redugao do compri
mento plastico de h para h/2 nao modificou praticamente
a resposta. Ja para a zona plastificada variavel com o
diagrama dos momentos fletores, tem-se uma mudanga mais
acentuada.

d) Rigidez plastica:

0 parametro o do endurecimento, gue define a
rigidez do trecho plastico da curva momehto-curvatura, foi
variado tomando-se valores de 0,001, 0,02 e 0,05, independen
tes das forgas axiais. As respostas obtidas estao apre-
sentadas na figqgura 6,14. A medida que ¢ cresce, a ten-
dencia das curvas e para a resposta elastica da estrutu-
ra.
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6.5 - PORTICO DE SEIS ANDARES

Como uma aplicagao do programa ANDEN ao estu-
do de um portico de concreto armado submetido a um movi-
mento sismico, foi analisado o portico de um vao e seis
andares da figura 6.15. As caracteristicas de rigidez e
resistencia dos elementos, bem como as massas concentra-
das em cada andar, estao dadas no quadro 6.2. Para fazer
uma analise comparavel a da referencia 78, de onde este
exemplo foi tomado, fizeram-se as seguintes consideragoes:

10) As rigidezes iniciais das segoes sao
calculadas no Estadio I. As vigas do 19 ao 52 andar tem
secao T com uma espessura da laje de 12,7 cm.

20) Nao sao levadas em conta, nem a deforma-
cao por cisalhamento, nem a dimensao finita dos nos.

30) Sobre todas as vigas atuam cargas gravita
cionais uniformemente distribuidas, com valor de 3,268
t/m.

49) Os momentos de plastificacao dos =«lemen-
tos sao calculados para os esforcos normais decorrentes do
carregamento gravitacional. O0s seus valores, dados no
quadro 6.2, mantem-se invariantes frente as forcas normais.
Posteriormente uma outra analise foi realizada permitin-
do-se a variacao desses momentos.

A estrutura foi submetida ao sismo da figura
6.5. A integracao efetuou-se, pelo metodo de Park, com
um passo de 0,02 s, que equivale aproximadamente a
1/32 do periodo fundamental elastico. O erro no <calculo
iterativo do vetor de incrementos nao-lineares das forcgas
internas foi inferior a 0,5% da sua norma. Um valor cons
tante de 0,001 foi adotado para o parametro de endureci-
mento a e o comprimento das zonas plasticas fixou-se em
5% do comprimento do elemento.
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Quadro 6.2 - Caracteristicas dos elementos e massas concentradas em
cada andar

momentos momentos de momentos de momentos de massas
ANDAR de inercia ; plastificagao inercia plastificagdo concentradas
pilares pilares vigas vigas por andar
m%] [tm] (mé] (tm] [t s2 /m]
6 0,007903 47,24 0,014791 43,21 4,4403
5 0,007903 54,15 0,041936 70,28 4,9953
4 0,012937 61,06 0,041936 89,87 4,9953
3 0,012937 74,89 0,041936 107,15 4,9953
2 0,019754 82,95 0,041936 118,09 4,9953
1 0,019754 88,71 0,041936 118,09 4,9953

€Ll
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A degradacao da rigidez elastica nao foi levada em consi-
deragao. O numero de iteragoes, efetuadas nos passos em
que se produziram deformagoes plasticas, oscilou entre 5 e
12. Na figura 6.16 esta representada a historia dos des-
locamentos horizontais do no 14. Esta resposta compara-se
com a reportada por Walpole e Shepherd, para o sismo de
E1 Centro (componente NS) |78]. Nessa referencia foi uti-
lizado um elemento que forma rotulas plasticas perfeitas,
situadas nas suas extremidades. Na mesma figura esta in-
dicada, tambem, a resposta obtida, com o programa ANDEN,
deixando-se variar tanto os momentos de plastificacao com
os esforgos normais, quanto o comprimento das zonas plasti
cas. Observa-se que nao se produzem mudangas significati-
vas na resposta em deslocamentos. Ja os momentos do no 1,
plotados na figura 6.17, para as duas analises, apresen-
tam uma variacao devida, especialmente, a dependencia das
forcas normais que manifestam os valores de plastificacao.

Na figura 6.18 indicam-se os deslocamentos ho
rizontais de cada andar, no instante em que Se produz 0
maximo para o 60 andar.

Uma outra analise foi feita considerando-se a
diminuicao da rigidez elastica, em fungao das deformagoes
plasticas, sequndo a formula 4.1.1 com um expoente Y=0,6.
A resposta, em deslocamentos horizontais do no 14, & mos-
trada na figura 6.19 junto com outro caso no qual essa de
gradacao da rigidez nao e levada em conta (v=0). Tomaram-
-se 0s momentos e comprimentos de plastificacao variaveis
‘e os demais dados como indicados acima. Uma resposta elas
tica foi acrescentada a figura para comparacao. A energia
dissipada pelo ciclo histeretico € menor quando existe de-
gradacao da rigidez e conseqUentemente aumentam os valores
extremos da resposta. Mas um outro efeito de importancia,



o »

é 14 [cm]
n

N
AN
f,/

5

1
-

Deslocamento horizontal do n

-2 Resposta elastopidstica
-3 Mp e X Constantes
x Mp e A Vvaridveis
—~ 4
wm —— = Reteréncia 78
L T—
T Inicio da Plastiticagdo
—& : | :
(&) 0,50 1,00 1,50 2,50 3,00

t[s]
Fia, 6.16. Resposta do portico de seis andares ao sismo da fig.6.
deslocamentos horizontais do sexto andar.

ESh)
‘e

Gt



4
100
X X
E s /\
-l
o /
c
, A
L \Y L
"
o
L
]
Respost elastopldstica
g_so‘ L posta P
b3
Mp ¢ ) Constantes
x
x Mp ¢ L varidveis
-100
¢ Inicio da plastificagdo X x
|
) 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00
t[s]
Fia. 6.17. Resposta do portico de seis andares ao sismo da fig. 6.5:

momentos no no 1.

9l



117

Andar 6 - e —
' /'
5 Y

—

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Deslocamentos horizontais [cm)

——-— Anal. eldstica
Anal. elastopidstica (M, ¢ A ctes.)

~—~~=  Anal elostopidstica (Ref. 78)

Fig. 6.18. Deslocamentos horizontais do portico de seis an
dares.

devido a mudanca da rigidez elastica, que reflete-se no
alongamento do periodo apos o tempo t=2,36 s, e a modi-
ficacao substancial da curva da resposta.

0 tempo total de processamento do exemplo com
momentos e comprimentos de plastificacao variaveis, e rigi
dez elastica constante, foi de 117,15 s, sendo 112,25
s correspondentes 3 integracao com 150 passos no tempo.
Para o problema com degradacao da rigidez, a integragao ne
cessitou 233,28 s de processamento para o mesmo numero
de passos, efetuando uma media de 7 iteracoes nos passos

elasticos apos a primeira plastificacao.
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6.6 - EDIFICIO DE DEZ ANDARES

Tendo por finalidade aplicar o programa a ana-
lise de estruturas do tamanho encontrado na pratica, foi
estudado um edificio de 10 andares com as caracteristicas
mostradas na figura 6.20. A planta tem dupla simetria e
consta de 12 pilares, 17 vigas e 6 lajes. A resistencia as
acoes laterais & atribuida a 4 porticos na direcao x e 3
porticos na diregao y.

A estrutura de concreto armado foi dimensiona-
da com o programa PROADE |35| considerando-se os estados
de carregamento descritos a seguir. As cargas permanentes
sobre as lajes, de 10cm de espessura, sao 0,3 t/m2 para
0s 9 andares inferiores e 0,5 t/m2 para o decimo andar.
Sobre as vigas atuam, alem do peso proprio, paredes de ti-
jolo ceramico de 10 cm de espessura. As sobrecargas con-
sideradas sobre as lajes dos 9 andares inferiores sao 0,2
t/m2 e do decimo pavimento, O0,] t/mz. 0 efeito do vento
e tomado em conta, segundo a Norma Brasileira NB-599, com
uma velocidade basica de 45 m/s e um fator topografico
unitario, considerando-se que o predio esta no centro de
uma zona urbana. Inclui-se a ag¢ao sismica, segundo a Nor-
ma Chilena, para um terreno de fundacao do tipo da areia
densa ou de solos coesivos duros (TO:O,3) |35].

Todos os pilares sao de secao quadrada e, se-
gundo suas dimensoes, existem 2 tipos por andar: um corres
pondente aos 8 pilares dos porticos 5 e 7, e outro aos 4
do portico 6. Todas as vigas de um andar tem as mesmas di
mensoes. As caracteristicas dos elementos estruturais es-
tao dadas no quadro 6.3.

Para estudar o comportamento do edificio fren-
te a um sismo atuando na diregao x, analisou-se a resposta
do portico 2 com uma massa associada igual a 1/4 da massa

| o Ve e
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Pértico 5 6 7
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Fig. 6.20. Dimensoes do edificio



Quadro 6.3 - Propriedades dos pilares e vigas do edificio

pilares exter. (port. 5 e 7)|pilares interiores (part.6) vigas (b =0,20m)
ANDAR ]Esf ??f;“ r=d'/h TadQ ¥ ; u r=d'/h h eil;;;ii gj;lem. r=d'/h
’ Lm] [#] [m] externa | interna
10 0,20 0,965 0,150 0,25 0,714 0,120 0,40 0,921 0,845 0,10
9 0,20 1,355 0,150 0,25 1,200 0,120 0,40 0,805 0,659 0,10
8 0,25 0,973 0,120 0,30 0,764 0,129 0,40 0,908 1,008 0,10
7 0,25 1,184 0,120 0,30 1,049 0,129 0,40 0,968 1,044 0,10
& 0,30 0,722 0,129 0,35 0,700 0,114 0,40 0,991 1,050 g,10
5 0,30 0,849 0,129 0,35 0,851 0,114 0,50 0,631 0,663 0,08
4 0,30 1,051 0,129 0,35 1,051 0,114 0,50 0,656 0,706 0,08
3 0,35 0,699 0,114 0,40 6,650 0,100 0,50 0,753 0,753 0,08
2 0,35 0,830 0,114 0,40 0,789 0,100 0,50 0,836 0,836 0,08
1 0,40 0,736 0,100 i 0,45 0,825 0,089 0,50 0,914 0,919 0,08

Let
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total. A estrutura, esquematizada na figura 6.20.b, pos-
sui 33 nos, dos quais os 3 da base correspondem a apoios

engastados, e 50 elementos.

O0s modulos de elasticidade do concreto e do
ago sao, respectivamente, E. =2,6 x 100 t/m2 e E =21 x
x 10° t/mz. As resistencias, para os dois materiais, sao:
fc = 1200 t/m2 e fy = 50000 t/m2. A ?;sif especifica
do portico tomou-se igual a 0,24472 t s°/m'. A massa dos
outros componentes do edificio, incluindo 25% da sobrecar-
ga, foi agrupada nos graus de liberdade translacionais com
valores de 0,33912 t 52/m em cada no externo e 0,67825 t
sz/m, nos internos. No decimo andar estes valores foram
0,34414 t s%/m e 0,68828 t s2/m, respectivamente.

As cargas gravitacionais uniformemente distri-
buidas sobre as vigas tem valores de 1,35 t/m do 19 ao 59
andar, 1,302 t/m para o 69 ao 90 andar e 1,646 t/m para
o decimo. Alem destas, existem cargas gravitacionais con-
centradas, atuando verticalmente sobre os nos da estrutu-
ra, cujos valores estao dados no quadro 6.4.

Quadro 6.4 - Cargas gravitacionais sobre os nos do portico
2 do edificio

carga vertical concentrada nos nds [t]
ANDAR = = -
nos externos nos internos
10 3,884 5,572
9 3,454 4,659
8 3,589 4,824
7 3,589 4,824
6 3,754 5,019
5 3,922 5,187
4 3,922 5,187
3 4,117 5,412
2 4,117 5,412
1 4,342 : 5,667




123

0 portico 2 foi submetido aos primeiros 5 se-
gundos do movimento sismico da figura 6.5. Foram realiza
das duas analises: uma elastica e outra elastoplastica. A
integracao foi feita pelo método de Newmark com um passo
At=0,02 s e uma tolerancia, para o controle das iteragoes, de 1% da
norma do vetor de incrementos nao-lineares das forcas internas. Le-
vou-se em conta a rigidez das unioes das vigas e pilares, mas nao as
deformacoes por cisalhamento. Na analise elastoplastica o
parametro de endurecimento foi dado pela figura 4.12, com arp = 0,02
e aL==O,20. Nao foi considerado o efeito da degradacao da rigi-
dez elastica. Em ambas as analises as rigidezes iniciais
das seg¢oes calcularam-se no Estadio II (eq. 4.4.9).

A resposta nao amortecida, expressa em deslo-
camentos horizontais do decimo andar, esta dada na figu-
ra 6.21 para as duas analises. Observa-se que, tal como
acontece em outros exemplos, no ciclo em que se produz a
plastificacao, a resposta elastoplastica atinge valores
maiores que os da resposta elastica. Enquanto que nos ci
clos seguintes os deslocamentos sao inferiores aos do ca-
so elastico. Isto e devido a dissipacao da energia que tem
Tugar durante as deformagdes plasticas. Pode-se notar,
tambem, um pequeno alongamento no periodo da resposta ine
lastica.

Na figura 6.22 mostram-se os deslocamentos ho
rizontais de cada pavimento no instante em que € atingido
o maximo para o ultimo andar, nas duas analises, bem como
as curvas envolventes dos deslocamentos. As secoes que
plastificam estao indicadas na figura 6.23 junto com a se
quéncia de ocorréncia.

A relagao de momentos (RM), definida como o
quociente entre o momento de maior valor absoluto obtido
na analise elastica e o momento de plastificagao, para ca
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da viga ou pilar, esta representada na figura 6.24. 0 mo-
mento de plastificacao desta definigao e o correspondente
aos esforgos normais resultantes da aplicagao das cargas
gravitacionais exclusivamente. Na mesma figura mostram-se
as maximas ductilidades de curvatura (eq. 5.2.2.1) obti-
das, para cada elemento, na analise elastoplastica. Duc-
tilidades unitarias indicam que o elemento permaneceu na
fase elastica. A relacgdao de momentos, que e obtida da
analise elastica, pode dar uma ideia dos elementos com pos
sibilidade de plastificar, mas nao reflete os resultados
da analise inelastica.

Pode ser observada uma tendencia ao trabalho
plastico das vigas, em vez dos pilares, em quase todo 0
portico. Isto e uma caracteristica desejada, em projetos
de edificios para regioes sismicas. No entanto, nos 2 pa
vimentos superiores oS pilares desenvolveram ductilidades

importantes.

A execugao da analise elastica, com 252 pas-
sos de integracao e impressao dos resultados em 71 desses
passos, demandou um tempo de processamento total de 310,84
s, dos quais 3,02 s correspondem a leitura e impres
sao dos dados; 4,85 s, a montagem das matrizes globais
e calculos iniciais; e 302,23 s, a integracao no tempo.
A analise elastoplastica, para O mesmo numero de passos e
impressoes e com um numero de iteragOes que variam entre
4 e 12, precisou de 457,65 s para 0 processamento to-
tal, correspondendo a integracao 447,18 s.
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7. CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo npara
porticos planos de concreto armado, e foram elaborados dois
programas computacionais para analise deterministica da
resposta dinamica inelastica dessas estruturas.

As caracteristicas do elemento, tais como mome n
tos de plastificagao e rigidezes plasticas variaveis com
as cargas axiais, zonas extremas rigidas, comprimento va-
riavel de plastificagao, degradagao da rigidez elastica e
inclusao das deformagoes de cisalhamento, permitem obter
uma boa representagao do comportamento mecanico de porti-
cos de concreto armado. Baseado nisto e na verificagao de
uma aceitavel eficiencia do algoritmo global, pode-se con-
cluir que os programas implementados sao adequados para o
estudo da resposta dinamica de estruturas aporticadas de
edificios. '

Mais especificamente, da utilizagao do elemen-
to, podem ser tiradas algumas conclusoes particulares, en-
tre as quais citam-se as seguintes:

- E importante a inclusao da rigidez dos nos ,
isto €, a consideragao da dimensao finita das unices entre
as vigas e os pilares. Isto contribui para a rigidez glo-
bal do portico, influenciando a sua resposta.

- A degradagao da rigidez elastica, com o pro-
gresso das deformagoes plasticas, teve muita importancia,
produzindo um aumento dos deslocamentos maximos do portico
sob excitagao sismica e modificando o periodo da sua res-
posta. A consideragao deste efeito, na analise, incrementa
o tempo de processamento do programa computacional, elabo-
rado sob um esquema de resolugao a rigidez constante, devi

do a que o0s passos elasticos seguintes a primeira plastifi
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cagao devem ser tratados iterativamente.

- 0 comprimento das zonas que plastificam-se e
variavel no elemento e calcula-se com base na distribuigao
dos momentos fletores, mas, alternativamente, testaram-se
diferentes valores fixos da ordem da altura da segao. Com
parametros de endurecimento menores do que 0,02 , verificou-
-se que as diferentes dimensoes das regioces plastificadas
produziram respostas, cujas diferengas, embora aprecia-
veis, nao chegaram a ser muito grandes.

- A variagao dos momentos de plastificagao com
os esforgos normais afetou a resposta e, especialmente, a
dos momentos fletores. Em relagao a isto tem importancia a
consideragao do carregamento estatico ou gravitacional, ja
que fornece, para cada elemento, valores iniciais dos mo-
mentos fletores nas extremidades {(principalmente nas vi -
gas) e dos esforgos normais (principalmente nos pilares).

As pesquisas futuras, no que se refere ao ele-
mento, deveriam tratar de alguns dos aspectos relacionados
a sequir:

- 0 calculo da rigidez inicial do elemento, con
siderando-se a segao transversal fissurada, pode conduzira
um modelo flexTvel demais. Se bem que & certo que muitas
segoes estao fissuradas, outras trabalham ainda no Estadio
I. Alem disso, outros elementos contribuem para aumentar a
rigidez do edificio. Entre eles, as lajes de concreto arma
do, que possibilitam o trabalho das vigas com segao T. 0
programa ANDEN admite, atualmente, o calculo da rigidez pa
ra a estrutura completa, ou fissurada ou sem fissurar. Se-
ria importante a modificagao do elemento para que parte de
le trabalhasse no Estadio I e parte no Estadio II.

- Deveriam ser incluidas rotulas nas extremida-
des do trecho deformavel do elemento, para poder represen-
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tar as rotagoes concentradas, devidas ao escorregamento da
armadura de tragao nas fissuras (vide segao 4.2.1).

- As caracteristicas de rigidez do elemento le-
vam em conta as deformagoes de cisalhamento. Assim, o mode
1o pode ser utilizado para representar cortinas, ou vigas
nas quais os efeitos do cortante sejam importantes, traba-
Thando elasticamente como partes da estrutura principal do
edificio. Ja a plastificagao das distorgoes, devidas ao ci
salhamento, nao e considerada no elemento, que admite plas
tificagao apenas nas suas deformagoes de flexao. Deveriam
realizar-se pesquisas orientadas ao desenvolvimento de um
modelo que incluisse o trabalho inelastico das distorgoes.

- Teriam que ser introduzidas as modificagoes
que permitissem o estudo de segoes com armadura assimetri-
ca.

- Qutros tipos de modelos histereticos para as
relagoes momento-curvatura, tais como os de Clough ou Take
da (fig. 1.1), poderiam ser implementados.

Em relagao aos metodos da analise, formas alter
nativas de resolugao das equagoes nao-lineares, baseadas
em processos de rigidez variavel, poderiam ser testadas, ve
rificando se a redugao do numero de iteragoes compensa 0
tempo de processamento necessario para realizar as triangu
larizagoes da matriz do sistema. Tambem poderiam ser imple
mentados algoritmos explicitos para realizar a integragao
numérica no tempo, comparando-se a sua eficiencia com a
dos metodos existentes no programa.

Pode ser mencionado, ademais, que seria interes
sante a inclusao, na analise, das nao-linearidades de or-
dem geometrica, ampliando assim o campo de utilizagao dos
programas.

Deve-se ressaltar a importancia que teria a rea
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lizagao de ensaios com carregamento reversivel, estaticos
ou dinamicos, que permitissem uma conferéencia do modelo ma
tematico desenvolvido.

Finalmente, em relagao a parte computacional, al
gumas modificagoes poderiam ser introduzidas, com fins de
otimizagao, nos programas elaborados, entre as quais podem
citar-se as seguintes:

- No processo de integragao poderiam ser estuda
dos aceleradores para a convergencia das iteragoes.

- Quando se realiza o teste da convergencia do
processo iterativo, se os vetores sao menores que uma tole
rancia fixa, considera-se que o erro € nulo. Essa toleran-
cia deveria ser estabelecida como uma percentagem dos veto
res das forgas do problema.

- Poderia ser incluido um esquema de passo va-
riavel para permitir a redugao do passo, caso nao fosse
atingida a convergencia requerida, ou o aumento do mesmo,
quando 0s erros obtidos fossem muito pequenos.

- Também seria util o armazenamento dos arran-
jos num tempo dado, para poder recome¢ar uma outra analise
a partir desse instante. Assim, poderia ser poupado muito
tempo de processamento, evitando-se refazer, numa analise
elastoplastica, alguns passos ja realizados na analise e-
lastica.

Algumas das alteragoes apontadas poderiam ser
introduzidas facilmente nos programas existentes,
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8 - ANEXOS

8.1 - RELACAO ENTRE O0S DIAGRAMAS P -6 E M- X PARA UMA
VIGA

Neste anexo apresentam-se as relacoes entre os
parametros que definem os ciclos histereticos P-6 e M- X
para uma viga em balango. P e & sao, respectivamente, a
carga e o deslocamento do extremo livre da viga e M e X, o
momento fletor e a curvatura, na secao do engaste (figura
8.1). Essas relagoes, para uma viga em balanco estao da-

das no quadro 8.1.

;’MJ 19
/[v
;'fmd—-.-: = =
s,,~~“ IS A:=A/R
— \“v\
A = 3
N a=(1-))
1
Segdo do engaste Viga
M P
M ool o
ML K ' 0 Al
/] i L * :
i . Py ’ s ;
: ; i 1
' ' !
i ! ' '
i
: ! f :
1 i i t
Kl ‘I ¢ ¥
i i 1 +
: K i _J s : __JS f
+ : : }
%, X, X B, 6n 6

Figura 8.1 - Viga em balan¢o e diagramas M-x e P-§
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Quadro 8.1 - Relagao entre os diagramas M- ¥ e P-¢
para uma viga em balango
. . diagrama
caracteristica
M- x P -3
rigidez - - 3 . 3
1 (g1 K =EI S=3EI/8° = 3K/2
inicial
2 rigidez o K W* S
plastica
5 |parametro de o = L1-a) o* P S
endurecimento 1-a o* T+a(-1)
carga de M =P 2 P =M /2
4 plastificacao p p p P/
deformagao de v =358 /9% 5 =y 3273
5 plastificagao p p P XP /
deformagﬁo - + - M K § = + (P -P * S
6 | maxima i XD (M p)/a m P P)/a
3[8_+alo-1)8 ] 2
7 X, = -p2 §n=£;-{[1+a0»4)}xm+a0x-1)x }
[1+a (a-1)] 2 3 P
8 {ductilidade "1Xm/xp1 = {6,/ 6 )
U5~+a(0“']) - ]
9 B, = ——— ue= [1+a(a-1)]u,~ala-1)
X 1 + afa-1) 8 X
rigidez elas- Y Y
10 |tica degrada- K' = K(1/uy) S' = 5(1/ug)
da
O0s expoentes das formulas da rigidez elastica

degradada (alinea 10 do quadro 8.1)

la expressao:

estao relacionados pe
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(1-a) +a (8.1.1)

Para A =0,20 esta relacao esta representada na figura
8.2.

y 08 !
A:0,20
— x:0,02
== & 20,001
0,7
\\
~—— ——{ §:0,7
06
~oh .l
——m -~ Lo -l = e = = ] X=0,6
05 |
s L
- T I N R ¥ =05
04
001 15 2 3 5 8 10 20
Fe

Figura 8.2 - Relagao entre os expoentes v e 7y dos coeficientes
da degradacao da rigidez elastica, para 1=0,20

Para o caso de uma viga biengastada, na qual
uma das suas extremidades tem liberdade para se deslocar
perpendicularmente ao eixo da viga (figura 8.3), as formu-
las do quadro 8.1 aplicam-se fazendo as seguintes definicoes:
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L= L/2
§ =v/2 (8.1.2)
A= 2 A/L
|+
A A
—t B

ASAS LAY
T
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;1
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&
e

-
-
-
bl RN

Figura 8.3 - Viga biengastada com deslocamento do apoio
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8.2 - COEFICIENTES DAS EQUACOES 3.3.2.12

0s coeficientes bmn (m, n = 1,2) das equa-

¢oes 3.3.2.12, no caso geral, tem a forma:

2 .
bom = (1—-}\1-)\2) (]_)‘m)(]+]2®)+6¢()‘]+”‘2) +
2 3 3 2 . 2
\ 3 AL A0t (1+3®)(2Am-6km-r4km - 4 oAy b2y An)+
m
3 2 2, _,3
, (1 = 62) (A" +AS A= A7) =2
n
2
ban = 6 U {A+A,) - (1-2y xz) - (1+12¢) +
3 2 2 3
2(1+30) (A% + Ao - f) -0
+ +
m
2 _ .3 3 2 o -
X 337 - An + {(1-69) (An - 3>\n + 2;\” 2 M ih‘m/n)
"
b= EL (6 2+ (4+126)(1-ay-0,)] A 1+
mo m 1 7274 7 'm
c

- 6
+ [ 6 Ayt (2 -12¢) (1 -y -AZ)] A +Ijm~(£\vE - sz)}

- _ 2
onde ®.—w/(1-x] xz)

e m=1, 2 5 n = 3-m
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LISTA DE STMBOLOS

area

vetor de estado

vetor de estado

matriz de amortecimento

modulo de elasticidade longitudinal
forga

modulo de elasticidade transversal
matriz geometrica

momento de inércia

rigidez da segao transversal
matriz de rigidez global
comprimento

matriz topologica

momento

matriz de massa global

forga normal

carga

forga cortante

resultante das tensoes no concreto
coeficiente do extremo i

rigidez estrutural

periodo natural elastico
deslocamento

vetor dos deslocamentos global
volume

distancia de uma extremidade do elemento ao ponto
inflexao

coeficiente dos metodos numéricos de integracao
largura da sec¢ao transversal
coeficientes

comprimento de plastificagao
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coeficiente de forma de cisalhamento

altura util da secao transversal

coeficiente de proporcionalidade da matriz de amorte-
cimento

resistencia

altura da sec¢ao transversal

coeficiente da profundidade da linha neutra

matriz de rigidez elementar

momento fletor adimensional

matriz de massa elementar

for¢ca normal adimensional; numero do modo

relacao do recobrimento

tempo

deslocamento

deslocamento

profundidade do eixo neutro; eixo das abcissas

brago de alavanca; eixo das ordenadas

parametro do endurecimento da secao transversal
parametro do endurecimento estrutural

coeficiente para a integracao do diagrama de tensoes
no concreto

coeficiente do metodo de Newmark

expoente da formula da degradacao da rigidez para a
secao; coeficiente do metodo de Newmark

deslocamento da estrutura; massa especifica

erro; deformagao especifica

incremento relativo dos momentos nas extremidades
coeficiente de rigidez

coeficiente do metodo Wilson-6; rotacao

comprimento de plastificagao relativo

taxa geométrica da armadura; coeficiente de ductilidade
expoente da formula da degradacao da rigidez estrutural
coordenada auxiliar; coeficiente de amortecimento
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relacao entre o momento de plastificagao e o momento

atual
tensao
deformacgao

passo de integracao do metodo Wilson-8

rotagao; fun¢ao de interpolacao
curvatura

parametro de cisalhamento

freqlléncia; taxa mecanica da armadura
comprimento de plastificagao

indices inferiores:

concreto
plastificacgao

aco

instante de tempo
escoamento

indices superiores:

parte elastica
parte plastica
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