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Resumo

Neste trabalho é investigado o modelo de Blume - Capel na rede aleatéria com um
termo de campo externo aleatério e um de campo cristalino aleatorio. A conectividade foi
introduzida no modelo de forma que é possivel limitar o nimero de conexoes que cada spin
possui. O objetivo do trabalho foi estudar como as transi¢oes de fase se comportam com a
presenca da conectividade finita. Nesse sentido, observou-se que a transicao ferromagnética
- ferromagnética / ndo magnética desaparece para valores de conectividade baixos e
que a transicao ferromagnética / ndo magnética - paramagnética altera sua ordem para
conectividade baixa. Foram determinados os valores de conectividade a partir dos quais

essa mudanca de comportamente ocorre e, com eles, diagramas de fase foram produzidos.






Abstract

The present work studies the Blume - Capel model in a random network with a
random field term and a random crystal-field term. The connectivity was introduced in
the model which permits limitins the number of conections between spins. The main goal
of the present work was investigating how phase transitions behave with finite connectivity.
In this sense, it was observed that the ferromagnetic - ferromagnetic / nonmagnetic
transition disappears for low values of connectivity and the ferromagnetic / nonmagnetic -
paramagnetic transition change from being a first-order phase transision to a second-order
phase transition. The values of connectivity that these changes occour were determined

and with them phase diagrams were produced.






Introducao

Neste trabalho sera estudado o modelo de Blume-Capel na rede aleatéria, isto é, um
modelo de spins localizados em uma rede sem topologia definida. Desse fato, decorre que
0s spins nao serao conectados com seus vizinhos, como no caso de uma rede quadrada, mas
sim de forma aleatéria pela rede com um niimero médio de conexoes por spin ¢, denominada
conectividade. O hamiltoniano do sistema é dado pelo termo devido a interagoes de spin
de Ising somado ao termo devido ao acoplamento com um campo externo aleatério e a
um campo cristalino aleatério. Os spins podem assumir valores ¢ = 0, +1. Com campo

cristalino é possivel controlar a ocupagao dos estados inativos (o = 0).

Este modelo foi extensivamente estudado e possui na literatura diversos resultados
a partir de abordagens como aproximagao de campo médio (KAUFMAN; KANNER, 1990).
Os resultados obtidos através da teoria de campo médio sao calculados considerando intera-
¢oes de longo alcance e conectividade infinita entre os spins. Por isso, surge a motivagao do

trabalho em investigar como o modelo se comporta para valores de conectividade finitos.

O objetivo deste trabalho torna-se desenvolver o modelo introduzindo a conectivi-
dade finita no problema e analisar as transicoes de fase para valores baixos de conectividade.
Espera-se recuperar os resultados ja obtidos por teoria de campo médio para valores finitos
de conectividade altos e observar, em baixa conectividade, o comportamento das transi¢oes
de fase para que possa se determinar o que é artefato da teoria de campo médio comparando

os resultados.
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1 Conceitos fundamentais

Nesse capitulo sera introduzida a ideia geral de sistemas magnéticos, apresentar o
modelo de Ising e o modelo de Blume - Capel. Para cada modelo, resultados importantes
serao citados a fim de criar uma ponto de referéncia para os desenvolvidos nos proximos

capitulos.

1.1 Sistemas magnéticos

Alguns materiais conhecidos como ferromagnéticos, constituidos, por exemplo,
de ferro, cobalto e niquel, possuem magnetizacao espontanea a temperatura ambiente.
Contudo, se forem aquecidos até uma temperatura critica 7T, perdem a imantagao natural e
passam a ser paramagnéticos, ou seja, deixam de apresentar magnetizacao. Esse fendmeno
pode ser visto como a competicao entre duas escalas de energia, a proveniente de interagoes
de troca entre os spins e a devido as excitagoes térmicas. Acima da temperatura critica, as
flutuagoes térmicas quebram a orientacao em uma direcdo preferencial dos spins fazendo

com que os spins oscilem e o sistema tenha uma magnetizagao resultante nula.

Os modelos a serem apresentados aqui sdo para o caso de magnetismo isolante, que

consideram um sistema de spins em uma rede cristalina em posi¢oes bem localizadas.

1.2 Modelo de Ising

O modelo de Ising possui hamiltoniano dado por
N
H = —ZJZ‘,J'O',‘O'j—hZO'Z‘ i (].].)
(i.3) =0

com 0 = {£1} e o parAmetro J;; representa a interacdo de troca entre o par i e j.
Se J;; > 0 a contribui¢ao para a energia desse par i, j é dada por —J; ;0;0;, logo o
alinhamento de dois spins na mesma direcao é favorecido e caracteriza uma interacao
ferromagnética. O caso antiferromagnético, J; ; < 0, cada par contribui com J; jo;0; para
a energia, favorecendo o alinhamento anti-paralelo entre os spins. Como esse parametro de
troca pode variar para os diferentes pares do sistema, pode ocorrer de que um sitio nao
consiga satisfazer simultaneamente a diregao favorecida de todos os seus vizinhos causando

frustracao.

O primeiro termo é proveniente da interacao entre spins no sistema regida pelo
termo de troca J; ;, a soma (i, j) representa a soma da interacao de todos os spins com

os primeiros vizinhos, isto é, em uma rede 1D considera-se como primeiros vizinhos de
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um sitio s, os sitios s,_1 € s,+1. O segundo termo provém da contribuicdo na energia do

acoplamento entre um campo externo h e os spins.

O modelo de Ising em uma cadeia unidimensional com condig¢oes de contorno perio-
dicas possui solucao analitica, porém nao apresenta transicao de fase. O caso bidimensional

foi resolvido por Onsager e apresenta transicao de fase na temperatura T, = 2.269185
(ONSAGER, 1944).

1.3 Modelo de Blume - Capel

O modelo de Blume - Capel pode ser considerado como uma extensao do modelo
de Ising para spin-1 pois considera a mesma interacao entre spins ao mesmo tempo que
introduz um termo de campo cristalino D que age somente nos campos ativos (o # 0).

Seja o hamiltoniano do modelo de Blume - Capel dado por
N
H: —ZJZ'JO'in—l—DZO'? s (12)
(i,3) i=0

com o = {0, £1}.

Se for observado o caso particular do campo cristalino D — oo os sitios inativos
sao favorecidos fazendo com que uma fase ndo magnética apareca. Para D — —oo os sitios
inativos sao desfavorecidos, recuperando o caso de dois estados. Com isso, ao controlar o

campo cristalino D ¢é possivel controlar a ocupacao dos sitios inativos no sistema.

1.3.1 Teoria de campo médio

O modelo de Blume-Capel com campo aleatério ja foi resolvido através da técnica
de campo médio (KAUFMAN; KANNER, 1990). O hamiltoniano resolvido difere do

apresentado anteriormente pela adicao do termo de campo aleatorio

N
H = —LZO};U]‘%*DZO'? —Z[’L/O’Z s (13)
2N 1,5 =0 i

com 0 = {0,£1} e o campo H; segue a distribuigdo bimodal

p(H;) = ;[6(Hi _H) 4 5(H, + H)] . (1.4)

A solucgao do problema via teoria de campo médio resulta no diagrama de fases apresentado
na figura 1. As fases presentes sdo ferromagnética (F), paramagnética (P) usuais junto
com a presenca de uma fase ndo-magnética (NM) constituida puramente de sitios inativos
e caracterizada pela ocupagao () = 0, o que era esperado para valores altos de D, e surge
uma fase mista (F/NM) caracterizada por magnetizacdo m = +1 e ocupagio @ = 1. Os

parametros de ordem m e () serdo apresentados e melhor trabalhados no capitulo 4.
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Figura 1: Diagrama de fases obtido da solucao através de teoria de campo médio. Extraido
de Miron Kaufman e Michael Kanner (KAUFMAN; KANNER, 1990).

A aproximacao de campo médio consiste em uma simplificacdo no termo de interagao
entre spins do hamiltoniano do modelo, de tal forma que substitui-se a interacao de cada
spin com os seus vizinhos por um campo efetivo a fim de transformar um problema de

muitos corpos em um problema de um tinico corpo.
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2 Modelo de Blume - Capel com campo ale-

atorio

O diagrama de fases apresentado no capitulo anterior dado pela figura 1, obtido
a partir da teoria de campo médio é produto das aproximacoes feitas na resolucao do
problema. Problemas realistas diferem do campo médio pois esse apresenta conectividade
infinita, ou seja, cada sitio esta conectado com todos os outros e nao considera a estrutura
geométrica do problema. Neste capitulo, o modelo serd resolvido com conectividade finita.
De forma a admitir que a interacao de cada spin seja dada apenas com um nimero finito
de vizinhos juntamente a presenca de um campo magnético externo aleatério e um campo
cristalino aleatério. Como se quer observar os efeitos da conectividade no problema, os
spins serao conectados de forma independente da topologia de uma rede, ou seja, a conexao

é feita aleatoriamente entre os todos os spins.

2.1 Modelo com conectividade finita

Seja o hamiltoniano de Ising com trés estados, com campo aleatério, dado por

1 N N
- 2
H(G) === cijijoio; — Y bioi+ Y Do} (2.1)
€ (i) i=0 i=0

com ¢; podendo assumir os valores 0, &1 e a soma no primeiro termo ¢ realizada sobre
todos os pares distintos de spin. Os coeficientes ¢;; assumem o valor 1 nos casos dos sitios
1 e j estarem conectados, contribuindo na soma, ou assume o valor 0 caso os sitios 7 e

J nao estejam conectados. Os coeficientes c¢;; sao dados de acordo com a distribuicao de
probabilidade

c c
plciy) = N(S%J + (1 - N) 00 (2.2)

a conectividade ¢ = % >_ij Cij € o nimero médio de conexoes por sitio.

No presente trabalho estamos interessados nas implica¢oes da conectividade finita
no modelo. Por tanto, para eliminar efeitos de desordem a interacao de troca J;; serd uma
constante para todos os pares de sitios 4, j, assim, J;; = J. Os campos aleatérios 0;, D;

seguem as distribui¢coes bimodais

p(6;) = (1 —p)o(0; — 6y) + pd(6; +6y) (2.3)

p(D;) = (1—5)0(D;) +s0(D;+ D) . (2.4)
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A termodinamica do sistema é dada pela energia livre

1
f= ]}gnooﬁfNGn A (2.5)

com
Z =3 e PHE) (2.6)

sendo a funcao particao. Cada vetor ¢ possui /N componentes correspondendo ao valor de

spin em cada um dos sitios e a soma é feita sobre todas os possiveis microestados de 7.

Para realizar o calculo da média do logaritmo na equagao 2.5, faz-se valer da
identidade de réplicas que permite remover o logaritmo da média e computar a média
sobre a fungao de partigao replicada (ERICHSEN; LOPES; MAGALHAES, 2017). Com

isso, a energia livre é dada por

n(Z") . (2.7)

f=1lim lim
n—0 N—o0 Bn
Nesse método, cria-se n réplicas nao interagentes do sistema sendo cada uma dessas

réplicas idénticas a original. Entao, a fungao particao elevada na poténcia n é dada por

n

Z"=1] Z. . (2.8)
a=1
com
6 N N
Za=Y_ {exp (c > CijJU?U?) exp <ﬁ > 0i0?> exp (—BZ Di(af‘)2> } (2.9)
7 i<j i—0 i=0

sendo a funcao particao da réplica a, of indica o estado do spin do sitio ¢ na réplica a.

Substituindo a equacao 2.9 em 2.8, obtém-se a expressao explicita para

n N N
Z"=1] |D_{exp s > cijJogof | exp (529m§‘) exp (—BZ Di(aia)2> ,
a=1| & € i< i=0 i=0
(2.10)
na qual foi introduzindo o indice o para denotar as configuragdes de spin na réplica a.. Aqui,
tem-se o produto entre as somas das possiveis configuracoes de spin de cada réplica. Logo,
ao realizar esse produto temos a soma do produto de n parcelas, cada uma proveniente
de uma réplica, com cada parcela apresentando um microestado. Com isso, é possivel

reescrever a equacao 2.10 da forma

7= % [ﬁ {eXp (f Zcijjo?af) exp (5%@@-‘“) exp <—5§: Di(a?)2> }]

&l,..6n |a=1 i<j

Passando o produto para dentro das exponenciais resulta em

7= %, (o (oo Zoter) o (500 o (o iy

ol,..., on |1<j
(2.12)
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Assim, a média da expressao de Z" resulta em

Zn = % { I1 <exp (icijJ zn: af‘a?) > <exp (ﬁZHﬂ?) > X
F,..an | i<j a=1 ha {6:}

{eii}

« < exp (—5 za: Di(a?y) >{Dl}}

Utilizando a distribuicao de probabilidade dada pela equagao 2.2, toma-se a média em c¢;;

H{1+;<G€J 2—1“?“?—1)}<exp (529iag)> x

1<J )
! Ok (2.14)

x < exp (—5 za: Di(a?y) >{Dl}]

Utilizando o limite termodinamico com N — oo, tem-se que  — 0 uma vez que ¢ assume

(2.13)

resultando em

- % |

valores finitos. Com isso, pode-se utilizar a aproximacao 1 + x ~ e® para reescrever a
expressao de (Z") como

(Zm = > {Hexp {]f[ <€§JZZ=IU?U? - 1)} <exp (ﬁZGiaf‘) > X
10i}

~1 —

Fl,.6n | i<j i

(2.15)

X < exp (—ﬁ > Di(af‘)2> > ]

[NeY {D;}

Observa-se que é possivel escrever
n\ __ c ﬁJzn oo
<Z>—Z eXpZNec a=1%19% — 1 +
Fl,...,5" i<j

" - (2.16)

+BZH,~0§‘ — ﬁZDi(U?)2]> ,
b e {Di}.{0:}
pois os termos em uma média nao dependem dos termos da outra média.
Como c é finito, a expansao da exponencial interna, 27 a1 o005 , em séries de
poténcia nao pode ser feita como no caso de conectividade infinita. Seja a identidade
(ERICHSEN; THEUMANN, 2011)

=3 ll:[l 5oa,o;*] =Y s (2.17)

— —

g g
com ¢ um vetor de n componentes do espaco de réplicas e g; um vetor representando o

estado de n réplicas no estado 7. Utilizando a identidade 2.17 em 2.16, tem-se

(Z2") = Z <exp %ZZ&;@&F@ {efJZZ—N?U? — 1}+

..... i#j 7,7

(2.18)

A2 biof — 5ZDi<o—?>2]>

{D:},{0:}
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¢ - " O T
(Z") = an <exp [2]\72255@5?’0? {efJZazl aTa _ 1}+

F,..,8 i£j 37

(2.19)

{D;}.{0:}

com 7 um vetor auxiliar de n componentes do espaco de réplicas. Agora, uma funcao
de ordem P(¢) = (1/N)Y ;054 sera introduzida através da identidade (ERICHSEN;
THEUMANN;, 2011)

N . 1
[Tr@aP@len{ S P@OPE) - 3 Toall =1 . 220)
P(&) representa a fragao de sitios com configuracao da réplica &. Voltando para a fungao

de particao e introduzindo a identidade 2.20 em 2.19

n N ID( = ¢ 2 " GaTa

<Z > = ) ;ﬁn </ ll;[dP(a)dP(a)] exp [2]\7 ;;55’@(5;’@ {efJZa=1 — 1} -+
A 1

+ 22 PANPF) = 1 X doi] + B o7 — ﬂZDi(oﬁ?] >

J 7 i,a i,()! {DZ}1{91}

(2.21)

(zn =Y < / [HdP(&)dP(&)] exp [25\]225&&@% (89T 1)y

i#j &7

D( = — 1 D( = a el
+Y_ P(3)P(d) — N > P(5) Z Vo650 + 5 Z b0 — Z Dj(o )2] >
& J i Lo ha {Di}.{6:}
(2.22)
Para eliminar o somatorio em 7, 7, observa-se que
> b5 =NP(@) | (2.23)
logo
n - - S\ 8.7
(zm = > </ [HdP(U)dP(U)] exp | =P(3)P(7) Y. {e e 7T — 1} +
ol,...,an lod 3,7 (224)
— . 1 D/ = a a
£ PE)P(E) — v X P0) Y br + B 0108 — B Dilo >2] > ,
c I % 1,0 i, {D:},{6;}
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Importante observar que o trago sobre as varidveis de spin s6 atua sobre o fator

1 AL @ @

com isso o trago é dado por

~1Z Hexp [— ;Z ]5(5’)55751. + 62910? — 52Di(af)2 = (2.25)
HZeXp[ ]1[ (%) +6290 —521) ]

Como a média dos campos 60;, D; s6 atuam em 2.24 nos fatores da expressao 2.25,

tomando a média em 2.25

1

<1:[§exp [_Np(‘ﬂ)+5¥9i0?—5§17i(‘7?>2]> —

{0:3.0D:}
HZeXp{ ]1, (0] )}<exp{529m?}> <eXP{—BZDi(0?)2}> = (2.26)
; z ) m
exp[Nln%jexp{—P +B€ZU —ﬁDZ }> ] ;

{Di}

a tultima igualdade é obtida observando que o produtério em i resulta em elevar a expressao
na poténcia N, uma vez que todos os termos das exponenciais possuem dependéncia em
1. Apds é aplicado uma funcao logaritmo e exponencial, respectivamente, para obter o

resultado.

Voltando para a funcao particdo em 2.24

/lHdP 1exp Nlnz<exp{ ]1[]5(5’)—1—5920“_
N . (2.27)
4D Z(aa>2}> + SPEPH (e P~ 1} + X PE)PE)
a 0.0 &7 ]
Realizando a troca de variaveis
P(3) — NP(3) | (2.28)
resulta em
(Z™) / lH dP(&’)d]f’(E)l exp N [lnz <exp { —P(@F)+ 80> 0~
’ ’ " (2.29)
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Essa integral pode ser calculada pelo método de ponto de sela no limite termodinamico,

quando N — oo. Por tanto, voltando para a equagao da energia livre em 2.7

1
f= TlLlLI%) %E:Eﬁ“

ln%:<exp{ — P(5) +50§ajo—& —BD%:(UQ)2}> +

8.D (2.30)
4= ZP (7) {e LI _ 1} + 3 P(3)P(5)

—

g

As equagoes de ponto de sela sao:

of o 9 _y (2.31)

or(@@) 7 0P(5)

Derivando a energia livre em relacao a P(d) obtém-se

P(#) (exp[0 L0 0" = BD La(0*) = P(@))on  _
S a{exp[B05, 0% — BD Yo (0%)2 — P(5)])e.p ’

(2.32)

e derivando em relacao a P (&)
J
CZP (exp ﬂc 7g-T)— 1)) =0 . (2.33)

Pode-se reescrever as expressoes de forma a isolar P(7) e P(7)

P@@) = (exp[B0Y, 0% — BD Y, (%)% — }5(A5)1>9,D (2.34)
Ys(explB0 X, 0% — BD Y, (0%)? — P(5)])e.0

= _CZP (exp /BCJO' T) 1)) . (2.35)

Utilizando a equacao 2.35 na expressao da energia livre 2.30 para eliminar P (),

1
f= 71112% ﬁ—nExtr

+lnz<exp{czp <expﬁcjar >+6920 ~BDY (0" }> ]

(2.36)

—fZP ){e%&'?—l}—l—

Substituindo 2.35 em 2.34

<exp [@e 5 0% — BD Eu(0°)} + e P(7) <exp<%’6 ) - 1>)]>
P(5) = -

s < exp [B@ Yo 0= BDY (02 + Xz P(T) (exp(ﬁjc_f - T) — 1))1 > 7
0,D

chega-se em uma equagao auto-consistente para P(&).



2.1. Modelo com conectividade finita 21

Assume-se entao a forma de P(¢) de tal maneira a deixar P(d) invariante a
permutacgoes de spins entre diferentes réplicas. Dessa forma, é usado o Ansatz de simetria
de réplicas (ERICHSEN; LOPES; MAGALHAES, 2017) (ERICHSEN; THEUMANN;
2011)

(2.38)

o — [ (h g Ere T e
_/ Wik, )[265b cosh(ph) + 1]~

com W (h,b) sendo uma distribuigao dos campos locais h,b a ser determinada de modo
auto-consistente. Observa-se que com n — 0 o denominador da expressao auto-consistente
de P(7) tende a 1, assim

p(a):<exp [69%:0“— BDY (") + 3 P(7 <exp 5.7 - 1)>]>07D (2.39)

e que as médias em 6 e D atuam somente nos termos com dependéncia dessas variaveis

P(d) =exp™© <6592a ”a> <e‘5DZa(0a)2> exp {CZ P(7T) <exp(f5-?))>} , (2.40)

expandindo a ultima exponencial em séries de poténcias

k Jo o
P = () (T S S P P@ITE e

=1

.....

Inserindo o Ansatz 2.38 em cada uma das distribui¢oes P(7T)

e B0 oo —BDY (6%)? dhydbyW (hy, br) ]
P(e)=e <6 >6<e >D,;) /[ [2€6b cosh(Sh) + 1] 8

;. (2.42)
X Z Hexp{ﬂhlZT“l Bbz oh) 6 —- ?l}
..... 77 =1
Definindo
= : l BJ—» =
% = Z 6hl270‘ ﬁblz ol)2 +70'-7' , (2.43)
Ay ﬁcl:
segue que

%o = ﬁ > exp {Bhl STt — B Y (2 + iJE : Fl} (2.44)

=1 7

%=1I1I2 exp {ﬁhn“l — Bbi(T)? + Ca‘“T‘"} (2.45)
=1 a=1 ral

H exp Z Ind exp {ﬁhﬂ'o‘l Bby (1) + 550‘”7‘”} . (2.46)

Calculando o trago sobre 7% = {0, +1}

k

=[] exp Z In {2 cosh <ﬁhl +— bJ )eﬁbl + 1} : (2.47)

=1 a=1
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Introduzindo a identidade (ERICHSEN; THEUMANN, 2011)

> bpoa =1, (2.48)

com

1 3
Ogga = 1 — 0 — (0*)* + 3 gpha 4 502(0‘1)2 : (2.49)

na expressao de % e efetuando o trago sobre o

— [[exp {nln[2cosh(ﬁh)e'Bbl+1]+(Zao‘)qﬁ(hl,bl)+(za:(aa)2)z/1(hl,bl)} , (2.50)

=1 a

com as fungoes ¢(hy, b;) e ¥(hy, b;) definidas por

1. [cosh(Bh; + 2) 4 Lefti

hi,by) = =1 5 2 , 2.51
o(fu;br) 2 [cosh(ﬁhl — B2y 4 Leoh (2:51)

1 h(Bh + £2 fb1)(cosh(Bh At
Sk = Lo (cosh(Bhy + £2) + Lef)(cosh(Bhy — 22) 4 Lef™) (2.52)

2 (cosh(Bhy) + Leftr)?
Voltando para 2.42 e introduzindo a expressao 2.50 ao tomar o limite n — 0
P(O—_») _ e—c<eﬂ9za cr<’> < BDZ 0)2> Z / [H dhldle hl, bl)‘|

0 D k= 0 (253)

X ll:[ exp {(Z 0“)¢(hl, b) + (Z(UQ)Q)Q/JU% bl)}

«

Para que seja possivel encontrar uma relagdo auto-consistente de W (hy, b;) utiliza-se o

Ansatz 2.38 no lado esquerdo da igualdade

o ,—c.k
/ dhdb W (h, )6 La " =83, (o) _ <€ﬁezaa&> <65D2a<oﬂ>2> et
| 9 k!

D k=0

< [ Lf[dhldle(hl,bl)] ﬁexp{(20a>¢(hl,bl)+ (Z(aa)2)¢(hl,bl)} -
Escrevendo_als médias da form: | a a

<eﬂezaaa>0 = [do(P ) Rifo) (2.55)

<eﬁDZa°“>D:/dD(e5D2a0“)PD(D) , (2.56)

e passando o produtério para dentro da exponencial

/ dhdb W (h, b)e?t a0 =80 L, (0" / 6P (8 / dDPp(D) %
=/ [Hdhldb,W(hl,bl)]x (257)
XeXp{(Z )g(b (he.br) + (3 (0° )gw hl,bl} ,

«

fe’e) —c k
Xeﬁ@ Za oo‘—BDZ Z
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o ,—c.k
/ dhdb W (h, b)e Xa 780 — 3 € klc x
k=0 .

X / d6 P (6) / dDPp(D) / Lﬁldhldblw(m,bl)]x (2.58)
ol (o) () )
Seja a igualdade
/ 3z — a)f(z)dr = f(a) | (2.59)

podemos reescrever

oo _—c, .k
/ dhdb W (h, b)e® Lo o =AY, ()? = 3~ & kf / d6 P (6) / dDPp(D) / drdyx
k=0 '

></ [ﬁdhldle(hl,bl)](s(h_e_;igb(hl,bl))g(b_mr;iwhhbl))X (2.60)

s P By Y (o)

Com isso, podemos reconhecer a equacao auto consistente de W (b, h)

W(hb) =3 e_kfk / 0Py (6) / dDPp(D) / lﬁdhldle(hl,bl)] x

(2.61)

><5<h —0— ;i@b(hhbl))(S(b - D +;i¢(hl,bl)>

=1 =1

A equacao 2.61 sera resolvida a fim de obter os pardmetros de ordem caracteristicos
do sistema. Para encontrar a distribuigao W (h,b) serd utilizado um método numérico

recursivo de dindmica de populagoes a ser descrito no proximo capitulo.
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3 Resultados

Neste capitulo serd apresentado o algoritmo para encontrar a distribuicao W (h,b),
a obtencao de propriedades termodinamicas como magnetizagao, ocupacao e energia livre
a partir da distribuicdo W (h,b) e determinagao de diagramas de fases com dependéncia da

conectividade ilustrando o comportamento das transi¢cdes de fase em baixa conectividade.

3.1 Distribuicdo W (h,b)

Para computar a distribuicao dada pela equacao 2.61 considera-se a dinamica de
atualizagao de campos descrita a seguir. Primeiro, considera-se uma grande populagao de
campos locais {h!,...,h"V} e {b!,...,b™}, depois sorteia-se um niimero k de uma distribuicio
de Poisson com média c. Seleciona-se entao aleatoriamente k& campos das populagoes
{ht, .. hN} e {bt, ..., bV} gerando uma colecio de dois grupos de tamanho k. Apés calcula-
se as expressoes 6’—|—% ¥ o(hy,b) e D— % ¥ ab(hy, by) com os k+k campos selecionados.

Assim, atualiza-se outros campos h e b sorteados aleatoriamente da populagao original

com
k
h:0+;Z¢(h,,bZ) , (3.1)
=1
1 k
6—D— 13 wihby) . (3.2)
b

O procedimento acima converge para uma distribuicao estavel consideravelmente
répido. Para os resultados a serem apresentados cada campo fora atualizado 200 vezes. E
importante salientar que para cada valor de temperatura 71", campos # e D e conectividade
¢ obtém-se uma distribuigado W (h,b), sendo necessario reproduzir o algoritmo sempre que

esses parametros forem alterados.

3.2 Parametros de ordem

Buscando observar as transi¢coes de ordem do modelo com conectividade finita,
procura-se determinar os valores de parametros de ordem que caracterizam essas transigoes.
O parametro de ordem que surge naturalmente em um sistema magnético é a magnetizacao
m = (o) e, como o modelo permite a presenca de sitios inativos, a ocupagao Q = (o?)
permite observar a ocupagao dos sitios por spins ativos (£1). Em posse da distribuigao de

campos W (h, b) pode-se determinar a partir dela o valor para a magnetizacdo (ERICHSEN;
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LOPES; MAGALHAES, 2017) (ERICHSEN; THEUMANN, 2011)

m = / dhdb W (h,b){0) | (3.3)
€ a ocupacao

Q= / dhdb W (h,b){c?) (3.4)

valendo 0 se todos os sitios estiverem ocupados por spin 0 e 1 se nenhum dos sitios estiverem
ocupados por spin 0. As médias sao calculadas a partir dos campos b e h pelas expressoes
(ERICHSEN; LOPES; MAGALHAES, 2017) (ERICHSEN; THEUMANN, 2011)

sinh(Sh)

(o) = cosh(fSh) + efb/2 (3.5)
¢ 2 cosh(Bh)
(o) = cosh(Bh) + ef?/2 (3.6)

Como o usual, m # 0 indica uma fase ferromagnética F, m = 0 e Q # 0 indica uma
fase paramagnética P e m = 0 e () = 0 indica uma fase nao magnética NM. Dessa forma,

esses serao os parametros de ordem para identificar uma transi¢dao de fase no futuro.

Como foi mencionado na obtencao de W (h,b), o procedimento descrito é valido
para um conjunto de pardmetros fixos como temperatura, campos ¢ e D e conectividade, o
mesmo vale para os pardmetros de ordem ja que estes dependem de W (h,b). Porém como
deseja-se observar as transicoes de fase, e montar um diagrama de fases, fixa-se todos os
parametros em um determinado valor com excecao de um e calcula o valor do parametro

de ordem variando o pardmetro nao fixo na regiao de interesse.

Uma possivel forma de diagrama de fases ¢ um diagrama entre campos 6 e D, logo,
para seguir o comentario anterior a temperatura é fixada em 7" = 0, o campo cristalino é
fixado em D = 0.4 e tracam-se as linhas de magnetizacao variando o campo 6 no intervalo
de [0.2 : 0.8] para conectividade ¢ fixa em ¢ =5 e ¢ = 25 na figura 2. As linhas tracejadas

indicam que o calculo foi feito no sentido decrescente de 6.

No caso de ¢ = 25, percebe-se a presenca de duas transi¢oes de fase de primeira
ordem que é o que é visto no diagrama de fase proveniente do método de campo médio,
apresentado na figura 1. Como era esperado, o resultado para conectividade finita porém
suficientemente alta deve recuperar o encontrado na teoria de campo médio. Para ¢ = 5,
observa-se que a primeira transicao nao ¢ mais notada, enquanto a outra passa a ser uma
transicao de segunda ordem. Aqui é claro o efeito da conectividade nas transicoes de fase,
ou seja, em algum valor de conectividade as transi¢coes podem mudar de ordem ou deixar

de existir.

Na préxima sessao, serao investigadas as transigoes de fase a fim de determinar
os valores de conectividade a partir dos quais as transi¢oes nao sao observadas, ou tém a

ordem alterada, em relacao as transicoes presentes em conectividade alta.
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0.7 0.8

Figura 2: Magnetizacao para valores de 6 variando entre [0.2: 0.8] com D =0.4eT =0
fixos para conectividade ¢ = 5 (linhas pretas) e ¢ = 25 (linhas verdes).

3.3 Transicoes de fase em baixa conectividade

Fora observado até entao que a presenca da conectividade no modelo muda o
comportamento das transi¢oes de fase. Essa mudancga pode ser observada com a alteracao
do ponto em que ocorre a transi¢do (apesar de este nio ser o foco do estudo) bem como a
mudanca de ordem, ou seja, a transi¢ao passa a ser continua ou ainda nota-se que certas
transigoes podem ser quebradas, isto é, podem deixar de existir para um certo valor de

conectividade.

O interesse em investigar as transi¢oes na presenca de conectividade faz o estudo seja
direcionado as transi¢oes que apresentem modificacoes devido a conectividade finita. Como
foi discutido e pode ser visto novamente, agora de forma mais clara, na figura 3 somente
as transicoes entre as fases F - F/NM, F - P ¢ F/NM - P mudam seu comportamento.
Portanto, fica justificado que nao ha a necessidade de tragar um diagrama de fases inteiro
para estudar as transicoes de fase citadas, umas vez que a regiao de interesse limita-se a

uma parte pequena do diagrama.
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Figura 3: Diagrama de fases de D/J por 6 para conectividade ¢ = 5 (linhas em preto
escuro), ¢ = 10 (linhas em marrom escuro) e ¢ = 25 (linhas em preto claro) a
temperatura 7" = 0. As linhas solidas representam transi¢oes continuas e as tra-
cejadas representam transicoes descontinuas. As fases apresentadas no diagrama
sao a ferromagnética (F), paramagnética (P), ndo-magnética (NM) e a fase mista
(ferro / nao-magnética) (F/NM). Extraido de Erichsen, R. and Lopes, Amanda
Azevedo and Magalhaes, S. G. em (ERICHSEN; LOPES; MAGALHAES, 2017).

3.3.1 Curvas de magnetizacao

Concentrando-se, em um primeiro momento, na transicao entre as fases F - F/NM
nota-se, pela figura 3, que esta ocorre, para ¢ = 25, na regiao entre [0.25 : 0.5] para os dois
campos ¢ e D, definindo assim a regiao de interesse nesse caso. Como dito anteriormente,
o procedimento para determinar as transi¢oes de fase estd ligado com a obtencao das
linhas de magnetizacao ao variar algum campo enquanto os outros parametros estao fixos.
Escolhendo o campo cristalino D = 0.45 e variando o campo 6 a temperatura T = 0,
obtém-se a magnetizagdo para alguns valores de ¢ = {18.0,18.1,18.2,18.3} disposta na

figura 4.

Observando na figura 4 as curvas correspondentes ao caso de ¢ = 18.3 e ¢ = 18.2
nota-se a presenca de uma histerese denotando uma transicao de primeira ordem na regiao
uma vez que as transi¢oes ocorrem de forma descontinua. Contundo, para menores valores
de conectividade percebe-se que a descontinuidade desaparece marcando a quebra da
transicao de fase a fixo D = 0.45.
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Figura 4: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regiao da transicao F - F/NM para
valores de conectividade ¢ = {18.0,18.1,18.2,18.3} fixando-se D = 0.45e T = 0.
A linha roxa é obtida ao variar # no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

Com isso, a transi¢do F - F/NM a D = 0.45 e T = 0 ndo é mais observada para
¢ < 18.1. Assim, é possivel mapear a partir de qual valor de conectividade essa transicao F
- F/NM é quebrada dado uma série de pardmetros fixos. E importante lembrar que se estd
buscando os valores de conectividade a partir dos quais a transi¢do nao ¢ mais observada,

nao sendo de interesse buscar os valores de 6 os quais ocorre a transicao.

A transi¢do F - F/NM néao necessariamente é quebrada nos mesmos valores de
conectividade ao longo de todo D. Por tanto, varia-se o valor de D para investigar como
toda a regido de transicao se comporta com a diminui¢do da conectividade. Para D = 0.4 a
T = 0 obtém-se as curvas de magnetizagao para alguns valores de ¢ = {18.1, 18.2,18.3,18.4}

mostradas na figura 5.
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Figura 5: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regido da transicao F - F/NM para
valores de conectividade ¢ = {18.1,18.2,18.3,18.4} com D = 0.4 e T = 0 fixos.
A linha roxa é obtida ao variar # no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

Agora, para o caso de D = 0.4, também é observado que a transicao desaparece
para valores de conectividade ¢ < 18.2. Logo, fica claro que a transicdo nao é quebrada no
mesmo valor de conectividade para toda regiao de D, uma vez que em ¢ = 18.2 a transicao
ainda é observada para o caso de D = 0.45 na figura 4, enquanto com D = 0.4 a transicao

nao aparece para o mesmo valor de c.

Urge, pois, o interesse de mapear ao longo de toda a regiao onde ocorre a transicao,
para o caso de ¢ suficientemente grande, os diferentes valores de conectividade que quebram
essa transicao. Seguindo para D = 0.35 e T' = 0 fixos, a figura 6 apresenta as curvas de
magnetizacao para ¢ = {18.1,18.2,18.3,18.4}.

Nota-se na figura 6 para valores de conectividade ¢ < 18.2 a transi¢cao nao é mais
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Figura 6: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regidao da transicao F - F/NM para
valores de conectividade ¢ = {18.1,18.2,18.3,18.4} com D = 0.35 e T' = 0 fixos.
A linha roxa é obtida ao variar # no sentido crescente e a linha verde no sentido

decrescente de 9.

observada. Comparando com o caso de D = 0.4, apesar de certamente nas duas situagoes a

transicao nao ser observada para ¢ < 18.2 nao pode-se afirmar que a transicao é quebrada

exatamente no mesmo ponto, uma vez que nao estamos observando o intervalo de ¢
[18.2 : 18.3]. Na verdade, pelo fato que para ¢ = 18.3 a abertura da histerese é muito mais
aparente no caso de D = 0.35 tem-se um indicativo que a transi¢cao é quebrada em um
valor mais proximo de 18.2 em D = 0.35 do que em D = 0.4.

O caso de D = 0.3 e T' = 0 fixos esta disposto na figura 7. Para ¢ = 18.1 fica

dificil afirmar a existéncia da transi¢do nesse ponto, contudo para ¢ < 18.0 fica claro que

nao ha transicao para esses valores. Pode-se, induzido pelas curvas, intuir que o valor de

conectividade o qual quebra a transicao é muito préximo de ¢ = 18.1.
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Figura 7: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regido da transicao F - F/NM para
valores de conectividade ¢ = {17.9,18.0,18.118.2} com D = 0.3 ¢ T' = 0 fixos. A
linha roxa é obtida ao variar # no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

Com isso, conseguiu-se mapear a transicaio F - F/NM para alguns valores fixos
de D. Considerando um diagrama de fases para conectividade alta, dado pelas figuras 1
e 3, extrapola-se, apesar do ntimero pequeno de pontos observados, que conforme se va
diminuindo a conectividade a transi¢do quebre inicialmente na parte central, por volta de
c =~ 18.2, até ser extinta por completo nas pontas, para ¢ ~ 18.0, quando esta é extinta

por completo.

Analisando a transicio F/NM - P espera-se observar um comportamento diferente
das curvas de magnetizagao uma vez que esta passa a ser de segunda ordem ao invés de
ser quebrada como no caso estudado anteriormente na transi¢ao F - F/NM. Contudo, a
metodologia adotada ¢ a mesma, observar as curvas de magnetizacao a fim de investigar

os valores de conectividade que fazem a transicao deixar de ser descontinua passando a ser
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Figura 8: Curva de magnetizagdo com campo € na regido da transicio F/NM - P para
valores de conectividade ¢ = {13.6,13.7,13.8,13.9} com D = 0.3 e T = 0 fixos.
A linha roxa é obtida ao variar # no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

continua, como mostrado na figura 2.

Comega-se fixando D = 0.3 a T = 0, variando 6 na regiao da transigao F/NM - P. As
curvas de magnetizacao para conectividade ¢ = {13.6,13.7,13.8,13.9} estao apresentadas
na figura 8. Aqui, nota-se que a transi¢do persiste de primeira ordem para valores baixos
de conectividade, se comparados com a transicdo F - F/NM, apesar de as histereses
apresentarem menor largura em comparacao com a transicao anterior. Entao, percebe-se

que a transicao passa a ser de segunda ordem para valores de ¢ < 13.7.

Importante ressaltar que por uma necessidade de economizar tempo de calculo
computacional, a magnetizacao fora calculada para intervalos de 6 curtos o suficiente para

que possa ser observada a presenca da histerese. Por esse motivo, as curvas podem nao
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Figura 9: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regiao da transicio F/NM - P para
valores de conectividade ¢ = {16.0,16.1,16.2,16.3} com D = 0.35 e T' = 0 fixos.
A linha roxa é obtida ao variar # no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

parecer apresentar uma transicao continua, contudo, como pode ser visto na figura 2 para
¢ = 5 a transicao se apresenta claramente como sendo de segunda ordem. Em termos
praticos, procura-se o valor de conectividade o qual a histerese se fecha e nao pode-se mais

identificar uma transicao descontinua.

Na figura 9 observa-se que a transicao de fase para D = 0.35 e T' = 0 deixa de ser
de primeira ordem e passa a ser continua para ¢ < 16.1. Para a mesma diferenca de D,
nota-se que na transicao F - NM o espacamento entre os valores de conectividade que
quebram a transi¢ao sdo muito menores daqueles que mudam a ordem da transigao F/NM
- P.

Para o caso de D = 0.4, observa-se na figura 10 que a transi¢do deixa de ser de
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Figura 10: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regiao da transigao F/NM - P para
valores de conectividade ¢ = {16.5,16.6,16.7,16.8} com D = 0.4 e T' = 0 fixos.
A linha roxa é obtida ao variar § no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

primeira ordem para ¢ < 16.5. Na figura 11, para ¢ < 16.6 a transicao passa a ser continua.

Com isso, a transicao F/NM - P também pode ser mapeada em alguns pontos de
D fixo ao encontrar o valor de conectividade ¢ a partir do qual a transicao passa a ser
de segunda ordem. Da mesma forma como foi feito com a transi¢ao F - F/NM, pode-se
intuir que conforme diminui-se a conectividade a transi¢ao inicialmente troca de ordem
para valores de D grande, maior que 0.75, chegando a D = 0.45 em ¢ = 16.6 até proximo

ao ponto tri-critico para D = 0.3 em ¢ ~ 13.7.

Apesar de a transicao F' — P nao ter sido investigada, na figura 3 pode-se notar

que esta transicao apresenta mudanca de ordem para algum valor de 5 < ¢ < 10. O
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Figura 11: Curva de magnetizagdo com campo 6 na regiao da transigao F/NM - P para
valores de conectividade ¢ = {16.5,16.6,16.7,16.8} com D = 0.45 e T' = 0 fixos.
A linha roxa é obtida ao variar € no sentido crescente e a linha verde no sentido
decrescente de 6.

procedimento seria o andlogo ao apresentado na transi¢cao F/NM - P.

3.3.2 Diagramas de fases 0 vs ¢

Uma forma de melhorar a visualizagdo dos resultados obtidos é desenvolver diagra-

mas de fase com a conectividade um dos eixos do diagrama. Uma vez que ja se possui

os valores de conectividade que fazem uma transicdio mudar de ordem, ou até mesmo ser

quebrada, basta fixar um valor de D e tracar o diagrama de 6 vs ¢ com os pontos obtidos

anteriormente.

Para todos os valores de D analisados, fora desenvolvido um diagrama dispostos

nas figuras 12, 13, 14 e 15. Os diagramas sao essencialmente os mesmos e possui indicando
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Figura 12: Diagrama de fases 6 vs ¢ para D = 0.3 a T'= 0. As linhas tracejadas indicam
uma transicao de primeira ordem e a linha cheia indica uma transicao de
segunda ordem.

os valores de conectividade determinados anteriormente.

0.8 T

D=0.35

0.6 n

0.3 F -

0.2 1 1 1 1 1
5 10 15161 18.2 20 25

C

Figura 13: Diagrama de fases 6 vs ¢ para D = 0.35 a T' = 0. As linhas tracejadas indicam
uma transicao de primeira ordem e a linha cheia indica uma transicao de
segunda ordem.
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Figura 14: Diagrama de fases 6 vs ¢ para D = 0.4 a T = 0. As linhas tracejadas indicam
uma transicao de primeira ordem e a linha cheia indica uma transicao de

segunda ordem.
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Figura 15: Diagrama de fases 6 vs ¢ para D = 0.45 a T' = 0. As linhas tracejadas indicam
uma transicao de primeira ordem e a linha cheia indica uma transicao de

segunda ordem.



39

4 Conclusoes

Este trabalho estudou o modelo de Blume - Capel (BC) sob o regime de conec-
tividade finita. Teve como objetivo principal observar as implicagoes nas transicoes de
fases que a conectividade tras ao modelo em relagao ao caso de conectividade infinita.
Inicialmente o modelo de Ising fora comentado para servir de base para introduzir o modelo
de BC para apresentar a solu¢ao via teoria de campo médio, entendida como um caso
de conectividade infinita, para servir de comparacao aos resultados a serem obtidos com

conectividade finita.

Desenvolveu-se a teoria do modelo BC para o caso de conectividade finita obtendo
uma relagdo auto-consistente para a distribuicao W (h,b) que permite ser obtida por
calculo numérico para que, através dela, conseguiu-se obter parametros de ordem, como
magnetizagdo e ocupacao, para investigar as transi¢coes de fase em cada conectividade
c. Observou-se que a partir de um certo valor de ¢, os resultados recuperavam o obtido
através de teoria de campo médio, contudo, a transicao F-F/NM nao era observada para

valores baixos de ¢ e a transicao F/NM - P passava a ser continua.

Olhando de forma separada as transicoes, obtiveram-se valores de conectividade ¢}
a partir dos quais para qualquer valor menor de conectividade a transicao F - F/NM nao
¢ mais observada a temperatura 7' = 0 com D fixo. Para D = 0.45, ¢j = 18.1; D = 0.4,
i =18.2; D =0.35, ¢ =18.2; D = 0.3, ¢f = 18.0. O mesmo fora feito para a transicao
F/NM - P de forma a determinar os valores de conectividade ¢} a partir dos quais para
qualquer valor menor de conectividade a transicdo passe a ser continua a temperatura
T =0 com D fixo. Para D = 0.45, ¢5 = 16.6; D = 0.4, ¢5 = 16.5; D = 0.35, ¢5 = 16.1;
D =03, c5=13.7.

Como tentativa de expor os resultados de uma outra maneira a fim de refinar a
apresentacao dos pontos obtidos foram criados diagramas de fase de 6 por ¢ para cada

valor de D analisado a T' = 0.

A perspectiva de continuacao do trabalho no futuro esta a inclusao da temperatura
no problema, uma vez que todos os resultados apresentados nesse trabalho foram obtidos
para o caso de temperatura nula. Com isso, poderiam ser criados diagramas de fase de
T vs ¢, por exemplo, apesar de o estudo da temperatura no problema criar um grau de
dificuldade a mais. Apés, pode-se criar simulagoes por Monte Carlo permitindo observar
as configuragoes do sistema nas diferentes fases em temperatura finita. Bem como, tentar
modelar misturas *He — *He pelo modelo de BC ja que pelo campo cristalino D é possivel
controlar a ocupacao dos campos inativos no problema, de forma similar ao que foi feito por
Blume, M. and Emery, V. J. and Griffiths, Robert B. em (BLUME; EMERY; GRIFFITHS,
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1971) porém utilizando o modelo de Ising de 3 estados mas sem a presenca do campo

cristalino.
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