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RESUMO

O objetivo inicial do presente trabalho foi provar o problema de Leray
para o sistema micropolar seguindo uma solucao simples recentemente obtida em
[30] para as equagbes de Navier-Stokes. Em [20], Leray deixou um problema de
decaimento assintético em aberto que foi resolvido posteriormente por Kato [16].
Tal problema diz que a norma L? da solucdo da equacao de Navier-Stokes incom-
pressivel decai assintoticamente a zero, para tempo grande. Ao provar o problema
de Leray, observamos uma taxa de decaimento mais rapida para a velocidade mi-
crorrotacional w em relacao ao campo u da velocidade. A partir disso, mostramos
algumas generalizacoes naturais dessa propriedade. Mais especificamente, obtemos
informagoes mais precisas a respeito do decaimento de outras normas como, por
exemplo, a norma L*, o decaimento L? das derivadas de ordem mais alta e, por
conseguinte, o decaimento em espacos de Sobolev. Por fim, vamos generalizar os
resultados obtidos em [14], mostrando uma sequéncia de desigualdades fundamen-
tais sobre a norma H* das solucdes. Além disso, sio apresentados alguns resultados
bésicos de andlise, desigualdades de Sobolev e varias propriedades sobre a equagao

do Calor, dado que tais propriedades se fazem necessarias em nossa analise.

Palavras-chave: sistema micropolar, problema de Leray, comportamento assintotico,

decaimento em espacos de Sobolev.
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ABSTRACT

The first goal in this work was to prove the Leray problem for the
micropolar system following a simple solution recently obtained in [30] to Navier-
Stokes equations. In [20], Leray left a open problem about asymptotic decay that
was solved later by Kato. Such problem says that the L? norm for solutions of
incompressible Navier-Stokes equations decay to zero asymptotically at large time.
In solving the problem, we observe that the micro-rotational velocity decay faster
than the velocity field u. Hence, we show some natural extensions of this property.
More specifically, we get more detailed information about the L norm, high order
derivatives L? norm decay and Sobolev spaces decay. Finally, we will generalize the
results obtained in [14], showing a sequence of fundamental inequalities about the
H* norm of the solutions.Furthermore, we present some analysis results, Sobolev

inequalities e some Heat Kernel property that will be necessary in our analysis.

Keywords: micropolar fluid, Leray Problem, asymptotic behavior.
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1 INTRODUCAO

Sejam (w(-,t), w(-,t)) € X solugoes globais fracas do sistema

u+u-Vu +Vp = (p+x)Au + xV X w,
w,+u-Vw = yAw + V(V- w) + xVX u — 2xw,
V-u(,t) =0,

com dados iniciais (ug, wo) € L2(R*)x L*(R?), sendo X dado por

X = L%((0,00), L*(R?)) N L*((0, 00), H'(R*)) N C3, ([0, 00), L*(R?)).

(1.1a)
(1.1b)

(1.1c)

(1.2)

Onde u(z,t) € R™ denota o campo de velocidade, o campo w(z,t) € R"

descreve a velocidade microrrotacional e p(z,t) € R a pressao total do fluido no

ponto (x,t). As constantes p > 0, v > 0 e x > 0 sao, respectivamente, a viscosi-

dade cinemética, a viscosidade de giro e a viscosidade de vértice. Eventualmente,

consideraremos o caso em que y > 0.

O modelo bidimensional é um caso especial do sistema 3D (1.1) des-

crito acima, onde u(x,t) = (ui(x1, T2, t), us(z1, x2,t),0) €, como w é a velocidade de

micro-rotagao, escreve-se w(z,t) = (0,0, w(xy, za,t)), como feito em [6], por exem-

plo. Desta maneira, substituindo w e w escrito na forma acima no sistema (1.1),

obtemos as seguintes equagoes governantes em 2D.

u+u-Vu +Vp = (p+x)Au + xV X w,
wi+u-Vw = yAw + xV X u — 2y W,
V-u(,t) =V-w =0,
com condigdes iniciais ug € L2(R?) e wo = (0,0, wp), onde wy € L*(R?).

1

(1.3a)
(1.3b)
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Em 1966, Eringen propos, em seu trabalho intitulado Theory of mi-
cropolar fluids (veja [7]), um estudo de (1.1). Na literatura, tais fluidos sao cha-
mados de micropolares. Fisicamente, tais fluidos representam escoamentos que
contém particulas rigidas como uma certa estrutura suspensas em um meio vis-
coso, onde a deformagao destas particulas é ignorada, podendo ser utilizados para
descrever varios fenomenos vindos de fluidos mais complexos, tais como circulagao
sanguinea de animais, cristais liquidos, lubrificantes, etc. Em virtude disso, es-
tes fluidos encontram-se em muitas aplicagoes envolvendo problemas em engenharia
(e.g., em [32] o autor examinou a performance de rolamentos circulares analisando os
parametros das equagoes para diferentes valores) e fisiologia (e.g., em [24] os autores
estudaram o fluxo sanguineo através de uma artéria com estenose). Para maiores
informagcoes a respeito destes tipo de fluidos, bem como a derivacao das equacoes,

veja [22].

H& muitos resultados de existéncia e unicidade de solugoes para proble-
mas relacionados ao problema (1.1) (veja, por exemplo, [3, 4, 5, 7, 9, 22, 25, 35]).
Mais precisamente, em 1977, G.P. Galdi e S. Rionero [9] mostraram a existéncia e
unicidade de solucoes fracas para o problema de valor inicial do sistema Micropolar.?
Em 1997, M. A. Rojas-Medar [27] mostrou a existéncia e unicidade local de solugoes
classicas. J.L. Boldrini and M.A. Rojas-Medar, em 1998, estudaram a existéncia
de solugoes fracas em [4] para duas e trés dimensoes espaciais. Em particular, eles
mostraram (em 2D) a unicidade de tais solugdes. E.E. Ortega-Torres e M.A. Rojas-
Medar em 1999, assumindo dados iniciais pequenos, provaram a existéncia global
de uma solugao cldssica em Q C R um aberto limitado (veja [25]). Os resultados
desses ultimos trés trabalhos foram obtidos através de um método espectral de Ga-
lerkin. Em 2010, J.L. Boldrini, M. Durdn and M.A. Rojas-Medar [3] provaram a

existéncia e unicidade de solugoes classicas em L4(f2), para ¢ > 3.

'Em [9], os autores mostraram tal propriedade para o sistema micropolar em abertos conexos
Q com a solugéo se anulando em 99 x [0, 7).



Em seu célebre artigo [20], de 1934, Leray construiu solugoes (fracas)

globais de energia finita
u(-,t) € L*([0,00), L7 (R*)) N C,h ([0, 00), L*(R®)) N L*([0, 00), H'(R?))

para as equagoes de Navier-Stokes em R®. Tais solugoes (fracas) de Leray podem
ser construidas de maneira andloga para o sistema Micropolar (1.1), obtendo assim,
as mesmas importantes propriedades existentes para a equacao de Navier-Stokes.
Como por exemplo, a existéncia de t, > 0 (em R?, temos ¢, = 0) suficientemente
grande, tal que

(u,w)(-,t) € C®°(R" x (t,,0)), n=2,3.

Um problema basico importante deixado aberto por Leray em 1934 foi
o ) 2 )
(denotando W (t) := || u(-, t) ||L2(R3), como em [20]):
Jignore si W(t) tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment,

J. Leray ([20], p. 248)

ou seja, se vale (ou nao) que

T a0 [

= 0. (1.4)
Esta questao somente foi resolvida (positivamente) 50 anos mais tarde por Kato [16]
e subsequentemente também por outros autores [15, 23, 34]. Varios desenvolvimen-
tos e extensoes importantes de (1.4) vem sendo estabelecidos (ver e.g. [2, 18, 28, 30]
). Mais especificamente, os autores [30] provaram o mesmo resultado usando uma
técnica diferente e, a partir dai, conseguiram responder outras questoes (mais gerais)

de decaimento assintético como, por exemplo,
c o 43/4 _
t]i}lgjt / Hu(~,t)HLoo(R3) =0.
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Nosso objetivo é estender tais propriedades para o sistema (1.1), além
de obter resultados assintéticos mais profundos, como os descritos no capitulo 5
onde obtemos uma desigualdade assintdtica para as derivadas das solucoes de Leray

que sao inéditas para o problema micropolar.

Em todos os resultados deste trabalho, o caso 2D é em geral, mais
simples que o caso 3D, uma vez que a principal diferenca esta nas desigualdades de
Sobolev utilizadas (que sdo mais simples em 2D), e no fato de que em 2D temos
V-w = 0. De fato, as demonstracgoes nos dois casos sao muito semelhantes. Devido
a isso, vamos focar no caso 3D e ao fim de cada resultado vamos indicar as diferengas

na demonstracao do caso 2D.

No Capitulo 1, apresentaremos as primeiras desigualdades de energia
obtidas, além de obtermos que t%H(DU,DW)(',t)HL2(Rn) — 0 ao t — oo. Esses
resultados serao essenciais para a discussao dos proximos capitulos, nao sé pelo
resultados obtidos, mas também pelas ideias empregadas nas demonstracoes, que

serao reutilizadas, principalmente no capitulo 3.

No Capitulo 2, vamos obter importantes resultados sobre o comporta-
mento das normas L? de (u, w). Obtemos que
|(w, w)(-,t)||L2(rn) = O € t%H(u,w)(-,t)HLoo(Rn) — 0 aot — oco. Conseguimos entao,
por interpolacdo, obter que t%ﬁ%H(u,w)(-,t)HLq(Rn) —0aot — 00 (2 <gq < o0).
Além disso, provamos que no caso em que x > 0, temos uma taxa de decaimento
maior para a velocidade microrrotacional w, a saber, t%HW(',t)Hlﬂ(Rn) — 0 ao

t — o0.

No Capitulo 3, vamos obter versoes mais gerais dos resultados obtidos
no Capitulo 1, obtendo uma sequéncia de desigualdades para as normas L? das

derivadas. Como consequéncia, segue que ¢*/2||(w, W)(-, )| gro(gny — 0 a0 ¢ = co.

No Capitulo 4, serao obtidos resultados melhores do que os obtidos no

Capitulo 3 para w, no caso em que y > 0. Obtemos em particular que



-

s+

t fe@ny — 0 € tnTH_Ziq”W(',t)HLq(Rn) — 0 ao t — oo para todo s > 0 e

V]

[w (-, 1)l

2<¢q

IN

.

No Capitulo 5, apresentaremos a derivacao de uma desigualdade as-
sintética para as derivadas das solugoes de Leray do sistema (1.1). Tal desigualdade
foi recentemente obtida para a equacao de Navier-Stokes em [14]. Sua versao para

o sistemas aqui considerados é a seguinte: Dado o > 0, se

tliglo sup t||(w, w) (-, ) || L2rny =2 Ao(x) < 0. (1.5)

Entao para todo s > 0 , temos que

limsup 2| (u, w) (-, )| jy ey < min K (o, m)m limsup 2 (w, w) (-, )| 2.

t—o0 m>s t—o0
onde
1 - j
- = min |§V? 5+ 2\/2|
K(a,m) NIRILE min [ jl_lo(oz +0+ 2)

No caso em que x > 0 e \g(a) < 0o, obtemos os seguintes resultados

mais fortes:

lim sup t*72 ||u(-, 1))
t—r00

freeny < 1000 K (a, m) lim sup ¢°[|u(-, )| 22(&n)

lim sup £+ |w(-, t)]
t—o00

. K(a,m+1 o . N
Fra(rny < N (¥) lim sup t*{|w(-, )| L2 ®n)-

m>s 2 t—00

Notacao. Os espagos L?,(]R”) denotam o espaco dos campos em R"

em L? com divergente nulo, i.e.,

L2(R") = {u = (uy, ug, ..., un); u; € L*(R™), para 1 <i<ncom V-u=0}.



Como ja visto acima, usaremos (em geral) letras em negrito para gran-
dezas vetoriais, e.g. u(x,t) = (u,(z,t), ..., u,(z,t)), denotando por |- |, (ou simples-
mente | - |) a norma Euclideana em R". Como ¢ usual, Vp = Vp(-,t) denota o gra-
diente (espacial) de p(-,t), D; = 0/0xj, e V-u = D,u, + ... + D, u, ¢é o divergente
(espacial) de wu(-,t); analogamente, u-Vu = u,D,u+ ...+ u,D,u . | - HL‘I(R”)’

1 < ¢ < o0, denota a norma tradicional do espago de Lebesgue LY(R™), definimos,

1/q
|| 'U,( Lq R”) Z/ | uz xZ, t |qu} (16&)

n

1/q
| D, 1) [y = { 3 i | D iz, t) |de} (1.6b)
i,j=17K"
1/q
| D2, 0) ey = § Z |Djpm(x,t)\qu} (1.6¢)
i,7,¢

e, mais geralmente, para m > 1 inteiro:

| D™l o _<ZZ 2/ D, wila,t) |qu)1{q (1.6d)

i=1j=1 j,=1"R"

Definiremos também, por conveniéncia:

(e, W) | Lo geny = Nl oy + W70 gy (1.6e)

para 1 < g < > e, quando ¢ = o0
) ot W) ey = e e gy W e} (1.61)

denotamos por || u(-, t) HLOO(R,L) = max { || w;(-, 1) HLOO &)’

é o supremo (essencial) de u;(+, t), similarmente para || Du(-, t) ||L00(Rn), | D*u(-,t

e para as derivadas de ordem mais alta. E conveniente, também, definir as normas

HS(R"):

el e, Z JGREGKS
H(U,W)’ ?ys([[gn) = Hu‘ Hs(R™) + ”W‘ Hs(R™)?

1 <i<n}onde |u(-,t)|| poe(m



onde w; denota a transformada de Fourier de u;. Para maiores detalhes veja o

apéndice sobre espacgos de Sobolev.

Com estas defini¢oes, temos || w(-,t) = |lu(-,t) ao q —

(- [

00, assim como, mais geralmente, || D™wu(-,t) y = || D™ (-, t) ||L00(Rn), para

[P
todo m inteiro nao negativo.? Ocasionalmente, resulta também conveniente usar a

seguinte definigao alternativa para a norma do sup de wu(-,t),

lu(,t) oo = esssup { |u(z,t)],: z €R" }.

Podemos também utilizar || w(-,t)||,, no lugar de || u(-,t) || , por simplicidade.

”Lq LA(R™)

Constantes serdao usualmente representadas pelas letras C, ¢, K; escrevemos C(\)
para indicar que o valor da constante referida depende de um dado parametro A.
Por conveniéncia e economia, usamos tipicamente o mesmo simbolo para denotar
constantes com diferentes valores numéricos (por exemplo, escrevemos C? ou 10 C
novamente como C', e assim por diante), como usualmente feito na literatura. O
leitor ainda notara que no transcorrer do texto as demostragoes passarao a ser mais
diretas, dada a familiaridade que o mesmo tera com os argumentos outrora apresen-

tados.

2Convém observar que, com as defini¢oes (1.16), (1.17), se uma desigualdade de tipo Nirenberg-

Gagliardo [Jul| ,, < K|u ||}_10|| Vu Hirz, 0 < 0 < 1, valer para fungoes escalares u (K > 0 constante),

entao ela sera automaticamente valida para fungoes vetoriais u com a mesma constante K do caso
. -0 o

escalar. Ademais, temos || D™wu(-,?) ||, < || D™ u(:,t) ||1qu | D™ (-, t) HLq2 sel/g=(1-0)/q,+

0/q,,0 <6 <1, e assim por diante.



2 PRIMEIRAS ESTIMATIVAS DE ENERGIA

Neste capitulo serao desenvolvidas as primeiras desigualdades de ener-
gia para o sistema Micropolar, que vao nos ajudar a obter resultados mais avancados

nos proximos capitulos.

Dado o sistema Micropolar

u+u-Vu+Vp = (p+x)Au + xV X w, (2.1a)
w,+u-Vw = yAw + V(V- w) + xVx u — 2xw, (2.1b)
V-u(,t) =0, (2.1¢)

com dados iniciais (ug, wo) € L2(R™) x L*(R™), sendo X dado por

X = L%((0,00), L*(R")) N L*((0,00), H'(R")) N C} ([0, 00), L*(R")),  (2.2)

n=2,3.

Pela teoria desenvolvida por Leray [20] para Navier-Stokes, existe ¢, > 0
(dependendo dos dados u, v, 7, x, (4o, W) fornecidos) tal que

(u,w) € C°(R" X [t,,00)) (2.3a)

(w, w)(-,1) € Lig([ts, 00), H™(R")) (2.3b)

para cada m > 0 inteiro.

Teorema 2.1. Sejam u e w solucoes de Leray do sistema Micropolar, entdao
t t
It W)y + 20 [ D D)y + 25 [ IDWE ) B
to to

t t
2 / IV - (e 7|2y dr + 2X / () gy < 112 W) o) 2o
to to

Vit>ty>t,.



Demonstracao. Caso 3D

Como foi dito na introducao, aqui e em todos os resultados obtidos neste
trabalho, vamos focar no caso 3D e fazer alguns comentarios sobre as diferencas do

caso 2D no final da demonstracao.
Vamos primeiramente definir uma funcgao de corte.

Seja ¢ € C*°(R) nao-crescente tal que ¢(r) =1V r <0eo¢(r) =0V
Seja ¢r : R? — R, definida por

¢r(x) = o(|z] - R).

De modo que ¢g(z) =1V z € R¥tal que |z| < Re ¢p(x) =0V 2 e R?
tal que |z| > R+ 1.

Escrevendo a equagao (2.1a) em coordenadas, temos que

3 3 3
Us ¢ + Z uijui —+ sz = (u —+ X) Z Dij’U/i + X Z eijijwk, (24)

J=1 j=1 Jk=1

onde ¢; ;1 ¢ o stmbolo de Levi-Civita, i.e.,

;

1, se {i,7,k} é permutacao par;

€ijk = § —1, se {i,7, k} é permutagao impar;

0,sei=7, ouj==k, outr=k.
\



Seja to > t., multiplicando a equagao (2.4) por 2¢gu;, integrando em

[to, ] x R? temos que

t 3 t t
/ / 2¢0puu; rdxdr + Z/ / 2¢0puiu; Djudxdr + / / 20ru; Dipdxdr =
to JR3 j=1 Y to R3 to JR3

M + X Z/ / 2¢RU/1D D iU dxdt + X / / 2¢R6ijkuiDjwkda?dT,
7,k=1 R3

(2.5)

Usando Fubini no primeiro termo, e o fato de que ¢r tem suporte

compacto, podemos reescrever (2.5) como

t
/ ¢R/ )rdrdr + Z / dru;D;(u?)drdr + 2/ oru; Dipdrdr =
Bri1 to Br41 to Y Bry1
3

j=1 7t /Br+1

t
/ Or€ijru Djwidrdr.
jk=1

to Y Bry1

Usando o Teorema Fundamental do Célculo no primeiro termo, e integrando por

parte as outras integrais, temos que

2 . J— J—
dr(ui(-,t) — ul (-, to))dx Z/ /JBR+1DJ¢RUJ u?)dxdr

Bry1

—Z / / drDju;(u?)dedr — 2 / D;dpupdrdr
Bri1 Bri1

t
—2/ orD;uipdrdr =
Bpr+1

3 t
“2p+x)Y / / D;¢rusDjusdedr — 2(u + Z / / drD;u; Dju;drdr
]:1 to BR+1 B

R+1

3
—2)(2/ Dj¢R€z'ijiwk—2XZ// OreijrDjuwidrdr.
j k=17t JBr+1 jk=1"7t0 Y Bri1

Observe que nao hé termos de fronteira, pois ¢r(z) =0V = tal que |z| = R+ 1.

Fazendo R 7 oo, todos os termos que envolvem as derivadas de ¢ vao

a zero, pois Dj¢p =0V z tal que |z| < R ou |z| > R+ 1. Logo, ao R / oo, temos

10



que

3 t t
oD sy — sty = > [ [ Djustadydndr —2 [ [ Dyuipdadr =
j=1 to JR3 to JR3

3 t 3 t
—2(p+ x) Z/ / Dju;Dju;dxdr — 2x Z / / €ijr Djujwidrdr.
j=1 tog JR3 Gk=1 to JR3

Reorganizando os termos,

3 t
i (-, £)[| 72 sy + 2(1 + x) Z/ /Rs(DjUi)le"dT = Jui (-, to) 1 72 (ms)
j=17t

t 3 t 3 t
—l—/ / Z Dju; (u?)dxdr + 2/ Dju;pdxdr + 2x Z / / erjiwyDju;dxdr.
to JR3 j=1 to JR3 G k=1 to JR3

Como 2?21 Dju; = 0, a equacao se torna
3 t
Hui<'>t)H%Q(R3) +2(p+x) Z/ AB<Djui)2d$dT = HUi(HtO)H%Q(n@)
j=1 "1

t 3 t

+2/ Du;pdxdt + 2x Z/ / erjiwy Dju;dxdr.
to JR3 jk=1 tg JR3

Somando em 7, temos

3 ¢ 3 3
Z i (- ) || oy + 2(1 + X) Z /RS(Djui)zdf’de = Z (- o) | 2 roy
im1 i=1

to 4 j=1

t 3 3 t
+2/ / () Diwi)pdadr +2x Y / / exjiwy Dju;dzdr.
to JR3 to JR3

i=1 i,5,k=1

Usando as defini¢oes de norma e o fato de que V - u = 0, temos

t
[w(s )7 2(e) + 2(1 + X) / D, )| 72greydr = [lu(s to)l 72
to

3 t
+2X Z /to /R3 eijkwiDjukdxdT.
1

1:7.j7k:

(2.6)

Repetindo as contas de forma andloga para a equagao (2.1b) em coordenadas

3 3 3 3
wiyt + Z Uij’LUZ‘ = ")/Z Dijwi + DZ Z Djwj + X Z eijijuk — QXU)Z,

j=1 j=1 j=1 jk=1

11



obtemos que

t t
1w (s )17 2 o) +27/ ||DW('77-)||%2(R3)d7-+2/ IV - w (e, )72 ey dT
to to

t 3 t
+4X/ 1w (- ) Z2graydr = W (-, to) | Zogray + 2 Z / / €ijew; Djupdrdr.
to to JR3

i, k=1
(2.7)
Somando as equagdes (2.6) e (2.7) obtemos
¢
o 8 gesy + I ) gy + 20400 [ D00 7) gy
to
¢ ¢
w2y [ IDwC ) agendr +2 [ 1V w7 e
t t
’ ’ (2.8)

t
+4x/ [w (-, T Z2@eydr = (- o) [[72msy + 1W (- o) 1723
to

t 3
+4x / / Z €ijrw;Djupdrdr.
to JR; k=1

Agora vamos estimar o termo

3
/ E eijkwiDjuk.
R3

i k=1

Fazemos isso usando a Desigualdade de Young e a identidade

3
E €ijkCilm — 5jz5km - 5jm5kz-

i=1

12



Com efeito,

’/ Z ez-jkwiDjukdx
R3 i,5,k=1
3

S Z/ |wz| Z eijijuk dx

i=1 R3 ——

1 g 2

52/ w?dx + = / Z < GijijUk) dx

=1 R G1 N k=1

1 3

_EHWH%Q(RS / Z( €5k Djuk Z Eilleum)
J,k=1

I,m=1
1
—5 Il +5 [ 3

3

eijijukdx

=1 J,k=1

( eljkeﬂm) Djuleumd:L‘

7 k,l,m 1
1
:§||W||%2(R3 / Z 10km — OjmOr1) Djuy Dy de
7.k, l,m=1
HWHL2(R3 +3 Z / (Djuy,)?dx — —/ Z DjuyDyujdx
]k 1

= I aqes) + 510wl ey

13



Aplicando essa estimativa & equagao (2.8), temos que
t
(e Ol T2ay + W )72y + 2(1 + X) / 1D (-, 7)||72 sy d
t
t t ’
+2y [ IDWC st +2 [ 19wl
to to
t
+4X/ W T Za@eydr = 1wl to) | Za@sy + W (-, to) 122y
to

t 3
+4X/ / Z eijpwiDjupdrdr < Hu(-,tO)H%Q(Ra,) + HW('JO)H%%RB)
tog JR3

1,7,k=1

t 3
/ / Z €ijrw; Djupdadr
to JR3

i?ijzl

+4x < Jlu(-; to) | Z2qes) + W (s o) | Z2es)

"1 1
pax [ (G e + GIDUC g )
0
= - to)ll2@e) + 1W( to) 1 Z2es)
t t
2 [ 1w aandr + 2 [ 1Dul, 1) Baadr
to to
Juntando alguns termos, obtemos que
t t
(e, W) (-, )| 72 ms) +2M/ [ Du(-, )72 gsydT + 27/ IDW (-, 7)||72ms)dT
to to

t t
+2/ ||V'W('7T)||%2(R3)d7—+2X/ 1w, P72 dr < [l(w, w) (-, to) |72z -
to to

Caso 2D

O caso 2D é completamente anédlogo, com o fato adicional de que em
2D, temos V - w = 0, o que simplifica um pouco a desigualdade de energia, que se

torna
t t
I W) Dl + 20 Dl DlEsgendr +2 [ IDWE) ey dr
to to

t
Loy / (s ) 2o < 11 W) s t0) |2
to

Vit>tyg>t,.

14



Observacao: O Teorema 2.1 fornece importantes informagoes a repeito
de u e w, tais como o fato de ||(u, W)||2(rn) ser nao crescente no tempo a partir de

t. e que ||(Du, Dw)||%2(Rn) é integravel em [tg, 00).

Na demonstragao acima utilizamos funcoes de corte para justificar for-
malmente integracoes por partes. Nos proximos resultados, nao utilizaremos mais
essas funcoes de corte, pois a omissao dessas fungoes simplificam consideravelmente
as demonstracoes e os mesmos passos feitos, usando tais funcoes, podem ser repeti-

dos analogamente.

Nosso objetivo agora serd obter uma desigualdade semelhante a apre-

sentada no Teorema 2.1, para as derivadas de u e w.

Teorema 2.2. Sejam u e w solugoes de Leray do sistema Navier-Stokes Micropolar,

entao existem t, > t, e n > 0 tais que
t
(D, D) Oty + 1 [ 1D, Dol )3
to

t t
+2/ ||DV'W('7T)||%2(R3)d7+2x/ IDW (-, )| Z2@sydr < [[(Du, DW) (-, to) [ Z2(zs),

to to
(2.9)

Vit>tg>tw >t .

Demonstragao. Escrevendo a equagao (2.1a) em coordenadas, derivando em relagao

a x; e multiplicando por 2D;u;, obtemos

3 3
2Dyu; Dyuiy +2 Y DyuiDy(u;Djus) + 2D Dy Dip = 2(p + x) Y DyuiDyD; Dju

j=1 j=1

3
—|—2X Z eijleuiDlewk.
J,k=1

15



Integrando em [ty,t] x R3, temos

t t 3
/ [(Dlui)Q]tdﬂde + 2/ / Z DlUiDlUijUid.Z'dT‘i‘
to R3 to R3 j=1
t 3 t
/ / > " u;Dj(Dy;)*dwdrdrdr + 2 / Dyu; DiDyp
to JR3 j=1 to JR3
3
Dyu;DyD;Djudxd 2 sieDiuw; Dy Dswdxdr.
u—f—x//RSZ ;D w;dxdT + X// Z::lﬁjk 1w D Ujwpaxat

Usando o Teorema Fundamental do Calculo e integrando por partes,

obtemos

t 3
to JR3 5

-2 ZDZD Ddd— (Dyu;)? Djujdxd

7j=1

¢
—2/ D, Dyu; Dipdxdr = —2(,u+x)/ / ZDleuiDleuidxdT
R3 to JR? S

—2X/ /}RS Z € Diwp Dy D ju;dxdr.

7,k=1

Somando em i e [, e usando o fato de que V - u = 0, temos que

t 3
[ Du(-, 1) ||72ms) — [ Dw(-, to)l|72ms) — 2/ /3 Z w; Dy Dju; Dyujdedr
to JR3

_22/ éngleZDudxdT— 2(p+ x)

/ (D;Dyu;) 2dadr
=1 ’le 1/t JR?

+2x / / Z €xi Dywy Dy Djugdzdr.

,5,0,k=1

A relacao acima pode ser escrita como

1D, t)l[72 sy +2(1+ ) / ID*u(:, 7)lldr = || Du(-, to) [ 12es)

g, k=1

(2.10)
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Agora vamos trabalhar com a equagao (2.1b). Escrevendo em coorde-
nadas, derivando em relacao a z; e multiplicando por 2D;w;, obtemos

3 3
2DlwiDlw,~7t + 2 Z DlwiDl(uijwZ-) = 2’7 Z DlwiDleDjwi

j=1 j=1

3 3
—|—2 Z DlwiDlDiDjwj + 2X Z eijlewiDleuk — 4XDl’LU1DﬂU1
j=1 J,k=1

Integrando, obtemos

t t 3
/ / [(Dyw;)?|sdadr + 2 / / > Duw;Dyu;Djwidzdr
to R3 to R3 j=1
t 3
+ / / > " u;Dy[(Dyw;)?)dwdr
t 3 t 3
= 2y / / > Dyw;D,D; Djwidzdr + 2 / / > Duw;D,D;Djw;dxdr
to JR3 =1 to JR3 =1

t 3 t
+2x / / > epDiwi Dy Djuydadr — 4x / / (Dyw;)?dzdr.
tog JR3 G k=1 to JR3

Usando o Teorema Fundamental do Calculo e integrando por partes,

temos

t 3
||Dlwi(.,t)||%2(R3) — ||Dlwi(-,t0)||%2(R3) - 2/ /]R3 ZwiDlewiDZUdeEdT
to j=1
t 3 3 t 3
—2/ / Z wiDlw,-Dl Z DjUdeL‘dT — / / Z DjUj(Dl’UJi)QdiEdT
to JR? g j=1 to JR? 5p
t 3 t 3
= -2y / / > (D;Dyw;)’dadr — 2 / / > " DiDyw; D, Djw;dadr
to JR3 j=1 to JR3 j=1

t 3 t
+2x/ / Z i Diw; Dy Djudxdr — 4x/ / (Dyw;)*dzdr.
to JR3 Gk=1 tog JR3

17



Somando em i e [, e usando o fato de que V - u = 0, temos

DD~ ISz 2 [ 5 b DiD e

i,7,0=1

:—27/ | D*w (-, 7)%2 Rg)d7—2/ / ZDl<Zle)Dl<ZD w]>dxd7'
—|—2x// Z €ijkDiw; Dy D; ukdxdT—le/ | Dw (-, HLQ(R3
R3

7.k, l=1

A relacao acima pode ser escrita como

t t
||DW('7t)||%2(R3)+27/ ||D2W('77_)H%2(R3)d7_+2/ 1DV - w (-, 7)[[72gs)dT

+4X/ 1DW (-7 2oy = [|DW (- 1) s +2/ / Z w;Dyuy DyDjwrdadr

z]l 1

+2x/ / Z i Diw; Dy Djugdxdr.

1,7,k,l=1

(2.11)

Somando as equagoes (2.10) e (2.11), obtemos
¢
D, )72 es) + 1DW ()| T2 es) + 200 + X)/ ID*u(,7)|ldr
#21 [ 10wt + 2 [ 1DV
iy / 1w, 7) ey

= ||Du(-, 1) |32 ®3) | Dw (-, )32 ®% T 2/ / Z wDyu; Dy Dju;dxdr

’L]l 1

+2/ /IR;?’ Z szlu]DlD wzdxd7+4X/ / Z EZ]k’Dlw'LDlD dex’dT

i,5,0=1 i,5,k,l=1
(2.12)
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Observe que, por Cauchy?Schwarz, temos que

t 3
/ / Z u; Dyu; Dy Djudadr
to JR3

ijl=1

t 3
gc/umﬂmm/‘ZHawwmwmmT
to R

" gl=1

t
SC/ [ ) lzee [ Dl )| L2y | D*2a (-, 7)| 2 sy d
to

t
SC/ (2, w) (-, 7) || £ [| (D, DW) (-, 7) || L2y | (D*, D*W) (-, 7)]| L2 sy .
to

(2.13)

Da mesma forma
t 3

/ / Z w; Dyu; Dy Djw;dxdr
to JR3

i-jl=1 (2.14)
t
SC/ (e, W) (-, 7)o | (D, DW) (-, 7) || 2y | (D* 2, D*W)(-, 7)]| L2 ey A
to

Além disso, temos

3 3 3
/ Z eijlewiDleukd:v Z Dlwi Z eijleDjukaM
R3 .

ijkl=1 =17 R k=1
3 3 1 3 3 2
< Dyw; Dy Diug|de < = /Dlw~2+ eiiwDyDiug | dx
3. [ o] 3 npDympte <53 [ (0w (3 ewiro

1 1
= 5 Z /RS(Dl'lUZ‘)2dI‘ + § Z /RS ( Z eijleDjuk Z EiquleUq) dx
il=1 il=1 k=1

pq=1
3
1 ) 1
= 3IDwl 5 [ >

l,3,k,p,q=1

3
< Z eijkeipq) DD ju Dy Dpugdx

i=1

3
1 1
= §||DW||2L2(R3) + B /R3 Z (0p0kq — 05q0kp) DiDjuy Dy Dyugd

l,3,k,p,q=1

3 3

1 1 1

= §HDWH%2(R3) + 5 E / (Dleuk)2dx — 5/ E DleuleDkujdx
R3 Ri

1jk=1 % k=1
1 2 Lo 1o
= §||DW||L2(R3) + §||D ul|72(gs)-
(2.15)
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Utilizando as estimativas (2.13), (2.14) e (2.15) na equagao (2.12), ob-

temos
t t
(D, DW) e + 20 [ DR )P+ 25 [ DA 7 e
w2 [ oy w<>mmwmwax/qu P < (D, DW)(e ) e

+C/ || u, W |Loo||(D’U, DW)( )||L2(R3)||(D2u; D2W)(',T)||L2(R3)d7.

(2.16)

Agora vamos estimar o termo

I oty W)l | (Dat, D) 22 (D2, D?w) . (2.17)

Fazendo z = (u,w) e utilizando as desigualdades de Sobolev (A.1) e

(A.2), temos que para todo t > ty > t,,
12+, )| oo 23) | D2, )| 12083y | D*2 - 1) | 12 e
1/4 3/4

< K|2(, ) 1o | D?2(-, )| Yoty | D2 ) 2 | D220, 1) | oy

1/4 1/4
= K[| D?2(-, )72, (|2, )| faggor | D2 ) | 22wy | D2, )| 2 )

z 1/2
< K|[D?2(-, )32 sy (12, |21 D (-, 1) | o)

1/2 1/2
< K|z to) | 2oy |1 D2, )| ot |1 D22, )32 s
Afirmacao: Existe t,, > t, tal que V t >ty > t,, vale

1
1/2 1/2
(-, t0), W, 10) [ gy | D, £), DW (- 8) [ gy < g mim(p 7).

Demonstracao da afirmacao: Pelo teorema 2.1 temos que
liminf [[Du(-,t), DW(-,t)| 123y = 0,
t—o0
logo existe t; tal que

1
|lu(-,to), w(-, to)HlL/z2R5 |Du(-,t1), Dw(-, tl)H1L/22R3) K min(p, ).

20



Suponha que a afirmacao seja falsa. Entao existe t, > t; tal que V
t €[ty ts)
1/2 1/2 r .
(-, t0), W 10) [ gy | D, £), DW (- 1) gy < e mim(p, )
1
el to). Wi )| g | D), W, )| sy = e min(p. 7).

Entao, por (2.16),
| (D, Dw)(-,t2)||%2(R3) + 2min(p, ) /t:Q | D*u, D2W('77)||%2(R3)d7
< [[(Du, DW)(-, to) |72 (gs)
+O [ ) N D D7) (Dt D9 )
0

< [[(Du, Dw)(-, to) [ 2 es)

t2
+CK/ ||u,w(.’t0)||1/2||D'u,,Dw(.,7)||1L/22(R3)||D2u,DQW(.,T)H%Q(RS)CZT
to

to
< (D, D)) + 2min(,) [ 107w Dol )2y

to
E portanto,
I(Du, DW) (-, t2) |73y < (D, DW)(-, to) T2 ps)

mas entao,

1\? .
<C_K> min(p,7)? = [|u(-, to), w(-, to)| 2|l (Dw, DW) (-, t2) || 12 (g

< It oW )l D, DWIC )y < (o) i)
Absurdo, logo existe t,..
Assim, substituindo em (2.16), obtemos para todo t > ty > t.. > t.,
[(Dw, DW) (-, 1) 72(gs) + U/tt I(D*w, D*W) (-, 7) || 22z dT
0

t t
+2/ IDV - w (-, 7)||72@s)d7 + 2X/ IDW (-, 7) |72 @) d7 < [[(Dw, DW)(-, to) || 72 (gs),
to to
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onde 1 > 0.

]

Vamos mostrar agora a primeira das estimativas assintoticas que iremos

obter ao longo do texto.

Teorema 2.3. Afirmamos que o limite abaizo € verdadeiro.

75li)rglotiH(Du, Dw) (-, t)|| L2mny = 0.

Demonstracao. Caso 3D
Pelo Teorema 2.1 sabemos que
t
[ 1D, D)) g < .
to
para todo t > ty > t,.

De modo que

t—o0

t
i [ (D, D), ) sy dr =0,
2

Além disso, pelo Teorema 2.2, temos que [[(Dw, DW)(-,1)||L2(r3) é de-
crescente para todo t > t,,.
Portanto
}ng“(Dm DW)('J)”%%RS) = }E};Q[t ||(D“»DW)('=t)||%2(R3)dT
3
< tliglOZﬂt |(Du, DW)(',T)H%z(Rg)dT = 0.
2

Logo,
tliglot?H(Du, Dw) (-, )| L2(m3) = 0.

Caso 2D
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Derivando o sistema (2.1) e fazendo o produto interno de (u, w) com

(2.1a) e (2.1b), respectivamente, integrando por partes em R? e somando tudo, temos
d 2 2 2 2 2
2 1P, DW) (s )l z2ee) + 2XIWC Ol < —201(D7w, D7) 1)1 me)
[l (w, W) (-, ) || oo @2y [ (D, DW) (-, 1) || 2 ey | (D*w, D*w) (-, 1) || 2 g2),

para todo t > t,.

Usando a desigualdade de Sobolev (A.17) e o Teorema 2.1, obtemos

d .
(D, Dw) (-, D)1 2gz) + 2x[W (s D) 72z < =2min(, ) [(D*w, D*W) (-, )72 g2y
1
1 W) ) 22 gy (D2, DW) () 2y | (D2, W) -, 1)
< —2min(p, 7)|[(D*u, D*w
( at HL2 RQ)

(+1)
(12 )
(1)
(+1)

< —2min(, 7)||(D%u, D?w

)
)
11ty W) (- t0) |2 oy | (D2, DW)(-, 1)l | (D, DPw)
) 1 (r2)
(-

+C[(Du, DW) (-, t)l| 2 w2y | (D*u, D*w) 7t)||Lz R2);

para algum C' > 0.

Usando os expoentes o = 4 e 3 = 4/3 (satisfazendo a! + 371 = 1),

temos pela desigualdade de Young, que

3
I(Dw, DW)(-, t)| 2re) | (D*, D*W) (-, 1) 2 e
< Cel|(Du, DW) (-, 1) [[12p2) + €ll (D*uw, D*w)(-, 1) [[72z2)

e portanto

d
1 (Dw, DW)( 1)1z g2y < Cll(Dw, DW) (-, 1) [ (ze)-

Como, pelo Teorema 2.1, [ ||(Du, Dw)(-, 8)||72@2)ds < oo, temos (por
Gronwall)
||(Du,Dw)(-,t)||%2(R2) < C||(Du, Dw)(-, s)||%2(R2), para todo 0 < s < t,
ou, fazendo n =1/C > 0,
[(Dw, DW) (-, 5)l[72(@2) = 0ll(Dw, DW)(+, t)||72(z2), para todo 0 < s <t.
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Agora, suponha que o Teorema 2.3 seja falso. FEntao, existe 6 > 0 e

uma sequencia t,, — oo tais que
tn||(Du,Dw)(~,tn)||2LQ(R2) > § >0 paratodon €N,

e podemos assumir que t,.1 > 2t,. Assim, temos pelo Teorema 2.2,

tni1 tn+1
/ |(Dw, D), 8) [Zaggayds > 1 / (Dt DW) ) Py
tn tn

> (tnsr — tn) (D, DW) (- by )| 22 ggzy = 00(tnsr — tn) /s

> 06(1 = tn/tni1) = 10/2.

Isto contradiz o fato de [ ||(Dw, Dw)(, s)||%2(R2)d3 < 00, e portanto,

o Teorema 2.3 esta provado no caso 2D. O

Este resultado sera muito utilizado nos préximos capitulos para obter-

mos estimativas a respeito das normas de u e w.

Os proximos dois Teoremas deste capitulo tratam dos dois primeiros
casos de uma sequéncia de desigualdades que serao apresentadas no capitulo 4.
Esses teoremas serao importantes no estudo das normas L*(R™) e L®(R") de u e

Ww.

Teorema 2.4. Sejam u e w solucoes de Leray do Sistema Navier-Stokes Micropolar,

entao existe tg suficientemente grande tal que
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(t = to) (D, DW) (-, )| Z2an)

t
sminyn0) [ (s = )} (D D) 5) [y s

to

+2(n=2) [ (s = ) IDV - 0)(e5) s

to
t t
+2X/t (s — to)[| Dw(:, s)|[72@nyds < 2/t [(Dw, DW) (-, 8) |72 (gnyds,

0 0

(2.18)
para todo t >ty > t,.
2.
/ (5 — o) | (D%, D*W) (-, ) [2a(gmds < o0, (2.19)
to

Demonstracao. Caso 3D.

Pelos Teoremas 2.3 e 2.1, existe ty > t, suficientemente grande tal que

para todo t > t
C 1/2 1/2 .
(e, W) (5 O] oy [ (D, DW) (5 )] 2 sy < i (g2, 7). (2.20)
onde C' > 0 é a constante que aparece em (2.28) adiante.

Escrevendo a equagao (2.1a) em coordenadas, temos que

3 3 3
Ujp + ZUijUi + Dip = (1 +x) Z D;Dju; + x Z €ijiDjwy. (2.:21)

J=1 Jj=1 Jk=1
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Derivando (2.21) em relagao a x;, multiplicando por 2(s — to)Dju; e

integrando em R3 x (to,t), obtemos

t t 3
/ / (5 — to)[(Dyu;)?)idsda + 2/ / (s —to) Z Dyu; DyujDju;dxds
R3 Jtg to JR3

J=1

t 3 t
+/ / (s —to) Z u; D;[(Dyu;)?]drds + 2/ / (s — to) Dyu; Dy D;pdxds
to JR3 to JR3

j=1

t 3
=2(u+x) / / (s —to) Y _ Dyu; Dy D;Djudads
to JR3

J=1

¢ 3
+2X/ / (s —to) Z €ijDiw; Dy Djwydzds.
to JR3

jk=1
Integrando por partes e somando em ¢ e [, temos que

t
(t = to) [ Du(:, )| sy + 201 + ) / (s = to) | D*u(:, 8) | L2 (ps) ds

to

t t 3
< [ IDuC o) s 42 [ [ (s=t) Y wDusDibsudeds (399,
to to JR3

1,5,0=1

t 3
+2X/ / (5 - tO) Z EkjiDlUiDlewkdl'dS.
to JR3

iﬂj?l7k:1

Como
3 3 3
/ Z UiDlUleDjUidl' = / Z U; Z DlUleDjUidZE
R3  ii=1 R i=1  1=1
3 3 12 , 3 1/2
S / Z U; ( Z(Dluj)Q) (Z(D1D3u1)2> dz
R3 ;521 =1 =1
3 3 1/2 3 1/2
< lulle@s) Y </ Z(Dzuy‘)gdﬂ?) (/ Z(Dszuz‘)2d$> (2.23)
ij=1 MR g RS =1
)

3 (/R i(Dluj)2dx) UQ(/RS i(Dleui)de> v

i 3l=1 Gl=1

< [l e s

S CH'LLHLoo(RS) ”DUHL2(R3) HDZ’U,”L2(R3)

< Ollu, w|p e[| Du, DW||L2(R3)||D2'U'7 D2W”L2(R3)-
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A equagao (2.22) se torna

t
(t — to)| Du D)l 2agus, + 201+ ) / <s—to>||D2u<-,s>||%2<R3>ds

/ | Du(-, ||L2 Rr3yds + 2)(/ / s —tg) ekjiDluiDlewkdxds
R3

,7,0,k=1
t
4 [ (s = o)) e 8) | (Dot D) 8 (D D) ) s
to

(2.24)

Analogamente, fazendo as mesmas contas para a equagao (2.1b), obte-

mos que
t
(¢ =t Iy +20 [ (5 = o) Dl 9
to
t t
+2/ (s = to)ID(V - W)(-, 5)|| 7o) d8+4x/ (s = to)|DW(-, 5)[| 72 (ms)ds
3
/ ||Dw (-, ||L2 g ds + 2x/ / s —to) ekjiDluiDlewkdxds
R3 ig k=1
+C/ (s — to) | (w, W) (-, 8) || oo sy || (D, DW) (-, 8) || 2 ey | (D, D*w)(-, ) | p2 sy ds.
to
(2.25)
Somando as equagoes (2.24) e (2.25), temos que
t
(t — to) | (Dw, DW)(-, 1) || 72y + 2(1t + X) / (s = to)[| D*u(-, 5)||72ma)ds
to
t t
+27/ (s — to)||D2W('7S)||%2(R3)d8+2/ (s — t0)||D(V-w)(-,s)||i2(R3)ds
to to
t
+4X/ (s = to) |1 DW (-, 8)[|72reyds < || (Du, DW) (-, t)||72(gs)ds
to
—|—4x/ / s —to) ekjiDluiDlewkdxds
R3 ig k=1
t
£ [ = 000t 3) e (Dt D))l | D22t D) ) s
to
(2.26)
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Usando a desigualdade (A.7) e o fato de que o termo

t 3
4y / / > ejiDiu; D Djwpdzds
to JR3

4,9,0,k=1

pode ser estimado por (uma vez que V - u = 0)

3 3 3
/ Z eijlewiDleukdx = Z/ Dlwi Z eijleDjukdx
R jkei=1 ii=1"R° k=1
3 3 1 3 3 2
S Z/ \Dlwl\ Z eijleDjuk dx S 5 Z/ (Dlwi)2 + ( Z eijleDjuk> dx
=1 /R k=1 ig=17 R k=1
1 3 1 3 3 3
= 5 Z/ (Dlwz)2dl’ + 5 Z/ ( Z eijleDjuk Z EiquleUq> dx
ig=17R? ia=17ER N pg=1

3 3
1 1
= §HDWH%2(R3) -+ § /RS Z (Z eijkeipq) DleuleDpuqu

L,3,k,p,q=1 * i=1

3
1 1
= §HDWH%2(R3) + B /}R3 Z (07p0kg — jq0kp) DiDjus Dy Dyugda

1,3,k,p,q=1
1 1 < 1 3
= 51Dl + 5 > / (Dleuk,)zdg;—é/ > DiDjuyDiDyu;dz
1jk=1"7R? R3 k=1
1 2 1 2 2
= §||DWHL2(]R3) + §|ID ul[72(rs),
(2.27)

obtemos que

t
(t = to)[|(Du, DW) (-, 1) || 72 sy + 2#/ (s = to) I D*u(-, 5) || 72(ms)ds
to
t

t
+27/ (S_t0)||D2W('7S)||%2(R3)dS+2/ (s = to)| DIV - W)(:, 5)[I72zs)ds

to to

t t
12y / (s — to)| Dw(-, )|lds < / (Dt DW) (-, 1) 2 g s
to

to
t
1/2 1/2
4 [ (s = 00 9) ) [y | (D D) )] | (D7t D) 9) s
to

(2.28)
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Aplicando (2.20) obtemos 1.:

t
(t — to)[[(Du, DW)(-,1) |72 (s + min (u,v)/ (s — to) I(D*u, D*W)(-, 5)||72gs)ds
to
t

+2/ (S_tO)HD(V'W)('73)||%2(R3)d5+2></ (s = to)[[Dw(-, s)|[ds

to to

t
< [ NDu. D) 0.
to

O item 2 é uma consequéncia direta do item 1, pois pelo Teorema 2.1

sabemos que

| 1D D)) s < o

to

Caso 2D

O caso 2D é andalogo, com o fato adicional de que em 2D, temos V-w =

0, o que simplifica um pouco a desigualdade de energia
m

Teorema 2.5. Sejam u e w solugoes de Leray do sistema Micropolar, entao existe

to suficientemente grande tal que

(t = t0)*[I(D*u, D*W) (-, )| 22y

t
sminyn7) [ (s = 0 (D D)o 8) [y s

to

+2(n — 2) / (s = to)? | D*(V - w) (-, 8) | 72 (ny ds (2.29)

to

t
Loy / (5 — to)2 DPw (-, 5)[[2a g s

to

t
<2 [ (s = )| (D%, D2w0) )]

to

para todo t >ty > t,.

29



/ (5 — to)? | (D%, D*W) (-, ) [Zaggnds < 0. (2.30)

to

lim ¢||(D*w, D*W)(-, t)|| L2(gny = 0. (2.31)
t—o00

Demonstra¢ao. Caso 3D.
A prova é similar a do Teorema (2.4).

Dado € > 0 existe, pelo Teorema 2.4, ty > t, suficientemente grande tal

que

| 5= (D%, D). 5) s < &

to

Além disso, pelos Teoremas 2.3 e 2.1, podemos supor que %, é suficien-

temente grande tal que para todo t > ¢,
1/2 1/2 .
Cl(w, W) (. )l 2 msy [ (Dw, DW) (- )| 2 sy < min (2, 7) (2.32)
onde C' > 0 é a constante que aparece em (2.37) adiante.

Escrevendo a equagao (2.1a) em coordenadas, temos que

3 3 3
Ui ¢ + Z uijui + Dip = (/l + X) Z DijUi + X Z eijijwk.

j=1 j=1 Jk=1
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Derivando duas vezes, em relagao a z;, e x;,, multiplicando por 2(s —

to)2Dy, Dy, u; e integrando em R? x (tg, ), obtemos que

t t 3
/ / (8 — to)Z[(Dll DZQUZ')2]Sd$dS —+ 2/ / (S — t0)2 Z Dll Dbui(DllDlQuijui
tg JR3 to JR3 j=1

—i—DlQuleleui + D11Ule2 Djui + Ulel D12Djui)d$d8

t
+2/ / (s — to)* Dy, Di,u; Dy, Dy, Dypdads
to JR3

t 3
= 2(u+ x) / / (s —t0)> Y _ Dy, Diyu; Dy, Dy, D; Djudds
to JR3

Jj=1

¢ 3
+2X/ / (s —t0)> Y €ijxDy, Diyu; Dy, Dy, Dywydads.
to JR3

J,k=1

De maneira andloga a (2.23), podemos obter as seguintes desigualdades:

3
/ > wiDy, Dyyu; Dy, Dy, Djuda
R3 5 ilila=1 (2.33)

< C||uaw||L°°(R3)||D2uaD2W||L2(]R3)||D3u7D3W||L2(]R3)

3
/ Z DlluiDZQulelDbDjuidx S
R

% gl la=1
S CHD’LL, DW||L°°(R3) HD’U,, DW”L2(R3) ”Z)S’U,7 D3W||L2(R3)~
(2.34)
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Integrando por partes, utilizando que V - u = 0 e as desigualdades

(2.33) e (2.34), e somando em i, l e ly, temos que

t
(t = to)* 1 D*u (-, 1) |72y + 2(1 + x) / (s = to)* | D*u(-, 8) 172 sy ds
to
t

t
<2 [ (s = )| DUl ) agunds + C [ (5= 0 (DFu, D)) s

to to

X [|[(w, w)(-, )| oo sy || (D*w, D*W) (-, ) || 2(rs)

+H(Du, DW)(-, 5) || oo (e[| (D, DW)(-, 5) | 2 w)] ds

t 3
+2X/ / (S — t0)2 Z eijlelDlng‘DllDlngdexd&
to JR3

i7j7k7117l2:1

(2.35)

De maneira andloga podemos trabalhar com a equagao (2.1b) para obter

que

t
(t = to)* 1 D*wW (-, t)]|72rey + 27/ (s = t0)?| D’ W (-, 5) |72 (s ds
to
t

t
+2 [ 5= I DPV () agunds + 4 [ (5 = 010w (-5) e
to to
t

t
<2 [ (s~ )| D ) Eagends + € [ (s =t I(DPu, Do)

to to

X[l (u, W) (-, 8) | 0w o [| (D20, D*W) (-, )| 2y

(D, DW) (e 5) o | (D, DW) (o) 2] s
t 3

+2X/ / (s —to)? Z €ijw D1, Di,w; Dy, Dy, Djugdxds.
to JR3

i7j7k7l17l2:1

(2.36)
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Somando as equagoes (2.35) e (2.36), temos que

t
(t — t0)?[[(D*u, D*W) (-, 1) || 72(ms) + 2(10 + X) / (s — to)*[ID*u(-, ) || 72 (gsyds

to

t
s / (5 — to) 2 D*W(, 5) (s ds

to

t t
+2/ (s—t0)2||D2V-w(-,s)||L2(R3)—|—4x/ (5 — t0)2| D*W(-, 8)| 2oy ds

to to

t

t
<2 [ (s = )| (0P, D) e 5) s+ [ (5 = 102D, D) 5) ey

to to
< [[1(w, W) (-, 8)| oo () || (D>, D*W) (-, 8)]|| 12 ()
+[(Dw, DW)(-, 8)|| Lo @) | (Dw, DW)(-, 5)|| 2 (z3) ] ds

t 3
+4X/ / (8 - t0)2 Z eijlel Dl2wiDllDl2Djukda7ds.
tog JR3

i7j7k7l1 7l2:1
O termo

3
/ Z € D1, Di,w; Dy, Dy, D juyda
R3

7:7j7k7l17l2:1

pode ser estimado como na desigualdade (2.27) da prova do Teorema 2.4.

3
1 1
/ E €k D1, Dy, w; Dy, Dy, Djugdx| < §||D2W||L2(JR3) + §”D3u||L2(R3)-
RS

i7j7k7l17l2:1

J& o termo
19 )y | (D2, D2 ) Ly (Dt D), ) sy | (D, DW)(,8)] e
pode ser estimado pelas desigualdades de Sobolev (A.8) e (A.9).

Obtemos entao que

(e, W)(-, 8)l| e oy || (D2, D*W) (-, )| 2y
+H[(Du, DW)(-, 5) || L@ [| (D, DW) (-, 5) [ 2usy  (2:37)

1/2 1/2
< Ol (w, W) (-, ) ot | (D, DW) (-, 8) | ot | (D, DPw) (-, )| 122
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Aplicando (2.32), temos que

t
(t = to)?[[(D*u, D*wW) (-, 1) |72 ey + min(u,v)/ (s = to)*|[(D*u, D*wW) (-, 5)[| 22y ds
to
t

t
+2/ (5 = t0)*[ID*(V - w)(:, 8)I[72rs)ds + 2></ (s —t0)*[[D*W (-, 5)|IZ2 ) ds

to to

t
§2/®4MW%D%W@%WW-

to

Isto prova o item 1. O item 2 é uma consequéncia direta do item 1, Pois pelo

Teorema 2.4 sabemos que

/u—ww%ﬂ%mm@mw<w

to

Para mostrar o item 3, note que

t—to\°
25 ) NP DD = (¢ = P D D) O e

< / (s — to)||[(D*u, D*w)(-, S)||%2(R3)ds < é.

to
Portanto,
2 2 t
tH(D ’U,,D W)(',t)”LQ(RS) < €.
t—t,
Observe que # < 2 para todo t > 2t,. Portanto, como ¢ > 0 é
arbitrario,

lim t||(D*uw, D*W)(-, t)|| L2(r2) = 0. (2.38)

— 00
Caso 2D

O caso 2D é andlogo, com o fato adicional de que em 2D, temos V-w =

0, o que simplifica um pouco a desigualdade de energia

]

Isto conclui os resultados preliminares que serao tteis nos préximos

capitulos.
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3 COMPORTAMENTO DAS NORMAS L”

Agora vamos obter nossos primeiros resultados sobre o comportamento

assintético das normas de u e w.
Teorema 3.1. Seja w solugdo de Leray do sistema (2.1).
Se x =0, entao

lim HW(',t)HLQ(Rn) =0.

t—o0
Demonstracao. Caso 3D

Vamos reescrever a equagao (2.1b) como
Wi = IYAW + Q7

onde

Q=-u-Vw+V(V-w).

Dado € > 0 arbitrario, temos, pelo Teorema 2.3, que existe ty suficien-

temente grande tal que V ¢ > ¢, vale

1
||(D'u,, DW)(, t)HLQ(RS) < et 2.

Pelo principio de Duhamel, temos que

¢
w(-,t) = "2y (. 1) —l—/ AEDQ(- 5)ds,

to

que pode ser reescrito como

t t
w(-,t) = A0y (- tg) — / A=)y - Vwds + / AT (V - w)ds.

to to
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Aplicando a norma L? e usando a Desigualdade de Minkowski, temos

que
t
W (-, )| L2(ms)y < Heﬁ(t’tO)W(-,to)HLz(Rs) +/ |e7A0E= %) . VW||L2(rsyds
t
S (3.)
+/ He’yA(t—s)v(v : W)||L2(R3)ds.
to
Vamos analisar cada termo da desigualdade (3.1) separadamente.
O termo
evA(t—to)W(.7 to)
representa a solugao da equagao do calor, com condigao inicial w(-, tg)
e
. A(t—
lim [|e? 10w (- to) || 2 msy = O, (3.2)

cuja a prova pode ser encontrada no Corolario C.4.

Agora vamos analisar o termo

¢
/ 1720y - Vw || p2(gayds.
to

Para isso vamos utilizar o Lema C.3.

t t
/ |20y - Vw| 2 (rayds < K7_3/4/ (t—8) " u- VWl wyds
to

to

t
S K’y3/4/ (t — 5)73/4H'U'HL2(1R3)HDWHLQ(R?’)dS

to

t
< Key | (u, w)(, to)llems)/ (t —s)~%/1s™2ds

to

N+

t t
/ (t — ) 3/4s712ds = / (t — )37V 2ds 4 / (t —s) 3457125

to to

to

L t

<K {tB/A‘ /2 s 12ds + t1/2/ (t — 3)3/4613] < Kt V4,
t
2
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De modo que

t
/ ||6VA(t_s)’U/ : VW”L2(R3)d8 < K€7_3/4t_1/4”<u, W)(, tO)HL2(R3)~
to

Como € > 0 ¢é arbitrario, temos que

¢
lim / €720y - Vw || 2gs)ds = 0.
to

t—o0

Agora vamos analisar o termo

t
/ |2V (V - W) || p2(ms)ds.
to

Utilizando a desigualdade (C.2), temos que

t ¢
/ |2V (V - W) || 2 msyds < KV_I/Q/ (t — 5) 72| DW|| 23y dss
to

to

t
< Ke*y_l/z/ (t —s) Y2712

to

t L t
/ (t —s) V2571205 = / (t —s)" V2571205 + / (t —s) 257125

to to 2

t

5 t
< K[t1/2/2 51/2d5+t1/2/ (t—s)l/st} <K.

to 3

De modo que

¢
/ [e2IV(V - W) || p2msyds < Key /2.
to

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim / 1729V (V - W) || p2(gsyds = 0.
to

t—o00

Juntando as equagdes (3.2), (3.3) e (3.4) com (3.1), temos que

lim HW(',t)HLz(RS) =0.

t—o00
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Caso 2D

As tnicas diferencas entre os casos 2D e 3D sao as estimativas do
apéndice C que sao utilizadas (uma vez que elas dependem da dimensao). No entanto

essas mudangas nao afetam a demonstracao, que segue analoga ao caso 3D.

O
Teorema 3.2. Seja w solugdo de Leray do sistema (2.1).
Se x > 0, entao
Tim 2| w (-, 1) 2en) = 0.
Demonstracao. Caso 3D
Vamos reescrever a equagao (2.1b) como
W = YAW + @ — 2yw, (3.5)

onde

Q=—-u-Vw+V(V-w)+xV xu.
Fazendo a mudanca de variavel
W = eXXw
e multiplicando a equagao (3.5) por e*X!, obtemos

W, = VAW + e2XLQ),

Dado € > 0 arbitrario, temos, pelo Teorema 2.3, que existe ty suficien-

temente grande tal que V t > t, vale que

1
||(D’U,, DW)(, t)HL?(]R?’) < et 2.
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Pelo principio de Duhamel, temos que

t
W (-, t) = AW (. ) +/ A=) 23 5)ds.

to

Que pode ser reescrito como

t
w(-,t) = 6—2x(t—to)€7A(t—to)W(.7to) — / e 2xX(t=8) YA[E=5) 4, . Twils
to

t t
+ / 2= NG (T . wds + / e A (T ¢ w)ds,

to to

Multiplicando a equagao acima por t%, aplicando a norma L? e usando

a Desigualdade de Minkowski, temos que

2 [w( D)2y < trem2x(t=t0) |20 w (., to) |l L2 ms)

t
N t%/ 672X(t*8)“@7A(t*3)u~VWHL2(R3)d3
to
t

+ 17 [ eI AEIY(T W) o rsyds

to
t
+ Xté/ e—2x(t—5)||e’¥A(t_5)V X u||L2(R3)d8' (36)
to

Vamos analisar cada termo separadamente.

O termo

evA(tfto)W<.7 to)

representa a solugdo da equacao do calor, com condigao inicial w(-,ty) e

lim ||€7A(t_tO)W(',to)“LQ(RS) = 07 (37)
t—o0

cuja a prova pode ser encontrada no Corolario C.4.

De modo que

Tim ¢z XC70) 7200w (- o) | 2 (as) = 0. (3:8)
— 00
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Vamos agora analisar o termo

t
té/ e X)) A0y - Tw || 12 (gs)ds.

to

Para isso vamos utilizar o Lema C.3.

¢
t1/2/ e XU Ay - Tw || 2 (psyds

to

t
S K’7_3/4t1/2/ 6—2X(t_5) (t — S)_3/4||’u, . VWHLl(RB)dS

to

t
< K7_3/4t1/2/ e 2 (1 — )73 | 2y | DW || L2 () ds

to

t
< Ky, W) (- o) gy 2 / et — 5) 71| Dw| s

to

¢
< KE’)/_3/4||(’U,,W)(',tO)HLz(RS)tl/Q/ e~ 2x(t=s) (t — s)_3/43_1/2ds

to

t
t1/2/ e—2x(t—s)(t . 8)_3/43_1/2d8 _
to
t

i
— t1/2/2 6—2x(t—s)(t o S)_3/4S_1/2d8+t1/2/ e—2x(t—s)(t . S)_3/4S_1/2d8

t
to 3

t

—3/4 t
< tl/Qext(%) /2 s 1246 4 t1/2t1/2/ 672X(t75)<t _ 5)73/4038
to 5

2

o

< Ce X4 4 (2x)_1/4/ e T3 4dr
0

1
< Ce X4 4 (2x)7Y4T (Z) :

Assim,

t
t1/2/ emX(=9)||grAl=s)y, . VWl L2 msyds <

to

) B B 1
< Key /) (u, w) (- to) | e [ ¥ (20 W(z)}

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim t1/2/ e 2= A=)y . Tw || 2 (msyds = 0.

t—o00 to
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Agora vamos analisar o termo

t
té/ e~ XU=9) || A=)y (V7 W)l L2(r3)ds.

to

Para isso vamos utilizar novamente a desigualdade (C.2).

¢
t1/2/ e XU AIG(V - w)|| p2(re)ds

to

t
< K7_1/2t1/2/ 6—2x(t—s)(t_3)—1/2||Dw||L2(R3)ds

to

t
< Ke*yl/ztlﬂ/ e XU=9)(p — §)712571/2s,
to

Por outro lado,

t
t1/2/ 6—2x(t—5)(t . S)—1/28—1/2d8 <

to

t t
< t1/2/2 6—2x(t—5)(t . S)_1/2S_1/2d8+t1/2/ 6—2x(t—s)(t . S)_1/2$_1/2d8

t
to 5

—1/2 1 t
< /2 <%) e Xt /2 sTV%ds + t1/2t1/2/ e XU=9)(t — )72
to

o

2

< e—xtt1/2_|_ (2X)—1/2/ e—TT—l/QdT
0

1
< Ce X2 4 (2x) V2T <§> = Ce™XY2 4 (2¢)" V7.

Assim,

t
t2 / e~ X=9) || A=)y (v . W) || r2rs)yds <

to

< Key /2 |:€>@‘,t1/2_'_(2x)1/2ﬁ1.

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim ¢2 / e X)) | AIT(V - W) || p2(msyds = 0.

t—o00 to

Vamos agora analisar o ultimo termo,

t
Xt;/ e~ XE=9) || VA=) | L2 g3y ds.

to
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2
< K v 21l w) - ) Loy £/ 2e /

Para isso vamos utilizar a desigualdade (C.2).

t
th/Q/ e | TATIY x| paggayds <

to

t
2
< th/Q/ e~ X(=9)||rAl=9)7 o w|| p2gsyds

to

t
+Xt1/zl e X9 VAU 5 | oy ds
2

3 t
2
< KX71/2t1/2ext/ (t o 5)71/2H'U/||L2(R3)d5 + X€t1/2/ o 2x(t=5) ¢=1/2 g

t
to 3

t t
(t — s)"V2ds 4 xet'/?t~1/? / e_QX(t_S)ds]

to 3

~1/2 —xt 1—e
< K\ xy [ (w, w) (-5 o) || n2rsye ™ + XET :

De modo que

t
xt'? [ e XU AT || 2 geyds
to

—1/2 —xt 1—eX
< K| xy 7 (w, w)(e to) | o msye ™ + xe—s—1.

2X
Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
tlim Xt1/2/ e” =9 VAT x| 2 gayds = 0. (3.11)
—00

to
Juntando as equagoes (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) com (3.6), temos que

lim ¢7|w(-, t)|| p2(zs) = 0.
t—o0

Caso 2D

As tnicas diferencas entre os casos 2D e 3D sao as estimativas do

apéndice C que sao utilizadas (uma vez que elas dependem da dimensao). No entanto

essas mudancas nao afetam a demonstracao, que segue analoga ao caso 3D.
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Teorema 3.3. Seja u solugdo de Leray do sistema (2.1).
Entao,
Jim fu(-, )] 2 = 0.
Demonstracao. Caso 3D

Reescrevemos a equagao (2.1a) como
Uy = (,u + X)A’LL + Qb
onde

Q1 =xVxw—u-Vu—Vp.

Usando a identidade (D.1), podemos escrever ()1 como

Q1 =Pu[xV xw —u - Vu].

Dado € > 0 arbitrario, temos, pelo Teorema 2.3, que existe ¢y suficien-

temente grande tal que V t > t; vale

(D, DW) (-, )| p2es) < et 2.

Pelo principio de Duhamel, temos que

t

w(-,t) = eWHOAE—t0)g (L 1)) —i—/ eWHOAE=0 (. 5)ds. (3.12)
to

Usando a definigao de @; e a identidade (D.5), a equagao (3.12) pode

ser reescrita como

t
u(-,t) = eWHOAE0)q (1) +/ Ph[e(”+X)A(t_S)u - Vulds

to

t
+ X/ Py [ ORI 5 wds.

to
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Aplicando a norma L? e usando a Desigualdade de Minkowski, temos

que

(-, £)| p2geey < [l PIAEtD (- t0) || oy + /t e FOAE )y Ty || 25 ds
to
+X /t ||e(“+X)A(t_S)V X W|| p2(rs)ds.
t
0 (3.13)
Vamos analisar cada termo da desigualdade (3.13) separadamente.

O termo

eHHOAEt0) g (L 40

representa a solugao da equagao do calor, com condigao inicial (-, ty)

lim || POAE )y (- 10)| 2ms) = 0, (3.14)

t—o00

cuja a prova pode ser encontrada no Corolario C.4.

Agora vamos analisar o termo

t
/ | PIAETS)qy - g | L2y ds.
to

Para isso vamos utilizar o Lema C.3 e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz.
t A 3 t 3
/ [P HIAE)y . g | o ayds < K (p+ x) 71 / (t—s) 1]|u- Vu| r1(rs)ds
to to
¢
3 3
< KGu 07 [ (0= 9) ) e | Dt ) s
to
t
3 _3
< Kt 0w )y [ (¢~ 9 HIDuC s
to
t 3 1 1
< Ke/ (t—s) 1s 2ds < Ket™ 1.
to
Portanto
¢
lim / eFH0AE gy . | 2 oy ds = 0. (3.15)
=00 Sy
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O termo

t
X/ ||€(‘M+X)A(t_s)v X W||L2(R3)d8
to

s6 precisa ser considerado, no caso em que y > 0, neste caso podemos
utilizar o Teorema 3.2 e assumir que t, também é grande o suficiente para que dado

¢ > 0 arbitrario, valha, V t > ty, que

1
W (-, 1) || L2(rsy < et™ 2.

De modo que, pela desigualdade (C.2),

t t
X/ [ IAIT W[ sy ds < Kx(p + X)‘W/ (t =) 2wl 2es)ds
to

to

t
< Kxe(p+ X)1/2/ (t —s) Y2712

to

< Kxe(p+x) V2

Portanto
¢
tlim X/ | IAE=IT 5 W) 2 msyds = 0. (3.16)
—00 to

Juntando (3.14), (3.15) e (3.16) com (3.13), temos que

lim ||u('7t)||L2(R3) =0.

t—o0
Caso 2D

As tnicas diferencas entre os casos 2D e 3D sao as estimativas do
apéndice C que sao utilizadas (uma vez que elas dependem da dimensao). No entanto

essas mudancas nao afetam a demonstracao, que segue analoga ao caso 3D.
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Um corolério obtido diretamente das definicoes de normas é
Corolario 3.4.
tllglo [(w, w)(-, )| L2@n) = O. (3.17)

Corolério 3.5. Seja (u, w)(+,t) solugao de Leray do problema (2.1). Entdo,
Jim £, 9) )y =
Demonstracao. Dado € > 0, pelo Teorema 2.5 e Corolario 3.4 exite ¢y suficientemente
grande tal que, para todo t > tg,
[[(w, W) (-, )] L2y <e,
t|(D?u, D2W>(‘,t)HL2(Rn) < e

Usando a desigualdade (A.1) (no caso 3D) e (A.17) (no caso 2D), temos

que, para todo t > tg,

(3

n 4-n 4-—n n
13112, W) (s Dl ey < 1 W) ) (ﬂl(DZU, D2w><~,t>up<Rn>) <Pt =

Como € > 0 ¢é arbitrario,

i £5 |t W) )] o ey = 0.

Coroléario 3.6. Seja (u,w)(-,t) solu¢ao de Leray do problema (2.1). Entao,
tli)l’{.lotz_% ||(’U,, W)(7 t)HLP(R”) = 07

para todo 2 < n < o0o.

Demonstra¢ao. Aplicando uma simples interpolagao (veja o Lema B.3 no apéndice),

temos

1-2/p
n_n 2 n_n 1
t1720 || (w, W) (-, ) || Lorey SKH(U"}V)(Ht)HL/Q?R") (t(4 zp)la/p“(u’W)(.?t)HLw(Rn))
1-2/p
2 n
= K1) o (W) Dl )
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Pelo Corolario 3.4, encontramos

lim (11, W) (-, )| 2y = 0.

t—o00

Temos também, pelo Corolario 3.5, que

lim £5|ut, W) (- )] o ey = 0.

Portanto,

Jim 3720 {| (2w, W) (-, )| o) = 0.

]

Como mostrado neste capitulo no Teorema 3.2, quando x > 0, temos
uma taxa de decaimento maior para as normas L?(R™) de w. Essa propriedade na
verdade se estende também para as derivadas de w, como veremos nos proximos

capitulos.
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4 COMPORTAMENTO DAS NORMAS H*

Neste capitulo iremos obter uma sequéncia de desigualdades de energia
e estimaremos as normas H*(R") das solucdes de Leray do Sistema Naviere-Stokes

Micropolar.

Teorema 4.1. Dado m € N, sejam u e w solucoes de Leray do sistema Navier-

Stokes Micropolar, entdo existe ty suficientemente grande tal que

(t = to)™ | (D™ w, D"wW) (-, )| T2

t
smine ) [ (s = )1 (O™ D) 8) s

to

t
—l—2/(S—to)mHDmv'W('7S)H%2(R”)d8 (4.1)

to

t
L2y / (5 — to)™ | D™ (-, )| s

to
t
< [ (5= 1) D", D)) e
to

para todo t > ty, com ty suficientemente grande.

[ 5=t 10" D)8 s < 0. (42)

to

lim t™/2||(D™u, D™w) (-, t)|| 2 (@ny = 0. (4.3)

t—o0

Demonstracao. Caso 3D

A prova é feita por inducao. Os casos m = 1 e m = 2 ja foram provados
nos Teoremas 2.4 e 2.5. A demonstragao serd feita de maneira mais sucinta, visto
que sua analise envolve as mesmas técnicas desenvolvidas para os casos m = 1 e

m = 2. Vamos comegar, entao, pelo caso m = 3.
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Derivando trés vezes o sistema (2.1) com respeito a x;,, x;, € x;,, mul-
tiplicando por 2(s — to)>Dy, Dy, Di,u; a equacgio (2.1a) e pelo mesmo fator a equagao
(2.1b) s6 que com w;, integrando na regiao [ty,t] x R? e usando as mesmas técnicas
usadas em (2.4) e (2.5), temos

t
(t = to)*[|(D*w, D*W) (-, ) [ 2 gs) + 2#/ (5 = to)*[| D (-, )| L2 ps ds

to

t
2 / (5 — t0) | D'W (-, 8)|[ 22 gy s
to
t

t
1 / (5 — 102 | D*V - w(. 8)|[Zams) + 2 / (5 — to)* | D*W(-, ) 2o

to to

t
<3 [ (5= P IDPw DW)C 9 rgends 4y

to
t
+K [ (s —to)’[|(D ', D'W)(-, 5)|| 12(ms) X
to
X { (e, W) (-, 8) || oo sy [| (D, DPw) (-, 8) || 2m3)

+[[(Du, DW)(-, 5)[| 1= (r3) | (D, D*w) (-, S)HLQ(R?’)}dSa
usando as desigualdades de Sobolev (A.10) e (A.12), temos
¢
(t = 10)*[|(D%w, D*W) (-, 1) [ 72 ms) + 2#/ (s — to)*[[D (', )| L2 ps) ds
to

t
12y / (5 — to)* [ DAW(-, )2 ds
to
t

t
2 / (5 — 1)1 D3 - (-, )| aqus, + 2x / (5 — 10) 2| D*W (- 9)| |2

to to

t
<3 / (5 — )2 (D*, D*w)(- ) 22 ds

to
t
+K | (s—t)*||(D*u, D*W)(-, 5)|| L2 (msy X
t

><{2!|(u,W)H3/4 1 (D?u, D?*w) |15, || (D u,D‘*W)HLQ(RS)}dS-

L2(R3) L2(R3)
Logo, pelo Teorema 2.1 e por (2.31), existe um ¢, suficientemente grande, tal que

3/4 2 1/4 min{,u,y}
| G w) (01200 (D DAw) ) 1, < P
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para todo t > ty. Logo,
(t = t0)* (D, D*W)(-, ) || 22 sy

t
+ min{u,} / (5 — 0| (D', D'W) (-, ) g
t
¢ ’ ¢ (4.5)
2 / (5 — 102 D*V - (. 8)|[Zams, + 2 / (5 — t0)* | D*W (-, 9)|2gms,

to to

t
<3 [ (s = 0 (D, Dw) e 8) [ .

to
o que prova (4.1) para o caso m = 3. Agora, por (2.30) e por (4.5), temos que
t
[ 5= 1D e D)) < o (4.
to
concluindo a prova de (4.2) para m = 3. Note que, dado ¢ > 0 por (2.18) e 3.4,
existe tg suficientemente grande, tal que
t
[ = (D, D) 8) s < e
to

Entéao, por (4.1),

t e
[ 5= P 1D D)) g < (4.7)

to min(u,y)’
Logo, por (4.5),
(t = t0)* (D, D*W) (-, )| Zapay < Cle,

para alguma constante C' > 0. O que implica, repetindo o mesmo argumento em
(2.38),
t*2||(D*u, D*W)|| 2@y — 0 a0t — o0. (4.8)
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O que conclui a prova de 4.1 para m = 3. Vamos para o caso m = 4. Analogamente

ao caso anterior, temos
t
(¢ = t0) (D D))y + 20 [ (5 = 1) DPul, ) s
to

t
12y / (5 — to) | DPW(, )22 s
to
t

t
+2/ (s = t0) I D'V - w(-, 5)[[12(es) +2x/ (s —to) " D*w (-, )l 2 es)

to to

t
<4 / (5 — 10)* | (D*et, D*w)(, ) [Zagun s
(4.9)
+K (S — t0)4H<D5’U;, DSW)<'7S>HL2(R3)X
to

x { (2, W)(-, )| e oy || (D, DW) (-, )| 2y
H(Du, DW)(-, 5)l| o=y || (D, D*W) (-, )| 2y
+H[(D*u, D*W) (-, )| oo m3) | (D*w, D*W) (-, 5)|| 12 R2) }d&
Usando as desigualdades de Sobolev (A.11) e (A.12) provadas no apéndice, obtemos
(t = to) (D, D*W) (-, )| T2 gs) + 21 /tt(s —t0) "l Du(, 5) | 72(gs) ds
0

t
12y / (5 — to) | DPW(-, 5) 22
to
t

t
2 / (s — t0) 1DV - w(-, )| Zaga + 2x / (5 — o) | D'W (- 8)| e
to to

t
<4 / (5 — 10)* | (D', D'w)(-, 8) 22 ds

to
t

+K [ (s —to)'|(D°u, D°W)(-, 5)||72ms) X
to

x{H(u,w)( )7ty (D, D*w) (-, 5)| o

HI(w, W) (-, 8) 1|7t | (D20, D*W) (-, )] oy

HI(w, W) (-, 8) ][ | (D2, D) (-, >Hzé4(R3}
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Pelo mesmo argumento anterior, dado € > 0 existe um ¢ > t, suficientemente grande

tal que por 3.4, (2.31) e (4.8), temos que
(t = to) (D, D*'W) (-, )] 72 )

t
sming,7} [ (s = o) 1D, D, 9) s
t
t ’ t (4.10)
+2/ (S - t0)4||D4V : W(', S)H%Q(Rd) + 2X/ (S - t0)4HD4W(', S)||%2(R3)ds

to to

t
<4 / (5 — 10)* | (D*t, D'w)(-, ) [2agands.

to
provando (4.1) para o caso m = 4. Por (4.6) e (4.10), temos que

t
[ (= ) D D) 8) [ ds < o, (4.11)

to

provando (4.2) para o caso m = 4. Agora, dado € > 0, por (4.7) e (4.5),

t
/ (5 — 10| (D', D*W) (-, )|Zagunds < .

to

Portanto, por (4.10),
(1 t0) (D", DHw)( 1) [fagusy < de.
para todo t > t5. O que implica, pelo mesmo raciocinio usado anteriormente,

2(D*u, D*W) || 2y = 0 a0t — oo. 4.12
(R3)

Supondo que o resultado é verdadeiro para todo n € N tal que n < m,

vamos provar que ele é verdadeiro para m, onde m > 5.

Dado € > 0, existe, pelo caso m — 1, ty suficientemente grande tal que

2

> m— m m €
| s D" D8 s <

to

Além disso, podemos supor que ty € suficientemente grande tal que,

pela hipétese de inducao,

m)/2 s ¥ min
D 1ok ) Bl (D122, D 200) ) gy < P (413)
=0
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onde C' > 0 é a constante que aparece na desigualdade (4.17) adiante.

Escrevendo a equacgao (2.1a) em coordenadas, temos que

3 3 3
Uj ¢ + Z UijUi + sz = (/L + X) Z DijUz‘ + X Z eijijwk.

J=1 j=1 Jk=1
Derivando m vezes, em relacao a x;,, x;, , ... 2, , multiplicando por

2(s — to)™Dy, Dy,...Dy,, u; e integrando em R3 x (ty,t), obtemos que

¢
/ /3(8 — to)m[(DllDZQ...Dlmui)Q]Sdem
R

+2 / / (s — to)™ Dy, Dy,... Dy, w; Dy, Dy .. DlmZujDudxds
R3

7=1

+2/ / (8 — tO)lelDl2~-~DlmuiDllDl2---DlmDipdde
R3

=2(pu+ x) / / s — to) ZDZIDIQ Dy, u; Dy, Dy... Dy, D; Djudds
R3

7j=1

+2X/ / S — to Eijk-DllDlg"'DlmuiDllDlg"'Dlijwkdxds-
R3

7,k=1

Integrando por partes e somando em 4, [y, ls,...,l,,, temos que

t
(t = o)™ [ D™ w(, 1) 72 sy + 2(1 + X) / (5 = to) ™| D™ (-, 5) |12 gs) ds

<o [ 5=t Dl ) s
—l—C’/ s —to)"|[(D™u, D" W) (-, s
=t Gl g1y
[m]/2
X Z (D', D'W)(-, 8)|| ooy | (D™ ', D™ 'w) (-, 5)]| L2m3)ds

t 3
+2X/ / (S - to)m Z EijthDlg-“DlmwiDh DlZ...DlijukdlL'dS.
to JR3

Jikslayl2,e s lm=1

23



De forma andloga, trabalhando com a equagao (2.1b), temos que

t
(t —to)™ ID" W (-, )| Z2ms) + 27/ (s = to)™ [ D™ w (-, 8)[|72(ms)ds
to
t

t
+2/ (S_tO)mHDmV'W('73)||%2(R3)d‘9+4></ (5 — to)" [ D™ W(-, 8) |72 (zs)ds

to to

t
<m / (5 — to)™ | D™ w (-, 8)||2 s s
to

t
+C/ (S — to)m”(Derlu, DerIW)(', S) HLQ(RS)
to

[m]/2

X Y (D', D'W) (-, )| e o || (D™~ a, D™ W) (-, 8) | 2y ds
=0
3

t
+2X/ / (S — to)m Z EijlelDlg"'DlmwiDthg-‘-Dlijukdde'

to JR? okt d2 sl =1

(4.15)

Somando as equagoes (4.14) e (4.15), temos que

t
(t = to)™ | (D™ w, D"W) (-, 1) |72y + 2(1 + X) / (s = to) ™[ D™ (-, )| 72 ms)ds
to
t

t
+27/ (s = to)" 1 D™ W (-, )| 72y ds + 2/ (5 = )" D™V - W(:, 8) [ ]2z ds

to to

t t
4 [ 5= 101D ) Baganyds < m [ (5 = 10)™ (D", D)) s
to

to
t
+C’/ (5 — to)™||[(D™u, Dm+1W)(',8)HL2(R3)
to

[m]/2
XY (D', D'W) (-, )| e e || (D™~ a, D™ W) (-, 8) | ey dis
1=0
3

t
+4X/ / (S - to)m Z EijthDlz---DlmwiDllDlzn-DlijukdedS-

to JR? Gkl de k=1

(4.16)

O termo

3
/ Z eijlelDb...DlmwiDllDlz...DlmD]-ukdw
R3

Jiksliyl2seylm =1
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pode ser estimado de forma andloga a da desigualdade (2.27) na prova do Teorema

2.4,0btendo que

‘ / EijlelDlg-~DlmwiDl1Dl2-'-Dlijuk;dx

Gk, 12 m=1

1 1

§HD WHL2 R3) §HDm+1uHL2(R3)~
E o termo
[m]/2
D (D', D'W) (-, ) oo sy | (D™, D™ w) (-, )| 2y
=0

pode ser estimado pela desigualdade de Sobolev (A.12):

[(D'w, D'W) (-, 8)|[ oo sy [| (D™ ', D' W) (-, 8) [ 22 e
1+3/2 1/2

< Cll(w, W)l 5y | (D2, DF2w) (- )| sy | (D7, D™ W) (- )| 2o,

onde 0 <[ < m — 3, obtendo entao que

(t = to)" (D™ u, D"W)(-, t)||7(es)

t
+2 min{u,fy}/ (s —to)mH(DmHU,DmHW)('aS)H%%RZ*‘)dS
to
t

t
+2/ (s —to)"[|D"V - w(-, 5)“%2(R3)d3 + 2X/ (s —to)™[| D" w (-, 5)”%2(R3)d5

to to

t
<m / (5 — )™ | (D™ 1t, D) (-, 8)| 2 oy s
to

t
c / (5 — o)™ [ (D™ 1, D1 (-, )2 ca,

to
e 5 +2 142 1/2
30 20, D) ) e
=0
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Agora basta aplicar (4.13), para obtermos o item 1. :
(t = to)" (D™ u, D"wW)(-, t)||72ea)

t
+ min(p, 7) / (5 — o)™ [ (D™, D™ 1w (-, ) 2 s

to

t
22 [ (5=t 1DV w9 Eands (an

to

t
2 [ 5= 101Dl 9) s

to

t
< [ (s 10 D" D)) s
to

O item 2. é uma consequéncia direta do item 1., pois, pela hipdtese de

inducao aplicada ao caso m — 1, temos que

t
/ (5 — o)™ (D™, D7) 8)[[2a(zsyds < 0,

to

para todo t > ty suficientemente grande.

Para mostrar o item 3. note que

m t—to " m m m m m
() I DOy = (¢ 10D, D)) e

< m/ (S - to)m_ln(Dmu, DmW)(, S)||%2(R3)d$ < 62.

< \
Portanto,

m/2
t
tm/QH(Dmu, D™w) (-, t)| r2(m3y < (—t ; ) €.
— 1o

Observe que ﬁ < 2 para todo t > 2t;. Portanto, como € > 0 ¢é
arbitrario,
llm tm/2||(Dmu, DmW)(,t)HLZ(RS) = 0

t—o00

Caso 2D
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No caso 2D, estimamos (4.4), (4.9) e (4.16) usando a desigualdade
(A.16), além disso, a estimativa (4.13) é substituida por

[m]

(52 1) I wte Ol < miniie), (4.18)

onde C' > 0 é a constante que aparece na desigualdade (4.22) adiante.

Escrevendo a equagao (2.1a) em coordenadas, temos que

3 3 3
Ui ¢ + Z uijui + Dip = (/J + X) Z DijUi + X Z eijijwk.
j=1 j=1 k=1
Derivando m vezes, em relacao a x;,, ;, , ... y,,, multiplicando por

2(s — to)™Dy, Dy,...Dy, u; e integrando em R3 x (ty,t), obtemos

/ / s — to)™[(Dy, Dy,u;)?] sdsdx
R2

+2 / / s —1o)™ Dy, Dy,... Dy, w; Dy, Dy, .. DlmZujD wydzds
]R2

7=1

—|—2/ / (8 - tO)lelDlz---DlmuiDllDlg--'DlmDipdxds
R2

=2(pn+ x) / / s — to) ZDZIDIQ Dy, u; Dy, Dy,... Dy, D; Djudds
R2

7=1

+2X/ / S — to eijlelDlg"'DlmuiDll-Dlg"’Dlijwkdde'
R2

7,k=1

Integrando por partes e somando em i, [y, ls,...,l,,, temos que

t
(t = to)™ | D™ w(-, )] 72 (gey + 2(p + x) / (s = to)™ | D™ (-, 5)[| 72 g2y ds

to

<m / (5 — o)™ [ D™l 8)|[ 25 gyl
to

t
+C’/m(s )" I(D" o D ez (

[m]/2
X Z (D', D'W)(-, 8)|| oo 2y | (D™ ', D™ 'W) (-, 8)|| £2m2)ds

2

t
+2y / / (s—t)™ Y. €DyDy...Dy,wiDy, Dy,...Dy, Djuydads.
tog JR2

jak’ll7l27~~~7lm:1
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De forma andloga, trabalhando com a equagao (2.1b), temos que

t
(t — to)mHme(.,t)Hiz(Rz) + 27/ (s — to)m“Dme(.,S)H%Q(RQ)dS

to

t
[ (5= 1) D 5) s

to

t
<m / (5 — o)™ L D" W (-, 5) [2a(gn s
to

t 4.20
+C/<S—to)mll(D"”lu,Dm“w)(-,s)IILwR?) .
to
[m]/2
X Z (D', D'W)(-, )| ooy | (D™ ', D™ 'w)(-, 5)|| L2(m2)ds

2

t
+2X/ / (S — to)m E eijlelDZQ...DlmwiDllDIQ...Dlijukdxds.
to JR2

j’k’ll712,a..7lm:1
Somando as equagoes (4.19) e (4.20), temos que

t
(t = to)™|(D™w, D"W) (-, t)|I72(r2) +2(u+x)/ (5 — o)™ [ D™l 5) [ 12(g2 ds

to

t
27 [ (s = ) 1D (e 8) [ ds

to

t
iy / (5 — to) | D™ W(-, ) [22(geyds

to

t
<m / (5 — o)™ (D™, D7) 8) [22(an s
to

t
4 [ (s = 0D D) 5 e
to

[m]/2
X Z H (Dlu, DZW)(', S) ||L00(R2) H (Dm*lu, DmilW)(', S) ||L2(]R2)d5

¢
+4X/ / (s —to)™ Z €ijk Dy, Diy... Dy, w; Dy Dy, ... Dy, Djugdads.
to JR? Jokd1sdzselm=1

(4.21)

O termo

/ Z elﬂﬂDllDlz DlmszllDIQ DlmD ukdx

Gikd1,lo e lm =1
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pode ser estimado de forma andloga a da desigualdade (2.27) na prova do Teorema

2.4,0btendo que

3
‘ / Z eijlelDZQ...DlmwiDllDb...Dlijukdx
R3

Jiksliyl2,e s lm =1

1 1
< §||DmW||L2(]R2) + §||Dm+1,u||L2(R2).
E o termo
[m]/2
> l(D'u, D'w)(-, 5) || o2y | (D™ ', D™ 7'w) (- 8) [ 22w
1=0

pode ser estimado pela desigualdade de Sobolev (A.16):
I(D'w, D'w)(-, ) Lo ey | (D™ 't D™ 7w (-, 5) | 2rey
< Cll(w, W), 9) | 2 [|(D™ w, D™ w) (-, ) 2 ee),
onde 0 <1 < m — 3. Obtemos entao que
(t = to)™ | (D™, D"wW) (-, )| T2 g2)

t
+2 min{,u,fy}/ (5 —to)™||[(D™u, DmHW)(‘aS)H%?(R?)dS
to

t
-Hx/@—mwwwwbﬁﬁmwk

to

t
Sm/@—mwwwwuwmawmwm
to

t m
+c/ (s — to)™ [ (D™, D™ W) (-, ) |22z ([—2]+1)H(u,w)(-,t)HLz(Rz)ds.
to

Agora basta aplicar (4.18), para obtermos 1. :
(t — o)™ | (D™, D"w) (-, 1) || L2 g2)

t
saminin0) [ (5 = 1) (D", DI, 9) s
t
’ ’ (4.22)
2 [ 5= t0)" 1Dl 9) s

to

t
Sm/@—wwwwwuwmmwmwm-
to
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O item 2. é uma consequéncia direta do item 1., pois pela hipotese de

inducao aplicada ao caso m — 1, temos que

/ (5 — o)™ [(D™ 1, D™W) (-, 5) [2a(gayds < 0.

to

Para mostrar o item 3. note que para t > t; suficientemente grande,

obtemos

m t—to " m m m m m
e (5) I DO = (¢ 00", D0 ) e

< / (3 - to)mill‘(Dmuﬂ me)(, S)H%Q(RQ)dS <é,

to

Portanto,

m/2
t
m%w%uwmmwmm<(——) ‘

t—to
Observe que # < 2 para todo t > 2t5. Portanto, como ¢ > 0 é
arbitrario,
lim tm/2||(Dmu, D"w)(-,t)|| 22y = 0.
t—o0
O]
Como consequéncia do Teorema 4.1, por interpolagao, temos o seguinte
resultado:

Corolario 4.2. Seja (u, w)(+,t) solugao de Leray do problema (2.1). Entao,

/2| (u, w)(-, 1)

para todo s > 0, s € R.

Demonstracao. Dado € > 0, tome s > 0 arbitrario. Entao, para qualquer m > s,

existe t} tal que, pelo Coroldrio 3.4,

(e, W) (- )| 2y <6
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para todo ¢ > t}. Além disso, por (4.3), existe t3, tal que, para todo t > t2, temos

t2 | (w, W) (-, )| gy < €
logo, usando o Lema B.5, para ¢ > max{{y, 3} e 7 > 0 (a ser escolhido), temos,

7 (e, w)(-, 1)

1—=s s
sy < (s W) G ) o o [ (0, W) G D B ey

s

m

1-= m
S H(U,W)(, t)HL?(?l%n) (t’y s H(uaw)('?t)HHm(R")) S €,

se vy = 3, portanto, v = 3, para qualquer s > 0. O caso s = 0 ¢ uma consequéncia

s
2

direta do Corolario 3.4. OJ
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5 COMPORTAMENTO DAS NORMAS H*
DE w NO CASO y >0

Agora vamos obter estimativas melhores para as normas H*(R"™) de w,

no caso em que y > 0.
Teorema 5.1. Seja m inteiro positivo. Se x > 0 entdo

. m+tl m
Jim 5D W ) ey =0

Demonstracao. Caso 3D

Reescrevendo a equagao (2.1b) como
wy = YAW + Q — 2xw, (5.1)
onde
Q=—-u-Vw+V(V-w)+xV xu.
Fazendo a mudanca de variavel
W = XXy
e multiplicando a equagao (5.1) por e*X!, obtemos que
W, = yAW + Q.
Pelo o que foi estudado nos capitulos anteriores, em particular pelo

Teorema 4.1, dado € > 0, exite ty > t, suficientemente grande tal que para todo

leN, 1<1I<m+ 2 vale que

|(D'u, D'w)(-, )| < et™2 para todo ¢ > t,.

Pelo principio de Duhamel, temos que

¢
W(,t)= eVA(t_tO)W(-,tO) +/ e“’A(t_S)eQXSQ(-, s)ds.

to
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Observe que a equacao acima pode ser reescrita como

t
W(', t) — €_2X(t_t0)6’yA(t_t())w<.’ to) . / 6_2X(t_5)e’yA(t_S)u . deS

to
t

t
+/ e XA (T - w)ds + X/ e XU=) TAU=9) (T 5 ) ds.

to to

ET ~ . m+1 . ~
Multiplicando a expressao acima por ¢ 2, derivando m vezes em relagao

a x, aplicando a norma L? e usando a Desigualdade de Minkowski, temos que

5 1D™w (-, t)|| 2y < K {tm;le2X(tto)HDme’YA(tto)w(,,to)”LQ(RF))

-~

1

t
F17E [ e A D gy Tw) (-, )| 2 sy ds

to
N 7

11

4 /t ¢ 219 | A=) g o) ; (5.2)

) L2(R3) S

t
N 0 m .
T /t e~ U= VA=) Dty (- 5) || p2(rsyds |-
t
(. 0 I“r/ B

Vamos analisar cada termo de (5.2) separadamente.

O termo [ representa a solucao da equacao do calor, com condigcao

inicial w(-,to) e, pelo Teorema C.1,

lim || D™e"2 0w (- #0)|| 2 (ra) = O. (5.3)
t—o00

De modo que

m+1
2

lim ¢3¢ 2(=to) || DAty (- ) || p2(rsy = 0. (5.4)
— 00

Para analisar os demais termos, vamos utilizar a desigualdade (C.2).
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Usando (A.19), podemos analisar o termo /I, obtendo

t
5 [ e[ A D (4 T (-, 8) | oy ds
to

m+1 — s m—
< Kt™ / 2x(t- )ZHDl ) s | D™ w (e 8) s ds
to

m+1 _ _
< Kt 2 / e~ 2x( S)ZHDlu(-,s 1L/24R3 |Dl+1 ( )Hi/;tm
to _

m— 1/4 m— 3/4
X[ D™ (-, ) | g | D2 W (- )|y s

3 —3(m—142)

t m
mt1 o (i 113 _=3041) 1 _m-l41 3
< Kt 2 /e 2x(t=s) E €is Beas 8 eis & €45 s ds
to 1=0

t
—+ _ _ 2m+5
5 62/ e 2x(t s) ds
to
m—+1 % t 2m+45
=Kt 2 62[/ e~ 2x(t=s) / e 2x(t—s) o— == ds}
to =

2

o~

m t 4 m m m P
< Ké? (t;lext 0 T 4+5X1) < Ké? <t2+16Xt + tixl).

2m+1

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim ¢"2 / e U= || A=) DM (4 W) (-, 5) || L2 (msyds = 0.

t—o00 to

Podemos usar o mesmo raciocinio para o termo I11,

t
tmTH 6_2X(t—s) He'yA(t—s)Dm-i-Qw(., 5) HLQ(RB)dS

to

t
<K [ eI DM () ds

to

¢
<Ktm+l/ e~ X(t=9) =3 1

to

i t
— K" e [/ e 2x(t—s) ds+/ “2x(t=s) +2ds}
to L

2

< Ke(tm;r e Xtto —i—thtTn;QXl) < Ke(tm;rlext+téxl>.
m

Novamente, como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim "2 / e~ U= || VA=) Dt 2vg () || 2 msyds = 0.

t—o00 to
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Usando mais uma vez o mesmo raciocinio para o termo IV,

t
95 [ e )| A=) DLy ()| o rsydis
to

t
<K [ e OID a9 g ds

to

t
§Ktm2+1/ e~ 2X(E=9) =5 1

to

|+

t
= Ktmgle{/2 e 2x(1=8) =57 g +/ e_QX(t_S)s_m;lds}
to %
m—1
< Ke(tz“e—xto—l + tz“t‘zﬂx‘1> < Ke <t2+16_xt + x‘l).
m JR—

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim ¢ "2 / e 2X(=9) || A=) DMLy (- 8)|| p2(rsyds = O. (5.7)

t—o00 to

Pelas equagoes (5.2), (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7), temos que

. m+1 m
t]i)lgt 2 HD W(7t)||L2(R3) =0.

Caso 2D

As tnicas diferencas entre os casos 2D e 3D sao as estimativas do
apéndice C que sao utilizadas (uma vez que elas dependem da dimensao). No entanto

essas mudancas nao afetam a demonstracao, que segue analoga ao caso 3D.

]

A partir dai, podemos concluir dois interessantes resultados por inter-
polacao.
Corolario 5.2. Seja (u,w)(-,t) solu¢ao de Leray de (2.1) e x > 0. Entdo,

s+1

tlw(- 1)

ferny >0 a0t — o0,
para todo s > 0 real.
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Demonstracao. Dado € > 0, tome s > 0 arbitrario. Entao, para qualquer m > s,

existe t} suficientemente grande tal que, pelo Teorema 3.2,
2w () 2@ny < €

para todo ¢t > t}. Pelo Teorema 5.1, existe ¢3 tal que

W )| ey < €6 VE > £2.
Logo, usando o Lema B.5 do apéndice, para todo ¢ > max{t}, 2} e v =y + 72 > 0

(a ser escolhido), temos

s

1-= s/m
’Yls V2
t[w(-, 1) forn) < (tlm W('vt)HL?(R")) (ts/M||w(~,t)HHm(Rn)> <
se 1:/1% =1/2e J_2m = mT“ Logo, v =71 + 72 = % Ou seja,
s+1
t2 Wi, )| gsgny > 0 a0 t— o0,
para cada s > 0 real. ]

Corolario 5.3. Seja (u,w)(+,t) solu¢ao de Leray de (2.1) e x > 0. Entdo,

172 [W(-,t)||Lamsy = 0 ao t— oo,

para cada 2 < q < 00.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2, dado € > 0, existe t}
2w (- ) 2y < e,
para todo ¢ > t}. Em particular, pelo Teorema 5.1, existe t3 > 0 tal que
2 D?*w (-, 1) 2qs) < €,

para todo ¢t > t3. Por (A.4), para v =7; + 72 > 0 (a ser escolhido), temos

1/4 3/4
4yg
t’YHW<',t)HLoo(]R3) < (t471|]vv(-,t)\|Lz(R3)> (t 5 HDQW(-,t)HLz(Rg)> < /A3 = €,
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sedy; =1/2e 4% =3/2,ie., 71 = 1/8 e 7, = 9/8, para todo t > max{t},t2}. Em
outras palavras,

4w (-, )| Loy = 0 a0t — oo. (5.8)

Analogamente, seja 5 = f; + f2. Basta aplicar uma simples interpolagao (veja o

Lema B.3 no apéndice) para obter que

2/q . 1-2/q
2
Pl w(, )] oeey < (thIHW('at)HL?(Ri*‘)) (t“/q ||W('>t)||L°°(R3)> <

se §fh=3e 1—522/(] =5/4,1e., B =5/4—3/2q. Portanto,

1% | W, )| pogs) — 0 a0 £ — o0,
para cada 2 < ¢ < oc. O
Corolario 5.4. Seja (u,w)(+,t) solu¢dao de Leray de (2.1) e x > 0. Entdo,
270wl )| o2y = 0 ao £ — oo,

para cada 2 < g < 00.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2, dado € > 0, existe ¢}
2w, )| 2y < e,
para todo ¢ > t}. Em particular, pelo Teorema 5.1, existe 3 > 0 tal que
22| D*w (-, )| p2re) < €,

para todo ¢ > t3. Por (A.17), para v = v; + 72 > 0 (a ser escolhido), temos

1/2

1/2
tﬂ/HW(~,t)HLoo(R2) S (tth ”W(',t>HL2(R2)> (tzWHDZW(.’t)”LQ(Rz)) S 61/261/2 =€,

se 271 =1/2 e 2y, = 3/2,ie., 71 = 1/4 e 7o = 3/4, para todo t > max{t},t2}. Em
outras palavras,

tlw(-,t)||pe@ey =0 a0 t— oo. (5.9)
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Analogamente, seja 5 = 51 + f2. Aplicando uma simples interpolacao (veja o Lema

B.3 no apéndice), obtemos

2/q . 1-2/q
2
N w (-, )| oee) < <t361||w(wt)||L2(R2)> (tl‘Q/q||W('>t)||Loo(R2)> <e

se 301 = % e 1_622/{1 =1,1ie, 8 =1-1/q. Portanto,

tlféuw(-,t)HLq(Rz)%O a0t — 00,

para cada 2 < ¢ < o0. O]
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6 UMA DESIGUALDADE FUNDAMENTAL
PARA AS DERIVADAS EM R¥Y

Neste capitulo, vamos generalizar os resultados obtidos em [14], mos-
trando uma sequéncia de desigualdades fundamentais sobre a norma H* das solucdes.
Além disso obtemos resultados mais fortes quando x > 0 (veja os Teoremas 6.3 e

6.4 adiante).

Teorema 6.1. Dado o > 0, se
Jim sup 7] (a1, ) -, 1) 120y = Dofe) < (6.1)
entao para todo m > 0 inteiro, existe K(a,m) > 0 constante tal que
limsup t*T % ||(D™u, D"w) (-, )| L2@ny < K(a,m)limsup t|[(w, w)(-, )| L2rn),

t—o00 t—o00

onde

m .

_ 1 . —1/2 J\1/2
K(a,m) = Y P TTE min [5 jHO(oz +d+ 2) :

Demonstracao. Caso 3D

Seja t > ty > t,. Conforme seja necessario, vamos supor que ty seja
cada vez maior. Isso nao é um problema pois estamos interessados no limite quando

t — o0.

Dado ¢ > 0, multiplicamos (2.1a) e (2.1b) por 2(t — to)**u(z,t) e
2(t — tg)2*Ow(x,t) respectivamente. Integrando por partes em [tg, ] x R? e usando
o fato de que V - u = 0, obtemos para t > tg > t,, a desigualdade
t
(t - t0)2a+6H(u’ W)(? t)H%P(R?’) +2 min(ﬂa P)/) / (5 - t0>2a+6H(Du7 DW)<7 5)“%2(]1@3)613

to
t

t
#2 [ 5=t T w5 s + 20 [ (5 10wl 5) [ ds

to to

t
< (20 +9) / (5 — to) 25| (a8, W) (-, 5) 22 g0 5.

to
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Dado 0 < € < 2 e escolhendo ty > t, suficientemente grande tal que

(usando (6.1)), t¥||(w, W)(-, )| r2s) < Ao(@) + €, temos que

t
(t = t0)* ™[ (w, W) (-, )| 72moy + 2 min(p, 7) / (s — t0)**™|(Du, DW)(-, 5) |12 (gs)ds
to
t

t
+2/ (S — to)Qa_MHV . W(', S)H%z(RS)dS + 2X/ (8 — to)za—MHW(', S)H%Q(H@)ds

to to
¢
< (2a+6)(Mo(a) + 6)2/ (5 —tg)22 01572,
to

(6.2)

Note que

(S i 750>2a+671872a < (S _ tg)éfl.

Aplicando a desigualdade acima em (6.2), temos

t
(t = t0)***° | (w, W) (-, £)[| 72 (s + 2 min(p, 7)/ (s = t0)***||(Du, DW)(-, 8)||72(as)ds
to
t

t
+2/ (s = to)** IV - w(-, 5)”%2(11@3)615 + 2X/ (s —to)***|lw(, 5)”%?(]1@3)515

to to

< (204 8)(Ao(a) + €)? /t(s — t9)° tds.

to

Resolvendo o lado direito da desigualdade anterior, obtemos

t
(t = t0)* | (w, W) (-, £)[| 72y + 2min (g, 7) / (s — t0)***|(Du, DW)(-, 5) |72 (gs)ds
to
t

t
+2/ (5 = t0)***V - w(-, 5)l[72sds + 2X/ (5 = t0)** T W (-, 8) | 22 ds

to to
PRY.
g@a+®ud@+ff97?l.
Em particular,
N 200+ 9
(t = t0)*[|(w, W) (-, )[|72(ee) < (Mo(@) +¢)?
e
[ 6= 10D Dwe s < e D)) +
i S 0 u, Uw)(-, s L2(RR3) S = 2m1n(u77) (07 ol € 5 ,
(6.3)
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para todo t > t.

O préximo passo é derivar (2.1a) e (2.1b) em relagao a x;, multiplicar
por 2(t — )2 Dyu(w, t) e 2(t — to)?* 9+ Dyw(x, t) respectivamente, integrar por

partes em [tg, t] X R? e utilizar que V - u = 0 para obter
(t — t0)** | (Du, DW) (-, 1) 72ms)

t
F2min(u,) [ (o= 0 D% D)) e ds
to
t

t
2 / (5 — to) 2 DV - w(-, ) [Zagasyds + 2 / (5 — to) 24 [ Dw (-, 8)| |2 ms ds

to to

t
< @a+ 5+ 1) [ (s =t (Du Dw),) e

to

t
+0/ (5 = t0)* | (w, ) (-, 1) | oe ey | (D, DW) (-, 1) | 2oy

to
%[ (D2, D*W) (-, )| 12 sy ds.
(6.4)

Usando a desigualdade (A.7), temos
(t = t0)*** Y| (Du, DW)(-, )| F2zs

t
s2min,) [ (s =t D%, D)) e
to
t

t
+2/ (s = to)** ™DV - w(., 5)“%2(R3)d3 + 2X/ (s —to)** | Dw(., S)H%Q(Ri'*)ds

to to

t
< (20+05+1) / (5 — 1) | (D, D) (-, 5) |32 ey ds

to

t
« 2 2
+C / (5 = 10)** (1w, W) (- )| oG | (D, DW) (-, )| ol

to
x|[(D*u, D*W) (-, ) |[72 sy ds.
(6.5)

Tomando ty suficientemente grande, obtemos, pelos Teoremas 2.1 e 2.3,

que

1/2 1/2 .
It W) ) ot | (D, DW) 1) [ gy < emin(, ), 8 > o,
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Aplicando a desigualdade acima em (6.5), temos que
(t = to)** Y| (D, DW) (-, ) [ 72(ms)

t
+(2 — €) min(p, ) / (s = to)** (D, D*W) (-, )| 72 @oyds
to
t

t
2 / (5 — 10 M| DV - w(-, 8)[[2a gy + 2 / (5 — 102 M Dw (-, )2 ds

to to
t
< (2a+541) / (5 — 0)** | (D, DW)(-, 5) |2 s, ds.

to

Segue da ultima desigualdade e de (6.3), que

1

o 2a+1 . 22 3y <
(t—to) [(Du, Dw)(-, 1)]|% (R3) = (2 — €)6 min(p, )

(2a+6+1)(2a+8)(Ao(a) +e)?
(6.6)

t
/ (5 — o)™ (D, D*w)(- 5)|[ 2 s
to (6.7)

! S(2004 6 + 1)(20 4 6) (Ao () + €)*(t — to)°.

= 5(2 - ) min(u, 7))

Em um processo analogo ao feito anteriormente, obtemos
(t = t0)****2||(D*u, D*W) (-, 1) |72 (gs)

t
+2 min(u,’y)/ (s —to)QaMHH(DgU?DBW)('vs)H%?(N)dS

to

t
+2/ (5 —to)?*t*2| D>V - w(-, S)||%2(R3)ds

to

t
12y / (5 — 102 D2w (-, ) [Zanrds  (6.8)

to

t
< (2a + 0+ 2) / (S — t0)2a+6+1H<D2u7 D2W)('> S)H%Q(IR?’)dS
to
t
+C/ (5 — to) 1 [(D¥u, D¥w) (-, 5)|[3 e (w0, W) (-, 5) | ot
to

1/2
X ||(D'U,, DW)(a S)||L/2(R3)d3-
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Pelos Teoremas 2.1 e 2.3, obtemos

(t = to)** 2 (D, D*W) (-, 1) 172 gy

t
+(2 = ¢) min(p, 7) / (s — t0)** ™ P2||(D*u, D*W)(-, 5) || Fare)ds

to

t
12 / (s — t0)>* P2 DV - w(-, 5) |72z ds (6.9)

to

t
12y / (5 — o) 542 Dw (., 5)| 2 s s

to

t
< (204642 / (5 — to)* 1 [[(DPu, D*W)(-, 8) |2, ds.

to
Utilizando (6.7) e (6.9), temos

(t = 10)***?[[(D*u, D*W) (-, 1) [ 72 o)

1 (6.10)
< o (6} o ol €)?
= 5((2—6)min(,u,fy))2(2 +5—|—2)(2 +5+1)(2 —l—é)()\ ( )+ )

e
¢
[ =P 2D, W 5) s
to
1
< 2004+ 0 +2)(200 + 0 + 1) (2a + 6)(A 2(t —to)’.
= 5((2—6)111111(/1,,’}/))3( a+0+ )( a+0+ )( Q-+ )( 0(a)+6) ( 0)
(6.11)
Prosseguindo neste caminho, derivamos m vezes as equagoes (2.1a) e
(2.1b) em relacdo a xy,, 7y, , ... xy,,, multiplicando por 2(s—t()?*T+™ Dy D,,...D;, u; e

2(s—t9)2*t™m D, D,,...D;, w; respectivamente. Integrando por partes em R3 x [to, ¢]

e utilizando (A.12), temos que
(t = o) *™|(D™w, D"W) (-, )| 2z

t
+(2 = ) min(p, 7) / (5 — t0)** "™ |(D™ u, D™ W) (-, 8) || Farayds

to

t
42 [ 5=t DT w8 g ds

to

t
12y / (5 — o) 24| DMy (-, ) 25 gy s

to

;
< (2a+d§+m) / (s — o)t 1| (D™ u, D™w)(, S)H%Q(W)d‘s-

to
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Fazendo inducao em m, temos que

(t — to)** ™ |(D™u, D"W) (-, 1) ||72 @)
1 (6.12)

= 52— ) min(, )"

para t > t, suficientemente grande. Como a desigualdade (6.12) é valida para todo

{ﬁ(za +0+ j)] (No(a) + €)?,

=0

0 < € < 2, temos que

m

- {H(Qa +6+ j)} Xo(a)2.

Jj=0

1
(2min(y, 7))

(t = to)** ™ (|(D™w, D"W)(-, )| Z2(s) < 5

Reescrevendo a desigualdade anterior,

(t = to)* ™| (D™, D"W) (-, )| 12(ms)

1 ~1/2 o o \1/2 o
e G CREE

_ 95t 2T T 2]y (a (6.13)
(2min(p, 7)™/ [5 jHO( +0/2+3/2) }Ao()

Como a desigualdade (6.13) é vélida para todo 6 > 0, temos que
(t — o)™ ™2 (D™, D) (-, )| sy < K (e, m) o),

onde

I S Py M 19Y1/2
K(a,m) = min (y, 7)™/2 o {5 jl})(a +0+7/2)77.

Note que podemos escrever

atm)2 t— 1o a+m/2 " m
’ . (D™ w, D"w)(-, )| r2(rs)

= (t — o) ™2 |[(D™u, D"W) (-, )| 12(rs) < K (o, m)o(v).

Fazendo t — oo, temos

lim sup ¢**™/2|| (D™, D"™w) (-, )| L2s) < K (o, m)Ao(e),

t—o00

74



ou seja,

tim sup £/ 2 (D™, D) (- 1) 2oy < K o, ) lan s £ (2t W), 1) 22,

t—o00 t—o00

para todo m > 0 inteiro.

Caso 2D O caso 2D é muito semelhante ao caso 3D, sendo assim, fare-
mos apenas o passo de inducao para ilustrarmos a demonstragao no caso 2D. Deri-
vando m vezes as equagoes (2.1a) e (2.1b) em relagao a x;,, xy, , ... 2,,, multiplicando
por 2(s —tg)?H* ™Dy Dy,...Dy u; e 2(s — to)?*t+t ™Dy, Dy,... Dy, w; respectivamente.

Integrando por partes em R? x [tg,t] e utilizando (A.16), temos que
(t = to)** ™| (D™, D™W)(-, )| 72 (g2

t
2= min(u ) [ (s 1) D", D )5 g ds

to

t
2 [ (5= 10D (e 8) [ s

to

¢
< (2a0+ 0+ m) / (s — to)?* ™1 (D™ u, D™w)(, 5>||%2(R2)d5'

to

Fazendo indugao em m, temos que

(t = to)** ™| (D™ u, D"w) (-, ) ||72(s2)
(6.14)

1 m . 2
= 5((2 - E) min(lu,fy))m |:E)(2a +0 +])] (/\O(CY) + e) ,

para t > to (suficientemente grande). Como a desigualdade (6.14) é vélida para
todo 0 < € < 2, temos que

1
(2min(p,y))™

(¢ = )| (D™ e, D) (1) e <
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Reescrevendo a desigualdade anterior, obtemos

(t = to)* ™| (D™ u, D"w)(-, )| 2e2)

1 71/2 - a . 1/2 o
= Zmin(z, 1) [‘5 ,-1;[0(2 +0+7) 1%( )
— 2" ~1/2 . o Jo012] \ (a (6.15)

(2min(y, 7))/ [5 [t +d/2+i/2) 1%( )

Jj=0

N K§> o TT(a+5/2+ j/2)1/2] No(a).

Como a desigualdade (6.15) é vélida para todo 6 > 0, temos que

(t = to) ™2 (D™ w, D"™wW)(-, 1) 2z2) < K (a0, m)Ao(cx),

onde .
K(a,m) = Wrggl [5‘1/2}_!)(@ + 5+j/2)1/2}.
Note que podemos escrever
t— o\ T2
e (S0 0", D)
= (t — to) ™2 (D™ u, D"w)(-,1)|| 2r2) < K (0, m)o(@v).
Fazendo t — oo, temos
lign sup >\ (D™, D"™w) (-, )| 22y < K (o, m)Ao(e),
—o0
ou seja,

lim sup t**™/2||(D™u, D"w)(-, Ol 22y < K(a,m) limsup t*||(w, w)(-, 1) || 22y,

t—o0 t—o0

para todo m > 0 inteiro.
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Corolario 6.2. Dado o > 0, se
tliglo sup t|(w, w) (-, 1) || L2wn) =: Ao(r) < o0, (6.16)

entao para todo s > 0 real, vale que

limsup t*3 || (w, w) (-, t)| Frerny < Min K (o, m) lim sup %] (w, W) (-, ) || 2 (@n)-
t—o00 m>s t—o00

Demonstracao. Seja m > s inteiro. Pelo Lema B.5, temos que

1— 5 s
G W) (s O s eny < N1 (uts WG )| o o [[ (2, W) (D s ey

Escrevendo 0 = d; + 0, temos que

1) ot ) 1) 1y < {tl—éi%|\<u7w><-,t>umw>} B [t%(u,w)(-,t)HHm(Rn)]
(6.17)

Escolhendo §; = a(1 — £) e 0, = (o + 2) £, a desigualdade (6.17) se

torna

s

m

1_s
5 oty w) () ey < [ta||(u7W)(',t)HL2(R">] {taﬂ||<u,w><~,t>|rgm(m)]

Pelo Teorema 6.1

lin sup £ (w, W) (-, ) | s gy < minK(Oam)% lim sup | (w, W) (-, )| 2 re)
—00 m>s —00

]

Nos Teoremas 6.3 e 6.4 a seguir, vamos assumir que x > 0. Como visto
ao longo do texto, taxas de decaimento melhores podem ser obtidas para o campo

w. Estes sao os resultados principais obtidos neste trabalho.

Teorema 6.3. Suponha que x > 0. Dado o > 0, se
tliglo sup t||(w, w) (-, ) || L2(rn) =: Xo(@) < o0, (6.18)

entao para todo s > 0 real, temos que

(K(a,m—l—l))’i

lim sup >+ |w(-, 8| >

t—o00

fre(rny < N

m>s 1imsupt0‘||(u,w)(-,t)HLz(Rn)-

t—o00

77



Demonstracao. Caso 3D
A demonstragao deste teorema é semelhante a do Teorema 5.1.
Reescrevendo a equagao (2.1b) como
W = YAW + Q — 2yw, (6.19)

onde

Q=-u-Vw+V(V-w)+xV x u.

Fazendo a mudanca de variavel
W = ePw
e multiplicando a equagao (6.19) por X!, obtemos que

W, = /AW + e2X(Q.

Pelo o que foi estudado nos capitulos anteriores, em particular pelo
Teorema 4.1, dado € > 0, exite ty > t, suficientemente grande tal que para todo

leN 1< <m+ 2 vale que

|(D'w, D'w) (-, 1)|| < et 2, Vt > t,.

Pelo principio de Duhamel, temos que

t
W (-, t) = AW (. ) +/ A=) 23 5)ds.

to
A equagao acima pode ser reescrita como

t
w(-, 1) = e XUt) YAl—to) g (L 4y — / e XI=9)7A=5)y . Vwds
to
t

t
+/ e XA (T - w)ds + X/ e XU=) TAU=9) (T ) ds.

to to
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RT ~ . m+1 .
Multiplicando a equacgdo acima por t* 2 | derivando m vezes em

relacao a x, aplicando a norma L? e usando a Desigualdade de Minkowski, temos

que

N [”W6‘2"“‘“”||Dmeﬁ<f—t0>w<-7to>||Lz<Rs>

ta+ 2 ||DmW(,t)HL2(R3) < K

g

1

t
|y pot / e U= A=) DM (4 T w) (-, 8) || p2(ms)ds

to P
bt
o+ mEL ' —2x(t—3) || ,YA(t—5) ym~+2 (620)
+t4T 2 e lle D™ w (-, 8)|| 12 (r3)ds
to
11

t
b= [ DS Dt s |
to

[\
-~

1V

Vamos analisar cada termo separadamente.

O termo I representa a solucao da equacao do calor, com condicao

inicial w(-,to) e, pelo Teorema C.1,

}EEO ||Dme’7A(t—t0)W(,7t0)||L2(R3) =0,

de modo que

Jim 1o+ 57 o= 2X(=t0) | DT At—t)vy (o f0) | pars) = O. (6.21)
—00

Para analisar os demais termos, vamos utilizar a desigualdade (C.2) e

o Teorema 6.1.
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Usando (A.19), podemos analisar o termo /I, obtendo

t
e XD (w - Vw) (-, 5) |2y ds

to

ta+L‘H

a+mtl - —5 m—
< Kt / ZHDZ )| ey | D™ W (-, 8) | oy s

@ m+1 _ —s 1/4 3/4
SR / DS Dl ) D )
to _

m— 1/4 m— 3/4
|| D™ w (- )|Vt s [ D 2w (- ) |12,

L2(R3) L2ms)d
m
at m+1 t —2X(t—s) _a_ 1l _3a_3(+1) 1 _m-l+1 3 —3(m—I+2)
K(M\o(a) + e)t*" 2 e E sTaTss 4 8 €ig s €is s ds
to 1=0

t
< K(Xo(a) + e)ta“”;le/ o 2X(t—5) g g~ 2D g

= K(\o(a) +€)ta+m;1€[/ o 2X(t=s) g—a — 2 / —2x(t-s) ¢ _QWTSds]
to

mgext_l_t 4X 1>‘

ol

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim ¢+ 25 / ¢ 2X=9) | 105 D (g1 . ) (-, 8) | 2y ds = 0. (6.22)

t—o00 to

Podemos usar o mesmo raciocinio para o termo /117,

t

e 2x(t=s) ||e"’A(t_S)Dm+2W('a $) || L2(rs)ds
to

tOZ+ m+l

t
<K [ OID ) e s

to

t
< K(Xo(a) + e)tot2 / N

to

ol

¢
= K(\o(a) + e)t‘”mTJr1 {/ o= 2X(t=s) g—a =52 g +/ . 2X(t—s)s—a$_m2+2ds}
¢ t

0 2

< K(Ao(a) +¢€) (t‘“rm;l@—xt + t—§X—1> .
Novamente, temos que

¢
lim 2" / e 2= || VA=) D2y () || 2 msyds = 0. (6.23)

t—o00 to
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Por tdltimo, analisaremos o termo V. Para isso, vamos fixar 0 < A < 1.

Assim

t
Xt [ e )| A=) DIty ()| sy dis
to
t

< xttE [ eI D (- 8) | gy ds
to

t
< K(a,m+ 1)yt / e X0 (\o(@) + €)s™ "2 ds

to

= K(a,m+ 1)x(Ao(a) + e)t*+™2

At m+1 t m+1 |
% |:/ 6—2x(t—s)s oa— ds +/ 2x(t—s)8—a——d8

to At
1

< K(o,m+ 1)x(Ao(a) + )t ™2

At ¢ -
X [6_2’“(1_’\)/ sTOT  ds + (ML) O‘_H/ e~ X9 g
At 1

to
B - tfafmTi ()\t) ozf—l

<K 1\ ta+ 2xt(1—=X) 2 0

< Kam+ D0he) + x| 0

mt1 (1 — 672)05(17)‘)
el e e I
e ()|

Fazendo € — 0, t — oo e A — 1 (nessa ordem), obtemos

'm+ 1

t
1
lim sup xt** 2 / e XU AU DMty () || 2 msyds < §K(0z, m —+ 1) Ao(a).
t—o00 t
’ (6.24)

Pelas desigualdades (6.20), (6.21), (6.22), (6.23) e (6.24), temos que

m 1
limsupta+T+1||DmW(-,t)HLz(Rs) < iK(a,m + 1) Ao(a).

t—o00

para todo m > 0 inteiro.

Fazendo uma interpolagao semelhante a do Corolario 6.2, obtemos que

. ([ K(a,m+1 ™
frs(rsy < min (¥) Ao(@),

lim sup t**°% ||W( t)|

t—00 m>s 2

para todo s > 0 real.
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Caso 2D

As tnicas diferencas entre os casos 2D e 3D sao as estimativas do
apéndice C que sao utilizadas (uma vez que elas dependem da dimensao). No entanto

essas mudangas nao afetam a demonstracao, que segue analoga ao caso 3D. O

Em posse do Teorema 6.3, podemos enfraquecer a hipdtese de que
Ao(@) < 00 e obter uma versao mais forte do Teorema 6.1 e do préprio Teorema 6.3.

Mais precisamente, obtemos o importante resultado final abaixo
Teorema 6.4. Suponha que x > 0. Dado a > 0, se
tli)r?o sup t*||w(-, )| L2@n) < 00, (6.25)

entao para todo s > 0 real, temos que

lim sup 2 ||u(-, t)]
t

1S fsrny S gllirle(a,m)E lim sup t*{|w(-, )| L2(n)

t—o00

lim sup £+ |w(-, t)] Fra(rny <IN
t—o0 m>s

(K(a,;ﬂ—i— 1)

) lim sup t*{|w(-, )| L2 &n)-
t—o0

Demonstragdo. Se o < 1/2, pelo Teorema 3.2, temos que t*[|w(-, )| p2@@ny — 0.

Portanto, por (6.25), Ao(a) < oo e assim, pelo Coroldrio 6.2 e pelo Teorema 6.3,

temos que
lim sup t“*gHu(-,t)HHs(Rn) < min K (a,m)= limsup t*(|w(-, )| z2(gn
m>s

t—o0 t—o00

limsupto‘*%ﬂw(-,tﬂ fre(rey <MD
t—00 m>s

lim sup t*{|w(-, )| L2(&n)-
t—00

(K(a,ngr 1))2

Agora considere que a > 1/2, entao por (6.25), temos que

tY2]|u(-, t)|| 2y — 0. Assim, pelos Teoremas 3.2 e 6.3 obtemos

K(1/2 )\ ™
Uz ms >) tim sup (-, £) 2y = 0.

t—o00
(6.26)

limsupt%+%Hw(-,t)HHS(Rn) < min <

t—o0 m>s
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Assim se o < 1, entdao por (6.26), temos que t*||w(-,t)||L2mn) — 0.

Portanto, Ag(a) < oo, pelo Corolario 6.2 e pelo Teorema 6.3,

lim sup 2 ||u(-, t)]
t

fsRny S glirle(a,m)? lim sup t*{|w(-, )| z2(rn)
—00

t—o00

. K 1)\ ™
limsuptoﬁ%ﬂw(-,tﬂ Frs(rny < MiD (M) lim sup t*{|w(-, )| L2®n)-

t—o00 m>s 2 t—o00

Vamos fazer explicitamente mais um caso.

Se a > 1, temos que t|lu(-,t)| p2ny — 0. Por (6.26) e pelo Teorema

6.3, temos que

limsupt”%ﬂw(-,t)HHS(Rn) < K(1,s)limsup t||u(-, t)[| L2@n) = 0. (6.27)

t—o0 t—o00

Assim, se o < 3/2, por (6.27), temos que t*||w(-,t)||L2rn) — 0. Por-

tanto, A\g(a) < oo e pelo Coroldrio 6.2 e pelo Teorema 6.3,

limsup t*2 ||u(-, 1))
t—00

Fra(rny < N K (a, m)m lim sup t* (-, )|l L2 (rmy
m>s t—o00

e
_ . . (K(a,m+1)\"
llmsupto‘+#||w(-,t)| Frs(re) < D <¥) lim sup t*{|w(-, )| L2 ®n).
t—o0 m>s 2 t—o0
Se o > 3/2, repetimos este mesmo raciocinio. Em no maximo 2[a] + 1
casos, obtemos o resultado desejado. O
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Apéndice A O ESPACO DE SOBOLEV
HOMOGENEO H*

Nesta secao, daremos uma rapida nocao dos espacgos que aqui foram
considerados, a comegar pelo espaco de Lebesgue LP que é o espago "trivial”de
Sobolev que, como sabemos, é o espago das fungoes f tal que, [ |f[Pdz < oo, para
p € [1,00). No caso p = 00, a norma usada é a norma do sup, ou seja, ||u||p~ =
inf{C € RT : |f| < C} e amedida do conjunto {z : |f(z)| > C'} é nula. Para um
estudo mais construtivo e detalhado desses espagos e uma boa abordagem a respeito

da sua estrutura veja [1].

A partir dai, podemos introduzir os espagos de Sobolev W™P(Q) (que
também denotaremos ao longo de nosso texto por H™(2) quando p = 2), onde €
é um aberto em R", significando que a funcao que pertence a esse espaco e todas
as suas derivadas espaciais (fracas) de até ordem m pertencem a LP, onde m > 1

inteiro e 1 < p < oo. Tendo isso, introduziremos o espaco de Sobolev homogéneo

ar.

Definigdo A.1. Os espagos homogéneos de Sobolev W™P (similarmente H™) € o
espago das fungoes m vezes fracamente diferencidveis f tal que D*f € LP(QQ), em

outras palavras,

m 1/p
||f||wm,p(g)=< > /ﬂlDilDiQ--'Dz‘nf(w)de) < 0.

11,82, 500 =1

Podemos ainda generalizar esse conceito via transformada de Fourier.
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Defini¢ao A.2. Dado s > 0, denotaremos por H*(R™), o espaco das fungoes f, tais

1/2
11| e ey == (/Rn |§’23|f(£)\2d§> < 0,

onde f(f) ¢ a Transformada de Fourier abaizo,

que,

ulé) = (2%)_3/ e~ fu(x)dz.
Esses espacos homogéneos preservam boas propriedades de escala, o
que motiva seu estudo. Apresentaremos a seguir uma série de resultados que nos

auxiliarao para maior compreensao do texto.

Primeiramente, precisaremos das seguintes desigualdades elementares

de So-bolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG) para funcdes u € H*(R?) quaisquer:

oty 1D 0 (A1)

veja e.g. {[33], Proposition 2.4, p. 5}, ou { [31], Teorema 4.5.1, p. 52 }; e

| Du | 12 Il D2l (A.2)

L2 ]R3 — || L2 RS L2 R3

facilmente obtida usando a transformada de Fourier. De (A.1), (A.2), obtemos

Jall s | D0 ey 012 DU D ey (A3

Para demonstrar (A.3), basta notar que
[l 8) L) [ Du( ) [ 2y < [Tl )||2/2?R3 1Dl ) [| o s | D0l 5 )lli/fm
= [1D%u(,9) || 2 s ||u('=8)||i/;fR3)||Du(wS) 12 sy | D7l )Il;;/ﬂfg]
< 1D 5) gy [ 189 122, 1 Do) 1242 |
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No entanto, nosso objetivo é derivar desigualdades do tipo (A.3) para (u,w). Ob-

serve que, por definigao (veja 1.6, na introdugao), temos
[l sy < [[(w, W) Las), para 1< g < oo.

Com isso, por (A.1), obtemos

1/4 3/4
e ey < 11 (w, W) [ o | (D2, D*w) [

1/4 3/4
Wl oo sy < 11Cat, W) | sy || (D2, D*W) [
o que resulta
[[(w, W[ oo sy = max{||w| Lo sy, Wl Loors) }
< wl| oo sy + ([ W] oo (m3)

1/4 3/4
< 3| (. W) | oty | (D2, D*W) [l

ou seja,

4 4
1, W)l oo sy < 311 (wy W) | oy || (D, D*W) [ (A.4)

Analogamente, por (A.2), temos

D0y < I w) 12 (D2, Do) 12,
1/2 2 1/2
” DW HLQ(R:S — H ( ) HL2 RS) H ( U,D ) HLQ(]R3
Donde,
1/2
2 2
(D DW) |2y = (n Dul?, .+ Dw ||L2(R3))
1/2 2 2 1/2
<Dy D% [y < 3 W) 122, 1 (D D) 12
ou seja,
(D Dw) ey < 3] (s w) 12, | (PP, Dw) 12, (A5)
Similarente, no caso geral
||(Dmu, DmW)||L2 R3)
(A.6a)

S 3” (Dmil’u,, D 1 ) H1/2 ” (l)erlu7 Dm+1 ) ||1/2

L2(R3) L2(R3)
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(D', D'W) || 12 ()

< 3] (. w) 152, 1 (D™, D) |2, onde 0 = 1/m,

para 0 <[ < m. O que consequentemente nos fornece o lema a seguir.

Lema A.3.
1/2 1/2 2 2
< Ol ) 122, | (D D) 22 (D% D) |
H (’U/,W) HLoo R?’) H <D2u7 D2W) HLQ(RS)
1/2 1/2 3
< Of (u, W) 5 sy I (D, DW) [ o 1 (D U, DPW) || s
1/2 1/2 3 3
< Ol ) 122, | (D D) 22 (D D)
H (Du’ DW) HLOO(R3 H (DQU, Dzw) HLQ(RS)
<l faw) 1228, (D%, D) 2 (D, D)
3/4 2 1/4 5
<l ww) |9 (D%, D) 122 10 2w [,
e, para m>3,0</0<m—3:
1 (D0, D) o (072 D)
< Ol uw) | [ (D2, D) [ 752, [ (D7, D7 )|
- ? L2(R3 ’ LQ(RB) ) L2(]R3)7

Para algum C' > 0.
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Demonstragao. Defina z := (u,w), Dz = (Du,Dw) e assim por diante. Para

mostrar (A.7), observe que, por (A.4) e por (A.5), temos

1/4 3/4
12 iy | D2 gy < Bl12 | D2 o | D2l g
1/4 3/4
= 31zl o(a 1 D2 Fage | D210 I D22

1/4 3/4 1/4 1/4
< 3V/3 | oo 1 D72l ot 2 oy | D2 oy | Dz 112

= 3V3|ll gy | D2 o | Dl e
Vamos demonstrar agora (A.8). Por (A.4), (A.6) e (A.7),

1/2 1/2
12l] o (r) | D2 2y < 32| e oy | D2l oty | D2 ot

1/2 1/2 1/2 1/2
= 3120l /2 sy 2112 o | D2l 5t [| D2 |

L2(R3) L2(R3)
1/2 1/4 1/4 1/2 1/2
< 3\ 3V3 2|2 o 12l o | D2l o) | D22 ot [| D2 e
( ( )
1/2 1/4 1/4 1/4 1/4 1/2
< 3v3Y/ 33|21} /2 oy 121 Fotiesy | D21 Loty | D2l oty | D22 ooy | D2 ot

= 3VBY 3311212 gy 1 D2 e 121 oy | D2 o

< 3V3Y/3V3Y/3V3lal| foiga | D2l e | 021 Ly 2] Loy | D2 e

= 3v/3Y/3V3Y/3V3lIz] e | D2l Lot | D72 o | D2 (e

< 3V3V3Y/3v3Y/3V3ll2| (g | Dall e 1 D2 sy | D2 e | D2 e
= 27V/3||2| ot | D2l ooy | D2 2.

Vamos demonstrar agora (A.9). Analogamente, usando (A.5), (A.4) para Dz e
(A.6), obtemos

1/2 1/2
12| o 1) | D] 125y < 3| Dzl| oo sy |21 27y | D2 g

1/4 3/4 1/2 1/2
< 32| Da||b g || D32 Vot 12 1w || D22 1

L2(R3) L2(R3) L2(R3) L2(R3)
1/4 3/4 1/2 1/4 1/4
< 3V3)| Dzl faggoy | D2l ot 21| o | D22 ooy | D2 oy

1/2 1/2
= 33| Dzl ot 12| ot | D2 122,

L2(R3)
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Usando (A.1) para Dz, (A.5) e (A.6), temos que

1/2 1/2
1Dzl oo ) | D?2l| gy = || Dl| oo sy | D2 25y | D2 g

1/4 3/4 1/2 1/2
< 3] Dz faigsy | D2 ooy | D22 7y | D2 s

1/4 3/4 1/2 1/4 1/4
< 3V3|| Dzl o o) | D2l o | D22 ot | D2l o | D2 o
1/2 1/2
= 3V3|| D2} sty | Dz ot || D2 22

1/2 1/2 1/2 1/2
< 32V3)| D?2| oz | D2l g | D?2| o | D 2 o

= 32V3|| Dzl st oo | D2 | 12e | D 2| o

L(R3)

< 3°V/3v3|[2l| (as) | D2l oo | D2l 2 | D2 (e
1/4 1/4 1/2

< 3%z 2 ; R3)||D2Z||L/2(]R3 |1z ||L/2 R3) 1Dzl 2 ey

3/4 1/4
= 3%z Y {ge) | D2l o || D2 2 s,

o que conclui a prova de (A.10). Para verificar (A.11), procedemos da seguinte

maneira: usamos (A.4) para D?*z e (A.6), o que nos fornece,
| D%zl ey | D2l ) < 31 D22l oy | D2y | D2 2oy

1/4 3/4 1/2 1/2
< 32| D2 o 1 D2l g 121 ot 1D 2| g

1/4 1/2 5/4
= 32| D[}t us 12l o) | D 22|

L2(R3) L2(R3) L2(R3)
5/4
1/4 1/2 1/5 4/5
< B D% oy 2] s (3\1 10z | D2 e )

= 353/ |2]| o | D?2| o | D72 | o).
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Similarmente, no caso geral, dado m >3 e j = {0,1,...,m — 3}, obtemos

1D* 2| oo ey || D™ zmﬁmy<wD%W“mmD“%mﬁmHDWJﬂwRa

< 32||D€Z”1L/24R3 |’De+2z||i/24]g3 ||Z||212+11R3 |Dm+1Z||Z?ﬁa3)

1/4
§39/4<HZHLm+1 HDm+1ZHm+1 > HD£+2ZH3/4 HZ”erl HDm+lz”m+1

2(R3 L2(R3 LQ Rd L2 R3 L2 Rd)
3/4 m-j
=3l a1l s | D™ 2

9/4). (17 +2, 3(1-8) +2,
= 3"zl foms) 1Dz fogsy 1D HLst

m—3¢

><||Dm+1z||L’§(fl§3) ( 5 €10,1] a ser escolhido )
38

o/ m/4+3L+5/4 . ), m—t—1 1 L2 4 m—%e
T m+1 m m m m 1 m
< 3Mz)| s 1D HLz ' 3llz] oy 1D HLJE@) D™ 2| 5 sy -

Logo, devemos escolher ( tal que
3L+2 m— —E
4m+1 m+1 7
ie.,
+ 1
=————€(0,1).
P —i— 3/2 €1
O que implica,
¢ ¢ G 0+2 1
| D 2| oo ey || D™ 2| r2rey < K (0|2 (s [ D z|y§;2R3 D™ 2| 2y,
onde y y
P +1 : +1
K(0) = 313" Frai = 3V et
O que conclui a demonstragao. m

Em dimensao n = 2, as desigualdades apresentadas no lema acima

ficam mais simples.

Lema A.4.

H z HLoo RQ H DZ HLQ RQ) — CH 4 HLQ RQ H D2Z HLQ(RQ <A13)
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121 o oy | D21 o o) < Cll 2o o) | D2 ] o e (A.14)
L= (R L2(R2) L2(R L2(R?)
e, para m>2,0</0<m—2:
para algum C' > 0.
Demonstracao. As desigualdades acima podem ser obtidas a partir de
1/2 1/2
12l] oo 2y < 2] 27y | D2 e (A.17)
e
102 gy < 120102, 1 D722 (A18)
O

Outra desigualdade (conhecida) de Gagliardo-Nirenberg que serd ne-
cessaria é:
1/4 3/4
Iz, )llzacee) < Kl Dl oy | D2, )17 (A.19)

LQ R& L2 ]Rd) I

para algum K > 0.
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Apéndice B  FERRAMENTAS DE ANALISE

Faremos aqui, uma pequena reuniao de resultados em analise que sao
lteis para que o leitor tenha um melhor entendimento acerca do que esta sendo

desenvolvido no texto.

Lema B.1. Se f € LP(F), para 1 < p < 00, entdo dado € > 0, existe um conjunto

K C E, com |K| < oo, tal que

[ llzrzy < 1 fllzr) +€

Lema B.2. Se f € LP(E), para 1 < p < 00, entao dado € > 0, existe § > 0 tal que
se HC FE e

u<H><6:»/H|f|pdu<e

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que existem conjuntos E,, C F e € > 0 tal
que

1
w(En) < 5. e / |fPdp > e,
DI .

para todo n € N. Seja F, = |, Ex. Logo, F,41 C F,, para todon € N e

u(Ey,) < Qn%l, com fF |f|Pdu > €. Portanto, temos que,
w(N,Fy) =limu(F,) =0

e, como a integral é uma medida,

e<tim [ |frau= [ \pdu=0
" JF, NnFrn

Absurdo. O]

Lema B.3. Se f € LP(R™) N L>®(R"™) para algum 1 < p < oo, entao f € LI(R"™),
para cada p < q < o0, e, ainda,

_p
q

P 1
[l za@ry < AN 2oy 1 1l oo ey
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Lema B.4. Se f € L'(R") e g € LP(R") para algum 1 < p < oo, entdo f * g €
LP(R™) e, além disso,

f *g”LP(Rn) < ”f”Ll(R")”g”LP(R”)

Lema B.5. Sendo f € L*(R™) N H*(R™), para s; > 0, entio, temos que f €

H5(R™), para cada 0 < s < s1, com

/]

HS(]R" < ||f||L2 R”)HfHHSl(]Rn
Para maiores detalhes sobre essas normas, veja Apéndice A.

Demonstracao. De fato, basta notar que, pela desigualdade de Holder, para

I<p,g< oo

LF113

by = [ NEIR@R = [ IR @) g

< ( [ \f<§>|2d5> q ( /[ \s|25p|f<s>\2ds) :

2sp = 251

logo, devemos ter,

O que implica que,

/]

H‘S(R" < HfHL2 HSI(R"

O
As demonstracoes dos lemas aqui omitidos podem ser encontradas em
[11], com excegao do lema B.2. Vale, ainda o caso mais geral:

Lema B.6. Sendo f € H*(R") N H*(R"), para sy,s, > 0, entio, temos f €

H*(R™), para cada s, < s < Sq, com
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/]

onde0<0<1,el=0L+(1-0)L
S S1 59

Hs(R™) Hsl (R™) Hf| HS*Z(RTL)

Demonstracao. Observe que, pela desigualdade de Holder, para 1 < p, g < oo, temos

que

ey = [ 6P ORdE = [l F@IRF €)1

g(RJWMv<|&)(/Wa““WﬂMdQ

logo, deve-se ter Ops = s1 e (1 — 6)gs = sy, 0 que implica que,

/]

comOﬁHSl,e%z@i%—(l—@)i O

52

HS(R" < ||f||H31 Rn ||f||HS2(R"

Lema B.7. Dada f € L*(R"™), com D"f € L*(R"), entao f € L®(R"), com

1 1
[f[peery < K ()| I 2o @y 10" F Nl 22 geny

A demonstracdo do lema acima encontra-se em [8]. Na verdade, este

resultado é um caso particular da seguinte desigualdade geral:

Seja s >n/2. Se fe H*(R"), entdio

[ llzee@n) < K(n,s)

HS(R”

onde o valor optimal de K (n,s) é dado por
1

ven -t {3} (R} G5 )

Para a demostracao da desigualdade acima, veja [29].

N[
/_/H
wn
E.
t\al:l —
w s w|>|
® |3
S~—
——
|
Nl
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Lema B.8. Sejam f € C°([ty, T]) e w € L ([ty, T]), com f >0 ew >0 tal que
t
fO <A+ [ wls)pes
to
para todo t € [ty, T). Entado,
f(t) < Aeftto w(s)ds7

onde A € uma constante positiva.

Demonstracao. Note que,

f(@)

: <1
A+ [, w(s)f(s)ds

definindo U(t) = A+ ft'; w(s) f(s)ds, temos que
!/
Y < us)

U

donde, integrando de ty a t, segue o resultado.
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Apéndice C EQUACAO DO CALOR:
PROPRIEDADES DO HEAT
KERNEL

Nesta se¢ao, o objetivo é provar algumas propriedades conhecidas da
solucao da equacao do calor usando as técnicas desenvolvidas em [17] e [18] para nos

motivarmos a atacar sistemas mais complicados.

Considere o problema,

w=Au, t>0 zeR"

u(-,0) = ug € L2(R")

Entao segue o seguinte resultado:

Teorema C.1 (Propriedade de Leray para a equacdo do Calor). Dada u(z,t)

solugdo do problema (x), entdo

lim [lu(-, )| 2 gny =0

t—o00

Provaremos o resultado acima de duas maneiras diferentes, a primeira
usando Transformada de Fourier e a segunda usando as técnicas desenvolvidas no
presente texto. Posteriormente, compararemos os dois argumentos, explicitando

quais as vantagens e desvantagens de cada um.

Demonstracao. Primeiro argumento:
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A maneira mais conhecida de provar esse resultado é usando Transfor-

mada de Fourier. Portanto, seja t a transformada de Fourier, definida abaixo,
a(6) = (2n) [ e Cua)d,
onde 1 = y/—1.

Aplicando a transformada de Fourier no problema (%), obtemos,

ﬁt(f? t) = _’6‘211(67 t)

Resolvendo o problema acima, obtemos que,

(€, t) = e g (g)

Sabe-se, pelo Teorema de Plancherel, que ||u(z, t)Hig(Rn) = [ja(¢,t) HiQ(Rn)
Logo
(@, ) 2gany = 18 )2 = /R (. 0Pde = | e o(§)Pds (C1)

Temos que, pelo o lema B.2 dado € > 0, existe § > 0 tal que

| P <
l§1<d

Note que, e 2t < 1. para todo ¢ > 0. Observe, também, que dado € > 0, existe

to(e) > 0, a saber,

1

2luall? . 252
%:m(Hdbm) |
€

tal que para todo t > ty(€), temos

6_252t||u0||2LQ(R”) <

DO ™

Portanto, dado € > 0, existe 0 > 0 e ty > 0, como definido acima, tal que, para todo

t > g, temos
/ e~ 26 iy (¢) [2de =
€ € €

~ _952 N _ 9582
/ Lo (§)[Pd€ +e7* t/ [o(&)[PdE < 5 + e 2 |uol[fa@ny < 5 + 5 =€
1453 ) 2 2 2

€2£|2t|ﬁ0(§)|2d§+/ e g (€)Pde <

€< §1>6
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O que implica, por C.1, que
lim [lu(-, ) > @ny = 0.

t—o0

Assim, obtemos o resultado desejado. [

Uma consequéncia interessante deste argumento € a seguinte afirmacao:

Afirmacgao C.2. Dado T > 0 suficientemente grande e dado 0 < X\ < 1, ewiste

uy € L*(R"), com ol fo(mny = 1 tal que
u(z, T) || L2mny > A

Nota. Observe que, a afirmacao acima diz, em outras palavras que, a norma L? da

solucao equacao decresce arbitrariamente lenta ao logo do tempo t.

Demonstracao. Para construir tal funcao, faremos via Transformada de Fourier.

Definimos, entao, a seguinte fungao,

A c(rin), [l <7
u(§) =
0, [Ef>r
Onde,
c(r,n) = TTZZ) , com w, = %
n 2

[' é a famosa funcao Gamma de Euler. Entao, seguindo os moldes do

argumento anterior, por Plancherel novamente, temos,

(2, T2 geny = 1806 )l z2zn)

= [ e P = e [ (P = ¥,
g]<r

|El<r

pois dado 0 < A < 1 fixo, existe r > 0 tal que e T > A, consequentemente, isso

mostra a existéncia da ug. O
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Portanto uma consequéncia imediata desse argumento, em outras pa-
lavras, é que nao podemos dizer o quao rapido ||ul| 2gn) vai a zero.

Segundo argumento:

Faremos, agora, outra técnica para demonstrar o teorema C.1 e depois
discutiremos as consequéncias imediatas que tal argumento implicara. Para isso, é

necessario o uso do lema a seguir.

Lema C.3. Dada u(-,t) solugao do problema (%), com uy € L}(R") e 1 < p < o0
entao, temos:
_ne_1
(-, )o@y < Kn(p) 00 11 gyt ™2
Demonstragao. O resultado é trivial para p = 1, basta usar a desigualdade de Young

para a convolucao provada no lema B.4. Faremos, agora, para p = co. Note que,

1

1 —lz—y|?
'“(x’t)‘§<4m>z/ L6 Ty < o ol

Logo,

1
[u(, )] oo mny < RHUOHLl(Rn)t

_n
2

Usando uma simples interpolagao, provada no lema B.3, obtemos o resultado dese-

jado. O]

Demonstracao. Agora, defina,

Up, ‘iL" > Re
vo(z) =
0, lz| < R,
e, similarmente,
0, |z| > R,
wo(z) =
Uy, ‘l’| S Re

para um certo R, > 0

Note que,

UOZVQ+W0
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e, por ug € L*(R"), temos wo € L*(R™) N L'(R™), pois’

Wn,
HWOHLl(]Rn) :/ ‘Wo‘dx—l—/ ’W()’dl'g /‘Wo‘2d$+—R€
[w|>1 [wo|<1 n

Observe que, pelo lema B.2, temos que dado ¢ > 0, existe R. > 0

suficientemente grande tal que,

2

2 o 2 €
Mol = [ toafde < | 5

Sabemos que vy e Wy, estao em L% mas wy € L'(R"), entdo pelo lema C.3, temos,

n
4

HeAtWOHLQ(Rn) S Kn(2) HWOHLI(R”)t

Logo, dado € > 0, existe to(e) > 0, tal que [|e*wolr2®n) < 5. O que
implica que, para t > ty(€)
€ €
le®ugll 2@y < lle*vollL2@n)+lle Woll 2@y < IVoll L2+ Woll 2@y < §+§ =e
O que conclui a demonstracao do teorema C.1 usando o outro argumento. O

Note que, usamos a linearidade da equacao do calor para fechar a prova
do teorema C.1 neste ultimo argumento, mas isso nao nos impede de atacar equagoes
nao lineares, como serda mostrado posteriormente. Além disso, usamos que se u
satisfaz (), entdao |[u|r» < ||ugl|ze, para cada? 1 < p < oo, basta usar o lema B.4

para ver isso.

Observe que no primeiro argumento, usamos a identidade de Planche-
rel, que funciona somente para p = 2, agora temos o seguinte resultado como con-

sequéncia imediata de nosso segundo argumento:

INa verdade, isso vale, ndo somente para a funcio wq definida acima, mas também, em geral,
para qualquer fungdo wg com suporte compacto.
2Supondo, é claro, que ug € LP
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Corolario C.4. Dada u(z,t) solugdo do problema (%), com ug € LP(R™), entdo

lim Hu('7t>HLP(Rn) =0,

t—o00

para 1 < p < 0.

Demonstragao. Basta usar o segundo argumento usado para demonstrar o teorema

C.1 para 1 < p < co. O argumento segue analogamente. O]

Provaremos agora a propriedade de Leray do problema (x), para a
norma

|lu(z,t)|| oo mny. Antes, precisaremos demonstrar o seguinte lema,

Lema C.5. Se u(z, 1) satisfoz o problema (x), com uol| € LP(R"), ento,
e, ey < Bo() ooyt~

Demonstracao. Basta, notar que

_n lz—y|? 1
R A LS

Desig. de Holder

||u0||LP(R”)

Logo, em particular,

(-, )] oo mry < ||| zr@ny = f(n(p)HuoHLp(Rn)t_%

1
(47t) 2
[l

Na verdade, serd 1til lembrarmos a seguinte estimativa mais geral (bem

conhecida):
| D2 [270] gy < KCmom) [0 gy (27)

para todo 7 > 0, e quaisquer o (multi-indice), 1 < r < 2, u € L"(R") considerados,
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n > 1 arbitrério, e onde m = |o]. (Para uma derivagao de (C.2), ver e.g. [19, 21, 11].)

Com isso, podemos facilmente provar o seguinte resultado,
Teorema C.6. Dada u solu¢ao do problema (x), entao, temos que
Jim 3¢ up| oy = 0
Demonstracao. Pelo o lema C.5, temos que
[u(z, t)|| ey < K (n, 2)|[ 0o 2genyt™

Logo,

K (n,2)]|e®2up]| 2 (@nyt

(]
M:| =

le22 [e22 ug) || oo ny <

Portanto,

n N 1 - t
t1 ||€A2[€A2u0]||Loo(Rn) < 2—%}((”, 2)||6A2u0||L2(Rn)

O que implica, ao t — oo, pelo teorema C.1, que

|€A ‘GA% A

lim ¢ 22 ug]|| oo () = 0

t . n
t—00 t—o00

Corolario C.7. Dada u(-,t) solugio do problema (x), temos que

3 %_QA . ny —
lim #3720 Ju(e, £)] Lo gen) = 0,

para todo 2 < q < 00.

Demonstracao. Basta notar que, pelo lema B.3,

2
0 q

1—
2 2
llal, Ol oy < a0 g (tl" ||u('at)||L°°(Rn)>
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Pelo Teorema C.6 e o Teorema C.1, devemos ter,

Yy n
1-2 4
q
Logo,
noon
1= 4 2q
Observe que, aqui hd uma melhora do Corolario C.4 . O

Agora proveremos o que chamamos de Problema completo de Leray,

para a equacao do calor, i.e.,

t2 (-, 1)l

mo@n) — 0,
para qualquer s > 0. Antes, teremos que provar alguns resultados preliminares.
Proposicao C.8. Dada u(-,t) solug¢io de (), vale a igualdade de energia:
2 ! 2 2
a2 @y + 2/ [Da(, )|z gnyd = [l to)l[ 12 (g
to

para 0 < tg < t.

Demonstragao. Observe que o problema (x) esté definido em R™, entao, para obter-
mos a igualdade acima, ao integrarmos por partes, a funcao deve ”decair rapido no

infinito”. Para formalizarmos este raciocinio, introduziremos uma funcao auxiliar

de corte,
TR E e
0, |z > R
para R,e > 0

Multiplicando a equagao do calor em (*) por 2ulg, temos que

2uu (g = 2uAu(py,
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como 2uu; = %(u2), ao integrarmos de ty a t e em R”, obtemos, pelo Teorema

Fundamental do Célculo e pelo Teorema de Fubini®, que

t
/ uQ(',t)ngx:// QuAungq:dT—l—/ u?(+, to)Cpdr
lz|<R to J|z|<R |x|<R

Fazendo integracao por partes no primeiro termo do lado direito da equacao acima,

como (g se anula em |z| = R,

2(. d t Du(-, 7)|*Cpdxdr =
/|x<R“ ()G HQ/tO /|| u(e,7)*Cndadr
¢
—// <D<R,Du2(-,7')>dl’d7'+/ u2(-,t0)§Rdx
to J|z|<R |z|<R

Integrando por partes, novamente, temos que

t
/ u2(.,t)ng:c+2// \Du(-, 7)[2Cpdadr —
lz|<R to J|z|<R

t A — . 2¢.
/to e Cru? (-, 7)dwdr / /:cl . (DCR, 1) (’T)dadT+L<Ru (-, to)Crdx
(C.3)

ou seja,

t
/ u’(-, t)Crde + 2/ / |Du(-, 7)|*Cpdadr =
|z|<R lz|<R
ACru? (-, 7)dxdT + e/ / _em\/ T)dodt
/ /|m|<R " |z|=R 1+ R2

/ (-, t9)Cnda,
lz|<R

pois 71 = % Nossa intencao ¢ fazer R — oo, no entanto, temos que analisar se o
termo de fronteira nao ird divergir. Observe que, ug € L?(R") = u(-,t) € L*(R"),

basta usar o lema B.4.

3Para maiores detalhes dos teoremas clssicos de teoria da integracdo, como os teoremas de
Fubini, convergéncia dominada de Lebesgue, convergéncia monétona e outros, veja [1]
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Logo,

t
// w’drdr < oo
to n

Portanto, escrevendo em coordenadas polares e usando o Teorema de Fubini,

t t 00
// uzda:'dT:// / u’do(z)drdr =
to JR"” to JO |z|=r
00 t
= / / / u’do(x)drdr < oo
0 to J|z|=r

[ u%(x)m] o

Entao, existe uma subsequéncia Ry, tal que

R}ciinoo [ /t: /x o qua(a:)dT] =0 (C.4)

Logo,

lim inf
r—00

Como,

/ e~ VIt s ——su’ (-, 7)dodr < e/ / T)dodr (C.5)
lz|=R 1+ R | = R

Portanto, fazendo Ry — oo em C.3, usando o Teorema da Convergéncia
Dominada no primeiro e iltimo termo de C.3, usando C.4 e C.5 no termo de fronteira
de C.3 e, finalmente, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona nos dois termos

restantes de C.3, temos

t
/ o /1+|$‘2u2(',t)dl' + 2/ / 6—6\/1+|$‘2|Du(,77—)|2d$d7— =
n to "
t
/ / A(e‘“/”x'Q)uQ(',T)d»”?dT+/ e~ VI 2 (. to)da
to " "

Como,

[w?Aem VIR < eu?,
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supondo 0 < € < 1, sem perda de generalidade. Entao, tomando ¢ — 0, usando o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue no termo que contém o laplaci-
ano da igualdade acima e usando o Teorema da Convergéncia Mond6tona no termos

restantes, obtemos:

t
2 2 2
a(, Ol z2@n + 2/ [Du(-, )| 72@mdm = [lul to) [l 72@n
to

Corolario C.9. Vale, também, as igualdades,

t t
2
(t—to)IIDU(wt)lliz(Rn)+2/ (T_t0>||D2u('7T>HL2(R”)dT:/ IDu(:, 7)72gmdr
to

to

t
2
(t — to)*[ID*u(-, )| 72 (any + 2/ (1 —to)*|| D*u(-, T p2@ndr

to

t
2
= [ (7= tID*ul 7)o

to
E assim, sucessivamente,

t
m m m m 2
(t —to)™| D u(-i)”%%R")JrQ/(T—tO) ID™ a7l 2 gy A

to

t
= [ =t D ey

to

para m > 1 inteiro.

Demonstragdo. Vamos introduzir, novamente, uma funcio de corte. Seja ¢ € C*(R")

tal que,
1, x| <1
((z) = q ®(z), 1<|z] <2,
0, |z| > 2

onde ® : R* — R é uma funcao qualquer, obviamente, de classe C2. Agora, defina:

CR:C<%)7
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para R > 0.

Derivando a equagao do problema () com relagao a z;, i.e., aplicando

o operador D; e multiplicando por 2(t — ty)(grD;u, temos
Q(t — to)CRDiU.(Dill)t = 2(t — to)CRDﬂJ.A(DlU)
Integrando em [tg, ] x R™, temos

t B . ) . i | |
A:|<2R /to (1 — to)Cr(Dyu)? drdx /|a:|<23/ 21 — to)CpDuA(Dyu)drdz

to

Integrando por partes no lado esquerdo, a expressao acima fica,

(t—to) L<2R CR(DZU({L‘,t»QdI = \/:B|<2R /to 2(T—t0)CRDluA(DZu)dex

¢
+/ Cr(Diu(z, 7))*drdx
|z|<2R Jto
Agora, integrando por partes em R”, no primeiro termo do lado direito, temos
(t — to) / Ca(Dsu(e, £)dz = — / (Ve V(D)) da
|z|<2R |z|<2R

_ / 2¢a|V (D) Pz + / 2w DV (Dyn)do ()
|z|<2R

|z|=2R

J

~~
=0

+/| Cr(Diu(z, 7))*drd

[L’|<2R to
Integrando por partes, novamente, em R"™ no primeiro termo do lado direito da

equacao acima, temos

(t— ) / PR / 2|V (Do) Pda

|z|<2R
:/ ACR(Diu)de—/ (VCr, 1) (Dyu)’do () (C.6)
a]<2F jal=2R
_|_/ CR(Diu(x,T))Qdea:
|z|<2R Jto

107



Observe que, V(g = 0, para todo |z| > 2R. Sabe-se que, em particular, (r € C?,

logo,

= lim VCRZO

|z|—2R+

V(r

|z|=2R

Portanto, a equacao C.6, fica,

— 1o r(Dsu(z, 1)) dx 20|V (D;u)|*dx
(t ”/M“ (x.1)) +Ll<2R<| (Do) -

t

[ agowrass [ Dty
|z|<2R

|x\<2R to

Note que, como ¢ € C?, o laplaciano de ¢, atinge o méximo em |z| < 2R.

Portanto,

M
|ACR(Dyu)?| < ﬁ|Diu|2,
em |r| < 2R. Onde M > 0 é o maximo de A(. Além disso, pela proposigao C.8,
/ |Dsuldz < oo

Logo, ao R — oo, podemos usar o teorema da convergéncia dominada no primeiro
termo do lado direito da equacao C.7, no primeiro termo do lado esquerdo e no
ultimo termo do lado direito( usando a proposicao C.8) e convergéncia mondtona

no termo restante, a equagao se torna, somando em ¢,

t t
2 2
(= DR Dy +2 [ (7 = D0 Py = [ D7) g
to to

Para demonstrar as igualdades seguintes, basta aplicar o operador

em ambos o lados na equagao do calor definida no problema (%) e usar o mesmo

tipo de argumento feito anteriormente. Fazendo de forma indutiva, i.e., aplicado o

operador
2<R(t — to)mDilDig e DimUDilDiQ Ce Dzm
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em ambos os lados da equagao do calor definida no problema (*) e usando os mesmos
argumentos feitos acima, concluimos a demonstracao, para m > 1 inteiro. O
Tendo isso, ¢é facil obter o seguinte resultado:
Teorema C.10. Dada u(-,t) solugio do problema (%), entdo, vale que
hm t% ||DmU(, t) ||L2(Rn) = 0,
t—o0

Em outras palavras,
Jim £ {[u(, )| ey = 0,

para m > 0 inteiro.

Demonstracao. Pelo teorema C.1, dado € > 0, existe t5 > 0, tal que,
a, £l L2gny <,

para todo t > ty. Portanto, pela proposicao C.8, temos

t 62
to

Pelo corolario C.9, obtemos o seguinte

[\

2 t—to 2 €
(t — to) [ Du(, )32y = t( ; ) |Du( )l ey < 5

Logo,

2 t 62
t[Du(-, )| 72 ny < w2

Observe que (ﬁ) < 2, para t > 2t,.

1

t2|[Du(-, )| pogny < €
O que prova o Teorema, para m = 1

Por C.8 e pelo corolario C.9, temos

2

t
2 €
| = 0 ey <

to
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Usando a segunda equacgao do corolario C.9, temos

2

2
t—to €
) 1D%u(, ) ey < 5

t

(t — to)*[| D*u (-, £)]|72(@n) = tQ(

Portanto, como (ﬁ)2 < 2, para t > /2t,
tlD*u(-, 1) p2ny < €

O que prova o Teorema, para m = 2. Repetindo o argumento sucessivamente de
forma andloga, obtemos o resultado desejado, para m > 1 inteiro. O resultado para

m = 0 foi demonstrado no teorema C.1. O

Usando o lema de interpolagao B.5 temos o seguinte resultado:
Corolario C.11. Para qualquer s > 0 temos que

t%Hu(at)HHg(Rn) — 0, aot — o0

Demonstracao. Dado € > 0, tome s > 0 arbitrario. Entao, para qualquer m > s,

existe t, tal que, pelo Teorema C.1,
15
[, )15, < Ve,

para todo t > t,. Além disso, pelo Teorema C.10, existe t,,, tal que, para todo

t > Th

m
s

t2 [, )] g geny < (\/€> :

logo, usando o lema B.5, para t > max{t,,t..} e 7 > 0(a ser escolhido), temos,

t'[u(-,t)]

1—=5 s
oy < OG5 0 )

u(-,t>|er> D < Vevi=e

1-= m
< JJu(, t)Hm(ﬁén) (t7 s

se 77 = %, portanto, 7 = 3, para qualquer s > 0. [
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Observe que usando a desigualdade de Sobolev do lema B.7, temos o

seguinte resultado:

Corolario C.12. Dada u solugdo de (x), temos

m n

t2T1|| D™u(-, t)|| peewny = 0 a0 t — o0,

para qualquer m > 0 inteiro.

Demonstracao. Basta notar que pelo lema B.7,

D™ ) [y < (K () D™, ) [ 20 | D™ 0, )| ey

Pelo teorema C.10, 2y = 3 + %, o que implica,

+

_m
7T

n
4

O que encerra a discussao desse tema para a equacao do calor.
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Apéndice D O PROJETOR DE HELMHOLTZ

Lema D.1. [10, III, p. 104] Seja f = (f1, f2y s fn) € LYR™) comn > 2, 1 <

q < oo. Entao existem p € L] (R™) com Vp € LY(R") e fo € LL(R™), unicamente

loc

determinados, tais que

f=/Jo+Vp

| follLan) + (VD Lagny < C| f| Lagrn)

Definigao D.2. Seja f € LU(R™), considere a decomposicao f = fo + Vp como
no lema (D.1), definimos o Projetor de Helmholtz P, : LY(R™) — L4(R™) como
Pulf] := fo. Py € linear, limitado e idempotente (Rudin 1973, §5.15(d)).

Teorema D.3. Seja 1 < g9 < 0 el < ¢ < c0. Sendo u € L®(R"™), com
Dju € Lt (R"). Entio D;Pylu] € LU (R") e

DjPh [’U,] = Ph [D]’U,]

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao deste Teorema em trés partes. Pri-
meiro vamos supor que u € C§°(R™), provado este caso, vamos supor que u tem

suporte compacto, e finalmente vamos provar para o caso geral u € L% (R™).
Caso I: u € C§°(R™).

Seja 1 < 5 < n, usando as propriedades do Projetor de Helmholtz,

existem p e ¢ tais que

u = Pplu] + Vp (D.1)
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Dju = Ph[Dj'U,] + Vq. (DQ)

Derivando (D.1), temos que

Aplicando o divergente nas equagoes (D.2) e (D.3), e subtraindo (D.2)
de (D.3), obtemos que
ADjp = Aq = A[(Djp) —q] = 0. (D.4)

Como (D;p)—q é harmonica e limitada, temos pelo Teorema de Liouville
que

(D;p) —q =0, isto é, D;p = ¢q. Subtraindo (D.2) de (D.3), temos que

]P)h{Dj’U,] = Dj]Ph [u] .

Caso II: supp uw C Bg.
Seja f € C§°, f >0 tal que

flz)de =1

Rn

Dado € > 0, defina

be := fexu, onde fo(x)= e’”f(%)
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Temos que ¢ — u ao € — 0 em L%(R"), portanto ¢ — u em D'(R™).

Além disso, Dj¢. = fe* Dju — Dju ao € — 0 em L?(R") de modo
que D;¢ — Dju em D'(R").

Como o Projetor de Helmholtz é continuo, vale que

Pu[oc] — Pplu] em L*(R™)

e portanto

D;Py[¢] — D;Py[u] em D'(R").

Temos também que

Ph[ngbE] —)Ph[Dj’U,] em D/<Rn)
Como Py[D;¢] = D;Pyloe] (ja que ¢ € C3°(R™)), pela unicidade do
limite que
DjIP’h[u] = Ph[Dju].

Caso III: uw € LO(R™).

Seja f € C°(R™) tal que f é nao crescente, f(0) =1 e f(1) = 0. Seja

fr definida por
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1, lz| < R

fr(®) =14 f(|lz| = R), R<|z|<R+1

0, lz| > R+ 1
\

Observe que ufrp — u em L®(R") ao R — oco. Como P, é continuo,

vale que D;Pp[ufr] — D;Py[u] em D'(R"). Temos também, pelo caso II, que

P,[Dj(ufr)] = D;Pylu] em D'(R"). (D.5)

Por outro lado

Dj(ufr) = (D;fr)u + frD;u,

lim (D, frp)u =0 em L%™(R")
R—o0

]%ElgofRDju:Dju em L%(R").

Note que D;(ufr) = (D;fr)u+ frD;ju, (D;fr)u € L°(R") e frD;u €
L#(R™). Temos por Holder, que se ¢y < ¢1, entao frD;u € L®(R") e se qo > a1,
entdao (D;fr)u € L*(R"), de modo que exite r (1 = gy ou r= ¢;) tal que D;(ufr) €
L™ (R™).

Como P, é continuo, temos que
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Aim By [Dj(ufr)] = lim Py[(Djfr)ul+ lim Py[frDju] = 0+Fy[Dju] em L'(R")
(D.6)

Pelas equagoes (D.5) e (D.6), e pela unicidade do limite,concluimos que

DjPh ['Ll,] = ]Ph [D]’U,] .

]

Coroldrio D.4. Seja 1 < g9 < o0 el < ¢ < 0. Sendo u € L®(R™), com
Dju € L®(R"). Entdo

A]P)h [u] = IP’h[Au]
Demonstracao. Basta aplicar o teorema (D.3) duas vezes.

AIP’h['u,] = 23: Dij]P)h[’U,] = i:D]]P)h[D]U] = i:]P)h[D]DJ’U,] = Ph[z?): Dij’U,]

J=1 J=1 J=1

[

Teorema D.5. Seja u € LY(R"), 1 < ¢ < co. Entao

Py [e"2u] = e"APyul

Demonstracao. Defina v e w como
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v(-,t) = e"Ay

w(-,t) == "> Pyu.

v e w satisfazem, respectivamente, as seguintes equagoes do calor

vy = vAv, v(-,t) € C°([0,00), LY(R™))

v(+,0) = u,

w; = vAw, w(-,t) € C°([0, 00), LI(R™)) (D.7)
w(-,0) = Ppu.

Vamos mostrar que w(-,t) = Pylv(-,t)]. Nossa estratégia serd mostrar

que Pp[v(+,t)] é solugao de (D.7) e que (D.7) tem solugao tnica.

Definindo z(-,t) := Py[v(+, )], como v(-,t) € C°([0,0), L4{(R"™)) e P}, :
LY(R"™) — LZ(R") é continuo, segue que z(-,t) € C°([0,0), L4(R™)) e, em particular,
2(+,t) = Ppu em LI(R™) ao t — 0.

Como v é solucao de uma equacao do calor com condicao inicial em

Li(R™), vale que Dv € LI(R™). Pelo Corolério (D.4), temos que APy [v] = P,[Av].

Por outro lado

o2 t+h) — z2(-t
24 8) = Bafon- ) ey = i TR =Dy
h—0 La(Rn)
- lim]P’h{U(’tJrh)_U( H —vt(~,t)}
h—0 h La(R™)
= Ph[lim (’t+h)_v(’t>—vt(wt)}
h—0 h La(R")




De modo que z; = Py[vy]. Portanto

Az = APy [v] = PylAv] = Pplvy] = 2.

z entao satisfaz a equagao (D.7).
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