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RESUMO

Este trabalho apresenta solucdes para o problema de sincronizagao de sistemas Lur’e
mestre-escravo através de uma lei de controle. Inicialmente, o caso de sistemas em tempo
discreto é formulado com um controle saturante. Em seguida, no caso de sistemas em
tempo continuo, considera-se um controle a partir de dados amostrados (sampled-data
control). A sincronizacdo € abordada como um problema de estabilizacdo do erro entre
os estados dos sistemas mestre e escravo, € o controle projetado através de um problema
de otimizacao.

No caso de sistemas em tempo discreto, a partir de uma fun¢do de Lyapunov quadra-
tica e condi¢des de setor, desigualdades matriciais lineares (LMI) sdo obtidas com o obje-
tivo de garantir que a diferenca entre os estados mestre e escravo convirja assintoticamente
para zero na ocorréncia da saturacio do sinal de controle. Condi¢des de estabilidade se-
guindo uma modelagem por funcdes zona-morta também sao obtidas, no caso particular
onde a ndo linearidade Lur’e € descrita por uma funcao linear por partes. Um problema
de otimizagdo para o projeto do controlador € proposto com o objetivo de maximizar um
conjunto de erros iniciais admissiveis, para os quais a sincronizagdo € garantida.

Na abordagem via controle amostrado s@o considerados uma fun¢do de Lyapunov
do tipo Lur’e e um funcional looped para a obtencdo de condi¢des LMI que garantam
a sincronizacdo de sistemas mestre-escravo sempre que o intervalo entre duas amostras
respeitar um determinado limite. Um problema de otimizagdo que visa maximizar o in-
tervalo admissivel entre duas amostras consecutivas é apresentado. Os resultados das
metodologias propostas sdo avaliados através de exemplos numéricos.

Palavras-chave: Sincronizacao, saturacao do atuador, controle amostrado, amostra-
gem aperiodica, sistemas Lur’e, funcional looped, LMI.






ABSTRACT

This work presents solutions to the synchronization problem of master-slave Lur’e
systems via a control law. Initially, the discrete-time systems case is formulated under
a saturating control. Then, in the continuous-time systems case, a sampled-data control
is considered. Synchronization is addressed as a problem of stabilization of the error
between the states of the master and slave systems and the control is designed via an
optimization problem.

In the discrete-time systems case, from a quadratic Lyapunov function and sector
conditions, linear matrix inequalities (LMI) are derived with the objective of ensuring
that the difference between the master and slave states converges asymptotically to zero
under the saturation of the control signal. Stability conditions based on a dead zone
function modeling are also obtained, in the particular case where the Lur’e nonlinearity
is described by a piecewise-linear function. An optimization problem for the controller
design is proposed in order to maximize a set of admissible initial errors for which the
synchronization is guaranteed.

In the sampled-data control approach, a Lur’e-type Lyapunov function and a looped-
functional are considered to derive LMI conditions that guarantee the synchronization of
master-slave systems whenever the interval between two samples respects some bounds.
An optimization problem that aims to maximize the allowable interval between two con-
secutive samples is presented. The results of the proposed methodologies are evaluated
with numerical examples.

Keywords: Synchronization, actuator saturation, sampled-data control, aperiodic
sampling, Lur’e systems, looped-functional, LMI.
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1 INTRODUCAO

A sincronizacdo de um sistema dindmico mestre-escravo € obtida quando o estado
do sistema escravo segue o estado do sistema mestre, de tal forma que o erro entre estes
converge para zero. Em alguns casos como na sincronizacio parcial ou na sincronizagao
de fase, este fenOmeno pode estar restrito a um conjunto parcial das varidveis de estado
do sistema dinamico ou entdo a diferenca de fase de uma trajetdria periddica entre os
sistemas mestre € escravo.

Nos ultimos anos, tem sido grande o interesse quanto ao topico de sincronizagao,
devido a sua aplicagdo em diversos campos, como no problema de consenso, em comuni-
cacdo segura, no reconhecimento de padroes (HOPPENSTEADT; [ZHIKEVICH, 2000),
em lasers e em diversos fenomenos naturais, fisicos, bioldgicos e sociais. A sincroniza-
cdo pode ser compreendida como um caso especifico do problema de consenso, onde uma
rede de agentes € representada por osciladores acoplados que, ao trocarem informagdes
entre si, seguem um objetivo comum através da sincronizaciao (LIN; FRANCIS; MAG-
GIORE, 2007). Em comunica¢do segura, a decodificagdo é processada de acordo com os
estados de um oscilador cadtico ou de uma rede neural, onde a sincroniza¢do somente €
atingida quando os parametros do sistema mestre sdo conhecidos (YANG; CHUA, 1997).
Em modelos dinamicos nao lineares, a sincroniza¢do pode ser utilizada para estimar os
parametros de um sistema cadtico. Pode também ser utilizada para prever fendmenos
naturais como a convec¢do atmosférica ou fendmenos biolégicos como os batimentos
cardfacos (SCHAFER et al., 1998) e algumas doencas cerebrais, dentre as quais Parkin-
son e epilepsia (EROGLU; LAMB; PEREIRA, 2017). A sincronizagdo também pode ser
aplicada na utilizacao de lasers (EROGLU; LAMB; PEREIRA, 2017). A estabilidade de
um laser diminui a medida que a sua poténcia aumenta. Uma solu¢do deste problema
consiste em combinar diversos lasers de menor poténcia. Neste sentido, a sincronizagao
de cada um € importante de forma a evitar que uma interferéncia destrutiva entre estes di-
minua a poténcia do conjunto. Outro objetivo consiste na sincronizagdo de fase de redes
complexas de osciladores, com aplicagdes em controle e monitoramento na transmissao
de energia elétrica (WANG; GREBOGI; BAPTISTA, 2015).

O avanco dos estudos em relag@o a sistemas ndo lineares abriu espago para a teoria
do caos, com o problema dos n-corpos de Henri Poincaré no século XIX (STROGATZ,
2014). Um tépico de interesse na teoria do caos sao os osciladores nao lineares ou os-
ciladores cadticos. Um exemplo bastante conhecido € o atrator de Lorenz, descoberto
em 1963 por Edward Lorenz ao propor um modelo simplificado dos movimentos de con-
vecgdo na atmosfera com o propdsito de prever o tempo meteorolégico. Outro exemplo
bastante utilizado nos estudos de sincronizacio é o circuito de Chua (MATSUMOTO;
CHUA; KOMURO, 1985), onde um resistor ativo € uma fun¢do nao linear combinados
formam um dispositivo chamado de diodo de Chua, que confere uma caracteristica cad-
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tica ao sistema. A principal caracteristica apresentada por um sistema caético € o fato
de que, embora deterministico, pequenas variagdes nos estados podem ocasionar trajetd-
rias completamente distintas com a evolugdo do tempo. Além disso, estas trajetorias pos-
suem caracteristicas oscilatorias e aperiodicas. Portanto, embora a época houvesse duvida
quanto a possibilidade de se obter a sincroniza¢do de sistemas com estas caracteristicas,
o trabalho de (PECORA; CARROLL, 1990) demonstrou ser possivel a sincronizacio de
dois circuitos cadticos idénticos que possuem estados em comum através de uma anélise
de estabilidade exponencial da diferenca entre os estados destes circuitos. Desde entdo,
este assunto tornou-se importante para a comunidade de controle. Em publicagdes cien-
tificas, diversas técnicas tem sido aplicadas com o objetivo de garantir a sincronizagdo de
sistemas mestre-escravo, tais como o método de estabilizacao impulsiva (YANG; CHUA,
1997), o controle H,, robusto (CAMPOS et al., 2007) e o controle adaptativo (FENG;
CHEN, 2005).

A dindmica ndo linear de alguns sistemas, como o circuito de Chua, o n-scroll e os
atratores hiper-cadticos (ZHANG; LU; ZHENG, 2011), pode ser descrita por uma fun-
cdo de Lur’e. O modelo destes sistemas pode ser representado através da conexdo de um
sistema linear com uma fung¢ao nao linear limitada por uma condic¢ao de setor. A sincro-
nizacdo desta classe de sistemas pode ser analisada no contexto da estabilidade absoluta
(CURRAN; CHUA, 1997) e expressa em termos de desigualdades matriciais lineares
(LMI) (CAMPOS et al., 2007).

Este trabalho tem o objetivo de assegurar a sincronizag¢do de sistemas Lur’e mestre-
escravo através de uma lei de controle que garante a estabilidade do erro de sincronizagdo
do sistema em malha fechada. Desta forma, os seguintes problemas de sincronizacio sao
abordados:

e Sincronizacdo de sistemas Lur’e mestre-escravo em tempo discreto, onde a andlise
de estabilidade e o projeto do controlador sdo investigados considerando os efeitos
da saturacdo do sinal de controle. Em particular, um controlador de realimentacao
do erro é considerado para garantir que o erro de sincronizacdo entre os estados
mestre e escravo convirja assintoticamente para zero. Condi¢des de estabilidade
local sdo obtidas a partir de uma funcao candidata de Lyapunov quadratica, de uma
condi¢do de setor cldssica para a nao linearidade Lur’e e de uma condigdo de setor
modificada ao considerar o efeito da saturacdo. Sob estas condicdes, o projeto
do controlador é desenvolvido a partir da solucao de um problema de otimizacao
convexo com o objetivo de maximizar o conjunto de erros iniciais admissiveis entre
0s sistemas mestre e escravo, para os quais a sincronizagdo é garantida. Além disso,
inspirado pela formulacao apresentada em (HU; HUANG; LIN, 2004), condi¢des
menos conservadoras sdo derivadas para o caso particular onde a ndo linearidade da
fun¢do Lur’e do sistema € descrita por uma func¢do linear por partes.

e Sincronizacdo de sistemas Lur’e mestre-escravo continuos no tempo sob controle
de realimentacdo do erro amostrado, através da andlise de estabilidade da dina-
mica do erro de sincronizagdo entre os estados mestre e escravo. Em particular,
considera-se uma classe de sistemas Lur’e onde a nio linearidade € representada
por uma funcdo linear por partes. De forma a abordar problemas de amostragens
periddicas e aperiddicas, uma representagdo da dinamica do sistema em malha fe-
chada entre dois instantes consecutivos de amostragem € proposta em conjunto com
a utilizacdo de um funcional looped e de uma fun¢do de Lyapunov do tipo Lur’e.
Suportado pelos resultados de (SEURET; GOUAISBAUT, 2013), a desigualdade
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integral de Wirtinger € utilizada para reduzir o conservadorismo quando comparada
a desigualdade de Jensen, usualmente empregada na literatura. Com estas ferra-
mentas, condi¢des LMI sdo formuladas para estimar os limites de uma amostragem
aperiddica, que garantem a estabilidade assint6tica da origem do sistema em malha
fechada e, portanto, a sincronizagdo do sistema mestre-escravo. Quando o obje-
tivo € o projeto do controlador, uma substitui¢do de varidveis proposta no método
descritor (FRIDMAN, 2014) conduz a um problema quasi-convexo.

Na sequéncia, este trabalho € organizado como segue. No Capitulo 2, uma breve re-
visdo bibliogréfica é apresentada e o problema de sincronizacdo é definido, abordando as
principais técnicas empregadas no problema de sincroniza¢do de sistemas Lur’e. Também
sdo descritos os problemas de saturacao do controle e de controle amostrado, e apresen-
tadas diversas relagdes de setor para as funcdes ndo lineares que serdo empregadas nas
andlises de estabilidade. O Capitulo 3 apresenta condi¢Oes de andlise de estabilidade e
sintese de controle para sistemas Lur’e mestre-escravo em tempo discreto sob saturacdo
do controlador, obtidas através da teoria de Lyapunov na forma de relagdes LMI. O Ca-
pitulo 4 aborda o caso em tempo continuo com controle amostrado, através da técnica
do funcional looped e condi¢des estabelecidas no capitulo 2. O Capitulo 5 apresenta as
conclusdes e os possiveis trabalhos futuros.
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2 FORMULACAO DO PROBLEMA E CONCEITOS BASI-
COS

Neste capitulo, uma breve descrig@o sobre osciladores e tipos de sincronizacdo € apre-
sentada e, em seguida, o problema de sincronizagio € definido utilizando uma abordagem
de controle através de uma andlise de estabilidade do erro de sincronizag¢do de sistemas
Lur’e mestre-escravo. Inicialmente, o problema de sincronizacgao € definido de uma forma
genérica, com o objetivo de caracterizar ambos os problemas em tempo continuo e dis-
creto, através de um operador §. Logo apds, uma breve revisdo bibliografica é apresen-
tada. Em seguida, o problema de saturagdao do controle é apresentado. A partir destas
defini¢cdes, sdo apresentadas condi¢des de setor para lidar com as ndos linearidades da
fun¢do Lur’e do sistema e da saturacdo. Finalmente, o problema de controle amostrado
¢ formulado através de um funcional looped e a desigualdade integral de Wirtinger €
apresentada.

2.1 Osciladores e tipos de sincronizacao

Osciladores sdo sistemas periddicos ou aperiddicos que podem ser representados por
sistemas lineares, como os osciladores harmodnicos, ou nao lineares, como os osciladores
periddicos que apresentam um ciclo limite estavel (KHALIL, 2002), e.g. oscilador de Van
der Pol, e os osciladores cadticos que apresentam oscilagdes aperiddicas, aparentemente
aleatdrias, mas que no entanto possuem uma caracteristica deterministica, e.g. circuito de
Chua, redes neurais e atrator de Lorenz.

O problema de sincronizagdo geralmente € aplicado na literatura a osciladores caoti-
cos, uma vez que as trajetorias destes sistemas nao convergem para um ponto de equi-
librio. Portanto, a garantia de sincronizacdo pode ser avaliada independentemente do
tempo ou das condi¢des iniciais, desde que estas sejam diferentes para os sistemas mestre
€ escravo.

Este trabalho aborda a sincronizagdo de sistemas mestre e escravo idénticos, garan-
tindo que o estado do sistema escravo siga o estado do sistema mestre, de forma que o
erro de sincronizagdo entre estes convirja para zero. A sincronizagcdo também pode ser
aplicada em sistemas mestre e escravo de parametros distintos ou com incerteza nos pa-
rametros (NIJMEIJER; MAREELS, 1997; SUYKENS; CURRAN; CHUA, 1999). Por
outro lado, a sincronizagdo parcial ocorre quando uma parte das varidveis de estado do
sistema escravo segue as varidveis de estado correspondentes do sistema mestre. Outro
exemplo de sincronizagdo, bastante aplicado a osciladores periddicos, € a sincronizag¢ao
de fase, quando as frequéncias dos sistemas mestre e escravo sdo similares ou iguais.
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2.2 Problema de sincronizacao de sistemas Lur’e

Considere o seguinte sistema mestre-escravo:

M {&EM = Az + Bo(Cay) 0
ym = Hxyy
S drg = Axg + Bo(Czg) + Eu )
ys = Hrg

onde x,; e x5 € R” sdo os estados dos sistemas mestre e escravo, respectivamente, y,; €
ys € RY as saidas destes sistemas, u € R" a entrada de controle e o(+) : R™ — R™ é uma
funcdo ndo linear vetorial descentralizada. A, B, C' e H sdo matrizes reais de dimensdes
apropriadas. O operador ¢ representa o valor da varidvel no instante seguinte, no caso de
sistemas em tempo discreto, ou a derivada desta varidvel em relagdo ao tempo, no caso
de sistemas em tempo continuo. £ € S™*" é uma matriz diagonal utilizada no sistema
mestre-escravo em tempo discreto.
Considere, agora, a seguinte definicao em relacao a fun¢@o nao linear:

Definicao 2.1. Cada componente de o(-) deve satisfazer as seguintes afirmacaes:
(i) 0(0) =0;
(ii) possui a seguinte restri¢cdo por partes
o (f) — o (f)
F=7

(iii) pertence globalmente ao setor [0, 0], 0 > 0, i.e. 04)(f)(ou)(f) — i fu)) <
0,Vf (KHALIL, 2002), conforme ilustrado na Figura 1.

0< <O, VI F f# 15 3)

Figura 1: Exemplo de uma funcao nao linear conforme Defini¢do 2.1.

U(i)(f)

Definindo os erros de sincronizagdo e e y. como a diferenca entre os estados e as saidas
dos sistemas mestre e escravo, respectivamente, i.e. € = xy; — rs € Y. = Yy — Ys = He,
a partir de (1) e (2) segue que a dindmica do erro de sincronizacio € definida por

de = Ae + Bp(Ce,Cxs) — Fu 4)
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onde p(-,-) : R™ x R™ — R™ ¢ uma funcao nao linear vetorial descentralizada definida
por

p(Ce,Cxg) = o(Cxp) — o(Cxg)
:O'<C€+CI5)—O'(C£U5). )

Portanto, a partir de (4), percebe-se que a sincroniza¢do pode ser tratada como um

problema de estabilizacdo, i.e. se lim e = 0, no caso continuo, ou klim e = 0, no caso
t—o0 —00

discreto, entdo x5 — Tjy.
Desta forma, o seguinte problema de sincronizac@o pode ser enunciado:

Problema 2.1. Encontrar uma lei de controle tal que todas as trajetorias de (4) convirjam
assintoticamente para a origem, garantindo, desta forma, a sincronizacdo do sistema
mestre-escravo.

Importante observar que a estabilidade pode ser analisada tanto para uma realimenta-
cdo de estado como para uma realimentacdo de saida. Para sistemas em tempo discreto
serd considerada uma realimentacdo de estado e para sistemas em tempo continuo sera
utilizada uma realimentacao de saida.

Este problema de estabiliza¢do pode ser examinado como um caso particular do pro-
blema de regulacdo, onde deseja-se regular a diferenca entre os estados mestre e escravo
no valor zero. O problema dual de controle corresponde ao observador de estado. Em
(NIJMEIJER; MAREELS, 1997) a sincronizacdo de sistemas ndo lineares € investigada
considerando o problema do observador de estado, onde o sinal de saida do sistema mestre
com condicdes iniciais desconhecidas é medido e modificado de acordo com um termo
que depende da diferenca entre a medi¢do da saida do sistema mestre e a predi¢do do
observador. A diferenca entre a metodologia do problema do observador de estado e o
problema de controle considerado neste trabalho corresponde a caracterizagdo da funcao
ndo linear p(-,-), que depende dos estados dos sistemas mestre e escravo e que permite
a aplicacdo de uma condic@o de setor na andlise de estabilidade do sistema em malha
fechada.

Uma classe particular de sistemas Lur’e com grande aplicagdo no problema de sincro-
nizagdo corresponde a descri¢do da ndo linearidade o (-) por um fungdo linear por partes.
Empregando uma formulagdo similar a (HU; HUANG; LIN, 2004) de uma representa-
cdo por funcdes saturagdo, é possivel obter uma formulacao diferenciada para o problema
de sincronizagdo, com o objetivo de obter condi¢des menos conservadoras em termos de
estabilidade.

Considere que cada componente de o(-) representa uma func¢@o nao linear simétrica
impar, conforme Figura 2, que pode ser descrita por uma funcao linear por partes

A1y oy, fiy €10,b133)]
Moy Jay T ey fay € (b1gy, b2

o) (f) = : (6)
Avafa +enays fay € (bv-1gy,00)

onde Cl—&—l(j) = bl(z)<)\l(z) - )‘l-‘rl(i)) +Cl(z‘)7 = 1, R ,N —1,71= 1, co.,m, € C1(3) = 0. Os
valores de o(;)(f) para f(;) < 0 podem ser determinados por simetria.
Definindo 1, (-) como uma fung¢@o zona-morta descentralizada

Uy (f) = | — saty,(f) (7N
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Figura 2: Fungdo linear por partes com 3 inclinagdes

U(i)(f)

Ag(iybai) + C2(s)

M)big)

b1 bas) fa)

onde saty, (-) : R™ — R™ ¢ uma fung¢do saturagdo vetorial classica simétrica definida
como
satbl(f)(z-) S Sigl’l(f(i)) min(]f(z-)|, bl(i))a 1= 1, oo, M. (8)
Desta forma, € possivel representar cada segmento linear de (6), para f(; = bi(;), por
uma funcao zona-morta (FISCHMANN; FLORES; GOMES DA SILVA JR., 2017a), de
tal forma que a soma destas funcdes seja igual a fun¢do ndo linear, i.e.

a@y)(f) = M fay + ey — M), () + - - 9

Assim sendo, para N inclina¢des (ou NV — 1 quebras), o( f) pode ser descrita por uma
funcdo linear e uma soma de fun¢des zona-morta como

N-1

o(f)=Mf =Y M (f) (10)
=1

onde /_\l = Al — Al+1, Al = diag{)\l(l), c. ,)\l(m)}
Neste caso, (5) pode ser representada através de (10) como

N-1

p(Ce,Cg) = MCe — Y Ay [ihy, (Ce + Cag) — t, (Cg)] (11)
=1
Assim, a dindmica do erro de sincronizacdo € dada por

) N—-1
de = Ae — BY  A®(Ce, Cag) — Eu (12)

=1
onde A = A+ BAC e Oy-,-) : R™ x R™ — R™ é uma fungdo ndo linear vetorial

descentralizada definida por:

(IDZ(Ce, OZL’S) = 77/)1,[(06 -+ Oxs) — Qﬂbl(cl’s). (13)

Observacao 2.1. Assim como definido em (HU; HUANG:; LIN, 2004), serdo consideradas
neste trabalho somente fungées lineares por parte concavas, i.e. N 2 Aiy1(;). Essa
definicdo garante a convexidade desta formulacdo para as condigoes de estabilidade que
serdo estabelecidas nos proximos capitulos.
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2.3 Revisao bibliografica

Nesta secdo, publicacdes sobre 0s casos nos tempos discreto e continuo sao abordadas
com o objetivo de contextualizar as aplicagdes propostas neste trabalho em relacdo a
literatura corrente sobre sincronizagdo de sistemas Lur’e mestre-escravo.

Desde que (PECORA; CARROLL, 1990) demonstrou ser possivel a sincronizagdo de
dois circuitos cadticos, diversas técnicas de controle tem sido aplicadas com o objetivo
de garantir a sincronizagdo de sistemas mestre-escravo como o método de estabilizacao
impulsiva (YANG; CHUA, 1997), o controle H,, robusto (CAMPOS et al., 2007) e o
controle adaptativo (FENG; CHEN, 2005).

Sistemas cadticos sdo inerentemente nao lineares, usualmente racionais, bilineares ou
do tipo Lur’e (STROGATZ, 2014). A classe de sistemas Lur’e, representada pela conexao
de um sistema linear com uma func¢@o ndo linear na realimentac¢do, conforme Figura 3,
pode ser utilizada para descrever uma série de osciladores cadticos como o circuito de
Chua, o n-scroll e os atratores hiper-cadticos, sendo, portanto, de interesse da comunidade
cientifica.

Figura 3: Sistema tipo Lur’e.

= Az + Bw
y=Hzx y
z=Cx

w z

o(2)

Caracterizando a nao linearidade como uma func¢ao Lur’e, € possivel aplicar a teoria da
estabilidade absoluta (CURRAN; CHUA, 1997), através do critério do circulo, que consi-
dera uma fun¢do candidata de Lyapunov quadratica, e do critério de Popov, que, além da
funcdo quadratica, considera um termo integral na funcdo ndo linear, sendo chamada de
funcao de Lyapunov do tipo Lur’e (KHALIL, 2002). As condi¢des de estabilidade resul-
tantes desta andlise podem ser expressas em termos de desigualdades matriciais lineares
(LMI) como em (CAMPOS et al., 2007), com uma proposta de projeto de controlador
‘H . robusto para sincronizacao de sistemas Lur’e mestre-escravo em tempo discreto com
base em condi¢des LMI e em (SUYKENS; CURRAN; CHUA, 1997), onde o projeto de
um controlador dindmico de realimentagdo de saida € proposto para a sincronizacdo de
um sistema Lur’e mestre-escravo. A formula¢do por LMI permite que as condicdes de
estabilidade e a sintese de controladores sejam determinadas através de um problema de
otimizacao convexo, cuja solu¢do pode ser obtida por pacotes computacionais padroniza-
dos (GRANT; BOYD, 2014).

2.3.1 Sincronizaciao em tempo discreto com saturacio

A maioria dos artigos na literatura trata de sistemas em tempo continuo, de forma
que poucas publicagdes tratam a sincroniza¢do de sistemas Lur’e em tempo discreto. Em
(CAMPOS et al., 2007) considera-se um controle H., e (FENG; CHEN, 2005) propde
uma estratégia de controle adaptativo considerando técnicas fuzzy. Em ambos artigos, a
estabilidade € provada sem considerar restri¢des no sinal de controle.
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Por outro lado, a saturagdo do sinal de controle é uma ndo linearidade que deve ser
considerada ao lidar com a maioria das aplicagdes préticas, pois os atuadores dos siste-
mas nao sdo capazes de manipular sinais com amplitude arbitrariamente elevadas. Desta
forma, a saturacdo do atuador pode causar diversos efeitos no sistema em malha fechada,
como a degradacdo do desempenho transiente ou mesmo a instabilidade (TARBOURI-
ECH et al., 2011). Particularmente, sob saturacdo do controle, a estabilidade global da
origem pode ndo ser atingivel mesmo se a dindmica da planta é linear. Se a dindmica
em malha aberta é instavel (SUSSMANN; SONTAG; YANG, 1994), somente a estabi-
lidade local pode ser garantida. Neste caso, a convergéncia das trajetorias para o ponto
de equilibrio sdo garantidas somente quando as condicdes iniciais pertencem a sua regiao
de atracd@o. Ao lidar com sincronizagdo de sistemas mestre-escravo, garantias de que a
sincronizac¢do serd obtida podem ser fornecidas pela andlise de estabilidade da dinamica
do erro entre os estados dos sistemas mestre e escravo. Portanto, na presenca da saturagao
do controle, a sincroniza¢io pode ndo ser obtida se o erro inicial entre os estados mestre
e escravo estiver fora da regido de atracdo da origem para o erro igual a zero (FISCH-
MANN; FLORES; GOMES DA SILVA JR., 2017a). Este problema tem sido abordado na
literatura considerando sistemas em tempo continuo em (FISCHMANN; FLORES; GO-
MES DA SILVA JR., 2017a; HAO; YANG, 2013; MA; JING, 2014). Em (FISCHMANN;
FLORES; GOMES DA SILVA JR., 2017a), um controlador ndo linear de realimentacdo
de saida € proposto a partir de condi¢des LMI que garantem a estabilidade assintética
do erro de sincronizagdo. Em (HAO; YANG, 2013), um controlador adaptativo tolerante
a falhas € projetado a partir de relacdes LMI e um método para estimar a regido de es-
tabilidade independente da informacdo da falha € apresentado. Em (MA; JING, 2014),
os autores fornecem condi¢des LMI que asseguram uma estabilidade assintdtica robusta
e uma atenuacao a perturbagcdes com controle H ., para sincronizacdo local de sistemas
com atraso. E importante destacar que todas estas referéncias consideram a abordagem
da condig¢do de setor cldssica (KHALIL, 2002) ao lidar com os efeitos da ndo linearidade
da fun¢do Lur’e.

Com o objetivo de apresentar uma solugdo até entdo nao desenvolvida, o Capitulo 3
deste trabalho aborda a sincronizagdo de sistemas mestre-escravo discretos, onde a andlise
de estabilidade e o projeto do controlador sdo investigados considerando os efeitos da
saturacao do controle.

2.3.2 Sincronizacao sob controle amostrado

Devido s muitas vantagens de uma implementacdo digital (ASTROM; WITTEN-
MARK, 1997), a sincronizagdo de sistemas continuos no tempo &€, em geral, implemen-
tada através de um controlador com base em dados amostrados periodicamente. Desta
forma, o erro de sincronizacio entre o mestre € o escravo € medido a cada amostra e o
sinal do controle € atualizado somente nos instantes de amostragem. No entanto, com a
disseminacdo de sistemas controlados em rede, deve-se considerar os efeitos de limita-
cdo de banda de transmissao, atraso de comunicacao e perda de dados. Estes problemas
podem levar a variacdes no periodo de amostragem, podendo afetar a estabilidade ou o de-
sempenho do sistema em malha fechada. Neste caso, é importante lidar com o problema
de amostragem aperiddica.

Considerando o problema de sincronizagdo através do controle amostrado, o método
de atraso na entrada (FRIDMAN; SEURET; RICHARD, 2004) foi aplicado em (ZHANG;
HE; WU, 2009), onde um funcional de Lyapunov aumentado e condi¢des de setor foram
consideradas no projeto de um controlador amostrado que garante a sincronizagdo de
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sistemas mestre-escravo. Em (WU et al., 2014), a sincronizagdo local de redes neurais
cadticas € obtida por um controlador amostrado e condi¢des de estabilidade s@o derivadas
de um funcional de Lyapunov. Resultados aprimorados foram obtidos quando a defini-
cao de positividade em um funcional de Lyapunov-Krasovskii (LKF) foi relaxada apenas
para os instantes de amostragem em (CHEN; WANG; LU, 2012) e (ZHANG; ZENG;
ZHONG, 2017). Esta ultima referéncia propds um método de projeto de controle a partir
de um novo LKF, apresentando uma comparacao extensiva com métodos similares. Re-
centemente, em (ZENG et al., 2017), os autores aperfeicoaram esta metodologia através
da técnica de particionamento do atraso, também considerada em (LEE; PARK, 2017).

Outro método para lidar com controle amostrado, ainda ndo aplicado ao problema
de sincronizacdo, consiste na utilizacdo de um funcional looped, conforme proposto por
(SEURET, 2012). Este método deriva da abordagem por LKF e da representacdo da
dinamica do sistema entre os instantes de amostragem, onde as dinamicas em tempo con-
tinuo e discreto sdo relacionadas através de um funcional looped. Uma das vantagens
deste método € a possibilidade de lidar com sistemas continuos sem a necessidade de
discretizacdo da dinamica para fins de andlise. A estabilidade € avaliada somente nos ins-
tantes de amostragem, resultando em uma condi¢cdo menos conservadora a ser satisfeita
quando comparada aos funcionais em tempo continuo. A caracteristica assincrona da re-
presentacdo da dindmica entre os instantes de amostragem permite a andlise periddica ou
aperiddica. Busca-se através deste método condicdes menos conservadoras na andlise de
estabilidade e sintese de controle com dados amostrados quando comparadas aos métodos
baseados em LKF.

2.4 Conceitos e ferramentas de base

Nesta secdo serdo apresentados os conceitos e ferramentas que serdo utilizadas nos
proximos capitulos para estabelecer as condi¢des de estabilidade que levam a solugdo dos
problemas de sincronizacdo de sistemas Lur’e mestre-escravo.

2.4.1 Condicoes de setor

Uma técnica comumente utilizada na andlise de estabilidade envolvendo func¢des Lur’e
sdo as condicdes de setor. Nesta sec¢do serdo apresentadas condicdes de setor para as fun-
¢oes ndo lineares o(-), ¥y, (-), p(Ce, Cxg) e ®;(Ce, Cxg). Estas relagdes serdo utilizadas
na elaboracao de condicdes de estabilidade nos préximos capitulos.

A fungdo ndo linear o (-) atende a uma condicao de setor (KHALIL, 2002) e, portanto,
o lema a seguir pode ser definido.

Lema 1. Se o(f) satisfaz a Defini¢do 2.1, entdo a relagdo
o(f)TJs(a(f) —©f) <0 (14)

com © = diag{01),02), - .., 0m)} € verificada globalmente para qualquer matriz diago-
nal definida positiva Js.

A fung¢do zona-morta 1), (-) atende a uma condigdo de setor (KHALIL, 2002) e, por-
tanto, o lema a seguir pode ser estabelecido.

Lema 2. A funcdo zona-morta iy, ( f) satisfaz uma condigdo de setor tal que a relagdo

¢bl(f)T‘]4<¢bl<f) - f) <0 (15)

é verificada globalmente para qualquer matriz diagonal definida positiva J,.
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Tal como estabalecido em (FISCHMANN; FLORES; GOMES DA SILVA JR., 2017a),
considerando que o (-) é uma fung¢do nao linear limitada em setor satisfazendo a Defini¢do
2.1, o seguinte lema pode ser enunciado:

Lema 3. Se o(-) satisfaz a Defini¢do 2.1, entdo a fung¢do ndo linear p(f1, fo) = o(f1 +
fo) — o(fo) é tal que a relacdo

p(f1, fo)TJi(p(f1, fo) = ©f1) <0, Vfi, fo (16)

é verificada globalmente para qualquer matriz diagonal definida positiva J;.

Prova. Conforme Definigdo 2.1, o(;)(-) é uma fungdo monotonicamente crescente e com

taxa de crescimento limitada. Considerando fo;) = (Cws)u) e fiy) = (Ce)uy = 0,
tem-se que (Cxar)) = (Cxs)(p € portanto oy (Cwar) = 03;)(Crs), logo o (Cwr) —
o (Crg) = 0 e assim p (Ce Czxg) = 0. Alem disso, como (Czar)u) = (Cg)p),
tem-se que 0(;) (Cxar) ) — 0@y (Caar) =0 z)(Cycg) — o (Crg), portanto o (Crar) —

o (Crg) < 0i(Crum)p 0( (Czg) @) e assim p;) (Ce Czg) < 0 (Ce)y. Como o(-)
¢ uma funcdo descentralizada, este resultado ¢ valido para qualquer elemento o(;)(-), e
como ;) (-) pertence globalmente ao setor, a relagdo 0 < p(;)(Ce, Cxg) < 0u)(Ce)g)
para fi; = (Ce)u = 0 pode ser reescrita como 0 > p l)((]e Cxg) = 0 (Ce) para

figy = (Ce)) < O’ de tal forma que pei)(f1, fo) (paiy (f1, fo) — 0y (Ce) @) < 0 se mantem
por simetria. Agrupando-se os elementos o(;(-) e adicionando-se uma matriz J;, obtém-
se (16). ]

Semelhantemente ao Lema 3, o seguinte lema (FISCHMANN; FLORES; GOMES
DA SILVA JR., 2017b) em relagdo a ®;(Ce, Czg) pode ser enunciado:

Lema 4. A funcdo néo linear ®,(f1, fo) = vy, (f1 + fo) — ¥y, (fo) € tal que a relagio

Di(f1, fo)TU(®i(f1, fo) — f1) <0, Vfi1, fo (17

é verificada globalmente para qualquer matriz U, diagonal definida positiva.

Figura 4: Fun¢@o ndo linear limitada em setor v, (f) param = 1.

U, (f)

At fod

Uy, (f1 + fo) A
fo 1

(I)l(flst)

wbz(fo) f f
fo b fi+ fo f
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Prova. Como a fung@o zona-morta 1, (-) é um caso particular da ndo linearidade o(-)
com 6(; = 1, a fungdo ndo linear ®;(-,-) (Figura 4) pode ser observada como um caso
particular da funcéo p(-, -), onde cada componente pertence ao setor [0, 1]. Logo, a mesma
prova do Lema 3 pode ser aplicada neste caso e portanto (17) € satisfeita. 0

Somente uma fung@o ®;(-, -) para um determinado [ = 1,..., N — 1 permanece ativa
a cada instante em func¢do do erro de sincronizacdo, permitindo que esta relacdo seja
avaliada como o somatério das condigdes de cada fungdo ¥(-,-).

2.4.2 Saturacao do controle

Uma restri¢cdo importante a ser considerada no controle de sistemas consiste na satura-
cdo da entrada de controle. Seguindo uma formula¢ao de (TARBOURIECH et al., 2011),
na qual a estabilidade do sistema em malha fechada € analisada através de um condic¢ao
de setor modificada, a saturacdo do controle € representada por uma funcio zona-morta.

Considere um sistema linear

or = Ar —u (18)

onde x € R" representa o estado do sistema e u € R” € a entrada de controle. A € uma
matriz real de dimensao apropriada.
O sinal de controle € limitado conforme:

|U(J')| < Ug), Jj=1...,n. (19)

A limitacdo de amplitude (19) pode ser reescrita na forma de um sinal de controle
saturado
u = satg(v) (20)

onde v representa o sinal obtido pelo controlador e satz(-) : R — R"™ é uma funcéo
saturacdo cldssica vetorial simétrica descrita por:

Satﬂ(v)(j) £ sign(v(j)) min(|v(j)|, ﬂ(j)), j = 1, RN (21)
Considerando um controle por realimentacao de estado
v= Kz (22)

entdo, a partir de uma fun¢do zona-morta, tal como em (7), a dinamica do sistema (18)
em malha fechada € dada por

ox = (A — K)z + ¥a(v). (23)

A estabilidade da dinAmica ndo linear deste sistema em malha fechada pode ser ana-
lisada através de uma condic¢do de setor modificada, preferida em relagdo a condicao de
setor cldssica pois possibilita que sejam obtidas relagdes de estabilidade menos conser-
vadoras (TARBOURIECH et al., 2011). As condi¢des de setor estabelecidas na Secao
2.4.1, sao definidas globalmente através de uma condi¢do de setor cldssica. A condi¢ao
de setor modificada atribui a uma matriz de varidveis um grau de liberdade adicional que
permite diminuir o dominio de validade desta condicao de setor, levando a condi¢des de
estabilidade menos conservadoras. Em funcio deste dominio, obtém-se condi¢cdes de es-
tabilidade local. Portanto € importante definir um conjunto de condicdes iniciais para os
quais o sistema em malha fechada € assintoticamente estavel. Este conjunto é comumente
chamado de regido de atracdo (KHALIL, 2002).
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A saturacdo da entrada de controle serd analisada através de uma condi¢do de setor
modificada, vélida para a fun¢do zona-morta correspondente, conforme o seguinte lema
(TARBOURIECH et al., 2011).

Lema 5. Se v e w pertencem ao conjunto W(v,w) com W(v,w) = {v,w € R"| |y —
we| < Uy, 7 =1,...,n}, entdo a relagdo

Va(0)T 2 (Ya(v) —w) <0 (24)
é verificada para qualquer matriz diagonal definida positiva Js.

Para um controle por realimentacdo de estado (22), v = Kz, segundo o método da
condi¢do de setor modificada, w = Gz, onde G representa uma matriz de varidveis livres
que contribui com o aumento do grau de liberdade do problema de andlise de estabilidade
em relagdo a condig@o de setor classica. O resultado da matriz G determina o dominio de
validade da condicao de setor.

2.4.3 Controle amostrado

Seja um sistema linear
z(t) = Az(t) — u(t) (25)

onde z(t) € R™ representa o estado do sistema e u(t) € R™ é a entrada de controle. A é
uma matriz real de dimensao apropriada.

Em uma abordagem de controle amostrado, o estado x(¢) é medido nos instantes de
amostragem, sujeito a intervalos aperiddicos, e o valor do controle u(t) é mantido cons-
tante, através de um retentor de ordem zero, entre instantes consecutivos de amostragem.
Portanto, considerando uma realimentacdo de estado, obtém-se o seguinte sinal de con-
trole:

U(t) = Kx(tk),Vt € [tk,tk+1>,Vk (26)

onde K € R™ ™ e {t)}r>0 é uma sequéncia crescente de instantes positivos de amostra-
gem, tal que (J, oy [tk, tr+1) = [0, +00). Assume-se que existem dois escalares positivos
Ty < T, tal que a diferencga entre duas amostragens sucessivas Ty = tp11 — t; satisfaz

0<T) <Tp <1, Vk € N. 27

A dinamica do sistema (25) em malha fechada com o controle amostrado (26) pode
ser representada por:
(t) = Az(t) — Kz(ty). (28)

Para analisar a estabilidade do sistema em malha fechada (28) serd aplicada a técnica
do funcional looped (SEURET, 2012). Para tanto, se faz necessario modelar a dindmica
do sistema entre duas amostras. Neste sentido, é definida a fun¢fo do estado xx(7) =
x(tx + 7). Utilizando esta representagdo, a dindmica entre duas amostras consecutivas de
(28) resulta em:

).(k(T) = AXk(T) — KXk(O),\V/T - [O,Tk],Tk - [TI,TQ]7V]{7. (29)

O lema a seguir (SEURET, 2012) estabelece condi¢des para a utilizacao de um funci-
onal looped para analisar a estabilidade assintdtica do sistema (28).



37

Lema 6. Considerando o sistema (29), definindo dois escalares positivos 0 < Ty} < T, e
uma funcdo V : R" — RT para a qual existem escalares reais 0 < pi; < g e p > 0, tais
que

|z’ < V(z) < pollz|?, Vo € R™. (30)

Entdo, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) Para qualquer k € N e T}, € [T1,Ts], a equacdo da diferenca da fung¢do V satisfaz
AV (k) =V (xu(Tk) — V(xx(0)) <0.

(ii) Existe um funcional continuo ¥ : [0,T5] x K* x Rt — R, que satisfaz, para
qualquer z € K" e para qualquer T, € [T, Ts]

VY (T, 2, Ty) = ¥(0, 2, T) (31)

e tal que, para qualquer k € N, T}, € [Ty, T5) e 7 € [0, T}]

d d
W(T, Xk, Tk) = EV(Xk(T)) + E’V(T, Xk, Tk) < 0. (32)

Além disto, se um destes argumentos é verdadeiro, entdo todas as trajetorias do
sistema em malha fechada (28) convergem assintoticamente para a origem, desde que

Ty, € [T1, Ty}, Vk.

Prova. Considere um niimero inteiro positivo k e 7 € [0,7}.), e assuma que o item (ii)
é valido. Integrando # (, ey, Tj,) no intervalo [0, T},] e assumindo que as relagdes (31) e
(32) sdo atendidas, implica em AV (k) < 0 e, portanto, o item (i) também ¢é vilido.
Assuma agora que o item (i) € verdadeiro e considere o funcional
V(r,er, Tx) = =V (ex(7)) + TAV(k)/T) do Lema 2 de (PEET; PAPACHRISTODOU-
LOU; LALL, 2009). Pode se verificar que este funcional satisfaz (31) a partir do resultado
deste cdlculo. Da mesma forma, (32) é satisfeita com #/ (7, ey, T},) = AV (k)/T, < Oe,
portanto, o item (ii) também & verdadeiro. Esta provada, portanto, a equivaléncia entre os
itens (1) e (ii). ]

Figura 5: Relagdo entre a fung¢do de Lyapunov V' (z(t)) e o funcional # (7, xx, T)) no
método do funcional looped (SEURET, 2012).

V(x(t))

V(I({k)) W(t — by Xk Tk)
\\\J{gg\p(tk-pl))

W (t = tipa, Xet1s Tieyr)
- V((trs2))

t tpt1 ro

Uma vantagem importante do presente método, em relacdo aos métodos com base
nos funcionais de Lyapunov-Krasovskii em tempo continuo, € que o funcional ¥ nao
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precisa ser positivo definido. A Figura 5 ilustra a relacdo do funcional % com a fun¢do
de Lyapunov V' (z(t)). O segundo item do Lema 6 permite avaliar a estabilidade sem a
necessidade de discretizag¢do do sistema, através da derivada do funcional #'. A garantia
da estabilidade do sistema em malha fechada € obtida provando-se que a derivada do
funcional # ¢ estritamente negativa, que implica em afirmar que V' ((7)) € estritamente
decrescente nos instantes de amostragem, pois, conforme o primeiro item do Lema 6,
V(Xk(Tk)) < V(Xk(O)) para T, € [Tl, TQ],Vk

Um termo geralmente presente no método do funcional looped, assim como nos mé-
todos de LKF, consiste em uma integral quadrética, em fungdo da estrutura definida no
funcional #". Em muitos casos, como em (SEURET, 2012), este termo ¢é limitado por uma
aproximacdo da integral de Jensen. Entretanto, em (SEURET; GOUAISBAUT, 2013),
obtém-se um resultado menos conservador quando aplicada a desigualdade integral de
Wirtinger, definida no lema a seguir (SEURET et al., 2015).

Lema 7. Seja w : [a,b] — R" uma fungdo diferencidvel sobre (a,b) e que possui uma
derivada de primeira ordem em um termo integral quadrdtico. Entdo, para qualquer
matriz positiva definida R € S™ e qualquer matriz Z € R3?", q desigualdade

He{ZM} — (b—a)Z [R 0]_1ZT Q33

b
T o T
/aw(s) Rw(s)ds = Q 0 3R

é vdlida, onde

ar = [w(b)T w(a)T ﬁf:w(s)Tds}
I —I 0 ]

M:L I -2I

2.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas as ferramentas que serdo utilizadas para estabelecer
as condi¢Oes de estabilidade e de sintese de controle para a sincronizagdo de sistemas
Lur’e mestre-escravo nos proéximos capitulos.

Na sincronizag¢do em tempo discreto serdo utilizadas as condi¢des de setor para a ndo
linearidade da funcdo Lur’e e a condi¢ao de setor modificada para a saturacdo. Uma lei de
controle por realimentacdo de estado serd considerada com o objetivo de obter relacdes
LMI. Na sincronizagdo em tempo continuo com controle amostrado, além da aplicacio
das condi¢des de setor, 0 método do funcional looped serd adaptado para um sistema
ndo linear do tipo Lur’e. Inicialmente a andlise de estabilidade serd abordada para um
ganho K dado. Em seguida, uma metodologia para o projeto de uma lei de controle de
realimentacao de saida serd apresentada através de relacdes quasi-LMI.

Nos problemas abordados de sincronizacdo foram considerados sistemas mestre e es-
cravo de parametros idénticos. Sendo estes sistemas continuos no tempo, no caso amos-
trado, € importante verificar os efeitos da variacdo dos valores dos parametros entre 0s
sistemas mestre € o escravo. Embora ndo tenha sido abordado neste trabalho, existe uma
artigo publicado neste sentido (SUYKENS; CURRAN; CHUA, 1999) que mostra que
¢ possivel obter a sincronizacdo de sistemas mestre-escravo cadticos com variagao nos
parametros dentro de um conjunto onde o erro de sincronizacao € limitado.
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3 SINCRONIZACAO EM TEMPO DISCRETO COM SATU-
RACAO

Este capitulo aborda o caso discreto do problema de sincronizagdo de sistemas Lur’e
mestre-escravo sob saturacao do controlador. A partir da formulacao generalizada do pro-
blema de sincronizagdo, apresentada na Se¢do 2.2, substituindo-se o operador ¢ pelo valor
da varidvel no instante seguinte, serdo estabelecidas defini¢des para o desenvolvimento
do problema. Seré considerada uma realimentacdo de estado como solucdo ao projeto do
controlador. Inicialmente, serd abordado o caso de uma funcao ndo linear genérica e, em
seguida, o caso particular em que esta é precisamente representada por uma funcao linear
por partes.

3.1 Descriciao do problema

Considere o seguinte sistema mestre-escravo discreto no tempo:

M :xi, = Axy + Bo(Cayy) (34)
S:zt = Ars+ Bo(Czgs) + Eu (35)

onde x,;, s € R" representam os estados dos sistemas mestre e escravo, respectiva-
mente, © € R"™ a entrada de controle, x& e xg sdo os estados sucessores de x,; € Tg,
respectivamente, e o(-) : R™ — R™ uma fun¢fo ndo linear vetorial descentralizada que
satisfaz as suposigdes da Defini¢do 2.1. A, B,C' e E sdo matrizes reais de dimensdes
apropriadas.

Considere que o sinal de controle € limitado tal como (19). Definindo o erro de sin-
cronizagdo e como a diferenca entre os estados mestre e escravo, i.e. e = Ty — T g, entio,
a partir de (34) e (35), segue que a dindmica do sistema é dada por

et = Ae + Bp(Ce,Cxg) — Esaty(v) (36)

com p(Ce, Czg) definido em (5).
Considerando um controle de realimentagdo de estado

v=Ke (37)

entdo, a partir de uma fun¢do zona-morta, tal como em (7), a dinamica do sistema (36)
em malha fechada € dada por:

et = (A— EK)e+ Bp(Ce,Czs) + Evy(Ke). (38)
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Portanto, a partir de (38), percebe-se que a sincroniza¢iao pode ser tratada como um
problema de estabiliza¢do, conforme Problema 2.1. No entanto, devido a natureza nao
linear deste sistema, em geral, a estabilidade global da origem nao pode ser garantida.
Neste caso, a sincronizagdo serd obtida somente se o erro inicial pertencer ao conjunto
admissivel Z incluido na regido de atragdo da origem. Assim, o seguinte problema pode
ser enunciado:

Problema 3.1. Encontrar uma matriz de ganhos K tal que todas as trajetorias de (38)
comecando em um conjunto admissivel Z convirjam assintoticamente para a origem.

Em particular, um objetivo implicito consiste em calcular o ganho K que maximiza o
conjunto Z para o qual a sincronizagdo é garantida.

3.2 Projeto do controlador

O projeto do controlador que resolve o Problema 3.1 serd desenvolvido através de
duas abordagens. Primeiro, serd considerada uma fun¢do nio linear genérica e, segundo,
uma fung¢ao linear por partes como descrito na se¢ao 2.2.

3.2.1 Funcoes nao lineares genéricas

A partir de uma funcdo quadrética de Lyapunov e condi¢des de setor apresentadas
no capitulo anterior, serdo estabelecidas no préximo teorema relagdes que garantem a
estabilidade assintdtica do sistema em malha fechada (38).

Teorema 3.1. Se existe uma matriz simétrica positiva definida W € R™*", matrizes dia-
gonais positivas definidas F, € R™*™ e F, € R™™", matrizes Y e Z € R™"*" satisfazendo
as relacoes

w * * *
—-CW  2F; % *
—Z 0 om |0 (39)
AW — EY BF, EF, W
W *
_ >0,7=1,...,n (40)
[Y(j) — Z() u%j):| J

entdo para K = YW ™! todas as trajetorias do sistema (38) comegando no conjunto
Z={eeR"|eTPe <1} 41)
com P = W~! convergem assintoticamente para a origem.

Prova. Escolhendo uma fun¢do candidata de Lyapunov quadratica V' (e) = eT Pe e calcu-
lando a equacdo da diferenca AV = V(e™) — V(e) resulta em:

AV = e TPe™ — €T Pe. (42)
Supondo que o (-) satisfaz a Defini¢do 2.1, entdo, o Lema 3 garante que
T, =p(Ce,Cxs)"J; [p(Ce,Cxg) — OCe| <0 (43)

para qualquer matriz diagonal J; > 0.
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Além disso, considerando a realimentagdo de estado (37) e assumindo w = Ge, onde
GG € uma matriz livre a ser determinada, tal que

W(v,w) =W(e) = {e € R"||(Kj) — Gyy)e| <y, j=1,...,n}
entdo, a partir do Lema 5, segue que a relagdo
TQ = ¢ﬂTJ2<¢ﬂ — Ge) < 0 (44)

¢ satisfeita com qualquer matriz diagonal J, > 0, desde que e € W (e). Portanto, a partir
de (38), (43) e (44) obtém-se a relacdo

AV < [(A— EK)e+ Bp(Ce,Czg) + Eva(v)]TP[(A— EK)e
+ Bp(Ce,Cxg) + Ey(v))] — eTPe — 2T, — 2Ty (45)

vdlida para todo e € W(e).

Definindo agora (T = [eT pT ;7] entdo (45) pode ser reescrita como AV <
—(T.#(, com
P * *
M= |-10C 2J; x| —-[A-EK B E|'"P[A-EK B E|. (46)
— G 0 2J,

Desta forma, a garantia de .# > 0 implica que AV < 0se e € W(e).

Aplicando o complemento de Schur, multiplicando .# pela esquerda e pela direita
pela matriz diag{W, Fi, F», I} e sua transposta, e realizando a substitui¢cdo de varidveis
Fy=J ' F, = Jy; e Z = GW, entdo pode-se concluir que (39) implica em .# > 0.

A LMI (40) garante que o conjunto elipsoidal (41) estd incluido em WW(e) (TARBOU-
RIECH et al., 2011). Consequentemente, satisfazendo-se simultaneamente (39) e (40)
implica efetivamente em AV < ( para todas as trajetdrias do sistema em malha fechada

(38) comecando em Z.
O

Observacao 3.1. No caso particular de fungdes ndo lineares com declividade minima
diferente de zero, em relagcdo as restri¢des dos itens (ii) e (iii) da Definigdo 2.1, condigcdes
de estabilidade menos conservadoras podem ser obtidas através de uma transformacdo
de malha (KHALIL, 2002). Considere que cada componente de o(-) possui a seguinte
restri¢cdo por partes

U(i)(f)_ol(i)(f>
f=r

e pertence globalmente ao setor [0y, O], O2;) > 013y > 0.
Entdo, aplicando uma transformacdo de malha implica que o sistema

010 < <oy, VI, o f # F 47)

r" = Az + Bo(Cx) (48)

€ equivalente a
" =(A+ BO,C)z + B5(Cx) (49)

onde a funcdo
(Cz) =0o(Cx) — 0,Cx (50)
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pertence ao setor (0,0, — O], com ©; = diag{0i),012),.. .01} €
Oy = diag{0z1), 02(2); - - - » 2 (m) }-

Este procedimento pode ser aplicado diretamente ao sistema em malha fechada (38),
resultando em

et = (A+ BO,C — EK)e+ Bp(Ce,Czs) + Evy (Ke) (51)
com p(Ce,Cxg) = 5 (Ce+ Cxg) — 7 (Cxs).

3.2.2 Funcoes lineares por partes

Nesta secao, os resultados de estabilidade obtidos no Teorema 3.1 serdo estendidos
para o caso onde a ndo linearidade o (-) é descrita por uma funcéo linear por partes, tal
como (6).

Desta forma, a dinamica do erro de sincronizacdo (38) pode ser representada, como
em (12), por:

N-1
e" = (A—-EK)e—BY _ A®(Ce,Cxs) + Evy(Ke) (52)

=1

onde A = A+ BA,C.
O seguinte teorema aborda a estabilidade do sistema em malha fechada (52):

Teorema 3.2. Se existe uma matriz simétrica positiva definida W € R"™ ", matrizes
diagonais positivas definidas F, € R™", Ry € R™™ | =1,...,N — 1, matrizes Y e
Z € R™ " satisfazendo as relagoes (40) e

|74 * * * * *
—CW 2R, % * * *
-CW 0 ZRN_l * *
-7 o --- 0 2F, %
I Q = - =y P W_
onde Q = AW + BA\CW — EY, 5, = —BAR;, | = 1,...,N — 1, entdo para

K =YW~ todas as trajetorias do sistema (52) comecando no conjunto Z definido por
(41), com P = W1, convergem assintoticamente para a origem.

Prova. A prova deste teorema segue o mesmo desenvolvimento apresentado na prova do
Teorema 3.1, onde Y € substituido pela condi¢do de setor do Lema 4. Como a relagdo
(17) é vélida para cada ®;(-, -) individualmente, entdo

N-1
T3 =Y (Ce,Cxs)TU;[®)(Ce, Cxg) — Ce] < 0 (54)
=1
com R, =U; ', l=1,...,N — 1, também € verificado.
Entao, de (44), (52) e (54) segue que

N-1

AV < [(A+ BAC — EK)e = BY _ A®(Ce, Cag) + Eg(v)]"P[(A+ BA,C
=1

N-1
— EK)e— BY  A®(Ce,Cxg) + Ey(v))] — eTPe — 205 — 2Y5. (55)

=1
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Definindo v7 = [eT ®] --- &] ... L, 7], entdo (55) pode ser reescrita
como AV < —vT2v, com 2 resultando de transformagdes similares as aplicadas na
prova do Teorema 3.1. Desta forma, 2 > 0 implicaem AV < 0se e € W(e).

Aplicando o complemento de Schur, multiplicando 2 pela esquerda e pela direita pela
matriz diag{W, Ry,..., R;,..., Ry_1, F5, I} e sua transposta, e realizando a substitui-
cao de varidveis R} = Ul_l,l =1,...,N -1, F = J,' e Z = GW, entio pode-se
concluir que (53) implicaem 2 > 0.

Portanto, satisfazendo-se simultaneamente (53) e (40) implica efetivamente em AV <
0 para todas as trajetorias do sistema em malha fechada (52) comegando em Z. [l

3.2.3 Problema de otimizacao

A partir dos Teoremas 3.1 e 3.2, o ganho K do controlador pode ser determinado pela
solu¢do de um problema de otimizacao a partir das LMIs (39) e (40) (ou (40) e (53)). Em
particular, € interessante encontrar uma matriz A que leva a maximizagao do tamanho do
conjunto elipsoidal Z, pois, desta forma, garante-se a estabilizacao, i.e. a sincronizacao,
do sistema em malha fechada para um conjunto mais abrangente de condi¢des iniciais.
A maximizagdo homogénea do elipséide em todas as direcoes (TARBOURIECH et al.,
2011) € obtida indiretamente através da solucdo do problema de otimizacao

max trago(W)

.. (56)
sujeito a (39) e (40) (ou (40) e (53)).

Como as condicdes de estabilidade sdo LMIs, este problema € convexo e pode ser
resolvido por pacotes computacionais padronizados.

3.3 Exemplo

Considere um sistema discreto no tempo representado no espaco de estados por

" = Az + Bo(Cz) + Eu (57)
onde
0.91 0.09 0 0.09
A=1001 099 001|,B=]| 0 |, E=0.011
0 —-014 1 0
e 0(Cx) = —¢(x(1)), com ¢(x(1)) descrita pela seguinte fungdo linear por partes:

—g(xy+ 1)+ g1, sexq) < -1
o(z)) = { —G12),; se |z <1 . (58)
—go(zy —1) — g1, sexq >1

Os parametros g; = 1.15 e go = 0.7 foram escolhidos de forma a obter uma traje-
téria cadtica similar a do circuito de Chua (MATSUMOTO; CHUA; KOMURO, 1985),
conforme Figura 6. Ressalta-se que esta fun¢do nao linear pode ser descrita como em (6),
conforme ilustrado na Figura 7, com N = 2, b; = 1, Ay = g; e Ay = go. Os niveis de
saturagdo do sinal de controle sdo dados por w¢;) =2, 7 =1,2,3.
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Figura 6: Trajetdria cadtica do sistema (57) com a fung@o ndo linear (58) no plano x(;) X
I‘(g).

051

Figura 7: Fung¢@o ndo linear o(C'z).
U($(1))

Gy
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Resolvendo! o problema de otimizagdo (56) com as condi¢des do Teorema 3.1 obtém-
se trago(V') = 20.27 e as seguintes matrizes:

0.2993 0.3607 0.08664
P=10.3607 1215 0.04416
0.08664 0.04416 0.1133

1.369 1.888 0.4663
K =137 2932 0.4185
0.9183 1.199 0.7122

Em seguida, resolvendo o problema de otimizagdo (56) com as condi¢des do Teorema
3.2 obtém-se trago(IV) = 49.13 e

0.3037 0.2515 0.1456
P =10.2515 0.6824 0.05045
0.1456 0.05045 0.1130

1.419 1.277 0.6818
K = (1259 2121 0.4822
1.196 0.8831 0.7410

As Figuras 8 e 10 ilustram o comportamento cadtico das trajetérias dos estados e o
sinal de controle resultante, respectivamente. Foram selecionados os seguintes estados
mestre e escravo iniciais: z)(0) = [0.4 0.4 0.6]" e z5(0) = [-0.2 —0.2 0.1]"
tal que e(0)TPe(0) < 1, i.e. o erro inicial pertence ao conjunto Z em ambos 0s casos.
Pode-se observar que a sincronizacao € obtida com os estados do sistema escravo conver-
gindo assintoticamente para os estados mestre. Também é possivel perceber o efeito da
saturacao no sinal de controle em ambos os controladores.

Figura 8: Trajetorias dos sistemas mestre e escravo no plano () X (z): (a) Teorema 3.1
e (b) Teorema 3.2.
1

T T T T T

0sl| = M .
' S (a)

o6 S(b) .

04 r
02r
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IFoi utilizado o pacote CVX (GRANT; BOYD, 2014) para Matlab com o solver SDPT3.
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Figura 9: Trajetdrias dos sistemas mestre (linhas sélidas) e escravo pelo Teorema 3.2
(linhas tracejadas) no instante k.
4
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Tar(2)
Ty (s) |
== =%s0)
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T |
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Figura 10: Sinais de entrada de controle u: (a) Teorema 3.1 e (b) Teorema 3.2.
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Figura 11: Cortes da regido de estabilidade garantida Z para Teorema 3.1 (linha vermelha
tracejada) e Teorema 3.2 (linha azul continua), e trajetérias simuladas para diferentes
condigdes inciais a partir do Teorema 3.1 (amarelo) e Teorema 3.2 (verde).

2

15, , 1
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A Figura 11 mostra os cortes, nos planos e; X ey, €5 X €3 € €1 X eg, da regido Z. E
possivel observar que o Teorema 3.2 resulta em um maior conjunto Z quando comparado
ao Teorema 3.1, i.e. maior o valor do trago(1V), ou, equivalentemente, menor o valor
do traco(P). Isto demonstra que, explorando a estrutura particular de o(-) de um funcéo
linear por partes, resultados menos conservadores para o problema de otimizagdo sio
obtidos. No entanto, em fung¢do das trajetorias dos erros de sincronizac¢do simulados para
diferentes condi¢des iniciais na Figura 11, ainda é possivel verificar que estes resultados
s@o conservadores para este modelo discreto, uma vez que mesmo as trajetorias iniciadas
fora da regido Z convergem para a origem.

3.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foi apresentado um método de projeto de controladores de realimen-
tacdo de estado como solug@o ao problema de sincronizacdo de sistemas Lur’e mestre-
escravo em tempo discreto, sob saturagdo da entrada de controle. A partir de uma fungdo
candidata de Lyapunov quadrética, condicdes LMI que garantem a estabilidade regional
do erro entre os estados mestre e escravo foram obtidas. Além disso, uma formulagao
a partir de funcdes zona-morta foi utilizada para obter condi¢des particulares de estabi-
lidade quando a ndo linearidade da fun¢do Lur’e € descrita por uma funcao linear por
partes. Através de um exemplo numérico de um oscilador caético discreto, ficou demons-
trado que as condicdes de estabilidade derivadas desta formulacao linear por partes sdo
menos conservadoras, levando a uma estimativa maior do conjunto de condi¢des iniciais
admissiveis. Os resultados deste capitulo foram publicados no artigo (ZANI et al., 2018).
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4 SINCRONIZACAO SOB CONTROLE AMOSTRADO

Neste capitulo sdo avaliadas condi¢des de estabilidade para o caso de sistemas Lur’e
em tempo continuo com controle amostrado aperidédico. Em sistemas lineares amostra-
dos periodicamente € possivel obter-se um modelo em tempo discreto exato, i.e. com 0s
valores dos estados dos sistemas continuo e discreto coincidindo nos instantes de amos-
tragem. Entretanto, na amostragem aperiddica, ndo € vidvel obter-se uma discretizacao
exata devido a incerteza do tempo entre duas amostras. Por outro lado, técnicas de discre-
tizagdo usando aproximagdes numéricas, como o método de Euler, podem levar a resul-
tados aproximados que dependem do periodo de amostragem. No caso de sistemas nao
lineares, ndo é possivel garantir comportamento idéntico através da discretizacdo (NE-
SIC; TEEL, 2004). Embora possa observar-se em alguns casos que, com a diminui¢cdo
do periodo de amostragem, o comportamento do sistema discreto aproxima-se ao modelo
em tempo continuo, 0 mesmo ndo pode ser afirmado quando o periodo de amostragem €
suficientemente grande ou nos casos em que a amostragem € aperiddica.

Desta forma, é importante considerar a dindmica em tempo continuo do sistema em
conjunto com a atualizacdo do controle em tempo discreto. Portanto, a partir de uma des-
cricdao da dinamica do erro de sincronizacdo entre dois instantes consecutivos de amostra-
gem, andloga a (29), e de um funcional looped, serdo abordadas as solugdes dos problemas
de andlise de estabilidade e de sintese de uma realimentacao estética do erro de saida entre
0s sistemas mestre e escravo.

4.1 Descricao do problema

Considere o seguinte sistema mestre-escravo continuo no tempo:

Jan(t) = Azp(t) + Bo(Can(t))
M owelt) = Hran) 7
S xs(t>) = Axg(t) + Bo(Cxs(t)) + u(t) 60)

onde x /() e z5(t) € R™ sdo os estados dos sistemas mestre e escravo, respectivamente,
yrm(t) e ys(t) € R? as saidas dos sistemas mestre e escravo, u(t) € R" a entrada de
controle e () : R™ — R™ a fungdo no linear vetorial descentralizada. A, B, C' e H sdo
matrizes reais de dimensdes apropriadas.

De forma similar & Defini¢do 2.1, agora continua no tempo, a restri¢do (ii) de inclina-
cdo pode também ser observada como uma restricdo de derivada, onde cada componente
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de o(-) é diferencidvel por partes com

d
0< @%')(f) < by, VI (61)

A partir de (59) e (60) segue que a dinamica do erro de sincronizagdo € definida por
é(t) = Ae(t) + Bp(Ce(t), Cs(t)) — u(t) (62)

Assume-se que o erro de sincronizagio da saida y.(t) é amostrado e o valor de u(t) é
mantido constante, através de um retentor de ordem zero, entre instantes consecutivos de
amostragem. Portanto, considerando uma realimentacao estatica do erro de sincronizagao
da saida dos sistemas mestre e escravo, obtém-se o seguinte sinal de controle:

u(t) = Ky.(tr) = KHe(ty),Vt € [ty tper), Vk (63)

onde K € R™ e {1 }r>0 € uma sequéncia crescente de instantes positivos de amostra-
gem, tal como definido em (27). Ressalta-se que o intervalo entre duas amostras con-
secutivas 7}, pode variar com o tempo, permitindo a modelagem de uma caracteristica
de amostragem aperiddica. O caso particular de amostragem periddica corresponde a
Tk:leTQZT,VkEN.
A partir de (62) obtém-se a seguinte dinAmica em malha fechada com o controle amos-
trado (63):
é(t) = Ae(t) + Bp(Ce(t), Cxg(t)) — KHe(ty). (64)

Definindo as fungdes dos estados ey (7) = ety + 7) e vgx(7) = x5(ty + 7), a dina-
mica entre duas amostras consecutivas de (64) pode ser representada da seguinte forma
(SEURET, 2012):

ér(1) = Aeg(7) + Bp(Cex(1), Crsp(T)) — KHeg(0) (65)
VT € [OaTk]uTk € [T17T2]7Vk'

A seguir, o Lema 6 referente ao funcional looped sera estendido para o erro de sincro-
nizagdo, considerando a func¢éo ndo linear p(-, ) presente em (64).

Lema 8. Considerando o sistema (65), definindo dois escalares positivos 0 < Ty} < Ty e
uma funcdo V : R™ — R™ para a qual existem escalares reais 0 < p; < g e p > 0, tais
que

pilel|P< Vie) < pslle||”, Ve € R™. (66)

Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) Para qualquer k € N e Ty, € [11, T3], a equagdo
AV (k) = V(ex(Tk)) — V(ex(0)) <0.
é satisfeita.

(ii) Existe um funcional continuo ¥ : [0,Ts] x K" x RT — R, que satisfaz, para
qualquer z € K" e para qualquer T, € [T, Ts]

7(Tyle)T‘k?) = /7/(07Z7Tk) (67)

e tal que, para qualquer k € N, Ty, € [T1,Ty] e 7 € [0, T}]

. d d
W(T7 6k7Tk> = EV(ek(T)) + E/y/@—? €k7Tk) < 0. (68)
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Além disto, se um destes argumentos é verdadeiro, entdo todas as trajetorias do
sistema em malha fechada (64) convergem assintoticamente para a origem, desde que
Ty € [1h, T3), Vk.

Prova. A equivaléncia entre os itens (i) e (ii) foi provada no Lema 6. Neste caso, de-
vido a fun¢do ndo linear ainda € necessdrio provar que as trajetérias do sistema de fato
convergem para a origem.

Define-se o vetor de funges admissiveis £(¢)T = [qy(t) -+ Em(t)], tal que
E(t) = diag{&q)(t),. .., &m)(t)} e 0 < &u)(t) < O). Como (16) é verificada, existe
um conjunto de fungdes admissiveis que satisfaz a relacao

pa)(Ce(t), Cxs(t)) = Ea () (Ce(t)) @y, i =1,...,m. (69)

Entao, a solucdo do sistema em malha fechada (64) esta incluida no conjunto de solu-
coes de
é(t) = Ae(t) + BE(t)Ce(t) — KHe(ty). (70)

Todavia, como (70) € um sistema linear variante no tempo, este admite uma matriz
de transi¢do de estados W(¢,t,) € R™" (KHALIL, 2002). Definindo agora W (7,0) =
U(ty + 7,tx) : [0,T2] — R™™ como a fungdo V(, ty) restrita ao intervalo [ty, tx + T3],
segue que

ex(7) = Wi(7,0)er(0) + /OT U(s,0)dsK Heg(0). (71)

Portanto, para qualquer 7 em [0, T3], as trajetérias de (64) podem ser limitadas por

/T Uy (s,0)ds

lex(rll< (uw,O)H 0

HKHH) lec(0)]] )

Neste caso, a fungdo &;)(¢) é limitada e continua sobre [0, T3], tal que existe um escalar

s = sup {Hw,omu [ st 00 HKHH},Vk- 73
EeKm 0

Desta forma, dentro de um periodo de amostragem, tem-se um fun¢ao de Lyapunov
V (ex(7)) que é limitada conforme (66). Isso garante que V (e (7)) < papdb||ex(0)||P, para
qualquer 7 em [0, T}|, Vk, e, consequentemente, prova que a fungéo continua de Lyapunov
converge uniformemente e assintoticamente para zero, tal que tlim e(t) = 0.
—00

]

Assim sendo, propde-se o seguinte problema de andlise de estabilidade para um dado
controlador amostrado para a sincronizagdo de um sistema mestre-escravo:

Problema 4.1. Dada uma matriz de ganhos K e um intervalo minimo T, encontrar o
mdximo intervalo T, entre duas amostras consecutivas para o qual a estabilidade assin-
totica da dindmica do erro de sincronizacdo é garantida, i.e. a sincronizagdo do sistema
mestre-escravo é obtida.

De outra forma, considerando o projeto do controlador, é possivel enunciar o seguinte
problema:
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Problema 4.2. Dado um intervalo minimo Ty, determinar uma matriz de ganhos K de
forma a maximizar o tempo limitante superior T, entre duas amostras consecutivas para
o qual a estabilidade assintotica da dindmica do erro de sincronizacdo é garantida, i.e.
a sincronizagdo do sistema mestre-escravo é obtida.

Em func¢do das condi¢des de estabilidade menos conservadoras obtidas na sincroniza-
cdo de sistemas em tempo discreto, serd considerada a representagdo linear por partes (6)
na formulagdo deste problema, além da formulacdo para funcdes nao lineares genéricas.

4.2 Analise de estabilidade

Nesta secdo serdo apresentadas condi¢des de estabilidade para a solucao do problema
4.1 a partir dos resultados do Lema 8 para o caso onde a ndo linearidade Lur’e pode ser
representada por uma func¢ao linear por partes e para o caso genérico.

4.2.1 Funcoes lineares por partes

Considerando que a dindmica do erro de sincronizagdo (64) pode ser representada
através de funcdes zona-morta por

=

é(t) = Ae(t) — BY AN®(Ce(t), Cs(t)) — K He(ty) (74)

=1

entdo, de acordo com as fun¢des dos estados e (7) e xgy(7) definidas em (65), a dinAmica
entre duas amostras consecutivas de (74) pode ser representada da seguinte forma:

r

ek(T) = Aek(T) —B /_\l(I)l(CQk(T),C$Sk(T)) —KHek(O) (75)

=1

VT € [07Tk]7Tk € [T17T2]7Vk'

Desta forma, o seguinte teorema apresenta condi¢des para a solu¢cdo do problema 4.1
para uma funcao Lur’e linear por partes.

Teorema 4.1. Sejam dois escalares positivos 0 < T} < I, e uma matriz de ganhos K €
R"*? conhecida. Se existem matrizes definidas positivas P, R € S", matrizes diagonais
definidas positivas U, € S, matrizes diagonais positivas I'; € S™, matrizes Sy, 1, X €
St Z € Rin+IN=1mlx2n g, (), ¢ R e Y € RV WN=0ml pye satisfacam, para
r=12el=1,...,N—1

F1+Tr(—F2+F3+F4) <0 (76)
Fi—To(Fy+ Fy + Fy) Z

N 1L [R 0]]<o0 (77)
7.0 3R
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con
~ N-1
Fy = He {YT(—M4 +AM, = BY AL — KHM,) + M{PM, — ZMjg
=1
N-1 N-1
—M,SMy + Y " LITCMy — > LTU(Ly — CMI)} — MJ,S) My,
=1 =1
Fy = MjQ1 M3
Fy = He {M](S1 Mz + S2My) + M{(Q1Ms + Q2 M)} + M{RM,
Fy = MJX M,
Fy = He{MjQ M}
onde
M, = [Inxn OnX[SnJr(Nfl)m]} M, = [Onxn Txn On><[2n+(N71)m]:|
M3 = [Onx2n In><n Onx[n—O—(N—l)m]} M, = [OnXL’m [n><n OnX(N—l)m}
L= [Omx[4n+(l—1)m] Ixm OmX(N—l—l)mj| (78)
I -1 0 0 ,
M. = | > nxn nxn nXx[n+(N—1)m]
0 [n><n [n><n _21n><n 0n><[n+(N71)m]
My = My — M.

Entdo, todas as trajetorias do sistema em malha fechada (74) convergem assintoticamente
para a origem para qualquer amostragem assincrona com Ty, € [Ty, Ts], Vk.

Prova. Defina uma funcio candidata Lyapunov do tipo Lur’e (KHALIL, 2002)

N—-1 m

Z0)
V(e) =e"Pe+2 Z Z Yigi) / D13 (s,Cxg)ds (79)
0

=1 i=1

onde z = C'e e P é uma matriz simétrica definida positiva. Considere agora um funcional
¥ definido para qualquer 7 € [0, T}], tal que:

( )
( )7

+(Tix — 7)7ex(0)" X ek (0) (80)
( )

A equagdo (80) satisfaz a condi¢do (67) com ¥ (1,ex,Tx) = 0Oem 7 = 0e 7 = T.
Este funcional foi extraido de (SEURET et al., 2015) e introduz o termo v (7) necessério
a desigualdade integral de Wirtinger.
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A partir do Lema 8, € necessario mostrar que 7/(7, ek, Ty) < 0 ao longo das trajetdrias
do sistema (75) e que AV (k) < 0, de forma a garantir que todas as trajetérias deste
sistema convergem assintoticamente para a origem.

A partir do Lema 4, segue que

T, = zii ®y(Cer(7), Cosp(r))TU [@1(Cer(7), Casi(T)) — Cer(r)] < 0 (81)

para quaisquer matrizes diagonais U; > 0,/ =1,...,N — 1.
Inspirado pelo método descritor de (FRIDMAN, 2014) e também com base no Lema
de Finsler (FINSLER, 1936), para acoplar os sinais do vetor aumentado de estados

§k(T)T:[ek(T)T er(O)T (1) ér(T)T P1(Cex(r), Crgr(T))T
O,(Cey(1), Crgr(r))T - -- CIDN_l(C’ek(T),C’mSk(T))T}

utiliza-se a seguinte relagdo com a matriz Y e (75):

Y5 = &(T)TYT | —é(7) + Aer(r) — B N®y(Cey(r), Cagi(r)) — KHep(0)| = 0.

(82)
Portanto, combinando (68) com (81) e (82) obtém-se:

W(T, €k, Tk) — 2T4 + 2T5 < 0. (83)

Garantindo-se (83), segue que # (7, e;, Ty) < 0, para qualquer e, (0), pois a condigdo
de setor (17) € vélida globalmente. Entdo, pode-se reescrever (83) como

N-1

W (1, en, Ti) + Ex(7)THe {— > LIU(L — CMy)
=1
N-1

+HYT(=M;+ AMy = BY ML - KHMQ)} (1) < 0. (84)

=1

Pode-se agora calcular cada termo de W (68) separadamente. Note que

%V(ek(ﬂ) = He {ek(T>TPék(T) + ; O, (Cex(1), C[ESk(T))TFlOék<T)}

(85)
N-1
— G(r)THe {M;Pm 3 Lmom} &(7)

=1

onde I} = diag{m(l), e ,m(m)}. Em seguida, a partir do segundo termo de W (68),
examina-se cada linha da derivada do funcional 7" (80). A partir da primeira linha, obtém-
se:

(T3 — 7) [ex(T)T(S1Gk(T) + 252€4(0)) + G (7)TS1€x(T)] — G (T)T(S1Ck(7) + 252€4(0))
= & (T)T [(Tx — 7)He {M] (S1 M5 + So M)} — M, S, Mo — He { M, So My} &k (7).
(86)
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Posteriormente, a derivada da segunda linha de 7" (80) resulta em:
(T, — 7)He{exn(7)T(Quv(T) + Q2ex(0)) } — Thvie(7)T Qi (1) — THe{v(17)TQ2e1(0) }
= (Tk - T)HC{MI(QlM?, + QzMz)} - TkMgTQlM?, - THe{M§Q2M2}- (87)
A derivada da terceira linha produz:

(Th — 27)er(0)" X er(0) = (Th — 27)&k(T)T M3 X Ma&i(T)
= (T}, — 27)&(T)TFu&i(T).

Finalmente, a derivada da ultima linha de 7" em (80) é limitada através do Lema 7 da
desigualdade integral de Wirtinger, resultando em

(88)

- /0 ér(s)TRék(s)ds + (T — 7)éx(m)TRéx(T) <

R 0

(7T 0 3R

-1
:| ZT+(T/€—T)MIRM4 fk(T) (89)

—He{ZMg} + 72 {

Agora, a partir de (85)—(89), o lado esquerdo de (84) pode ser limitado superiormente
por:

Ee(T)TME(T) < &(T)T | FL — ThF + (T, — 7) F3

-1
+(Tk—2T)F4—7'F5+TZ|:R 0:| A

Portanto, o sistema (74) € assintoticamente estdvel se a matriz M é negativa definida
para T € (0,7}). Como (90) é afim em 7, é necessdrio e suficiente verificar esta condi¢do
para 7 = 0 e para 7 = T}, conforme segue:

F1+Tk(—F2+F3+F4) <0 1)
R 0]

Além disso, como (91) e (92) sdo afins em T}, (76) garante a validade de (91),
e aplicando o complemento de Schur em (77) obtém-se (92), para T}, € [11,T3], Vk,
concluindo-se a prova. [

4.2.2 Funcoes nao lineares genéricas

No caso de uma ndo linearidade Lur’e genérica, considerando a dinamica do erro de
sincronizacdo em malha fechada (64) e as fun¢des dos estados ey (7) e zgx(7) definidas
em (65), a dindmica entre duas amostras consecutivas pode ser representada por:

ér(7) = Aer(7) + Bp(Cex(7), Crsp(T)) — KHeg(0)
V1 € [O,Tk], T € [Tl,TQ],Vk‘.

Desta forma, as condi¢des de estabilidade podem ser modificadas considerando-se as
relagdes em p(-, -) através do seguinte teorema.
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Teorema 4.2. Sejam dois escalares positivos 0 < T7 < Ty e uma matriz de ganhos
K € R" 9 conhecida. Se existem matrizes definidas positivas P, R € S", uma matriz
diagonal definida positiva J, € S™, uma matriz diagonal positiva I' € S™, matrizes
S1,Q1, X €S, Z e RUntmix2n g, 0, ¢ R e Y e RUntm) qye satisfacam (76)
e (77), parar = 1,2, com

F, = He {Y/T(—M4 + AM, + BMs — KHM,) + MIPM, — ZMjg
— M7,85 My + MITC M, — MIJ,(Ms — ©CM;)} — M1, S Mis

Fy = MjQ M3 93)
F3 = He {M](S1 M5 + SoMs) + M{(Q1 Mz + Q2Ms)} + M]RM,
Fy = MIX M,
F5 = He{M3Q2M>}
onde
My = [Lixn Onxnim)] Mo = [Opxn Inxn Onx(@ntm)]
Ms = [Onx2n Tuxn Onx(ntm)] My = [Onxsn Tuxn Onxm]
Ms5 = [Omx4n Ime} %94)
Livn —ILixn  Onxn  Onxinem
Moo= ol
My = My — M.

Entdo, todas as trajetorias do sistema em malha fechada (64) convergem assintoticamente
para a origem para qualquer amostragem assincrona com Ty, € [Ty, Ty], Vk.

Prova. Defina uma funcio candidata Lyapunov do tipo Lur’e (KHALIL, 2002)

m Z(i)
Vie)=ePe+2) 7 / piy(s, Cag)ds (95)
0

=1

onde z = C'e e P é uma matriz simétrica definida positiva.

Considerando-se o funcional (80) e substituindo-se as relagdes com base na condi¢ao
de setor e no Lema de Finsler, a prova € similar a apresentada no Teorema 4.1. Desta
forma, no caso de uma funcdo ndo linear genérica, substitui-se (81) pela condicdo de
setor do Lema 3:

Ts = p(Ce,Cxg)TJ; [p(Ce,Cxg) —OCe] <0 (96)

para qualquer matriz diagonal J; > 0.
A partir do vetor aumentado de estados

&(1)T = [ex(m)T er(0)T ()T ex(r)T p(Cey(r), Csi(T))T]
a seguinte relacdo substitui (82):
Y7 =& (7)Y T [—éx(7) + Aex(7) + Bp(Cey(7), Crgp(t)) — KHer(0)] = 0. (97)
Portanto, combinando (68) com (96) e (97) obtém-se:

W (1, er, Ty) — 206 + 217 < 0. (98)
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Garantindo-se (98), segue que #/ (7, e, Ty) < 0, para qualquer e;,(0), pois a condi¢do
de setor (16) € vélida globalmente. Entdo, pode-se reescrever (98) como

W (1, e, Ti) + Ex(7)THe {— M7 J1 (M5 — OCM,)
+Y (=M, + AM, + BM; — KHMQ)} £.(1) < 0. (99)

Pode-se agora calcular cada termo de # (68) separadamente. Comegando por

iV(ek(T)) = He {ex(7)TPér(7) + p(Cep(1), Crgi(1))TTCér(7)}

dr (100)
= & (7)THe {M{ PM, + MIT'CM,} & (7)

onde I' = diag{yn1),...,Yum)}. Em seguida, os demais termos de W (68) podem ser
obtidos como na prova do Teorema 4.1, resultando nas LMIs (76) e (77) com as varia-
veis (93) e (94). Desta forma, se as LMIs (76) e (77) sdo satisfeitas, o sistema (64) é
assintoticamente estdvel, para T, € [T7, 15|, Vk. O

4.2.3 Problema de otimizacao

Com base nas condi¢des estabelecidas nos Teoremas 4.1 e 4.2, € possivel enunciar um
problema de otimiza¢do para a maximizacao do intervalo de amostragem como solucio

ao Problema 4.1:
max 715

sujeito a (76) e (77).

Este problema de otimizagao pode ser implementado através de um algoritmo de busca
na varidvel 75, testando-se a factibilidade do problema convexo nas relacdes LMI (76) e
(77). No caso particular de amostragem periddica, 0 mdximo intervalo pode ser encon-
trado fazendo-se 7' = T, = T5. Ressalta-se que, embora as LMIs (76) e (77) sejam as
mesmas para os Teoremas 4.1 e 4.2, as matrizes F} a F; variam conforme as relagdes
empregadas.

(101)

4.3 Projeto do controlador

Nesta secdo, as condi¢des de estabilidade obtidas nos Teoremas 4.1 e 4.2 sdo esten-
didas para a solu¢cdo do Problema 4.2. A lei de controle € baseada na realimentacdo de
saida, ou seja, u(t) = Ky, (tx), onde o erro y.(tx) corresponde a diferenca entre as saidas
dos sistemas mestre e escravo nos instantes t;. Portanto, o projeto do controlador consiste
na sintese da matriz de ganhos K.

Ao tomar-se a matriz de ganhos K como varidvel no Teorema 4.1 verifica-se que
as condicdes deixam de ser LMI, em func¢do da multiplicacdo das matrizes K e Y. No
método descritor (FRIDMAN, 2014), é(t) é considerada como uma varidvel de estado
adicional. Inspirado neste método, propde-se a seguinte transformacao genérica similar a
relacdo (82):

[Ylek(T) + }/12€k(0) + }qgék(TﬂT —ék(T) + Aek(T)

N—
Z 1D,(Cer(7), Crgu()) — KHe,(0)| =0 (102)
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onde }/17 }/127 1/13 € R™*",
Desta forma, assume-se uma forma particular onde a matriz Y € R™*#n+(N-1)m] g
substituida por

Yi Yiz 0 Yy 0 o 0], (103)
A partir das matrizes auxiliares (78), (103) pode ser representada por
Yi My + Yig My + YisMy. (104)

O método descritor propde as transformacgdes de varidveis Yo = €1Y] e Vi3 = €2Y)
com o objetivo de obter-se condi¢des quasi-LMI, através de escalares €, e ¢5. Fixando-se
os valores de €, e €, as relagdes obtidas sao LMIs, levando a solucdo de um problema
convexo. Desta forma, (104) pode ser reescrita como

Yi(M;y + 61 My + 2 My). (105)
Entao, € possivel enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3. Sejam dois escalares positivos 0 < T < T e dois escalares reais €,
e €. Se existem matrizes definidas positivas P, R € S", matrizes diagonais definidas
positivas U, € S™, matrizes diagonais positivas I'; € S™, matrizes S1,Q1,X € S", Z €
RUn+(N=Dmlx2n G, O, Y, e K € R™", que satisfacam, parar =1,2el =1,... ,N—1

F +Tr(_F2 + Fj +F4) <0 (106)
Fi—T.(Fy+ Fy + Fy) Z
X 1R 0]| <0 (107)
7. |0 3R

com

N—-1
F, = He {(M1 + e, My + e M) Y] (—M4 +AM, - B /_\lLl>
=1
— (M + e, My + €My)" KHM, + MTPM, — Z Mg — M],S,M,
N-1 N-1

+Y LITCM, =Y LTU(L — CMl)} — M],S, M,
=1 =1

Fy = MJQ:M;
Fy = He {M](S1 My + SoMy) + M (Q1 M3 + Q2 M)} + MRM,
Fy = MIX M,

Fy = He{MJ]Q, M}

e matrizes auxiliares (78), entdo todas as trajetorias do sistema (74), com ganho de re-
alimentagdo de estado K = Y| 'K, convergem assintoticamente para a origem para
qualquer amostragem assincrona satisfazendo Ty, € [T}, Ts], Vk.

Prova. A demonstracdo é similar A prova do Teorema 4.1, com a substituicio de K =
YiTK e Y por (105), i.e. a seguinte relacdo no lugar de (82)

[Gk(T) + 616k(0) + GQék(T)]T }/1T —ék<7') + Aek(T)

N-1
—B Y N®(Cey(r), Csi(r)) — KHep(0)| =0 (108)

=1
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que pode ser reescrita com as matrizes auxiliares (78) como

N-1
(My + €1 My + e My)T Y] <—M4 +AM, - B Z /_\le>
=1
— (M + e, My + e;M,)" KHM,. (109)

O

Observacio 4.1. A seguinte substituicdo & matriz Y pode ser aplicada quando a fun¢do
Lur’e assume uma ndo linearidade genérica:

Vi Yi2 0 Yig 0] (110)

onde Y1,Y12,Y3 € R,
Desta forma, utilizando a aproximagdo do método descritor, tal como em (105),
obtém-se a seguinte relacdo através das matrizes auxiliares (94):

}/vl(Ml +€1M2 +€2M4). (111)

Com base nas condi¢des estabelecidas no Teorema 4.3, também € possivel enunciar
um problema de otimizagdo para a maximizacao do intervalo de amostragem como solu-
¢do ao Problema 4.2:

max 15

.. (112)
sujeito a (106) e (107).

Este problema de otimizag¢do pode ser implementado através de um algoritmo de busca
nas variaveis €; € €, testando-se a factibilidade do problema quasi-convexo nas relagdes
LMI (106) e (107) em T,,7 = 1,2. No caso particular de amostragem periddica, o
maximo intervalo pode ser encontrado fazendo-se T=T =T,

Em func¢do da forma particular da matriz Y, quando comparada a relagdo (82), obtém-
se condi¢des de sintese do ganho K de realimentacdo mais conservadoras que as condi-
coes de estabilidade dos Teoremas 4.1 e 4.2. Portanto, de forma a diminuir-se o conser-
vadorismo introduzido pela aproximac¢do da matriz Y, o Problema 4.2 pode ser resolvido
iterativamente, da seguinte forma:

1. Calcula-se o ganho K através do problema de otimizacao (112) a partir das varia-
VEIS €1 € €9

2. Com o ganho K calculado no passo anterior, resolve-se o problema de otimizacao
(101), determinando novos valores para 75 e Y;

3. Fixando a matriz Y no valor obtido no passo anterior e assumindo o ganho K como
variavel, resolve-se novamente o problema de otimizacdo (101), determinando no-
vos valores para T, e K

4. Repetem-se os passos 2 e 3 até que o incremento no tempo 75 seja menor que uma
dada tolerancia.
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4.4 Exemplos

Problema de andlise da estabilidade

O método proposto serd testado com um circuito de Chua (MATSUMOTO; CHUA;
KOMURO, 1985), que faz parte de uma classe de circuitos ndo lineares que apresentam
comportamento cadtico. Este sistema em tempo continuo pode ser representado no espago

de estados por
&= Ax + Bo(Cx)

y = Hz (113)
onde
—a a 0 a
A=1|1 -1 1|,B=|0|,H=[1 0 0]
0 —=b 0 0
e 0(Cx) = —d(x(1)), com a fungdo ndo linear ¢(z (1)) representando o diodo de Chua,

descrito pela funcao linear por partes (58).

O sistema descrito € equivalente ao exemplo 1 em (ZENG et al., 2017), com a = 9,
b=14.28, g1 = 8/7 e go = 5/7. Note que esta fungdo nao linear pode ser descrita como
em((6)com N =2,b; =1, A; = g1 e Ay = ¢s.

Considerando o mesmo ganho K de realimentacio de saida de (ZENG et al., 2017)

K = [3.2087 0.1932 —2.9360]" (114)

para 77 = 0.1000, no caso aperiédico, o problema de otimizacdo (101) resulta! em
T, = 0.5404.

Figura 12: Trajet6rias mestre e escravo no plano z(;y X x(2) para T}, € [0.1000, 0.5404].
08 T T T T T
—M

0.6 ——— S [P T B

T

0.4
0.2
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S -02r
0.4+
0.6

-0.8

q+
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A Figura 12 mostra que, para uma condic¢do inicial z,,(0) = [0.1 0.1 0.1}T e
zg(0) = [—1 -1 —1} T mesmo para uma trajetéria cadtica, o sistema escravo € ca-
paz de seguir o mestre com um controle amostrado assincrono, atingindo assim a sincro-
nizacdo. Na simulacdo, 7} foi obtido aleatoriamente de uma distribuicdo uniforme em

IFoi utilizado o pacote CVX (GRANT; BOYD, 2014) para Matlab com o solver SDPT3.
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[T1,T5). As Figuras 13 e 15 ilustram o erro de sincronizagio mestre-escravo e o sinal de
controle, respectivamente.

No caso periédico, o problema de otimizagdo (101) resulta em 7' = 0.5765. Quando
comparado ao periodo de 0.5582 obtido através do Teorema 1 de (ZENG et al., 2017), o
periodo méximo de amostragem é melhorado em 3.28%. Estes resultados mostram que
o Teorema 4.1 apresenta uma condi¢do menos conservadora a ser satisfeita em termos de
estabilidade do que a referéncia, para o caso periddico avaliado.

A partir da Figura 14 € possivel avaliar simulacOes de tentativas de sincroniza¢ao pra
diferentes periodos de amostragem para as mesmas condi¢des iniciais aplicadas anteri-
ormente. Quando simulado com periodos de amostragem periédica T < 0.59, a sin-
croniza¢do mestre-escravo é obtida. Para T = (.62, percebe-se que o sistema escravo
nao sincroniza com o mestre. Isso demonstra que, embora as condi¢cdes do Teorema 4.1
representem apenas uma condicao suficiente e ndo necessaria, em funcio da escolha do
funcional looped, o resultado obtido se aproxima do maximo periodo de amostragem pe-
riddica observado. A Figura 16 ilustra o comportamento cadtico e a sincronizacao das
trajetérias mestre e escravo, e a Figura 17 mostra a entrada de controle amostrado para
Ty, = 0.5765.

Resolvendo o problema de otimizacao (101) para diferentes intervalos de amostragem
aperiddica € possivel determinar a regido de intervalos admissiveis onde a sincronizacao é
garantida, conforme Figura 18. A regido na cor cinza delimita os intervalos dos periodos
de amostragem 7} e 15, demonstrando a relagcdo destes com o méximo periodo de amos-
tragem admissivel. E possivel observar que o maximo periodo de amostragem culmina
para 17 = 15, 1.e. uma amostragem periodica.

Figura 13: Erro de sincronizagdo mestre-escravo: em tempo continuo (linha vermelha

continua) e nos instantes de amostragem (pontos azuis) para 7 € [0.1000, 0.5404].
6 T T
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Figura 14: Erro de sincroniza¢do mestre-escravo: em tempo continuo (linha vermelha

continua) e nos instantes de amostragem (pontos azuis).
8 T T
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(a) Ty, = 0.5765
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Figura 15: Sinal de entrada de controle u para T}, € [0.1000, 0.5404].
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Figura 16: Trajet6rias mestre € escravo no plano x(yy X x (o) para T}, = 0.5765.
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Figura 17: Sinal de entrada de controle w para 7, = 0.5765.

S5+

S —

(1)
@
®)

Figura 18: Em cinza, a regido onde a sincronizacao € obtida.
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Problema de projeto do controlador pelo método iterativo

Ao resolver o problema de sintese do ganho de realimentacio para o caso periddico
do circuito de Chua a partir do problema de otimizagdo (112), sdo obtidos os periodos
maximos admissiveis ilustrados na Figura 19. O periodo méximo admissivel encontrado,
na faixa dos valores testados, corresponde a 0.5314 para ¢; = 3 e e = 4.25. Observa-
se que este periodo € menor do que o encontrado anteriormente através do problema de
otimizacao (101) para o ganho de realimentacdo (114). Isto se deve ao conservadorismo
introduzido pela aproximacido do método descritor na elaboracao das condi¢des quasi-
LMI para a sintese do ganho do controlador.

Figura 19: Periodos méximos admissiveis em funcao de ¢; € €.
5

Utilizando o método iterativo indicado na sec¢do anterior, ao aplicar-se consecutiva-
mente os problemas de andlise de estabilidade e sintese do ganho K, o maximo periodo
de amostragem admissivel evolui conforme Figura 20.

Figura 20: Médximo periodo de amostragem admissivel por iteracao.
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A partir dos resultados obtidos, sintetizados na Tabela 1, verifica-se a consequéncia
deste método iterativo sobre 0 maximo periodo de amostragem admissivel e o respectivo
ganho de realimentagdo K.

Tabela 1: Intervalo maximo de amostragem periddica e ganho K por iterago.

iteracdo T K
0 0.5314 [3.111 0.1422 —2.791]"
1 0.5953 [3.060 0.1311 —2.771]"
12 0.6015 [3.007 0.1035 —2.727]"

As Figuras 22 e 21 ilustram as trajetérias para os resultados indicados na Tabela 1,
no plano x(;) X (2 para uma condigdo inicial z3,(0) = [0.1 0.1 0.1]" e z5(0) =
[—1 -1 —1] T, e a convergéncia do erro de sincronizagio para zero, resultando na sin-
cronizacdo dos sistemas mestre € escravo.

Desta forma, € possivel perceber uma vantagem ao projetar o controlador a partir
deste método iterativo, permitindo para uma nova matriz de ganhos K um periodo de
amostragem 4.34% maior, quando comparado ao maximo periodo de amostragem perié-
dica T = 0.5765, obtido para o ganho de realimentagio (114).

Figura 21: Relagdo entre o intervalo maximo de amostragem periddica e a resposta do

erro de sincronizacao.
8 T T

— T =0.5314
r —T = 0.5953] |
6L ———T =0.6015| |
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Figura 22: Trajetorias mestre e escravo no plano (1) X z(2) para as solu¢des da Tabela 1.
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Problema de projeto de realimentacdo de estado

Utilizando novamente o circuito de Chua (113) e considerando desta vez uma rea-
limentacdo de estado, a partir do problema de otimizagdo (112) para o caso periddico,
aplicando uma varredura em €; € €5, obtém-se 0s mdximos periodos admissiveis ilustra-
dos na Figura 23. Observa-se que os valores maximos ficam proximos ao patamar de
valor 0.7, sendo o maximo periodo obtido igual a 0.7205 para ¢; = —0.5 e e = 5. Na
Tabela 2 foram relacionadas algumas solugdes obtidas.

Figura 23: Periodos mdximos admissiveis em funcao de ¢; € €.
5 :
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0.2 4
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A Figura 25 ilustra o efeito dos parametros €; € €5 na resposta do erro de sincronizagao
para cada intervalo maximo de amostragem da Tabela 2 e a Figura 24 mostra a sincro-
nizacdo dos sistemas escravos com os respectivos mestres de cada solucdo, conforme as
trajetérias no plano x(1) X x(2), para uma condigdo inicial z,(0) = [0.1 0.1 O.I}T e
zs(0) =[-1 -1 —1]".

Tabela 2: Intervalo maximo de amostragem periddica e ganho K em fungdo de €, € €.

€1 €9 T K
2.102 5.786  0.3337
1 4 0.7063 0.6245 0.2338 0.7193

—0.5588 —10.57 0.0992

1.912 6.604  0.2841
0 4 0.7163 0.6656  0.1323 0.7744
—-0.3306 —12.21 0.02930

1.708 7.442  0.2096
—0.5 ) 0.7205 0.7164 —0.027 0.8242
—0.0877 —13.6 0.0395

Neste caso, uma realimentacio de estado completa possibilitou garantir a sincroniza-
cdo do sistema mestre-escravo através de valores maiores de periodo de amostragem do
que os obtidos anteriormente. De outra forma, uma busca nos valores dos parametros €; e
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Figura 24: Trajetorias mestre e escravo no plano (1) X z(2) para as solu¢des da Tabela 2.
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€5 levaram a uma maximizacdo do intervalo admissivel entre amostras. No entanto, cabe
ressaltar que os problemas propostos de otimizacdo (101) e (112) ndo consideram como
critério a qualidade da resposta transitoria, podendo resultar em intervalos admissiveis
entre amostras e ganhos de realimentacdo que podem apresentar uma resposta transitd-
ria lenta. Neste caso, periodos maiores de amostragem resultaram em um tempo maior
necessdrio para a sincronizagdo, como pode se observar nas Figuras 24 e 25.

Figura 25: Relacdo entre o intervalo mdximo de amostragem periddica e a resposta do

erro de sincronizacao.
4 T T T T T

—— T =0.7063
351 — T =07163] ]
——T =0.7205

A partir do resultado 6timo encontrado através do problema de otimizacdo (112),
aplicou-se o método iterativo. Os periodos maximos admissiveis obtidos por iteragdao
estdo ilustrados na Figura 26 e relacionados na Tabela 3. As Figuras 27 e 28 demons-
tram a sincronizac@o dos sistemas mestre e escravo através do grafico das trajetérias no
plano (1) X x(2) € através do gréfico do erro de sincronizag¢do, para uma condi¢do inicial
zp(0)=[0.1 0.1 01]Texg(0)=[-1 -1 —1]"

Novamente € possivel perceber a vantagem de aplicar o método iterativo que, ao di-
minuir o conservadorismo das relagdes de sintese do ganho K de realimentacdo, permite
explorar um periodo admissivel de amostragem maior. Além disso, diferentemente do ob-
servado na aplicacdo do problema de otimizacdo (112), neste caso, a resposta transitdria
melhorou com o método iterativo, resultando em tempos menores para a sincroniza¢ao
dos sistemas mestre e escravo para periodos maiores de amostragem, conforme pode-se
verificar nas Figuras 27 e 28.



Figura 26: Méximo periodo de amostragem admissivel por iteracao.
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Tabela 3: Intervalo méximo de amostragem periddica e ganho K por iteragao.

T

T T

1 1

2 3 4
iteracéo

iteracao T K
[ 1.708  7.442 0.2096]
0.7205 0.7164 —0.027 0.8242
| —0.0877 —13.6 0.0395
[ 1.721 7.085  0.159 ]
0.7625 0.7174  0.0103 0.8366
|—0.1074 —13.17  0.106 |
1.716 7.094  0.1551
0.7637 0.7237 —0.0314 0.8373
—0.1085 —13.17 0.1055
[ 1.896 6.13  0.185 ]
0.7644 0.6883 0.1601 0.8326
| —0.3854 —11.74 0.0502]
[ 1.895  6.124 0.1832]
0.7648 0.689  0.1547 0.8326

| —0.3801 —11.76 0.0524 ]

71
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Figura 27: Trajetdrias mestre e escravo no plano x () X x(2) conforme resultados da Tabela
3.
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Figura 28: Relacdo entre o intervalo mdximo de amostragem periddica e a resposta do

erro de sincronizacao.
4 T T T T T
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4.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas condi¢des que asseguram a sincronizag¢do de sis-
temas Lur’e mestre-escravo sob controle de realimentacdo do erro amostrado. Particu-
larmente, o problema de sincronizac¢do foi reescrito como uma andlise de estabilidade
da dinamica do erro entre os estados mestre e escravo. Através de um funcional looped
e uma funcdo candidata de Lyapunov do tipo Lur’e foram obtidas condicdes LMI para
um problema de amostragem aperiddica. Além disso, uma desigualdade integral de Wir-
tinger foi considerada para reduzir o conservadorismo das condi¢des propostas quando
comparada com a desigualdade cléssica de Jensen. Um problema de otimizagdo com o
objetivo de maximizar o tempo admissivel entre duas amostras sucessivas para as quais a
sincronizacdo € garantida foi entdo proposto. Em seguida, a partir de uma aproximacao
relacionada ao método descritor, condicdes quasi-LMI voltadas para o projeto do contro-
lador foram obtidas. Os métodos de anélise de estabilidade e de sintese de controle foram
avaliados através de exemplos numéricos para um circuito de Chua. Resultados menos
conservadores que os da literatura foram obtidos, possibilitando o projeto de um controla-
dor com um periodo maior de amostragem. Os resultados da andlise de estabilidade deste
capitulo foram parcialmente publicados no artigo (ZANI; FLORES; GOMES DA SILVA
JR., 2018).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram propostos métodos de sincronizagdo de sistemas Lur’e mestre-
escravo. A sincronizagdo foi abordada como um problema de estabilizacdo do erro entre
os estados dos sistemas mestre e escravo.

Inicialmente, foram apresentadas solugdes para o problema de sincronizagdo de sis-
temas mestre-escravo em tempo discreto sob saturagdo do sinal de controle do atuador.
Uma lei de controle do tipo realimentacdo estdtica do erro entre os estados mestre e es-
cravo foi utilizada para garantir a sincronizacdo. A estabilidade do sistema em malha
fechada foi avaliada através de uma fun¢do candidata de Lyapunov quadrética e de con-
di¢des de setor para incorporar os efeitos das fun¢des ndo lineares. Assim, a estabilidade
foi analisada através de uma condicdo de setor cldssica para a ndo linearidade do sistema
Lur’e e uma condi¢do de setor modificada para o efeito da saturagdo. Uma formulagdo a
partir de fun¢des zona-morta foi utilizada nos casos em que a nao linearidade do sistema
Lur’e pudesse ser descrita por uma funcdo linear por partes. A partir destas condi¢des,
relagdes do tipo LMI foram obtidas para a garantia da estabilidade regional do erro de
sincroniza¢do. Neste sentido, um problema de otimizagdo foi elaborado com o objetivo
de maximar um conjunto de condi¢des iniciais admissiveis para as quais a sincronizagao
¢ garantida. Através de um exemplo numérico, as relagdes de estabilidade obtidas através
da formulagdo para fungdes lineares por partes mostrou-se menos conservadora, levando
a uma estimativa mais ampla do conjunto de estados iniciais admissiveis. Desta forma, é
possivel obter condi¢des menos conservadoras para a sincronizagao de sistemas discretos,
explorando caracteristicas da ndo linearidade, como a representagdo linear por partes.

No problema de sistemas mestre-escravo em tempo continuo a sincronizac¢ao foi in-
vestigada através de um controle amostrado. Uma lei de controle do tipo realimentagao
estatica do erro de saida de sincronizacdo foi utilizada. Além disso, uma amostragem
aperiddica foi considerada com o objetivo de aplicar este método no ambito do controle
de sistemas em rede. Neste sentido, através de uma representacdo da dindmica entre dois
instantes consecutivos de amostragem, um funcional looped foi aplicado. Considerando
os resultados obtidos no problema em tempo discreto, foi explorado o caso em que a ndo
linearidade da funcdo Lur’e é definida por uma func¢do linear por partes e descrita por
fungdes zona-morta. Além disso, a desigualdade integral de Wirtinger foi aplicada com
o objetivo de obter condi¢des de estabilidade menos conservadoras quando comparada a
desigualdade cléssica de Jensen. A estabilidade foi avaliada através de uma funcio can-
didata de Lyapunov do tipo Lur’e. Condi¢des LMI foram obtidas na andlise de estabili-
dade do sistema em malha fechada para um ganho de realimentacdo conhecido, enquanto
uma substitui¢do através do método descritor levou a condi¢des quasi-LMI para o projeto
do controlador. Problemas de otimizacdo para a andlise de estabilidade e para a sintese
de uma lei de controle para a sincronizacdo de sistemas mestre-escravo foram formula-
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dos com o objetivo de maximizar o intervalo admissivel entre duas amostras sucessivas,
para o qual a sincroniza¢do do sistema mestre-escravo é garantida. Resultados numéri-
cos provaram que o método proposto mostrou uma reduc¢io no conservadorismo quando
comparado com a literatura. Desta forma, € possivel garantir a sincronizacao de sistemas
mestre-escravo através de um controle amostrado em uma faixa ampla de intervalos entre
amostragens, proxima ao limite observado através de simulag¢des. Especificamente, este
método pode ser aplicado nos problemas de sistemas controlados em rede, permitindo
avaliar os intervalos de tempo entre amostras para um determinado ganho de realimen-
tacdo conhecido ou projetar um controlador que maximiza um limite superior de tempo
entre amostras consecutivas considerando um intervalo minimo ou para uma amostragem
periddica. Em func¢do das caracteristicas da rede de dados ou dos sistemas associados a
esta, esta modelagem aperiddica permite avaliar o compromisso entre os intervalos mi-
nimo e maximo entre amostragens.
Possiveis trabalhos futuros consistem em:

e Estabelecer condi¢des de estabilidade e sintese de controle para realimentagdo di-
namica de saida, avaliando o emprego da nao linearidade Lur’e no controlador;

e Estabelecer condi¢des de estabilidade e sintese de controle considerando a satura-
¢ao do sinal de controle no caso do controle amostrado;

e Avaliar fun¢des candidatas de Lyapunov alternativas com o objetivo de abranger
uma quantidade maior de sistemas, polinomiais ou racionais, como por exemplo o
atrator de Lorenz;

e Pesquisar relacdes menos conservadoras com o objetivo de obter condi¢cdes LMI
para a sintese do controlador no caso do controle amostrado;

e Estabelecer condicdes de estabilidade e sintese de controle para um conjunto de
incertezas nos parametros dos sistemas Lur’e;

e Estabelecer condigdes de setor locais para a fung¢do ndo linear, flexibilizando as
condigdes de estabilidade para um conjunto menor de estados iniciais admissiveis
do erro de sincronizacao;

e Aplicar a metodologia proposta a uma rede de osciladores, como no problema de
consenso.
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