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[2:2] * [x]* + [-3:1] * [X] +[7;8] =[-1;15] no MapleVV em 3D (a) e

em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c). Os

pontos de vista das imagens (a) e (C) sao diferentes. .........cceeveeevercereennne 112
FIGURA 6.19 — Representaco gréfica das solucdes proprias da equagdo [-5:2] * [x]% +

[4;3] * [X] =[-140;70] no MapleV em 3D (a) eem 2D (b), e no

ambiente desenvolvido com base no VTK (c¢). Os pontos de vista das

imagens () € (C) SA0 AIfEreNteS. .......ccvceeveeceseee e 113
FIGURA 6.20 — Representaco gréfica da solucéo propria da equacso [—1;5] * [x]* +

[4:3] * [X]° + [5;3] * [x]* + [1;4] * [x] +[3;5] = [-10;20] no Maple V

em 3D (@) eem 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no

VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes. ............... 114
FIGURA 6.21 — Representaco gréfica da solucéo propria da equacéo [-0.1;0.1] * [x]* +

[3:4] * [X]° + [1;3] * [X]* +[5:8] * [x] +[3;5] = [-27,65] no Maple V

em 3D (@) eem 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no

VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes. ............... 115
FIGURA 6.22 — Representaco gréfica das solucdes proprias da equagdo [-1:1] * [x]° =

[-32;32] no Maple V em 3D (@) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido

com base no VTK (c). Os pontos de vistadasimagens (a) e (c) sdo

ITEIENTES. ... bbbttt 116
FIGURA 6.23 - Representagao graficadas sol ucoes propnas daequacéo [—1 2] * [x]°® +

[-12] * DI+ [1,2) * D%+ 2520 * [x)° + [-12] * [X]° + [-1;2] * [X] +

[ -1;2] = [-127;254] no Maple V em 3D (&) e em 2D (b), e no ambiente

desenvolvido com base no VTK (c). Os pontos de vista das imagens

(8) €(C) SAO AITEIENLES. ..o et 117
FIGURA 6.24 — Representaco gréfica das solucdes proprias da equacdo [0;1] * [x]*°

[0:1] * [x]°+ [0;1] * [X]° +[0;1] * [x]* +[0;1] * [x]*+[0;1] =[0;6] no

MapleV em 3D (@) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no

VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes. ............... 118
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FIGURA 6.25 — Representaco gréfica da solucdo propriada equacdo [-1.2,—1.1] * [x]° +
[0.9;1.0] * [x]” + [-0.8:=0.7] * [X]° +[0.5;0.6] * [x]® + [-0.4:—0.3] * [x] +
[0.1,0.2] =[-1;2] no MapleV em 3D (@) e em 2D (b), e no ambiente
desenvolvido com base no VTK (c). Os pontos de vista das imagens

(@) €(C) SAO AITEIENLES. ..o 119
FIGURA 6.26 — Comparacéo entre a complexidade de pior caso (circulos) ea

complexidade média (quadrados) do AlQOritmo 2..........cccccveeeeveeieveesennne 126
FIGURA 7.1 — Representacdo daenvoltoriaintervalar das solucfes reais da equagdo

0 i 5 = 01 0] S 135

FIGURA 7.2 — Representacdo grafica do nimero-intervalo [X] = [-5;—1] e daenvoltéria

intervalar x [ [-5;—1], x O [J, ambos avaliados nafuncdo f([x]) = [x]+[1;5].

Outputs gerados pelo Maple (ae b) e pelo VTK (c). Os pontos de vista

dasimagens (a) € (C) SA0 dIfErentes. ........oceeveeeererie e 137
FIGURA 7.3 — Vista superior das solugdes préprias da equacdo [1;2] * [x]* = [2:4],

[xP], =[—V2;-v2] € [x"], =[v/2;+/2] (retdngulos) e daenvoltériaintervalar

das solucBes reais daequacdo [1;2] * x* =[2;4], x O[-2-1] O [1;2]

[(TlT= = 0o 1 (o ) TR 138
FIGURA 7.4 — Representacéo graficada equacdo [1;1] * x + [-7,-2] =[1;4]. A regido

em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbesreais,

b 12 30 SRS 142
FIGURA 7.5 — Representacgo gréficada equacdo [—1;1] * x* + [L;1] * x +[1;1] =[1;3].

A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugdes

realS, X [ (—00;—1] [ [0;400)...uccuiiueeriereirieenieeie e sie et 146
FIGURA 7.6 — Representaczo gréficada equacdo [1;3] * x* + [5:6] * x = [0;0]. A regido

em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbesreais,

X O [=6;=5/3] L1 [0;0]. eeveereeereiririeisisieeee et ss e ne s 150
FIGURA 7.7 — Representacéo gréfica da equacdo [4,-1] * x +[2;7] =[-6;9]. A regido

em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbesreais,

D QI 1 | ST SRSRSRN 151
FIGURA 7. 8 — Representacdo gréficada equacao [1;2] * x* +[3;5] * x + [0;1] = [0;0].

A regido em destaque € a associada a envoltoriainterva ar das solucdes

reais, X [1[-5; =1] [ [=0.5,0]. cecueeeereereeee e eee e ee e 151
FIGURA 7.9 — Representacso gréficada equacdo [3;7] * x* +[8;12] * x + [-7:=2] =

[0;0]. A regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das

solugbesreals,

x [0[-4.516611478;—1.353889368] [ [0.1530096869;0.694254177].......... 152
FIGURA 7.10 — Representacao gréfica da equacdo [1;2] * x* + [-9;—6] * x +[1;3] =[0;0].

A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes

reais, x [0[0.112517806;0.6339745960] [ [2.366025404;8.887482194]. .153
FIGURA 7.11 — Representaco gréfica da equacdo [-3;—1] * x* + [-12;-9] * x + [-6:-5] =

[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltériaintervaar das

solugBesreais, x [ [-11.56776436;—2.] [ [-1.;,-0.432235637].......c.c0en.... 153
FIGURA 7.12 — Representacdo gréfica da equacdo [1;1] * x* + [-9;-8] * x + [4:—=2] =

[0;0]. A regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das

solugbesreais,

x [0 [-0.472135956;—-0.216990566] [ [8.242640686;9.424428901]. .......... 154
FIGURA 7.13 — Representaco gréfica da equacdo [-3;—1] * x* + [4:6] * x +[4;9] =

[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das

solugBesreais, x [1[-1.605551275;-0.527525232] [1 [2.;7.242640686].....155
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FIGURA 7.14 — Representaco gréfica da equacdo [1;7] * x* + [0.5;1] * x + [-3;9] =

[0;0]. A regido em destague é a associada a envoltériaintervalar das

solugBesreais, X [ [—2.302775638;1.5]. ...cccveerererrirrieneeniesiesesesreseeeeeens 155
FIGURA 7.15 — Representago gréfica da equacdo [-1,—0.5] * x* + [4;7] * x + [-2;5] =

[0;0]. A regido em destague é a associada a envoltériaintervalar das

solugbesreais,

x [0[-1.099019514;0.585786438] [ [3.414213562;14.68114575]............. 156
FIGURA 7.16 — Representaco gréfica da equacdo [1;1] * x* + [3:4] * x +[0.5;1] =

[0;0]. A regido em destague é a associada a envoltériaintervalar das

solugBesreais,

x [0 [-3.870828693;—2.618033989] [1 [-0.381966011;-0.1291713066]. ....157
FIGURA 7.17 — Representaco gréfica da equacdo [-1;0] * x* +[0;1] * x = [0;0]. A

regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das solucdes reais,

DG SRS 157
FIGURA 7.18 — Representacdo gréfica da equacdo [0;1] * x* + [-1;0] * x + [0;1] =

[2;3]. A regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das

solugBesreals, X [ (—0;—0.6180339890] [ [1.;400)....ccvvreererrerrieeirrieenens 158
FIGURA 7.19 — Representago gréfica da equacdo [-1;1] * x? +[1;1] * x +[L;1] =

[-1;3]. A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das

SOIUGBES IEAIS, X L1 [ 1.eeeseeeeeeeecieete ettt ee s ste et enne s 158
FIGURA 7.20 — Representaco gréfica da equacdo [1;1] * x* + [-4;2] =[0;0]. A

regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das soluctes

FEAIS, X [I[—2.;2.] . cueeeerteeeesee st et eee st e ste s e st e et ae e sne e teeneesneens 159
FIGURA 7.21 — Representaco gréfica da equacdo [1;1] * x* + [-4;0] =[0:0]. A regido

em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbesreais,

DI e O SRSTRSRSRRN 159
FIGURA 7.22 — Representaco gréfica da equacdo [1;1] * x* + [-4;—1] = [0;0]. A regi&o

em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbes reais,

DI s O I 00 USRS 160
FIGURA 7.23 — Representaco gréfica da equacdo [-1;0] * x> =[0;0]. A regido em

destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x [ [J.....160
FIGURA 7.24 — Representaco gréfica da equacdo [1;1] * x3 + [4;-2] * x* +

[-7:-5] * x + [-2,—1] =[0;0]. A regido em destaque é a associada a

envoltoriaintervalar das solucdes reais,

x [0 [-1.723956490;—-0.1497434128] [ [3.507018645;5.372281324].......... 161
FIGURA 7.25 — Representacdo gréfica da equacdo [1;1] * x3 + [-5;-5] * x* +[8;8] * x +

[-4;:—4] =[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltoria

intervalar das solugoesreais, X [I[1;1] [ [2;2]. .cevoerverrerneneeneeniesee e 162
FIGURA 7.26 — Representacao gréfica da equacdo [-1;—1] * x3 + [-1;1] * x® +

[1;1] * x +[1;1] =[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltoria

intervalar das solugbes reais, x [ [-1.;—-1.] 00 [1.;1.839286755]. ................. 163
FIGURA 7.27 — Representaco gréfica da equacdo [-1;—1] * x® + [-1;1] * x® +[1;1] * x +

[1;1] =[-1;1]. A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar

das solugBesreais, x [1[-1.618033989;0] (I [0.6180339890;2.]. ......c........ 163
FIGURA 7.28 — Representaco gréfica da equacdo [-1;—1] * x® + [-1;1] * x® +[1;1] * x +

[1;1] =[0.5;1.5]. A regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar

das solugBesreais, x [1[-1.739907874;1.739907874]. ......cevcveveeeeeceeeennns 164



14

FIGURA 7.29 — Representacdo gréfica da equacdo [0;1] * x3 + [0;1] * x? +[0;1] * x +

[0;1] =[2;3]. A regido em destague é a associada a envoltoriainterval ar

das solugbesreais, x [ (—oo;—1.] [1 [0.5436890125;+ 0). ....ceevvrreeeerruennenns 164
FIGURA 7.30 — Representacao gréfica da equacdo [0;1] * x3 + [-1;0] * x>+ [0;1] * x +

[0;1] =[2;3]. A regido em destague é a associada a envoltoriainterval ar

das solugBesreais, X [1[0.6823278040;+00). .....ccceereerrereereereeseesseesaeseensens 165
FIGURA 7.31 — Representaco gréfica da equacdo [0:1] * x3 +[0;1] * x* + [0;0.5] * x +

[-1;0] =[4;-2]. A regido em destagque é a associada a envoltoria

intervalar das solucdesreais, X [ (—0;—0.8351223485]. .......cccccvvvverieerernnans 165
FIGURA 7.32 — Representaco gréfica da equacdo [0;1] * x3 + [-1;0] * x* + [L;1] * x +

[0;1] =[-3; -2]. A regido em destaque € a associada a envoltéria

intervalar das solugbesreais, x [1[—4.,-0.8105357137] [J [2.;+00)............. 166
FIGURA 7.33 — Representago gréfica da equacdo [-1;1] * x> +[2;2] * x>+ [3;3] * x +

[4:4] =[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar

das solugbesreais, X [1 (—o0;1.] [ [2.561552813;+00). .....ccceeverreereeiernennnnns 166
FIGURA 7.34 — Representago gréfica da equacdo [-1;1] * x> +[1;1] * x* + [L;1] * x +

[1;1] =[0;0]. A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar

das solugbesreais, X [1 (—oo;—1.] [ [1.839286755;+00). .....ccecvrveereerrrrreennnn 167
FIGURA 7.35 — Representaco gréficada equacdo [1;1] * x* + [4;5] * x* + [-3;-2] * x* +

[-2;0] * x +[0;1] =[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltéria

intervalar das solucgdesreais,

X [0 [-5.541381265;—4.342302325] [ [-0.750643807;1.]. ..ccceevvvrevreerrrernnen. 167
FIGURA 7.36 — Representaco gréfica da equacdo [-1;,—1]*x* + [4;5]*x° + [-3;=2]*x* +

[0;1]*x + [-2;0] =[0;0]. A regido em destaque € a associada a envoltoria

intervalar das solucOesreais,

x [0]0;1.568045828] [1 [2.870184728;4.613470269]. ........cccvvevrveiireireeinnnns 168
FIGURA 7.37 — Representacdo gréfica da equacdo [0;1] * x*° +[0:1] * x® +[0;1] * x° +

[0:1] * x* +[0;1] * x* +[0;1] =[-1;2]. A regido em destague é a associada

aenvoltériaintervalar das solugesreais, X [ [I. ....oocoereeiirienenieienesiee 168
FIGURA 7.38 — Representacdo gréfica da equacdo [0;1] * x*° +[0:1] * x® +[0;1] * x° +

[0;1] * x* +[0;1] * x* +[0;1] =[2:3]. A regi&o em destaque é a associada a

envoltoriaintervalar das solucdes reais,

X [ (—00;—0.7132043127] [ [0.7132043127;400). ....eevverevereeerresrreresseseenenes 169
FIGURA 7.39 — Representacao gréfica da equacdo [0;1] * x™° + [-1;1] * x® +[0:1] * x® +

[0:1] * x*+[0;1] * x* + [0;1] =[2;3]. A regi&o em destaque é a associada &

envoltoriaintervalar das solucdes reais,

X [ (—00;—0.7132043127] [ [0.7132043127;400). .....rvvrrveremreesrerreesriensesnees 170
FIGURA 7.40 — Representaco gréfica da equacdo [0.1;0.1] * x™ +[-0.1;0.1] * x* +

[-0.1; -0.1] * x** + [-0.2;0.2] * x* +[-0.1;0.1] * x™* +[0.1;0.1] * x™° +

[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x” +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x°

+[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x*> +[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x +[0.1;0.1] =

[-1;2], de forma ampla (a) e detalhando as solucdes (b). A regido em

destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solucdesreais,

X [ [—2.085591614;2.000784485].......cccceeirieiieeiieeiieenieeseeesteesee e e sne e 170
FIGURA 7.41 — Representaco gréfica da equacdo [0.1;0.1] * x*° +[-0.1;0.1] * x* +

[-0.1; -0.1] * x** +[-0.2;0.2] * x* +[-0.1;0.1] * x™* + [0.1;0.1] * x™° +

[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x®+[0.1;0.1] * x +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x°

+ [0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x +[0.1;0.2] =

[0;0]. A regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das
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solugbesreais,

x [0 [-2.085430203;—0.9361163338] [] [1.190578454;2.000037549]......... 171
FIGURA 7.42 — Representacdo gréfica da equacdo [0.0;0.1] * x*© +[0.1;0.1] * x*° +

[0.1;0.1] * x*® +[0.1;0.1] * x*" +[0.1;0.1] * x'®+ [0.1;0.1] * x*° +

[0.1;0.1] * x** +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x*2 +[0.1;0.1] * x™ +

[0.1;0.1] * x*° +[0.1;0.1] * x° +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x” +

[0.1;0.1] * x°+ [-0.1;0.0] * x° +[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x* +

[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x +[0.0;0.1] =[0.5;1.5]. A regizo em destague é a

associada a envoltoriaintervalar das solucles reais,

X [0 (—00;—1.064117755] [0 [0.8161192995;0.9938875868]. ........ccvrvereernen. 172
FIGURA 7.43 — Representaco gréficada equacdo [0;1] * x® +[1;1] * x° +[0;1] * x™° +

[—1;0] * x° +[0;1] =[1.5;2]. A regido em destaque é aassociada a

envoltoriaintervalar das soluctes reais,

X [0 (—0;—0.8267291760] [1 [0.8795900783;1.087545721]. ....eeeveverrenenne, 172
FIGURA 7.44 — Representacdo gréfica da equacdo [0.0;0.1] * x*© +[0.1;0.1] * x*° +

[0.1;0.1] * x*® +[0.1;0.1] * x*" +[0.1;0.1] * x'®+ [0.1;0.1] * x™> +

[0.1;0.1] * x** +[0.1;0.1] * x*® +[0.1;0.1] * x*? +[0.1;0.1] * x™ +

[0.1;0.1] * x*° +[0.1;0.1] * x° +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x” +

[0.1;0.1] * x°+ [-0.1;0.0] * x° +[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x> +

[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x + [0.0;0.1] =[0.0:0.0]. A regi&o em destague

€ aassociada a envoltériaintervaar das solugdes reais, x [ (—;0]. ........... 173
FIGURA 7.45 — Representaco gréfica da funcao polinomial p(x) = [1;1] * x? + [4; a, |

—4 < a, < 2. Aregido inferior € aassociada as solugdes reais que compdem

A ENVOILONATNIENVAIAN. ...c.eeeeiee e e eneas 175
FIGURA 7.46 — Representacdo graficada equacdo [2;3] * x + [-7;-5] = [-13;-2]. A regido

em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbesreais,

X I [0;2.5] 1 ettt sttt st 176
FIGURA 7.47 — Representacdo graficada equacdo [—1;2] * x =[-2;4]. A regido em

destague € a associada a envoltériaintervalar das solugfesreais, x 0 0J.....177
FIGURA 7.48 — Representacdo gréficada equagdo [-1;2] * x + [-3;4] = [-5;8]. A regido

em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbesreais,

5 QLI I OSSO 177
FIGURA 7.49 — Representacdo graficadaequacdo [-1;3] * x + [-1;0] =[1;12]. A regi&o

em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solucbes reais,

X [ (—00;=1.] 0 [0.3333333333;+ ). ..ecveurrrerierreeriereseeeesree e ene s 178
FIGURA 7.50 — Representacao gréfica da equacdo [1;2] * x* = [2:4]. A regido em

destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solucfesreais,

b I e 0 I 1 SRS 178
FIGURA 7.51 — Representaco gréfica da equacdo [5;6] * x* + [-4;-3] * x = [-11;93].

A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugdes

reais, X [ [4.023193264;4.731281566]. .........ccerererereererereerereseeneeeneeneenes 179
FIGURA 7.52 — Representaco gréfica da equacdo [1;3] * x* + [5:6] * x =[6;72]. A

regido em destague é a associada a envoltoriaintervalar das soluctes

reais, x [0[-12.;—2.474809634] [1 [0.732050808;6.345903005]. ............... 179
FIGURA 7.53 — Representago gréfica da equacdo [-6;6] * x° + [-2;2] * x>+ [-3;1] * x +

[7;8] =[-1;15]. A regido em destague € a associada a envoltoria

intervalar das solugiES reaiS, X L L. ...oouiceeeeieeieiesie e 180
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FIGURA 7.54 — Representago gréfica da equacdo [-5;2] * x? + [4;3]*x = [-140;70].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugtes

FIGURA 7.55 — Representaco gréfica da equacdo [-0.1;0.1] * x* +[3;4] * x° +

[1;3] * x* +[5;8] * x +[3;5] = [-27;65] de formaampla (a) e detalhando a
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Resumo

Este trabalho trata do tipo de dado intervalar e da importancia da especificacdo de uma
semantica para garantir a correcdo e a interpretacdo coerente de resultados gerados, tais como
de solucbes de equacdes envolvendo este tipo de dado. Para tanto, realiza um estudo
comparativo das seménticas de envoltdria intervalar de reais e de numero-intervalo,
procurando identificar a influéncia de cada uma sobre defini¢cdes fundamentais, tais como as
das operacOes aritméticas e ado tipo de solugdo encontrado.

Uma vez caracterizadas as semanticas associadas ao tipo de dado intervalar, o trabaho
apresenta resultados que permitem mapear algebricamente a operacdo de multiplicacdo de
nimeros-intervalo tanto na representagdo de extremo inferior e extremo superior como na
representacdo por ponto medio e didmetro. Com base nesses resultados apresenta 0s
mapeamentos das expressoes al gébricas que definem as poténcias positivas inteiras tanto para
a semantica de nimero-intervalo como para a de envoltéria de reais.

Conjugando os resultados obtidos com a seméantica de nimero-intervalo, o trabalho apresenta
procedimentos algoritmicos para a determinacdo de dois tipos de solucBes de equaches
intervalares. solucdo propria, a obtida diretamente a partir da relacdo de igualdade estrutural
algébrica entre interval os, e envoltoria intervalar de solugdes reais, normalmente referenciada
como a solucdo intervalar usual. Exemplos sdo apresentados para a validagdo dos
procedimentos, bem como para a discussdo do significado de cada tipo de solugdo sob o
enfoque semantico.

Palavras-Chave: Teoria dos Intervalos, Numero-Intervalo, Equacfes Intervalares, Solucéo
Analitica
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TITLE: “SOLUTION OF INTERVAL EQUATIONS’

Abstract

Thiswork is about the interval data-type and the importance of the specification of a semantic
in order to warrant correction and coherent reasoning of generated results, such as the
calculation of solutions of equation involving this kind of data-type. To reach this objective,
the work performs a comparative study between the semantics of interval-number and
interval-bound of real numbers, aiming to identify the influence of each semantic over
fundamental definitions, such as the ones of arithmetic operations, and of the kind of solution
found.

Once characterized the semantics associated to the interval data-type, this work presents
some results that allow the algebraic mapping of the operation of multiplication of interval-
numbers by using either lower-upper syntax or medium point-diameter syntax. Based on these
results the work presents the mappings of the algebraic expressions which define the positive
integer powers by using either the interval-number semantic or the interval-bound of real
numbers semantic.

Joining these results with the interval-number semantic, this work presents algorithmic
procedures to determine two different kinds of interval equations solutions: proper solution,
the one obtained directly from the algebraic structural equality relation, and interval-bound
of real solutions, normally referred as the usual interval solution. Examples are presented in
order to validate the procedures and to discuss the meaning of each of these solutions under a
semantic view.

Keywords: Interval Theory, Interval-Number, Interval Equations, Analytic Solution.



1 Introducéo

Este trabalho insere-se na area de pesquisa da Matematica da Computacdo; em especial,
estuda os intervalos de numeros reais. O trabalho discute os significados associados ao
conceito de intervalo de numeros reais, os impactos desses significados na forma de
estruturacdo das operacOes aritméticas entre intervalos de reais, e sua influéncia na definicéo
de solucéo de equacOes intervalares. Mais especificamente, os resultados dessa discusséo
permitem ndo apenas elucidar questbes conceituais como também definir procedimentos
operacionais para a determinacdo de solucOes de equacOes polinomiais intervalares e de
sistemas de equagOes lineares interval ares.

O trabalho é composto por oito capitulos, sendo este primeiro destinado a apresentagdo do
tema da tese e dos aspectos estruturais deste volume. A proxima se¢ao apresenta o tema e as
justificativas de sua escolha. A se¢@o seguinte apresenta a formulagdo da tese e os objetivos
propostos. Finalmente séo apresentadas as delimitacdes deste trabalho, o método de trabalho e
a descricdo da estrutura dos demai's capitul os.

1.1 Tema e Justificativa

O uso de interval os remonta dos primoérdios da humanidade, sendo seu conceito utilizado por
muitos matemati cos, mesmo antes da era cristd [DEN 98]. No entanto, os primeiros relatos de
desenvolvimento de uma aritmética entre intervalos sdo referidos a partir do trabalho de
Burkill, em 1924, e Young, em 1931, e mais efetivamente a partir dos trabalhos de Sunaga,
em 1958, e de Moore, em 1964 [KEA 96, ALE 2000]. A Teoria dos Intervalos surge a partir
da extensdo do conceito de nimero de ponto flutuante para um novo tipo de dado, o intervalo,
com o objetivo inicial de identificar e controlar a propagacéo de erros de arredondamento em
procedimentos numeéricos computacionais. Ao longo do tempo diversos exemplos ressaltando
a utilidade da aritmética associada aos intervalos — aritmética intervalar — tém sido
apresentados na literatura [MOO 66, MOO 79, KUL 81, KUL 92, FRA 99], dentre os quais
pode-se citar: andlise de erros, verificagdo de condigdes suficientes para a existéncia de
solugdes, identificagdo de limitantes para 0 conjunto de solucbes, definicdo de critérios
naturais de parada para métodos iterativos.

Infelizmente, aspectos referentes a estrutura algébrica das operacBes entre intervalos
impediram sua utilizagdo sistemética na substituicdo da aritmética de ponto flutuante usual.
De fato, a ndo validade de propriedades matematicas elementares — tais como a propriedade
distributiva da adicdo em relagdo a multiplicacdo — levou ao estudo de estruturas algébricas
aternativas, tais como as baseadas na redefinicdo da relagcdo de igualdade entre intervalos
[KOR 94]. Tais iniciativas apresentaram avancos no sentido da utilizacdo da aritmética
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intervalar em combinagdo com outras técnicas e ferramentas baseadas em aritmética usual
[FRA 99].

A solucdo de equaces intervalares € um problema ainda em aberto do ponto de vista de sua
aplicacdo sistematica. Diversos resultados tém sido encontrados no sentido da obtencéo de
solugdes para classes particulares de equagdes, mas este processo evolutivo tem sido bastante
lento. No entanto, apesar das limitacOes existentes, a aritmética intervalar constitui uma
aternativa vidvel de implementagdo de aritmética real em precisdo finita, 0 que, por si S0,
judtifica os esforcos envolvidos na compreensdo de sua logica e na superacdo de suas
restricbes naturais [FRA 99]. Ta fato pode também ser comprovado na bibliografia de
referéncia desta area de pesquisa. Por exemplo, Sunaga [SUN 58] afirma que

“0 conceito de intervalo encontra-se na fronteira que liga a matematica com a
realidade e a analise pura coma andlise aplicada”,

enquanto Markov & Okumura[MAR 99a] afirmam

“E um ponto de vista comum que a anélise intervalar continuaré a ocupar um lugar
significante em matematica aplicada, especialmente na modelagem matematica e na
computacao cientifica. (...) Indubitavelmente o desenvolvimento da analise intervalar
tornar-se-a de interesse para a histéria da matematica e mais geralmente para a
historia da ciéncia”,

eAlefeld & Mayer [ALE 2000] definem

“A importancia pratica da andlise intervalar depende substancialmente de sua
realizacdo em um computador. Combinando a aritmética de maguina existente com
arredondamentos dirigidos € possivel implementar uma aritmética intervalar de tal
forma que todos os algoritmos intervalares mantenham suas — comprovadas
teoricamente — propriedades de existéncia, unicidade e contencdo de uma solucéo
guando executados (...) Nos ultimos 20 anos tanto os componentes algoritmicos da
aritmética intervalar como suas implementagbes em computadores (...) foram
desenvolvidos. Hoje, o entendimento da teoria e o0 uso de linguagens de programacao
adequadas séo ferramentas indispensaveis para uma computacao cientifica avancada
e confiavel”.

O presente trabalho justifica-se por apresentar uma discusséo diferenciada sobre o tema em
questdo. A discussdo propde-se a identificar a semantica associada ao conceito de intervalo
para compreender sua influéncia na definicdo das operagbes e solugbes de equaches
intervalares. Neste texto, a palavra semantica € utilizada em seu sentido mais amplo, ou sga,
um significado unicamente determinado através do uso de uma linguagem adequada. Isto €, 0
trabalho difere dos demais por tratar de questdes desconsideradas pela grande maioria dos
textos académicos da &ea como pontos fundamentais para a redlizagdo de avangos em
guestdes ainda em aberto em Matemética Intervalar. Em particular, parte do questionamento
da efetiva congruéncia entre a forma como as operagoes entre intervalos sdo redizadas e a
interpretacdo que € dada aos resultados obtidos. Tal discussdo € oportuna, uma vez que
impacta fundamental mente o processo de busca e interpretacéo de solugdes:

* sem a interpretacdo adequada, um resultado matematicamente correto pode levar a
conclusdes inadequadas;
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* sem o respaldo de uma seméntica, ndo ha critérios para definir se uma solucéo é mais
adequada que outra.

Enfim, as contribui¢cbes que justificam este trabalho buscam demonstrar que uma melhor
compreensdo da semantica associada ao tipo de dado intervalar e dos conceitos fundamentais
a €la associados, dém de necessarios, podem ser suficientes para o desenvolvimento de
resultados amplamente aplicaveis, tais como a obtencdo de solucgdes de equacdes polinomiais
interval ares.

1.2 Tese e Objetivos

A tese proposta é a seguinte:

“A efetiva compreensdo da semantica associada ao conceito de intervalo de nimeros reais
viabiliza o clculo sistematico de solugdes de sistemas de equacdes polinomiais intervalares

sem a necessidade de redefinicdo da estrutura algébricaintervalar”.

Além de validar a tese, o trabalho desenvolvido e consolidado neste volume visa a realizacéo
dos seguintes objetivos:

Distinguir diferentes semanticas associadas ao conceito de intervalo de numeros reais:
“numero-intervalo” e “envoltériadereais’;

* Determinar as expressdes ageébricas que definem univocamente a multiplicacdo de
numeros-intervalo;

* Determinar as expressoes algébricas que definem univocamente as poténcias inteiras
positivas de nimeros-interval o;

* ldentificar o conceito de solucéo para uma equagéo intervalar;

* Operacionalizar a obtencéo da solucéo de:
* Equagdes polinomiais intervalares;
+ Sistemas de equagdes lineares interval ares;
+ Equagdes polinomiais com coeficientes intervalares e variavel real.

Finalmente é objetivo contribuir sistemicamente para o entendimento dos intervalos e da
aritmética intervalar como extensdes efetivas do tipo de dado real e de suas respectivas
operacoes aritméticas.

1.3 Delimitacoes

O trabalho visa apresentar uma discussdo ampla sobre o tema e os objetivos propostos. O

escopo do trabalho, com respeito as semanticas consideradas para o conceito de intervalo, foi
restrito as duas mais usuais.

* Intervalo como envoltériadereais, ou envoltériaintervalar dereais; e
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 NuUmero-intervalo.

A palavra seméantica é utilizada neste trabalho significando uma interpretacéo Unica para o
tipo de dado intervalar, obtida através do uso de uma linguagem adequada. Em particular, a
linguagem utilizada é a linguagem algébrica classica da ciéncia Matemética. Nao sdo tratadas
abordagens usualmente associadas ao jargado de “semantica’ em Computacdo Cientifica, tais
como Teoria de Dominios e Teoria de Categorias. Para resultados envolvendo este tipo de
abordagem sugere-se a consulta aos trabalhos dessa subérea especifica, tais como [GIE 80,
SCO 82, ABR 91, DIM 92, CLA 92a, CLA 92b].

No que tange a operacionalizacdo da determinacdo de solugdes, o trabalho ficou restrito aos
seguintes tipos:

» Equacdes polinomiais intervalares,
» Sistemas de equagdes lineares intervalares,
» Equagbes polinomiais com coeficientes intervalares e variavel redl.

As referéncias a demais trabalhos na area de pesquisa da aritmética intervalar ndo tém por
objetivo exaurir tais fontes ou apresentar todos os resultados conhecidos sobre o assunto, mas
apenas referir aqueles considerados relevantes para 0 desenvolvimento e a compreensdo deste
trabalho. Ainda, por considerar a lingua inglesa como padréo internacional de publicacéo
cientifica, textos em outras linguas néo foram priorizados, sendo apresentados na medida das
restrices técnicas do autor deste trabalho. Para uma visdo mais ampla da area sugere-se a
consulta ao site Interval Computations, www.cs.utep.edu/interval -comp/main.html, bem como
aos indices bibliograficos de Kearfott [KEA 96] e de Bohlender [BOH 96], ou ainda aos
excelentes surveys de Alefeld & Mayer [ALE 2000] e de Wolfe [WOL 2000].

Apenas uma parte dos exemplos coletados nas referéncias foram apresentados neste volume,
de modo a evitar que o texto ficasse demasiadamente longo. Em particular, a quantidade de
exemplos apresentados em cada um dos tipos de solucdo estudados (solugdes proprias
intervalares e envoltorias intervalares de solucdes reais) reflete a quantidade de informactes
disponiveis dentre as fontes pesguisadas. Por este motivo, exemplos associados a
determinacdo de soluctes proprias de equagdes intervalares (Capitulo 6) sdo apresentados em
nimero muito mais reduzido que exemplos associados a determinacdo de envoltorias
intervalares de solucdes reais (Capitulo 7).

Para fins de validag&o e geracéo de exemplos os agoritmos propostos foram implementados
no ambiente de matematica simbdlica Maple V Release 5.00, da Waterloo Maple Inc. Os
procedimentos de manipulacéo de expressdes intervalares foram totalmente implementados
pelo autor, ndo fazendo uso do tipo de dado intervalar, INTERVAL, fornecido pelo software
em questdo. Estes procedimentos incluem a execucdo das operagOes aritméticas entre
intervalos, representacdo grafica de fungbes e equacdes intervalares, assm como 0sS
algoritmos expostos nos capitulos seguintes. Ta restricdo deve-se ao fato de ndo ser possivel
controlar a forma de execucdo das operacOes aritméticas originamente fornecidas pelo
software sobre este tipo de dado, 0o que se congtitui em fator fundamental para a
implementacdo das idéias discutidas ao longo deste volume. Por outro lado, o0 suporte
fornecido pelo software foi utilizado no que concerne a procedimentos de célculo e
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mani pulacdo de expressdes envolvendo nimeros reais e na obtencdo de solugdes a gébricas de
sistemas de equacOes reais. Os procedimentos desenvolvidos foram implementados em uma
biblioteca padréo Maple V, com intuito de teste. Assim, 0 autor ndo se responsabiliza por
eventuals problemas causados pelo uso indevido dessa biblioteca, bem como de conclusbes
puramente baseadas nos resultados por ela fornecidos, visto que os algoritmos implementados
sd0 dependentes de resultados intermedidrios provenientes de algoritmos fornecidos pelo
Maple, os quais podem apresentar falhas.

Finalmente, ndo sdo realizadas comparacbes de eficiéncia computacional com outros

algoritmos, visto que o enfoque utilizado é bastante diverso do usua e, na grande maioria dos
casos, a comparacao entre solucdes ndo se aplica.

1.4 M étodo de Trabalho

O trabalho foi desenvolvido através das seguintes etapas.

1. Revisdodaliteratura

N

Identificacdo de aspectos semanticos associados ao conceito de intervalo;
3. Determinacéo de resultados associados a estrutura da aritmética de niUmeros-interval o;
4. Identificac8o dos aspectos semanticos associados ao conceito de solugdo intervalar;

5. Determinacéo de agoritmos para a obtencdo e a representacdo de solucdes de equactes
intervalares;

6. Testeevalidagdo dos agoritmos, e comparagdo com resultados da literatura;
7. Elaboragdo do documento final.

Durante a fase de revisdo da literatura, foram consultados sites da Internet, bem como revistas
e livros de referéncia na érea da Aritmética Intervalar. No que se refere a busca virtual de
informagdes, os principais mecanismos de busca foram sites de acance mundial
(www.yahoo.com, www.lycos.com, www.altavista.com) e sites de editoras de periddicos
especidlizados. As principais paavras-chave procuradas foram “interval”, “interval
arithmetic”, “interval analysis’ e “interval solution”. Em particular, o portal de periodicos
mantido pela CAPES (www.periodicos.capes.gov.br) foi de grande auxilio na pesquisa
bibliografica.

Somente as fontes acessadas e que apresentaram informagdes consideradas relevantes para o
desenvolvimento deste trabalho foram referidas. Por se tratar de uma discusséo
essencialmente conceitual e semantica sobre o tipo de dado intervalar ndo foi estabelecida
umadatalimite parao ano inicial das referéncias selecionadas. A datalimite para a selecéo de
referéncias foi abril de 2001.

As referéncias consultadas também serviram de fonte para a selecéo dos exemplos utilizados
nos testes dos algoritmos propostos. O critério de selecdo dos exemplos visou identificar a
influéncia da magnitude e das caracteristicas dos coeficientes, tanto no caso de sistemas de



25

equacOes lineares intervalares como no de equacdes polinomiais intervalares. Na auséncia de
exempl os especificos dentre as referéncias bibliogréficas consultadas, para a demonstracéo de
caracteristicas consideradas relevantes, o procedimento adotado foi o de confeccdo dos
MesMos.

As etapas acima foram desenvolvidas conforme o cronograma apresentado no Quadro 1.1:

Etapa

2000 2001
Mai | Jun | Jul |Ago| Set | Out |Nov | Dez | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul |Ago

N oW |IDN|E

QUADRO 1.1 — Cronograma de desenvol vimento do trabal ho.

1.5 Estruturado Trabalho

Os demais capitul os deste trabalho observam a seguinte estrutura:

O Capitulo 2 apresenta os fundamentos e 0s conceitos necessarios para o desenvolvimento
dos demais capitul os, bem como a nomenclatura e a notagdo utilizadas;

O Capitulo 3 apresenta uma breve discussao histérica sobre o estado da arte na area de
insercdo deste trabalho, visando conjugar referéncias para esforgos alternativos aos
apresentados neste volume. Juntamente com esse relato € apresentada uma discusséo
fundamental sobre as distingfes entre as semanticas associadas ao conceito de intervalo e
suainfluéncia sobre a definicdo da estrutura das operacGes aritméticas. A apresentacdo do
historico posteriormente as defini¢Bes bésicas deve-se principalmente a necessidade de
utilizacdo dessas Ultimas ao longo do texto;

O Capitulo 4 apresenta um teorema que permite obter algoritmicamente as expressoes
analiticas que definem a multiplicacdo de nimeros-interval o. Este teorema constitui-se em
uma contribuicdo relevante, pois fundamenta o desenvolvimento dos demais resultados
para a determinacéo das solucbes de equacles e sistemas intervalares. S0 apresentados
também trés corolérios desse teorema, 0s quais permitem a identificagdo das expressdes
analiticas para o diametro e o ponto médio de produtos de nimeros-intervalo, bem como
das expressdes analiticas para a multiplicagdo de um intervalo com um ndmero real;

O Capitulo 5 apresenta um teorema gque permite a determinacdo da expressdo analitica de
poténcias inteiras positivas de numeros-intervalo, juntamente com corol&rios que
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permitem a determinacdo das expressdes analiticas do diametro e do ponto médio dos
intervalos resultantes. Uma versao desse teorema é também apresentada para o caso da
seméntica de intervalo como envoltéria de nimeros reais, a titulo de conexdo com a
interpretacdo usual. Finalmente, é retomada a discussdo referente aos impactos da
semantica de interval o sobre a definicéo e interpretacéo das operacdes realizadas,

* O Capitulo 6 apresenta inicialmente uma discussdo com respeito aos diferentes tipos de
solugdo associados a uma equacdo intervalar. Em seguida apresenta os agoritmos
propostos para a determinacdo de solugdes préprias de equacdes polinomiais e de sistemas
de equactes lineares intervalares. Também apresenta uma andlise da complexidade desses
algoritmos e exempl os de sua aplicagao;

* O Capitulo 7 discute 0 caso especifico das equacbes polinomiais de coeficientes
intervalares e varidvel real, apresentando um algoritmo para a determinacéo de envoltorias
intervalares para as solucdes reais deste tipo de equacéo. A complexidade do algoritmo e
determinada e exemplos da literatura séo apresentados e comparados,

* O Capitulo 8 apresenta as conclusdes do trabalho, juntamente com indicagbes de
desenvolvimentos futuros.

Os anexos em texto contém ainda informagdes auxiliares e provas dos resultados de maior
volume, isto &, agueles cuja prova excede seis linhas de texto. Esse critério foi adotado de
modo a manter a fluidez do texto, permitindo que o leitor analise inicialmente o conjunto de
resultados e, posteriormente, detenha-se nos detalhes de validade de resultados de particular
interesse.

O volume encerra-se com a apresentacdo das referéncias bibliogréficas utilizadas para o
desenvolvimento deste trabal ho.

Foi também desenvolvido um anexo eletronico para este volume, o qual pode ser acessado
pelo enderego www.mat.pucrs.br/~vaccaro/sei/. Nesse anexo podem ser encontrados:

* uma ferramenta para a visuadizagdo das solucbes proprias das equacfes polinomiais
interval ares apresentadas nos exemplos dos capitulos6 e 7; e

e as saidas dos agoritmos implementados, referentes aos exemplos apresentados neste
texto, em formato HTML.

O anexo eetronico foi desenvolvido para prover ao leitor melhores condic¢des de visualizagdo
e, principamente, manipulacdo das imagens apresentadas neste volume. Espera-se, desse
modo, facilitar a compreensdo do texto e, conseqientemente, das contribuicdes trazidas por
este trabal ho.

1.6 Comentarios Finais

Este capitulo apresentou o tema sobre o qual é formulada a tese proposta, bem como aspectos
gerais da estruturagéo e do desenvolvimento deste trabalho. Estes envolvem a descricéo dos
objetivos propostos, das delimitacbes do trabalho, do método de trabalho utilizado e da
estrutura deste documento.
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O préximo capitulo apresentara os fundamentos deste trabalho, servindo de partida para a
discussao técnica dos aspectos considerados relevantes para o desenvol vimento dessa tese.



2 Fundamentos Tedricos da Algebra I ntervalar

O propésito deste capitulo é elencar resultados classicamente conhecidos e que formam um
conjunto minimo de informagdes necessé&rias para os desenvolvimentos apresentados nos
capitulos seguintes. Tal apresentacéo sera relevante para a efetiva compreensdo dos aspectos
semanti cos associados a defini¢do do tipo de dado intervalar.

2.1 Definicdes Basicas da Algebra I ntervalar

Esta secéo apresenta algumas definicdes e resultados associados ao tipo de dado intervalar e
as formas de operacdo com este tipo de dado. Também é apresentada a forma de
representacao grafica preferencialmente utilizada.

Considera-se como tipo bésico de dado o intervalo de reais, conforme a Definicéo 2.1:

Definicdo 2.1 (Intervalo de Reais): um intervalo de numeros reais, ou simplesmente

intervalo, € denotado pelo par ordenado de nimeros reais, [ab], com a < b, e representa o

conjunto de todos os numerosreais x tais que a< x < b. Em notacéo algébrica,
[ab]={x0O0|asx<b}.

Neste trabalho, variaveis associadas a este tipo de dado seréo representadas através de
colchetes, [+], e seus extremos através da seguinte notagdo™:
[X] =[x;X] ={xD0[x<x<X}.

Em particular, um nimero real r é diretamente associado, na aritméticaintervalar, ao intervalo
[r;r]. Um interval o desta natureza € denominado degenerado.

O conjunto dos numeros intervalo sera denotado por 10, sendo representado graficamente
pelo semiplano ndo inferior aretaidentidade (Figura 2.1).

Com base na Definicéo 2.1, pode-se obter o resultado apresentado na Proposicéo 2.1:
Proposicao 2.1: [ O 1.

Prova: Ver [MOO 66]. &

! Eventualmente, por restricdes computacionais, nos gréficos os extremos de um interval o poderdo ser referidos por x— e x+.
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Wt ]

FIGURA 2.1 — Representacéo cartesianade | .

A forma de representacéo grafica de um interval o [x] segue a geometria apresentada na Figura
2.1, isto & triangulos isosceles representando a regido formada por todos os intervalos
inclusos em [x]. Esta forma de representacdo foi primeiramente sugerida por Sunaga [SUN
58], utilizada por Moore [MOO 66, MOO 79] e explorada por Franciosi [FRA 99]. Como
ilustragdo, osintervalos[2;3], [-1;1] e [—4;2] sdo representados na Figura 2.2.

o : IR : i 5

47 4] 4

+ ] + ] +_

H ] H 2] H b
RV N 5 M V! 4 2 P 2 4 42 D 4

2] -2 2

4 -4 4

FIGURA 2.2 — Representacdo cartesiana dos intervalos [2;3], [-1;1] e [4;2].

Este tipo de dado pode ser operado aritmeticamente e logicamente, conforme as definicdes a
seguir [MOO 66, MOO 79, ALE 98]:

Definicdo 2.2 (Relagbes Algébricas Usuais entre Intervalos): Dados [x] O 100 e [y] O 10,
entéo:

[X]O[y] = ysx<X

X<
[X]=[y] = (x=y)O

Assim, por exemplo, € verdadeiro que[1;2] O [0;3], mas[-1;2] I [0;3] (Figura2.3).

v,
=y).

<
X
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FIGURA 2.3 —llustragdo dos relacionamentos[1;2] 0 [0;3] e[-1;2] O [0;3].

As relacbes usuais ilustradas pela Figura 2.3 tém propriedades conhecidas, ja que séo
particul arizagdes de resultados da Teoria de Conjuntos para 0 caso de conjuntos compactos.
Em particular, a Proposicéo 2.2 refere-se a sua classificagcdo algébrica:

Proposicdo 2.2 (Classificacdo Algébrica das Relacbes Usuais entre Intervalos): [ &
relacdo de ordem parcial em 1. = é relagéo de equivalénciaem I[.

Prova: Ver [KUL 81]. &

Além das operacdes |6gicas, interval os também podem ser relacionados aritmeticamente. Esta
caracteristica dual — nimero e conjunto — € uma das principais diferengas de um intervalo para
um numero real ordinério, conforme apresenta a Definicéo 2.3:

Definicao 2.3 (Operacdes Aritméticas entre Intervalos): Dados[x] O 100 e[y] O 10, entéo
[x]+[yl={asbO0O[al[x] ObO[yl}, onde « O{+,—*,/},

com a hipotese adicional de que 0 O [y] para o caso dadivisdo.

As operacOes aritméticas entre intervalos podem ser algoritmicamente definidas da seguinte
forma:

Proposicdo 2.3 (Algoritmos de Calculo Aritmético para Intervalos): Sgam [x] O I e
[y] O1O. Entéo:

[X] +[y] =[x +y;X +V],
[X] =[] =[x -¥;X = yI,
[X]* [yl =[min{x* y,x* ¥, X* y,X* y};max{x* y,xX* y,X* y,X* y}],

ODM:{ }-[x %]* [— —1

Alternativamente, a multiplicacéo de interval os pode ser definida algoritmicamente através do
Quadro 2.1:
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[yl

[XI*[y] - - -
ysy<0 y<0<y 0<y<y

xsx<0 | XTyixryl e yix*y] [X* Y% ]

[X] | x<0<x | [X*y;x*y] [min{x* y,%* y}; max{x* y,X* J}] X* X V]
0<x<X | [X*y:x*V] [X*y;X*] [X*y;X*Y]

QUADRO 2.1 — Céculo damultiplicagdo intervalar usando os sinais dos extremos dos interval os.

Prova: Ver [SUN 58, MOO 79, KUL 81]. =

A formade céalculo apresentada no Quadro 2.1 apresenta 9 casos. O custo de determinagdo do
caso a ser utilizado exige, no pior caso, 4 e, en média, cerca de 2.6 comparacdes de sinal®. Ja
o cdculo da multiplicagdo necessita em média cerca de 2.2 multiplicagdes de reais, pois
dentre os casos apresentados apenas um necessita de mais de duas operacdes dessa natureza.
Portanto, considerada a propor¢do de custo entre comparagdes e multiplicagdes, o
procedimento do Quadro 2.1 é computacionamente mais eficiente que a forma algébrica
apresentada na Proposi¢éo 2.3.

Proposicdo 2.4 (Propriedades das Operagdes Aritméticas entre Intervalos): Dados
[X]O10,[y] OO, [z] O 10O er OO, entéo sdo validas as seguintes propriedades:

[X] +[y] =yl +[x], (comutatividade)
[X1* [yl =[y]*[x],

[x]+ [yl +[2]) = (1 +[y1)+[2], (associatividade)
[x1* (y1*[2]) = ([x1* [y])* (2],

[x]+[0] =[x], (elemento neutro)
[x]* [1 =[x],

[x1* [yl +12]) O (x1* [y]) + (x]*[2]), (subdistributividade)

[y]*[2] > 0= [x]* (y] +[2]) = ((x]* [y]) + (x]*[2]), (distributividade)
r* ([X] +[y])=r*[x] +r*[y],
[X] n&o édegenerado = [x] —[x] # 0,

[X] ndo é degenerado 0O[x] = % z1.

Prova: Ver [MOO 79, KUL 81, ALE 83]. =

Proposicdo 2.5 (Propriedades da Inclusdo de Intervalos): A aritmética de intervalos é
monoténica com relagéo a inclusdo. Isto é, dados [x] O 11, [y] O 100, [z] O 10 e [t] O 10 tais
que[x] O [z] e[y] O [t], entdo:

2 Em quatro casos sd0 necessrias duas comparagdes, em outros quatro casos, trés comparagdes e no caso restante, quatro comparagdes,
totalizando 24 comparagBes em 9 casos, ou sgja, 2.6 comparages, em média
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[x]+[yl O[z] +[t],
[x]=[yl O[z] =[],
[x]* [yl O[z]* 1],

0,12 o
vl I (% OLILT])-

Prova: Ver [KUL 81, ALE83]. &

Em particular, os resultados acima apresentam claramente a natureza dual do tipo de dado
intervalar, podendo este ser operado como um “ndmero” ou como um conjunto, conforme
Necessario.

2.2 Aspectos Topolbgicosda Aritmética I ntervalar

Esta secdo apresenta os principais resultados associados aos aspectos topoldgicos da
aritmética intervalar. Os resultados ora apresentados fazem-se necessarios por seu carater
auxiliar a discussdo apresentada nos capitul os posteriores.

Definicdo 2.4 (Distancia entre Intervalos): A distanciaentre [x] O 100 e[y] O 10 é calculada
através da funcéo

d: 10° - 0O
(X LyD) = d([x],[y]) = maxq[x = y|[x =y}

Definicdo 2.5 (Valor Absoluto de um Intervalo): O vaor absoluto de [x] O 100 é calculado
como sua distanciade 0, ou seja, [x]| = d([x],0) = max{|x|, X} .

Esta definicdo de métrica é a sugerida por Moore [MOO 66] em lugar da métrica euclidiana
usual,

d,: 10% - O
(X101 - d, (XL IYD) = (x - y) +(x -y
uma vez que d, ndo possui uma extensdo t&o natural para a Situagdo extrema dos nimeros
reais. De fato, nesta situacdo especifica,
(14, =d, ([11,[0,0]) =fI* V2 =42,

por exemplo, enquanto que

[1] = d([11,0) = max{[1,[1} =1,
que é mais desgjavel do ponto de vista da associagdo de interval os degenerados com nimeros
reais.
Proposicdo 2.6 (Propriedades da Distancia e do Modulo): Sgam [x] O 10, [y] O 10,
[zl OO0 er O 0O. Entéo:

d([x] +[yL[x] +[2]) = d(lyl.[Z])
d(r*[x],r*[y]) = r [*d([x].[y])
d([x]* [yl [x]* [2]) < [x]*d([yl.[2])



33

d([x].[y]D < d([x].[z]) +d([y] +[z]) (desigualdade triangular)
[[x]] = max{|x| | x O[x]}

X120yl < (x| +[Iy]
Prova: Ver [MOO 66, ALE 83]. &

Completando as definicbes operacionais fundamentais para a realizacdo da discusséo
apresentada neste trabal ho, as seguintes definicdes e propriedades sdo agregadas:

Definicao 2.6 (Ponto Médio de um Intervalo): Sgja[x] O 10. Ent&o o ponto médio de [X] €
calculado a partir da fungéo
m: 10 - [

[ m(p) = (x-+%),

Definicdo 2.7 (Diametro de um Intervalo): Dado [x] O 10, seu didmetro é calculado através
dafuncéo
w: 10 -0

[X]> w([x]) =X - x.
Proposicao 2.7 (Propriedades do Diametro Intervalar): Sggam [x] O 10 er O 0. Entdo:

w([x])=0

w([x] £[y]) =w([x]) + w([y])

w(r* [x]) =[r|* w([x])

w([X]* [y]) < w([x]) * [yl +[[x]|* w(Ty])
w([x]* [y]) = max{w([x])* [y].[[x]|* w(ly])}

Prova: Ver [ALE 83]. &

Definicdo 2.8 (Raio de um Intervalo): Sgja[x] O I0]. Ent&o o raio de [X] € calculado a partir
dafuncdo
r: 10 -0

[ (X)) =5 (% x)

De posse das informagBes apresentadas, pode-se proceder as discussdes que compdem o
corpo deste trabal ho.

2.3 Comentarios Finais

Muitos outros resultados poderiam ter sido abordados neste capitulo. No entanto, optou-se
pela apresentacdo dagueles que efetivamente pudessem contribuir para o entendimento dos
capitulos seguintes. Para uma lista mais completa de resultados sugere-se a consulta a [ALE
83, ALE 98, KUL 81, MOO 66, MOO 79], entre outros.



O proximo capitulo apresentara um breve relato da evolugcdo da aritmética intervalar, bem
como introduzira a questéo fundamental deste trabalho, que é a contribui¢do da consideracdo
de uma semantica adequada associada ao tipo de dado intervalar.



3 Aspectos Historicos e Semanticos do Conceito de
|ntervalo

Este capitulo apresenta uma breve discussdo historica da evolucdo da aritmética intervalar,
buscando evidenciar aspectos que fundamentam este trabalho. O capitulo também apresenta
uma discussdo sobre a relevancia da consideracdo de uma seméntica para o0 conceito de
intervalo de reais. Esta discussdo busca estabelecer a diferenca entre duas interpretacOes
existentes para 0 conceito de intervalo de nUmerosreais, a saber:

* NuUmero-intervalo, ou sgja, intervalo como um ente matematico que carrega uma unidade
consolidada e minimal de informagéo; e

e Envoltéria intervalar de reais, isto €, intervalo como um conjunto de nimeros reais,
representante de um numero real indeterminado devido a inclusdo de erros de
arredondamento ou truncamento.

A compreensdo das diferencas entre essas interpretagdes é crucial para o entendimento das
contribuigOes apresentadas no decorrer deste trabalho, bem como dos resultados encontrados
através da execucdo das operacdes aritméticas entre interval os.

3.1 Breve Historico da Aritmética I ntervalar

Um dos primeiros relatos de amplo conhecimento da utilizacdo de intervalos como
estimadores formais de uma grandeza € o agoritmo de Archimedes para a estimacdo de TU
Através de uma sucessdo de poligonos — inscritos e circunscritos — com numero de lados
crescente, Archimedes conseguiu gerar uma sequéncia convergente de interval os para estimar
essa constante. Por outro lado, as primeiras mencgdes do estudo da aritmética intervalar como
ramo da Computacdo Cientifica remontam da década de 1950, através de alguns estudos
isolados e que, conforme Alefeld e Mayer [ALE 2000], pouco a pouco passam a requisitar a
atencdo de um niimero maior de pesguisadores. E nesse contexto que se apresenta o trabalho
fundamental de Sunaga [SUN 58], no qual sdo investigadas as regras que definem as
operacdes aritméticas entre intervalos, sdo definidos vetores e matrizes intervalares,
juntamente com as operagoes correspondentes, e sdo esbocados exemplos de aplicagbes da
aritmética intervalar para a determinacdo de envoltorias para raizes de funcbes e para
integrais. Porém, somente com o primeiro livro sobre andlise intervalar, publicado por Moore
[MOO 66], tais resultados passaram a receber mais atencéo da comunidade cientifica.

Durante as décadas de 1950 a 1980, diversos grupos de pesquisa em Matemética Intervalar
surgiram ao redor do mundo, desenvolvendo pesquisas sisteméticas nessa area. Uma das
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principais referéncias que consolidam o trabalho neste periodo € o livro de Kulish [KUL 83]
(conforme [ALE 2000]). Neste contexto, diversas propriedades agébricas foram derivadas,
bem como métodos de solucéo de problemas especificos [BER 72, JAH 74, ALE 83, OPP 88,
BOH 96, KEA 96, ALE 2000].

Um dos fundamentos que motivaram o0 desenvolvimento da aritmética intervalar foi o
desenvolvimento de algoritmos numéricos para Computacdo Cientifica. Neste contexto, a
compreensdo dos efeitos da existéncia de uma aritmética de ponto flutuante de precisdo finita
(associada a nocéo de erro de arredondamento) aliada a necessidade de truncamento de certos
métodos iterativos impulsionou o desenvolvimento de algoritmos cujo output fosse capaz de
garantir a proximidade entre a solucéo exata e as respostas produzidas. Nesse sentido Rump
[RUM 88] apresenta uma interessante analise comparativa do lugar da abordagem intervalar
frente a outras abordagens de solucdo de problemas do ponto de vista computacional, tais
como agoritmos agébricos e algoritmos numéricos. Em particular, Rump conclui que ha
poucos campos de aplicacdo em que essas abordagens podem competir, sendo mais comum a
existéncia de campos em que uma delas domine ou entdo que sgjam complementares. Mais
ainda, classificaa obtencdo de inclusdes de solucfes através de métodos intervalares

“em algum lugar entre a computacdo algébrica e a computacdo numeérica pura’
[RUM 88].

Durante as Ultimas trés décadas o lugar dos interval os compactos como objetos independentes
tem crescido continuamente na andlise numérica, na verificacdo ou determinacdo de
envoltérias para as solugbes de varios problemas mateméticos ou na prova de que tais
problemas ndo possuem solugdo em um dominio particular. Diversas éreas de aplicacdo foram
exploradas através da abordagem intervalar: problemas em engenharia (estrutural, quimica,
mecanica, elétrica), robdtica, controle, economia, etc. Do ponto de vista matemético pode-se
citar problemas associados a solucéo de sistemas lineares ou n&o lineares, otimizacdo (restrita
ou global), determinac&o de valores e vetores proprios, solucéo de problemas de contorno e de
equacOes diferenciais, entre outros. Isto foi possivel através da compreensdo de intervalos
como extensdes de nimeros reais ou complexos, da introducéo de funcdes intervalares e de
aritméticas interval ares e da aplicacéo de teoremas de ponto fixo apropriados [ALE 2000].

As préximas segdes apresentam brevemente alguns dos resultados da literatura referentes a
abordagens de solugdo de sistemas de equagOes intervalares, de modo a contextuaizar a
discussdo dos capitulos seguintes. Informagdes sobre aplicactes cientificas da Matemética
Intervalar em diversas areas podem ser encontradas em [OPP 88, KEA 96, ALE 2000, WOL
2000], entre outros.

3.1.1 Solucéo de Sistemas de Equacdes L inear es

A solucéo de sistemas lineares intervalares esta associada a determinag8o de respostas de
equacOes e sistemas lineares reais cujos dados de input foram afetados por tolerancias. Este é
0 caso quando as matrizes de coeficientes e termos independentes sdo perturbadas, por
exemplo, por erros de medicdo ou conversdo de bases de numeragdo. Sob essas condicoes
parece ser razodvel aceitar uma solucdo como correta se esta € solugdo de algum sistema
formado a partir desses limites de especificacdo [ALE 2000]. O problema da determinacdo de
intervalos que contenham as solugdes reais de um sistema nessas condigbes € descrito
usualmente como na Definicdo 3.1 [WOL 2000]:
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Definicdo 3.1 (Solucéo de um Sistema Intervalar Linear): Um sistema linear de equactes
algébricas (sistema intervalar linear) [A] * x = [b], onde [A] O (1I0)"*" e [b] O (10)" é o
conjunto de sistemas de equacdes algébricas lineares reais (sistemas lineares reai s)
{A*x=b|OAO[A]O0ObO[b]}.
Nessas condicdes, o conjunto solucéo >([A],[b]) de[A] * x =[b] é definido por
S(A][b)={x0O0"|DAO[A]O0ObO[b] OA*x=b}.

Ao longo dos anos péde-se demonstrar que, em geral, o conjunto solucdo Z([A],[b]) ndo é
convexo. Além disso, as seguintes proposi ¢oes sdo verdadeiras.

Proposicdo 3.1: O conjunto solugdo >([A],[b]) € um politopo.
Prova: Ver [KRE 93, KRE 96, ROH 96] apud [WOL 2000]. =

Proposicdo 3.2: A determinacdo algoritmica do conjunto solucdo 2([A],[b]) € um problema
NP-Dificil.

Prova: Ver [KRE 93, KRE 96, ROH 96] apud [WOL 2000], e [COX 99]. m

Referéncias a grande maioria das contribuicbes realizadas nesse contexto podem ser
encontradas em [ALE 2000, ALE 83, WOL 2000]. Métodos iterativos para a determinagdo de
envoltdrias para o conjunto solugdo >([A],[b]) sdo as estratégias mais comuns. De fato, o
proprio Moore apresenta resultados referentes a este tipo de abordagem em suas publicagtes
[MOO 66, MOO 79]. Em particular, uma classe de métodos comumente referida [ALE 2000,
WOL 2000, KEA 96, MAR 96, MAR 99b] é a dos baseados na iteracéo de Gauss-Jacobi, cuja
forma original é apresentada na Proposic¢éo 3.3:

Proposicdo 3.3: Sgja o problema[A] * x = [b] tal que 00[a;], 1 <i < n. Entdo a envoltéria
das solugdes desse problema, [X], pode ser dada pelo método intervalar de Gauss-Jacobi, que
consiste do processo iterativo

1
[&]

k) —
[x;] =

[b]- > la,]* [x 1% |.

j#i
Prova: Ver [ALE 83, ALE 2000]. =

Outro método bastante eficiente € o algoritmo intervalar de Gauss-Seidel (Interval Gaussian
Algorithm — IGA) [ALE 83, ALE 2000]. De fato, este algoritmo pode ser aplicado também
para sistemas ndo lineares algébricos, tendo sido estudado e modificado por diversos
pesquisadores, tais como Rohn, Kearfott, Shary e Rump. Uma forma simplificada desse
algoritmo é dada na Proposicéo 3.4:

Proposicéo 3.4: Sgja o problema[A] * x = [b] tal que 00[a,], 1 <i < n. Entéo a envoltoria
das solucdes desse problema, [x], pode ser dada pelo método intervalar de Gauss-Seidel, que
consiste do processo iterativo

mmeiﬁm—imrme—imwwmﬂ.

[aii] j=i+l
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Prova: Ver [ALE 83]. &

Rump [RUM 94] apresenta um texto bastante completo e repleto de referéncias com respeito
a métodos de validag@o de zeros de sistemas densos ou esparsos de equactes ndo lineares
existentes até aguela época. Em particular, um método iterativo desenvolvido por este autor
permite a obtencdo de envoltoérias para as soluches reais de sistemas de equagdes lineares
reais através do uso da aritméticaintervalar, conforme mostram as proposi ¢oes a seguir:

Proposicdo 3.5: Seja o sistema de equagdes lineares A * x = b, com A 0 0" x O". Ent&o, para
uma matriz arbitrériando singular R 0 0" x (" e paraum vetor arbitrario xo 0 0",
X=Xo=(—-R*A)* (X—=Xp) + R* (b—A * Xo).

Chamando

G=I-R*A,

g=R* (b—A * xo).
Entéo

X =Xo+X*,
onde x* é solucdo da equagio de ponto fixo

x*=G*x* +g.

Prova: Ver [RUM 94, ROH 98]. B

Proposicao 3.6: Na notagdo da Proposicéo 3.5, sgjaum vetor intervalar [x] satisfazendo
G* [x] +g U Int([x]),
Onde Int([x]) = {x |x <x <X} éointerior de[X]. Entdo a equacéo
X' =G*x* +g
possui somente umasolugdo x* O Int([x]).

Prova: Ver [RUM 94]. B

Em seu trabalho, Rump apresenta também condi¢des que garantem a convergéncia do método
acima descrito. Heindl [HEI 95] apresenta uma breve discussdo a respeito de modificacOes
sobre o algoritmo proposto por Rump, de modo a obter solu¢des de sistemas lineares e de
sistemas ndo lineares com maior eficiéncia e mesma qualidade. Recentemente Rohn e Rex
[ROH 98] apresentaram uma versdo ndo intervalar do método proposto e desenvolvido por
Rump [RUM 94]. Esse resultado, fundamentado em teoremas da aritmética real, consegue
garantir as mesmas caracteristicas de validacdo das solucBes da versdo originalmente
intervalar sugerida por Rump.

Maiores informagbes com respeito a determinacdo de solucbes de sistemas lineares de
equacOes intervalares podem ser obtidas, por exemplo, em [ALE 2000, WOL 2000] que
apresentam discussdes detalhadas com respeito a condicbes de aplicabilidade e garantia de
convergéncia para esses e outros resultados.

3.1.2 Solugéo de Sistemas de Equagdes N&o L inear es

A solucdo de sistemas de equagbes ndo lineares foi também estudada durante o
desenvolvimento da aritmética intervalar. Novamente, os métodos iterativos compdem uma
classe que ocupa quase a totalidade das iniciativas existentes.
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Sunaga [SUN 58] ja apresenta idéias para o desenvolvimento de um método similar ao hoje
denominado Método de Newton Intervalar, posteriormente estudado por diversos
pesquisadores e sobre 0 qual Alefeld apresenta um estudo bastante completo em seu livro co-
escrito por Herzberger [ALE 83]. Também no survey de Alefeld e Mayer [ALE 2000] €
possivel encontrar uma extensa discussao sobre o uso do algoritmo de Gauss-Seidel intervalar
(IGA) para a solucéo de sistemas néo lineares de equacbes, bem como sobre modificagtes
desse algoritmo, tais como a introducdo de operadores como o de Krawczyk para a correcéo
de certos problemas de singularidade. Danging e Weiguo [DAN 99] apresentam um operador
desta natureza que permite a solucéo de sistemas indeterminados através de um algoritmo
intervalar. Kolev [KOL 99] compara o resultado do operador de Krawczyk ao de um método
modificado que permite a determinacdo de solugdes reais globais isoladas de sistemas néo
lineares. Ainda, Yamamura [YAM 2000] apresenta um teste de ndo existéncia de soluctes
para sistemas ndo lineares baseado na combinacdo linear de equacdes e que, acoplado ao
algoritmo Krawczyk-Moore, produz, segundo esses autores, um método de solugdo bastante
eficiente em comparacéo ao algoritmo Krawczyk-Moore original.

Recentemente o trabalho de Claudio, Ferreira, Oliveira e Patricio [CLA 9-b] apresenta uma
abordagem diferenciada para a determinacdo das solucbes de equagbes polinomiais
intervalares de segundo grau, através da determinacdo de formulas baseadas na de Bhaskara.
Em particular, o trabalho define o kernel de uma equacéo dessa natureza e determina solucoes
a partir de diferentes comportamentos dos coeficientes, permitindo a obtencéo de envoltorias
interval ares para solugdes reais e para solugdes complexas desse tipo de equagdes.

Outras informagdes referentes a determinagdo de solugdes de sistemas ndo lineares de
equacOes através de andlise intervalar podem ser encontradas nas referéncias deste trabalho;
em particular, em [ALE 83, ALE 2000, WOL 2000, RUM 94].

3.1.3 Outras Abordagens

Uma classe de pesguisa bastante explorada na aritmética intervalar € a da redefinicdo das
operacoes e relacles realizadas sobre estes entes. Esta linha congrega esforgos agébricos e
numéricos na busca de uma estrutura al gébrica mais adequada a realizacdo de operagdes entre
intervalos de tal forma que os algoritmos gerados sejam menos suscetiveis a problemas como
o de inflac&o de didmetros. O desenvolvimento de iniciativas nessa linha confunde-se com o
proprio desenvolvimento da aritmética interval ar, fundamentado na redefinicéo do significado
do conceito e das operagdes de intervalo: até os trabalhos de Sunaga e Moore, entre outros, o
conceito de interval o era apenas associado ao de um conjunto compacto.

Uma das principais iniciativas nesse sentido sdo os trabalhos de Markov [MAR 95, MAR 96,
MAR 99b], Popova [POP 2000] e Dimitrova [DIM 92]. Em particular, a aritmética dirigida
estudada por Markov mostra-se bastante adequada na modelagem e interpretacdo de
problemas intervalares e no desenvolvimento de algoritmos capazes de determinar o conjunto
das solucles reais de sistemas de equacdes lineares. Isto porque a redefini¢éo do tipo de dado
intervalar sugerida por Markov [MAR 99b]:

« unifica a aritmética estendida desenvolvida por Kaucher e a aritmética estendida para
interval os normalizados que usa operagdes internas;

» fornece um framework geral que permite passar de intervalos proprios para intervalos
improprios (com extremo inferior maior que o0 extremo superior) e vice-versa;
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e contém um conjunto de novas relacbes e regras computacionais necessarias para a
transformac&o simbdlica adequada de expresses e equagdes al gébricas;

» acrescentavariaveis binérias paraidentificar o direcionamento dos interval os.

Através do uso dessa aritmética dirigida, Markov apresentou, por exemplo, um algoritmo
baseado na iteracdo de Gauss-Jacobi e capaz de determinar as solugdes algébricas de um
sistema intervalar linear. Infelizmente, a necessidade de uso de uma notacéo extremamente
“pesada’ do ponto de vista usua dificulta a compreensdo das idéias propostas por Markov e a
utilizacdo ampla de sua abordagem. Maiores detalhes podem ser encontrados em [MAR 95,
MAR 96, MAR 99b, DIM 92].

Outra abordagem encontrada é a de Claudio e Oliveira [CLA 96, CLA 9-a] e Korzenowski
[KOR 94], na qual arelacdo de igualdade estrutural usua é substituida por outra relacéo de
equivaléncia, a de aproximagdo intervalar. Esta relacdo d& origem a uma estrutura
denominada corpo dinamico, que, segundo esses autores, possui essencialmente as mesmas
propriedades de um corpo no que se refere as propriedades das operacBes de soma e
multiplicagdo e que permite ainterpretacéo de |0 como um “dominio de erros’ de um campo.
Em particular sdo analisadas formas fechadas de solucéo de equactes polinomiais de primeiro
e segundo graus atraveés da estrutura acima definida [KOR 94, CLA 9-4].

Claudio e Francios [CLA 92a] e Claudio, Escardé e Franciosi [CLA 92b] também
propuseram a utilizacdo de uma abordagem diferenciada para a andlise intervalar através da
teoria dos dominios continuos, agregando a l6gica de Scott de tal forma que um nimero real
segja identificado ao supremo de uma ordenacdo de informagdo. Essa estrutura, denominada
Espaco de Informagdo permite que a Teoria dos Intervalos sgja vista ndo apenas como uma
extensdo da analise real, mas com as vantagens de ser uma | égica construtiva e computacional
[CLA 923, CLA 92b].

3.2 Semanticas Associadas a | ntervalos

Nesta secéo sdo apresentadas duas diferentes interpretagdes para o0 conceito de intervalo.
Inicialmente é apresentada a interpretacéo usual, associada a utilizacdo de uma envoltoéria para
a representacdo de um numero real, e, em seguida, a interpretacdo de numero-intervalo.
Finalmente, uma discussdo € realizada, objetivando a compreensdo dos pressupostos
associados a cada interpretacao.

A existéncia de diferentes interpretagfes para um mesmo ente ndo € incomum no dominio das
aplicacoes cientificas. Com efeito, citam-se, entre outros exemplos:

* NUmerosreais, gue podem representar:
¢ Quantidades; ou
¢ Classes de e ementos idénticos;

» Pares ordenados, que podem representar, em um plano:
+ Pontos;
+ Vetoresde basefixa;
+ Vetores de base movdl;
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+ NUmeros complexos; ou
+ Intervalos de nimeros reais, como sugerido por Sunaga [SUN 58] e posteriormente
por Moore [MOO 66];

* Vetores, que podem ser considerados como:
+ Entes mateméticos propriamente ditos; ou
¢ Listas ordenadas de elementos.

Da mesma forma, ndo raramente a mesma notagcdo € utilizada para representar entes com
diferentes significacfes. A questéo que diferencia a interpretacéo de cada um destes entes € o
tipo de uso pretendido no contexto de aplicacdo cientifica. Por exemplo, se um vetor for
considerado apenas como uma lista ordenada de elementos, esta pode ser concatenada com
outra, ou mesmo reordenada; no entanto, se considerado como um ente matemético puro, a
operacdo de concatenacdo ndo estaria propriamente definida, pois excederia 0 espaco ao qual
0 vetor pertence, e a reordenacdo geraria um vetor possivelmente diferente do original,
modificando a informacdo nele contida. Ainda assim, vetores e listas ordenadas séo
comumente representados através da mesma notacao.

Outro exemplo semelhante é o caso da redizagdo de operacBes com numeros inteiros. Na
aritmética decimal usual, a adicdo dos nUmeros 1 e 2 resultaria
1+2=3.

No entanto, se os mesmos nimeros fossem operados considerando-se a aritmética do anel Z,,
ter-se-ia

1+2=3=1,
visto que neste anel de equivaléncia os elementos pares sdo equivalentes entre si e, da mesma
forma, o s80 os elementos impares. Em ambos casos a operacéo de adicdo resultou 3 como
resposta. Estas respostas, porém, foram diferentes, pois a inter pr etacdo dada aos elementos
dos anéis é diferente. No primeiro caso 0 numero 3 representa a quantidade fisica 3; ja no
segundo caso, 0 numeral 3 esta associado a propriedade de ndo paridade dos nimeros que
formam essa classe de equivaléncia, por exemplo.

Os exemplos acima tém por objetivo unico validar e ilustrar o pressuposto fundamental de
gue diferentes inter pretagcdes para um mesmo ente podem alterar significativamente a
forma de operacdo com este ente, bem como a interpretacdo dos resultados das
oper acOes efetuadas. A clareza de tal argumento torna-se ainda mais importante se a notagdo
utilizada para a representacdo dos entes € a mesma para diferentes interpretacOes. Esta € a
discussdo que seré trazida nas secdes seguintes deste trabal ho, especificamente no contexto de
interval os.

Seréa evitada, sempre que possivel, a utilizacgo da expressao “ conjunto de nUmeros reais’” para
qualquer das interpretacdes, visto que esta caracteristica € comum e inerente a definicdo de
intervalo, ndo servindo como diferenciador entre as semanticas consideradas.

3.2.1 Envoltorialntervalar de NUmeros Reais

A interpretacdo usualmente aceita para um intervalo no contexto da Aritmética Intervalar é a
de envoltériaintervalar de um nimero real. Estainterpretacdo pode ser definida como segue:

Definicdo 3.2 (Envoltoria Intervalar de Reais): Segundo a semantica de envoltoria
intervalar de reais, um intervalo de reais representa um nimero real sujeito aincertezas, isto €,
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Ox O0,x O[ab] « [a&b] representax.

Assim, por exemplo, o intervalo [3.1;3.2] é capaz de representar 0 nuimero real TI,
considerando-se uma aritmética de ponto flutuante com precisdo 2 e numero de ponto
flutuante normalizado.

Uma das origens da defini¢do da aritmética intervalar foi a necessidade do desenvolvimento
de mecanismos capazes de modelar e representar cenarios como 0 descrito acima. De fato,
esta € a semantica sugerida, por exemplo, por Sunaga [SUN 58] e, posteriormente, por outros
autores [MAR 99a, MAR 99b]. Sunaga e Markov, inclusive, sugerem a representacao dos
intervalos naforma
m([x]) = r([x]),

aludindo a idéia de que o ponto médio seria 0 nimero real “medido” e o raio indicaria a
incerteza gerada pelas restricoes de precisdo e ambientais existentes. Dessa forma, o valor
exato estaria limitado pelo interval o apresentado, conforme apresenta a Definigéo 3.2.

A interpretacio de envoltoriaintervalar s50 associados 0s seguintes pressupostos:

e Quaquer real pertencente a envoltoria intervalar de reais € um possivel representante do
valor real exato associado ao intervalo: como o valor exato do nimero real que se desgja
representar ndo é explicitamente conhecido, entdo todos os nimeros reais contidos na
envoltoriaintervalar sdo possiveis representantes deste valor real. Isto €, o valor real exato
continua indeterminado, porém restrito a0 dominio dos valores reais que compdem a
envoltoriaintervalar;

* Com a utilizagdo de envoltorias intervalares espera-se modelar e determinar o efeito da
propagacdo de erros em procedimentos de cédl culo numérico em ponto flutuante.

A compreensdo desses pressupostos € importante, pois se reflete diretamente na estruturagdo
das operacOes definidas sobre o ente intervalar. Por exemplo, segundo essa interpretacéo a
avaliacdo de uma funcdo real através do uso de argumentos intervalares tem por objetivo
determinar a propagacao do erro de arredondamento na presenca de incertezas.

Uma situacdo bastante ilustrativa € a da multiplicagdo de envoltérias intervalares:

Conforme apresentado na Definicéo 2.3, para[x] O 10 e[y] O 10,

[x]*[yl={a* bOU|ab[x] UbO[y]}.
No entanto, segundo a discussdo apresentada seria razoavel esperar que o produto de uma
envoltoriaintervalar por s propria resultasse em

[x]* ={a* 00 |a0[x]}.
Por exemplo, para[x] = [-1;2], a Defini¢cao 2.3 implica que
XI*[X] = [-L2]*[-L2] ={ a* b OO |a0 [-12] Ob U [-1;2] } = [-2:4].
No entanto, pela linha de interpretacdo de envoltoria intervalar, o resultado da operacéo
[X]*[x] n&o pode conter elementos negativos, uma vez que cada intervalo [X] representa uma
ocorréncia do mesmo nimero real; isto é o produto [x]*[x] deve representar o produto de
dois nimeros reais idénticos — e sujeitos a incertezas —, ou sgja, um nimero real ndo negativo.
Assim, espera-se que
[x]* =[-12]* =[0;4] .
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Esse resultado ndo é coerente com a Definicdo 2.3, mas 0 é com ainterpretacéo de avaliacéo
intervalar de umafuncdo real, naqual o intervalo resultante deve ser o formado pela avaliagéo
minima e maxima da funcéo real equivalente no intervalo de origem, como se pode observar
pelaFigura3.1.

[0 4] 27

-1 1
[-1.2]

FIGURA 3.1 — Avaliaggo intervalar da funcéo definida por f(x) = x* para—1 < x < 2.

. 2

Ora, a imposicdo de gque o produto de intervalos iguais possua exatamente as mesmas
propriedades de um numero real gera uma ruptura com a definicdo usual da operacdo de
multiplicagdo, de tal sorte que, algebricamente, ficaimposto que
[X]? #[x]*[x],

em geral. De fato, segundo a Definicdo 2.3 aigualdade ocorrera se e somente se x* X =0, ou
sga, se [x] ndo contiver simultaneamente elementos positivos e negativos [MOO 66]. Para
intervalos envolvendo elementos positivos e negativos havera diferenca entre as partes
negativas dos interval os gerados pela multiplicagcdo e pela poténcia de intervalos.

Uma andlise mais acurada dessas caracteristicas sera apresentada ao longo deste capitulo e
retomada nos capitulos 4 e 5.

3.2.2 NUmero-Intervalo

Segundo a interpretacdo de numero-intervalo, um intervalo € um ente matemético que
representa todos os nUmeros reais e as inclusdes nele contidas. Como tal, constitui um tipo de
dado diferenciado com relagdo ao tipo de informacdo que carrega [FRA 99], ou sgja, é um
novo tipo de nimero [MOO 79]. Formalmente, a interpretacdo de numero-intervalo pode ser
enunciada como segue:

Definicdo 3.3 (NUmero-Intervalo): Segundo a seméantica de niUmero-intervalo, um intervalo
representa todos os interval os de reais que contém, ou seja,
O[x] O10,[x] O[ab] < [ab] representa[x].

Apenas com o sentido de facilitar o entendimento da Definic¢éo 3.3, a seguinte metéfora pode
ser estabel ecida entre um ndmero-intervalo e um vetor:

® De fato, esta associagio apresenta diversas vantagens para a compreensio das operagdes aritméticas entre intervalos, conforme mostra o
trabalho de Francios [FRA 99].
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O intervalo [2;3] pode ser associado ao vetor (3) No entanto, ndo se pode dizer que este

vetor representa a componente 3 em seu sentido estrito. Da mesma forma, o intervalo [2;3]
n&o representa apenas o Numero 3, mas todos 0s nimeros reais e inclusdes de interval os entre

2
2 e 3. Obviamente que € possivel projetar o vetor (3} de modo a extrair deste o elemento 3,

assim como é possivel dizer que o nimero 3 faz parte do intervalo [2;3]. De toda forma, tanto
a projecao do vetor como a identificaggo da inclusdo de 3 no intervalo operam modificacdes
no tipo de dado em uso, ou sgja, provocam perda de informagado sobre o ente em si, ou entéo
mudanca de dominio.

Segundo essa interpretacdo as operacOes aritméticas entre intervalos podem ser obtidas de
forma bastante similar as operagcBes entre vetores. Em particular, Francios [FRA 99]
apresenta, por exemplo, a interpretacdo grafica da adicdo de intervalos como a adicdo de
vetores de duas componentes reais, e a multiplicacéo de intervalos como multiplicagcdes de
vetores por escalares. De fato, do ponto de vista algébrico as operacdes aritméticas entre
nimeros-interval o sdo exatamente as apresentadas na Definigéo 2.3.

Por exemplo, considerando-se novamente o produto dosintervalos [x] [ IC] e[y] I 10, como
na Definicéo 2.3,

[x]*[yl={a* bOU|ab[x] UbO[y]},
a interpretacdo de numero-intervalo € mais coerente do ponto de vista da garantia das
propriedades algébricas, principalmente ao se considerar o caso particular do produto [X]*[X],
gue ficaria definido como

[X]*[x]={a*bl0|al[x] ObO[x]},
sem a necessidade de imposi¢des adicionais. Para ailustragdo dessa discussao, remonta-se ao
exemplo apresentado anteriormente:

[X]=[-321 =[x]* =[x]* [x] =[-12]* [-12] =[-2.4].

Nesse caso, 0 produto de um intervalo por s préprio resultou em outro intervalo que contém
componentes positivos e componentes negativos. Este é um fato diferente do esperado com
numeros reais. No entanto, nenhuma contradi¢éo existe neste fato, umavez que:

« Um nimero-interval o representa todos os reais e as inclusdes nele contidas (e ndo apenas
numeros reai s individual mente sel ecionados dentro de um dominio de incerteza);

* N&o existe equivalente, no conjunto dos nUmeros reais, para um intervalo que contenha
simultaneamente componentes negativos e componentes positivos. a partir da
propriedade de tricotomia® dos nimeros reais pode-se derivar que um ndmero red
somente pode assumir um dentre os seguintes comportamentos: negativo, nulo (sem sinal)
ou positivo. No entanto, o conceito de intervalo excede esta lei, uma vez que permite a
existéncia de intervalos contendo simultaneamente elementos positivos e elementos
negativos. Assim, ndo ha comportamento equivalente conhecido nos nUmeros reais para o
resultado da operacéo apresentada no exemplo em questéo;

“Dadosx 0 0 ey O O, somente uma das opgdes a seguir é verdadeira: x =y, x >y oux <y. [LIM 89
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* Segundo a Definicdo 2.3, a operacéo de multiplicacdo entre intervalos determina que o
intervalo resultante deve ser aquele limitado pelos valores minimo e maximo de todos os
produtos entre 0s nimeros reais contidos no primeiro intervalo com os contidos no
segundo intervalo; ndo ha mencéo sobre diferentes procedimentos para o caso especifico
da operacdo com intervalos iguais.

Essa interpretacdo segue a mesma linha de raciocinio proposta inicialmente por Moore [MOO
66], segundo a qual um intervalo é uma fonte de incerteza e deve ser tratada como tal. De
fato, Moore apresenta, no capitulo 5 de seu livro, outro exemplo, coerente com 0s argumentos
ora expostos, e no qual a avaliacéo dafuncéo definida por

() =

[x] -2
para[Xx] =[10;12] deveria ser dada como

_ X[ x . .
D=5 5" {y — |(x02012]) 0 (yD[lo,lzl)} ,

ou sgja, a “avaliacdo da imagem de uma fun¢do com duas varidveis independentes’ [MOO

66], resultando o intervalo [ g] )

Enfim, a interpretacdo de numero-intervalo traz diversas vantagens estruturais por tratar o
intervalo como um tipo de dado que estende o conceito de nimero real do ponto de vista
matematico, ou segja, efetivamente opera o intervalo com 0 conceito de nimero, em seu
sentido mais amplo. Esse tratamento permite identificar a presenca das caracteristicas
apresentadas acima, bem como sua coeréncia estrutural com as operacOes definidas
originamente para o tipo intervalar, e mostrase mais abrangente que a seméantica de
envoltoriaintervalar de reais por permitir a efetiva operacdo com dominios compactos.

3.3 Dificuldades Associadas a | nter pretacdo de | ntervalo como Envoltoria
de Reais

O objetivo desta secéo é apresentar as dificuldades associadas a inadequacéo das operacoes
aritméticas classicas entre intervalos com relagdo a interpretacdo de intervalo como envoltéria
de nimeros reais. Para tanto, sera necessario percorrer sucintamente o processo de construcao
das estruturas que regem as operagdes entre interval os.

Assume-se momentaneamente que somente a operacao de adicdo de interval os sgja conhecida
conforme a Definicdo 2.3 e aProposicéo 2.3, ou sgja

Sgam [x] O 10 e [y] O 10. Define-se a adicdo de intervalos através da fungéo
+110x10 10, onde [X]+[y] =[x;x] +[y;y] =[x +y:x +V].
(IX1,IyD = [x] +[y]

Ent&o, a seguinte proposicao é provada verdadeira:
Proposicdo 3.7: Sggam [x] U 10, [y] U1, [z] O 10 e[w] O 10. A relacéo definida por

ROOx10)x (10 x10),(XL.IyDR([z].[w]) < [X] +[y] =[z] +[w]
€ de equivaéncia.
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Prova: A idéa central da prova é demonstrar que a relacdo acima definida é reflexiva,
transitiva e simétrica. Isto é feito diretamente, conforme apresentado no Anexo 1.1. &

As classes de equivaléncia geradas por R permitem identificar os pares de intervalos cuja

soma resultaigual. Neste sentido, como [a] + [0] = [a], a classe de equivaléncia ([a],[0]) que
reline todos os pares cuja adi¢cdo dos interval os componentes é [a] sera denotada simplesmente

por [E]. Isto &

[a] = ([al,[01) ={([x].[y) OO <10 |[x] +[y] =[4} .

Em particular, se considerado k [1 [, pelaresultado anterior pode-se escrever

k =[k] = (IKLIOD) ={(IXL.LyD D10 < 10|[x] +[y] = K,
representando a classe de equivaléncia associada as somas intervalares que resultam no valor
real k.

A partir das informagBes acima apresentadas, a seguinte proposicdo pode ser facilmente
demonstrada:

Proposicao 3.8: DkDD,D([x],[y])DIDXID,([X],[y])DE = wW([x])=00w([y]) =0.

Prova: Para demonstrar essa afirmagdo, basta observar que o didmetro de um intervalo é
linear com respeito a soma de interval os, conforme apresentado no Anexo 1.2. &

De fato, este resultado ja é conhecido, mas 0 objetivo da discusséo ora apresentada ndo €
propriamente o de apresentar resultados novos sobre a operacéo de adi¢do e sSim o de salientar
gue a tal operacdo € a Unica gque esta propriamente definida sob o ponto de vista da extensdo
intervalar de um nimero real. Tal vantagem cai por terra, no entanto, pela evidéncia da ndo
existéncia de um elemento simétrico definido através desta operacéo, visto que
[X]+(x]) =0 = w([x] + (-[x])) =0 = w([x]) + w(-{x]) =0 = w([x]) =0 0w({x]) =0,

fato que também ndo é novidade, mas que interpretado a luz da relagdo de equivaléncia
apresentada na Proposi¢do 3.7 torna evidente a impossibilidade de definicdo de uma estrutura
algébrica que conserve amplamente as mesmas propriedades das operaces entre nimeros
reais e seguindo a Definicdo 2.3.

Ao andisar o problema da fata de um elemento simétrico para definir a operacéo de
subtracéo de intervalos, um argumento tipicamente referido seria o de aceitar — ou impor —
que todos os intervalos simétricos fossem aproximagdes de zero. No entanto, uma andise
mais acurada das classes de equivaléncia geradas pela relacdo acima demonstra que tais
interval os geram classes de equivaléncia distintas, o que inviabiliza esta estratégia.

Damesma forma, poder-se-ia sugerir, por exemplo, aimposi¢do da seguinte restricao:

O x]010,[x] -[x] =0,
aqual éjustificadaa partir da extensdo intervaar da avaliacéo da funcgéo real

y=x-x=0,

parax [0 0 ey O . Ora, esta imposi¢ao aparenta ser bastante razoavel e restabelece uma
propriedade importante da representacdo dos nimeros reais, mas, infelizmente, contraria as
conclusdes da discussdo apresentada nos paragrafos anteriores. Tal fato pode ser evidenciado
pelo seguinte raciocinio:
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Admitindo-se a validade da imposicdo acima formulada, isto €, O[x]010,[x] —[x] =0, entéo
uma contradic¢do é gerada, por exemplo, na avaliacdo da expressao
[x]+[45] -[x].

Dada a associatividade da operacéo de adic¢ao, a expressao pode ser cal culada diretamente por
[X] +[45] = [X] =[x + & X+ 5] = [X;X] =[x + 4 =X;X + 5~ X] =[4 = (X = X);5+ (X = X)] =
=[4-w([x]);5+w([x])].

Mas a operacdo de adicdo também € comutativa, de modo que

[x] +[4;5] = [x] =[45] +[x] —[x] =[435]
Ora, entdo
[4,5] =[4 = w([x]);5+w([x]],
0 que € obviamente falso a menos que w([X]) =0 ou a operacéo de adi¢do perca uma de suas

propriedades. Estas certamente ndo sdo aternativas viaveis, de modo geral, uma vez que
provocam uma ruptura com relacdo a representacdo das operacBes de ndimeros reais por
interval os.

Consideracdes adicionais podem ser realizadas relativamente ao panorama ora apresentado.
Primeiramente, essa discussdo ndo é regalia da operacédo de subtracéo. Pelo contrario, também
pode ser realizada sobre a operacdo de multiplicacdo de intervalos. Conforme descrito na
secdo anterior, assumindo-se a operacdo de multiplicacgo conforme a Definicdo 2.3, € gerado
um conflito entre os resultados fornecidos pelas expressdes [x]*[x] e [x]*. Retomando o
exemplo apresentado para 0 caso do produto do nimero-intervalo [x]=[-1;2] por s préprio,
obtém-se
[X]* [X]1=[-132]*[-12] =[-24]
enguanto que é desgjavel — e usualmente aceito — que
[x]* =[-12]* =[0;4] .
Conforme referido anteriormente, uma analise pouco acurada desse conflito poderia levar ao
guestionamento da veracidade da igualdade
[x]* =[x]*[x],
fundamentada no argumento de que o resultado dessa expressao devesse ser obtido a partir da
extensdo intervalar dalei
y=X*x=x>
parax [0 [0 ey O [, raciocinio que replica o apresentado na imposi¢éo da proposicdo sobre a
subtragdo entre intervalos iguais. De fato, conforme sera apresentado nos préximos
parégrafos, o problema remete a uma questéo ainda mais basica sobre a definicéo da operacéo
de multiplicagcdo de intervalos.

O argumento fundamental do ponto de vista da abordagem usual, de envoltéria intervalar,
pode ser explicado através do seguinte exemplo, ainda considerando [x] = [-1,;2]:

No contexto de envoltoria intervalar de reais, o intervalo [x] € utilizado para representar um
certo nimero real® limitado inferiormente por —1 e superiormente por 2. Ora, este nimero é
inicialmente indeterminado, mas, a partir do momento em que um valor real |he é atribuido,
esse valor deverd ser utilizado em todas as referéncias a essa varidvel, visto que elas
representam 0 mesmo numero real. Sob esta Otica, as seguintes inferéncias podem ser
realizadas com relagdo ao resultado da expressdo [X]*[X]:

® possivelmente sujeito aimprecisdes devidas a limitacdes de um ambiente computacional de ponto flutuante.
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e se o vaor assumido no intervalo [X] = [-1;2] for -1, entdo [x]*[x] resultara
D*(-1)=1;

e seovaor assumido no intervalo [x] = [-1;2] for O, entdo [x] * [X] resultard (0)* (0) =0;

» seovalor assumido nointervalo [x] =[-1;2] for 1, entdo [x] * [x] resultard (1) * (1) =1;

e seovaor assumido no intervalo [x] =[-1;2] for 2, entdo [X] * [X] resultard (2)* (2) =4;

e, procedendo sempre da mesma forma, os demais valores sdo obtidos. Mais geralmente, se
considerada oportunamente a notagdo de conjuntos, o resultado dessa operacéo seria dado por

[X]*[x] ={x* x| xO[-L2} =[-12]*[-1;2] =[0;4] .

Por outro lado, se considerada neste momento a expressao [—1;2]*[x], ainda para[X] = [-1;2],
pela mesma linha de raciocinio, a identificacéo da variavel intervalar [x] com um valor real
ndo tem 0 mesmo poder de determinacéo sobre os valores assumidos pelo coeficiente [-1;2]
dessa expressao. Assim,

e s 0 vaor assumido em [x] = [-1,2] for -1, entdo [-1;2]*[x] resultara
[-12]* (-1 =[-21];

e seovaor assumido em [X] = [-1;2] for O, entdo [-1;2]*[x] resultara [-1;2] * (0) =[0;0] ;

» seovaor assumido em [X] =[-1;2] for 1, entdo [-1;2]*[X] resultara [-1,2] * (1) =[-12] ;

e seovaor assumido em [X] = [-1;2] for 2, entdo [-1;2]*[X] resultara [-1;2] * (2) =[-2,4] ;

e, damesma forma, outros valores podem resultar. Generalizando, tem-se
[-12)* [x] ={y* x|y 0[-%2] OxO[-12} =[-12]* [-12] =[-2:4].

Neste ponto, dois conflitos sdo identificados:

1. Em ambos casos, a expressdo algébrica avaliada € [-12]*[-12], mas os resultados
obtidos sdo diferentes!

2. A Definicao 2.3, usua de multiplicacdo de intervalos, ndo contempla a situacéo do
produto [x]*[x] naforma como foi apresentada sob a semantica de envoltdriaintervalar.

Considerados os conflitos acima, uma solugdo simples e aparentemente eficaz é a redefinicéo
da operacdo de multiplicacdo intervalar de tal sorte que a multiplicagdo de interval os idénticos
sgja calculada conforme a situagdo exposta anteriormente. Essa alternativa € apresentada na
Definicéo 3.4:

Definicdo 3.4 (Multiplicacdo de Intervalos Segundo a Interpretacdo de Envoltoria
Intervalar de Reais): Sgam [x] O 100 e [y] O I0. A multiplicagdo destes intervalos €
definida por

. ]:{{a*bDMaD[x]DbD[y]} . se[x] £[y]
Y72 0o a0y . se[x] =[y]

No entanto, é relativamente simples verificar que essa definicéo ndo resolve os conflitos em
guestdo, mas apenas 0s torna menos evidentes. Com efeito, ainda considerando-se
[X] =[-12], pelo mesmo raciocinio dos paragrafos anteriores, o resultado esperado para a
avaliagdo da expressdo
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[x]* ([x]-[11])

segundo ainterpretacdo de envoltoriaintervalar deveria ser
1
X1 (X1 - [23) ={x* (=D 1x O-22} =[-7:2],
visto que, por exemplo:
« se o valor assumido no intervalo [x] = [-1;2] for —1, entdo [x]* ([x]-[11])
(-D* (-1-D=2;

* se o vaor assumido no intervalo [x] = [-1;2] for O, entdo [x]*([x]—[];l])
0)*(0-1)=0;

e se o0 vaor assumido no intervalo [x] = [-1;2] for % entéo [x]*([x]—[];l])
T —
(5) (2 D 2

* se o vaor assumido no intervalo [x] = [-1;2] for 2, entdo [x]*([x]—[];l])
2*@2-p=2.

resultara

resultara

resultara

resultara

Em particular, observa-se que, sob o ponto de vista meramente algébrico, a expresséo

analitica associada a este raciocinio é
[X]* ([x] = [21) =[-L2] * ([-12] - [11) =[-L2]*[-2]],

0 que significa que segundo ainterpretacéo de envoltéria de reais para a expressdo acima

[-1.2]*[-21] = [—%:2} .

A Figura 3.2 ilustra o raciocinio apresentado.

1.51

[-1/4:2] 11

[-1:2]

FIGURA 3.2 —Avaliacdo intervalar dafuncdo definidapor f(x) = x* (x— 1) para—-1<x< 2.

No entanto, se aplicada a Defini¢cdo 3.4 obtém-se
[x]* (] - [10) =[-12]* [-21] =[-4.2],
gue ndo resulta na envoltoriaintervalar esperada.

A consideracfo anterior acresce-se a observagdo de que a avaliagio da expressio
[-3,2]* ((x] - [£1)
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resultaem

[-22* [x] - [20) ={y* (x - D |y O[-1:2) OxDO[-1.2} =[-1:2]* [-21] =[-4;2] ,
enfatizando o fato de que a Definicéo 3.4 é inadequada para o intuito da representacéo da
operacao de multiplicacdo de interval os como envoltoria de nimeros reais.

Os argumentos expostos nos paragrafos precedentes demonstram de forma suficiente que ndo
e efetivamente o produto de um intervalo por st mesmo que necessita de redefinicdo, mas sim
0 de intervalos que sgjam originariamente dependentes da mesma fonte de imprecisdo. Mais
gue issO, esses argumentos pontuam o fato de que a discussdo sobre a definicdo da
multiplicagdo de intervalos é muito mais semantica que meramente algébrica. Com efeito,
sumariando os exemplos apresentados, as seguintes observagbes fundamentais podem ser
relacionadas:

* No primeiro caso, a expressdo [X]*[X] representa o produto de um intervalo por outro
intervalo gerado a partir de si préprio — de fato, ele mesmo. Ou sgja, a expressdo
representa tipicamente o produto de dois intervalos de mesmaorigem;

» Jano caso da expressdo [1;2]*[x], o coeficiente [-1;2] € resultado de um processo de
medi¢do ou modelagem que tem origem diferente do valor assumido pela varidvel [x]. O
gue efetivamente ocorre no exemplo € a coincidéncia de dominio entre o coeficiente e a
variavel intervaar;

* Para a expressao [x]*([x]—[l‘l]), o resultado desgjado é o obtido quando a segunda
ocorréncia da variavel [x] € subordinada a cada valor real assumido para a primeira
ocorréncia dessa variavel. No entanto, esse fato — ou desgjo — independe dos efetivos
valores dos intervalos envolvidos. De fato, no exemplo em questéo a expressao puramente
algébrica do produto redizado € [-1;2]*[-2;1]. No entanto, estes intervalos sdo
correlacionados, pois ambos séo dependentes daimprecisdo de [X].

A questédo da origem dos intervalos € fundamental para a compreensdo da dimensio
semantica dessa discussdo. Assim, neste texto assume-se a seguinte definicéo:

Definicdo 3.5 (Origem de um Intervalo): Sgam [x] O 100 e[y] O 10J. Diz-se que [y] tem a
mesma origem de [x] se e somente se, no modelo que representa o sistema em estudo, [y] €
obtido funcionalmente a partir de [X].

A Definicéo 3.5 implica ndo apenas a existéncia de uma funcdo capaz de mapear o intervalo
[X] no intervalo [y], mas também a necessidade de conhecimento sobre o modelo matematico
utilizado para a representagdo do sistema em estudo. Tal defini¢do é coerente, em particular,
com o resultado esperado para o exemplo da avaliacdo da expressdo [X]* ([x] —[],'1]) , ha qual
o fator entre parénteses é totalmente determinado a partir do valor do intervalo [x] (e,
portanto, possui mesma origem que [X]).

Dos exemplos anteriormente apresentados observa-se ainda que em momento algum a
veracidade daigualdade

[x]* =[x]*[X]
€ questionada. A rea causa do aparecimento da divergéncia de resultados é a imposi¢céo da
manutencdo de uma propriedade valida para nUmeros reais sobre a operacdo de multiplicacéo
entre intervalos, entes que sdo formados por nimeros reais, mas que excedem 0s nUmeros
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reais. I1sto é, a exigéncia de que o produto de um intervalo por s proprio resulte em um
intervalo contendo apenas elementos ndo negativos implica na ndo validade da Definicéo 2.3
—ou da Definicdo 3.4 — e impele ao debate ora apresentado. Em particular, interpretacéo
de intervalo com uma forte associagdo a nUmeros reais impde restricdes de tal sorte que a
multiplicacdo intervalar deveria ser apresentada, por exemplo, conforme a Definicéo 3.6, a

seguir:

Definicdo 3.6 (Multiplicacdo de Envoltorias Intervalares de Reais): Sgam [x] O 10 e
[y] O 10. A multiplicagdo destes interval os é definida por
x]*[y] = {a*b00O |aO[x] ObO[y]} , se[x]temorigemdiferentede[y]
yi= {a*f(@) 00 |all[x]} , Se[x] tem mesmaorigem que[y]
onde a definicdo da origem dos intervalos [X] e [y] é fun¢do unicamente do problema
modelado conforme a Definicdo 3.5, e f € a funcdo definida pela semelhanca de origem entre
[X] e[y] deta formaque[y] = f([X]).

Na Definicdo 3.6, a referéncia a origem dos intervalos é a discutida nos exemplos
precedentes. Esta situagdo imple a exigéncia pouco prética da manutencéo da ciéncia da
origem de cada intervalo em um modelo computacional. No entanto, a definicdo é
perfeitamente coerente com as idéias propostas por Moore [MOO 66] ao referir os beneficios
de se operar com expressdes intervalares nas quais “cada variavel é avaliada somente uma
vez’; em particular, Moore refere o beneficio de ser gerado o intervalo de menor didmetro
possivel, associado a avaliagcdo da imagem minima e maxima de uma fungdo real continua de
argumento real. Ora, tais beneficios sdo fruto da interpretagcdo estrita de um intervalo como
uma envoltdria de nimeros reais, respeitando as restrices que tal semantica exige, tais como
a redefinicdo da operagdo classica de multiplicagdo de modo a rastrear a origem dos
interval os.

Similarmente as discussdes anteriormente apresentadas, 0 mesmo expediente poderia ser
desenvolvido sobre a operacdo de divisdo de interval os, pelaimposi¢éo do seguinte resultado:
Oix] 010,000 - 2 =1,
[X]
Em verdade, esta imposicdo seria decorrente da propria redefinicdo da operacdo de

multiplicacdo conforme a Definicdo 3.6. Particularmente, se considerado o exemplo
apresentado por Moore [MOO 66] e referido anteriormente, ter-se-iaque

[x]__] X ol 6.5
X]-2 {X — X D[10,12]} =l =11200.25).

Pragmaticamente, observa-se que desprovida da questdo semantica, a discussdo acima torna-
seinviavel, visto que o significado das operacfes torna-se vago. Ademais, do ponto de vista
estritamente al gébrico, a discussdo mostra que a introducdo das imposi¢des apresentadas para
as operagoes de subtracdo, multiplicagéo e divisdo intervalar diretamente sobre a Definigdo
2.3 sd0 incoerentes, a excecdo do caso de intervalos degenerados, isto € numeros reais.
Enfim, fica evidente que a solugdo desse impasse encontra-se:

* na compreensdo de que as operagOes apresentadas na Definicdo 2.3 destinam-se a
manipulacdo algébrica de numeros-intervalo, mas ndo se prestam a manipulagdo de
interval os segundo a interpretacéo de envoltoria de nUmerosreais; ou
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* naredefinicéo dessas operagOes aritméticas, de modo a garantir a validade das imposi¢cdes
acima, observando-se que nenhuma delas tem menor importancia e que, portanto, ndo é
razoavel exigir que

O x]O10,[x]*[x] =0
sem exigir que

O x]O010,[x] -[x] =0
eque

O] 010,00[x] - X =1,
[X]

De toda forma, os expedientes descritos acima s80 muito mais coerentes do que o simples
guestionamento da veracidade de igualdades tais como

[x]* =[x]*[x].
Este fato € verdadeiro porque permite a manutencdo da coeréncia estrutural com o significado
algébrico de intervalo conforme é usualmente conhecido na ciéncia Matematica, o que é
muito mais razoavel que a imposicdo arbitréaria de resultados locais e cujos efeitos se
contrapdem as definicles das operagdes entre interval os na sua forma cléassica

Concluindo, as operagdes de subtracdo, de multiplicacéo e de divisdo de interval os estdo bem
definidas se considerada a interpretacdo de numero-intervalo, mas ndo se aplicam para a
interpretacdo de envoltéria intervalar de reais, uma vez que nd comungam das
propriedades basicas das operacOes entre numeros reais. Conforme a argumentacao acima,
qualquer iniciativa no sentido de impor restricdes sobre as operacdes e que ndo envolvam a
modificaco das definices destas operacdes resultara sem fundamentacdo algébrica. Se for
desgjo representar o comportamento de nimeros reais por intermédio de intervalos, esta
representacéo devera passar pela utilizagdo de numeros-intervalo ou pela redefinicdo das
operacOes algébricas entre intervalos, a excegdo da adicdo, Unica operacdo aritmética bem
definida para a extensdo de nUmeros reais através da semantica de envoltoria intervalar. Em
particular, cabe observar que essas conclusdes sdo coerentes com a base de argumentacéo de
Markov [MAR 95, MAR 96, MAR 99b].

3.4 Semantica Associada a Definicdo de I ntervalo no Presente Trabalho

Considerados os argumentos apresentados nas segfes anteriores e, principamente, o critério
de manutencdo de propriedades estruturais algébricas, a op¢do pela seméantica de nimero-
intervalo mostra-se mais coerente, sendo esta a forma escolhida de abordagem na maior parte
deste trabalho. De fato, as operacfes apresentadas na Definicdo 2.3 — isto €, as definicbes
classicas para as operagOes entre intervalos — consideram um intervalo como um ente Unico,
isto € um conjunto de valores que carrega uma unidade de informac&o. Essa semantica sera a
utilizada nos capitulos 4, 5 e 6.

Pelos mesmos motivos, o restante do trabalho néo considerara questdes como a redefinicéo
das operacOes entre intervalos do ponto de vista de envoltérias intervalares. Ainda assim, 0
Capitulo 7 apresentara resultados coerentes com a semantica de nimero-intervalo e que
permitem o cédculo da envoltéria intervalar de eguacBes polinomiais que envolvam
argumentos reais.
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3.5 Comentarios Finais

O capitulo apresentou uma breve visdo do ambiente de insercéo deste trabalho, juntamente
com uma discussdo objetivando a compreensdo das diferentes seménticas associadas a
definicdo de intervalo. As possivels interpretacfes para este ente matematico, naturalmente
dua (conjunto e numero), pontuam diferencas fundamentais que ndo sdo claras na literatura
de referéncia. Em particular, a discussdo contribui no sentido de elucidar os seguintes
aspectos:

» As operacOes entre intervalos sdo definidas classicamente a partir da interpretacdo de
ndmero-intervalo;

* A interpretacdo desgjada para intervalo em Computacdo Cientifica € a de envoltoria de
reais.

A discussdo realizada demonstra a existéncia do seguinte conflito:

» AsoperacOes definidas a partir da interpretacdo de nimero-intervalo séo assumidas como
aplicaveis para ainterpretacdo como envoltoria de um nimero redl;

» No entanto, as propriedades exigidas para as operacfes entre envoltorias de nUmeros reais
ndo se verificam segundo a definicdo de nimero-intervalo, indicando que as operacles
ndo sdo aplicaveis naforma desgada.

A solucéo do conflito acima € complexa, mas parte da identificagdo de sua existéncia, de sua
compreensdo e da selecdo de interpretacdo e operagdes Unicas e coer entes para o conceito de
intervalo. Em particular, a opcdo realizada neste trabalho € pela interpretagcdo de nimero-
interval o, coerente com as operacfes aritméticas usuais entre interval os.

O proximo capitulo apresenta outra contribuicdo deste trabalho, baseada no conceito de
numero-intervalo e que permite determinar univocamente a expressao algébrica que define a
multiplicacdo de dois interval os. Esse resultado fundamental, aliado a discusséo seméantica ora
apresentada, servira de base para o desenvolvimento dos demais resultados deste trabal ho.



4 Algoritmizacéo da Multiplicacdo I ntervalar

Este capitulo apresenta como contribuicbes um mapeamento de ICJ que permite a
identificagdo dos diferentes comportamentos associados a elementos desse conjunto, e um
teorema fundamental, através do qual as expressdes al gébricas que representam o resultado de
uma multiplicagdo de numeros-intervalo sdo determinadas e classificadas. Esse teorema
servira de base para todos os demais resultados deste trabal ho.

4.1 Definicdo e Visualizagdo da Cobertura de | [

Uma das primeiras particdes de IL] conhecidas é a sugerida por Moore [MOO 66], baseada
nos sinais dos extremos dos intervalos: ++, -+ e --. Conforme anteriormente apresentado no
Quadro 2.1, esta particdo permitiu-lhe definir expressbes otimizadas para o calculo da
multiplicagdo de intervalos, sendo que apenas um de nove casos apresentados necessita de
mais de dois produtos de reais para ser obtido.

Francios [FRA 99] estendeu o mapeamento sugerido por Moore atraves da particdo de |1 em
guatro octantes, numerados de | a IV no sentido anti-horério, conforme mostrado na Figura
4.1. Esta divisdo mostrou-se interessante do ponto de vista grafico, uma vez que permitiu a
identificacdo de diferentes comportamentos associados aos nimeros-intervalo de cada regiéo,
e auxiliou na visualizagdo e compreensdo das operagdes de adicdo e de multiplicagdo de
intervalos. A principal diferenca desse mapeamento em relacdo ao apresentado por Moore € a
consideracdo da relacéo entre os valores do ponto médio e do didmetro do intervalo.
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FIGURA 4.1 — Representacdo graficade |0 segundo Franciosi [FRA 99].

No presente trabalho a cobertura proposta para |[] é bastante similar a apresentada na Figura
4.1, mas destaca quatro regides adicionais, conforme a Definicéo 4.1:
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Definicdo 4.1 (Cobertura de 10 com Separacao de Fronteiras): Seja[x] O 10. Entdo [X]
pertence a somente uma das oito regides, denominadas O, I, BI, II, BIl, I, BIll e IV,

conforme especificado a seguir:

[X]OO , X=X=0 [X]OO , Xx=X=0

[x]O1 , 0<x<X [x]O01 , m([x])>00x>0
[x]OBI , 0=x<X [x]OBlI , m(x])>00x=0
[X]ON, (x<0<Xx)O(x|<X) [x]O  , m([x])>00x<0
[X]OBII , (x<0<x)O(X=X%)’ [x]OBIl , m([x])=00x%X>0
X101, (x<0<x)O(X >X) [x]ON, m([x])<0Ox>0
[X]OBII , x<X=0 [x]OBII , m([x])<00X =0
[X]OIV  , x<X<0 X101V , m([x])<00x<0

A representacdo grafica dessa coberturade |1 € mostrada na Figura4.2.
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FIGURA 4.2 — Representacdo da cobertura de 10 utilizada neste trabal ho.

A particdo proposta mantém as referéncias as regides sugeridas por Franciosi, exceto pela
separacdo dos elementos de fronteira em regides proprias (BI, Bll e Blll). Mesmo assim, a
denominagdo é mantida de modo a simplificar a conexdo dos resultados deste trabalho com os
da autora e com o sentido usual de numeracédo anti-horario adotado na geometria cartesiana.
Observe-se ainda que [0] é considerado como uma regido distinta (O). A justificativa para a
identificacéo dessas quatro novas destas regides € a introducdo de informagdes univocas sobre
a composicdo do intervalo. Por exemplo, um intervalo da regido Bl serd necessariamente da
forma [0;X], com X >0. InformagOes dessa natureza s&0 extremamente interessantes do
ponto de vista algoritmico, pois reduzem a incerteza sobre a informag@o representada e
permitem a validacdo e a correcdo de certas operacOes, contribuindo para a geracdo de
resultados mais exatos.
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Partindo-se de um elemento daregido | e seguindo até um elemento daregido IV tem-se uma
varredura de interval os com relagéo ao volume de contribui¢do de seus componentes positivos
e negativos e que é coerente com as coberturas anteriormente referidas. Por este motivo, a
seguinte nomenclatura é adotada:

Definicdo 4.2 (Nomenclatura para a Cobertura de 10 pela Contribuicdo de Sinais): Sga
[x] O 10. Entéo:

e [X] OO =[x]éditonulo;

* [X]O1 = [x] édito estritamente positivo;
 [x]OBI = [x] éditondo negativo;

e [X]OIl = [x] édito assimétrico positivo;
 [x] OBIl = [x] édito simétrico;
 [X]OI = [x] édito assimétrico negativo;

* [x] OBIll = [X] édito ndo positivo;
« [X]OIV = [x] édito estritamente negativo.

Adicionamente:
e umintervalo pertencente aregido | ou aregido Bl é referido como positivo;
e umintervalo pertencente aregido 1, aregido Bll ou aregido 111 édito bivaente;

* umintervalo pertencente aregido Blll ou aregido IV éreferido como negativo.

Essa nomenclatura permite facilmente identificar o comportamento associado a cada nimero-
intervalo. Ela sera utilizada quando necesséria, no decorrer deste trabal ho.

Damesma forma, agrega-se a seguinte definicéo relativa ao mapeamento ora apresentado:

Definicao 4.3 (Regido Oposta): Uma regido do mapeamento apresentado na Definicéo 4.1 €
dita oposta de outra conforme o Quadro 4.1:

Regidode | Regido Oposta

0] 0]

I vV

Bl BIlI

I [l

BII BIl

1 I
BIlI Bl

IV I

QUADRO 4.1 — Regides opostas segundo o mapeamento de |0 apresentado na Definicao 4.1.

Coerente com o resultado apresentado por Francios [FRA 99], a Definicdo 4.3 sugere a
presenca de um eixo de simetria sobre 0 segmento de retade lel y = —x, x < 0, que percorre as
regioes O e BI|I.
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O relacionamento entre interval os de uma regido com interval os de sua regido oposta pode ser
realizado através do seguinte resultado:

Proposicao 4.1 (Relacdo entre Numeros-Intervalo de Regides Opostas): Seja [x] O 10.
Entdo —[x] =[-1-1]*[x] pertence aregido opostade [X].

Prova: E imediata das definicdes 3.1 e4.3. B

A cobertura apresentada na Definicdo 4.1 permite a identificagdo de um resultado
fundamental, descrito na secdo seguinte. Através desse resultado é possivel determinar a
expressdo algébrica resultante da multiplicacgo de dois intervalos. Tais expressoes algébricas
tornam possivel a geracdo de algoritmos para o calculo de solucdes de equacdes intervalares,
conforme sera visto nos capitul os seguintes.

4.2 Classificacéo e Calculo da Multiplicagdo I ntervalar

Esta secéo apresenta um teorema pelo qual a multiplicagdo intervalar é definida com base na
particdo de 10 apresentada na Definicéo 4.1. A forma de caculo da multiplicacdo intervalar €
representada de maneira algoritmica, através da combinacéo de casos, permitindo o efetivo
mapeamento das expressdes gque definem os intervalos resultantes e das regides a que estes
pertencerdo.

Teorema 4.1 (Classificagcdo e Calculo da Multiplicacdo Intervalar): Sgam [x] O 100 e
[y] OI10. Entdo o produto [x]*[y] € calculado conforme o Quadro 4.2 e pertence a regido
especificada no Quadro 4.3.
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[y]

[X]*[y]
o) | BI I BII 11 Bl vV
O | [0:0]
| [X*y;X*V] [X*y;x*V]
[X*y;X*V]
5] [0 X*Y] [X*y;0]
I [min{x*y,X* y};X* V] [X* y;max{x*y,X* y}]
[x*y:x*y]=
[x] o [X*y;x*y]= T ey &
BII [X*V;X*V] [X*ix*y] = [X*y;x*y]
[Y*X;_*X]
I [X*y;max{x*y,X*V}] [min{x*y,X* y};X*y]
Bl [x*V;0] [0;x*y]
[X*y;x*y]
Y [x*y;X*y] [X*y;x*y]

QUADRO 4.2 — Regras operacionais para o calculo do produto [X]*[y].
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[y]

[x]*[y]

ol 1 [ e | Bl Bl v
o | O
| | W
BI BI BIII
T I 1l
LYy Bl
i T T
BIlI BIlI Bl
IV IV |

QUADRO 4.3 — Regras para a determinacéo daregido do intervalo [x]*[y].

Prova do Teorema 4.1: A prova é gerada exaustivamente, pela analise algébrica de todas as
combinagdes, individualmente. Este resultado € descrito no Anexo 1.3. B

Em seguida ser8o apresentados comentarios pertinentes a este resultado e relevantes para o
desenvolvimento do restante deste trabal ho.

4.3 Comentérios Sobre a Classificacdo e a For mulacdo Propostas

Esta secdo apresenta alguns comentérios relevantes sobre a contribuicdo fornecida pelo
Teorema 4.1. Em particular sd0 consideradas questGes como a identificagdo de regras de
sinais e apresentados resultados associados ao custo computacional de aplicacdo desse
teorema.

4.3.1 Aspectos Qualitativos do Teorema 4.1 Sobre a Classificagdo de NUmer os-Intervalo

O Teorema 4.1 garante unicidade e controle sobre a execucdo e a classificagdo de
multiplicagdes de nimeros-intervalo. A andlise dos quadros 4.2 e 4.3 revela diversos tipos de
simetrias, indicando uma estrutura estavel no que se refere aos resultados gerados pela
operacdo de multiplicagdo intervalar. Parte das simetrias identificadas é resultado da
comutatividade da operacdo de multiplicacdo, de tal sorte que, fazendo uso de uma
comparacao livre, pode-se dizer que os quadros 4.2 e 4.3 equivalem a “matrizes’ simétricas,
no que se refere a forma das expressdes a partir dos intervalos componentes. Assim, a
informacdo contida na parte triangular superior é idéntica a contida abaixo da “diagonal
principal”, bastando que sgjam comutadas as variaveis. As simetrias mais relevantes, porém,
sd0 identificadas ao longo da “diagonal principa” dessas “matrizes’: A andlise permite
evidenciar — e garantir algebricamente, através das provas apresentadas neste capitulo — regras
l6gicas similares as regras de sinais entre nimeros reais. Do Quadro 4.3 observa-se, por
exemplo, que a regido associada a multiplicagdo de [x] O | com [y] O I, [x*y;X*y], éa
mesma da associada & multiplicacdo de elementos da regido 1V, [X*y;x*y]. Da mesma
forma essa similaridade pode ser verificada entre o produto de elementos daregido Il e o de
elementos da regido I11; tornando-se mais fraca conforme é observada alguma outra diagonal

paraela a principal. Como resultado de tais observagdes, pode-se gerar regras de classificagcdo
dos produtos obtidos nas regides designadas. Em particular:
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* A multiplicagdo de um intervalo qualquer por [O] reduz-se a[0];

* A multiplicacéo de dois intervalos estritamente positivos gera um novo intervalo
estritamente positivo;

* A multiplicacdo de dois interval 0s ndo negativos gera um novo intervalo ndo negativo;

A multiplicacdo de dois intervalos assimétricos positivos gera um novo intervalo
assimeétrico positivo;

* A multiplicacdo de um intervalo simétrico com qualquer intervalo gera um novo intervalo
Simétrico;

A multiplicacdo de dois intervalos assimétricos negativos gera um novo intervalo
assimétrico positivo;

* A multiplicacdo de dois interval 0os ndo positivos gera um novo intervalo ndo negativo;

« A multiplicagcdo de dois intervalos estritamente negativos gera um novo intervalo
estritamente positivo;

* A multiplicacdo de um intervalo positivo com um intervalo negativo gera um intervalo
negativo.

Outras regras similares podem ser derivadas da mesma maneira a partir dos quadros 4.2 e 4.3.

Os resultados apresentados sdo coerentes com 0s ja classicamente conhecidos, conforme
esperado. No entanto, apresentam a vantagem de uma visdo mais detalhada de propriedades e
simetrias, permitindo a identificagdo de regras auxiliares como as acima. Tais regras podem
ser extremamente Uteis no desenvolvimento de algoritmos eficientes para o cdculo do
produto de interval os, dentre outras aplicagoes.

4.3.2 Aspectos Associados a Complexidade do Teorema 4.1

Do ponto de vista computacional, consideractes de complexidade em termos de nimero de
comparacOes e de multiplicagdes de reais podem ser realizadas. A determinagdo do caso a ser
computado exige, no pior caso, 6, e em média, 4.25 comparacdes de sinal®. No entanto, para o
calculo do produto resultante:

» 15 casos ndo requerem multiplicagdes de nUmeros reais;
» 12 casos requerem 1 multiplicacdo de nimeros reais,

» 33 casos requerem 2 multiplicacbes de nUmeros reais;

* 04 casos requerem 3 multiplicaces de nUmeros reais.

Assim, no pior caso, s80 nhecessarias 3 multiplicacbes de reais e, em média, 1.4,
aproximadamente.

Comparado a forma apresentada no Quadro 2.1, o calculo da multiplicagéo de intervalos do
Teorema 4.1 gera um maior nimero de comparagfes, mas reduz o nimero de multiplicagcdes
de reais, principalmente no caso médio. Ta reducdo pode ser interpretada como uma
vantagem computacional se considerado o fato de que o custo de uma multiplicagdo sgja
maior que o de uma comparacdo. Além disso, dentre os 9 casos descritos por Moore [MOO
66, MOO 79|, os 8 que requerem somente 2 multiplicages de nimeros reais compdem
apenas 16 dos 64 casos descritos no Teorema 4.1, ou sgja, 25% do total. Se desconsiderados
0S casos triviais, o resultado de Moore cobre cerca de 50% dos casos apresentados e, ainda

€ 272 comparactes em 64 casos.
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assim, ndo traz informagdo que identifigue a regido a que o intervalo resultante da
multiplicagdo pertencera

Os quatro casos que ainda demandam a escol ha entre maximos ou minimos de multiplicactes
alternativas sdo fruto da comutatividade da operacdo de multiplicacdo. Estes casos ocorrem
pontualmente no caso da operacdo de intervalos das regides Il e I11, ou sga, intervalos que
incluem troca de sinal entre os extremos, mas cujo ponto médio é diferente de 0. O efeito
prético da presenca destes casos € a necessidade de imposicdo de hipdteses adicionais para a
determinacdo da expressdo analitica do produto. A titulo de ilustracdo, seja [x] O Il; entdo, 0
produto [-5;3]*[X] poderaresultar
[-5*X;3*X] se-5*x<3*X

[-5;3]*[X]={ o % . ‘o
[-5*X;-5*x] se -5*x=>3*X
0 que implica a divisdo do raciocinio em duas partes, conforme as hipéteses indicadas acima.
Entéo, por exemplo, se[x] =[-1;2], o produto resultara

[-5;3]*[X] = [-5;3]*[-1;2] = [-5*2;3*2]=[-10;6],
pois—5* (1) < 3*2. No entanto, se [X] =[-1.5;2], o produto resultara

[-5;3]*[x] = [-5;3]*[-1.5;2] = [-5*2,-5*(-1.9)]=[-10;7.5],

pois—5*(-1.5) = 3*2.

Essa necessidade de divisdo do raciocinio € mais fortemente sentida se considerada uma
expressao analitica de maior porte. Por exemplo, se considerada uma expressao polinomial,
cada mondmio que apresente 0 produto de numeros-intervalo das regides Il ou Il sera
responsavel pela subdivisdo do raciocinio em dois casos possiveis. Dessa observacdo, 0
seguinte teorema pode ser enunciado:

Teorema 4.2: Sggam Ui N, [a, 1011 Ofa, JOHIL[x, 1010 . Sek O N € 0o nimero de intervalos

dentre [x;] pertencentes asregides Il ou I11, entéo a expressdo Z[ai]* [x;] éanaliticamente
i=1
determinada pela andlise de 2% casos.

Prova do Teorema 4.2: A prova apresentada € indutiva, explorando o efeito da incluséo de
um termo com as caracteristicas enunciadas no polinbmio em questdo. Os detahes sdo
apresentados no Anexo 1.4. B

O resultado apresentado no Teorema 4.2 serd necessario posteriormente, para a andlise da
complexidade dos algoritmos apresentados no Capitulo 6.

Até o presente ndo foi possivel visumbrar como a modificagdo da particdo das regides |1 ou
I11 poderia solucionar o problema da geracdo exponencia de casos a verificar. Possivelmente
a solucdo dependa de outras hipoteses ndo diretamente associadas a forma de cobertura
proposta — ou efetivamente ndo exista —, visto que os esforcos realizados no sentido da
obtencdo de uma solucdo resultaram infrutiferos. Convém enfatizar que a forma sugerida no
Quadro 2.1 apresenta 0 mesmo problema para o caso da multiplicacéo de intervalos incluindo
zero, com a desvantagem de n&o apresentar a classificagdo do interval o resultante.

Finamente, cabe observar que a informagéo trazida pelo Teorema 4.1 é fundamental para
diversos desenvolvimentos tedricos e aplicados na pesquisa da aritmética intervalar. Em
particular, a0 permitir a determinacdo e a classificacdo das expressdes agébricas que
compdem o intervalo resultante de um produto [x]*[y], este teorema abre a possibilidade de
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obtencdo de outros resultados algébricos para numeros-intervalo, bem como permite o
desenvolvimento de algoritmos que calculem a solugdo de equaches intervalares. Tais
resultados seréo comentados nos capitul os seguintes.

4.4 Corolarios para o Célculo do Diametro e do Ponto Médio da
Multiplicacdo de NUumer os-Intervalo

Dois resultados imediatos obtidos a partir do Teorema 4.1 sdo 0s apresentados a seguir.
Através desses resultados é possivel determinar a expressdo algébrica do diametro e do ponto
medio de uma multiplicacdo de numeros-intervalo, complementando as desigualdades ja
conhecidas e apresentadas, por exemplo, na Proposicéo 2.7.

Corolério 4.1 (Calculo do Diametro do Produto de Numeros-Intervalo): Sggam [x] O 1] e
[y] O 10. Entéo o didmetro do produto [x]*[y] € calculado conforme o Quadro 4.4.
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[yl

w([x]*[y])
| BI I BII 1l BIII W%
O
X*w([y]) +y*w([x]) x*w([y]) = y*w([x])
I = x*w([yl) =
x*w([y]) +y*w([x]) X*w(ly]) -y* w([x])
BI w([x])* w([y]) w([x])*w([y])
max{ max{
I X*w([yD), x*w([y]),
y*w([x])} —y*w([x])}
] [X1]* w(ly])
BII y*w([x]) = —y*w([x])
[y1[* w([x])
max{ max{
1l -x*w(yl), =x*w([y]),
y*w([x])} —y*w([x])}
BIlI w([x])*w([y]) w([x])*w([y])
=x*w([y]) +y*w([x]) =X*w(lyl]) - y*w([x])
v = —-x*w([y]) =
=xX*w([y]) +y*w([x]) =x*wW([y]) - y*w([x])

QUADRO 4.4 — Regras operacionais para o caculo do didmetro do produto [x]*[y].




Prova: A prova deste corolario decorre da aplicacdo da Definicdo 2.7 sobre o Quadro 4.2.
Apesar de simples, ela € omitida com o objetivo de ndo tornar o volume excessivamente

longo. W

Pela andlise do Quadro 4.4, observase a manutencdo do mesmo tipo de simetrias
evidenciadas no Teorema 4.1. Em particular, as expressdes associadas aos casos dos produtos
entre elementos das regides | e IV com elementos das regides Bl e Blll sdo as mesmas das
expressoes envolvendo produtos de elementos da regido BII.

Coroléario 4.2 (Célculo do Ponto Médio do Produto de Numeros-Intervalo): Sejam
[x] O10 e[y] O 10. Entdo o ponto médio do produto [x]*[y] € calculado conforme o Quadro
4.5
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[y]
m([x]*[y]) | Bl T Bl 11 BIll v
o
| XTy*xTy X * m([y]) XTyrxy
5 2
X* y _ i* X —
BI 2 2
2* m([x]) * m([y]) 2* m([x]) * m([y])
] min{y * m([x]), max{y * m([x]),
x*m([y])} X*m([yD}
M y* m(x) 0 y* mixD
max{x * m([y]), min{x * m([y]),
' y* m(Ix])} y* m(Ix])}
X*y X*y _
BIII 2 2
2*m([x])* m([y]) 2* m([x]) * m([y])
IV X*y+x*y x* m(yl) XYty
5 2

QUADRO 4.5 — Regras operacionais para o calculo do ponto médio do produto [x]*[y].
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Prova: A prova deste corolario decorre da aplicacdo da Definicdo 2.6 sobre o Quadro 4.2.
Apesar de simples, ela € omitida com o objetivo de ndo tornar o volume excessivamente
longo.®

Novamente sdo observadas no Quadro 4.5 as mesmas caracteristicas de simetria identificadas
nos quadros anteriormente apresentados. Finalmente, deve-se observar que os pontos médios
de produtos entre nimeros-intervalo das regides | e/ou IV podem também ser dados através
de expressdes envolvendo o ponto médio e o didmetro dos intervalos originais. Isto €

e Para[x]UOlel[yl]Ol,ou[x] OIVel[y] OV,
X*y+x*y _
— ="
w(lx]) _
2
w(x]) _

=x*m([y]) +y*

=x*m([y]) -y*

=
N

—

(

N

yl
2

w(ly]
2

=y*m([x]) +x*

N

=y*m([x]) -x*

o Para[x]Olel[yl] OIV,ou[x] OIVely] OI,
XEY+X*y _
5 =

=xrm(iy) +y* 0 -

=y*m([x]) +x*

=y*m([x]) -x*

Essas expressdes sdo derivadas das definigdes 2.6 e 2.7 e ndo foram apresentadas no Quadro
4.5 por restricdes de espaco. Ressalta-se sua simetria, visto que o ponto médio do produto
resultante € expresso a partir da adi¢cdo — ou subtragcdo — do produto do ponto médio de um
dos intervalos originais por um dos extremos do outro intervalo original, com o produto do
raio do segundo intervalo por um dos extremos do primeiro.

4.5 Corolario: Expressdes Algébricas da Multiplicacdo de um Intervalo por
um Real

O resultado ora apresentado também € fundamentado no Teorema 4.1 e permite a obtencdo
das expressdes al gébricas da multiplicagdo de um intervalo por um nimero real:
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Corolario 4.3 (Expressdo Algébrica da Multiplicagdo de um Intervalo por um Real):
Segjam [x] O 10 er O 0. Entdo, o produto [x]*r é calculado conforme o Quadro 4.6 e pertence
aregido especificadano Quadro 4.7.

r
X <0 0 >0
O 0 0
I [X*r;x*r] [X*r;X*r]
=] [X*r;0] [O;X*r]
T
[x] BII | [X*r;x*r] 0 [X*r;X*r]
1l
BIII [O;x*r] [x*1;0]
IV | [X*r;x*r] [X*r;X*r]

QUADRO 4.6 — Regras operacionais para o caculo do produto [x]*r.

r
DX <0 0 >0
o) o) o)
| IV |
Bl BIII Bl
T T T
[X] BII BII O BII
I T Il
BIII Bl BIII
W | IV

QUADRO 4.7 — Regras para a determinacdo daregido do intervalo [x]*r.

Prova: A prova desse resultado decorre da provado Teorema4.1, observando-se que:

e um numero real negativo pode ser associado aum intervalo degenerado daregido IV,
e um numero real positivo pode ser associado a um intervalo degenerado daregiéo I;
e o numero real zero pode ser associado ao elemento daregido O.

Logo, évalido o Corolério 4.3. &

A andlise do Quadro 4.7 permite complementar a informacao referida por Franciosi [FRA 99]
de que a multiplicacdo de um intervalo por um nimero real assemelha-se a multiplicacéo de
um vetor por um namero real. Em particular, observa-se que a multiplicagdo por um niimero
real positivo produz um intervalo da mesma regido, enquanto que a multiplicagcdo por um
intervalo negativo produz um intervalo da regido oposta, do ponto de vista da cobertura de I
apresentada no inicio deste capitulo.
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A partir do resultado desse teorema abre-se a possibilidade de desenvolvimento de algoritmos
capazes de determinar a envoltéria intervalar das solugdes reais de equagdes envolvendo
variaveisreais e coeficientes interval ares. Este resultado sera apresentado no Capitulo 7.

4.6 Comentarios Finais

O capitulo apresentou um resultado que fundamenta o restante deste trabalho e que permite a
identificagdo das expressdes algébricas do produto de nimeros-intervalo, a partir de uma
cobertura para 10 congtituida de 8 regides. O resultado foi apresentado e demonstrado na
forma de um teorema. Trés resultados decorrentes desse teorema foram iguamente
apresentados, permitindo identificar expressdes representativas do didametro e do ponto médio
do produto de nimeros-interval o e expressoes representativas do produto de um intervalo por
um numero real. Em particular, o primeiro resultado estende a Proposicdo 2.7, uma vez que
permite a obtencdo das expressdes exatas que representam o comprimento de um produto de
interval os ao invés de majorantes e minorantes.

O custo de obtencdo dos produtos na forma apresentada no Teorema 4.1 foi calculado e
comparado com a forma sugerida por Moore [MOO 66], mostrando-se mais vantaj0so, apesar
da elevacéo relativa do nimero de comparages. Paralelamente, 0 Teorema 4.2 permitiu
evidenciar a necessidade de um custo exponencial para a determinacéo de todas as expressoes
algébricas dternativas no caso da avaiagdo de uma expressdo anditica polinomial em que
todos os coeficientes e variaveis pertencam as regides |1 ou 111 do mapeamento utilizado.

As simetrias observadas a partir do resultado fundamental do mapeamento das expressdes
algébricas que definem a multiplicagdo de nimeros-intervalo (Teorema 4.1) permeiam 0s
demais resultados obtidos. Em particular, a presenca de tais simetrias € Util do ponto de vista
analitico, servindo de subsidio adicional para avaidagdo de resultados e podendo servir como
fonte de geracéo de simplificacdes do ponto de vista do desenvolvimento de algoritmos.

A partir da compreensdo dos resultados apresentados nesse capitulo € possivel obter
resultados que determinem as expressdes associadas as poténcias positivas inteiras de
intervalos. Estas expressfes sdo de extrema importancia para a geracdo de algoritmos
destinados a determinacdo de solucdes de equactes polinomiais intervalares. Estes resultados
requerem, no entanto, a continuacdo da discussdo associada a semantica de intervalo,
objetivando a determinacdo do significado das solucBes encontradas. Esta é a discussdo
apresentada nos capitul os seguintes.



5 Algoritmizacao de Poténcias Intervalares

Este capitulo apresenta uma discussdo sobre a determinagéo das expressoes algébricas que
mapeam o caculo de poténcias inteiras positivas de intervalos. Os resultados séo
essencialmente um corolério do Teorema 4.1, mas sdo apresentados em separado objetivando
retomar a discussdo sobre a semantica associada a defini¢do do tipo de dado intervalar.

Inicialmente sera apresentado o Teorema 5.1, que define as expressdes andliticas para o
caculo de poténcias inteiras positivas segundo a interpretacdo de numero-intervalo. Uma
versdo deste teorema segundo a interpretacéo de produtos de envoltorias intervalares segundo
a Definicéo 3.4 é apresentada no Teorema 5.2. Os objetivos da apresentacéo das duas versoes
s80 demonstrar a validade dessa operacdo de qualquer uma das seméanticas abordadas neste
trabalho e estabelecer uma base de comparacdo entre os resultados obtidos. Ta base de
comparacdo servird para a introducdo de novos argumentos sobre a discusséo iniciada no
Capitulo 2, com respeito a semantica do conceito de intervalo.

5.1 Classificacdo e Calculo de Poténcias I nteiras Positivas de I ntervalos

Esta secéo apresenta dois teoremas que se destinam ao calculo das poténcias inteiras positivas
de interval os e se fundamentam nos resultados do Teorema 4.1. A diferenca entre os teoremas
reside na semantica assumida para a realizacdo das operacOes entre intervalos. Se assumida a
semantica de nimero-intervalo, que segue estritamente o Teorema 4.1, entdo o Teorema 5.1
devera ser o utilizado; por outro lado, se assumida a interpretacdo de multiplicacéo de
intervalos como envoltoria de nimeros reais conforme apresentado na Definicdo 3.4, entdo o
Teorema 5.2 devera ser 0o adotado. Em particular, a forma apresentada no Teorema 5.2 é
parcialmente descrita por Moore como fruto da monotonicidade da avaliagdo intervalar de
certas funcdes [MOO 79].

Teorema 5.1 (Classificacdo e Célculo de Poténcias Positivas Inteiras de NUumeros-
Intervalo): Sgjam [x] O 10 e n O N*. Ent&o o intervalo que representa a n-ésima poténcia
inteira positiva de [x], denotado por [x]", € calculado segundo o Quadro 5.1 e pertence a
regido especificada no Quadro 5.2.



70

n
[x]" )
Impar Par

O [0;0]

I [x";x"]

Bl [0;X"]

1 [x*X"™"X"]

[X]

BIl X" *[x;X], onde |x| = -x =X
I [X";x""*x] [X""*%;x"]
BIII [x";0] [0;x"]
Y [x";X"] [X";x"]

QUADRO 5.1 — Regras operacionais para o calculo das poténcias inteiras positivas de um niimero-interval o.

n
[x]" -
Impar Par
®) @)
| |
Bl Bl
[ I
[X]
Bl Bll
[l [l I
Bl Bl Bl
A v |

QUADRO 5.2 — Classificagao das poténcias inteiras positivas de um nimero-intervalo.
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Os quadros 5.1 e 5.2 demonstram simetrias interessantes se considerados 0s casos de expoente
par e impar. Em particular, observa-se que para nimeros-interval o associados as regides O, |,
Bl — isto é o nUmero-intervalo nulo e nUmeros-intervalo positivos — o comportamento das
poténcias é essencialmente o mesmo identificado nas regras de sinais de poténcias de nUmeros
reais positivos. Ja para nUmeros-intervalo das regides BlIl e IV — ou sga, negativos — 0
comportamento replica o das poténcias de nimeros reais negativos. Assim, poténcias pares
resultam um nimero-interval o positivo, enquanto que poténcias impares resultam um ndmero-
interval o negativo.

Os casos especificos de nimeros-intervalo das regides 11, Bll e Ill — isto é, os denominados
bivalentes — ndo possuem equivalente no conjunto dos nimeros reais. No entanto, pode-se
observar a acdo da simetria sob outro ponto de vista: a poténcia de um intervalo simétrico
gera sempre outro intervalo simétrico, sendo este comportamento uma fronteira entre os
descritos no paréagrafo anterior. Assim, 0 comportamento de um nimero-intervalo assimétrico
positivo € similar a0 de um ndmero-intervalo positivo, enquanto que o de um numero-
interval o assimétrico negativo assemelha-se ao de um nuimero-interval o negativo.

A presenca de tais fontes de simetria € decorrente do Teorema 4.1 e contribui para a
compreensdo do resultado estabelecido nos quadros 5.1 e 5.2, aém de evidenciar mais
claramente a estabilidade da estrutura das operacdes entre nimeros-interval o.

Prova do Teorema 5.1: A prova apresentada € derivada indutivamente do Teorema 4.1,
considerando-se intervalos iguais. Os detal hes sdo apresentados no Anexo 1.5. &

5.2 Corolarios para o Célculo do Diametro e do Ponto M édio de Poténcias
Inteiras Positivas de NUmer os-I ntervalo

Dois resultados obtidos diretamente do Teorema 5.1 sdo apresentados nos corol&rios a seguir.
Eles permitem determinar as expressdes algébricas do didmetro e do ponto médio de
poténcias inteiras positivas de nimeros-intervalo. Quando possivel as expressdes obtidas
foram escritas em termos dessas mesmas caracteristicas dos nimeros-intervalo originais.

Coroléario 5.1 (Calculo do Diametro de Poténcias Inteiras Positivas de Numeros-
Intervalo): Sggam [x] O 100 e n O N*. Entdo o diametro do intervalo que representa a n-ésima

poténciainteira positivade [X], denotado por w([x]n ) € calculado segundo o Quadro 5.3.
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n
wx1")
impar Par
@) 0
I X" =x"
Bl x" = (w(x]))°
I X" (x = x) = X" * w(x])
[x]
BII X" * (% = x) =[x|"" * w({x]), onde x| = -x =X
I X" (x = x) =x""* w([x]) X" (x =%) = =x""* w([x])
BII =x" =(w(x]))" x" = (w(x]))"
v X" -x" x"=x"

Prova: Pode ser obtida pela aplicacdo da Definicdo 2.7, de didmetro intervalar, sobre o

Quadro5.1. m

Corolério 5.2 (Célculo do Ponto Médio de Poténcias Inteiras Positivas de Numeros-
Intervalo): Sgam [x] O I00 e n O N*. Entdo o ponto médio do intervalo que representa a n-

ésima poténcia inteira positiva de [x], denotado por m([x]”), € calculado conforme o Quadro

5.4.

das poténcias inteiras positivas de um niimero-intervalo.

QUADRO 5.3 — Expressdes andliticas para o calculo do diametro
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m(x]")

impar Par

o) 0
| X" +X"

2
BI % = 2" * (m([x]))"
I 7”‘1*(5;X =x"**m(x])

[X] o

Bl ] (255 = i)
1 x”‘l*(xj =x"*m(x])
Bl %=2”‘1*(m([x]))“
IV x"+X"

2

QUADRO 5.4 — Expressdes andliticas para o calculo do ponto médio
das poténcias inteiras positivas de um niimero-intervalo.

Prova: Pode ser obtida pela aplicacdo da Definicdo 2.6, de ponto médio intervaar, sobre o
Quadro5.1. m

5.3 Versao Alternativa: Calculo de Poténcias Positivas Inteiras de
Envoltérias de Reais

A seguir sera apresentada uma versao para o caculo de poténcias interval ares positivas com a
restricdo imposta na Definicdo 3.4, ou sgja, de que intervalos iguais, quando multiplicados,
devem resultar em um intervao ndo negativo. De fato, Moore [MOO 79] apresenta
parcialmente este resultado no capitulo 3 de seu livro, mesmo contradizendo a defini¢do de
produto intervalar por ele estabelecida no capitulo anterior do mesmo livro.

A apresentacdo desta versdo de calculo de poténcias tem por objetivo Unico demonstrar a
viabilidade de determinacdo das expressdes andliticas que definem as poténcias positivas
inteiras de intervalos de reais se desconsideradas as inconsisténcias discutidas no Capitulo 2
deste volume: 0 Teorema 5.2 é apresentado meramente como complemento da teoria ora
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vigente, ndo sendo utilizado efetivamente neste trabalho. Por esse motivo ndo ser&o
apresentados resultados similares aos dos Coroléarios 5.1 e 5.2, apesar de serem de fécil
obtencdo, através da aplicacdo das definicbes de didmetro e de ponto meédio sobre os
resultados do referido teorema. E conveniente observar ainda que os resultados obtidos serdo
diferentes dos apresentados no Teorema 5.1.

Teorema 5.2 (Classificacdo e Célculo de Poténcias Positivas Inteiras de Envoltorias de
Reais Subordinados a Definicdo 3.4): Sgam [x] O IO e n O N*. Entdo o intervalo que
representa a n-ésima poténciainteira de [x], denotado por [x]", é calculado segundo o Quadro
5.5 e pertence a regido especificada no Quadro 5.6.

n
[x]"
impar Par
o) [0:0]
[x";X"]
BI [0:X"]
I [X*X"™:X"] [0;X"]
[X]
BIL | x"*[x;x]=x""*[xx] | [Ox""*X]=[0;x"]
I [x"x""*X] [0:x"]
Bl [x";0] [0;x"]
Y [x";X"] [X";x"]

QUADRO 5.5 — Regras operacionais para o calculo das poténcias inteiras positivas de um intervalo
segundo a versdo de produto da Definicéo 3.4.
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n
[x]" :

[ mpar Par

O O

I I

Bl Bl
[ I Bl

[x]

Bl Bll Bl
[l [l Bl
Bl Bl Bl
AV v I

QUADRO 5.6 — Classificagéo das poténcias inteiras positivas de um intervalo
segundo a versdo de produto da Defini¢cdo 3.4.

Em particular, observa-se que este resultado ndo permite o estabelecimento de uma regra de
sinais e simetrias similar a apresentada para o Teorema 5.1. Ainda assim, a seguir sera
apresentada a prova da validade do resultado do Teorema 5.2 nas condi¢des especificadas.

Prova do Teorema 5.2: A prova é indutiva e similar a apresentada para o Teorema 5.1. Os
detalhes encontram-se no Anexo 1.6. B

5.4 Analise Compar ativa do Efeito da Semantica Sobre as Poténcias de
I ntervalos

Osteoremas 5.1 e 5.2 revelam a estrutura do calculo das poténcias intervalares desde o ponto
de vista do intervalo original. Essa informagdo ndo € apenas operacionalmente Util, mas
contribui também para a identificagdo de alguns dos efeitos sobre os resultados gerados pela
opcao entre a semantica de nimero-intervalo e a de envoltoria de nimeros reais. Nesse
sentido, a andlise dos resultados dos teoremas 5.1 e 5.2 gera o0 seguinte corolario:

Corolario 5.3: Considerado o cdlculo de uma poténcia positivainteirado intervalo [x] O 10,
[X]", onde n 0 N* segundo as interpretacdes de nimero-intervalo e de envoltéria de nimeros
reais, o relacionamento entre os resultados obtidos é dado da seguinte forma:

* néimpar = os resultados sdo idénticos;

* népar e[x] épositivo (I, Bl) ou nulo (O) ou negativo (BIII, 1V) = os resultados séo
idénticos;
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* népare[x] ébivaente (I, Bll, I1l) = o resultado gerado via envoltéria de nUmeros reais
(Teorema 5.2) é a projecdo do numero-intervalo calculado (Teorema 5.1) sobre a regido
Bl. Este resultado é obtido pelo descarte da parte negativa do intervalo gerado pelo
Teoremas.1.

Prova: E obtida diretamente da inspegdo dos quadros 5.1 € 5.5. B

O resultado do Corolério 5.3 pode ser melhor assimilado através dos quadros 5.7 e 5.8. Nesses
guadros sdo apresentados exemplos de célculos de poténcias de intervalos segundo as
formulacbes dos teoremas 5.1 e 5.2, respectivamente. Em particular, as células em destague
apresentam os resultados divergentes do ponto de vista comparativo. Esses exemplos séo
apresentados também com o objetivo de facilitar a compreenséo das idéias apresentadas nos
parégraf os seguintes.

Regio | BI 1 BI| N BII| IV
N=1 [X] [1,2] [0;2] 121 | [-22] | [-21] | [-20] | [-2-1]
) w([x]) 1 2 3 4 3 2 1

N2 [x]? [1;4] [0:4] 24 | [44 | [-24] [0;4] [1;4]
w([x]?) 3 4 6 8 6 4 3
n=3 [x]® [1;8] [0;8] (48] | [-88 | [-84] | [-80 | [-8-1]
wx®) | 7 8 12 16 12 8 7
_, | ' | 1ag | (016 |86 |[[1616] | [8id6] | [016] | [L16
" Wy | 15 16 24 32 24 16 15
Lo | D |32 | (032|632 | (8232 | (8216 | [820) | (2]
T2 W | st 32 48 64 48 32 31
QUADRO 5.7 — Célculo de poténcias de interval os segundo o Teorema 5.1.

Regio ! BI 1 BI| 1 BII| IV
[ W [ 03 | 03 | 42 | 22 | (24 | (20 | 2]
) w([x]) 1 2 3 4 3 2 1

N2 [x]? [1;4] [0:4] [0;4] [0;4] [0;4] [0;4] [1;4]
w([x]?) 3 4 4 4 4 4 3
n=3 [x]® [1;8] [0;8] 48] | [-88 | [-84 | [-80 | [-8-1
wx®) | 7 8 12 16 12 8 7
_, | 4 [ (119 [ (016 [[016] | [016] | [0:36] | [0:26) | [1:16]
" Wy | 15 16 16 16 16 16 15
Lo | D |32 | (032|632 | (8232 | (8216 | [820) | (821
T2 W | a3t 32 48 64 48 32 31

QUADRO 5.8 — Célculo de poténcias de interval os segundo o Teorema 5.2.
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Sob a luz da classificag@o de intervalos apresentada nas definigdes 4.1 a 4.3, os resultados
apresentados neste capitulo permitem aidentificaco dos seguintes comportamentos:

Intervalos positivos — regides | e Bl — representam a extensdo direta dos nimeros reais
positivos e mantém mesmas as caracteristi cas percebidas com respeito a potenciacao;

Interval os negativos — regides Bl e |V — representam a extensdo direta dos nimeros reais
negativos e mantém mesmas as caracteristicas percebidas com respeito a potenciagdo. Em
particular poténcias pares dao origem a intervalos positivos e poténcias impares dao
origem ainterval os negativos,

Intervalos bivalentes — regides I, Bll e Il — ndo possuem representagcdo correspondente
no conjunto dos numeros reais. Tal fato se deve a impossibilidade de existéncia de um
namero real simultaneamente positivo e negativo: esta caracteristica dual é nova e é
incorporada pela no¢éo de intervalo de nUmeros reais.

Com base nas consideragOes acima, O seguinte questionamento se faz relevante:
“Considerando 1] como uma extensdo de [, 0 que se pode esperar em termos das operacoes
sobre os elementos das regides I, Bll e 1, visto que estes ndo possuem representacdo em
07,

Do ponto de vista do objeto matematico em questdo e considerada a argumentacdo
apresentada no Capitulo 2, a seméantica que se revela mais coerente € a de nimero-intervalo,
identificada com o Teorema 5.1 e com o0 Quadro 5.7. Ta afirmagdo fundamenta-se nos
seguintes argumentos:

Em ambas interpretacdes os resultados obtidos sdo coerentes com 0s associados a
numeros reais para interval os nulos, positivos e negativos;

N&o harepresentacdo, dentre os nUmeros reais, para intervalos bivalentes (regides 11, Bll e
[11); consequentemente ndo ha como prever o resultado da operacdo de potenciacdo nestes
casos meramente com base nos resultados conhecidos para nimeros reais, muito menos
limitar seu comportamento por resultados dessa natureza;

A operacdo de poténcia de um nimero real de modulo maior que 1 resulta em um novo
nimero de modulo ainda maior que o do original. Ademais, 0 que se desga € a
manutencdo do comportamento observado entre nimeros ao se operar com intervalos. No
entanto a0 se exigir que intervalos bivalentes gerem poténcias pares que possuam
estritamente elementos ndo negativos o didmetro dos intervalos ndo € aumentado na
mesma propor¢éo que nos demais casos, 0 que traz novamente a tona a discussdo
apresentada no Capitulo 2;

Se desconsiderada a definicdo de numero-intervalo e levada em conta somente a
interpretacdo de intervalo como envoltoria de nimeros reais, bem como da operacéo de
multiplicagdo intervalar segundo essa interpretacdo, entdo a solucdo de maior diametro
possivel para aequacdo
[-1:2]* [X]=[-2:4]
seria[x] = [-1;2]. No entanto, segundo a aplicacdo classica,
[-L2]*[x] =[-L2]*[-12] =[-12]* =[0;4] #[-24] .
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Isto significaria, basicamente, que a solucdo encontrada ndo é uma solucéo do ponto de
vista daigualdade usual?

Tais consideragOes dificilmente poderiam ser percebidas sem 0 mapeamento e os resultados
apresentados neste trabalho. Em particular, com relacdo ao ultimo argumento apresentado,
poder-se-ia contra-argumentar que outra solucéo possivel seria[x] = [2;2] e que esta solucéo
teria menor didmetro e que, portanto, seria uma solucdo melhor que [x]=[-1;2]. No entanto,
trés reflexdes devem ser feitas:

1. O fato de se escolher a solucéo [x]=[2;2] ndo elimina a contradic¢do estrutural evidenciada
pela existéncia da solucdo [X]=[-1;2];

2. Mesmo se considerada a natureza de inflacdo do diametro do resultado das operacdes
intervalares, o que levaria a preferéncia por resultados de menor didmetro — se uma
escol ha dessa natureza fosse possivel —, ainda assim a solucéo de uma equacéo intervalar
deveria ser ade maior didmetro, visto que esta deve englobar todas as demais solucdes e,
portanto, gerar um resultado qualitativamente melhor — por exemplo, do ponto de vista da
andlise de estabilidade de model os;

3. N&o ha garantias, por exemplo, de que esta equacdo “linear” deva possuir apenas uma
solugdo intervalar. Isto €, a propriedade matematica que garante que uma equacao linear
de constantes e varidveis reais possui uma e somente uma solucdo rea ndo
necessariamente precisa manter-se inalterada ao se operar com constantes ou variavels
intervalares. Pressupor que esta propriedade deva continuar valida no ambito intervalar é
t&o arbitrario quanto permitir as imposi¢oes discutidas no Capitulo 2.

De fato com relacdo a reflex@o 3 acima, assumindo-se a interpretacdo de nimero-intervalo, a
equacao [—1;2]*[x]=[—2;4] possui infinitas solucdes, dadas por
[x]=[x;2],0x1[-12].
Com efeito,
Ox O[-32,[-12]* [x] =[-%2]*[x;2] ,
mas [-12]*[x;2] é o produto de um numero-intervalo da regido Il por outro que pode
pertencer asregides|, Bl ou Il. Entdo, pelo Teorema4.1.:

o —1<x<0=[x21 01 =[-L2]*[x;2] =[min{-1* 2,2* X} ;2* 2] =[-2;4]
« x=0=[x210Bl =[-12]*[x;2] =[-1,2]*[0;2] =[-1* 2,2* 2] =[-2;4]
« 0<x<2=[x2101=[-12]*[x;2] =[-1* 2,2* 2] =[-2/4]

Da verificagdo acima observa-se que [Xx]=[x;2],0x0[-12] efetivamente sdo solucbes
algébricas’ da equacdo [-1;2]*[x]=[-2:4]. Como

Ox;,X, O[=12],X; # X, = [X4;2] #[X,:2],
entdo esta equacdo linear possui infinitas solugdes algébricas distintas, conforme afirmado na
reflexdo 3. Em particular, observe-se que o argumento acima impede que mesmo [X] = [-1;2]
seja considerado com “a” solucéo da equacdo em questdo. Essa discussio sobre a enumeracéo
de raizes em equacdes interval ares sera retomada nos capitul os seguintes.

" A forma de obtengo dessas solugBes serd demonstrada no capitulo seguinte.
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Enfim, apesar das aplicaces da teoria de intervalos segundo a interpretacéo de envoltéria de
nimeros reais serem conhecidas [MOO 66, MOO 79, KUL 81], inconsisténcias como as
apontadas nos paragrafos anteriores seréo provaveis, gragas a inexisténcia de uma estrutura
estdvel do ponto de vista matematico e, principamente, pela fata de definicdo de uma
semantica clara associada a definicdo de intervalo.

5.5 Comentarios Finais

Neste capitulo foram apresentados dois teoremas similares para o caculo de poténcias
positivas inteiras de intervalos. Os resultados diferem segundo a interpretacéo do significado
da poténcia de intervalos. se uma operagdo matematicamente derivada da multiplicacéo de
numeros-intervalo, ou se uma extensdo da avaliagdo intervalar de fungdes reais. Os teoremas
foram demonstrados validos, cabendo a identificacdo de qual o mais adequado para o tipo de
desenvolvimento desgjado em intervalos. Um corol&rio que faz a conexdo destes teoremas foi
também apresentado, juntamente com uma discussdo sobre o efeito da escolha de uma ou
outra semantica sobre a execucdo dessas operagdes. Novamente, a semantica associada a
numero-intervalo mostrou-se mais coerente do ponto de vista algébrico. Para este caso foram
também apresentados dois coroléarios para o cédlculo do diametro e do ponto médio de
poténcias inteiras positivas.

Fazendo uso dos resultados e da discussdo com respeito aos aspectos semanticos da definicéo
de intervalo discutidos até este ponto, 0s proximos capitulos demonstrardo como é possivel a
obtencdo das solucdes de equaches intervalares a partir da seméantica de nUmeros-intervalo.
Tais resultados constituem a contribui¢o final deste trabal ho.



6 Solucdes Proprias de Sistemas de Equacdes | nter valares

Este capitulo apresenta algoritmos que permitem a obtencdo de solucdes proprias de equacdes
polinomiais intervalares e sistemas de equagdes lineares intervalares. Por solucdo propria
entende-se aguela que satisfaz a equacdo ou o sistema do ponto de vista da igualdade usual.
Os algoritmos foram desenvolvidos a partir das contribui¢Ges trazidas pelos teoremas 4.1 e
5.1

Inicialmente serdo apresentados aspectos referentes a definicdo de solucéo propria e de sua
representacdo grafica. Em seguida sera apresentada uma discussdo sobre a interpretacdo
associada as solugdes proprias, bem como sua associagdo com as semanticas de intervalo
como envoltéria de nimeros reais e de nimero-intervalo. Na seqiiéncia sera apresentado o
algoritmo que permite o calculo de solucdes proprias de equacdes polinomiais com
coeficientes e variaveis intervalares. Consideragdes sobre sua complexidade e exemplos de
aplicacdo também serdo apresentados. Finalmente, o algoritmo que se destina ao calculo de
solucdes proéprias de sistemas de equagdes lineares com coeficientes e variaveis intervalares
sera apresentado, recebendo a mesma deferéncia que o primeiro algoritmo.

6.1 Solucbes I ntervalares

O objetivo desta secdo € o de referir brevemente o conceito de solugdo intervalar para futura
comparagao, Visto que este € largamente aceito na literatura de referéncia como solugéo de
equacOes intervalares [ALE 2000, WOL 2000]. Questbes relativas a forma de representacdo
gréfica desse tipo de solucdo também sdo brevemente discutidas, com o objetivo de
simplificar a compreensdo e a comparacao dos resultados apresentados neste capitulo e nos
seguintes. Paratanto, a Defini¢cdo 6.1 apresenta o que se entende por solucéo intervalar:

Definicdo 6.1 (Solucdo Intervalar): A solucéo intervalar da equacéo f([x]) = [y], onde
[X] O10 e[y] OIO é dada pelo menor intervalo [x*] O 10 que contenha todas as solucdes
reaisde f([x]) =[y], isto &,
[x*] O 10 ésolucdo intervalar def([x]) =[y] =
< Uy Olyl, x O [x*], f(x) =y ODOx O [x*], Oy O [y], f(x) = .

Em particular, dado o sistema de equactes
£ (DX ] [X, 1) =14l
fo (X)X, ) =1Y,]
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onde [x;]0I0, 1<i<n, [y,]0I0,1<]<n, suasolucdo intervalar € o vetor contendo os

intervalos [x,*]010, 1 <i < n, de menor didmetro e que contenham todas as solugoes reais
do referido sistema.

A representacdo gréfica de solugdes intervalares pode ser realizada de diferentes formas,
desde baseadas na representacdo proposta por Sunaga [SUN 58, MOO 66, MOO 79, FRA 99],
conforme apresentado na Figura 2.2, até baseadas em representacdes cartesianas [KOR 94].
Neste trabalho optou-se por uma representacéo cartesiana, coerente com a orientacéo da tese
proposta, ou sgja, a manutencdo dos fundamentos matematicos no estudo do tipo de dado
intervalar. Seguindo essa orientagcdo as solucdes intervalares sdo apresentadas em graficos
bidimensionais como 0 apresentado na Figura 6.1. Nessa representacdo esguematica a funcéo
intervalar associada a0 membro esguerdo da equacdo cuja solugdo se quer descrever €
representado por uma faixa demarcada solidamente; j& o membro direito da equagéo,
associado sempre a um intervalo constante neste trabalho, € representado por uma faixa
horizontal limitada por linhas pontilhadas. O intervalo de valores x [ [0 associados a regiao
formada pela interseccdo dessas duas faixas demarca a solugdo intervalar da equacéo em
questdo. E a interpretacéo utilizada para a leitura das figuras similares apresentadas
subsequientemente neste volume.

101
Intervalo
associado a
solucéo
5 -2.53431 2’ 5
| I
___________ T B T
I
i Membro
I direito da
___________ S E equagao
[f(x)]
-20-
Membro
esquerdo da
equacao

FIGURA 6.1 — Representacéo grafica esquematica de uma solugdo intervalar.

Em seguida sero apresentados exemplos ilustrativos da Definicdo 6.1. Cabe observar que
definicdo de solucéo intervalar € coerente com a Definicdo 3.1, de solugdo de um sistema
intervalar, conforme apresentado anteriormente.
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Exemplo 6.1: A equacdo [1;2] * [X] + [-4,—3] = [-8;—1] tem como solugdo intervalar
[x] =[-5;3].
Esse resultado é representado na Figura 6.2.

-15-

FIGURA 6.2 — Representacdo da solucdo intervalar de [1;2] * [x] + [4,-3] = [-8;-1].

Exemplo 6.2: A equacdo [x] + [-7,—2] =[1;4] tem como solucdo intervalar

[x] =[3;11].
Este exemplo é originario do trabalho de Korzenowski [KOR 94] e é representado
graficamente na Figura 6.3, seguindo a mesma orientagdo da Figura 6.1.

FIGURA 6.3 — Representacdo da solucdo intervalar de [x] + [-7;-2] =[1;4].
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6.2 SolucBes Préprias Intervalares

Esta secéo apresenta aspectos relativos ao conceito de solucdo prépria intervalar. Pretende-se
estabelecer a distingdo entre esse tipo de solugdo e a solugdo intervalar usual, apresentada na
secdo anterior, além de verificar a adequacdo do conceito de solucdo prépria relativamente as
semanticas de interval os discutidas nos capitul os anteriores.

Definicdo 6.2 (Solucdo Prépria Intervalar): A solucdo prépria intervalar da egquacéo
f([x]) =[y],onde[x] O 10 e[y] O 10 édadapelointervalo [x"]OI0 que satisfaz aigualdade
no sentido usual. Isto &,

[xP1O10 ésolucdo prépriaintervalar de f ([x]) =[y] = [f([x"]).f ([x"])] =[y.y].

Em particular, dado o sistema de equagtes intervalares
fr([X1]sen X0 1) = Y4l
fo([X1]sen X, 1) =1yel

onde [x;]0I0, 1<i<n, [y;]OI0, 1<j<n, suasolugdo propria € o vetor contendo os

intervalos [x"1010, 1 <i < n, que satisfazem simultaneamente todas as equagdes no sentido
daigualdade estrutural usual.

A partir daDefinicdo 6.2 deriva-se a seguinte condicdo de existéncia de solucdes proprias:

Proposicdo 6.1 (Condicéo de Existéncia de Solucdo Proépria Intervalar): Se [xP]010 é
solucdo propriada equacdo intervalar f([x]) = [y], entéo W(f ([xp])) = W([y]).

Prova: Ver [FRA 99]. &

Essa condicdo introduz uma caracteristica extremamente importante do ponto de vista da
semantica de intervalos, uma vez que implica que somente pode existir solucéo prépria para
uma equacdo intervalar se a “imprecisdo”’ associada aos dados de entrada for igua a
“imprecisdo” esperada para os resultados. Tal caracteristica converte-se em uma forte
imposi¢do sobre o didmetro da solucdo prépria intervalar, que, por sua vez, se transforma em
imposicdo sobre os extremos que definem o intervalo como solucdo. Em particular, a
condic&o implica que uma equacdo polinomial de coeficientes e variaveis intervalares jamais
tera solucdo prépria intervalar ndo degenerada se o lado direito representar um nimero real e
pelo menos um dos coeficientes ndo for degenerado. Isto €, que ndo existem solucdes proprias
para equagoes da forma f([x]) =y, onde [x] O 100, w([x]) > O, f([x]) O 10 ey O 0. Esse
resultado € coerente com a Proposicédo 3.8, apresentada anteriormente.

Uma solucéo propria efetivamente inclui 0 menor conjunto de solucdes reais de uma equagéo,
pois somente considera aguelas solugbes reais cujas imagens encontram-se inclusas no
intervalo que representa 0 membro direito da equagdo. Isto significa que para qualquer

subconjunto [s] de uma solugdo prépria [x"], [s] O [x"], sera gerado um intervalo que
satisfara a condicéo de inclusdo monotdnica, ou sgja, f([s]) O f([x"]). Este resultado pode ser
facilmente demonstrado através das propriedades definidas pela relacdo de ordem [ e pela



propriedade subdistributiva dos intervalos reais. Em particular, esse resultado é interessante
para a conexdo com o dominio dos nimeros reais, na forma apresentada a seguir:

Teorema 6.1: Sga [xP]0I0 solugdo propria intervalar da equacdo f([x]) = [y]. Entdo
Ox O[xP1,f(x) Oyl .

Prova do Teorema 6.1: O fundamento desta prova é a exploracdo da monotonicidade da
inclusdo na avaliagdo intervalar. Os detalhes sdo apresentados no Anexo 1.7. &

A questéo da representacdo gréfica de solucBes proprias intervalares € bastante delicada,
gracas a dificuldade de compreensdo e de interpretacdo desse tipo de solucéo. Com efeito, o
problema da identificacdo de uma solucdo propriaintervalar € similar ao da determinacéo das
coordenadas dos cortes gerados pela interseccdo de volumes tridimensionais. Problemas dessa
natureza dependem mais fortemente da capacidade de manipulacéo de solidos tridimensionais
do que de sua mera visualizacdo estatica. Essa dificuldade, associada as conceituais ja
identificadas ao longo deste texto, traduz-se em um problema rel ativamente complexo e que
implica a necessidade de uso de algum aplicativo dotado de camera sintética como suporte.

Na busca de um ambiente adequado para a representacdo grafica das solucdes proprias de
equacOes intervalares diversas fontes foram pesquisadas e testadas, dentre as quais citam-se
ambientes baseados em CAD (Autodesk Autocad), ambientes baseados na linguagem VRML,
ambientes de suporte a OpenGL e ambientes proprietarios diversos. Dadas as restricfes de
tempo de aprendizagem, disponibilidade e portabilidade encontradas e, principamente, dada a
auséncia de ferramentas de visualizagdo de propdsito geral com as capacidades necessarias,
optou-se neste trabalho pelo desenvolvimento de uma ferramenta baseada na biblioteca de
visualizacdo cientifica Kitware Visualization Toolkit (VTK) sobre o ambiente de programacéo
Java. Essa ferramenta encontra-se disponivel em midia digita no endereco
www.mat.pucrs.br/~vaccaro/sei/, com objetivo de auxiliar o leitor na compreensdo dos
resultados apresentados neste capitulo. Convida-se o leitor a utilizé-la. As instrugdes para a
utilizacdo dessa ferramenta encontram-se no Anexo 4.

No decorrer deste capitulo também sio apresentadas figuras obtidas na ferramenta
desenvolvida, as quais foram exportadas para TIFF (Tag Independent File Format) e
posteriormente convertidas para o formato JPEG (Joint Photographic Experts Group
compressed file), paramaior portabilidade. Figuras geradas no ambiente Maple V também séo
apresentadas, em carater auxiliar, buscando fornecer o maximo de informagédo possivel de
modo estético. A titulo de ilustragdo, a Figura 6.4 apresenta um exemplo das imagens que
serdo encontradas neste texto, relativamente a solugbes intervalares. Nessa figura sdo
apresentadas trés imagens da mesma equagdo intervalar, seguindo diferentes orientacoes.
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@ (b)

FIGURA 6.4 — Representagdo de uma solugdo propriaintervalar utilizando os recursos graficos
do ambiente Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e do ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
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O padréo utilizado para ainterpretacéo das imagens da Figura 6.4 é descrito a seguir:

Nas figuras tridimensionais geradas na versdo disponivel do Maple V, como na Figura
6.4(a), que ndo possui recursos de transparéncia, 0s volumes associados aos membros da
equacdo foram representados apenas por suas superficies limitantes inferior e superior.
Seguindo a mesma orientacdo, os planos em aramado representam o0 membro direito da
equacao, um intervalo constante, e as linhas ou planos verticais e solidamente demarcados
representam as solucdes proprias encontradas;

Nas figuras bidimensionais geradas no Maple V, similares a Figura 6.4(b), sGo mostradas
as curvas geradas pelas intersecdes superior e inferior dos volumes que representam 0s
membros da equacdo. A projecdo € ortogonal sobre IC0. A linha clara demarca a
interseccéo das limitantes superiores dos volumes e a linha escura, a interseccéo das
limitantes inferiores. As regides destacadas, pontos ou linhas demarcadas em negrito,
representam as solugBes proprias encontradas, segundo a interpretacdo sugerida por
Sunaga e explorada por Francios [FRA 99];

Nas figuras tridimensionais geradas com auxilio do VTK, similares a Figura 6.4(c), é
adotado essenciamente 0 mesmo padréo da Figura 6.4(a). No entanto, a possibilidade de
utilizacdo de transparéncias permite a representacdo dos volumes de forma mais
adequada.

Infelizmente, como se pode observar, as imagens apresentadas na Figura 6.4 ndo traduzem
toda a informac&o contida na visualizagdo de equacdes e solucdes dessa natureza. De fato, o
trabalho realizado permitiu concluir que a manipulagdo das figuras € essencial para a melhor
compreensdo do significado de solucdo prépria intervalar. Por este motivo, reitera-se o
convite ao leitor para que faca uso da ferramenta fornecida em anexo, de modo a melhor
compreender os resultados obtidos e os exempl os apresentados.

De modo a ilustrar comparativamente o conceito de solucdo propria, a seguir seréo
considerados 0s mesmos exempl 0s apresentados para 0 conceito de solucdo intervalar.

Exemplo 6.3: A equacdo [1;2] * [X] + [-4,—3] = [-8;—1] tem como solucdo propriaintervalar

[xP]=[-21].

Com efeito,

[12)* [x"] +[~4-3) =[12)* [-2 +[~4-3) =[~42] +[-4-3 =[-8-1.

Damesma forma, a condicéo de existéncia de solucdo propria exige que

W([L2]* [xP] +[-4-3]) =w([-8-1]) =
w([L2]* [xP]) + w([~-4;=3]) = w([-8~1]) -
W([L2]*[xP]) +1=7 =

w([L2]*[x"]) =6

e para[x"] =[-2]] tem-se

w([12]* [x"]) = w([L2]*[-21]) =w([-4;2]) = 6.

A representacao grafica desta solugdo propria pode ser vistana Figura 6.5.
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(b)

=3] =[-8-1]

daequagdo [1,2] * [x] + [4;

c30 propria

&ficadasolu
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).

acao gr

Os pontos de vista das imagens (a) e (¢) sdo diferentes.

FIGURA 6.5 — Represent
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A andlise das imagens acima permite identificar que as solugdes proprias intervalares sdo
encontradas justamente nas coordenadas que apresentam a interseccdo simulténea dos
limitantes superiores e inferiores dos membros da equacdo. Esta interpretacdo visua €
coerente com o significado usual de solucdo utilizado para equagdes de variavel rea. Além
disso, o fato de suaidentificagdo no contexto ora proposto é bastante desgjavel tanto visando a
garantia da coeréncia a gébrica como a compreensdo do conceito de solucéo propria

Exemplo 6.4: Para a equagédo
[X] +[-7:-2] =[1,4],
a condic¢do basica dos comprimentos dos intervalos implica que
W(IX]+[=7:=2]) = w([1;4]) = w([X]) +5=3 = w([x]) =-2.
Segundo esse resultado, a equacdo ndo possui solugdo propria intervalar, pois contraria a
primeira das propriedades fundamentais do diametro,
O[x] O 10, w([x]) = 0,
conforme apresentado na Proposi¢ao 2.7.

De fato, o resultado é bastante razoavel, se considerado do ponto de vista da seméantica de
numero-intervalo: a adicdo de duas imprecisdes, sendo uma de “tamanho” 5, ndo podera
resultar em uma imprecisao de tamanho 3 (menor que 5). Esse fato ndo € novidade ja que é
largamente conhecido de diversos resultados estatisticos, tais como: “a variancia de uma
subtragdo € igual a adicdo das variancias’. N&o obstante, a Figura 6.6 pode auxiliar sua
compreensdo, pois demonstra a ndo existéncia de interseccdo comum entre as superficies
limitantes da funcdo — lado esquerdo da equacdo — e do lado direito da equagéo.
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'
—

@ (b)

FIGURA 6.6 — Representacdo gréfica da ndo existéncia de solugéo propriapara[x] + [-7;-2] = [1;4].
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (@) e (c) sdo diferentes.
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A discussdo a seguir apresenta maiores considerages a respeito das implicacbes associadas
aos tipos de solucdo definidos previamente.

6.3 Discussdo: Solucéo Intervalar versus Solucdo Propria I ntervalar

Um dos principais objetivos da determinacdo de solugbes intervalares é a identificacdo do
efeito da propagacédo de erros de arredondamento sobre formulagdes envolvendo valores reais
[ALE 2000, WOL 2000, FRA 99, ALE 98, MOO 66]. Por outro lado, a determinacdo de
solugBes proprias pode ser particularmente interessante em problemas de estabilidade e
determinac&o de gjustes Gtimos sujeitos a limites de seguranca. Por exemplo:

“Seja um sistema sujeito a erros de medicdo de tal forma que o Unico parametro de gjuste, X,
sgja amplificado por um coeficiente que assume valores entre 1 e 3, e cujos limites de erro
aceitavels para o sinal resultante devam ser limitados entre 1 e 6. Que valores seriam
aceitaveis para x com a devida seguranca de que, pelo fato de ndo ser conhecidos os valores
exatos que representem 0 modelo do sistema, 0 sistema operasse dentro dos limites de
especificacao considerados seguros? Existe algum tipo de solucéo desta natureza?”’

O exemplo acimaremete a equacdo intervalar
[1;3] * [X] = [1;6],
com solugdo intervalar

1
x*]=[=.6
[x*] [3 ]
e solugdo prépria
[x*1=[%2],
conforme apresentado nas figuras 6.7 e 6.8, respectivamente.
181
[fl:)]
_______ .E.______________________________i_________
|
l
i
|
———————— L B Rl
2 ' ] B 8
e

FIGURA 6.7 — Representacdo da solucéo intervalar da equacdo [1;3] * [X] =[1,6].
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FIGURA 6.8 — Representacdo da solucdo prépriada equacdo [1;3] * [x] =[1;6]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (¢) sdo diferentes.
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A diferenca entre as solucfes encontradas, isto é o fato de que [%;6] #[12], suscita duas

consideragOes importantes:

1. O conceito de solucéo propriando € o usual na aritmética intervalar classica, umavez que
somente considera como solugdo o intervalo que representa a igualdade estrutural de
intervalos. Em termos dos componentes reais que fazem parte da solucéo propria, estes
devem ser tais que a avaliagdo da funcdo no membro esquerdo resulte inclusa no membro
direito da equacéo ou sgjaigual aeste, conforme orientao Teorema6.1;

2. No exemplo em guestdo, conforme a interpretacdo de solucéo propria, valores menores
que 1 ou maiores que 2 ndo devem fazer parte da solucdo prépria, pois, por exemplo,
algumas das equagOes reais geradas n&o possuiriam solucdo real com tais valores. Por
exemplo, X = 3 excede os limites de especificacdo se o coeficiente de x for efetivamente 3.

Ainda, considerando-se [x] =[1;2],
wW([1;3]*[x]) = w([1;6]) =5,

W([%ﬁ]] :% >5.

Francios [FRA 99] apresenta ainda uma forma gréafica de obtencéo da solucdo de equactes
lineares, que novamente levaria a solucdo [x"]=[12]. Com efeito, segundo essa autora, a

equagao

mas

[1;3]*[x] = [1:6]
implicaque:

« asolucdo do produto [1;3]*[x] sgjaum elemento do octante 1%, se existir;

e cumprase acondicdo w([1;3]*[x]) =w([1;6]) =5, comw([x]) = 0.

Considerando a primeira implicagdo, um produto de intervalos estara no octante | se e
somente se ambos intervalos forem do octante | ou ambos intervalos forem do octante 1V°.

Mas[1;3] Ol implicaque[x] O 1. A partir dessas informagdes, obtém-se 0 seguinte sistema:

w(13*[x])=5
[x]O01
w([x])=0

Conforme a associagdo da multiplicagdo intervalar com a multiplicagdo de vetores por

- . 1
escalares proposta por Franciosi, tem-se graficamente gque o vetor (3] deve ser transformado

1
de modo a gerar o vetor (6] (Figura 6.9). Como ndo ha alteracdo de escala em uma das

& Na notag&o da autora, equivalendo neste trabalho, asregides | e Bl.
® Na notag#o da autora, equivalendo neste trabalho, asregides Blll e V.
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1
dimensdes, 0 menor escalar a multiplicar o vetor (3) deve ser 1. A maior alteracdo de escala

€ de 3 para 6, indicando que o maior escalar a multiplicar o vetor (3) deve ser 2. Assim, a

solucdo encontrada € dada pelo intervalo [X] =[1;2].

FIGURA 6.9 — Representacéo da transformagao vetorial associada
a solucéo gréfica daequacdo [1;3] * [x] = [1;6], conforme Franciosi [FRA 99].

Os argumentos acima levam a concluir que no exemplo em guest&o, a resposta mais adequada
para as questoes formuladas seria
“tal solucéo existeeé [x [1[1;2] (ou [x] =[1;2])".

Em tempo, tal solucdo ndo poderia ser [:—13;6], uma vez que haveria a possibilidade de
extrapolacao dos limites de seguranca impostos na defini¢éo do problema. Com efeito,
1 1
3] *[=;6] =[=:18] U [L16].
[13] [3 ] [3 ] U[16]
Assim, justificada a importancia do cdlculo de solugdes proprias para equacdes intervalares,

torna-se necesséria a descricdo de algoritmos para a obtencédo desse tipo de solugdo. Esse é 0
tépico que seré abordado nas secdes seguintes deste capitulo.

6.4 Algoritmo 1: Deter minacéo de Solucdes Proprias de Equactes
Polinomiais I ntervalares

O agoritmo ora apresentado, e denominado neste volume por Algoritmo 1, é baseado na
exaustdo de casos. Os casos a serem analisados séo gerados pela imposicdo sequencial de
hipbteses de que existam solugdes em cada uma das oito regides da cobertura de 10,
conforme a Definicéo 4.1.

O problema solucionado pelo Algoritmo 1 pode ser enunciado da seguinte forma:
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“Dada a equacéo

Y [a]*[x]' =[b]

i=0
onden OO N*, O ON,i<n, [a]00[blOIO,[x]OI0, desga-se encontrar suas solugdes
proprias [x7] 010, 1<j <k, k ON, seexistir alguma’.

E o Algoritmo 1 pode ser descrito na forma que segue:

Inputs:

[a, 1010, 0i ON,i <n, os coeficientes do polindmio que compde o membro esquerdo da
equacao;

[b]O 10, o membro direito da equacéo.

Outputs:
{[xJP] O ID},ls j <k, k[N, alistade soluctes proprias da equagdo intervalar.

Descricao do Algoritmo 1.

1 Inicio;
2. Para cadaregido R da coberturade IC] apresentada na Definicéo 4.1 faca:
2.1. Assumaque [X] O R, supondo adequadamente as restricdes apresentadas a seguir:
[Xx]OO = x=X=0
[x]O01 = 0<x=X
[x]OBI = 0=x<X
[X]ON = (x<0<x)0O(x/<x)
[X]IOBIl = (x<0<x)0(x|=X)
[X]ON = (x<0<x)0(x/>x)
[X]OBIlI = x<X=0
[xX]OIV = x<X<0
2.2. Parai = 1..n faca
2.2.1. A partir do Teorema 5.1, armazene a regido e a expressdo analitica da
poténcia[x]' 010 ;
2.3. Fim-Para;
2.4. Armazene expressao[1] := [a,];
2.5. Armazene hipotese[1] :={[x] O R};
2.6. Parai = 1..n faca
2.6.1. Kk := nimero de entradas da lista expr essio;
2.6.2. Se ([a]ONO[a]0N) O(x]' O DO[x]' O11), entdo:
2.6.2.1. Duplique as entradas da lista expr essao, copiando-as nas posi¢oes k+1
até 2*k;
2.6.2.2. Duplique as entradas da lista hipétese, copiando-as nas posi¢coes k+1
até 2*k;
2.6.2.3. Paraj := 1.k faca:
2.6.2.3.1. Adicione a expressdo[j] as expressdes analiticas do monémio

[a]* [X]' no primeiro caso alternativo;
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2.6.2.3.2. Adicione a hipoteseg|j] as hipdteses adicionais necessarias para a
determinac&o do primeiro caso alternativo;

2.6.2.4. Fim-Para;

2.6.2.5. Paraj := k+1..2*k faca

2.6.25.1. Adicione a expressao[j] as expressdes analiticas do monémio
[a]*[x]' no segundo caso alternativo;

2.6.25.2. Adicione a hipdtesed|j] as hipbteses adicionais necessdrias para a
determinac&o do segundo caso aternativo;

2.6.2.6. Fim-Para;

2.6.3. Sendo

2.6.3.1. Paraj := 1.k faga:

2.6.3.1.1. Adicione a expressao[j] as expressdes analiticas do monémio
[, 1% [x]';

2.6.3.2. Fim-Para;

2.6.4. Fim-Se;

2.7. Fim-Para;

2.8. Para cada combinacéo de casos gerada faca:

2.8.1. Resolva o sistemareal de grau n e dimensdo 2 armazenado na entrada dalista

expressao,

STal*[x] =b

S Ta)*[x] =b

representando a equago intervalar a ser resolvida, » [a]*[x]' =[b];
i=0

2.8.2. Elimine as solugbes que ndo representem intervalos reals ou que nao
satisfacam as hipoteses armazenadas na entrada correspondente da lista
hipotese;

2.8.3. Apresente as solugoes,

2.9. Fim-Para;

3. Fim-Parg;

4. Fim.

Na préxima segdo encontra-se uma discussdo sobre a complexidade do Algoritmo 1. Em
seguida, exemplos de aplicagéo do al goritmo serdo apresentados.

6.5 Analise da Complexidade do Algoritmo 1

Esta secdo apresenta a avaliagdo da complexidade do algoritmo proposto, tendo como

referéncia de desenvolvimento o livro de Toscani e Veloso [TOS 2001]. Para facilitar a
compreensdo do raciocinio analitico realizado os seguintes fatos sdo observados:

e o agoritmo é exaustivo do ponto de vista da andlise de casos, cobrindo a possibilidade de
existéncia de solucbes em cada uma das oito regides da coberturade 1;

e 0 agoritmo é essenciamente algébrico, havendo poucas partes dotadas de célculos
numericos. das etapas 1 a 2.7, o agoritmo simplesmente gera um conjunto de listas
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contendo os polindmios reais a serem analisados e as informagdes necesséarias para a
validacdo das solugbes encontradas;, a parte numérica do algoritmo restringe-se a
determinac&o das solucdes dos sistemas que representam os polindmios obtidos;

» aprincipal contribuicdo sobre a complexidade do algoritmo vem do custo de avaliagdo do
produto de nuimeros-intervalo, conforme enunciado no Teorema 4.2, e ocorre quando
tanto os coeficientes quanto a solugdo forem assumidos nas regides |1 ou I11.

A descricdo detalhada das complexidades em cada etapa do Algoritmo 1 € apresentada no
Anexo 2. De modo atornar aanalise mais geral, é adotada a Definicdo 6.3:

Definicdo 6.3: Para efeitos de andlise do Algoritmo 1, a complexidade associada a resolucéo
de um sistema polinomial, em geral ndo linear, real de ordem 2 e poténcia n é denotada por
snl(n).

6.5.1 Calculo da Complexidade de Pior Caso do Algoritmo 1

O pior caso de andlise € 0 de uma equagdo polinomial na qual todos os coeficientes pertencam
as regides Il ou 1. Assumindo-se que 0 grau dessa equacdo polinomial sgja n, 0s seguintes
resultados auxiliares sdo obtidos:

Lema 6.1 (Complexidade Minima de uma Iteracdo do Algoritmo 1): Sgja uma equacéo
polinomial intervalar de grau n. A complexidade minima de pior caso para uma iteragdo do
Algoritmo 1 é dada quando €é suposto que a solugdo pertence a uma das seguintes regides. O,
[, BI, BIl, BIll ou IV. Nesse caso, a complexidade resultante € dada pelas seguintes
expressoes:

* NUmero de comparacfes. 14* n;

* NUmero de atribuicbes. 4*n+3;

» NUmero de sistemas a resolver numericamente: snl(n).

Prova: A esséncia da prova € a exploracéo das complexidades das linhas do agoritmo a luz
dosteoremas 4.1 e 4.2. Os detal hes sd0 apresentados no Anexo 1.8.

Lema 6.2 (Complexidade Méaxima de uma Iteracéo do Algoritmo 1): Segja uma equacgao
polinomial intervalar de grau n. A complexidade maxima de pior caso para uma iteragcdo do
Algoritmo 1 é dada quando € suposto que a solugdo pertence aregido Il ou I11. Nesse caso, a
complexidade resultante € dada pel as seguintes expressoes.

* NuUmero de comparagdes. 14* n;

*  NUmero de atribuigdes: (2"° -4)*n+3;

¢ NUmero de sistemas a resolver numericamente: 2" * snl(n).

Prova: Similarmente ao lema anterior, a esséncia da prova é a andlise das complexidades das
linhas do algoritmo aluz dos teoremas 4.1 e 4.2. O detalhamento encontra-se no Anexo 1.9. B
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Os resultados apresentados nos lemas 6.1 e 6.2 permitem a determinagdo da complexidade de
pior caso do Algoritmo 1, conforme o Teorema 6.2:

Teorema 6.2 (Complexidade de Pior Caso do Algoritmo 1): A complexidade de pior caso,
denotada por Cy(n), para a aplicagdo do Algoritmo 1 sobre uma equagéo polinomial intervalar
degrauné

C,(n) ~O((2™ +6)* sni(n)).

Prova do Teorema 6.2: A prova € realizada diretamente, explorando os resultados dos lemas
6.1 e 6.2, conforme apresentao Anexo 1.10. &

O resultado do Teorema 6.2 demonstra que o algoritmo gerado é de complexidade
exponencial, ndo possuindo qualidades de eficiéncia em termos computacionais. No entanto,
cabe observar que essa caracteristica € devida as condictes expostas no Teorema 4.2, sendo,
portanto, herdada da operacdo de multiplicacdo intervalar. Ainda, as segbes seguintes
demonstrardo que a complexidade média do Algoritmo 1 apresenta uma sensivel vantagem
sobre a complexidade de pior caso.

6.5.2 Calculo da Complexidade M édia do Algoritmo 1

A complexidade de caso médio do Algoritmo 1 depende da observagdo de quantos
coeficientes sdo geralmente encontrados nas regioes Il ou |11, de modo a gerar complexidades
exponenciais. Paratanto, o Lema 6.3 é enunciado:

Lema 6.3 (Complexidade Associada a uma Equagdo Polinomial Intervalar com c
Coeficientes nas Regides Il ou I11): Considerando uma equacdo polinomial intervalar de
grau n com exatamente c coeficientes pertencendo as regides Il ou 111, a complexidade gerada
pelo Algoritmo 1 sera

o((2°* + 6)* snl(n)).

Prova: A ordem de complexidade gerada pela aplicagdo do Algoritmo 1 sobre uma equagéo
polinomial intervalar de grau n com exatamente c coeficientes pertencendo asregides |1 ou |11
sera igua a complexidade gerada para uma equacdo polinomial intervalar de grau ¢ e com
todos os coeficientes nessas regides. 1sso porque pelo Teorema 6.2 a ordem de complexidade
depende estritamente do nimero de sistemas alternativos a serem resolvidos. Logo, é vaido o
Lema6.3. ®

O Lema 6.4 também € relevante para o clculo da complexidade média da aplicacdo do
Algoritmo 1.

Lema 6.4 (Distribuicdo de Frequéncias dos Casos de Aplicacdo do Algoritmo 1): Dada
uma equagao polinomial intervalar de grau n. Ent&o:

* O nudmero de diferentes possibilidades de geracdo de equacBes com exatamente c

coeficientes nasregides |1 ou 11 é dado por (ZJ
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n(n
* O numero total de possibilidades, considerando 0 < ¢ < n, € dado por Z( J =2".

c=0

Prova: Estes so resultados elementares de anadlise combinatéria, podendo ser encontrados
genericamente em [GER 99]. B

A partir dos resultados dos lemas 6.3 e 6.4 pode-se obter a complexidade média do Algoritmo
1

Teorema 6.3 (Complexidade Média do Algoritmo 1): A aplicacdo do Algoritmo 1 sobre
uma equacao polinomial intervalar de grau n tem complexidade média de ordem dada por

Cn) ~ o[(z*(%n +6)* snl(n)}

Prova do Teorema 6.3: Conforme mostra o Anexo 1.11, a esséncia da prova deste teorema €
a exploragdo os resultados dos lemas 6.3 e 6.4 sobre a definicdo de complexidade média de
um algoritmo. ®

A proxima secdo complementa os resultados ora apresentados, comparando-os em algumas
situaces tipicas.

6.5.3 Consider agbes Adicionais Sobre a Complexidade do Algoritmo 1

A primeira consideracdo relevante é a comparacao entre as complexidades de pior caso e
média. A mudanca da base exponencial de 2 para 1.5 na expressdo da complexidade média
indica uma grande diferenciagdo quanto maior o grau do problema. A Figura 6.10 apresenta
uma comparagdo entre as magnitudes das complexidades obtidas, com o intuito de facilitar a
compreensdo das expressoes calculadas. Os valores utilizados para a geragéo dessa figura séo
apresentados no Quadro 6.1.

] [+]
0000 -
40000
[+]
20000
4 [+]
[+]
N S S
0 5 10 15

FIGURA 6.10 — Comparacgéo entre a complexidade
de pior caso (circulos) e a complexidade média (quadrados) do Algoritmo 1.
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n C,(n) (* snl(n)) C(n) (* sni(n))
1 1.00 x 10* 9.00 x 10°
2 1.40 x 10* 1.05 x 10"
3 2.20 x 10 1.28 x 10
4 3.80x 10 1.61 x 10*
5 7.00 x 10 2.12 x 10*
6 1.34 x 10° 2.88 x 10
7 2.62 x 107 4.02 x 10
8 5.18 x 10° 5.73 x 10"
9 1.03x 10° 8.29 x 10"
10 2.05 x 10° 1.21 x 10°
11 4.10x 10° 1.79 x 10°
12 8.20x 10° 2.65 x 107
13 1.64 x 10* 3.95 x 107
14 3.28x 10" 5.90 x 107
15 6.55 x 10* 8.82 x 107

QUADRO 6.1 — Comparacao entre as complexidades de pior caso e de caso médio do Algoritmo 1.

A seguir, 0 Quadro 6.2 apresenta uma comparacdo considerando a execucdo do Algoritmo 1
em trés computadores hipotéticos, com capacidades de processamento X, 10x e 100x. Nessas
condic¢oes, considerando-se como base de comparagéo o tempo necessario para a resolucédo de
um problema de tamanho n no computador de menor capacidade, os tamanhos equivalentes
de problemas que poderiam ser resolvidos nos computadores mais potentes, no mesmo tempo
seriam acrescidos por constantes logaritmicas.

Capacidade de Processamento
Complexidade X 10x 100x
Cp n n+log,(10) On+3.32 n+2*log,(10) Un+ 6.64
C n n+log,(10) OIn+ 5.68 n+2*log,;(10) On+11.36

QUADRO 6.2 — Analise comparativa do tamanho de problema equival ente considerando-se, para o Algoritmo 1,
um tempo de solucéo fixo e diferentes vel ocidades de processamento.

Conforme observado anteriormente, a complexidade exponencial obtida ndo € dependente
propriamente da forma do algoritmo apresentado, mas sim da necessidade de subdivisdo do
processo de solucdo causada pela ndo unicidade das expressdes al gébricas que determinam a
multiplicagdo entre intervalos das regides |1 ou 111, conforme explicitado na Se¢éo 4.3. Se for
possivel a resolucdo deste problema de modo que tais expressdes sgam definidas
univocamente, a componente exponencial da ordem de complexidade serd reduzida a uma
constante e a complexidade geral do algoritmo reduzir-se-ia a determinada pelo segundo
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parénteses, sendo muito provavelmente dominada pela complexidade associada a resolucéo
dos sistemas néo lineares de ordem 2 e grau n, ou sgja, snl(n). Infelizmente, no entanto, sabe-
se que a determinagéo de soluces de sistemas intervalares € um problema NP-Completo
[KRE 93, KRE 96, ROH 96, KEA 96, COX 99], 0 que remete essa discussio a conjectura P =
NP. Como essa discussao excede 0 horizonte proposto por esse trabalho, ndo serdo referidas
outras consideracdes sobre este topico ou sobre a otimizagdo do Algoritmo 1.

6.6 Exemplos de Solucdes Proprias Obtidas com Algoritmo 1

O objetivo desta secdo é apresentar alguns exemplos de aplicagdo do Algoritmo 1. Em
particular, sera apresentado um exemplo detalhado de sua execucdo, com o objetivo de
facilitar sua compreensdo. Os exemplos apresentados foram gerados com o suporte de
implementagdes no ambiente de matematica simbolica Maple V, Release 5.00. Conforme dito
no Capitulo 1, ndo foram implementados algoritmos adicionais para a solugéo dos sistemas de
equacOes reais gerados, sendo utilizados os fornecidos pelo ambiente do Maple V. Os
algoritmos foram desenvolvidos de modo a operar simbolicamente com o objetivo de evitar a
inclusdo de erros de arredondamento nas solugdes encontradas, coerentemente com o cunho
analitico deste trabalho. No entanto os resultados finais s8o apresentados em notagdo de ponto
flutuante, de modo a simplificar a compreensdo e a comparagdo das solucdes.

Os exemplos apresentados buscam caracterizar diferentes aspectos da obtencdo de solucdes
préprias de equacles intervalares. Sera apresentada apenas uma peguena quantidade de
exemplos, visto que solucbes préprias ndo sdo usuamente consideradas na literatura de
referéncia. Devido a essa escassez, a maioria dos exemplos a seguir foi gerada pelo autor, ndo
possuindo, portanto, resultado comparativo no conjunto de referéncias bibliogréaficas.
Conforme referido anteriormente, as saidas das execucfes dos algoritmos implementados,
bem como os graficos tridimensionais encontram-se em midia digital, no endereco
www.mat.pucrs.br/~vaccaro/sei/. Espera-se que o aporte gréfico facilite a compreensdo do
significado de solucéo prépria e auxilie na validagdo destes exempl os.

Exemplo 6.5: A equacdo linear [2;3] * [X] + [-7,-5] = [-13;—2] possui somente uma solucéo
propria, dada por

[x°]=[-21],
como ilustraaFigura6.11.
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FIGURA 6.11 — Representacdo gréfica da solucdo propria da equacdo [2;3] * [X] + [-7;-5] = [-13,-2]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (¢) sdo diferentes.
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A seguir sdo apresentadas as principais etapas do fluxo 16gico executado para a determinagéo
dessa solugéo:

Hipotese: [x] 0O = x=00x=0

Nesse caso,
[2;3]*[x] = [0;0] e[2,3]*[x] U O.

Entdo:

[2:3*[x] +[7; 5] = [-13;, 2] = [0;0] +[-7; 5] =[-13, -2] {8 :; _ :;3

Conclusao: ndo ha solucédo naregido O.
Hipotese: [x] 01 = 0<x<X

Nesse caso,
[2:3]*[x] =[2* x;3* X], [2;3]*[x] O]

Entao:
[23]*[x] +[-7,-5] =[-13-2] -

[2% x;3* X] +[~7;-5] =[-13-2] :s{”? Bt {F = =131
3*X =1

7=
-5=-2 X =
Conclusao: como [-3;1] O I, ndo ha solucéo naregido |.

Hipotese: [x] OBl = 0=x<X

Nesse caso,
[2.3]* [x] =[0;3* X], [2,3]*[x] O BI

Entdo:
[23]*[x] +[-7;-5] =[-13-2] =

[0;3* ] +[-7;-5] =[-13-2] = {0-7 =-13 {_7 - 13

=
3*X-5=-2
Conclusdo: ndo ha solugdo naregido Bl.
Hipétese: [x] O Il = (5<0<7)D05|<¥)

Nesse caso,
[2:3]* [x] =[3* x;3* X], [2;3]*[x] LIl

Entao:
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[23]* [X] +[-7,-5] =[-13-2] -
[3*5;3*7]+[-7;—5]=[-13;-2]=>{2:§:;:_2 =152y —XIFEA

-13 {X =-2

Concluséo: como [-2;1] O 11, ndo ha solucéo naregido Il.
Hipétese: [x] O BIl = (x <0<x)0(x|=x=x)

Nesse caso,
[2,3]*[x] =[3* x;3* x], [2;3]*[x] LI BII

Ent&o:
[2,3]*[x] +[-7;-5] =[-13-2] =

3*x-7=-13 3*X=-6 X=-2
[3* x;3* x] +[-7;-5] =[-13,-2] = = =
3*x-5=-2 3*x =3 x=1

Conclusao: ndo ha solucédo naregido Bll.
Hipétese: [x] 011l = (x <0<x)0(x>%)

Nesse caso,
[2.3]* [X] =[3* x;3* X], [2;3]*[x] OO 11l

Ent&o:
[2,3]*[x] +[-7;-5] =[-13-2] =

= [x] =[-21]

_ 3*x-7=-13 3*x=-6
[3* x;3*X] +[-7;-5] =[-13,-2] = _ = _
3FX-5=-2 3*X=3

Conclusao: solucéo encontrada naregido I1: [x] =[-2;1].
Hipotese: [x] OBl = x<X<0

Nesse caso,
[2,3]* [x] =[3* x;0], [2;3]*[x] O BIII

Entdo:
[2,3]*[x] +[-7;-5] =[-13-2] =

[3* ;0] +[~7,-5] =[-13-2] = {3* X-r=-13_ {3* x=-6

0-5=-2 -5=-2
Conclusdo: ndo ha solugdo naregido BlIlI.

Hipotese: [x] O IV = x<X<0
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Nesse caso,
[2.3]*[x] =[3* x;2*X], [2;3]*[x] O IV

Entéo:
[2,3]*[X] +[-7,-5] =[-13,-2] -

_ {3*5—7:—13 {3*5:—6
[3* X;2*X] +[-7;-5] =[-13-2] = =

3
X]=[-2—
2*X-5=-2 2*X=3 ==L 2]

Conclusao: como [-2; g] 01V, ndo hasolugdo naregido V.

Isto encerra a execugao do Algoritmo 1 para o Exemplo 6.5.

Exemplo 6.6: Conforme apresentado na Secdo 5.4, a equacgéo [-1;2] * [x] = [-2;4] possui
infinitas solucdes préprias, dadas por

[x"] =[x;2],0xO[-12] .
Este resultado pode ser verificado com o auxilio da Figura 6.12, apresentada adiante.

Exemplo 6.7: A equacdo linear [-1;2] * [X] + [-3;4] = [-5;8] também apresenta infinitas
solugdes proéprias, dadas por

[x"]=[x;2], Ox O[-12],
conformeilustraa Figura6.13.

Exemplo 6.8: A equagdo linear [-1;3] * [x] + [-1;0] = [1;12] n&o possui solugdes proprias.
Este fato pode ser observado na Figura 6.14, atentando-se para a auséncia de interseccéo das
l[imitantes inferiores entre 0s volumes que representam os membros da equacao.

Exemplo 6.9: A equagdo de segundo grau [1;2] *[x]* =[2;4] possui duas solucdes proprias

degeneradas,
[xP]=[-V2i-v2]e [x"] =[V2;2].

A Figura6.15 apresenta ambas solugoes.

Exemplo 6.10: Para a equacdo [5;6]*[x] +[-4;-3]*[x] =[-1193] sfo determinadas duas
solugdes préprias distintas,

[xP1=[L4] e [xP]=[-3.617756530;0.4279066864] .
A Figura 6.16 apresenta ambas solucdes.

Exemplo 6.11: Apesar de ser uma equacdo de segundo grau, [1,3]*[x]? +[5;6]*[x] =[6;72]
apresenta somente uma solucao prépria, dada por
[xP]=[L4].

A Figura 6.17(b) permite compreender melhor este fato, visto que apresenta somente uma
interseccéo simultanea entre as limitantes superiores e inferiores. Pela andlise dessa imagem,
pode-se extrapolar que a segunda interseccdo seria obtida no terceiro quadrante do plano
cartesiano, porém fora de I. De toda forma, essa solugdo ndo representaria um intervalo
proprio de 1.
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Exemplo 6.12: A equagdo [-16]* [x]® +[-1L2]*[x]* +[-31] *[x] +[7;8] =[-115] apresenta
como solucgdo propria

P of_p1
[x"]=[ l3]’

conforme mostra a Figura 6.18. Esta € a Unica solugdo prépria encontrada para esta equagéo
de terceiro grau, conforme pode ser evidenciado pela Figura 6.18(b).

Exemplo 6.13: A equagio de segundo grau [-5;2]*[x]* +[—4;3] * [x] =[-140;70] possui
infinitas solucdes préprias, dadas por

[xP]=[-5X],0x0O[-5;2] e [x"] =] — 2.253299832;4.906599664] .
Este resultado € apresentado na Figura 6.19. Em particular, observe-se pela Figura 6.19(b) a
efetiva presenca de uma solucéo propriaisolada das demais.

Exemplo 6.14: A Figura 6.20 apresenta a Unica solucao propria encontrada para a equacéo de
quarto grau [-L5]* [x]* +[-4;3]* [x]° +[-53]* [x]* +[L4]* [x] +[3,5] =[-10;20], dada por
[xP] =[ — 0.44444444444]) .

Exemplo 6.15: Conforme mostra a Figura 6.21, somente uma solucéo propria é determinada
para a equagdo [-0.L,0.1*[x]* +[3:4]*[x]* +[L3]*[x]* +[58]* [x] +[35] =[-27;65] . Essa
solucdo é dada por

[xP] =[ —0.96281135331977316410] .

Exemplo 6.16: A equacdo de quinto grau [-11]*[x]® =[-32;32] apresenta um conjunto
interessante de solucdes proprias das por

[x°]=[x;2], Ox0[-22] e[x"]=[2X],OXxT[-22].
A Figura6.22 ilustra essas solugoes.

Exemplo 6.17: Para a equagdo de sexto grau [-12]*[x]® +[-L2]*[x]® +[-L2]*[x]* +
+[-L2]* [X]® +[-12] *[X]? +[-L2] *[x] +[-L2] =[-127;254] s30 determinadas infinitas
solugdes proéprias, dadas por

[xP1=[x;2],0x0[-12],
conforme apresentado na Figura 6.23.

Exemplo 6.18: A Figura 6.24 apresenta as solucdes préprias encontradas para a equagdo de
grau 10 [O1]* [x]™ +[02]* [x]® +[0] * [x]® + [0 * [x]* +[0] *[x]* +[0;]] =[0;6], dadas
por

[x°]=[-LX],0x0[-10] e [x]=[x:1],OxDO[0;] .
Em particular observe-se que a interseccdo das limitantes inferiores ocupa totalmente as

regides I, BI, Blll e IV, mas ndo ocupa as regides relacionadas a intervalos bivalentes,
coerentemente com a discussdo realizada no Capitulo 3.

Exemplo 6.19: Conforme mostra a Figura 6.25, a equaco de nono grau [-1.2,-1.1] *[x]° +
+[0.91.0]*[x]" +[-0.8-0.7] * [x]° +[0.5,0.6] * [x]® +[-0.4;-0.3] * [x] +[0.1,0.2] =[-12]
possui somente uma solugdo prépria, dada por

[xP]=[-0.9617235073,-0.5342597021] .
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(b)

daequagdo [-1;2] * [X] = [-2;4]

0es proprias

afica das solug
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).

acéo gr

Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.

FIGURA 6.12 — Represent
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FIGURA 6.13 — Representagdo gréfica das solugdes proprias da equacdo [—1;2] * [X] + [-3;4] = [-5;8]
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no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.14 — Representagéo grafica da auséncia de solugdes proprias da equacdo
[-1;3] * [x] +[-1;0] =[1;12] no MapleV em 3D (a) e em 2D (b),
e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.



109

FIGURA 6.15 — Representacéo gréfica das sol ugBes préprias da equagdo [1;2] * [x]? = [2;4]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.16 — Representacéo gréfica das solugdes préprias da equagéo [5;6] * [x]? + [4;-3] * [x] = [-11;93]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista dasimagens (a) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.17 — Representac&o gréfica da solugdo propria da equacéo [1;3] * [x]% + [5;6] * [x] = [6;72]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.18 — Representacéo gréfica da solucdo prépria da equacio [-6;6] * [x]° + [-2;2] * [x]? + [-3;1] * [X]
+[7;8] =[-1;15] no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista dasimagens (a) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.19 — Representacéo gréfica das sol uces proprias da equacéo [-5;2] * [X]? + [-4;3] * [X] = [-140;70]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (¢) sdo diferentes.
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FIGURA 6.20 — Representacdo gréfica da solugdo propria da equacdo [-1;5] * [x]* + [4;3] * [x]® + [-5;3] * [x]?
+[1;4] * [X] + [3;5] = [-10;20] no MapleV em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no
VTK (c). Os pontos de vista das imagens (@) e (c) séo diferentes.
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FIGURA 6.21 — Representacéo gréfica da solucio propria da equacao [-0.1;0.1] * [x]* +[3;4] * [x]® +
[1;3] * [x]% + [5;8] * [X] + [3;5] = [-27;65] no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido
com base no VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.22 — Representacéo gréfica das sol ugdes proprias da equagdo [-1;1] * [x]°® = [-32;32]
no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c).
Os pontos de vista das imagens (a) e (c) so diferentes.
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FIGURA 6.23 — Representacéo gréfica das sol ugBes proprias da equagdo [-1;2] * [x]® + [-1;2] * [x]° +
[-1;2] * [X]* + [-1;2] * [X]3 + [-1;2] * [X]? + [-1;2] * [X] + [ —=1;2] = [-127;254] no Maple V em 3D (a) e em 2D
(b), e no ambiente desenvolvido com base no VTK (c). Os pontos de vista dasimagens (a) e (c) sdo diferentes.
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@ (b)

FIGURA 6.24 — Representacéo gréfica das solugBes préprias da equacdo [0;1] * [x]™° +[0;1] * [x]® + [0;1] * [x]°
+[0;1] * [x]* +[0;1] * [x]* +[0;1] =[0;6] no Maple V em 3D (a) e em 2D (b), e no ambiente desenvolvido com
base no VTK (c). Os pontos de vista das imagens (@) e (c) sdo diferentes.
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FIGURA 6.25 — Representacéo gréfica da solucéo propria da equagéo [-1.2;-1.1] * [x]° + [0.9;1.0] * [x]” +
[-0.8:-0.7] * [x]® +[0.5;0.6] * [X]® + [-0.4;-0.3] * [x] + [0.1;0.2] = [-1;2] no MapleV em 3D (a) eem 2D (b), e
no ambiente desenvolvido com base no VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (c) sdo diferentes.
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A préxima secéo realiza uma andlise qualitativa conjunta dos exemplos ora apresentados,
procurando enfatizar a identificagdo de caracteristicas associadas a0 conceito de solucéo
prépria intervalar e sua inter-relagdo com as interpretagdes estudadas para o tipo de dado
intervalar.

6.7 Analise dos Exemplos Apresentados

Os exemplos apresentados na secdo anterior sugerem diferentes aspectos associados ao
conceito de solugcdo propria. Com base na manipulagdo das representagdes gréficas que
acompanham os exemplos pode-se identificar a veracidade da caracteristica de solugdo
“segundo a igualdade usual”, associada ao conceito de solucdo propria. Da andlise conjunta
dos exemplos, as seguintes observacoes séo dignas de nota:

* A cardinalidade do conjunto de solugdes proprias ndo necessariamente € limitada pelo
grau da equacdo polinomia intervalar: os exemplos 6.6, 6.7, 6.13, 6.16, 6.17 e 6.18
apresentam equacdes polinomiais com infinitas solugfes proprias, incluindo os casos de
equactes lineares e ndo lineares, os exemplos 6.12 e 6.19 apresentam equacdes
polinomiais com grau impar e apenas uma solucdo prépria; finamente, os exemplos 6.11,
6.14 e 6.15 apresentam equagdes polinomiais de grau par e com apenas uma solucao
prépria. Em particular, egquacOes lineares de coeficientes intervalares reais néo
necessariamente possuem solucdo propria, ou mesmo possuem solucdo propria tnica™;

* Equacbes intervalares podem apresentar um conjunto conexo infinito de solugdes,
conforme evidenciado nos exemplos 6.6, 6.7, 6.13, 6.16, 6.17 e 6.18. Ta caracteristica €
semelhante a situagdo de existéncia de raizes para funcdes reais de duas ou mais variaveis
€, por este motivo, é coerente com a semantica de nimero-intervalo, umavez que segundo
essa semantica uma funcdo intervalar pode ser representada como uma funcéo de vérias
variaves reais, cada variavel com dominio definido pela ocorréncia de um intervalo. Em
particular, 0 Exemplo 6.13 apresenta uma situagao peculiar, com a presenca de solugdes
proprias isoladas e solucdes proprias ndo isoladas, demonstrando a ndo excludéncia desses
comportamentos no conjunto de solugdes proprias de uma equacao intervalar.

Uma consideragéo adicional deve ser realizada no que se refere & Ultima observagdo acima:
além de ser um resultado que ndo possui similar no contexto real, a identificacdo de infinitas
solucgdes proprias apresenta-se associada a uma relativa independéncia do intervalo solucéo
obtido em relagéo ao valor de pelo menos um de seus limitantes. Tal caracteristica pode ser
atil no que se refere a identificacdo de dominios otimais de seguranga, por exemplo, pois
permite certa flexibilidade na determinacéo dos limites de seguranca a que um determinado
par@metro devera atender. Sob o ponto de vista de andlise de estabilidade, uma possibilidade
gue se abre é a da identificacdo de associagOes entre modelos com solugdes dessa natureza e
sistemas dotados de forte estabilidade.

Os resultados ora apresentados foram fundamentais para a compreensao da representatividade
de uma solucéo propria, bem como do significado de nimero-intervalo no contexto da andlise
intervalar. Na proxima sec8o estes resultados serdo estendidos para a determinacdo de
solugdes proprias para sistemas de equactes lineares intervalares. No capitulo seguinte, uma

1% Note-se que 0 conceito de solugéo prépria utilizado neste trabal ho trata somente de intervalos de nimeros reais. Desenvolvimentos sobre a
validag&o de solugdes proprias complexas ndo fazem parte do escopo deste trabalho.



121

discussdo comparativa entre solugdes proprias e envoltorias interval ares de solucdes reais sera
apresentada, complementando as idéias propostas nessa se¢éo.

6.8 Algoritmo 2: Deter minacéo de Solucdes Proprias de Sistemas de
Equacles LinearesIntervalares

Semelhante ao Algoritmo 1, o algoritmo ora apresentado baseia-se na analise exaustiva de
casos. Ele sera doravante denominado Algoritmo 2. Os casos gerados no Algoritmo 2 sdo
combinagtes n-dimensionais das possibilidades de existéncia de solugéo para cada uma das n
variaveis do sistema em cada uma das regides da particdo proposta de I1[]. As combinagdes
lineares formadas geram, cada uma, um sistema real de dimensdo 2*n, o qua pode ser
resolvido simbolicamente ou através de agoritmos numéricos em ambientes de
arredondamento dirigido.

Este resultado € um subproduto direto do Teorema 4.1, pois somente considera sistemas
intervalares lineares. No entanto optou-se por sua apresentacdo apds o Algoritmo 1 de modo a
tirar beneficio da compreensdo do significado de solucdo propria proporcionado pelos
exempl os discutidos na secéo anterior.

O problema solucionado pelo Algoritmo 2 pode ser enunciado da seguinte forma:

“Dado o sistema de equactes
D [ay1* [x;]+[ag] =[bj]
i=1
ondenON*, i ON,i<n 0jON,j<n, [a]010,[b,]OI0,[x,]010, desgja-se encontrar o

conjunto de vetores de soluces proprias {[[x?k]J|[xr;]DID} ,1<i<n 1<k<t tON,seeste
existir”.

A descricdo do Algoritmo 2 é apresentada a seguir:

Inputs:

[a;,]010, 00 ON,i<n,0jON,]j<n, os coeficientes do polindmio que compde o membro
esquerdo da j-ésima equacao;

[b,]010, o membro direito da j-ésima equagzo.

Outputs:
{[[xf,’(]h[xf’k]DID}, 1<i<n 1l<k<t tON, alistade solugdes préprias do sistema de
equacoes lineares intervalares.

Descricdo do Algoritmo 2:
1 Inicio;
2. Geretodas as combinagdes {{x,]OR }

3. Para cada combinagéo gerada faga:

3.1. Armazene em hipotese 1] as hipdteses associadas a combinagéo estudada;
3.2. Paraj :=1.. nfaga

3.2.1. Armazene sistema[1][j] := [a,] ;

R, { O,1,BL11,BILIILBHLIY ;

I<i<n’?
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3.2.2. Parai = 1..n faca
3.2.2.1. k := nimero de entradas na lista sistema;
3.2.2.2. Se ([a,] 011 O[a,]O11) O([x,1 011 O[x,1 0111, entdo:
32221 Duplique as entradas da lista sistema, copiando os sistemas de
equagdes nas posicoes k+1 até 2*k;
32222 Duplique as entradas da lista hipétese, copiando-as nas posicoes
k+1 até 2*k;
32223 Param := 1.k faga
322231 Adicione a sistema[m][j] as expressdes anditicas do
monomio [a;]*[x;] no primeiro caso alternativo;
322232 Adicione a hip6teseglm] as hipoteses adicionais necessarias
para a determinacéo do primeiro caso alternativo;
3.2.2.24. Fim-Para;
3.2.2.25. Param := k+1..2*k faca:
322251 Adicione a sistema[m|[j] as expressdes anditicas do
mondmio [a;]*[x;] no segundo caso alternativo;
3.2.2.25.2 Adicione a hipotese[m] as hipoteses adicionais necessarias
para a determinacéo do segundo caso alternativo;
3.2.2.2.6. Fim-Para;
3.2.2.3. Sendo
32231 Param := 1.k faca
322311 Adicione a sistema[m|[j] as expressdes anditicas do
mondmio [a;]*[x;];
3.2.2.3.2. Fim-Para;
3.2.2.4. Fim-Se;
3.2.3. Fim-Para;
3.3. Fim-Para;
3.4. Para cada sistema alternativo gerado faca:
34.1. Resolva o sistemalinear real de dimensdo 2*n,
Z[aij]*[xi] +ay =b;
i=1 - .
S 1< j<n
Z[aij]*[xi] +ay =b;
i=1
representando o sistema de equagdes intervalares a ser resolvido,
Z[aij]*[xi] +[a0j] :[bj]1 l<j<n;
i=1
34.2. Elimine solugdes que ndo envolvam interval os reais ou que ndo satisfacam as
hipéteses formuladas;
34.3. Apresente as solugoes,
3.5. Fim-Para;
4, Fim-Para;

5. Fim.
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6.9 Analise de Complexidade do Algoritmo 2

Tendo como referéncia de desenvolvimento o livro de Toscani e Veloso [TOS 2001], esta
secdo apresenta o cdlculo da complexidade do Algoritmo 2. Para facilitar a andlise da
complexidade desse algoritmo, 0s seguintes fatos so previamente observados:

» o agoritmo € exaustivo do ponto de vista da andlise de casos, cobrindo a possibilidade de
existéncia de solucbes em cada uma das oito regides da cobertura de 100 e para cada uma
das varidveis envolvidas;

e 0 agoritmo é essenciamente algébrico até a etapa 3.3, havendo necessidade de
computacdo numeérica, possivelmente, para a resolucdo dos sistemas, no lago iniciado na
etapa 3.4;

» aprincipal contribuicdo sobre a complexidade do algoritmo vem do custo de avaliagdo do
produto de numeros-intervalo, conforme enunciado no Teorema 4.2, e ocorre quando
tanto os coeficientes quanto os componentes da solucao forem assumidos nas regides |1 ou
[l.

Ainda, com o intuito de tornar a andlise mais geral, € adotada a Definicéo 6.4:

Definicdo 6.4: Para efeitos de andlise do Algoritmo 2, a complexidade associada a resolucéo
de um sistemalinear real de ordem 2*n é denotada por dl(2*n).

A complexidade do Algoritmo 2 depende da observacdo de quantos coeficientes sdo
geralmente encontrados nas regides Il ou I1l. Mais que isso, depende da forma como estes
coeficientes estdo dispostos na matriz. Se coeficientes associados a uma mesma variavel
forem dessas regifes, 0 custo gerado sera comparativamente maior que se os coeficientes
forem associados a variaveis distintas. 1sso porque o nimero de sistemas alternativos gerados
serg, em geral, maior na primeira situacdo. De fato, a seguinte proposi¢céo pode ser enunciada:

Proposicéo 6.2: Sgja Z[aij] *[x;]+[ay] =[b;] um sistemalinear intervalar de ordem n e de
i=1

variaveis intervalares. Considerando a cobertura de I apresentada na Definicéo 4.1, sgja c(j)

0 nimero de coeficientes das regides Il ou Il associados a variavel [x;],j=1..n. Entdo, o

numero de sistemas lineares alternativos gerados por contribuigdo davariavel [x;] € dado por
ts(j) =6+2°0",

Prova: Conforme apresentado no Anexo 1.12, a prova em questdo € realizada indutivamente,
explorando as caracteristicas algébricas dos coeficientes pertencentes as regides 11 e I,
segundo o Teorema 4.1. &

O resultado da Proposicéo 6.2 pode ser estendido para contabilizar a contribuicéo de diversas
variavels simultaneamente, conforme a Proposicéo 6.3, a seguir:

Proposicéo 6.3: Sga Z[aij] *[x;]+[ay] =[b;] um sistemalinear intervalar de ordem n e de
i=1
variaveis intervalares. Considerando a cobertura de I apresentada na Definicéo 4.1, sgja c(j)
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0 nimero de coeficientes das regides Il ou Il associados a variavel [x;],j=1..n. Sgac o

n

nimero total de coeficientes destas regides, de tal forma que c= ZC(j) . Entdo, o nimero
j=1

total de sistemas lineares alternativos gerados nesse caso é dado por

tsl(c) = |,_1| ts(j) = |‘J (6+2:0).

j=

Prova: A prova desta proposicéo € elementar se considerado o fato de que cada variavel
contribui independentemente para a geracdo de um certo nimero de sistemas a serem
resolvidos. Assim, o total de sistemas aresolver é dado pelo produto dos nimeros de sistemas
gerados pelas diferentes variaveis.

De posse dos resultados enunciados nas proposi¢oes 6.2 e 6.3, as segdes seguintes apresentam
o calculo das complexidades de pior caso e média.

6.9.1 Calculo da Complexidade de Pior Caso do Algoritmo 2

O caso de pior complexidade € o da aplicagdo do Algoritmo 2 sobre um sistema linear
intervalar de ordem n no qual todos os coeficientes pertencam as regides Il ou Ill. Nessas
condicdes, e considerando o auxilio da descri¢do detalhada das complexidades de pior caso
das diversas etapas do Algoritmo 2 apresentada no Anexo 3, 0s seguintes resultados podem
ser enunciados:

Lema 6.5 (Namero Total de Sistemas para o Pior Caso de Aplicagdo do Algoritmo 2): No
pior caso, 0 numero total de sistemas alternativos gerados na aplicacéo do Algoritmo 2 sobre
um sistemalinear de ordemn é

(6+2m).

Prova: No pior caso, todos os coeficientes pertencem as regides Il ou 111, Nessas condicdes,
conforme a Proposi¢éo 6.3, 0 nimero total de sistemas alternativos gerados sera dado por
n

) = [is) =] 6+2)=(6+2).

Logo, évdidooLema6.5. |

Lema 6.6 (Custo de Comparacgdes para o Pior Caso de Aplicacdo do Algoritmo 2): No
pior caso, 0 numero de comparacdes necess&rias para a aplicagdo do Algoritmo 2 a um
sistemalinear de ordemn é

o2°™ % n* 2+ n+1)).

Prova: Este lema é provado através da analise das complexidades das diversas etapas do
Algoritmo 2, conforme apresentado no Anexo 1.13. &

Lema 6.7 (Custo de Atribuigbes para o Pior Caso de Aplicagdo do Algoritmo 2): No pior
caso, 0 numero de atribui¢bes necessarias para a aplicacéo do Algoritmo 2 aum sistemal linear
deordemn é

010" * (n* +8% %) -8"* (n* +7* n? —3* n)).



125

Prova: Também este lema é provado através da andlise das complexidades das diversas
etapas do Algoritmo 2, conforme apresentado no Anexo 1.14. &

A seguir, o Teorema 6.4 apresenta a modelagem da ordem de complexidade de pior caso do
Algoritmo 2, fundamentada nos resultados dos lemas 6.5 a 6.7:

Teorema 6.4 (Complexidade de Pior Caso do Algoritmo 2): A complexidade de pior caso,
denotada por Cy(n), para a aplicagéo do Algoritmo 2 sobre um sistema linear intervalar de
ordemn é

C(n) - 0fl6+ 2 *si(2+m).

Prova do Teorema 6.4: A prova, apresentada no Anexo 1.15, é obtida pela exploracdo dos
resultados apresentados noslemas 6.5 a6.7. &

6.9.2 Célculo da Complexidade M édia do Algoritmo 2

Conforme evidenciado no calculo anterior, a realizacdo de operacfes aritméticas domina a
complexidade no Algoritmo 2. Por este motivo e também pela dificuldade de formulac&o das
expressoes, somente o calculo relativo a complexidade de geracéo e resolucdo dos sistemas
reais sera apresentado para o caso médio.

A partir dos resultados enunciados nas proposicoes 6.2 e 6.3, o Teorema 6.5 pode ser
enunciado:

Teorema 6.5 (Expressdo da Complexidade Média do Algoritmo 2): A complexidade
média do Algoritmo 2 para a aplicacéo sobre um sistema linear intervalar de ordem n é dada

pela expressdo
_ 1 n n n .
C ~0 *E * (6 20(J)+1 * gl(2* ’

onde ¢= c(j).
=1

Prova do Teorema 6.5: A prova explora o resultado da Proposicéo 6.2 para identificar a
complexidade associada a cada possibilidade de sistema a ser resolvido. Entéo esse resultado
e utilizado na definicdo de complexidade média de um algoritmo para gerar a expressao nao
fechada acima. O detalhamento pode ser encontrado no Anexo 1.16. &

A solucéo fechada para a expresséo do Teorema 6.5 é de dificil obtengdo. No entanto, esta
pode ser estimada através do gjuste de uma expressao exponencia quadratica, obtendo-se por
Minimos Quadrados, aproximadamente,

E(n) ~ O(e0.4781897+l473988* n+0.2995666* N2 )

N&o obstante o fato de que este modelo pode ndo ser o mais adequado para valores el evados
de n, 0 guste acima mostrou-se adequado para a complexidade média calculada para
problemas de tamanho até 6. Além disso, com base nessa estratégia tornou-se possivel inferir
gue a complexidade média do Algoritmo 2 resultaigualmente exponencial.
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6.9.3 Consider acbes Adicionais Sobre a Complexidade do Algoritmo 2

A andlise comparativa das expressdes para a complexidade de pior caso e para a
complexidade média do Algoritmo 2 remetem as mesmas consideracfes apresentadas na
analise do Algoritmo 1. A Figura 6.26 ilustra 0 comportamento dessas expressdes, enquanto o
Quadro 6.3 apresenta as complexidades de pior caso e média para as seis primeiras ordens de
sistemas lineares™. Em particular, os resultados tornam-se de dificil andlise gréfica frente &
forte tendéncia de crescimento apresentada nas compl exidades cal culadas.

15e+09
140409
120409
1e+09]
e+05
Be+05] .
424081

2e+187

o 2 2 & — T
1 2 3 4 ] ]

FIGURA 6.26 — Comparacao entre a complexidade
de pior caso (circulos) e a complexidade média (quadrados) do Algoritmo 2.

n | C,(n) (*d€(2*n)) | C(n) (*<(2*n))
1 1.00 x 10" 9.00 x 10°
2 1.96 x 10° 1.10 x 10°
3 1.06 x 10* 2.07 x 10°
4 2.09 x 10° 6.76 x 10°
5 1.68 x 10° 4.27 x 10°
6 5.79 x 10" 5.68 x 10°

QUADRO 6.3 — Comparacao entre as complexidades de pior caso e de caso médio do Algoritmo 2.

Infelizmente, dada a complexidade das expressdes obtidas, ndo foi possivel apresentar um
guadro comparativo de complexidades similar a0 Quadro 6.2. No entanto, pode-se inferir
dessas mesmas expressdes que 0 Algoritmo 2 sgja bem mais sensivel a alteragbes no tamanho
do problema a ser resolvido.

A secdo seguinte apresenta alguns exemplos de aplicacdo do Algoritmo 2 sobre sistemas
lineares de diferentes ordens. Estes exemplos seréo posteriormente analisados e comentados.

" Estas complexidades foram obtidas efetivamente a partir da modelagem apresentada nos teoremas 6.4 € 6.5, e ndo pelo gjuste apresentado
na seg&o anterior.
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6.10 Exemplos de Solugdes Proprias Obtidas com Algoritmo 2

Parte dos exempl os ora apresentados foram selecionados da literatura de intervalos [MOO 66,
KOR 94, MAR 99b, FRA 99]. O objetivo foi 0 de comparar as solugdes préprias obtidas —
isto &, considerando o ponto de vista nimeros-intervalo — com as solugfes apresentadas nas
referéncias. No entanto, gracas a baixa densidade de exemplos envolvendo sistemas de maior
porte que satisfizessem a condi¢cdo de existéncia de solucbes proprias, alguns dos exemplos
encontrados acabaram sendo omitidos do texto final por repetirem situagdes ja mostradas. Em
alguns casos, os exemplos foram modificados a partir de suas formas originais de modo a
apresentar solucdes proprias.

A implementacdo dos procedimentos seguiu a mesma linha do Algoritmo 1, através da
confecgdo de procedimentos em uma biblioteca no ambiente Maple V Release 5.00 e da
exploracéo das capacidades de calculo smbadlico deste ambiente. De modo a simplificar a
compreensdo das solugdes, os resultados finais foram apresentados em notagéo de ponto
flutuante.

Infelizmente, para 0 caso das solugdes proprias de sistemas intervalares ndo foi possivel
conceber uma forma gréfica similar a apresentada para os exemplos de determinacdo de
solugbes proprias de equacdes polinomiais intervalares. Por este motivo, somente 0s
resultados algébricos serdo apresentados. Ainda, com o intuito de ndo tornar enfadonha a
apresentacdo dos exemplos, a execucéo do algoritmo ndo sera apresentada em detalhes, mas
as saidas geradas por sua execucdo encontram-se em midia digital, no endereco
WwWw.mat.pucrs.br/~vaccaro/sei/.

Exemplo 6.20: O sistema?2 x 2
([2;4] [—rllj* [[X]J _ ([—3;3]j
L1 [24]) \[yl]) ([GO]

ndo apresenta solucdo propria
Exemplo 6.21: A solugdo encontrada pelo Algoritmo 2 parao sistema 2 x 2

[10185] (13 ), (IX])_( [19:42]
([2;71 [12;141J ([yJ'([llo;lssJ
S
[y’1) 99)
Exemplo 6.22: O sistema2 x 2

([2;4] [—xllj* [[X]J _ ([—3;3]j
(-2 [24]) \[yl]) \[-33
apresenta como solugdo propria o vetor intervalar

([xp]J _ ([—O.G;O.G]J
[y*]) \[-0.6,0.6])

Exemplo 6.23: Parao sistema 2 x 2

€ dada pelo vetor
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[23] [01), ([x])_( [6:120]
([J;Z] [2;3]] ([Y]J_([GO;MO]]
asolugéo prépria encontrada pelo Algoritmo 2 é
[xP]) _( [01714285714]
([yp]j ) ([30;68.57142857]} '

O resultado obtido acima é similar ao encontrado por Markov [MAR 99b], que propde um
algoritmo baseado na abordagem de aritmética intervalar dirigida. Conforme Markov, este
exemplo foi descrito inicialmente por Hansen™, que propde como solucéo o intervalo

[-120;180]
[-60;360] )

Korzenowski [KOR 94] também apresenta este exemplo, mas indica como solugdo o vetor

intervalar

[-120:90]
[-60;240] )

Nenhum dos dois ultimos resultados sugeridos representa uma solugdo propria. No entanto,
comparando resultado de Korzenowski com a solugdo propria encontrada verifica-se que a
solucdo prépria esta contida na solucdo intervalar e, portanto, apresenta menor diametro.
Porém, mais que apenas uma discussdo sobre o fato da imprecisdo encontrada ser maior ou
menor do que a esperada, a discussdo ressalta o fato de a solucdo propria garantir condicoes
de igualdade estrutural. Além disso, pela monotonicidade tem-se que

0 [x] . [0:17.14285714] [2:3]*[x] +[0:]*[y] 0 [0;120]
[v] [30;68.57142857] = [L2]*[x] +[23]*[y] [60;240] )
onde ainclusdo é assumida componente a componente.

Exemplo 6.24: O sistema?2 x 2

([—1'1] [0;1]J . ([X]j _ ([—Z;Z]J
[-30] [23]) \[y] [0:2]

apresenta infinitas solucdes, dadas por
([Xp]J = ([_2; X]], Ox0[-20].
[y®] [0,0]

Exemplo 6.25: Conforme a abordagem de aritmética dirigida utilizada por Markov [MAR
99Db], o sistemade ordem 3

[0.71.3] [-0.30.3] [-0.30.3]) ([x] [-14;7]
[-0.30.3] [0.721.3] [-0.30.3] |*|[y] =] [912]
[-0.30.3] [-0.30.3] [0.7;1.3] [Z] [-33]
apresenta como solucado, apos 10 iteragdes do algoritmo ele proposto,
[X] [-9.125,-13.0536]
[y] |[=| [16.7679;7.125]
[Z] [11.25,-2.67857]

2 HANSEN, E. Bounding the solution of interval equations. SIAM J. Numer. Anal. 29 (5) , 1992. p. 1493-1503.
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Observe-se, no entanto, que nenhuma das componentes € um intervalo de 10, visto que seus
extremos “inferiores” sG0 maiores que 0s “superiores’. Ocorre que a aritmética utilizada por
Markov possui interpretacdo para interval os dessa natureza. De fato, o Algoritmo 2 apresenta
algumas solugcdes similares, mas estas sd0 descartadas por extrapolarem 0 escopo e 0s
objetivos a que este algoritmo se propde. Assim, sendo, a resposta gerada pelo Algoritmo 2 é
de que este sistema ndo possui solucao propria.

Exemplo 6.26: O sistema3 x 3
[0.71.3] [-0.30.3] [-0.30.3]\ ([x] [—188.0;149.0]
[-0.3,0.3] [0.71.3] [-0.30.3] |*|[y] |=| [-76.8186.0]
[-0.30.3] [-0.30.3] [0.71.3] [2] [-177.0,177.0]

€ uma variante do sistema apresentado no exemplo anterior e possui como solugdo propria o
vetor

[xP] [-101.0;71.0]
[yP]|=| [-15.0;99.0]
[z"]] | [-90.0:90.0]

Exemplo 6.27: Markov [MAR 99b] apresenta também 0 seguinte sistema de ordem 3,
origindrio de um artigo de Ning e Kearfott™:

[3.7;4.3] [-1.5-0.5 [0;0] [X] [-14:14]
[-1.5-0.5 [3.7;43 [-15-0.5] |*|[y]|=| [-99]
[0;0] [-1.5-0.5] [3.7;4.3 [Z] [-33]
Para este sistema 0 Algoritmo 2 apresenta como solugdo o vetor
[xP] [-2.926675200;2.926675200]
[yP] | =|[-0.9435310936;0.9435310936] |,
[z°] [—0.3685356650;0.3685356650]
que é coerente com a encontrada pelo algoritmo proposto por Markov.

Exemplo 6.28: Markov [MAR 99b] apresenta uma variacdo do exemplo anterior, trocando
apenas 0s termos independentes das equages.

[3.7;4.3] [-15-0.5] [0;0] [X] [-14;0]
[-1.5-0.5 [3.7;,4.3] [-15-0.5 (*|[y]|=| [-90]
[0;0] [-1.5-05 [3.7;4.3 [Z] [-3,0]
e indica como solucdo, apos 10 iteracdes, o vetor
[X] [-3.46158,-0.936849]
[yl |=| [-2.3109;-1.7696]
[Z] [—0.903442,—0.936889]

Similarmente a0 exemplo 6.25, a aplicagdo do Algoritmo 2 sobre este problema indica a
inexisténcia de solucdes proprias. Isto porque a solucéo proposta por Markov apresenta, na
terceira componente, um intervalo ndo proprio de 1.

2 NING, S.; KEARFOTT, R. B. A comparison of some methods for solving interval equations. SIAM J. Numer. Anal. 34 (4), 1997. p.
1289-1305.
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Exemplo 6.29: Outra variagdo proposta por Markov [MAR 99b] sobre o Exemplo 6.27 é o
sistema
[3.7;4.3] [-1.5-0.5] [0;0] [X] [2,14]
[-1.5-0.5] [3.7;4.3] [-15-0.5](*|[y]|=|[-9-3
[0;0] [-1.5-0.5 [3.7;4.3 [Z] [-3]]

Para este sistema 0 Algoritmo 2 apresenta como solugdo o vetor

[xP] [0.3929694458;2.867242319]

[y"]|1=| [-1.113905351;-1.092026101]

[z°] [ - 0.8246541978;-0.1813129803]

Esta solucéo € similar a apresentada por Markov.

Exemplo 6.30: O sistema a seguir € uma modificacdo de um exemplo proposto por Rump
[RUM 94], no qual apenas os termos independentes foram alterados:

(33 [12),(Ix])_(1-05105]
([121 [3;31] ([y]] ( [5512.0] J
Este sistema possui como solugéo propria
[xP]) _([-1.0,L.9]
([yp]j '( [253.0] ]
Exemplo 6.31: Para o sistemade ordem 3
[0.815] [-0.50.4] [-0.50.4]) ([x] [0.2,0.5] [-6.3,7.6]
[-0.50.4] [0.81.5] [-0.50.4]|*|[y]|+]|[-0.5-0.2]|=| [-9.0,9.]]
[-0.50.4] [-0.50.4] [0.81.5] [Z] [0.2,0.5] [-10.311.9]
o Algoritmo 2 apresenta como solugéo propria o vetor
[xP] [ -1.0;2.0]
[yP1[=|[-3.0,4.0] |.
[z°] [ -5.0,6.0]
Em particular observe-se a presenca de termos independentes em ambos os membros das

equagdes. Também é digno de nota que este sistema, por possuir 6 coeficientes pertencendo a
regido I11, geraao todo 516 sistemas alternativos para a determinagéo da solucao.

Exemplo 6.32: A aplicacdo do Algoritmo 2 sobre o sistema
[-1.0.9] [-0.10.] [-0.10.] [-0.1r0.4 [X] [-0.33,0.33]
[-0.30.] [-1.10.9] [-0.1r0.4 [-0.x0.4 | |[y]|_|[-0.83-0.19]
[-0.0.] [-0.10.] [-1.1,0.9] [-0.10.1 [2] - [0.19;0.83]
[-0.0.] [-0.10.] [-0.:0.] [-1.0.9]) \[w] [-1.23,0.77]
revela a solucdo propria
[xP] [-0.10.9
[y°] _ [0.4;0.6]
[zP] [-0.6;0.4]
[wP] [1.0,1.0]
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Infelizmente a aplicagcdo do Algoritmo 3 implica resolver 65.536 sistemas alternativos para
determinar essa solugéo.

Exemplo 6.33: O sistemade ordem 3
[-1.51.5] [-1.5-0.5] [0;0] [x] [-6;6]
[-1.5-0.5 [-1.515] [-15-0.5]*|[y]|=|[-6;6]
[0;0] [-1.5-0.5 [-1.51.5] [Z] [-6;6]
apresenta um interessante conjunto de infinitas solugdes préprias dado por

[X"T) ([0-y +4] [x"] [x;0]
[YP1|=| [-¥:¥] |OyO[C4] e|[y°]|=|[-x—-4x+4]|0Ox0[-40].
[2°] [y - 4,0] [2°] [0;—xX]

Exemplo 6.34: O sistemade ordem 3
[091.] [-0.20.1] [-0.10.2]\ ([X] [-1.0;2.0]
[-0.20.]] [0.91.1] [-0.20.9|*|[y]|=]|[-0.50.5]
[-0.0.2] [-0.20.] [0.91.1] [Z] [-2.01.0]
apresenta como solugdo propria o vetor
[xP] [ — 0.6060606061,1666666667]
[y°1|= [00,0.0]
[z°] [ —1666666667;0.6060606061]

Exemplo 6.35: Finamente, o sistema de ordem 5

[-1.11.1] [-0.50.5] [-0.50.5] [0;0] [0;0] [X] [-2.0;2.0]

[-0.50.5] [-1.11.1] [-0.50.5] [-0.50.5] [0;0] [v] [-4.2,4.2]

[-0.50.5] [-0.50.5] [-1.11.] [-0.50.5] [-0.50.5 |*|[z] |=|[-4.24.2]
[0;0] [-0.50.5] [-050.5 [-1.11.1 [-050.5]| |[w] [-4.2,4.2]

[0;0] [0;0] [-0.5,0.5] [-0.50.5] [-1.11.0] [t] [-2.0;2.0]
apresenta como solucdes proprias afamiliainfinita de vetores
[x"] [0:0]
[y"] [y; Y] [y:Y1OI0,[y; y1 O [-22]
[z°] |=| [z2] | onde|[zZ]0I0,[z,Z] U[-22]
[wPT| | [w; W] [w; W] O10,[w; W] O[-2,2]
[t"] [0,0]

A proxima secdo continuara a caracterizacdo do conceito de solucdo prépriaintervalar através
da analise conjunta dos exempl os ora apresentados.

6.11 Analise dos Exemplos Apresentados

Os exemplos apresentados permitem evidenciar a eficicia do algoritmo no sentido de
determinar as solugbes proprias de sistemas lineares intervalares. Além disso, sdo
identificadas diferentes caracteristicas das solugdes proprias deste tipo de sistema:
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« conforme afirmado anteriormente, a existéncia da solucdo propria implica que os
diametros dos lados esquerdo e direito de cada equagdo sejam iguais. Por este motivo, a
situacdo mais comum é a de sistemas lineares que ndo possuam solugdes proprias,

» sistemas de equacOes lineares interval ares podem apresentar diferentes cardinalidades para
0 conjunto de solugdes proprias. A grande maioria dos testes realizados indicou a auséncia
de solugdo prépria, seguida de casos com presenca de uma solugdo prépria Menos
freqlientes — mas ndo menos importantes — foram 0s casos similares aos dos exemplos
6.24, 6.33 e 6.35, que apresentaram infinitas solucdes proprias;

» com relagcdo a presenca de infinitas solugdes proprias em sistemas lineares intervalares, 0s
testes realizados permitem conjecturar que este fato sgja relacionado a presenca de
coeficientes da regido Bll — isto é simétricos — na diagonal principal e nos membros
direitos das equagdes. Esta afirmagdo € também fundamentada na observacdo do Teorema
4.1, que indica que o produto de diferentes nimeros-intervalo com coeficientes dessa
natureza sempre gera um novo numero-intervalo simétrico. Dessa forma, as contribuicbes
de diferentes nimeros-intervalo poderiam ser absorvidas pela natureza dos coeficientes,
promovendo a presenca de diferentes solugbes prOprias para um mesmo sistema.
Infelizmente, as evidéncias experimentais encontradas sdo insuficientes para a geracéo de
uma conclusdo formal a esse respeito. Assim, sugere-se que este topico sga detahado
futuramente.

Particularmente com relacdo aos exemplos apresentados por Markov [MAR 99b] cabe
observar que sempre gque os exemplos apresentados por aguele autor possuiam solucdes
proprias, essas foram identicamente encontradas pelo Algoritmo 2. Nas situacdes em que 0
algoritmo de Markov apresentava algum componente da solugdo externo a I[J, o Algoritmo 2
indicou a ndo existéncia de solugdo propria. Esta observacdo leva a crer que o Algoritmo 2
coerente com a solugéo proposta por Markov no caso particular de operagdo apenas com
intervalos proprios de I0. Este resultado atende também a certas expectativas tedricas, visto
gue a aritmética dirigida utilizada por Markov permite estender IL1. Como acréscimo, é
pertinente a observacdo de que os resultados obtidos por Markov séo coerentes com a
semantica de nUmero-interval o, fato que ndo € referido por aguele autor.

Infelizmente, conforme observado nos paragrafos anteriores, os exemplos apresentados na
secdo anterior ndo sdo suficientes para aidentificacdo de propriedades estruturais das solugoes
préprias de sistemas intervalares. A definicdo de tais propriedades demandaria consideravel
esforco aém do ja imposto neste trabalho, sendo deixada como possibilidade de
desenvolvimento futuro. Esta observagéo abrange também a quest&o da representacdo gréfica
das solucbes encontradas, que exigiria, para um sistema de ordem n, a capacidade de
visualizag&o de n solucdes simultaneas na forma apresentada na Secéo 6.6.

6.12 Comentarios Finais

Este capitulo apresentou uma discussdo sobre o significado de solucéo intervalar e o de
solucdo propria intervalar. A primeira efetivamente associase ao conceito de envoltéria
intervalar do conjunto de solucdes reais, procurando apresentar 0 maior conjunto de niUmeros
reais que podem ser solugdo para alguma das equacdes reais formadas a partir dos valores
reais encerrados nos intervalos componentes das equagdes. Por outro lado, solugdes proprias
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intervalares exigem a satisfacdo da igualdade algébrica usual, coerente com a orientagcéo de
numeros-intervalo. N&o obstante, a solucdo propria mostrou-se, em geral, mais restritiva que a
solucdo intervalar, uma vez que exige simultaneidade das intersegbes dos limites dos
interval os que representam os membros da equacéo.

Foram apresentados dois algoritmos que permitem a determinacdo exaustiva das solucdes
proprias de equacbes polinomiais e de sistemas de equacdes lineares intervalares. Os
algoritmos fundamentam-se nos resultados dos teoremas 4.1 e 5.1. Conforme apresentado e
discutido nas secoes 4.3, 6.5 e 6.9, esses algoritmos apresentam complexidade exponencial.
Ainda assim, os exemplos apresentados permitiram evidenciar sua eficécia frente a resultados
encontrados na literatura consultada.

Finalmente, os resultados obtidos tanto no caso de equagdes polinomiais intervalares como no
caso de sistemas de equacOes lineares intervalares reforcam o fato de que o conceito de
numero-intervalo excede o conceito de numero real no sentido da extrapolacdo de
propriedades associadas ao nimero e tipo de solugdes encontradas. Com efeito, provou-se
possivel a obtencdo de infinitas solucbes proprias para equacdes polinomiais intervalares, bem
como a para sistemas de equagdes lineares intervalares.

O préximo capitulo procurara demonstrar outro beneficio da utilizacdo de uma estrutura
algébrica mais estavel, a dos nimeros-intervalo. Para tanto, apresentara uma discussdo de
como tal estrutura pode auxiliar na obtencdo da envoltoria intervalar do conjunto de solucdes
de uma equacéo polinomial real.



7 Envoltéria Intervalar do Conjunto de Solucbes de
Equacdes Intervalares de Variavel Real

Este capitulo busca aprofundar a discussdo sobre a seméntica associada a envoltoria do
conjunto das solucdes de uma equacdo intervalar de variavel real. A discussdo € enriquecida
com a apresentacdo de um algoritmo capaz de obter esse tipo de envoltoria para equacdes
polinomiais, baseado na interpretacdo de nimeros-intervalo e no resultado do Corolario 4.3.
Os resultados obtidos sdo ilustrados através de exemplos, de modo a fomentar a compreensao
das vantagens da utilizacdo de uma estrutura al gebricamente estavel .

A primeira secdo apresenta consideragOes com respeito a conexdo entre solucdes proprias e
envoltdrias intervalares de solugdes reais.

7.1 Envoltorias I ntervalar es das Solucdes de Equactes Polinomiais
Intervalaresde Variavel Real

O problema ora proposto pode ser descrito da seguinte forma:

“Dada uma equacdo polinomia de varidvel rea e coeficientes intervalares
Y [a]*x' =[b]
i=0

desga-se determinar uma envoltoria para o conjunto de todas possiveis solucBes dessa
equacao, se esta existir”.

Cabe observar que a envoltoria intervalar descrita no problema acima cumpre 0 mesmo papel
da solucdo intervalar apresentada na Secéo 6.1, mas difere desta por levar em consideragéo a
esséncia rea da varidvel em todas as instancias do problema. Ainda assim, a representacdo
gréfica das soluches € idéntica a descrita na Secdo 6.1, por ser considerada a forma mais
adequada as caracteristicas do problema em questéo.

Exemplo 7.1: A envoltériaintervalar das solucdes da equacdo [1;1] * x +[1;5] =[0;0] é dada
pelo conjunto de valores reais contidos no intervalo [-5;—1]. Este exemplo € apresentado por
Korzenowski [KOR 94], que denomina esse tipo de resultado “solucdo intervalar 6tima’. A
Figura 7.1 ilustra a solugéo encontrada.
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L5

FIGURA 7.1 — Representacdo da envoltoriaintervalar
das soluces reais da equacgdo [1;1] * x + [1;5] =[0;0].

DaFigura 7.1 observa-se que os valores reais limitados inferiormente por —5 e superiormente
por —1 apresentam intersecgdo com o intervalo [0;0], ou sgja, com o eixo horizontal. Assim,
conforme descrito anteriormente, € razoavel aceitar que estes valores reais sgjam solugdes da
equacdo em questdo [ALE 2000]. No entanto, certa cautela € necess&ria no que se refere a
forma de escrita e referéncia a solucdo obtida, principamente do ponto de vista da
consisténcia com a discussdo apresentada nos capitulos anteriores. Do ponto de vista de
solucdo propria, a solucdo obtida ndo é [x] = [-5;-1]. Ta afirmacdo torna-se mais clara, se
observado que:

o [-5-1] +[1,5] =[4;4] #[0;0], e portanto a solucdo ndo € propria, conforme o sentido
descrito no Capitulo 6;

o w(X] +[15]) =w(x]) + w([1;5]) =w(Xx]) + 4=4ew(0;0]) =0 e, portanto, ndo ha
solugdo propria para a equacdo, conforme a Proposicdo 6.1;

e avariave X representa um ndmero real.

Esta dltima observacdo é crucial, pois remete a questdo fundamental do tipo de dado
associado a variavel x. De fato, pela Proposicéo 2.1, (I [ 0. Ora este resultado informa que
0 conjunto dos nimeros reais esta incluso em 10, mas também implica que o conjunto dos
numeros reais ndo é igual ao conjunto IC]. Na prética isto significa que, se x é originamente
do tipo de dado real, entdo pode ser, no maximo, associado a um intervalo degenerado — de
diametro nulo —, mas ndo a um intervalo de diametro positivo. Em resumo: as restricoes do
problema parax variavel real sGo dominantes sobre as associadas a[Xx], nUmero-intervalo.
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Em face aos argumentos acima, a seguinte definic¢éo se faz necessaria

Definicdo 7.1 (Envoltoria Intervalar do Conjunto de Solugdes Reais de uma Equacao
Intervalar de Variavel Real): A envoltéria intervalar do conjunto de solugdes reais da

equacdo f(x) = [y], onde x O O e [y] O10 é dada pelo menor intervalo [x°] OI0 que
contenha todas as solucdes reais de f(x) =[y], isto &,
[x°] O10 éenvoltdriaintervalar das solugdesreaisde f(x) = [y] =

= Oy Oy, Bx O [x°], f(x) =y OOx O [x°], By O [y], f(x) = y.

Neste texto, o intervalo encontrado na solucdo deste tipo de equacdo sera denominado
envoltoria intervalar do conjunto das solugdes reais — ou, simplesmente, envoltéria
intervalar — da equacdo, mantendo a coeréncia com a discussdo apresentada nos capitulos
prévios.

A correta denominagdo do tipo de solucdo obtido nesse capitulo € importante para evitar a
confusdo de conceitos fundamentais, gracas a proximidade de notagdo entre um numero-
intervalo e uma envoltoria intervalar de solucdes reais. Em particular, da discussdo anterior
pode-se concluir que a envoltoria intervalar das solugdes reais ndo € um numero-intervalo e,
portanto, ndo deve necessariamente ser operada como tal. Esta observacdo € também coerente
com as representacOes graficas destes entes. A Figura 7.2 apresenta 0 numero-intervalo
[X] = [-5;-1] e a envoltéria intervalar x O [-5;—-1], x O O. Ambos sdo apresentados
simultaneamente, associados a um conjunto de coordenadas bidimensionais conforme a
avaliacdo da funcdo definida por f([x]) = [X] + [1;5] e seguindo o padréo grafico utilizado no
capitulo anterior.

Como se pode observar pelas imagens (a) e (c) da Figura 7.2, a determinagdo da envoltoria
intervalar € obtida sobre a interseccdo do volume gerado pela avaliagéo intervalar de uma
funcdo comoplanoy =x,x 00O,y 0 0. JAaandise da Figura 7.2(b) permite identificar uma
sutil, mas importante, diferenca entre a envoltoria intervalar e 0 ndmero-intervalo: a
envoltoria intervalar de reais associada ao numero-intervalo [x] O 10 € dada estritamente
pelos valores reais contidos nesse intervalo, excluindo-se a possibilidade de formagéo de
subconjuntos. Essa observacdo leva a consideracdo de que um numero-intervalo carrega
consigo ndo apenas a informagdo dos nimeros reais nele contidos (envoltoria intervalar de
reais), mas também a informagdo de todos os intervalos que podem ser dele constituidos.
Ainda, a Figura 7.2(b) poderiainduzir aidéa de que a projecéo das solucbes préprias de uma
equacdo intervalar sobre a reta identidade geraria a envoltéria intervalar das solucfes reais da
equacdo equivalente de variavel real. Este fato ndo € verdadeiro, como se pode ver no
Exemplo 7.2, a seguir.

Exemplo 7.2: Sgjam as equagdes [12]*[x]* =[24] e [L2]* x* =[2,4], distintas apenas pelo
tipo de variavel considerado. Nessas condi¢oes, observa-se que:

« assolugbes proprias de [12]*[x]? =[2,4] sfo [x"], =[-V2;-J/2] e [xP], =[V2;4/2]; e

« aenvoltériaintervalar das solugdesreaisde [1,2]* x* =[2;4] éx O[-2-1] O [1;2].
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@ (b)

FIGURA 7.2 — Representacdo gréfica do nimero-intervalo [x] = [-5;—1] e da envoltériaintervalar
x O [-5;-1], x O O, ambos avaliados na fungdo f([x]) = [x]+[1;5].
Outputs gerados pelo Maple (aeb) e pelo VTK (c). Os pontos de vista das imagens (a) e (¢) sdo diferentes.
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Entdo, conforme apresentado na Figura 7.3, 0 exemplo demonstra que em geral ndo sera
verdadeira a afirmacéo de que a projegdo das solugdes proprias sobre a reta identidade gere a
envoltoria das solucdes reais da equacdo equivalente. Uma das razdes deste fato é que as
operacOes definidas usualmente em aritmética intervalar — isto €, sobre nimeros-intervalo —
consideram cada intervalo como uma fonte de imprecisdo independente, diferentemente da
situacdo da operacéo com numeros reais.

I'R 3
5]
11
3 2 1 1 2 3
-
oY
-

FIGURA 7.3 — Vista superior das solugdes proprias da equacgo [1;2] * [x]* = [2;4],
[XP], =[V/2;-/2] e [x"], =[/2;+/2] (retangulos)
e daenvoltériaintervalar das soluces reais da equacdo [1;2] * x* = [2:4],
x O [-2;-1] O [1;2] (linhas em negrito).

No entanto, mesmo ndo sendo verdadeira a identificagdo entre a projecéo das solucdes
proprias e a determinacdo das envoltorias intervalares, é valido o seguinte resultado:

Teorema 7.1 (Associacdo entre Solucdo Propria e Envoltéria Intervalar de Solucoes
Reais): Sgam f([x]) = [y] uma equacdo intervalar e f(x)=[y] sua equacdo equivaente de
variavel rea. Sgam [x]010 a solucdo propria de f([x]) = [y] e [x°]CO10 a envoltéria
intervalar das solucdes reais de f(x) =[y]. Entéo
Ox, x O[xP] = xO[x°],
ou sgja,
[xP]1O[x°].

Prova do Teorema 7.1: Nas condi¢des enunciadas tem-se, pelo Teorema 6.1, que
Ox O[xP],x00 = f(x) O[y] = OyO[y],f(x) =y = x0[x°]. Logo, [x"] O[x°].
Logo, évalidoo Teorema7.1. &

A compreensdo dessas idéias permeia o desenvolvimento do algoritmo apresentado na secéo
seguinte, através do qual os resultados obtidos para nimeros-intervalo sdo utilizados para a
determinacdo da envoltoriaintervalar de solugdes para equactes polinomiais com coeficientes
intervalares e argumento real.
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7.2 Deter minacao das Envoltorias das Solugdes Reais de Equacgtes
Polinomiais de Coeficientes Intervalarese Variavel Real

Nesta secdo serdo apresentados resultados relevantes para a construgéo do agoritmo que
permite a determinacdo das envoltorias intervalares das solugBes reais de equacBes
polinomiais de coeficientes intervalares e variavel real. O conjunto de teoremas apresentado
tem por objetivo a identificagdo da forma e da origem dos valores limitantes das referidas
envoltorias. O primeiro resultado apresentado auxilia na identificacdo de uma caracteristica
morfol 6gica rel evante para fungdes polinomiais de coeficientes intervalares e argumento real:

Teorema 7.2 (Avaliagdo do Diametro da Imagem de um PolinGmio Intervalar de
Variavel Real): Sgja p um polindmio de coeficientes intervalares e argumento real definido

por p(x) = Zn:[ai]* x' . Ento:

« [0,0<isn w(a])>0=0x00", w(p(x))>0;
« w([a,])>0 - Ox OO, w(p(x)) >0.

Prova do Teorema 7.2 A prova apresentada no Anexo 1.17 é direta e essenciamente
explora o Corolério 4.3 e as propriedades classicamente conhecidas do didmetro intervalar. B

O Teorema 7.2 demonstra essencialmente que é ndo € possivel a existéncia de uma funcéo
polinomial intervalar de argumento real e com pelo menos um coeficiente ndo degenerado tal
gue sua avaliagdo sobre um rea ndo nulo resulte em um intervalo degenerado. Ou sgja,
coerentemente com a discussdo apresentada na Secdo 3.3, este teorema da garantias de que
uma equagdo polinomial intervalar somente podera resultar um intervalo degenerado se o
argumento for igual a zero e o termo independente for um nimero-intervalo degenerado. Cabe
a observacdo de que uma parte deste teorema foi coincidentemente encontrada no artigo néo
publicado de Oliveira e Claudio [OLI 99], integrantes do Grupo de Matematica da
Computagdo da PUCRS.

Nesse mesmo artigo € encontrado o seguinte resultado, que, por ser da autoria de Oliveira e
Claudio [OLI 99], é referido como Proposicéo 7.1. Ele é apresentado com o objetivo de
facilitar a compreensdo das provas dos demais resultados apresentados no decorrer deste
capitulo. A notacéo foi aterada de sua versdo origina para manter a coeréncia com a ja
apresentada ao longo do texto.

Proposicdo 7.1: Sga p um polindmio de coeficientes intervalares e argumento real definido

por p(x) =>[a]* X" . Ent&o os polindmios limitantes de p s&o definidos por
i=0

Pu. (X) =D a * X'

Ox =0, =0 _

p.(¥)=>a *x
i=0
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3= |
Pyu- (X) = zaz*i * x4 Zaz*iﬂ* NG
[Ix <0, [;T =

2]
pL—(X):z%*XZI + a2*i+1*xz*l+l
i=0 i=0

S —

Prova: Ver [OLI 99]. B
Com base nos resultados acima apresenta-se a Defini¢éo 7.2:

Definicéo 7.2 (Polindbmios Limitantes de um Polinbmio Intervalar de Varidvel Real): Sga
p um polindmio intervaar de variavel real. Entéo:

o N ] p.-(X), x<O

e o polindmio limitante inferior de p, denotado por p, é p(x) =
- - pL+(X)! XZO
o : o Py-(x), x<0

* 0 polindmio limitante superior de p, denotado por p, € p(X) =
pU+(X)1 XZO

A partir da Definicdo 7.2 pode-se enunciar um resultado particular e decorrente do Teorema
1.2

Corolario 7.1 (Inexisténcia de Troca de Comportamento dos Limitantes de uma Funcéo
Intervalar de Argumento Real para Valores Ndo Nulos): Sga p um polindmio de

coeficientes intervalares e argumento real definido por p(x):Z[ai]*xi e tal que
i=0

0,0<isn, w(a])>0. Sejan p e p os polindbmios limitantes de p(x), na forma da
Definicdo 7.2. Entdo Ox 0 0", p(x) # p(x).

Prova: Pelo Teorema 7.2, Ox O O, w(p(x)) >0 = p(x) —p(x)>0 = p(x)#p(x). |

O Corol&rio 7.1 garante que ndo h& interseccdo entre as limitantes superior e inferior da
imagem que representa a funcéo intervalar para argumentos de mesmo sinal, o que implica
que, nessas condi¢cdes, uma mesma funcdo real ndo poderd ser simultaneamente limitante
superior e inferior dessa imagem. Esse resultado é relevante no sentido de simplificar a
identificacdo dos pontos de inicio e de término das envoltdrias intervalares para as solucoes
reais. De fato, a partir desse resultado observa-se que séo equagdes de extremos opostos, ou
SCES B
p(x)=b e p(x) =b,

gue permitem identificar a envoltdria que compreende todas as solucdes reais possiveis. Com
efeito, nessas condi¢des o seguinte par de teoremas € apresentado:

Teorema 7.3 (Imagem de Extremos de Envoltoérias Intervalares): Sgamxo 0 O, cO00 ef
funcéo intervalar localmente mono6tona ndo constante na vizinhanga de xo. Entdo, se xo 0 [0 é
extremo da envoltoriaintervalar da equacéo f(x) = ¢, entdo

Oa b0O0O,a<c<b, f(xg) =[c;b] Of(xo) =[&aC].
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Prova do Teorema 7.3: A prova apresentada para esse teorema explora a contradi¢éo gerada
pela existéncia de um extremo para uma envoltéria intervalar e que ndo possua imagem
extrema na avaliagéo da funcgéo intervalar associada, conforme enunciado. Os detal hes podem
ser encontradosno Anexo 1.18. |

Teorema 7.4 (Identificacdo dos Extremos Limitantes de uma Envoltoria Intervalar):
Sga p um polinbmio de coeficientes intervalares e argumento real definido por

p(x) = Z[ai ]*x' . Sga[b] O I0. Entdo os extremos das envoltdrias intervalares do conjunto
i=0
de solugdes reais da equagdo p(x) = [b]:

* 530 dados pela solucéo das equacdes reais p(x) = b ep(x)=b;ou
e sdoinfinitos.

Prova do Teorema 7.4: A prova desse teorema € realizada explorando o resultado do
Teorema 7.3 para demonstrar a existéncia de uma contradi¢éo caso as condigdes enunciadas
segjam cumpridas e as conclusdes, ndo. A descricdo dos detalhes pode ser encontrada no
Anexo1.19. m

Esse resultado pode ser melhor evidenciado através do Exemplo 7.3, no qual se observa que a
maior envoltoria é determinada justamente pela solucéo de igualdades como as apresentadas
no Teorema 7.4. Os teoremas 7.3 e 7.4 também ser&o Uteis na validacdo dos resultados dos
exempl os apresentados nas secdes seguintes.

Exemplo 7.3: A equacdo [1;1] * x + [-7;—2] = [1;4] apresenta, como envoltdria intervalar de
suas solugdes reais,
[x°] =[3;11].

Alternativamente este resultado pode ser referido como
x O[3;11],
para enfatizar o caréter real do tipo de dado davariavel.

Esse resultado € coerente com o apresentado como solugdo 6tima por Korzenowski [KOR 94,
p.28]. Adicionalmente, observe-se que, conforme o Teorema 7.4,

_[po(x)=x-7, x<0
E(X)_{pL+(x):x—7, x=0

e
_ p,.(X)=x-2, x<0
pOx) =9 77T
Pu.(X)=x-2, x=20
e que
X =3 ésolugdo daequagdo x —2 =1, ou sgja, de p(x) =b,
e

x =11 é solucao daequagdo x — 7 = 4, ou sgja, de p(x) =b.
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A Figura 7.4 ilustra a equacdo, sendo os extremos da envoltéria intervalar obtidos pelo menor
e pelo maior valor das intersecOes da funcdo faixa com as linhas horizontais que representam
o0 membro [1;4].

104

[f)]
-"-1 e e e Y —— — — —— —— = ———

-5

FIGURA 7.4 — Representacédo gréfica daequacdo [1;1] * x + [-7;-2] =[1;4].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugesreais, x [ [3;11].

Em particular, a caraterizagcdo qudlitativa das limitantes das envoltérias intervalares do
conjunto de solucdes reais de uma equacdo polinomia intervalar de variavel real pode ser
complementada pel os resultados dos lemas 7.1 e 7.2, a seguir. Esses resultados, apesar de um
pouco complexos a primeira vista, tornam-se elementares se considerada a utilizacdo de uma
ferramenta gréfica de andlise como apoio. Eles serdo Uteis para a composi¢do do Teorema 7.5,
apresentado mais adiante.

Lema 7.1: Sga p(x) = [b] uma equacdo polinomia intervalar de variavel rea na qual

n .
p(x) = z [a,]* X' eque possuaenvoltoriaintervalar ndo vazia. Sejax > 0. Nessas condigoes,
i=0
a caracterizacao da presenca de +co como extremo de envoltériaintervalar € dada conforme os
casos abaixo:

 [a,] O10[a,] 01V = omaior extremo daenvoltériaintervalar € finito;
« [a,]ONO[a,] OBIIO[a,] Ol = omaior extremo da envoltoriaintervalar é +oo;

* [a,] UBI = Nesse caso:
¢ 0UOk>0,0j>k,([a;] DOO[a] OBI')O([a] UDOO[a,] UBI')= Nesse caso:
* [a,] O = omaior extremo daenvoltoriaintervalar €finito;
» ] O0N0O[a] OBINO[a] Odn o] dslllOla] OV = o maor
extremo da envoltoriaintervalar € +oo;
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¢ 0j>0,[a;] DO0O[a;] OBl = Nesse caso:
" s b = 0 maior extremo da envoltériaintervalar é +oo;

= a,> b = aequagdo ndo possui maior extremo para a envoltériaintervalar;

* [a,] UBIll = Nesse caso:
¢ Ok>0,0j>k ([aj]JO0O0C0O[a] OBIN)O([a] ODOO[a] OBII) = Nesse
caso:
= [a]0I10[a] OBl Ofa] 0Nl O[a,] OBl Ofa,] Ol = o maior extremo

daenvoltoriaintervaar € +o;
* [a,] OV = omaior extremo daenvoltoriaintervalar éfinito;

+ 0j>0,[a;] OO0O[a;] OBl = Nesse caso:
= a,>b = omaior extremo daenvoltériaintervalar é +o;
" g <b = aequagdo ndo possui maior extremo para a envoltériaintervalar.

Prova: A prova do Lema 7.1 é realizada pela andlise exaustiva dos casos acima descritos,
explorando a Defini¢do 7.2. O detalhamento pode ser encontrado no Anexo 1.20. &

Lema 7.2: Sga p(x) = [b] uma equagcdo polinomial intervalar de variavel real na qua

p(x) = Z[ai ]* x' eque possuaenvoltériaintervalar ndo vazia. Sgjax < 0. Nessas condicdes,
i=0

a caracterizagado da presenca de —o como extremo de envoltériaintervalar € dada conforme os

casos abaixo:

 [a,] OIO[a,] IV = omenor extremo daenvoltoriaintervalar éfinito;
« [a,]ONO[a,] OBIIO[a,] Ol = omenor extremo daenvoltoriaintervalar & —o;

* ([a,] OBl Onéimpar) O([a,] OBl Onépar) = Nesse caso:
jéimpar - [a,]0BI

i & per _[a]OBIII ) O[a,] O O = Nesse caso:

o DOk>0,0j>k ([a] DOD{

» kéimpar O[a,] UBI = Nesse caso:
A [a,] Ul = omenor extremo daenvoltoriaintervaar € finito;
A [a]CON0O[@]OBIDO[] OHOla] OBIO[a] OV = o menor

extremo da envoltériaintervalar € —o;
» képa O[a,] OBIlI = Nesse caso:

A Ja] O10[] OBIO[a] ONO[a] 0OBIIO[a] Ol = o menor

extremo da envoltoriaintervalar € —o;
A [a,] OIV = o menor extremo da envoltériaintervalar éfinito;

jéimpar - [a,]OBI

jépar  [ajOBI ) T NeSecaD

+ 0j>0,([a] DOD{

= a,>bh = omenor extremo daenvoltdriaintervalar é —o;
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. g <b = aeguacdo ndo possui extremo negativo paraaenvoltoriaintervalar;

* ([a,] OBl Onépar)([a,] OBII Oneéimpar) = Nesse caso:
jéimpar - [a,]OBIII

j & per _ [a]OBI ) O[a,] 00O = Nesse caso:

+ Ok>0,0j>k ([a] DOD{

» keéimpar O[a,] UBIII = Nesse caso:
A Ja] O10[] OBIO[a] ONO[a] 0OBIIO[a] Ol = o menor
extremo da envoltoriaintervalar € —o;
A Ta,] 01V = omenor extremo daenvoltériaintervalar € finito;

» képar Ula,] UBI = Nesse caso:
A [a,] Ul = omenor extremo daenvoltoriaintervaar € finito;
A [a]CON0O[@]OBIDO[E] OHOla] OBIO[aE] OV = o menor

extremo da envoltériaintervalar € —o;

jéimpar - [a.]0BIII
. Dj>0,([aj]DOD{J., b (2]

N X
] épar - [,]0BI ) = Nesse cas

< b = o menor extremo da envoltériaintervalar &€ —»;

a0
= a,> b= a equacao ndo possui extremo negativo para a envoltoriaintervalar.

Prova: A prova do Lema 7.2 também explora exaustivamente os casos enunciados a luz da
Definicdo 7.2. O detalhamento encontra-se no Anexo 1.21. B

Com base na informagdo qualitativa trazida pelos lemas 7.1 e 7.2, o Teorema 7.5 é
apresentado:

Teorema 7.5 (Caracterizacdo dos Extremos da Envoltdria das Solugdes Reais de uma
Equacédo Polinomial Intervalar de Argumento Real): Seja a equacdo polinomial intervalar

de varidvel rea definida por p(x) = [b], onde p(x) :Z[ai]* x', tal que exista envoltdria
i=0

intervalar ndo vazia para suas solucdes reais. Sejam as condicoes

Co(k): Ok >0, 0] >k Qopieimear —laoBIl
2(K): 05>k, (] jépa - [a]OBI ) O[a,]

Cs(k): Ok>0,0j >k, ([a,] 000[a] OBI)O[a] D00[a,] OBI
Ca(K): Ok>0,0j >k, ([a,] 00 0[] OBII)O[a] 000[a] OBl

Ent&o a caracterizacdo dos extremos da envoltériaintervalar € dada conforme o Quadro 7.1:



145

M enor extremo inferior

Maior extremo superior

[a] O Real Redl
[a] OBl |Nimpar = Ci(k) =
+ Gk = « [aJ Ol = Red;
s kéimpar O[a] OBl = e [aJOS SO{Il,BILHILBIILIV} = +x;
* [a]0l = Red; = Cy(k) =
= [adOS SO{ILBILILBILIV}Y = [+ g <b = +o;
¢ képar O[3 OBIN = . a b = ndo ha extremo positivo;
= [aJO0S SO{I,BIIlIBI,II} = —wo; a,>b P ’
* [a] 01V = Red;
e Gk =
¢ a,2b =
* a, <b = néo ha extremo negativo;
npar =
e Gk=
¢ kéimpar O[a] OBl =
» [a]OS SO{1,BIIlIBIIII} = —o;
» [a] 01V = Red;
¢ képarOfa] OBl =
» [a] O1= Red;
» [a]OS SO{1l,BI1IILBIIIV} = —o;
e Gk =
* a,<b=>-%;
¢ a,> b = néo ha extremo negativo;
[an] O 11 —0 +00
[a] OBIl |- +00
[a] Ol |- +00
[a] OBl | nimpar = Cyk) =
. CyK) = e [aJOS SO{1,BIIlIBI,II} = +o;
s kéimpar O[ad OBII = « [a]OIV = Red;
= [alOS SO{I,BIIlIBI,II} = —o; - CiK) =
* [a] 01V = Redl; *  a,2b = +o;
¢ KképaD[aJOBI= * a_<b = ndo haextremo positivo;
* [a]0!= Red; 0 =
= [a]OS SO{1,BIl,II,BII IV} = —o;
e Gk =
¢ a,<b =%
* a,>b = ndo haextremo negativo;
npar =
. Gk >
¢ kéimpar O[a] OBl =
» [a] O1= Red;
= [a]OS SO{1,BIl,II,BII IV} = —;
s képaO[a]OBII =
= [a]OS SO{I,BIIlIBII,II} = —o;
= [a]dIV = Red;
e aCKk =
¢ a,2b =
* a, <b = n&o ha extremo negativo;
[a] OIV |Red Redl

QUADRO 7.1 — Caracterizagao dos extremos da envoltériaintervalar de uma equagéo
polinomial intervalar de variavel real conforme as caracteristicas de seus coeficientes.
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Prova do Teorema 7.5: Eimediatadoslemas7.1e7.2. &

Os teoremas apresentados até este momento sdo fundamentais para a construcéo do algoritmo
para determinacdo de envoltérias intervalares que serd apresentado na secdo seguinte. Para
ilustrar aimportancia dos resultados por € e trazidos, o seguinte exemplo é apresentado:

Exemplo 7.4: Conforme o Teorema 7.5, a equagdo [—11]* x* +[11]* x +[11] =[13] devera
apresentar uma envoltoéria intervalar com extremos infinitos. De fato, a envoltdria encontrada
para suas solucdes reais é

X O (—o0;—1] [0 [0;+00).
Este resultado é ilustrado naFigura 7.5.

5

FIGURA 7.5 — Representacdo gréfica da equacdo [-1;1] * x* +[1;1] * x + [1:1] = [1;3].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugfes reais, x 0 (—eo;=1] [ [0;+0).

Em particular, conforme a Definicéo 7.2, observe-se que
(X)=-x*+x+1 x<0
E(X): pL ( )_ ,
P.(X)=—x"+x+1 x=0

_ (X)=x?+x+1 x<0
p(x): pU ( )_ ,
pU+(X)_X +X+l, XZO
e, conforme o Teorema 7.4,
= -1 é solugdo da equacéo p(x) =b,

x =0 é solugdo da equacdo p(x) =b.

Finamente, conforme o Teorema 7.5,
Ox<-1,pxX)n [1;3]20 O0Ox=0, p(x) n [1;3] # .
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7.3 Algoritmo 3: Determinacéo das Envoltérias I ntervalar es de Solucdes de
Equactes Polinomiais de Coeficientes Intervalares e Variavel Real

O algoritmo apresentado a seguir utiliza a informac&o dos teoremas apresentados nas secoes
anteriores para determinar as envoltorias intervalares das solucdes de equacdes polinomiais de
variavel real. Ele sera denominado Algoritmo 3 no decorrer deste texto. O problema
solucionado pelo Algoritmo 3 pode ser enunciado da seguinte forma:

“Dada a equagéo
D la]*x' =[b]
i=0

onden ON* 0O ON,i<n, [a]00,[blOIO,x0O0, desgase encontrar as envoltorias
intervalares de suas solugbesreais [x{]1010, 1<j <k, k O N, seexistir alguma’.

E o agoritmo proposto pode ser descrito naforma que segue:

Inputs:

[a, 1010, Oi O N, i < n, os coeficientes do polindmio que compde 0 membro esquerdo da
equacao;

[b] O 100, o membro direito da equacéo.

Outputs:
{[xj*]DID}, 1<j<k, kON, alista de envoltorias intervalares para as solucdes reais da

equacao.

Descrigéo:

1 Inicio;

2. Para cada hipotese associada ao sinal dex [0 [ (isto é, x <0,x =0ex > 0) fagca:

2.1, A partir do Corolério 4.3, determine a regido e a expressdo analitica para cada
produto [a,]* x' 1<i<n;

2.2. Gere as expressbes analiticas dos polindmios limitantes do polinbmio que

representa 0 membro esquerdo da equagdo, ou sgja,
[P(x); P(X)],
para p(x) =Y [a,]* x' ;
i=0
2.3. Para cada equacéo real denlre
p(x)=b e p(x)=b

faca
2.3.1. Resolva a equacéo;
2.3.2. Descarte as solugdes que ndo corresponderem aregido de sinal de x;
2.3.3. Descarte as solugdes complexas,
2.34. Ordene as solucdes reais restantes de forma crescente;
2.35. Agrupe as solugdes encontradas para p(x) = b nalista ordenada Li;
2.3.6. Agrupe as solugOes encontradas para p(x) = b nalista ordenada Lsup;
24, Fim-Para;

3. Fim-Para;
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4. Gere as envoltorias para as solucdes reais, considerando a caracterizacdo fornecida pelo
Teorema 7.5 e observando que uma envoltéria:
. inicia com amenor solugéo ndo utilizada de Lin ou de Lg,p, Ou com —oo;
. termina com amenor solugéo seguinte de Ly ou de Lg,p, Ou com +eo;
5. Apresente as solugoes,
6. Fim.

A proxima secdo apresenta uma breve discussdo sobre a complexidade do Algoritmo 3. Em
seguida, exemplos de aplicacéo desse algoritmo serdo apresentados e discutidos.

7.4 Analise da Complexidade do Algoritmo 3

O Algoritmo 3 é bastante simples. O lago iniciado na etapa 2 determina a separacdo das
solugdes segundo o sinal da variavel rea x, de modo a tirar proveito do Corolario 4.3. Por
esse motivo justifica-se a etapa 2.3.2, pelaqual eventuais solugdes que ndo pertencam aregido
de sinal considerada séo sumariamente descartadas. O laco iniciado na etapa 2.3 implica a
solucdo efetiva de 4 equagOes polinomiais reais (2 para cada sina de x), e mais 2 equagoes
triviais parao caso dex = 0.

As seguintes definicdes sdo adicionadas:

Definicdo 7.3: Para efeitos de andlise do Algoritmo 3, a complexidade associada a resolucéo
de uma equagdo polinomial real de ordem n seré denotada por s(n).

Definicéo 7.4: Para efeitos de anadlise do Algoritmo 3, assume-se que o custo de ordenagdo de
uma lista de solugdes reais seja dado por r(n).

Com base nas observactes apresentadas acima, pode-se enunciar o Teorema 7.6:

Teorema 7.6 (Complexidade de Pior Caso do Algoritmo 3): A complexidade do Algoritmo
3, associada a determinacdo das envoltdrias intervalares das solugdes de uma equagdo
polinomial intervalar de variavel real de grau n €, no pior caso, dada por

C, (n) ~O(4* () +2*r(n)).

Prova do Teorema 7.6: A prova apresentada para esse teorema € redlizada pela andlise das
complexidades individuais das etapas do Algoritmo 3. O detalhamento pode ser encontrado
no Anexo 1.22. ®

7.5 Exemplos de Envoltorias I ntervalares Obtidas com o Algoritmo 3

Nesta secdo sdo apresentados diversos exemplos, objetivando evidenciar a validade do
algoritmo proposto. Grande parte dos exemplos € retirada da literatura [KOR 94, MOO 66] e
a restante € introduzida a titulo de complementagéo. Exemplos muito similares encontrados
nas referéncias consultadas foram omitidos, de modo a privilegiar aspectos qualitativamente
diferentes. equagbes polinomiais de diferentes graus, caracteristicas das envoltérias
intervalares ou comportamentos dos polindmios limitantes na equagdo. Quando pertinente os
resultados encontrados séo confrontados com os publicados nas referéncias ou consideracoes
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s80 apresentadas. Inicialmente, um exemplo comentado da operacdo do algoritmo é descrito
de modo a auxiliar na compreensao de sua execugao.

Exemplo 7.5: Para a equacdo [L3]* x* +[5;6]* x =[0;0] a envoltdria intervalar encontrada
pelo algoritmo proposto € dada por
D[—6;—g} 0[o;0].

A obtencdo dessa solucdo sera detalhada no paragrafo a seguir.

Como o lado direito da equagdo € um numero real, somente 5 equacfes necessitardo ser
resolvidas. duas parao caso de x < 0, umaparao caso dex =0 eduas parao caso dex > 0. As
etapas seguidas em cada caso sdo apresentadas nas colunas do Quadro 7.2:

Sinal de x x<0 x=0 x>0
Extremo p(x)=b px)=b | Unico | Pp(x)=b p(x)=b
Equacdo |1*x*+6*x=0|3*x*+5*x=0| 0=0 |1*x*+5*x=0|3*x*+6*x=0
Solugdes X=00x=-6 X:ODx:—g xOO | x=00x=-5 | x=00x=-2
12 22 18 2 18 18 22 18 22
Ordenacéo 5
X = x=0 x:—§ x=0| x=0 |x=-5| x=0|x=-2]| x=0
o 5
Validagdo | x= - x:—5 — x=0 — — - —
5 . 1z ~
Resultado X D{— 6;—5} x O [0;0] N&o ha solugédo

QUADRO 7.2 — Etapas do algoritmo de determinacdo de envoltdrias intervalares para solucfes reais.

Ainda, o Teorema 7.5 garante que os extremos limitantes da envoltéria obtida deveréo ser
reais, 0 que confirma que as solugdes podem ser expressas por

_2lro
-6-S o0

Conforme dito anteriormente, essa envoltdria ndo € um namero-intervalo — nem a unido de
numeros-intervalo — visto que avariavel x € um nimero estritamente real e assume apenas um

dos valores dentre os delimitados pelos extremos —6, —g, 0 e 0, e ndo todos os valores

simultaneamente. Da forma apresentada, ndo ha garantias de que o valor assumido sga uma
solucdo verdadeira em uma situagdo particular de avaliag&o real; apenas ha garantias de que o
valor real assumido por X sga solucdo para alguma combinacdo de valores reais dos
coeficientes. De toda forma, aandlise da Figura 7.5 permite verificar a validade dos resultados
e dos argumentos ora apresentados.
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FIGURA 7.6 — Representago gréfica da equacdo [1;3] * x* + [5;6] * x = [0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugdes reais, x 0 [-6;-5/3] O [0;0].

Como validacZo adicional, observe-se que, sendo p(x) =[L3]* x* +[5;6] * X,
p(-6) =[13]* (-6)* +[5,6] * (-6) =[0;78] ,

P N - N -}
p(-2) =113 () +[56]* (-2) =[]

p(0) =[L3]* (0)* +[5:6]* (0) =[0;0],
conforme indicado pelo Teorema 7.3.

Exemplo 7.6: A equacdo [4;-1] * x +[2;7] = [-6;9] tem como envoltdriaintervalar
x O [-7;13],
gue é o mesmo resultado apresentado por Korzenowski [KOR 94, p.57].

A Figura 7.7 ilustra esse resultado, cabendo observar que, conforme o Teorema 7.5, 0s
extremos da envoltéria sdo finitos e, conforme indica 0 Teorema 7.3 e a notagdo previamente
definida,
P _(X)=—-x+2, x<0
pro={P 00"
p.(X)=-4*x+2, x=20

_ Py-(X)=-4*x+7, x<O0
p(x) = _
Py (X) ==X +7, x=0

X =—7 ésolucdo daequacdo —x + 2 =9, ou sgja, p(x) =b,
x =13 é solucéo daequagdo —x + 7 =-6, ou sgja, p(x) =b.
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FIGURA 7.7 — Representaco gréfica da equagdo [4;—1] * x + [2;7] = [-6;9].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfesreais, x 0 [-7;13].

Exemplo 7.7: A equagdo [12]* x* +[3;5]* x +[0;1] =[0;0] possui, como envoltdria intervalar
para suas soluces reais,

x O [-5; -1] O [-0.5;0],
conforme mostraa Figura 7.8.

£ § -1 05 1

=

FIGURA 7. 8 — Representaco gréfica da equacdo [1;2] * x? + [3;5] * x + [0;1] =[0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugbes reais, x 0 [-5; —1] O [-0.5;0].

Esse resultado é coerente com o indicado pelo Teorema 7.5 e coincide com o apresentado por
Korzenowski [KOR 94, p.64] através de uma modificacdo na formula de Bhaskaraintervalar.
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Exemplo 7.8: Similarmente ao exemplo anterior, a aplicacéo do Algoritmo 3 sobre a equagéo
[3,7]* x* +[812]* x +[-7,—2] =[0;0] resultanaenvoltdriaintervalar

x [0 [-4.516611478;—1.353889368] [J [0.1530096869;0.694254177],
conforme ilustra a Figura 7.9. Note-se que a presenca de um intervalo da regido | como
coeficiente de maior grau do membro esquerdo indica a finitude dos extremos da envoltéria,
coerentemente com o resultado encontrado.

Os interval os componentes dessa envoltéria sGo considerados solucdes intervalares 6timas por
Korzenowski [KOR 94, p. 65]. Para registro, essa autoraindica que a aplicacéo da formula de
Bhaskara intervalar resulta nas solugbes

[x,] =[-5.0822;-1.2415] e [x,] =[0.1314;0.8055],
solugdes intervalares néo 6timas.

F 451661 -1.35389 0B94254 2
[

il

FIGURA 7.9 — Representago gréfica da equacdo [3;7] * x* + [8;12] * x + [-7;-2] = [0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solucdes reais,
x [0 [-4.516611478;-1.353889368] [J [0.1530096869;0.694254177].

Exemplo 7.9: Para a equacdo [12]* x* +[-9,—6]* x +[1,3] =[0;0] o Algoritmo 3 apresenta
como envoltériaintervalar
x [1[0.112517806:0.6339745960] [ [2.366025404;8.887482194].

Da mesma forma que no caso anterior, o resultado é coerente com as indicagdes dos teoremas
7.3, 74 e 7.5. Ainda, esse resultado € similar a solucéo intervalar 6tima apresentada por
Korzenowski [KOR 94, p. 71]. A Figura 7.10 representa graficamente esse resultado.
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FIGURA 7.10 — Representac&o gréfica da equagdo [1;2] * x? + [-9;—6] * x + [1;3] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x 0 [0.112517806;0.6339745960] [ [2.366025404;8.887482194].

Exemplo 7.10: A envoltériaintervalar da equagdo [-3,—1]* x* +[-12,-9]* x +[—6;-5] =[0;0]
€ dada por

x 0 [-11.56776436;—-2.] O [-1.,-0.432235637],
identicamente a solugdo intervalar Gtima sugerida por Korzenowski [KOR 94, p. 72]. Esse
resultado é apresentado na Figura 7.11.

15 11 5678 ) 2 -1 |0

--15

FIGURA 7.11 — Representag&o gréfica da equagdo [-3;—1] * X + [-12;-9] * x + [-6;-5] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x 0 [-11.56776436;-2.] O [-1.,-0.432235637].
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Exemplo 7.11: Para a equacdo [11]* x*+[-9,—8]* x +[—4;-2] =[0;0], a aplicacdo do
algoritmo resulta na envoltériainterval ar
x [0 [-0.472135956;-0.216990566] [ [8.242640686;9.424428901].
Ja a solucdo apresentada por Korzenowski [KOR 94, p. 75] indica como solugbes os
intervalos  [x,] =[8.24264;9.42442] e [x,]=[-0.48528,-0.212214]. Comparados o0s
resultados, verifica-se que a solugdo denominada [x,] € similar a determinada pelo Algoritmo
3, enquanto que a solucéo denominada [x,] diverge daquela. No entanto, conforme a notagéo
previamente definida no Teorema 7.3,
p( — 0.472135956) =[11]* (— 0.472135956) > +[ — 9; — 8]* (- 0.472135956) +[ — 4, - 2] =
=[0.000000009;2.472135965],
cujo extremo inferior € virtuamente zero, a despeito dos erros de truncamento e
arredondamento da representacéo em precisdo finita daresposta final, enquanto que
p( — 0.48528) =[1;1]* (- 0.48528)° +[ — 9;—8]* (- 0.48528) +[ — 4,-2] =
=[0117736678;2.603016678],
gue é um intervalo que sequer contém zero. Logo, o valor —0.472135956 deve aproximar um
extremo da envoltéria intervalar dessa equacdo. Através de um raciocinio similar pode-se
verificar a adequagéo do extremo superior —0.216990566, conforme sugerido pelo Algoritmo
3. Logo, a envoltoria intervalar mais adequada € a dada pelo algoritmo proposto neste
trabal ho,
x [ [-0.472135956;-0.216990566] [ [8.242640686;9.424428901],
como pode ser visto naFigura 7.12.
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FIGURA 7.12 — Representacdo gréfica da equagdo [1;1] * x? + [-9;—8] * x + [-4;—2] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x 0 [-0.472135956;-0.216990566] [ [8.242640686;9.424428901].

Exemplo 7.12: A envoltoria intervalar sugerida pelo agoritmo proposto para a equacéo
[-3,—1]* x* +[4;6]* x +[4,9] =[0;0] € dada por
x [0 [-1.605551275;-0.527525232] [ [2.;7.242640686],
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conforme apresenta a Figura 7.13. Novamente esse resultado coincide com a solugdo
intervalar 6tima sugerida por Korzenowski [KOR 94, p. 78].

207

3 -160585 - 2 724064 O
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FIGURA 7.13 — Representacéo gréfica da equagio [-3;—1] * x* +[4;6] * x +[4;9] = [0;0].
A regido em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solugBes reais,
x 0 [-1.605551275;-0.527525232] [ [2.;7.242640686).

Exemplo 7.13: Para a equagdo [17]* x* +[0.51]* x +[-3,9] =[0;0] o Algoritmo 3 obtém a
envoltoriaintervalar

x 0 [-2.302775638;1.5],
como ilustraaFigura7.14.

- 23027 U

A

FIGURA 7.14 — Representacéo gréfica da equacdo [1;7] * x* + [0.5;1] * x + [-3;9] =[0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugdesreais, x [ [-2.302775638;1.5].
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Esse exemplo € apresentado por Korzenowski [KOR 94, p.82] como uma situacdo de
ineficacia do procedimento proposto naguele trabalho. Quanto a solugdo apresentada pelo
Algoritmo 3, tem-se que

p( — 2.302775638) =[1,7]* (- 2.302775638)° +[051]* ( - 2.302775638) +[ — 3,9] =

=[0.000000001,44.96804165]

p(5) =[L7]*(15)* +[051*(15) +[ - 39] =[0;26.25],
garantindo a corregdo das estimacdes, segundo o Teorema 7.3.

Exemplo 7.14: Para a equacdo [-1—0.5]* x* +[4;7]* x +[-2,5] =[0;0] a envoltoria intervalar
obtida pelo Algoritmo 3 é dada por

x [ [-1.099019514;0.585786438] [1 [3.414213562;14.68114575],
que é similar ao resultado 6timo apresentado por Korzenowski [KOR 94, p. 86].

304
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FIGURA 7.15 — Representac&o gréafica da equacdo [-1;-0.5] * x* + [4;7] * x + [-2:5] = [0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugdes reais,
x 0 [-1.099019514;0.585786438] [ [3.414213562;14.68114575].

Exemplo 7.15: Para a equagdo [11]* x* +[3;4]* x +[0.51] =[0;0], Korzenowski [KOR 94, p.
100] indica como solucdo Gtima o intervalo [-0.381966;-0.1771243], obtido através do
Método de Newton Intervalar. Por outro lado, a aplicagdo do Algoritmo 3 resulta na
envoltériaintervalar

x [0 [-3.870828693;—2.618033989] [ [-0.381966011;-0.1291713066] .
Ora, o extremo inferior do segundo intervalo componente da envoltéria coincide com o
apresentado por Korzenowski, mas o extremo superior desse mesmo intervalo ndo coincide
com o obtido pelo algoritmo proposto. Uma anélise mais acurada, sob a 6tica do Teorema 7.3,
revelaque

p(—01771243) =[11]* (- 01771243)? +[34]* (- 01771243) +[051] =

=[ - 01771241823;0.500000118].

Entdo deve existir algum valor superior a —0.1771241823 que sgja extremo da envoltoria
intervalar. Com efeito, se analisado o valor sugerido pelo Algoritmo 3, tem-se
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p( — 01291713066) =[L1]* ( - 01291713066)> +[3:4]* (- 01291713066) + [05;] =
=[0.0000000001;0.6291713062].

Em face a estas observacoes, a envoltéria intervalar mais adequada é dada pelo resultado
apresentado pelo Algoritmo 3, como mostraa Figura 7.16.

5 -3.67083 -2.51'}?03 L

L4

FIGURA 7.16 — Representacgo grafica da equacdo [1;1] * x? + [3;4] * x +[0.5:1] = [0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solucdes reais,
x 0 [-3.870828693;—2.618033989] I [-0.381966011;—0.1291713066].

Exemplo 7.16: A equagdo de segundo grau [-1,0]* x2 +[0;1]* x =[0;0] explora outra
combinacdo de condi¢cdes do Teorema 7.5, 0 qual indica a presenca de extremos infinitos na
envoltériaintervalar. De fato, como mostraa Figura 7.17, aenvoltériaintervalar obtida é

x 0.

104
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FIGURA 7.17 — Representacdo grafica da equacso [-1;0] * x? + [0;1] * x = [0;0].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 .
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Exemplo 7.17: Também a equacdio de segundo grau [0]* x* +[-L0]* x +[0;1] =[23]
explora uma diferente combinagdo de condi¢des do Teorema 7.5, que novamente indica a
presenca de extremos infinitos para a envoltoriaintervalar das solucfes reais,

X [0 (—00;—0.6180339890] [J [1.;+).

—————— =

—
[

3 -0.618034

e

FIGURA 7.18 — Representacdo gréfica da equagdo [0;1] * x? + [-1;0] * x + [0;1] =[2;3].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
X [ (—00;—0.6180339890] [ [1.;+00).

Exemplo 7.18: A envoltdriaintervalar da equacdo [-11]* x* +[11]* x +[11] =[-1,3] é

x U0,
conforme apresentado na Figura 7.19.
5_
______________________ 3_________________________
[f{x)]
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A

FIGURA 7.19 — Representacgo gréfica da equagdo [-1;1] * x* + [1;1] * x + [1;1] = [-1;3].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 .
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Exemplo 7.19: A equacdo [11]* x> +[-4;2] =[0;0] apresenta como envoltoriaintervalar

x O[-2.;2],
conforme mostra a Figura 7.20.
5 -
[f(:c]]
0
5 2 2, 5
5=

FIGURA 7.20 — Representacdo grafica da equacdo [1;1] * x* + [-4;2] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdesreais, x [[-2.;2.].

Exemplo 7.20: A equacdo [11] * x* +[-4;0] =[0;0] apresenta como envoltoriaintervalar

x O[-2.;2],
conforme mostra a Figura 7.21.
5 -
[f(:c]]
0
5 2 2, 5
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FIGURA 7.21 — Representacdo gréfica da equagdo [1;1] * x? + [-4;0] = [0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solugdesreais, x [[-2.;2.].
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Exemplo 7.21: A equacfo [11] * x* +[-4;-1] =[0;0] apresenta como envoltériaintervalar
x O[-2.;-1] O[1.;2],
conforme mostra a Figura 7.22.

[t:)]

R

FIGURA 7.22 — Representacéo gréfica da equacdo [1;1] * x? + [-4;—1] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugbes reais, x O[-2.;-1.] O [1.;2.].

Exemplo 7.22: A equacdo [-1,0]* x® =[0;0] apresenta como envoltoriaintervalar

x U,
conforme mostra a Figura 7.23.
10
[F:c1]
0
10 . 10
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FIGURA 7.23 — Representacdo gréfica da equagdo [-1;0] * x3 = [0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugbes reais, x 0 .
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Este resultado pode ser confirmado pelo Teorema 7.5, observando-se que o grau da equagéo é
impar, o coeficiente do termo de maior grau no membro esquerdo da equacdo pertence a
regido Bl e que os demais coeficientes pertencem aregido O. Nessas condicdes, tem-se que

e paax<Qo,
0i>0 100 jéimpar - [a,]OBIII
120 (13;] jépar  —[a]OBI
a, =0<0=bh,
indicando que o menor extremo da envoltoriaintervalar € —o;

e parax>0,
0j>0,[a;] DOU[a;] TBII

a,=0=0=Dh,
indicando que o maior extremo da envoltoriaintervalar € +oo.

Como x = 0 € a unica solucdo rea explicitamente determinada pelo algoritmo, entdo
confirma-se a solucdo indicada para envoltériaintervalar desta equagéo.

Exemplo 7.23: A equacdo de 3° grau [11]* x® +[-4;,—-2]* x* +[-7,-5]* x +[-2,-1] =[0;0] ¢é
resolvida por Korzenowski [KOR 94, p. 98] através do Méodo de Newton Intervalar,
encontrando o intervalo solucéo [3.507;5.3722]. No entanto, a partir da representacéo grafica
dessa funcdo (Figura 7.24) percebe-se a existéncia de outra regido na composicdo da
envoltoriaintervalar da equacdo. De fato, o Algoritmo 3 revelaaenvoltoriaintervalar

x [0 [-1.723956490;—-0.1497434128] [ [3.507018645;5.372281324].

204

3 172396 350702 537228 7

-35-

FIGURA 7.24 — Representacgo gréficada equacdo [1;1] * x° + [4;—2] * X + [-7:=5] * x + [-2;=1] =[0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solucdes reais,
x 0 [-1.723956490;-0.1497434128] [1 [3.507018645;5.372281324].
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O teste dos extremos da envoltéria pelo Teorema 7.3 demonstra a validade do resultado
obtido. Com efeito,

p(~1.723956490) = [-10.39196495;0],
p(-0.1497434128) = [-1.344333005;0.00000001],
p(3.507018645) = [-32.61239685;0] €
p(5.372281324) = [0.00000003;69.46737594].

Exemplo 7.24: Este exemplo € retirado do livro de Moore [MOO 66]. Dada a equacéo real
[L1]* x® +[-5,-5]* x* +[8;8]* x +[—-4;,—-4] =[0;0] , a aplicac&o do algoritmo proposto resulta na
envoltoriaintervalar

x O[1;1] O[2;2] O [2;2],
ou, simplesmente,

x O[1;1] O[2;2],

conforme ilustra a Figura 7.25. Esse resultado € correto do ponto de vista numérico, visto que
a equacdo acima pode ser reduzida a uma equagao real.

189
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FIGURA 7.25 — Representacgo grafica da equacdo [1;1] * x° + [-5:=5] * x* + [8;8] * x + [4;—4] =[0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugBes reais, x 0 [1;1] 0 [2;2].

Exemplo 7.25: Para a equagdo de 3° grau [-1-1]* x® +[-11]* x> +[L1]* x +[1;1] =[0;0] a
envoltoriaintervaar calculada pelo Algoritmo 3 €

x O[-1.;-1.] O [1.;1.839286755],
conforme pode ser visualizado na Figura 7.26.
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FIGURA 7.26 — Representacéo gréfica da equacdo [-1;-1] * x* + [-1;1] * x* + [1;1] * x + [1;1] =[0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugesreais, x 0 [-1.;—1.] O [1.;1.839286755].

Exemplo 7.26: Modificando-se 0 membro direito da equacdo do exemplo anterior obtém-se

[-21-1]* x® +[-L2)* x® +[L1]* x +[11] =[-11], cujaenvoltdriaintervalar das solucdes reais é
x [0 [-1.618033989;0] [ [0.6180339890;2.].

A Figura 7.27 ilustra esse resultado.
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FIGURA 7.27 — Representacéo gréfica da equagdo [-1;-1] * x> + [-1;1] * x? + [1;1] * x + [1;1] = [-L;1].
A regido em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solugdesreais,
x 0 [-1.618033989;0] [J [0.6180339890;2.].

Exemplo 7.27: Modificando-se novamente o membro direito da equagdo do exemplo anterior
obtém-se [-L—1]* x* +[-11]* x* +[11]* x +[1;1] =[0.5,1.5], com envoltériaintervalar
x 0 [-1.739907874,1.739907874].
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A Figura7.28 apresenta este resultado.
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FIGURA 7.28 — Representacéo gréfica da equago [-1;-1] * x* + [-1;1] * x* + [1;1] * x + [1;1] = [0.5;1.5].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugBes reais, x 0 [-1.739907874;1.739907874].

Exemplo 7.28: A Figura 7.29 apresenta a envoltoria intervalar da equagdo de terceiro grau
[0]* x® +[0]* x2 +[0;1]* x +[0;1] =[2;3], calculada pelo Algoritmo 3 como
X [ (—e0;—=1.] O [0.5436890125;+ ).

543689

-2

FIGURA 7.29 — Representacéo gréfica da equagdo [0;1] * x> + [0;1] * x* + [0;1] * x +[0;1] =[2;3].
A regido em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das soluges reais,
x O (—e0;—1.] O [0.5436890125;+ o).
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Exemplo 7.29: Similar a equacéo apresentada no exemplo anterior, a equacéo de terceiro grau
[0 * x® +[-L0]* x> +[01] * x +[0;1] =[2,3] apresenta uma envoltdria intervalar bastante
interessante, dada por

x [0 [0.6823278040;+0).

FIGURA 7.30 — Representacéo gréfica da equacéo [0;1] * x* + [-1;0] * x* + [0;1] * x + [0;1] =[2;3].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugdes reais, x [1[0.6823278040;+).

Exemplo 7.30: A equacdo definida por [0;1]* x* +[01] * x* +[0;0.5]* x +[-10] =[-4,-2], a
envoltoriaintervalar encontrada é

x [0 (—0;—0.8351223485]
conformeilustraa Figura7.31.

FIGURA 7.31 — Representacdo gréfica da equagdo [0;1] * x> + [0;1] * x* + [0;0.5] * x + [-1;0] = [-4;-2].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugdes reais, x [ (—0;—0.8351223485].



166

Exemplo 7.31: A equagdo [0]]* x® +[-L0]* x® +[L11]* x +[01] =[-3,-2] apresenta um
comportamento diferenciado dos anteriores, tendo, como envoltériaintervalar,

x 00 [4.;-0.8105357137] O [2.;+0),
conformeilustraa Figura7.32.

FIGURA 7.32 — Representacgo gréficada equacdo [0;1] * x° + [-1;0] * x* + [1;1] * x + [0;1] = [-3; -2].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solucdes reais,
x 0 [-4..-0.8105357137] [ [2.;+).

Exemplo 7.32: Para a equagdo de 3° grau [-L1]* x° +[2;2]* x* +[3;3]* x +[-4,4] =[0;0] a

presenca de um coeficiente da regido Bll no termo de maior grau indica a presenca de

extremos infinitos na envoltériaintervalar. De fato, a resposta encontrada pelo Algoritmo 3 é
X [0 (—e0;1.] O [2.561552813;+c0).

conforme apresentado na Figura 7.33.
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FIGURA 7.33 — Representacdo gréfica da equagdo [-1;1] * x3 + [2;2] * x* + [3;3] * x + [4:4] =[0;0].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugbes reais, x [ (—o0;1.] 0 [2.561552813;+).
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Exemplo 7.33: Conforme apresentado na Figura 7.34, a envoltéria intervalar calculada pelo
Algoritmo 3 para a equacéo de 3° grau [-11]* x® +[11]* x* +[11]* x +[1;1] =[0;0] € dada por
X O (—o0;—1.] [0 [1.839286755;+).

5 R 1 .83923 5

£

FIGURA 7.34 — Representacdo gréfica da equacdo [-1;1] * x° + [1;1] * x* + [1;1] * x + [1;1] =[0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais, x 0 (—o0;—1.] [1 [1.839286755;+).

Exemplo 7.34: A envoltéria intervalar obtida pelo algoritmo proposto para a equacéo de 4°
grau [L1* x* +[4;5]* x® +[-3,-2]* x> +[-2,0]* x +[0;1] =[0;0] é dada por

x [0 [-5.541381265;—4.342302325] [ [-0.750643807;1.],
conformeilustraaFigura7.35.

-20
7 -5.5];138 43423 * -0.750644 / 2

[t{:¢]]

~-115
FIGURA 7.35 — Representacdo gréfica da equacdo [1;1] * x* + [4;5] * x® + [-3;—2] * x? + [-2;0] * x
+[0;1] =[0;Q]. A regido em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solucdesreais,
x [ [-5.541381265:—4.342302325] [ [-0.750643807;1.].
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Exemplo 7.35: Para a equaco [-1;-1]* x* +[4;5]* x* +[-3,—2]* x* +[01]* x +[-2,0] =[0;0],
aenvoltoriaintervalar obtida é
x [0[0;1.568045828] [1 [2.870184728;4.613470269],

conforme pode ser visualizado na Figura 7.36.
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FIGURA 7.36 — Representacdo grafica da equacao [-1;—1]*x* + [4;5]*x® + [-3;=2]*x* + [0;1]*x + [-2;0] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucGes reais,
x 0 [0;1.568045828] [ [2.870184728;4.613470269].

Exemplo 7.36: A Figura 7.37 apresenta o grafico da equacdo de décimo grau definida por
[0]* x™ +[02] * x® +[01] * x® +[0;1] * x* +[0;]]* x* +[01] =[-1;2] . Esta equagio possui
como envoltoriaintervalar

x U 0.

FIGURA 7.37 — Representacdo gréfica da equacao
[0;1] * x°+[0;2] * x®+[0;1] * x® +[0;1] * x* + [0;1] * x* + [0;1] = [-1;2].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 .
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Em particular, observe-se que esta equacdo apresenta todos coeficientes pertencendo as
regides O ou Bl e em tal disposicdo que a classificagdo dos extremos limitantes é definida
pelos termos independentes de seus membros. A andlise desses termos nas condigdes do
Teorema 7.5 garante as limitantes da envoltoriaintervalar deverdo ser infinitas, coerentemente
com o resultado apresentado.

Exemplo 7.37: A alteracdo do membro direito da equagdo apresentada no exemplo anterior
gera a equagdo [0]* x™ +[0]* x® +[0]* x® +[0] * x* +[02]* x* +[0;]] =[23], que
apresenta como envoltoriaintervalar

X [0 (—00;-0.7132043127] [J [0.7132043127;+0).

Cabe notar que as condicdes de aplicacdo do Teorema 7.5 ndo se ateram. A Figura 7.38
ilustra esse resultado.

-3 0713204 | 0713204 s 3

o
FIGURA 7.38 — Representacdo gréfica da equacéo
[0;1] * X+ [0;1] * X+ [0;1] * x° + [0;1] * x* +[0;1] * x*+[0;1] = [2;3)].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solucdes reais,
x 0 (—0;-0.7132043127] [ [0.7132043127;+).

Exemplo 7.38: Conforme mostra a Figura 7.39, a envoltoria intervalar da equacdo de décimo
grau definida por [0;1]* x™ +[-11]* x® +[0;] * x°® +[01] * x* +[01] * x* +[0]] =[23] €

X [0 (—00;-0.7132043127] [J [0.7132043127;+0).
Este exemplo € similar a0 anterior, apenas com a ateracdo do coeficiente de grau 8 da

equacdo 14 apresentada. Essa alteracdo modifica o comportamento da equacéo e as condicdes
de aplicabilidade do Teorema 7.5, sem alterar seu resultado especifico.
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FIGURA 7.39 — Representacgo gréficada equacdo [0;1] * x™° + [-1;1] * x®+ [0;1] * x° +[0;1] * x* + [0;1] * x* +
[0;1] =[2;3]. A regido em destaque é a associada a envoltoriaintervalar das solucdesreais,
x 0 (=00;-0.7132043127] [ [0.7132043127;+w).
Exemplo 7.39: A envoltéria intervalar da equacéo de grau 15 definida por [0.1,0.1] * x*™ +
+[-0.30.1 * x** +[-0.;,-0.1] * x** +[-0.2,0.2] * x** +[-0.1,-0.1] * x"* +[0.,0.1] * x™ +
+[0.2,0.1]* x°® +[0.1,0.1] * x® +[0.2,0.1] * x” +[0.1;0.1] * x°® +[0.1,0.1] * x®> +[0.2,0.1] * x* +
+[0.2,0.1]* x® +[0.2,0.1] * x* +[0.2,0.1] * x +[0.2;0.1] =[-1;2] é dada por
x [ [-2.085591614;2.000784485].
A Figura7.40 ilustra esse resultado.
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FIGURA 7.40 — Representacdo gréfica da equacéo
[0.1;0.1] * x*° +[-0.1;0.1] * x** + [-0.1; =0.1] * x** + [-0.2;0.2] * x*? + [-0.1;0.1] * x™ +[0.1;0.1] * x™® +
[0.1;0.1] * x° +[0.1;0.1] * x®+[0.1;0.1] * x” +[0.1;0.1] * x° +[0.1;0.1] * x® + [0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x* +
[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x + [0.1;0.1] = [-1;2], de forma ampla (a) e detalhando as solucdes (b). A regido em
destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugfes reais, x [ [-2.085591614;2.000784485].
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Exemplo 7.40: Modificando-se o termo independente do membro esquerdo e o valor do
membro direito do exemplo anterior, obtém-se a equagdo de grau 15 [0.1,0.1]* x* +
+[-0.2,0.1] * x** +[-0.1,-0.1] * x"* +[-0.2,0.2] * x"* +[-0.L,-0.1] * x" +[0.1,0.1] * x™° +
+[0.2,0.1]* x° +[0.1,0.1] * x® +[0.2,0.1] * x" +[0.1,0.1] * x°® +[0.1,0.1] * x° +[0.2,0.1] * x* +
+[0.2,0.1] * x* +[0.1,0.1] * x> +[0.1;0.1] * x +[0.1;0.2] =[0;0], cuja envoltoria intervalar é
dada por

x [0 [-2.085430203;—-0.9361163338] [J [1.190578454;2.000037549].
A Figura7.41 ilustra esse resultado.
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FIGURA 7.41 — Representacdo gréfica da equacéo
[0.1;0.1] * x*® +[-0.1;0.1] * x** + [-0.1; -0.1] * x** + [-0.2;0.2] * x*2 + [-0.1;0.1] * x™* +
[0.1;0.1] * x* +[0.1:0.1] * x° + [0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x” +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x° +
[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x*+[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x +[0.1;0.2] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucgles reais,
x 0 [-2.085430203;-0.9361163338] [ [1.190578454;2.000037549].

Exemplo 7.41: Conforme mostra a Figura 7.42, a envoltéria intervalar da equacéo de grau 20
[0.0,0.]* x* +[0.L,0.1] * x*® +[0.2,0.1] * x™® +[0.L,0.1] * x*" +[0.2,0.1] * x*® +[0.1,0.1] * x* +
+[0.2,0.] * x* +[0.2,0.1] * x® +[0.2,0.1] * x** +[0.2,0.1] * x™ +[0.1,0.1] * x"* +[0.1,0.1] * x° +
+[0.2,0.1]* x® +[0.1,0.1] * x" +[0.2;,0.1] * x°® +[-0.,0.0] * x> +[0.2,0.1] * x* +[0.1,0.1] * x°® +
+[0.,0.1]* x® +[0.2;0.1] * x +[0.0;0.1] =[0.5;1.5] é dada por

X [0 (—00;—1.064117755] [ [0.8161192995;0.9938875868] .
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FIGURA 7.42 — Representacdo gréfica da equacdo
[0.0;0.1] * x** +[0.1;0.1] * x® +[0.1; 0.1] * x*® +[0.1;0.1] * x*’ +[0.1;0.1] * x™* +
[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x**+[0.1;0.1] * x** +[0.1;0.1] * x"* +
[0.1;0.1] * x'°+[0.1;0.1] * x° +[0.1;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x" +[0.1;0.1] * x® +
[-0.1;0.0] * x® +[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x®+[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x + [0.0;0.1] =[0.5;1.5].
A regido em destagque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x [0 (—0;—1.064117755] [ [0.8161192995;0.9938875868].

Exemplo 7.42: Conforme mostra a Figura 7.43, a envoltéria intervalar da equacdo de
vigésimo grau definida por [0]* x* +[L1]* x® +[0;1]* x™° +[-L0]* x°> +[01] =[1.52] é
dada por

X [0 (—0;—0.8267291760] [J [0.8795900783;1.087545721].
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FIGURA 7.43 — Representacdo gréfica da equacéo
[0:1] * x® +[1;2] * x® +[0;2] * X'+ [-1;0] * x° + [0;1] =[1.5;2].
A regido em destagque é a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
X [0 (—0;—0.8267291760] O [0.8795900783;1.087545721].
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Exemplo 7.43: A envoltériaintervalar das solugdes reais da equacdo de grau 20 definida por
[0.0,0.1]* x* +[0.,0.1] * x*® +[0.2,0.1] * x™® +[0.L,0.1] * x*" +[0.2,0.1] * x*® +[0.1,0.1] * x* +
+[0.2,0.1] * x* +[0.2,0.1] * x® +[0.2,0.1] * x** +[0.2,0.1] * x™ +[0.1,0.1] * x"° +[0.1,0.1] * x° +
+[0.2,0.1]* x® +[0.1,0.1] * x" +[0.2;,0.1] * x°® +[-0.,0.0] * x> +[0.2,0.1] * x* +[0.1,0.1] * x°® +
+[0.1;0.1]* x +[0.1;0.1]* x +[0.0;0.1] =[0.0;0.0] é dada por

X O (—o0;0].
A Figura7.44 ilustra esse resultado.
0.5
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FIGURA 7.44 — Representacdo gréfica da equagao
[0.0;0.1] * x® +[0.1;0.1] * x*° +[0.1; 0.1] * x*® +[0.1;0.1] * x*" +[0.1;0.1] * x** +
[0.1;0.1] * x™® +[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x** +[0.1;0.1] * x** +[0.1;0.1] * x'* +
[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x° +[0.1;0.1] * x® + [0.1;0.1] * x” +[0.1;0.1] * x° +
[-0.1;0.0] * x® +[0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x® + [0.1;0.1] * x* +[0.1;0.1] * x + [0.0;0.1] =[0.0;0.0].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucbesreais, X [ (—;0].

A préxima secdo realizard uma andlise genérica dos exempl os ora apresentados.

7.6 Andlise dos Exemplos Apresentados

Os exemplos apresentados na segdo anterior permitem observar a eficacia do agoritmo
proposto quanto a determinagéo das envoltorias intervalares para as solucdes de equactes
polinomiais intervalares de variavel rea. Permitem também verificar a importéncia dos
resultados apresentados nos Teoremas 7.2 a 7.5 para a redlizacdo desse objetivo. Em
particular, esses exemplos foram selecionados de modo a ilustrar diferentes comportamentos
para as envoltorias intervalares, considerando equacdes de graus diversos.

Como caracteristicas qualitativas interessantes pode-se observar a dependéncia estrutural das
solugbes na forma apresentada no Teorema 7.5, que traz a informagdo da presenca de
resultados positivos ou negativos e de extremos limitantes finitos ou infinitos. Em particular,
os exemplos 7.16 a 7.18, 7.22, 7.28 a 7.33, 7.36 a 7.38 e 7.41 a 7.43 demonstram a presenca
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de envoltdrias intervalares que se estendem a extremos infinitos. Este fato traz diversas
informagdes dignas de nota:

» do ponto de vista da obtencdo de soluches reais pode-se associar essa caracteristica ao
significado de que a quantidade de informacao trazida pela envoltoria é nula. A existéncia
de uma envoltdria intervalar com extremos infinitos traduz uma situacéo bastante distinta
da discutida na Secdo 6.7, na qual a presenca de infinitas solugdes préprias para uma
equacdo intervalar pode significar uma informacao relevante em termos de estabilidade do
sistema sob analise. Por exemplo, se considerada a envoltéria obtida no Exemplo 7.19, a
indicacdo de que x [ O significa que sob certas condi¢bes (desconhecidas ou
incontrolaveis) qualquer valor real pode ser solucdo da equacdo intervalar
[-21]* x* +[21]* x +[1;1] =[-1,3] . Ora, essa informagéo é relevante do ponto de vista da
andlise do tipo de restricdo computacional necessaria para o armazenamento da solucéo
real obtida, por exemplo, mas € pouco relevante em termos da informagcdo sobre o
dominio das efetivas solugdes reais;

* ando obrigatoriedade de “simetria’ no que se refere a presenca de extremos limitantes
infinitos na envoltdriaintervalar modifica a percepcéo do significado de solucdo, visto que
este ndo € um comportamento possivel em termos de equagdes polinomiais reais. Como
demonstram os exemplos 7.29 a 7.31 e 7.41 a 7.43, essas situagfes sdo associadas a
presenca de coeficientes das regides Bl e Blll, justificando a necessidade analitica de
utilizacdo da particéo de 1] na forma apresentada neste trabal ho.

No que concerne a enumeracdo dos intervalos compactos que compBem a envoltéria
intervalar, pouco se pode afirmar, exceto que 0 niUmero maximo de regides dessa natureza é
dado pelo grau da equacéo polinomial. Cabe observar que € perfeitamente possivel a presenca
de uma equacdo de grau n com um numero menor de regides compactas formando sua
envoltéria intervalar de solucfes reais, como mostram os exemplos 7.19, 7.20, 7.23, 7.25,
7.26, 7.28 e 7.31 a 7.33. No entanto, até 0 momento da escrita deste volume, ndo foi possivel
comprovar analiticamente se o motivo de tal configuragdo € devido a presenca de raizes
complexas ou de raizes reais duplas. Ou sgja, a questdo da determinacdo da multiplicidade das
raizes reais que pertencem a envoltéria intervalar perde parte de sua significagdo, visto que a
presenca de um numero menor de interval 0os compactos que o grau da equacéo pode-se dever
a combinagdo das influéncias da existéncia de raizes complexas e da existéncia de raizes reais
com multiplicidade maior que um. Em particular, a situacéo apresentada nos exemplos 7.19 a
7.21 é bastante elucidativa:

* nos exemplos 7.19 e 7.20 as envoltérias intervalares determinadas para as equaces
[L1]* x* +[-4;2] =[0;0] e [11]* x* +[-4;0] =[0;0] Sfo exatamenteiguais: x 0 [-2.;2.];

« no entanto, o exemplo 7.21 ilustra uma situacéo do tipo [11]* x* +[-4; a_o] =[0;0], com
a_0 <0, e que apresenta um comportamento diferente dos anteriores, com duas regides
compactas distintas compondo a envoltériaintervalar: x 0 [-2.;-1.] O [1.;2.].

A semelhanca entre os limitantes externos da envoltoria intervalar, x = -2 e x = 2, permite
observar que, de fato, sdo as fungbes reais obtidas a partir do polindmio

p(x) =[11]* x? +[-4;a,], a, <0, as responsdveis pela presenca de solugdes reais para as
equagdes em questdo. Em particular, tais fungbes podem apresentar raizes reais com
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multiplicidade igual ou maior que 1. Ainda, cabe observar que as fungdes reais obtidas a
partir de p(x) =[L]* x* +[-4;a,], com a, >0, somente podem contribuir com solugdes
complexas para a envoltdria intervalar. A Figura 7.45 permite compreender melhor essas
observacoes.

[f{3]]

A -

FIGURA 7.45 — Representacéo gréfica da fungdo polinomial p(x) = [1;1] * x* + [4; a,]l,.4<a, <2
A regido inferior € a associada as soluctes reais que compdem a envoltériaintervalar.

A observacdo da Figura 7.45 permite, por exemplo, conjecturar sobre a efetiva utilidade
prética, do ponto de vista da determinacéo de solucdes de equacles intervalares de variavel

real, de se operar com uma equagd como [11]* x* +[-4;2] =[0;0], se efetivamente o
conjunto de solugBes reais serd dado pela familia [11]* x* +[-4;0] =[0;0]. Ou sgja, leva a
questionar quais as implicacbes da redugcdo da imprecisdo nas entradas desse problema
especifico visto que a informagdo quantitativa mantém-se inalterada. Essa certamente ndo é

uma questéo de solugdo Unica, principa mente se desprovida de um contexto de aplicagcdo. No
entanto, com base nas observagdes acima, o seguinte resultado pode ser enunciado:

Teorema 7.7 (Enumeracdo de Regibes Compactas Componentes da Envoltoria
Intervalar de uma Equac&o Polinomial): Sgja[x] a envoltéria intervalar das solugdes reais

da equacdo polinomial de grau n definida por p(x) = [b], onde p(x):Z[ai]*xi . Nessas
i=0

condicoes, B
p(x) =b e p(x) =b possuem exatamente n solucdes reais de multiplicidade 1 <

o oixh g Dk xT 0 D1 =0 01x) = 1x¢),
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Prova do Teorema 7.7. A prova apresentada no Anexo 1.23 explora diretamente a
informagdo de multiplicidade das solucbes das equagtes reais enunciadas, estabelecendo uma
similaridade entre essas solugdes e os intervalos que compdem a envoltéria intervalar de
solugbesreais. B

A proxima secdo retoma a andlise comparativa entre solugdes proprias e envoltérias
interval ares iniciada nos capitul os anteriores.

7.7 Discusso: Envoltoria lntervalar de Reais versus Solucéo Prépria
Intervalar

Solucdes préprias e envoltérias intervalares apresentam naturezas diferentes, ndo sendo
exatamente comparéveis. No entanto, essa afirmacdo deve ser melhor fundamentada, de modo
a complementar os resultados apresentados nos capitulos e secbes anteriores, tais como o
Teorema 7.1. De modo a auxiliar na compreensdo dessa discusséo, os exemplos apresentados
no Capitulo 6 sdo revisitados nesta secdo, com a alteragdo do tipo de variavel para real.
Posteriormente esses resultados sao analisados e comparados com 0s apresentados no capitulo
anterior.

Exemplo 7.44: Conforme ilustra a Figura 7.46, a equagéo [2;3] * X + [-7;-5] = [-13;—2]
possui envoltériaintervalar dada por
x O [4.0;2.5].

on
F

. |

--20

FIGURA 7.46 — Representagdo gréfica daequacdo [2;3] * x + [-7;-5] = [-13;-2].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 [4.0;2.5].

Exemplo 7.45: A equacdo [-1;2] * x = [-2;4] tem envoltériaintervalar dada por
x 0.
Este resultado pode ser verificado com o auxilio daFigura 7.47.
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104

-10-

FIGURA 7.47 — Representagdo gréfica da equacdo [—1;2] * x = [-2;4].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 .

Exemplo 7.46: A equacdo linear [-1;2] * x + [-3;4] = [-5;8] apresenta como envoltodria
intervalar

x g,
conformeilustraa Figura7.48.
101
______________________ B_____________________ ———
[fla)]
-10 . 10
T o
-10-

FIGURA 7.48 — Representacdo gréficada equacdo [-1;2] * x + [-3;4] = [-5;8].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais, x [ [1.

Exemplo 7.47: A equacdo linear [-1;3] * x + [-1,0] = [1;12] apresenta como envoltoria
intervalar

X [0 (—o0;—=1.] 0 [0.3333333333;+ ).
Este fato pode ser observado na Figura 7.49.
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£

FIGURA 7.49 — Representacdo gréficada equacdo [-1;3] * x + [-1;0] =[1;12].
A regido em destagque é a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x [0 (—o0;—1.] O [0.3333333333;+ o).

Exemplo 7.48: Conforme mostra a Figura 7.50, a equacio de segundo grau [12] * x* =[2:4]

possui como envoltoriaintervalar
x O[-2.;-1] O[1.;2].

9_

_____________ 4_____ — e R — =

T T T T/

L
'
P ——————

FIGURA 7.50 — Representacéo gréfica da equacdo [1;2] * x* = [2;4].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solugbesreais, x 0 [-2.;-1.] O [1.;2.].

Exemplo 7.49: Para a equagdo [5,6]* x° +[-4,-3]* x =[-11,93] a envoltdria intervalar
encontrada é dada por
x 0 [-4.023193264;4.731281566) .
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A Figura7.51 ilustra esse fato.

120

[f(:¢]]

7 -4.027319 47328 7
_____________________ . _-1_1_____________H____________

-20-

FIGURA 7.51 — Representac&o gréafica da equacao [5;6] * X + [-4:-3] * x = [-11;93].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solugles reais, x [ [-4.023193264;4.731281566).

Exemplo 7.50: Conforme ilustrado na Figura 7.52, a equaco [13]* x* +[5,6]* X =[6;72]
possui envoltériaintervalar dada por
x O [-12.;—2.474809634] 1 [0.732050808;6.345903005] .

-85
———————— N —————————— 72— _____.
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! [fx)] !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
------- S e N S
.15 12 ] -2 47481 ' £.3459 10
L15

FIGURA 7.52 — Representacdo gréfica da equagdo [1;3] * X + [5;6] * x = [6;72].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x 0 [-12.;,-2.474809634] [ [0.732050808;6.345903005] .

Exemplo 7.51: A equacdio [-16]* x® +[-1L2]* x* +[-31]* x +[7;8] =[-115] apresenta
como envoltoriaintervalar
x U,
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conforme mostra a Figura 7.53.

204

L B B 10

£
FIGURA 7.53 — Representacdo gréfica da equacéo
[-6:6] * X3+ [2;2] * x* + [-3;1] * x + [7;8] = [-1;15].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais, x [ [1.

Exemplo 7.52: A equagdo de segundo grau [-5;2]* x* +[-4;3]* x =[-140;70] possui
envoltoriaintervalar dada por

x 0.
Este resultado é apresentado na Figura 7.54.

80
_____________________ F B_. e e N

[f3)]

——————————————————— e R
-160-

FIGURA 7.54 — Representacdo gréfica da equagdo [-5;2] * x? + [4;3]*x = [-140;70].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 (.

Exemplo 7.53: Conforme mostra a Figura 7.55, a envoltéria intervalar determinada para a
equacdo [-0.2;0.1] * x* +[3;4]* x® +[L3]* x* +[5;8] * x +[3;5] =[-27;65] ¢ dada por
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100000 -

.50 29,

-100000-
@

1004
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30,3615 a0
H

x [ (=0;—29.01225291] [ [-2.376080548;2.504680286] [ [30.36145309; +00).

-100-
(b)

FIGURA 7.55 — Representacdo gréfica da equacéo
[-0.1;0.1] * x* + [3;4] * x® +[1;3] * x* + [5;8] * x + [3;5] = [-27;65]
de formaampla (a) e detalhando a envoltériaintervalar (b).

A regido em destagque é a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais,
X 0 (—0;—29.01225291] [ [-2.376080548;2.504680286] [ [30.36145309;+0).
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Exemplo 7.54: A Figura 7.56 apresenta a envoltoria intervalar da equacéo de quarto grau
[-15]* x* +[-4;3]* x® +[-53] * x* +[L4] * x +[35] =[-10;20], dada por
x 0.

2587

_____________________ E B_. e

10 10

____________________ | -

-15-

FIGURA 7.56 — Representacdo gréfica da equacéo
[-1;5] * x* + [4;3] * x>+ [-5:3] * x* + [1;4] * x + [3;5] = [-10;20].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais, x [ [.

Exemplo 7.55: A equacdo de quinto grau [-11]* x°> =[-32;32] apresenta a envoltdria
intervalar

x 0.
A Figura7.57 esse resultado.

404
_____________________ 3 E_____________________ oo

-10 10

____________________ R

-4

FIGURA 7.57 — Representac&o gréfica da equacdo [-1;1] * x° = [-32;32].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais, x [ [1.
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Exemplo 7.56: Conforme apresenta a Figura 7.58, a equagdo de sexto grau [-1;2] *[x]® +
+[-L2]* [x]° +[-L20* [X]* +[-12]* [X]° +[-12]* [x]* +[-L12] * [x] +[-12] =[-127;254]
possui envoltériaintervalar dada por

x 0 0.

2604
____________________ Faal- R R PP PP

——————————————————— R .~~~
-160-

FIGURA 7.58 — Representacdo gréfica da equacéo
[1;2] * O+ [1;2] * x® + [-1:2] * x* + [-1;2] * x® + [-1;2] * x® + [-1;2] * x + [ -1;2] = [-127:254].
A regido em destaque € a associada a envoltoriaintervalar das solugdes reais, x [ [1.

Exemplo 7.57: A Figura 7.59 apresenta a envoltoria intervalar encontrada para a equagdo de
grau 10 [0] * x™ +[0] * x® +[0:] * x® +[01] * x* +[0;1]* x* +[0;1] =[0;6] , dada por
x 0.

24
FIGURA 7.59 — Representacdo gréfica da equacao
[0;1] * x°+[0;1] * x® +[0;1] * x® +[0;1] * x* + [0;1] * x* + [0;1] = [0;6].
A regido em destague € a associada a envoltériaintervalar das solucfes reais, x 0 (.
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Exemplo 7.58: Conforme mostra a Figura 7.60, a equac&o de nono grau [-1.2,-1.1] * [x]° +
+[0.91.0]*[x]" +[-0.8-0.7] * [x]° +[0.5,0.6] * [x]® +[-0.4;—0.3] * [x] +[0.1,0.2] =[-12]
possui como envoltériaintervalar

x [ [-1.141440315;1.091071623].

R |

2 114144 1.09107 J
Y
|
I
I

______________________ A T LAY SO

2l
FIGURA 7.60 — Representacdo gréfica da equacéo
[-1.2,-1.1] * x° + [0.9;1.0] * x” + [-0.8;-0.7] * x* +[0.5;0.6] * x* + [-0.4;-0.3] * x +[0.1;0.2] = [-1;2].
A regido em destaque é a associada a envoltériaintervalar das solugBes reais, x [ [-1.141440315;1.091071623].

O Quadro 7.3 apresenta os resultados obtidos no Capitulo 6 e os ora apresentados, lado a lado,
juntamente com a equacdo de referéncia associada. De modo a respeitar a discusséo
anteriormente apresentada, deve-se observar que a variavel apresentada nas equactes devem
ser consideradas como do tipo de dado nimero-intervalo ou nimero real, de acordo com a
coluna de solucbes analisada. De fato, essas equagOes sd0 apresentadas apenas para a
manutencdo de uma referéncia aos exempl 0s anteriormente apresentados.

Da andise do Quadro 7.3 a primeira observacéo relevante é a da validade do Teorema 7.1,
anteriormente apresentado, segundo o qual todo o ndmero real que pode ser extraido da
solucdo propria sera parte da envoltoria intervalar das solucdes reais da equagéo de variavel
real equivalente. Excetuando-se esse fato, pouco mais pode ser observado. Pode-se ainda
conjecturar que a presenca de infinitas solucdes proprias implique que a envoltoria intervalar
de solucles reais sgja igual a [, mas ndo foi possivel encontrar evidéncias tedricas que
garantam esse resultado, ainda que os testes realizados indiquem essa tendéncia.
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Equacio de Referéncia’

Solucdo Prépria

Envoltéria lntervalar

[2;3] * x + [-7;-5] = [-13;-2] [xP1=[-21] x 0 [-4.0;2.5]
[-1,2] * x = [-2,4] [x"]=[x;2],0x0[-12] x 00
[-1,2] * x + [-3;4] = [-5,] [x"]=[x;2], Ox O[-12] x

[-1;3] * x +[-1,0] = [1;12]

x [0 (—0;—1.] 0 [0.3333333333;+ )

[1,2] * x* =[2;4]

[x"1=[-V2;-V2] e [x"] =[v2;+/2]

xO[-2;-1] 0[1.;2]

[5:6] * X* + [4;-3] * x = [-11,93]

[xP] =[-3.617756530,0.4279066864] e [x"] =[L4]

x [0 [4.023193264,4.731281566]

x O [-12.,-2.474809634] O

[1.3] * X* +[5,6] * x = [6,72] [x*1=[%4] [0.732050808;6.345903005]
FTITEY P ELT )
[:[3_’?];15}( riATer AT [x”]=[—l%] x00
: (<P =[5, X[ -5.2] e
[-5;2] * x° + [4;3]*x = [-140;70] x 0O

[xP] =[ - 2.253299832;4.906599664]

[-0.1;0.1] * x* +[3;4] * x® +[1;3] * x* +[5;8] * x
+[3;5] = [-27,65]

[x"] =[ - 09628113533,1977316410]

x O (~0;—29.01225291] O
[—2.376080548;2.504680286] [

[30.36145309;+0)

. * & . * w3 = * 2 . *
[+_[13’%] =X[—;c[);_2%]3 A [XP] =[ - 0.44444444444;1] x 00
[-1:1] * x° = [-32;32] [xP]1=[x;2],0x0[-2;2] e[x°]=[2X],OxO[-22] x 0O
121 * X+ [12] * X+ 12 * X+ 12 < X N _
Er[—l];Z])’EXZE-[—l];Z] et [—1?2] i[—1[27;25]34]x [X"1=[x:2], OxD[-12] x00

A7 % 10 17 % B 11 % b % o
[0;1] * x™ +[0;1] * x°+[0;1] * x* +[0;1] * X [x"] =[~1: ], DX O[-10] € [x"] =[x:1], CIx O[0] w00

+[0:1] * x>+ [0;1] = [0;6]

[-1.2;-1.1] * x° +[0.9;1.0] * X" + [-0.8,-0.7] * x°
+[0.5;0.6] * x® + [-0.4,-0.3] * x +[0.1;0.2]
=[-1.2]

[xP] =[-0.9617235073,-0.5342597021]

x [J[-1.141440315;1.091071623]

* A variavel “x” simboliza um niimero-interval o para a coluna das soluges proprias € um niimero real para a coluna das envoltoriasintervalares.

QUADRO 7.3 — Comparagdo entre solugdes préprias e envoltdrias interval ares das equacdes apresentadas nos exemplos do Capitulo 6.
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Também é possivel observar do Quadro 7.3 que as envoltdrias intervalares apresentam, do
ponto de vista dos nimeros reais, uma densidade maior de solugdes que as solucdes proprias.
Esse fato € coerente com a discussdo apresentada anteriormente, visto que a solugdo prépria €
determinada levando em consideracéo as operagdes entre niUmeros-intervalo, ou sgja, levando
em consideracdo a informac&o de incerteza que a variavel intervalar — como uma unidade
indivisivel — carrega. Ao se considerar uma varidvel estritamente real, a informacdo de
imprecisdo do intervalo ndo € considerada, ja que segundo esta representacéo os valores reais
sd0 tomados individualmente. Tal restri¢céo efetivamente subestima a influéncia da incerteza
de uma solucdo intervalar no sentido da avaliacdo da funcéo sob a semantica de nimero-
intervalo, ampliando o conjunto de solucgdes possiveis.

Adicionamente ao argumento do pardgrafo anterior, cabe observar que a anadlise gréfica
conjunta das equacbes envolvendo variavel intervalar e variavel real permite compreender
que:

« uma fungdo intervalar de variavel real € o resultado da interseccdo do volume
tridimensional que representa a funcéo intervalar pura com o plano associado aos niUmeros
reais, isto é, y = x, parax, y O ;

* no entanto, mesmo existindo essa associacdo morfoldgica, o conceito de solucdo propria
ndo € o mesmo de envoltériaintervalar de solugdes reais do ponto de vista semantico.

Assim, ndo € possivel obter a envoltéria intervalar de solucdes reais simplesmente através da
projecdo das solucdes proprias da equacdo intervalar pura equivalente, conforme ja afirmado
na Secdo 7.1. A Figura 7.61 permite ilustrar melhor esse fato, tomando como exemplo as
equacies[1;2] * [x]° =[2;4] e[1;2] * x* = [2:4].

Como dito no inicio desta secéo, equacOes intervalares puras possuem natureza diferente de
equagdes intervalares envolvendo varidvel real, ndo sendo portanto, comparaveis. Enfim, a
andlise das informagdes do Quadro 7.3 permite concluir que a troca simples de um tipo de
equacao por outro gera perdas ou mudanga de significagdo dos resultados, coerentemente com
a discussdo apresentada nos capitul os anteriores.

7.8 Consider agdes Sobre a Eficacia da | mplementacéo do Algoritmo 3

O conjunto de exemplos apresentado permite evidenciar que o algoritmo proposto é eficaz
ndo apenas na determinacdo da envoltdria intervalar das solugdes reais de tipos de equacbes
polinomiais extensivamente estudadas na literatura de intervalos, como também para
equacOes de grau mais elevado ou com coeficiente dominante com inclusdo de zero.
Associada aos resultados do Algoritmo 3, vém a contribuicdo da identificagdo de uma
seméantica para o tipo de solucdo encontrada e teoremas que fundamentam sua eficacia. O
algoritmo proposto ndo necessita impor certas restricdes a que métodos iterativos reais e
intervalares sd0 obrigados, tais como a dependéncia da determinacdo de solugdes a partir de
valoresiniciais arbitrérios. A isencéo de restricdes como essa € bastante desgjavel do ponto de
vista da aplicabilidade de agoritmos em Computacdo Cientifica e fundamenta-se nos
resultados al gébri cos apresentados neste capitulo.
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FIGURA 7.61 — Representacéo gréficade[1;2] * [x]?=[2;4] (aec) e[1;2] * xX* =[2;4] (b)
do mesmo ponto de vista, evidenciando que a segunda equacdo é resultado daintersecgdo dos volumes
intervalares da primeira equacéo com o plano real y = x.
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Com relagcdo a versdo implementada do algoritmo, € imprescindivel a andlise do exemplo
apresentado a seguir. Ele demonstra a existéncia de um erro de processamento, ocasionado
pelas camadas de suporte do Maple V Release 5.00 e que influencia diretamente na eficéacia
da versdo de teste do algoritmo proposto:

Exemplo 7.59: A andlise da equagdo [-1—1]* x® +[-12]* x* +[-2,2]* x +[1;1] =[0;0] revela
uma envoltériaintervalar de solugdes reais dada por

x [0 [-1.801937736;-0.4450418680] [1 [0.3926467817;2.831177208].
A Figura7.62ilustra situacéo.

[f{3]]

25 180194 0445047 | 03892647 # 283118 35
0

7

FIGURA 7.62 — Representacdo gréfica da equagdo [-1;,—1] * x* + [-1;2] * x* + [-2;2] * x +[1;1] = [0;0].
A regido em destaque € a associada a envoltériaintervalar das solucles reais,
x O [-1.801937736;-0.4450418680] [ [0.3926467817;2.831177208)].

No entanto, a execucao daimplementacdo em Maple V resulta apenas na envoltoria
x [0[0.3926467817;2.831177208],
obviamente incompl eta.

Uma andlise mais acurada do procedimento revelou que o Maple V € incapaz de calcular
corretamente as raizes da equacao real

-x®=x*+2*x+1=0,
responsavel pela envoltéria inferior da faixa na regido de valores negativos da variavel x.
Com €feito, o agoritmo algébrico do Maple V retorna como solugéo para esta equacdo rea a
terna de valores
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1

3
%(28+84I\/§) +1—34 ! . -%,
3
(28 +84143)
1 1
1 3) 7 1 11 1 3) 14 1
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3 3
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3 3
(28 +84143) (28 +84143)

gue o Maple V é incapaz de simplificar algebricamente. Se considerada a possibilidade de

simplificagcdo em aritmética de ponto flutuante, os resultados deveriam ser, aproximadamente,
—1.801937736 e —0.4450418680, e 1.246979604,

conforme pode ser visualizado através da Figura 7.63.

0.445047 | /_\qaga K 35

7
FIGURA 7.63 — Representaggo gréfica da fungdo definida por p(x) = —x®—x?+ 2 * x + 1.

No entanto, o algoritmo de simplificacdo do Maple V retorna como resultado a terna de
valores complexos
—1801937736+3.*107'°* 1, —0.4450418680 —5.¥107°*| e 1.246979604+1*107'%*| ,

onde | =+/—1. Neste caso, o problema é claramente identificado, pois:

» 0svalores formam uma terna de supostas raizes complexas para um polindmio cubico e
de coeficientes inteiros;

e asraizes ndo sdo conjugadas; e



190

* aexecucdo do agoritmo de simplificagdo com maior preciséo reduz proporcionamente a
magnitude da parte imaginaria. Por exemplo, se executado com 100 digitos de precisdo a

parte imaginéria reduz-sea 10 * | .

Como consequéncia, o algoritmo descarta as solugdes erroneamente calculadas como
complexas e deixa de encontrar parte da envoltoria.

Cabe observar que:

* se dimentado com os valores corretos das solucdes das equaches reais, o algoritmo
proposto encontra corretamente a envoltoriaintervalar para a equacdo proposta;

* 0 procedimento de simplificacéo € necessario do ponto de vista de implementacéo para a
correta ordenacéo das solucdes reais encontradas. A opcéo pela reducdo a aritmética de
ponto flutuante é devida as restricdes do Maple V Release 5.00. Como paliativo para este
problema a versdo implementada permite a visualizagdo das solucBes encontradas e
descartadas, detal hadamente.

7.9 Comentarios Finais

O capitulo apresentou diversos resultados fundamentados na estrutura proporcionada pela
seméntica de numero-intervalo, agregando-se a restricdo do dominio das varidveis para o
conjunto Real. A argumentacdo e os exemplos apresentados com base nestes resultados
permitiu observar que o significado de “solucdo” no dominio intervalar depende
fundamentalmente da semantica adotada para o conceito de intervalo e do tipo de variavel
considerado. A discussdo apresentada demonstra que uma equacdo de varidvel rea e que
envolva componentes intervalares ndo possui propriamente uma “ solucéo intervalar”, mas sim
uma “envoltoria intervalar para as possivels solugdes reais’. Mais que uma simples troca de
nomes, observacdo é relevante do ponto de vista seméantico que norteia este trabalho,
uma vez que mantém a coeréncia estrutura entre a natureza da variavel, das operagdes e das
solugdes encontradas.

Com base nesses fundamentos e nos resultados do Capitulo 4 foi apresentado um algoritmo
capaz de determinar as envoltérias de equagdes polinomiais intervalares de variavel real. A
complexidade do algoritmo foi calculada e exemplos foram apresentados, comentados e
comparados com resultados da literatura, visando verificar sua validade. Juntamente com esse
algoritmo foram apresentados resultados que permitem identificar caracteristicas qualitativas
das envoltorias desse tipo especifico de equacdo com base apenas nas caracteristicas de seus
coeficientes.

O proximo capitulo encerra este trabalho, apresentando um sumario dos resultados obtidos e
indicando possibilidades de desenvolvimentos futuros.



8 Conclusao

Este capitulo finaliza o relato do trabalho desenvolvido, apresentando, na primeira secdo, um
sumario das principais contribuigdes trazidas. Na segunda e Ultima secdo indica tépicos que
poderiam ser abordados, em longo prazo, como continuagdo deste trabal ho.

8.1 Resultados Obtidos

O trabalho apresentou uma discussdo sobre pressupostos e semanticas associadas ap conceito
de intervalo, bem como sua influéncia na definico de operacdes aritméticas e tipos de
solucBes para equagdes ordin&rias. Em particular, foram enfatizadas as seménticas de
envoltoria de reais e de nimero-intervalo. A discussdo apresentada mostrou-se contributiva,
no sentido de esclarecer questdes de cunho tedrico sobre a natureza do tipo de dado intervalar,
além de apresentar procedimentos préticos para a obtencdo de solugdes efetivas de tipos
particul ares de equagdes intervalares.

A quantidade escassa de material referente a discussdo da natureza do tipo de dado
intervalar, considerada fundamental para a obtencdo de todos os demais resultados
apresentados neste trabalho, implicou em um desafio ndo apenas do ponto de vista do
levantamento bibliogréfico, mas principalmente de fundamentacéo l6gica. Como resultado
final, espera-se ter proporcionado um enfoque analitico mais estruturado sobre este tipo de
dado, fundamentado em propriedades algébricas e orientado segundo a natureza da
informagdo desejada sobre 0 problema model ado.

De formamais sistemética, as contribuicdes trazidas por este trabalho podem ser apresentadas
conforme arelacéo que se segue.

8.1.1 Distingdo entre Semanticas Associadas ao Conceito de I ntervalo de NUmer os Reais

O conceito de intervalo, isto é, 0 ente matemético que representa um conjunto de nimeros
reais limitado inferiormente e superiormente, pode ter diversas interpretacdes, dependendo do
tipo de aplicacdo a que se destina. Particularmente,

e um numero-intervalo associa ao conceito de intervalo a idéia de indivisibilidade do ponto
de vista da informagdo por ele trazida, ou sgja, identifica o conjunto de valores como um
Unico ente matemético;

e uma envoltéria intervalar de reais associa ao conceito de intervalo a idéia de um nimero
real desconhecido gracas a imprecisdes e que, por esse motivo, necessita de limitantes
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reais para aidentificagcdo do dominio de seu valor exato. Ainda assim, a semantica associa
o intervalo aum unico valor real de interesse.

A questdo da distingdo entre essas seméanticas € fundamental, pois interfere diretamente na
forma de definicdo das operacdes entre os dados, conforme discutido nos capitulos 3 a5, e no
tipo de solugdo obtida, conforme apresentado nos capitulos 6 e 7. Essa distingdo mostrou-se
ser fundamental no que se refere & modelagem de problemas envolvendo intervalos de
nUmeros reais, visto que uma mesma egquacao pode ou ndo ter solugdo, conforme a semantica
adotada.

8.1.2 Mapeamento de | 0 Segundo Car acteristicas Numéricas

O mapeamento apresentado no Capitulo 4 mostrou-se fundamental para a compreenséo das
propriedades geométricas — principal mente das simetrias — que culminaram na elaboragdo dos
teoremas apresentados nos capitulos 4 e 5. A separacéo em 8 regides, ou sga,

[x]OO , X=X=0
[x]001 , 0<x<X
[x]OBI , 0=x<X
[X]OI, (x<0<X)O(x|<X)
[X]OBIl , (x<0<X)O(x|=X)
[X]OM, (x<0<X)O(x|>X)
[x]OBIIl , x<X=0
[x]OIV |, x<X<0

permitiu identificar classes de simetria ndo apenas entre os elementos das regides, mas entre
0s resultados das operagdes de multiplicacdo e poténcia de interval os.

Da mesma forma que no trabalho de Franciosi [FRA 99] a compreensdo geomeétrica das
operagoes e relagdes entre intervalos constitui um dos pilares do desenvolvimento das
contribuicdes ora apresentadas. Em particular, em relacdo a0 mapeamento proposto por
Francios, a separacéo das fronteiras em regides distintas mostrou-se ndo apenas interessante
do ponto de vista computacional numérico (pela introducdo de certeza sobre a presenca de
extremos nulos nos intervalos componentes), mas fundamental para a identificacéo de
resultados especificos como o Teorema 7.5.

8.1.3 ldentificacdo das Expressdes Algébricas que Definem a Multiplicacéo Intervalar
tanto na Representacdo pelos Extremos como por Ponto M édio e Diametro

O mapeamento utilizado permitiu a elaboracéo do Teorema 4.2 através do qual as expressoes
algébricas que representam o intervalo resultante da multiplicagdo de numeros-intervalo
foram univocamente determinadas. Diversas fontes de simetria foram identificadas, sugerindo
uma estrutura bastante estavel, e resultados determinando o ponto médio e o didmetro do
interval o resultante puderam ser derivados.



193

8.1.4 ldentificacdo das Expressdes Algébricas que Definem as Poténcias Inteiras
Positivas de I ntervalos tanto na Repr esentacéo pelos Extremos como por Ponto Médio e
Diametro

Com base no mapeamento utilizado e no Teorema 4.2 foi possivel demonstrar os teoremas e
corolarios apresentados no Capitulo 5, através dos quais foram determinadas as expressoes
gue definem as poténcias inteiras positivas tanto no caso de nimeros-intervalo e como de
intervalos como envoltérias de reais. Em particular, um resultado conectando os resultados
obtidos através das diferentes semanticas foi apresentado. Também foram identificados
aspectos de simetria a partir dessa operacao.

8.1.5 Distingdo entre Tipos de Solucéo para Equactes I ntervalares

O processo de geragcdo de equacOes intervalares para a modelagem de sistemas sujeitos a
incertezas € essencialmente idéntico para qualquer das semanticas. No entanto, conforme
evidenciado nos capitulos 5 a 7, uma equagdo intervalar pode apresentar diferentes tipos de
solucdo, conforme a semantica associada ao conceito de intervalo e o tipo de dado associado
asvariaveis. Em particular:

» umasolucdo prépriaintervalar € aquela considerada sob o ponto de vista estrito da relagdo
de igualdade usual, sendo mais adequada a semantica de nimeros-intervalo, visto que
permite operar com as unidades de imprecisdo dos modelos;

e umaenvoltoriaintervalar para as solugdes reais de uma equacdo que contém componentes
intervalares € muito mais um repositério de solucdes reais, cujo significado difere dos
pressupostos da semantica de nimero-intervalo, visto que os valores inclusos nessa
representacao “ podem” ser solugdes sob “certa combinacdo” de valores.

A diferenca entre esses tipos de solucdo torna-se mais evidente se abordada do ponto de vista
grafico, visto que:

» umasolucdo propria representa ainterseccaéo simultanea das envoltorias superior e inferior
dos membros esquerdo e direito da equacdo sob andlise, 0 que pode ser representado
graficamente através dainterseccdo de volumes em trés dimensoes;

* ja uma envoltoria intervalar de solucdes reais pode ser melhor visualizada através do
grafico bidimensional de um feixe de funcbes reais, que nada mais € do que a
representacéo do volume tridimensiona restrita ao plano it y = x, 0x, y 00 [J. Assm, a
envoltoria intervalar é definida para aqueles valores da variavel cuja avaliagdo permite
algum tipo de interseccdo entre as &reas que representam o membro esguerdo e o membro
direito da equacéo.

Em particular, a discusséo apresentada no Capitulo 7 indica que a envoltoria intervalar de
solucdes reais ndo € a mera projecdo da solugdo propria intervalar sobre o dominio real. Pela
mesma razdo, essa envoltoria ndo pode ser considerada um numero-intervalo, visto que néo
mantém as mesmas caracteristicas semanticas deste tipo de dado, devendo ser considerada
como uma mera unido de conjuntos conexos de reais. Ainda assim, a notacdo permanece a
mesma, 0 que novamente demonstra a importancia da discussio apresentada nos capitulos 3 a
6.
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8.1.6 Deducdo de Algoritmo para a Determinacdo de Solucdes Proéprias de Equacdes
Polinomiais Intervalares

A construcéo tedrica desenvolvida permitiu a obtencdo de um procedimento estruturado e
constituido de um conjunto finito de regras capaz de especificar uma seqiiéncia finita de
operacoes e cuja execucdo possibilita a determinacdo de solucBes proprias de equacdes
polinomiais intervalares. Este, denominado Algoritmo 1, é baseado na combinagéo e analise
de casos alternativos, por herangca do mapeamento proposto na Definicdo 4.1. Apesar de
computacionalmente custoso, a possibilidade de construir tal tipo de solugéo constitui-se
individualmente como contribuicdo, visto que permite a verificagdo de propriedades
algébricas e abre a possibilidade de refinamentos posteriores. Adicionamente, a questdo da
grande complexidade gerada foi estudada, sendo identificada sua associacdo com questoes
estruturais da determinacdo das expressdes anditicas das multiplicagbes de numeros-
intervalo.

8.1.7 Deducéo de Algoritmo para a Determinacéo de Solugdes Proprias de Sistemas de
Equagbes Lineares|ntervalares

A identificacBo da presenca de solugbes proprias de equacdes intervalares abriu a
possibilidade de desenvolvimento do Algoritmo 2, capaz de determinar solugbes de mesma
natureza para sistemas de equagdes lineares. Esse algoritmo foi apresentado no Capitulo 6.

8.1.8 Deducéao de Algoritmo para a Determinacéo da Envoltoria Intervalar das Solucdes
Reais de Equacdes Polinomiais com Coeficientes Intervalares e Variavel Real

Com base na estrutura de nimeros-intervalo e na restricao da variavel para o caso especifico
de nimeros reais pode-se deduzir o Algoritmo 3, apresentado no Capitulo 7 e capaz de
identificar a envoltéria intervalar de equagbes polinomiais de coeficientes intervalares. O
algoritmo mostrou-se bastante simples e de complexidade reduzida, se comparado aos
algoritmos para a determinagéo de solugdes proprias, anteriormente comentados. O Algoritmo
3 foi validado através de teoremas e da comparacdo com resultados da literatura e mostrou-se
eficaz na determinagéo de envoltorias desconexas.

8.1.9 Deducéo de Resultados Envolvendo a Deter minagéo das Limitantes de Envoltérias
Intervalares de Solucbes Reais

No Capitulo 7 foram apresentados teoremas que auxiliam na determinagdo e validagdo de
limitantes para envoltorias intervalares. Esses teoremas serviram também de fundamento para
0 desenvolvimento do algoritmo de determinacdo de envoltérias intervalares de solucdes
reais.

8.1.10 I dentificacdo da Ndo Validade da Propriedade de Enumeracao de Solugdes para
Equactes Polinomiais Intervalares

Os exemplos apresentados nos capitulos 6 e 7 permitiram evidenciar a ndo validade da
propriedade de enumeracdo de solugdes no caso de equagbes polinomiais envolvendo
coeficientes ou variaveis intervalares ndo degeneradas. Com efeito:

* no caso da solucdo de equacOes polinomiais intervalares mostrou-se possivel que
equacbes polinomiais apresentem um numero diverso de solucdes préprias, nao
necessariamente vinculado a seu grau. Por exemplo, foram identificadas situagdes em que:
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* umaeguacdo linear apresentainfinitas solucdes proprias;
+ uma equacdo quadrética apresenta nenhuma, uma, duas ou infinitas solucdes proprias;

* no caso da solugdo de sistemas de equacdes lineares interval ares mostrou-se possivel que
um sistema dessa natureza apresente um ndmero infinito de solugdes, sem, no entanto,
esgotar 107;

* no caso da consideracdo de envoltorias intervalares de soluces reais de equacOes
polinomiais, foi possivel observar que o nimero de envoltdrias conexas geradas nem
sempre éigua a poténcia dominante na equacao, apesar de ser limitado por este valor.

Essas foram as contribuigdes consideradas mais relevantes e trazidas por este trabalho. A
seguir serdo apresentadas possibilidades de desdobramentos futuros dos resultados ora
apresentados.

8.2 Prosseguimento do Trabalho

A discussdo apresentada neste trabalho ndo é exaurida, mas apenas iniciada. De fato, sua
continuacdo € necessaria uma vez que remete ao cerne da estrutura da Teoria de Intervalos,
sendo imprescindivel para o correto inter-relacionamento dos resultados dessa teoria. Em
particular, durante o desenvolvimento desse trabalho surgiram diversas idéias de
aprofundamento dessa discusséo, as quais foram deixadas como sugestdes de investigacéo
cientifica para apos a conclusdo dessa tese.

8.2.1 Revisdo Critica da Literatura de Intervalos Segundo as Semanticas Associadas a
Intervalos

A natureza intervalar € tipicamente dual e a forma de tratamento desses entes depende da
seméntica adotada. O esclarecimento da influéncia da seméntica adotada sobre os diversos
resultados da Teoria de Interval os apresenta um desafio interessante e enriquecedor, visto que
permitira a identificacdo de relacbes logicas apropriadas e a eliminagdo de eventuais
ambiguidades.

8.2.2 Redefinicdo das Oper acdes entre Envoltorias de Numer os Reais

Apesar de incluso na sugestdo 8.2.1, este tépico merece destague, a luz da discusséo
apresentada no Capitulo 4. A utilizagdo de uma multiplicagdo de envoltorias intervalares
como a apresentada na Definicao 3.4 apresenta uma série de implicacbes de complexidade do
ponto de vista computacional, mas também abre inimeras possibilidades de desenvolvimento
de resultados consi stentes com essa semantica.

8.2.3 Estudo de Formas Simplificadas para a Representacdo Gréafica de Solucdes
PrépriasIntervalares

A representacdo grafica de solugbes proprias intervalares mostrou-se, por um lado, um
desafio, e por outro, uma necessidade. Através da representacdo tridimensional utilizada neste
trabalho foi possivel a compreensdo de diversas caracteristicas importantes deste tipo de
solugdo. No entanto, essa forma de representacdo mostrou-se ineficaz quando utilizada
estaticamente (em meio impresso, por exemplo), gerando a necessidade de incluséo do devido
suporte computacional. No entanto, formas simplificadas de representacdo de solugdes
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proprias poderiam ser obtidas. O estudo de formas alternativas de representacdo destas
solugbes seria, portanto, extremamente enriquecedor na forma de uma dissertagdo de
mestrado ou de um trabalho de conclus&o.

8.2.4 Refinamento dos Algoritmos Apr esentados

Os agoritmos apresentados nos capitulos 6 e 7 ndo tém como primeiro objetivo a eficiéncia
computacional, mas sm a facilitacio de sua compreensdo. Por este motivo, o
desenvolvimento de versdes otimizadas pode ser um exercicio interessante para um trabalho
de conclusdo de curso de graduacéo.

8.2.5 Deducdo de Algoritmos para a Resolucdo de Sistemas de Equacdes Polinomiais
Intervalares

O desenvolvimento de um algoritmo capaz de determinar as solucdes proprias de sistemas de
equacOes polinomiais intervalares e que usasse como base 0s algoritmos apresentados no
Capitulo 6 poderia acrescentar certa flexibilidade do ponto de vista analitico e aplicado. Nesse
sentido, é considerado um desenvolvimento digno de menc&o.

8.2.6 Deducdo de Algoritmos Genericistas Para a Determinacdo de Solucfes Proprias
Intervalares e de Envoltérias I ntervalares de Solucdes Reais

A extensdo de fungdes em séries de poténcias pode ser uma abordagem interessante do ponto
de vista da determinacdo de solugbes para equacdes intervalares. No entanto, mais
interessante seria 0 estudo das caracteristicas das operagfes agébricas e de funcbes
transcendentes do ponto de vista de nimeros-intervalo, de modo a identificar algoritmos
genericistas para a solucdo de equagdes envolvendo fungdes dessa natureza.

8.2.7 Publicacdo de uma Biblioteca de Aritmética Intervalar Fundamentada nos
Algoritmos Apresentados

Os algoritmos apresentados ao longo do trabalho foram implementados em uma biblioteca
padréo Maple V Release 5.00 com o propésito puro de teste. Conforme referido anteriormente
neste texto, optou-se pela ndo utilizacdo de referéncias ao tipo intervalar nativo INTERVAL
deste software'. Isto porque o Maple utiliza operacdes intervalares que seguem a semantica
de envoltoria intervalar de reais e — pelas Obvias dificuldades ja discutidas — ndo leva em
consideragdo a origem dos intervalos na expressdo. Tal configuragdo implica que, por
exemplo, para [X] = [-1;2], o produto [-1;2]*[x] resultara [0;4] e ndo [—2;4]. Assim, oS
resultados fornecidos pelo Maple séo incoerentes com os requeridos pela semantica adotada,
conforme apresentado no Capitulo 3.

Neste trabalho, a biblioteca desenvolvida para os testes ndo possui 0 proposito especifico de
distribuicéo. Para destinar-se a esse fim, necessitara de esforgos no sentido da verificacéo de
toleréncia a falhas, da otimizacdo do codigo implementado e da confeccdo de paginas de
guda. Ainda, ainclusdo de camadas de suporte capazes de garantir o arredondamento dirigido
das solucbes e questbes sobre a portabilidade da biblioteca para outros ambientes e
plataformas também s30 possibilidades visumbradas para a continuagdo de seu
desenvolvimento.

 InformagBes podem ser encontradas, por exemplo, no préprio sistema de auxilio do Maple, buscando-se pelo comando evalr, que destina-
seaavaliar expressdes utilizando aritméticaintervalar.
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8.2.8 Estudo das Car acteristicas dos Numer os-I ntervalo Complexos

O desenvolvimento de teoremas similares aos ora apresentados, e associados a aritmética
intervalar complexa sdo fundamentais para o desenvolvimento de algoritmos igualmente
eficazes para a determinacdo e a compreensdo da natureza de solucbes intervalares
complexas.

8.2.9 Andlise de Problemas de Estabilidade de Par ametr os

Conforme indicado no Capitulo 6, a semantica de nUmeros-intervalo permite a andise de
problemas do ponto de vista da estabilidade de paréametros. Os algoritmos apresentados
permitem a solucdo desses problemas para o caso de modelos polinomiais de uma variavel e
lineares de varias variaveis. O desenvolvimento de métodos que fagam uso desses resultados
pode ser extremamente contributivo em aplicacgdes praticas.
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Anexos

A seguir serdo apresentados os anexos descritos no texto deste volume. O Anexo 1 apresenta
as provas de lemas, proposicoes e teoremas que foram omitidos do fluxo do texto para
facilitar a compreensdo sistémica dos resultados. Algumas das provas apresentadas
necessitardo das informagdes encontradas nos anexos 2 e 3, que trazem tabelas auxiliares para
o calculo da complexidade dos algoritmos 1 e 2. O Anexo 4 fornece informacfes para a
instalagcdo e a utilizacdo da ferramenta que permite a visualizagdo da equacdes intervalares
apresentadas nos exemplos dos capitulos 6 e 7. Essa ferramenta pode ser encontrada em
www.mat.pucrs.br/~vaccaro/sei/. Finamente, 0 Anexo 5 apresenta uma breve resenha das
principais fontes de pesquisa utilizadas na realizacéo deste trabal ho.

Informacbes também podem ser obtidas através de contato com o autor, pelo endereco
eletrbnico vaccaro@mat.pucrs.br
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Anexo 1 Provasde Proposicoes e de Teoremas

No presente anexo sdo apresentadas as provas de alguns lemas, proposicies e teoremas
enunciados no texto deste volume. Conforme descrito anteriormente, resultados cuja prova
fosse suficientemente curta — seis linhas ou menos — foram mantidos no texto. Os demais
encontram-se a seguir.

1.1 Prova da Proposi¢ao 3.7
Inicialmente verifica-se que:

R érelacdo reflexiva, pois dado ([x],[y]) O 10 %10, entdo
(IXLIYDR(XLIYD) < [x]+ [yl =[x] +[yl.

R €& rdacdo trangitiva, pois dados ([x],[y]) O1O0xI10, ([z],w])OIOxIO e
(IVLIth D10 x 10 taisque (X1, [yDR([z].[w]) e ([z].[W])R([VL.[t]) , tem-se:

((XLIYDR([z].[w]) = [x]+[y] =[z] +[w] e ([z].[WDR([VL.[t]) < [z] +[w]=[v] +[t].
Entéo

(IxLIyDR([z]. [w]) O([z], [WDR(IVL[t]) = [x]+[y] =[z] +[w]O[z] +[w] =[v] +[t] =

= [x]+[yl =[vI*+[t] = (IX].[YDR([VL.[t]).

R € relagdo simétrica, pois dados ([x],[y]) O1O0xI0 e ([z],[w]) OIOx10 tais que
(IXLL.IyDR([2].[w]) , tem-se:
(XLIYDR([z].[w]) = [X]*+[y] =[z] +[w] = [Z]+[w] =[x]+[y] = ([z].[WDR([x].[y]).

Logo R érelagcdo de equivaléncia. B

1.2 Prova da Proposi¢éao 3.8
Sgjam kOO e ([x],[yD) 010 x 100 . Entéo

([x1.IyD Ok = [X] +[y] =k = w([x] +[y]) =0 = w([x]) +w([y]) =0
= W([x]) =00w([y]) =0,
pois w(*) = 0. Isto significa que um nuimero real somente podera ser gerado a partir da adicéo
de dois outros nUmeros reais. Em particular, parak =0,
([x].[y)) 00 = w([x])=0D0w([y])=0. =

1.3 Provado Teorema4.1

A prova aqui apresentada € baseada na exaustdo de casos. Através do uso da propriedade de
comutatividade da multiplicacdo os 64 casos originais podem ser reduzidos para 36. Além
disso, 8 destes casos restantes sdo associados a multiplicacéo com [0] e podem ser resumidos
em um Unico caso. Assim, restam 29 casos, que serdo demonstrados a seguir:

Caso1l: Sgam[x] OOe[y] OIO.
Entdo [x] =[x;X] =[0;0] e
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[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{0* y,0* y,0*y,0* ¥} ; max{0* y,0* y,0* y,0* y}] =[0;0].
Logo, o intervalo resultante sera necessariamente [0;0] e [x]*[y] O O.

Caso2: Sgam [x] Ol e[y] OI.

Neste caso, como 0<x<X e 0<y<Yy, o intervao resultante tera todos os componentes
positivos, garantindo que [x]*[y] O I. Além disso, gragas as informagdes com respeito ao
modul o dos extremos dos interval os, vale que

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =[X* y;X*y].

Caso 3: Sgjam [x] O | e[y] O BI.
Nestecaso, 0<x<X e0=y<Yy.Entdo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{x*0,x* 0,x*y,X* y};max{x* 0,X* 0,x*y,X* y}] =[0;X* Y],
significando que [x]*[y] [I BI.

Caso4: Sgam[x] Ol e[y] OII.
Nestecaso, 0<x <X ey <0<y, com ‘y‘<y.Entéo

[X]*[y] =[Min{x* y,X* y,x* ¥,X* }; max{x* y,X* y,x* §,X* y}] = [X* y;X*J] .

Como X*y <0 e X*y| <X*y,entdo [x]*[y] U II.

Caso 5: Sgam [x] U1 e[y] O BII.
Nestecaso, 0<x<X ey <0<y, com M:V.Entéo

[XI*[y] =[min{x* y,X* y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,x* ¥, X* V}] =[X* y;X*¥] .

Como X*y <0 e X*y/ =x*y, entdo [x]*[y] Ul BII.

Caso 6: Sgjam [x] O 1 e[y] O 1.
Nestecaso, 0<x<X ey <0<y, com M>37.Entéo
[X]*[y] =[min{x* y,X* y.x*§.X* Y max{x* y,.X* y.X*¥,%* $}] =[X* y:X* Y] .

Como X*y <0 e X*y|>X*y,entdo [x]*[y] U IlI.

Caso 7: Sgam [x] O 1 e[y] O BIII.
Nestecaso, 0<x <X e y<y=0. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* ¥} ; max{x*
=[min{x*y,X*y,x* 0,X* O ;max{X* y,X*y,
Como X*y <0, entdo [x]*[y] I BIII.

'>< |~<

Cas08: Sgam([x] Olely] OIV.
Nestecaso, 0<x <X ey<y<O0.Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =[X* y; x*y].
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Como X*y<x*y <0, entdo [X]*[y] O IV.

Caso 9: Sgam [x] O Bl e[y] O BI.
Nestecaso, 0=x<x e 0=y <Yy. Entdo

[X]*[y] =[min{5*>_/,7*z,x*>7,i*)7};max{><* X*Y,X*Y,X* V] =
=[min{0* 0,Xx* 0,0* y,X* y}; max{0* 0,Xx* 0,0* y,x* y}] =[0; X * y].
Como x*y >0, entdo [x]*[y] I BI.

Caso 10: Sgam [x] O Bl e[y] O II.

Neste caso, 0=x <X e y <0<y, com M<7.Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*¥,X* ¥} ;max{X* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{0*y,x* y,0*y,Xx* y};max{0* y,X* y,0°y,X* y}] =[X* y; X * ¥].
Como X*y<0<X*y e X*y|<X*y,entdo [x]*[y] Ll II.

Caso 11: Sgjam [x] O Bl e[y] O BIlI.

Nestecaso, 0=x <X ey <0<y, com M:y. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* ¥} ;max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{0* y,x*y,0*y,X* y};max{0* y,X* y,0* ¥, X* y}] =[X* y;X* ].

Como X*y<0<X*y e X*y|=X*y,entdo [x]*[y] L BII.

Caso 12: Sejam [x] O Bl e[y] O I11.

Nestecaso, 0=x <X ey <0<y, com M>y. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{0* y,X*y,0* ¥, X* ¥}; max{0* y,X* y,0° y,X* y}] =[X* y; X * Y.

Como X*y <0<X*y e X*y|>X*y,entdo [x]*[y] U II.

Caso 13: Sgjam [x] OO Bl e[y] O BIlIL.

Nestecaso, 0=x <X ey <y =0. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{0* y,x*y,0* 0,x* O} ;max{0* y,X* y,0* 0,X* O} ] =[X* y;0].
Como X*y <0, entdo [x]*[y] I BIII.

Caso 14: Sgjam [x] O Bl e[y] O IV.
Nestecaso, 0=x <X e y<y<0. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{0* y,Xx*y,0* ¥, X* ¥}; max{0* y,X* y,0* y,X* y}] =[X zO]
Como X*y <0, entdo [x]*[y] LI BIII.

<I
J

Caso 15: Sgjam [x] O 11 e[y] O II.
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Neste caso, x <0< X, com |x|<X ey <0<y, com M<V. Ent&o
[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{Xx*y,x*y};Xx*y],

pois | <X e M<7, implicando que [X*y<X*y e Xx*

Y <X*y, X*y>0 e
min{X*y,x*y}<0. Logo, [x]*[y] O Il. No entanto, gracas a comutatividade da
multiplicacéo esta expressdo do minimo ndo pode ser explicitamente determinada.

Caso 16: Sgjam [x] O 1l e[y] O BII.
Neste caso, x <0< X, com |x| <X e y <0<y, com M =y . Entdo
[X]* [yl =[min{x*y,X* y,x*y,X* V};max{x* y,X* y,x* ¥, X* y}] =[X* y;X* V] .

Como x* X‘ =X*y, entdo [x]*[y] O BII.

Caso 17: Sgjam [x] O 11 e[y] O I11.

Neste caso, x <0 <X, com [/ <X e y <0<y, com |y|>y. Entdo
[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* ¥} ;max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[x*y;max{x*y,X* y}],

pois [x|<X e M>y, implicando que X*

y|>x*y e x*

X‘>X*7’ X *

3_/‘ <0 e
max{x*y,X*y} >0. Logo, [x]*[y] O Ill. No entanto, gracas a comutatividade da
multiplicagcdo a expressdo do méximo ndo pode ser explicitamente determinada.

Caso 18: Sejam [x] O 11 e[y] O BIIL.
Neste caso, X <0< X, com |x|<X ey <y =0. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* ¥} ;max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{x*y,X*y,x*0,x* O} ;max{x* y,X* y,x* 0,X* O] =[X* y;x* y].

Como X*

X‘>5*3_/ eX*y<0<x*y entao [x]*[y] U I

Casn 19: Sgjam [x] O 1l e[y] O IV.
Neste caso, X <0< X, com |x|<X e y<y<0.Entéo
[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x* ¥,X* y};max{X* y,X* y,Xx*y,X* V}] =[X* y;x* y].

Como X*|y|>x*y e X*y<0<x*y entdo [x]*[y] O IIl.

Caso 20: Sejam [x] 0 Bl e[y] O BII.
Neste caso, x <0< X, com |x| =X ey <0<y, com M =y.Entfo
[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[X*y;x*y] =[X* y;X*y] =[x * ¥;x* y] =[x *Y;X* V],

pois X*y =x*y<0 e x*y=X*y >0, com X* X‘:Y*V.Entéo[x]*[y] O BII.

Caso 21: Sejam [x] O Bll e[y] O 11I.
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Neste caso, x <0< X, com |x| =X ey <0<y, com M >y . Entdo
[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =[X* y; x* y].

Como x* X‘:g*y_/ ex*y<0<x*y,entao [x]*[y] U BII.

Caso 22: Sejam [x] O Bll e[y] O BIII.

Neste caso, x <0< X, com [x| =X e y <y =0. Entdo

[X]*[y] =[min{x*y,X*y,X*y,X* ¥}, max{X* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{x*y,X*y,x*0,X* O ;max{X* y,X* y,x* 0,X* O] =[X* y;X* y].

Como X *

X‘:X*)_/ ex*y<0<x*y,entao [X]*[y] U BII.

Caso 23: Sgjam [x] O Bll e[y] O IV.
Neste caso, x <0< X, com |x| =X e y<y <0. Entéo

[X]1*[y] =[min{x*y,X* y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =[X* y;x*y].
Como X*

X‘:X*)_/ ex*y<0<x*y,entao [X]*[y] U BII.

Caso 24: Sejam [x] O 1l e[y] O Il
Neste caso, x <0<X,com [x| >X e y <0<y, com |y| >y . Ent&o
[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{X*y,x*y};x*y],

pois [x>X e M>7, implicando que [x*y<x*y e X*

y<x*y. x*y>0 e
min{X*y,x*y} <0. Logo, [x]*[y] O Il. No entanto, gragas a comutatividade da
multiplicacéo esta expressdo do minimo ndo pode ser explicitamente determinada.

Caso 25: Sgjam [x] O 111 e[y] O BIIL.

Neste caso, x <0< X, com |x| >X ey <y =0. Entéo

[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{x*y,X*y,x*0,X* O ;max{X* y,X* y,x* 0,X* O] =[X* y;X* y].

Como X *

X‘<5*X eXx*y<0<x*y,entdo [x]*[y] UII.

Casn 26: Sgjam [x] Ol e[y] O 1V.
Neste caso, x <0< X, com |x| >X e y<y <0. Entéo
[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x* ¥, X* }; max{X* y,X* y,x* ¥, X* y}] = [X* y; x* y] .

Como x* X‘<5*3_/ ex*y<0<x*y,entao [x]*[y] O II.

Caso 27: Sgjam [x] O Bl e[y] O BIII.
Nestecaso, x <X =0ey<y=0.Entdo

[X]*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* ¥}, max{x* y,X* y,X*y,X* y}] =
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Como x*y >0, entdo [x]*[y] U BI.

Caso 28: Sejam [x] O Bl e[y] O IV.
Nestecaso, x <X =0ey<y<O0.Entdo

[X]*[y] =[min{x*y,X* y,x* ¥,X* ¥} ;max{X* y,X* y,X*y,X* y}] =
=[min{x*y,0%y,x*y,0* y};max{x* y,0* y,x* y,0* ¥}] =[0;x* y].
Como x*y >0, entéo [x]*[y] L BI.

Casn 29: Sgjam [x] O 1V e[y] O IV.

Nestecaso, Xx<X <0 ey<y<O0.Entéo

[XI*[y] =[min{x*y,X*y,x*y,X* y};max{x* y,X* y,x*y,X* }] = [X* y;x* y] .
Como x*y=x*y >0, entdo [x]*[y] O 1.

—_—

Isto encerraaprovadavalidade do Teorema4.1. B

1.4 Provado Teorema 4.2
A prova sera apresentada indutivamente, conforme a notagdo do enunciado.

Base de Inducéo: Se k = O, todos os mondmios [a;]* [X;] séo previamente determinados pelo
Teorema 4.1. Assim, quando somados, os intervalos resultantes dessas multiplicacOes,
somente uma expressao analitica sera gerada para cada extremo. O nimero de casos gerados
sera1=2°.

Passo de Inducdo: Segja k > 0 tal que 0 nimero de casos necessarios para a determinagao

andlitica da expresséo Z[ai]* [x,] € 2*. Nessas condicBes, desgja-se demonstrar que este
i=1
resultado se mantém para k+1.:

Ora, conforme descrito na Base de Inducgéo, a incluséo do monémio [a,,,]*[X,,,] com
ambos fatores pertencendo as regides |1 ou 111 implica a geracéo de dois casos. Da hipétese de
inducdio sabe-se que os demais mondmios sdo responséveis pela geracio de 2 casos a
verificar. Entdo o nimero de casos necessarios para a determinagdo da expressdo anditica

n+l
> [a,1*[x,] édado por 2* 2* =2"*. Logo, vale 0 Passo de IndugZo.

i=1
Logo, € demonstrado valido o Teorema4.2. &

1.5Provado Teoremab.1

A prova apresentada é derivada indutivamente do Teorema 4.1, considerando-se intervalos
iguais. De modo a facilitar o entendimento, os resultados serdo apresentados seguindo as
regides da coberturade 1:

Caso 1: Sga[x] O O.
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OnON*,0" =0=[x]" =[0";0"] =[0;0]. Logo [x]" O O.
Caso 2: Sga[x] O 1.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo
[X]" =[x]" =[x;X], e

[X";x"]=[x"%"] = [x;X]

e[x] O'I. Logo, € vaida a base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* tal que [x]" =[x";X"] e [x]" OI . Entdo
X1 =[x]"*[x] =[x X"T* [%X] -

Como [x]" 01 e[x] O1, segue do Teorema 4.1 que [x]™* Ol e

(" X" 6 X] =[x * 6%+ ®] =[x X"
Logo é vaido o passo de inducéo.
Logo, OnON*,[x]" =[x";X"] e[x]"OI.

Caso 3: Sga[x] O BI.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[x]" =[x]"=[0;X] , e

[0;X"] =[0;X"] = [G;X]

e[x] O BI. Logo, € vaida abase de inducéo.

Passo de Inducdo: Sgjan [ N* tal que [x]" =[0;X"] e [x]" O BI. Entéo
[X]™ =[x]"*[x] =[0;X"]*[0;X] .

Como [x]" OBI e[x] O BI, segue do Teorema 4.1 que [x]™* OBl e
[O;X"]*[0;X] =[0;X" * X] =[O;X""] .

Logo é vélido o passo de inducéo.

Logo, OnON*,[x]" =[0;X"] e[x]"OBI.

Caso 4: Sgal[x] O I.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[x]" =[x]" =[x;X], e

[x* X" X" =[x* X% X' ] =[x;X]

e[x] O 1l. Logo, € valida a base de indugéo.

Passo de Induco: Sejan [0 N* tal que [x]" =[x*X"™:X"] e[x]" OIl. Entdo
[X]™ =[x]"*[x] =[x * X" X" [%:X] -

Como [x]" 011 e[x] O 11, segue do Teorema 4.1 que [x]™* 01l e

[X*X" 5 X" [x;X] =[min{x" * X, x*X"};X" *X] .
Mas [x| <X eentdo [x|" * X < |x|* X". Como ambos produtos s30 negativos,

[min{x"*X,x*X"}; X" *X] =[x*X";X""].
Logo é vaido o passo de inducgéo.
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Logo, OnON*,[x]" =[x* X" X"] e[x]"O1I.
Caso 5: Sga[x] O BIl.

Como [x| = X, denominando |x|=|x| =X vem:
Base de Inducdo: Sejan = 1. Entéo
[x]" =[x]' =[x;X] , e

X" [xx] =[x * [x:X] = 1 [x;X] = [x;X]

e[x] O BII. Logo, é vaida a base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan [ N* tal que [x]" =|x|n_1*[x;i] e [x]" OBIl. Entdo
™ =" DX = X * [

Como [x]" OBII e[x] O BII, segue do Teorema 4.1 que [x]™* OBII e como
[ X]*[x;X] = |x|*[x;X] , ent&o

n

X" * D X1 [ X1 =[x|" * x| *[x;X] =[X|" * [x;X] . Logo & vélido o passo de indugéo.

Logo, OnON*,[x]" =[x|" *[x;X] e [x]" OBII.

Para 0s casos restantes, as provas por inducdo tém de ser separadas em casos distintos para
poténcias pares e poténcias impares.

Caso 6: Sga[x] O 1I1.
Caso 6(a): Admitindo que n sgja par.

Base de Indugdo: Sejan = 2. Entdo
[X]" =[x]* =[X]*[x] =[x;X]* [x;X] =[min{x* X, x* X} ;x* x] =

=[x*X;x* X] =[x* X; x°],
conforme o resultado do Teorema4.1. Por outro lado,
X" x"] =[x XX = [x* KX

Como [x*X;x*] 011, é valida abase de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan O N* par etal que [x]" =[x""*X;x"] e[x]" OIlI. Entdo
[X]™% =[x]"*[x]* =[x""* %;x"]* [x* %;x] .

Como [x]" O 11 e[x]*>O1l, segue do Teorema 4.1 que [x]™* 01l e

[X %X T [ * %X ] =[ming X" *x* X, X" x*xx T * X7 =
=[min{x""* X, X" * X} x "] =[x R x .

Logo é vélido o passo de indugéo.

Logo, OnON* par,[x]" =[x" " *x;x"] e[x]"OII.

Caso 6(b): Admitindo que n sgjaimpar.
Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo
[X]" =[x]" =[x] =[x;X], e

[X"x"*x] =[x X X] =[x X] -
Como [x;X] 0111, é vaidaabase de indugéo.
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Passo de Inducdo: Sejan O N* impar etal que [x]" =[x";x"**X] e [x]" OIlII. Entdo

[X]™2 =[x]"*[x]? =[x";x " *X]*[x* X;x’] , conforme provado no caso anterior.
Como [x]" O 11l e [x]* 011, segue do Teorema 4.1 que [x]™ 011l e

[X" X R R x ] =[x X max{ X" xR X xR} =

=[x"% max{x"* X, x"* %] =[x x "+ x].

Logo é vaido o passo de inducéo.

Logo, OnON* impar,[x]" =[x";x""*X] e[x]" O1II.

Caso 7: Sgja[x] O BIlIL.

Caso 7(a): Admitindo que n sgja par.

Base de Inducdo: Sejan = 2. Entdo

[XI" =[x]% =[X]* X =[x;0]* [x;0] =[0;x * X] =[0;x°]
conforme o resultado do Teorema 4.1. Por outro lado,
[0;x"]=[0;x°].

Como [0;x°]0BI, é vdlida a base de inducao.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* par eta que [x]" =[0;x"] e [x]" O BI. Entdo
[X]™? =[x]"*[x]* =[0;x"]*[0;x"] .

Como [x]" OBI e[x]* OBI, segue do Teorema4.1 que [x]™* OBl e
[0;x"1*[0;x°] = [0;x"* x*] =[0;x""*] .

Logo é vélido o passo de inducéo.

Logo, OnON* par,[x]" =[0;x"] e[x]" OBI.

Caso 7(b): Admitindo que n sgjaimpar.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[x]" =[x]" =[x] =[x;0], e

[x";0] =[x";0] =[x;0].

Como [x;0]OBIII, é vélida abase de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* impar eta que [x]" =[x";0] e [x]" OBIIl. Entdo
[x]™2 =[x]"*[x]? =[x";0]*[0;x°], conforme provado no caso anterior.
Como [x]" OBIIIl e [x]* OBI, segue do Teorema 4.1 que [x]™* OBIlI e
[X"01*[0;x°] =[x"* x*;0] =[x""*;0].

Logo é vaido o passo de inducéo.

Logo, OnON* impar,[x]" =[x";0] e[x]" OBIII.

Caso 8: Sga[x] O IV.

Caso 8(a): Admitindo que n sgja par.

Base de Inducdo: Sejan = 2. Entdo

[X]" =[x]* =[X]*[X] =[x; X]* [ X] =[X* X;x * x] =[X*; X1,
conforme o resultado do Teorema4.1. Por outro lado,
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[x"x"] =[x*x"].

Como [x%;x°101, é valida abase de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* par etal que [x]" =[x";x"] e [x]" O . Entéo
[X]™2 =[] [X]? =[x x "] [X%5x7] -

Como [x]"O1 e[x]* 01, seguedo Teorema 4.1 que [x]" O1 e

[X"x"]* [X%x 7] = (X" X2 X" )] =[x x 7]
Logo é vélido o passo de inducéo.
Logo, OnON* par,[x]" =[X";x"] e[x]" Ol .

Caso 8(b): Admitindo que n sgjaimpar.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[X]" =[x]" =[x] =[x;X], e

[X";X"] = [x" X =[x;X].

Como [x;X] 01V, évaidaa base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan 00 N* impar etal que [x]" =[x";X"] e[x]" OIV . Entdo

[X]™2 =[x]"*[x]? =[x";X"]*[X?;x°], conforme provado no caso anterior.
Como [x]" 01V e[x]* 01, segue do Teorema 4.1 que [x]"* 01V e

[xn;in]*[XZ;XZ] :[xn *XZ;Xn *XZ] :[5n+2;in+2] )
Logo é vélido o passo de inducéo.
Logo, OnON* impar,[x]" =[x";X"] e[x]"OIV.

Logo, évalido o Teoremab5.1. B

1.6 Provado Teoremab.2

Muitos dos resultados apresentados no Teorema 5.2 sdo idénticos aos apresentados no
Teorema 5.1, modificando-se apenas a escrita de algumas expressoes. Esse fato ocorre porque
segundo a semantica de intervalo como envoltéria de numeros reais a expressao

[X]* =[x]*[x] deve possuir somente componentes N&0 negativos, conforme a Definicdo 3.4
ou outra equivalente. Desconsideradas as questdes de escrita, a esséncia do raciocinio dos

casos 1, 2, 3, 7 e 8 é preservada conforme apresentado anteriormente. De modo a facilitar o
entendimento, os resultados seréo apresentados seguindo as regides da coberturade 11:
Caso 1: Sga[x] O O.

OnON*,0" =0=[x]" =[0";0"] =[0;0]. Logo [x]" OO.

Caso 2: Sgja[x] O 1.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo
[X]" =[x]"=[x;X] , e

[X";x"] = [x" %" =[x;X]
e[x] O 1. Logo, é valida a base de inducéo.
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Passo de Inducdo: Sejan 00 N* tal que [x]" =[x";X"] e [x]" O1. Ent&o

X1 =[x]"*[x] =[x X" T* [%X] -

Como [x]" O1 e[x] O, todos os elementos dos interval os componentes sao positivos e entdo
[x]™ OI, com

[X":X"]*[x;X] =[x"* x;X"*X] =[x""™:X""] . Logo é véido o passo de indugo.
Logo, OnON*,[x]" =[x";X"] e[x]" OI.

Caso 3: Sga[x] O BI.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[x]" =[x]"=[0;X] , e

[0;X"] =[0;X"] = [0;X]

e[x] O BI. Logo, € vaida abase de inducéo.

Passo de Inducdo: Sgjan [ N* tal que [x]" =[0;X"] e [x]" O BI . Entdo

[X]™ =[x]"*[x] =[0;X"]*[0;X] .

Como [x]"OBI e [x] O BI, todos os elementos dos intervalos componentes s80 nao
negativos e entdo [x]"** OBl , com

[0;X"]*[0;X] =[0;X" * X] =[0;X"*"] . Logo € vélido o passo de inducao.

Logo, OnON*,[x]" =[0;X"] e [x]" OBI.

Caso 4: Sga[x] O 11.

Caso 4(a): Admitindo que n sgja par.

Base de Inducdo: Seja n = 2. Entdo, assumida a hipétese de que uma poténcia par deve
retornar um intervalo ndo negativo e observando que x <0 <X com |x| <X,
[x]" =[x]* =[0;x* X] =[0;X*],

conforme o resultado do Teorema 4.1. Por outro lado,

[0;X"]=[0;X"].

Como [0;x*]0BI, é vélida a base de indug3o.

Passo de Inducdo: Sejan O N* par etal que [x]" =[0;X"] e [x]" O BI. Entdo
[X]"? =[0;X"]* [0;%?].

Como [x]" OBI e[x]*OBI, segue do Teorema4.1 que [x]™* OBl e
[0;X"]*[0;X*] =[0;X" *X*] =[0;X"**] . Logo é vdlido o passo de induc&o.
Logo, OnON* par,[x]" =[0;X"] e[x]" OBI.

Caso 4(b): Admitindo que n sgjaimpar.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entéo

[X]" =[x]" =[x] =[x;X], e [x* X", X"] =[x*X*;X"] =[x;X] .

Como [x;x]OII, é validaabase de inducéo.

Passo de Induco: Sejan 0 N* impar etal que [x]" =[x*X"™";X"] e[x]" OIl. Entfo
[X]™? =[x* X" X"]*[0;X?], conforme provado no caso anterior.
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Como [x]" 01l e[x]* OBI, seguedo Teorema4.1 que [x]"* 01l e
[X* 7“_1;Yn]*[0;72] :[5* 7”_1*72;Yn *72] :[5* Xn+1;in+2] ]

Logo é vaido o passo de inducéo.

Logo, OnON* impar,[x]" =[x*X"™;X"] e[x]" OII.

Caso 5: Sga[x] O BIl.
Como [x| = X, denominando |x|=|x| =X vem:

Caso 5(a): Admitindo que n sgja par.

Base de Inducdo: Seja n = 2. Entdo, assumida a hipétese de que uma poténcia par deve
retornar um intervalo ndo negativo e observando que x <0 <X com |x| =X =|x|,

[X]" =[x]* =[0:[x]*[x]] =[0:[x| ]

conforme o resultado do Teorema 4.1. Por outro lado,

[0:x"1=[0:[x|].

Como [O;|x|2] OBI, é vélidaabase de inducéo.

Passo de Indugo: Sejan O N* par etal que [X]" =[0;[x|'] e [x]" OBI. Ent&o
[ =[0;x"1* [0s[x["] .

Como [x]" OBI e[x]* OBI, segue do Teorema4.1 que [x]™* OBl e

[OX" 1105 1 =[0s|x|" * X" =[0s]x|"™
Logo, OnON* par,[x]" =[0;]X|"] e [x]" OBI.

]. Logo € vaido o passo de indugéo.

Caso 5(b): Admitindo que n sgjaimpar.
Base de Inducdo: Sejan = 1. Entéo

D" =X =[X] =[%%1, e X" [ X] =X < [ 3] =[]

Como [x;X]OBII, é véalidaabase de induco.
Passo de Inducdo: Sejan O N* impar etal que [x]" :|x|"_l*[g;7] e [x]" OBII. Entdo

[x]"? = |x|n_1 *[x:X]* [0;|x|2] , conforme provado no caso anterior.
Como [x]" OBII e [x]? OBI, segue do Teorema4.1 que [x]"? OBII e
X X [0r T = ™ D * ] =[x
Logo é vélido o passo de inducéo.

Logo, OnON* impar,[x]" =[x|"" *[x;X] e [x]" OBII.

*[x;X] .

Caso 6: Sga[x] O HI.

Caso 6(a): Admitindo que n sgja par.

Base de Inducdo: Seja n = 2. Entdo, assumida a hipétese de que uma poténcia par deve
retornar um intervalo ndo negativo e observando que x <0 <X com [X| >X,

[X]" =[x]* =[0;x* x] =[0;x"],

conforme o resultado do Teorema 4.1. Por outro lado,
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[0:x"]=[0:x°].

Como [0;x°]0BI, é vdlidaa base de inducao.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* par etal que [x]" =[0;x"] e [x]" OBI. Entdo
[X]™? =[0;x"]*[0;x].

Como [x]" OBI e[x]* OBI, segue do Teorema4.1 que [x]"* OBI e

[0;x"]*[0;x*] =[0;x" * x*] =[0;x""*] . Logo é véido o passo de induco.
Logo, OnON* par,[x]" =[0;x"] e[x]" OBI.

Caso 6(b): Admitindo que n sgjaimpar.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[x]" =[X)" =[x] =[x;X], e [x";x"* *X] =[x":x" * X] =[x X] .
Como [x;X]O1Il, é véalida a base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan O N* impar etal que [x]" =[x";x"“*X] e [x]" O1ll. Entéo

[x]™2 =[x";x" ™" *X]*[0;x°], conforme provado no caso anterior.
Como [x]" 011l e[x]?> OBI, segue do Teorema 4.1 que [x]"* Ol e
[X" X" *R]F[0;x°] =[x * x 7 X" x* x ] = [x" x K]

Logo é vaido o passo de inducéo.

Logo, OnON* impar,[x]" =[x";x" " *X] e[x]" O1II.

Caso 7: Sgja[x] O BIIL.

Caso 7(a): Admitindo que n sgja par.
Base de Inducdo: Seja n = 2. Entdo, assumida a hipétese de que uma poténcia par deve
retornar um intervalo néo negativo

[X]" =[x]* =[x]*[x] =[x;0]* [x;0] =[0;x* x] =[0;x"].
Por outro lado,

[0:x"]=[0:x°].

Como [0;x°]0BI, é vdlidaa base de inducao.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* par etal que [x]" =[0;x"] e [x]" OBI. Ent&o

[X]™% =[x]"*[x]* =[0;x"]*[0;x"].

Como [x]" OBl e [x]*0BI, todos os elementos dos intervalos componentes s ndo
negativos e entdo [x]"** O BI, com

[0;x"]*[0;x*] =[0;x" * x*] =[0;x""*] . Logo é véido o passo de indugo.
Logo, OnON* par,[x]" =[0;x"] e[x]" OBI.

Caso 7(b): Admitindo que n sgjaimpar.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

X" =[x]" =[x] =[x:0], e

[x";0] =[x";0] =[x;0].

Como [x;0]OBIII, é vélida a base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* impar eta que [x]" =[x";0] e [x]" OBIII. Entdo
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[X]™2 =[x]"*[x]? =[x";0]*[0;x°] . Conforme provado no caso anterior, como [x]" OBIII e
[x]? OBI, entdo segue do Teorema 4.1 que [x]™* OBIII e

[X":0]*[0:x°] =[x"* x*;0] =[x"**;0] . Logo é véido o passo de induc&o.

Logo, OnON* impar,[x]" =[x";0] e[x]" OBIII.

Cas0 8: Sga[x] O IV.

Caso 8(a): Admitindo que n sgja par.
Base de Indugdo: Sejan = 2. Entdo

[X]" =[x]? =[x]*[X] =[x X]* [%:X] =[%* X x * x] =[X%; X7,

conforme o resultado do Teorema 4.1. Por outro lado,

[X"x"]=[x%x"].

Como [x%;x*]01, é valida a base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan [0 N* par eta que [x]" =[X";x"] e[x]" O1. Entéo

[X]™% =[] * [X]? =[x x"T* [X%5x7]

Como [x]" 01 e [x]*> 01, e assumida a hipdtese de que uma poténcia par deve retornar um
interval o ndo negativo, segue do Teorema 4.1 que [x]"* 01 e

[X":x"]*[X%x°] = [X"* X% x"* x*] =[x"2;x""?] . Logo é valido o passo de induc&o.
Logo, OnON* par,[x]" =[X";x"] e[x]" OI.

Caso 8(b): Admitindo que n sgjaimpar.

Base de Inducdo: Sejan = 1. Entdo

[X]" =[x]" =[x] =[x;X], e

[X";X"] = [x" X =[x;X].

Como [x;X] 01V, évaidaa base de inducéo.

Passo de Inducdo: Sejan 00 N* impar etal que [x]" =[x";X"] e[x]" IV . Entéo

[X]™2 =[x]"*[x]? =[x";X"]*[X?;x°], conforme provado no caso anterior.

Como [x]" 01V e[x]* 01, segue do Teorema 4.1 que [x]"* OIV e
[X":X"]*[x%:x] =[x"* x*; X" *x?] =[x""?;X"*?] . Logo é vélido o passo de induc&o.
Logo, OnON* impar,[x]" =[x";X"] e[x]"OIV.

Estes raciocinios completam a prova davalidade do Teorema5.2. B

1.7 Provado Teorema 6.1
Da Definigao 6.2,

[xP]010 ésolugéo propriaintervalar de f([x]) =[y] = [f ([x"]);f([x"D] =[y;¥] -
Como,

Ox OxP1LE (<) Off [T (D]
entéo
Ox O[xP1,f(x) O[y;y]. =
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1.8 ProvadoLema®6.1

Segundo os teoremas 4.1 e 4.2, 0 nUmero de expressdes que geram sistemas alternativos para
averiguacdo somente € maior que um quando no minimo um dos coeficientes e uma das
solugdes pertencerem as regides |1 ou I11. Nas condi¢gdes do Lema 6.1, no entanto, as solugdes
S80 sempre externas a essas regides, de modo que somente um sistema serd gerado. De posse
dessa informacéo, a analise das complexidades apresentadas no Anexo 2 permite identificar as
seguintes expressdes para 0 cdculo dos custos associados a resolucdo de uma iteracdo dessa
natureza:

* NUmero de comparagoes:
nN*8+n*4+2*n=14*n;

» NUmero de atribui¢oes:
nN*3+2+1+n*1=3+4*n;

* NUmero de sistemas a resolver numericamente:
1* snl(n) = snl(n).

Logo, éverdadeiroo Lema6.1. B

19ProvadoLema6.2

Segundo o Teorema 4.2, nas condi¢des enunciadas o niUmero de sistemas alternativos a serem

resolvidos sera 2". Esse nimero sera gerado através da duplicacdo sucessiva das entradas nas
listas geradas pelo Algoritmo 1 de tal sorte que, pela andlise das complexidades apresentadas
no Anexo 2, as seguintes expressoes serdo identificadas para o calculo dos custos associados a
resolucéo de uma iteragdo dessa natureza:

* NUmero de comparagoes:
nN*8+n*4+2*n=14*n;

* NuUmero de atribuicoes:

n-1
n*3+2+1+ n*(1+2(2* 2" +2% 2t (2+1))] =
t=0

3-4*n+8*2"*n=
(2" -4)*n+3;

* NUmero de sistemas a resolver numericamente:
2" * snl(n).

Logo, éverdadeiroo Lema6.2. B
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1.10 Provado Teorema 6.2

A aplicacéo do Algoritmo 1 envolve arealizagdo de 6 iteragdes de complexidade minima e 2
iteracdes de complexidade maxima. Entdo, das informacbes dos lemas 6.1 e 6.2, a
complexidade de pior caso pode ser modelada a partir das seguintes expressoes.

* NUmero de comparagoes:
6*14*n+2*14*n=112*n;

* NuUmero de atribui¢oes:
6% (4* n+3)+2* (2™ -4)*n+3)=
(2"° +16)* n + 24;

* NuUmero de sistemas a resolver numericamente;
6* snl(n) +2* 2" *snl(n) = (2" +6)* snl(n) .

Se considerado aceitdvel que o custo de uma atribuicdo e 0 de uma comparagdo Sdo
despreziveis em relacdo a0 custo de realizacdo de operacbes aritméticas, entdo a
complexidade de pior caso do Algoritmo 1 serd absorvida pelo custo de resolucdo dos
sistemasreais gerados, ou sgja,

C,(n) ~0[(2™ +6)* snl(n)).

Logo, évalido o Teorema6.2. B

1.11 Provado Teorema 6.3
A partir dos resultados dos lemas 6.3 € 6.4, vem

C -0 ]*i@*<2°“+6>*ml<n> -

e

1* ~kn n*C * N (% —_
c{? [2 Zg(c] 2°+6 2) snl(n)J—

= o(z—ln* (2% (2+1)" +6% 2" J* snl(n)j =

(e

Logo, évalido o Teorema6.3. B

1.12 Prova da Proposi¢éo 6.2

Considerando a notacdo como definida no enunciado da proposi¢éo, do resultado do Teorema
4.1 segue que somente uma expressao analitica € necessdria para a determinacdo do produto
de dois nimeros-intervalo no caso em que um dos fatores pertence aregiéo O, 1, Bl, BIl, BllI
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ou IV. No entanto, para cada produto em que os fatores pertencem as regides Il ou I1l, duas
expressoes analiticas devem ser geradas para a determinagdo al gébrica desta operagéo.

Por indugéo em c(j), tem-se:

Base de Inducdo: se c(j) = 0, entdo ndo h& coeficientes nas regides |1 ou I11. Por conseqiiéncia,
ndo ha necessidade de geracéo de expressdes alternativas para a determinacdo analitica dos
produtos. Entéo cada regido do mapeamento de I[] gera somente um sistema, totalizando 8
sistemas a serem resolvidos.

Por outro lado, ¢(j) =0=ts(j) =6+2°0" =6+2°1 =6+2=8.
Logo, é verdadeira a base de inducéo.

Passo de Inducdo: Supondo-se que na presenca de c(j) coeficientes pertencentes as regides ||
ou I11, o nlimero de sistemas gerados pela contribuicéo da variavel [x,;] seja ts(j) =6+2°0™,
entdo desgja-se verificar se a inclusdo de outro coeficiente dessa regido eleva o nUmero de
sistemas gerados para ts(j) = 6+ 2°60*2,

Ora, se assumido que a solugdo associada a [X;] se encontranasregides O, 1, BI, Bll, Blll ou

IV, entdo somente um sistema seré gerado em cada regio, totalizando 6 sistemas. No entanto,
para oS casos em que essa solucdo € assumida nas regides Il ou Il tem-se, dos c(j)
coeficientes ja pertencentes a essas regifes, mais 2°V*"" sistemas. Nessas condigdes, 0
coeficiente adicionado gerara duas expressdes analiticas para cada sistema, ou sgja,

2% 2Cl)*l — oc(i)+2

sistemas. Assim, o nimero total de sistemas reais gerados serd ts(j) = 6+ 260*2
Logo é verdadeiro o passo de indugéo.

Logo, évdidaaProposi¢cdo 6.2. B

1.13 Provado Lema 6.6

A partir das complexidades apresentadas no Anexo 3, 0 nimero de comparagdes no pior caso
sera dado por

n n
8"*4*n® + *21x@"* 2% | =

t=0

n n
8"*4*n’ +§((J*2t*6“ ‘]*2* n=
8" *4* % +8"* 2% n =

8" * (4 n? +2%n)=

28 Mhk nx (2% 0 +1),

Logo, évadidooLema6.6. B
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1.14 ProvadoLema6.7

Seja c 0 numero de produtos entre coeficientes e varidveis das regides Il ou I11. Ent8o, a partir
das compl exidades apresentadas no Anexo 3 o0 numero de atribui¢des sera dado por:

i[(g]*2°*6”_°*[3*n+n2*(1+(n2+8)*§2‘JJJ:
2*n n* c % pn-c 2 % 2 *n n* C % @n—C % (Hc _ —
(3*n+n?) ZO[(C] 2°* 6 J+n (n* +8) Z((C] 20 % 6" * (2 )J

c=0

(3* n+ n2)* (2+6)n + n2 * (n2 +8)*(Zn:({2J* 4° * 6n_CJ _i[{g]* 2C * 6n—cJJ -

(3*n+n?)*8" +n2* (n® +8)* (10" -8" )=
10" * (n* +8*n?)—-8"* (n* +7* n? = 3*n).

Logo, évalidooLema6.7. ®

1.15Provado Teorema 6.4
Do Lema 6.5, o numero total de sistemas que necessitam ser resolvidos para a completa
determinacéo das solugdes do sistema analisado €, no pior caso, (6 + 2’”1)n , 0 que produz uma
complexidade de

(6+ 2n+1)“ *d(2*n),
associada a resolucao desses sistemas.

Por outro lado, a andlise dos resultados dos lemas 6.6 e 6.7 implica que, mesmo com a
presenca de termos exponenciais para o custo de realizacdo de comparagOes e atribuicoes,
estas complexidades sdo de ordem menor que a apresentada para a resolucéo dos sistemas
gerados. Em particular, a presenca de termos envolvendo exponenciais quadraticas nessa
ultima expresséo indica um elevado grau de complexidade nas necessidades de realizacdo de
operacOes aritméticas. Assim, pode-se considerar aceitavel que o custo do algoritmo segja
dominado pelo custo de realizacdo de operacdes aritméticas. Nesse caso, a complexidade de
pior caso do algoritmo em questdo serd,

C, () ~0ffo+2) *st(2*m).
Logo, évalido o Teorema6.4. &

1.16 Prova do Teorema 6.5

Nas condi¢des enunciadas, 0 numero de diferentes combinagdes geradas pela presenca de c(j)
coeficientes das regides 11 ou 111 dentre os n associados com a variavel [x;], j = 1..n é dado

n
por (c( _)J . Conforme a Proposi¢éo 6.2, cada combinagdo gerara
J

ts(j) = 6+ 20
diferentes sistemas a serem resolvidos. Entdo, o numero total de sistemas gerados e
combinando c(j) coeficientes dentre os n associados avariavel [x;], ] = 1..n seradado por
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n .
* (6 20(J)+1 )
(c(j)J (2

Considerando-se que cada coluna podera contribuir independentemente da mesma forma, o
nimero total de diferentes combinacBes de sistemas com exatamente c coeficientes,

c=>c(j), seradado por

=

n

( n j* (6+ 20(j)+1) .
leq)

Considerando-se ainda que o niimero de coeficientes ¢ pode variar de 0 até n?, entdo o nlimero
total de sistemas consideradas todas as possiveis quantidades e combinagdes de coeficientes

dasregies |l ou Il € dado por
n n n .
|* 6+ 20(J)+1)j )
Zo:(lj_ll (C(J)]

Como o numero de total combinacdes geradas pela presenca de exatamente c¢ coeficientes
N , n’
pertencentes asregides 11 ou 111 € dado por ( ] , tem-se que
c

(n(j: 2 ”(0?1)}

Y e(i)=c ’
=1

e 0 nimero total de combinagdes geradas € dado por

n? 2 n? 2
Z(n ]:Z(n J*1°*1“2‘° ="

c=0 C c=0 C

Logo, a complexidade sera dada pela média entre o nimero total de sistemas gerados e 0
numero total de combinacdes possiveis de sistemas,

C - 1 * \ : n * c(i+ly [« *
C(n) O(an ;(D(C(j)] (6+2 )j d(2 n)j,

onde c= Zn:c(j) .

=

1.17 Provado Teorema 7.2

Para a primeira parte da conclusdo, fazendo uso do Coroldrio 4.3 e das propriedades
enunciadas na Proposicéo 2.7, tem-se que
0,0<i<n w(a])>0=0x00, w(a]*x')>0.
Como o didmetro é linear com respeito a adi¢do, entéo,
Ox0O0,0,0<i<n w(a]*x')>0 - W(Z[ai]*xi] >0 < w(p(x))>0.

i=0

Para a segunda parte da conclusdo, tem-se, pelo raciocinio anterior, que
w([a,]) >0=DOx 00", w(p(x)) >0,
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x=0= p(0) =[a,] = w(p(x)) = w([a,])>0.
Por outro lado,
Ox 00, w(p(x)) >0 =w(p((0) >0 = w([a,])>0.

Logo, évaido o Teorema7.2. B

1.18 Provado Teorema 7.3

Por absurdo, sgja xo [ [ tal que Xo é extremo da envoltéria intervalar da equagdo f(x) = c,
mas f(Xp) = [ab], a<c<b, paraa b O 0. Entdo, pela continuidade da avaliagdo da fungédo
intervalar f,

B4, 00%* 81 0[c—Db;+w), f(Xo+ d1) =[C;b + €]
e

B, 00%*, 8, 0(—o;c—a, f(Xo + &) =[a+ C].
Mas entdo Xp + 01 € Xp + &, S80 extremos da envoltoria intervalar. Logo, Xo hdo é extremo da
envoltériaintervalar, o que contradiz a hipotese.

Logo, se xo 0 O € extremo da envoltéria intervalar da equacdo f(x) = c, entéo
f(Xo) = [c;b] Of(xe) =[a;c], com a< ¢ < b nas condi¢des enunciadas. B

1.19 Provado Teorema 7.4

Nas condicdes acima enunciadas, assume-se por absurdo que [0t [0 [0 tal que t € extremo
limitante da envol tc’)ria_i ntervalar das solucdes reais da equacdo p(x) = [b] e ndo é solucdo das
equacdes reais p(x) = b e p(x) =b. Nessas condicoes,

OcO0O, c<b, pt)#[c;b]
OcO0, czb, p(t) #[b;c]
Mas, pelo Teorema 7.3, sendo t um limitante da envoltoéria intervalar das solugdes reais da
eguacdo em questao, entéo
Oc OO, p(t)=[c;b] O p(t)=[b;c].
Ent&o uma das seguintes possibilidades devera acontecer:
* tndo éextremo de envoltdriaintervalar; ou

* tndo assume um valor real, sendo, portanto, infinito.

Ambas possibilidades geram contradicdo com as hipoteses adicionadas nesta prova. Logo, €
vélidaa afirmac&o proposta no enunciado. B

1.20 ProvadoLema7.1

A prova a seguir € fundamentada na analise dos polinémios limitantes de p, conforme a
Definicéo 7.2. Nas condigdes enunciadas, tem-se 0s seguintes casos:
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Cas0l:[a,] OI0O[a,] OIV

Caso 1(a): [a,] O]

Nessecaso a, 2a, >0, e

limp(x) = limp_,(x) = lima,*Xx" = +o0
X — +00— X — +00 X = +00 ——

lim p(x) = lim py, (x) = lima, * x" =+oo,
X to X - +oo X — +o0o
indicando que

O[b] 010, Ox, 00O, O0x 00, x> X, = p(x) >[b],
ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é finito.

Caso 1(b): [a,] O IV

Nessecaso a, <a, <0, e

limp(x) = limp.,(x)=lima,*x" = -
X — +00— X — 00 X - +00 ——

““lF_)(X): lim pU+(X) = |lim an*xn =—00,
X+ X+ X — +00
indicando que

O[b] 010, 0%, 00, 0x 00, X >X, = p(x) <[b],
Ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é finito.

Cas02: [a,] Ol O[a,] OBl O[a,] O

Nessecaso [a,] Ull Ofa,] OBl O[a,] Ol = a_n<0<a,eentéo

lim p(x) = limp_,(X)=lima, *x" =-o
X - +00 — X — +oo X — +00 ——

lim p(x) = lim p,, (X) = lima, * x" =+,
o quesignificaque lim p(x) = (—o0;+0) eentdo
O O10,0x, 00, 0x 00, x2X, = p(X) n [b] £0,
ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é +co.

Caso0 3: [a,] LI BI

Caso 3(a): Uk>0,0j >k, ([a] 0OO[a;] OBI)O([a] DOO[a] OBI)
Nesse caso € necessario observar que

Oj,nzj>k, a, =0,
e entdo

PO =P, () =3 3 *x'.

Alémdisso, a, >0 eentéo
lim p(x) = lim p,,(x) = lima, * X" =+o0.
X - +oo X = +00 X o +00
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Assim,
+ se[a,] Dl,tem-seque%>0,eentéo
lim p(x) = lim p_, (x) = lim %*x" = +00,
indicando que
O[bl O10,Ox, 00, O0x 00, X > X, = p(x) > [b],
ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é finito;
« sefa] ON0O[a] 0OBIHO[a] ON O[] OBIHIO[a] 01V, tem-seque 3, <0, e

entéo
”mE(X) =limp.,(x)=lim a-k*Xk =—00,
indicando que lim p(x) = (—o;+0) e entdo
X — +00

Ofb] OO, Oxp00,0x 00, X=X, = p(X) n [b] #,
ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é +co.

Caso 3(b): 0j >0, [a;] 0OO[a] OBI
Nesse caso € necessario observar que
Oj,nzj>0, a =0,
e entdo
P(X) =pL.(X) =2, .
Além disso, a, >0 eentdo
lim B(x) = lim p,,, (x) =x|iqla* X" =400,
Assim,
« sea,<b,entdo
O[blO10,0x0 07, p(x) n [b] #0,
ou sgja, 0 maior extremo da envoltoriaintervalar € +o;
« sea,>b,entdo

OfblO10,0x0 05, p(x) n [b] =0,
0U Sgja, a equagdo Ndo possui extremo positivo paraaenvoltoriaintervalar.

Caso 4: [a,] O BIII

Cas04(a): Uk>0,0j >k, ([a] DOO[a;] OBHI)O([a] OOO[a] OBII)
Nesse caso € necessario observar que
Oj,nzj>k, a, =0,

e entdo

K _ .

P(X)=py.(x) =D a *x' .

i=0

Além disso, a, <0 eentéo
lim p(x) = lim p,, (x) = lima, *x" =-c.

Assim,
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e sea]Ull[a] OBIO[aA] ONO[a] OBIO[a] Oll, tem-se que a_k>0, e
entéo
lim p(x) = lim py, (x) = lim a, * x* =+,
indicando que Iir+n p(X) = (—o0;+00) eentdo
OblO10,O0x, 00, 0x0O0,x2X,= p(X) n [b] #0,
Ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é +oo;
« sefa] OIV, tem-seque a, <0, eentdo
lim p(x) = lim p, (X) = lim a,_* x* = —co,
indicando que

Ofbl O10,Ox, 00, O0x 00, X >X, = p(X) <[b],
ou sgja, que 0 maior extremo da envoltériaintervalar é finito.

Caso4(b): j >0, [a;] DODO[a;] OBHI
Nesse caso € necessario observar que
0j,nzj>0, a =0,
e entdo
P(X) =Py, (X) =ay -
Além disso, a, <0 eentéo
lim p(x) = lim p,..(x) = lim &, *x" = e.
Assim,
« sea,=b,entdo
O[b] OI10,0x0 07, p(x) n [b] #0,
ou sgja, 0 maior extremo da envoltoriaintervalar € +o;
« sea,<h,entdo
O[blO10,0x0 05, p(x) n [b] =0,
0U Sgja, a equagdo Ndo possui extremo positivo paraaenvoltoriaintervalar.

Assim, é provado vdidoo Lema7.1. ®

1.21 ProvadoLema?7.2

Da mesma forma que no lema anterior, a prova a seguir é fundamentada na andlise dos
polindmios limitantes de p, conforme a Defini¢do 7.2. Nas condi¢des enunciadas, tem-se 0s
seguintes casos.

Cas0l:[a,] OI0O[a,] OIV

Caso 1(a): [a,] O]
Nesse caso azi>0,e
e senéimpar, entdo
lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, *x" = -e
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lim p(x) = lim p,_(x) = lima, *x" = -,
X — —00 X — —00 X o —00—1-

indicando que
Ofb] O10,Oxe 00, Ox 00, X <xp= p(x) <[b],
Ou sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito;
e senépar, entéo
lim p(x) = lim p,_(x) = |im a, *x" =+

lim p(x) = lim p,_(x) = lim a_n*xn =+00,
X—0 X - =% X — —00

indicando que
O[b] 010, 0%, 00, O0x 00, X <X, = p(x) > [b],
ou sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito.

Caso 1(b): [a,] O IV
Nesse caso ansa<0,e
e senéimpar, entdo
lim p(x) = lim p_(x) = lim a, * x" = +e

lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, *x" = +o,
X — —00 X — —00 X o —00—1

indicando que
O[b] 010, 0%, 00, 0x 00, X <X, = p(x) > [b],
ou sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito;
* senépar, entéo
XIirer(x) :XlirrlpL_(x) :Xlinlan*x“ =—oc0

lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, *x" = —co,
X - —00 X - —00 X o —00

indicando que
O[b] 010, 0%, 00, 0x 00, X <X, = p(x) <[b],
Ou sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito.

Cas02:[a,] Ol O[a,] OBl Ofa,] O

Nessecaso [a,] Ull Ofa,] OBl O[a,] Ol = a_n<0<a,eentéo
 senéimpar,
lim p(x) = lim p, _(x) = lim a, * x" = —e0

lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, * X" =+
indicando que lim p(x) = (=c0;+e0) e entao

Of[b] OO, Oxp,00,0x 00, X <X, = p(X) n [b] #,
ou sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € —oo;
s senépa,
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lim p(x) = lim p,__(x) = lima, * x" = -
X —» —00 — X — —00 X — —00 ——

lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, * X" = +c
indicando que lim p(x) = (—co;+e0) e entéo
Ofb] OO, Oxp00,0x 00, X <X, = p(X) n [b] #,
0u sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € —o.

Cas03:([a,] OBl Onéimpar) O([a,] OBl Onépar)

jéimpar - [a,]OBI

jépar  ~[ajoBi ) (A HO

Caso 3(a): Uk >0,0j >k, ([a;] DOD{

Nesse caso € necessario observar que

. ' jeimpar - a =0
Oj,n=j>k, <. | =
j épar -8, =0
e entéo
&) N L] -
ﬁ(x):pu—(x)zzazn*x I"'Z:azml*x .
i=0 i=0
Além disso,

« se[a,] OBl Onéimpar,entdo a, >0 e
fim pe) = Jim pu-( = fim a, * X" = ~o;
* sefa,] OBIlI Onépar, entéo a,<0e
X'”IZOF_)(X):JirﬂopL-(X):Jirﬂoﬁ*Xn:‘°°-
Assim, ) ) )
» sekéimpar O[a,] OBI, tem-seque a, #0 eentéo
* se[a] Ul entaoa >0e B
xIir_r;To(x) :Xlir_r!opu_(x) :Xlirpm%*x" =00
indicando que ) ) )
Ob] O10, Ox, 00, O0x 00, X <X, = p(X) <[b],

0u sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito;
+ se[a] ON0O[a]0BIO[a]ONO[a] OBINO[a] 01V, entdo a, <0 e

lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, *x* = +c
indicando que lim p(x) = (—co}+c0) eentao
Ofb] OO, Oxp00,0x 00, X <X, = p(X) n [b] #,
Ou Sgja, gque 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € —o;
 seképarO[a,] OBIIll, tem-seque a, #0 eentéo
¢ sefa ] 0l0[a] OBIO[a]0ON1O[a] OBl O[a,] O, entédo a_k>0 e
lim P(x) = lim p,_(x) = lim a, * x* = +00

indicando que |im p(x) = (—c0;+c0) e entéo
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Ofb] OO, Oxp,00,0x 00, X< X, = p(X) n [b] #,
0uU sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € —o;
¢ sefa] OIV,entédo a, <0 e
lim p(x) = lim p,_(x) = lim a,* x* = ~co
indicando que

O[b] 010, Ox, 00O, 0x 00, X <Xp= p(x) <[b],
Ou sgja, gue 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito.

Caso 3(b): >0, [a,] DOO(jeimpar O[a;] OBI)O(jépa Ofa;] OBII)
Nesse caso € necessario observar que

. ' jeimpar - a =0
Oj,n=2)>0,4. =
| é par -8, =0
e entdo
P(X) =py-(X) =2, .
Além disso,

« se[a,] OBl Onéimpar,entdo a, >0 e
lim p(x) = lim p__(x) = lim a, *x" =—o;
. se[an]DBIIIDnépar,entéo%<0e

lim p(x) = lim p__(x) = lima, *x" = .
X —» —00— X — —00 X o —00 —1

O[bl 010, 0x 0 07, p(x) n [b] 20,
ou sgja, 0 menor extremo da envoltériaintervalar é —o.
« sea,<b,entdo
Ol 010,0x 0 07, p(x) n [b] =0,
OU Sgja, a equacdo Nao possui extremo negativo para a envoltoriaintervalar.

Caso4: ([a,] OBl Onépar)d([a,] OBl Oneéimpar)

jéimpar - [a,]OBIII

jépar  ~[ajoml )& HO

Caso 4(a): Uk >0,0j >k, ([a;] DOD{

Nesse caso € necessario observar que

- jéimpar - a =0
Oj,n=j>k, <", :
jépar -a;=0
e entdo
4] N 52 -
E(X):pL—(X):z%*X I"'Z:azml*x .
i=0 i=0
Além disso,

« sefa,] OBl Onépar,entdo a, >0 e
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lim B(x) = lim py_(x) = lim &, * X" = +co;
e se(a,] DBIIIDnéimpz;r,entéoa_;<0e ~

lim p(x) = Iir_rlpu_(x): Iir_rl’%*x” =+00,
Assim, o - N
 sekéimpar Ula,] OBIIlI, tem-se que a, # 0 eentéo

e s[a]0l0[a]O0BlO[a]OllO[a]OBIO[a] Ol et a, >0e

lim p(x) = lim p,__(x) = lim g, * x* = —c

indicando que |im p(x) = (—c0;+c0) e entéo
Ofb] OO, Oxp 00,0x 00, X <X, = p(X) n [b] # [,
0u sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € —o;
¢ sefa] OIV,entédo a, <0 e

lim p(x) = lim p__(x) = lim a, * x* = +o

indicando que
O[b] O10,Ox, 00, O0x 00, X <X, = p(x) >[b],

ou sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € finito;
« seképarU[a,] UBI, tem-seque a, #0 eentdo

¢ sefa] Ul,entdo a, >0 e
lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, * x* = +c0
indicando que

O[bl O10,Ox, 00, O0x 00, X <X, = p(X) >[b],
ou sgja, gque 0 menor extremo da envoltoériaintervalar é finito;

+ se[a] Ol O[a] OBIO[a,] 0Nl Oa] OBIIOfa] D1V, entéo a, <0 e

lim p(x) = limp__(x) = lima, *x* =-c0
indicando que |im p(x) = (—co;+c0) e entéo
OblO10,O0x, 00, 0x0O0,x<X,= pX) n [b] #0,
0u sgja, que 0 menor extremo da envoltoriaintervalar € —o.

Caso 4(b): j >0, [a,] DO UT(jeimpar O[a;] OBII)O(jepar U[a;] OBI)
Nesse caso € necessario observar que

o {jél'mpar ~a =0
Oj,n=)>0,9", ,
| é par -a=0
e entéo
P(X) =p._(X)=a,.
Além disso,

« sefa,] OBl Onépar, entdoa, >0 e
lim p(x) = lim p,_(x) = lim a, *x" = +c;

« sefa,] OBIlII Onéimpar, entdo a, <0 e
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limp(x) = limp,_(x) = lima, *x" =+,
X — —00 X - —00 X - —00 —1L

Ofbl O10,0x0 0, p(x) n [b] 200,
ou sgja, 0 menor extremo da envoltériaintervalar é —o;
. sea,>b,entéo
Ofbl O10,0x 0 05, p(x) n [b] =0,
OU Sgja, a equacdo Nao possui extremo negativo para a envoltoriaintervalar.

Assim, é provado vaidoo Lema7.2. B

1.22 Provado Teorema 7.6

A aplicacdo do Algoritmo 3 sobre uma equagdo polinomial de grau n € dominada pelo custo
de resolucéo das equacdes polinomiais reais apresentadas na etapa 2.3. Estas, no pior caso,
serdo 4 (duas parax < 0 e duas para x > 0), jaque o caso de x = 0 gera equacOes triviais. A
obtencdo de tais solugdes gera uma complexidade de ordem

O(4* 5(n)).
Adicionalmente, a ordenacéo daslistas Lins € Lg,p geraum custo de ordem

O(2*r(n)).
Como todas as demais etapas envolvem essencialmente comparagdes e assumindo-se que o
custo de uma comparacdo € muito menor que o de uma operacdo de adicdo ou de
multiplicagdo, € aceitavel afirmar que a complexidade de pior caso do Algoritmo 3 seré

C, (n) ~O(4* () +2*r(n)).
Logo, évalido o Teorema7.6. B

1.23 Provado Teorema 7.7
Nas condi¢des enunciadas:

* se p(x) =b ou p(x) =b possuem solucdes reais com multiplicidade maior que 1, entdo
como cada solucdo € associada a um conjunto compacto,
t
O[T n [xE1 20 = < {x°} o Oik[xS] 0 [x$] =0 O[x°] = JIx¢].

i=1

st t<n{xe} o Oik XS] 0 [xE1=0 O[x°] =U[x$] , ent&o

Oxi, L<ist (p(x;) =b O p(x;) =b ) e x; tem multiplicidade maior que 1, pois cada
solucdo é associada a um conjunto compacto.

Logo, évalidoo Teorema7.7. &
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Anexo 2 Complexidade das Etapasdo Algoritmo 1

Neste anexo sdo detalhados 0s custos, no pior caso, das diversas etapas do Algoritmo 1, para o
clculo das solugdes proprias de equagdes polinomiais intervalares. A notagdo assumida,
juntamente com a andlise da complexidade podem ser encontrados na Secéo 6.4.

Etapa Comparagoes Atribuicbes Operagdes Aritméticas
1 - -
2 - -
2.1 - -
2.2 *n *n
221 8 3 -
2
1

2.3 -
2.4 -
2.5 -
2.6 *n *n *n

2.6.1 - 1 -

2.6.2 4 - -

2.6.2.1 - 2'0<t<sn-1 -

2.6.2.2 - 2'0<t<sn-1 -

2.6.2.3 *2'0<stsn-1 *2'0<stsn-1 *2'0<stsn-1
2.6.231 - 2 -
2.6.2.3.2 - 1 -

2.6.24 - - -

2.6.25 *2'0<t<n-1 *2'0<t<n-1 *2'0<t<n-1
2.6.251 - 2 -
2.6.25.2 - 1 -

2.6.2.6 - - -

2.6.3 - -
26.3.1 *2'0<tsn-1 | * 2'0<tsn-1 *2'0<tsn-1
2.6.3.1.1 - 2 -

2.6.3.2 - - -

2.6.4 - - -

2.7 - - -

2.8 * N * N * on

281 - - snl(n)
2.8.2 2*n - -

2.8.3 - - -

2.9 - - -
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Anexo 3 Complexidade das Etapasdo Algoritmo 2

Neste anexo sdo detalhados os custos, no pior caso, das diversas etapas do Algoritmo 2, para o
célculo das solucdes préprias de sistemas equagdes lineares intervalares. A notacdo assumida,
juntamente com a andlise da complexidade podem ser encontrados na Secéo 6.8.

Etapa Comparagies Atribuicbes Operagdes Aritméticas

1 - - -
2 - 8" -
3 * 8n * 8n * 8n
31 - n -
3.2 *n *n *n
321 - 2 -
3.2.2 *n *n *n
3221 - 1 -
3222 4 - -
32221 - 2'*(n*+1,0<stsn-1 -
32222 - 2'.0<stsn-1 -
32223 *2'0<t<n-1 *2'0<t<n-1 *2'0<t<n-1
322231 - 2 -
322232 - 1 -
32224 - - -
32225 *2'0<st<n-1 *2'0<st<sn-1 *2t0<st<n-1
322251 - 2 -
3.2.2.25.2 - 1 -
3.22.26 - - -
3.2.2.3 - - -
32231 *2t0<st<n-1 *2'0<st<sn-1 *2t0<st<sn-1
322311 - 2 -
32232 - - -
3.2.24 - - -
3.23 - - -
3.3 - - -
34 * i(nJ* 21*6n—t * i(nJ* 21*6n—t * i(nj* 2t*6n—t

' =0\ 1 =0\ 1 =0\ 1
341 - - d(2*n)
3.4.2 2*n - -
343 - - -
35 - - -
4 - - -
5 - - -
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Anexo 4 Instrucdes de Uso da Ferramenta de Apoio a Visualizacdo de
Equacdes I ntervalares

Este anexo apresenta algumas informagdes para a instalagéo e uso da ferramenta desenvolvida
para a visualizacdo das solucdes proprias de equagdes intervalares.

Parafazer uso da ferramenta de visualizag&o desenvolvida é necessério:

Instalar 0 JDK 1.2 ou superior

Para utilizar a ferramenta desenvolvida vocé necessita primeiramente instalar o suporte para o
Java. A ferramenta é compativel com JDK 1.2, mas versdes superiores deverdo funcionar
também.

Instalar o Kitware VTK 3.2-Java ou superior

As referéncias para os arquivos de suporte utilizados na geragéo desta ferramenta encontram-
se no endereco www.mat.pucrs.br/~vaccaro/sei/. Alternativamente, uma verso mais recente
desta biblioteca freeware pode ser obtida a partir do endereco http://www.kitware.com.

Configurar asvariaveis de ambiente
A varidvel de ambiente CLASSPATH deve conter areferéncia ao diretdrio onde se encontra a
bibliotecavtk.jar.

Instalar aferramenta desenvolvida

Apoés a instalacdo do VTK, vocé deve descompactar o arquivo vtk _tool.zip, que contém a
ferramenta desenvolvida e os arquivos de dados em uma érvore de diretérios. E importante a
manutencdo da arvore de diretdrios em questdo para o correto funcionamento da ferramenta.
Sua execucao ocorre através da classe Principal .class.

Finalmente, cabe observar que:

= QOs arquivos relativos ao VTK sdo fornecidos com propositos puramente académicos e
segundo as regras de software de codigo aberto definidas pela Kitware;

» A ferramenta de visualizacdo € fornecida com os mesmos propésitos académicos. Os
autores ndo se responsabilizam por quaisquer eventos desagradaveis decorrentes de sua
utilizacéo.
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Anexo 5 ResenhadeArtigoseLivros

Neste anexo é apresentado um breve sumario das referéncias consultadas na area de
Matemética Intervalar, com comentarios julgados pertinentes pelo autor:

[ALE 83] ALEFELD, G.; HERZBERGER, J. Introduction to Interval Computation.
New Y ork: Academic Press, 1983.

Apesar de relativamente antigo, este livro € umadas principais referéncias em
aritmética intervalar, desenvolvendo tOpicos desde a definicdo das operacbes
aritméticas intervalares e suas propriedades até a solugdo de sistemas de
equacOes intervalares.

[ALE 98] ALEFELD, G.; CLAUDIO, D. M. The basic properties of interval arithmetic,
its software realizations and some applications. Computers and Structures,
Amsterdam, n. 67, p. 3-8, 1998.

Os autores apresentam uma breve introducéo a andlise intervalar e suas
aplicacBes. Também sdo apresentadas algumas linguagens de programacao
gue suportam esse tipo de dado.

[ALE2000] ALEFELD, G.; MAYER, G. Interval analysis. theory and applications.
Journal of Computational and Applied Mathematics, Amsterdam, n. 121,
p. 421-464, 2000.

Este artigo destina-se a fornecer uma visdo gera e atualizada da pesquisa em
Andlise Intervalar, orientada historicamente. Sdo referidos problemas tais
como a solucéo de sistemas de equacOes intervalares, sistemas néo lineares,
determinag@o de autovalores agébricos intervalares e resolugdo de certos
tipos de equacdes diferenciais. Uma secéo € devotada a caracterizagdo dos
softwares que apresentam suporte a operagoes intervalares. Infelizmente, as
aplicacOes descritas séo exclusivamente tedricas, como em um livro texto de
Analise Matemética.

[BER 72] BERTI, S. N. Some Relations Between Interval Functions (). Mathematica,
[SI], V. 14,n. 37, p. 9-26, 1972.

Neste artigo o autor apresenta um estudo algébrico de algumas rel acdes entre
expressdes quadraticas intervalares e as compara com a propriedade de
subdistributividade intervalar da multiplicacdo em relacéo a adicéo.

[BOH 96] BOHLENDER, G. Literature on Enclosure Methods and Related Topics.
Versdo de 24 de setembro, 1996. Disponivel em: <http://www.uni-
karlsruhe.de/~Gerd.Bohlender/listlist.html>. Acesso em: 07 jul. 2000.

O autor apresenta uma lista bastante completa de publicacGes sobre métodos
de enquadramento, que permitem a obtencéo de resultados verificados em
célculos cientificos. Infelizmente, as atualizagfes da lista cessam em 1996.



[CLA 924]

[CLA 920]

[CLA 96]

[CLA 9-g

[CLA 9-b]

[COX 99]
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CLAUDIO, D. M.; FRANCIOSI, B. R. T. A domain approach to interval
mathematics. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON INTERVAL AND
STOCHASTIC METHODS IN SCIENCE AND ENGINEERING, 1992,
Moscou. Proceedings... Moscou: Department of Automatic Control, 1992. p.
13-17.

Os autores apresentam uma forma diferenciada de abordagem da andlise
intervalar através da Teoria dos Dominios Continuos. Segundo os autores,
essa abordagem tem a vantagem de prover uma légica associada as
operacoes, albgica de Scott, além de ser construtiva e computacional.

CLAUDIO, D. M.; ESCARDO, M. H.; FRANCIOSI, B. R. T. An Order-
Theoretic Approach to Interval Analysis. Interval Computations, Dordrecht,
v. 5, n. 3, p. 38-45, 1992.

Neste artigo os autores demonstram que a topologia de Scott em 10 é
compativel com a monotonicidade da inclusdo e a topologia usual dos
nimeros reais. Esta demonstragdo € redlizada enfatizando-se o0 papel da
relacdo de inclusdo como um qualificador da informagéo trazida por um
intervalo dereais.

CLAUDIO, D. M.; OLIVEIRA, J. B. Interva Approximations. ZAMM,
[S1.], n. 76, p. 374-376, 1996.

Os autores apresentam a relacdo de aproximagdo intervalar como substitutiva
da relagcdo de igualdade entre intervalos, definindo suas propriedades
algébricas.

CLAUDIO, D. M. A new approach for solving equations with interval
coefficients, [199-]. Nao Publicado.

O artigo apresenta uma extensdo das idéas desenvolvidas por Korzenowski e
Claudio [KOR 94], e por Claudio e Oliveira [CLA 96], propondo uma nova
relacdo de equivaléncia para a operacdo entre intervalos e definindo o “Corpo
Dindmico”. Propriedades basicas e uma caracterizagdo desta estrutura sdo
também apresentadas.

CLAUDIO, D.; FERREIRA, J. A.; OLIVEIRA, F.; PATRICIO, F. Roots of
Polynomialswith Interval Coefficients, [199-]. Nao Publicado.

Os autores apresentam uma formulagéo fundamentada na de Bhaskara e em
propriedades que caracterizam raizes de equacfes polinomiais reais para a
determinacdo de envoltérias intervalares para as raizes de equagdes
polinomiais de segundo grau. S&o determinadas expressdes para o cdculo de
envoltorias de raizes reais e estimativas a priori de envoltorias de raizes
complexas.

COXSON, G. E. Computing Exact Bounds on Elements of na Inverse
Interval Matrix is NP-Hard. Reliable Computing, Dordrecht, n. 5, p. 137-
142, 1999.
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Neste artigo 0 autor demonstra que a obtencdo da matriz inversa de uma
matriz intervalar que contenha os extremos exatos para cada elemento € um
problema NP-Dificil. Portanto, nenhum agoritmo terd uma complexidade
menor gque exponencial no pior caso, amenos que P = NP.

DANQING, Z.; WEIGUQ, L.; ZUHE, S. Solving Undetermined Systems
with Interval Methods. Reliable Computing, Dordrecht, n. 5, p. 23-33, 1999.

Os autores apresentam um operador similar ao de Krawczyk e um algoritmo
generalizado do tipo Krawczyk-Moore para a solucdo de sistemas
indeterminados. O principal resultado € a garantia de unicidade e
convergéncia do algoritmo sob determinadas condi¢oes.

DENNIS, D.; KREINOVICH, V.; RUMP, S. M. Intervals and the Origins of
Cdculus. Reliable Computing, Dordrecht, n. 4, p. 191-197, 1998.

Os autores apresentam um breve e interessante histérico da evolucéo de
certos conceitos mateméticos através de problemas. Em particular referem
gue um dos primeiros agoritmos intervalares foi desenvolvido por John
Wallis no século XVII, sendo significativo na definicio do Céculo
Infinitessmal desenvolvido por Newton e Leibniz.

DIMITROVA, N. S;; MARKOQV, S. M.; POPOVA, E. D. Extended interval
arithmetics:.  new results and applications. ATANASSOVA, L.
HERZBERGER, J. (Ed.). Computer Arithmetic and Enclosure Methods.
Amsterdam: Elsevier Science Publishers, 1992. p. 225-232.

Os autores apresentam resultados que comparam diferentes estruturas
aritméticas intervalares. a partir o conceito de intervalo, e a partir do conceito
de extensdo de nimero real. O trabalho é analisado essencialmente do ponto
de vista algébrico, assim como as aplicacoes.

FRANCIOSI, B. R. T. Representacdo Geométrica de I ntervalos. 1999. 108
p. Tese (Doutorado em Ciéncia da Computagdo) — Instituto de Informatica,
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

A autora apresenta e explora uma abordagem diferenciada para a
representacao grafica de intervalos, através da qual é possivel a anadlise visual
de operagOes e de comportamentos de seqliéncias deste tipo de dado. Ta
andise € realizada com o auxilio de propriedades geométricas derivadas no
plano cartesiano.

HEINDL, G. Experiences with a method for enclosing solutions of systems of
equations. Journal of Computational and Applied Mathematics,
Amsterdam, n. 60, p. 63-76, 1995.

O autor apresenta dois algoritmos para o0 cdculo de inclusbes intervalares
para as solugdes de sistemas reais, fazendo uso de métodos intervalares
desenvolvidos pelo Prof. S. Rump. Um algoritmo destina-se a obtencdo de
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envoltdrias intervalares para as componentes da solugcdo de sistemas lineares
€ 0 outro, de sistemas ndo lineares.

JAHN, K. U. Eine Theorie der Gleichunssysteme mit Interval-Koeffizienten.
ZAMM, [SI], n. 54, p. 405-412, 1974.

Neste artigo (em lingua alemd) o autor apresenta uma discussdo sobre a
solubilidade de sistemas de equacdes lineares com coeficientes intervalares.
Alguns métodos finitos para a construgdo das solucdes sdo apresentados e as
solugdes interpretadas.

KEARFOTT, R. B. Interval Computations. Introduction, Uses, and
Resources. Euromath Bulletin, [S.l.] v. 1, n. 2, p. 95-112, 1996. Disponivel
em: <http://interval.louisiana.edu/preprints/survey.ps>. Acesso em: 12 dez.
2000.

Neste survey o autor apresenta uma visao geral da pesquisa em Matemética
Intervalar, procurando focar problemas-chave e algumas questbes em aberto.
O artigo também fornece informacdes para o acesso a literatura tradicional na
area e parareferéncias em meio eletrénico.

KOLEV, L. V. An Improved Method for Global Solution of Non-Linear
Systems. Reliable Computing, Dordrecht, n. 5, p. 103-111, 1999.

O autor apresenta duas modificacdes sobre um método intervalar que permite
a obtencao de solugdes globais isoladas de sistemas de equacdes ndo lineares.
Dois exemplos numéricos sdo apresentados e comparados com resultados
obtidos através do método de Gauss intervalar.

KORZENOWSKI, H. Estudo sobre Resolugdo de Equacgbes de
Coeficientes Intervalares. 1994. 132 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncia
da Computagdo) — Instituto de Informética, Universidade Federa do Rio
Grande do Sul, Porto Alegre.

A autora apresenta uma relacdo de equivaléncia, denominada relacdo de
aproximacdo, em substituicdo a igualdade algébrica estrutural entre
intervalos. Com base nesta relacéo a autora apresenta um espaco de solucdes
similar a um corpo, no qual torna-se possivel a determinacdo de envoltérias
para as solucdes de equacdes polinomiais de coeficientes intervalares.

KULISCH, U. W.; MIRANKER, W. L. Computer Arithmetic in Theory
and Practice. New York: Academic Press, 1981.

Neste livro, os autores partem de uma abordagem agébrica de maior
amplitude, em uma formaidealizada e apropriada para definir uma aritmética
computacional. Com base neste estudo abstrato descrevem como uma
aritmética de ponto flutuante pode ser construida de forma otimal. Em
particular, o capitulo 4 apresenta uma descricdo da aritmética intervalar
segundo este ponto de vista.
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KULISCH, U. W.; MIRANKER, W. L. The arithmetic of the digital
computer: a new approach. SIAM Review, [S.l.], v. 28, n. 1, p. 1-40, Mar.
1986.

Neste artigo os autores apresentam um estudo aprofundado sobre
implementagbes de aritméticas em computadores. Regras para a
implementagdo de aritméticas de ponto flutuante sdo apresentadas e
discutidas. O artigo discute também formas de implementacéo da aritmética
intervalar e de operagOes associadas para 0 suporte a processos automaticos
de validacdo de erros, de modo a garantir alta exatiddo no processamento de
célculos cientificos.

KULISCH, U. W. Numerical Algorithms with Automatic Result Verification.
Lecturesin Applied Mathematics, [S.I.], v. 32, p. 471-502, 1992.

Neste artigo 0 autor apresenta um coprocessador aritmético que suporta
operacOes intervalares de modo a garantir verificagdo automética de
resultados em aritmética de ponto flutuante. Parte dos resultados é baseada
em [KUL 81] e em trabalhos subsequentes. Alguns exemplos de aplicacéo
s80 brevemente descritos.

MARKOQV, S. On directed interval arithmetic and its applications. J. UCS,
[SI],v.1,n.7, p.510-521, 1995.

O autor compara duas formas alternativas de aritmética intervalar: intervalos
dirigidos (generalizados), estudados por Kaucher, e intervalos normais, com
operacdes internas e externas. Infelizmente, uma notacdo um tanto carregada
dificultaaleiturae a compreensdo total dasidéas apresentadas.

MARKOQV, S,; POPOVA, E.; ULLRICH, Ch. On the Solution of Linear
Algebraic Equations Involving Interval Coefficients. In. MARGENOV, S,
VASSILEVSKI, P. (Ed.). Iterative Methods in Linear Algebra. [S.]:
IMACS, 1996. p. 216-225. (IMACS Series in Computational and Applied
Mathematics, n. 3)

Neste artigo os autores apresentam novas relaces relevantes as operactes
entre intervalos dirigidos, de tal forma a operar al gebricamente com matrizes
intervalares. A partir dessas relagdes um agoritmo iterativo para a
determinacéo de solucgdes algébricas de sistemas lineares intervalares similar
a0 de Gauss-Jacobi é proposto e sua convergéncia € demonstrada.

MARKOQV, S.; OKUMURA, K. The Contribution of T. Sunaga to Interval
Analysis and Reliable Computing. In: CSENDES, T. (Ed.). Developmentsin
Reliable Computing. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1999. p. 163-
184.

Neste texto os autores apresentam uma resenha do artigo de Sunaga [SUN
58], agregando uma perspectiva histérica as idéias apresentadas por este
altimo autor. Uma relag@o dos principais resultados sugeridos por Sunaga e
uma breve biografia vém em anexo ao texto.
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MARKQV, S. An iterative method for agebraic solution to interval
equations. Applied Numerical Mathematics, Amsterdam, n. 30, p. 225-239,
1999.

Neste artigo o autor apresenta sucintamente as principais definices e
operacOes da dgebra intervalar dirigida, na qual intervalos com o extremo
inferior maior que o extremo superior sdo aceitos como validos e operados
adeguadamente. O tema principal do artigo € um método iterativo similar ao
de Gauss-Jacobi capaz de determinar as solucdes algébricas de sistemas
lineares intervalares, similar ao apresentado em [MAR 96].

MOORE, R. E. Interval Analysis. Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice-
Hall, 1966.

Neste livro, baseado na tese do mesmo autor, sG0 apresentadas as primeiras
idéias que fundamentam a aritmética intervalar. Moore refere ndo apenas
propriedades elementares, referentes a aritmética e topologia, mas define
métodos para a avaliagcdo de funcdes e a determinagdo de raizes, de integrais,
de solugdes de equactes diferenciais e de expansdes em séries de Taylor para
fungbes interval ares.

MOORE, R. E. Methods and Applications of Interval Analysis.
Philadel phia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 1979.

Neste livro o autor concentra-se em alguns métodos e aplicagdes da andise
intervalar até a época em questdo. O livro inicia com uma apresentacdo
condensada das principais propriedades algébricas da aritmética intervalar.
Em seguida sdo apresentadas idéias relacionadas a convergéncia finita em
aritméticaintervalar e a definicdo de condicdes suficientes para a existéncia e
a convergéncia de solucdes de sistemas de equacOes algébricas. Os trés
capitulos finais sdo destinados a aplicacdes e, em particular, o capitulo 9
apresenta um interessante exemplo no contexto financeiro. O apéndice traz
ainda um indice bibliogréfico de publicagdes na &rea, na época.

OLIVEIRA, J. B. S.; CLAUDIO, D. M. Some properties of polynomials
with interval coefficients, 1999. Ndo Publicado.

Neste breve artigo sdo estudadas algumas propriedades caracteristicas de
funcbes polinomiais de coeficientes intervalares e variavel real. Em particular
os polinbmios reais limitantes da funcdo polinomia intervalar sdo
caracterizados de forma bastante simples e alguns exempl os sdo apresentados.
Também sio apresentadas consideracOes sobre a existéncia de raizes reais de
acordo com caracteristicas dos coeficientes e das avaliages dos polinémios
limitantes. A versdo disponivel no momento da realizacdo dessa pesquisa
encontrava-se incompleta.

OPPENHEIMER, E. P.; MICHEL, A. N. Application of Interva Anaysis
Techniques to Linear Systems. Part | — Fundamental Results. |EEE
Transactions on Circuits and Systems, New York, v. 35, n. 9, p. 1129-
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1138, 1988.

Os autores apresentam um espago métrico baseado na aritmética intervalar e
considerado mais adequado para o tipo de andlise por eles reaizada. O
objetivo central do artigo é o estudo de equacles diferenciais de primeira
ordem sujeitas a parametros linearmente dependentes de variaves
interval ares.

POPOVA, E. D. All About Generalized Interval Distributive Relations. |.
Complete Proof of the Relations. Sofia, 2000. Disponivel em:
<http://www.math.bas.ba/~epopova/papers/index.html>. Acesso em: 20 dez.
2000.

Neste artigo extraido da tese de doutorado da autora, sdo apresentados

resultados referentes a existéncia de relagdes distributivas generalizadas
envolvendo interval os proprios e interval os improprios.

ROHN, J.; REX, G. Enclosing Solutions of Linear Equations. SIAM Jour nal
in Numerical Analysis, [S.l.], v. 35, n. 2, p. 524-539, 1998.

Os autores apresentam uma releitura do método desenvolvido por S. Rump
para a determinacdo de envoltorias intervalares para as solucbes reais de
sistemas de equagdes lineares. A principa diferenca é que o trabalho
apresenta uma versao real para o método intervalar de Rump e que garante as
mesmas condi¢cbes de validagdo e convergéncia das solugbes. N&o sdo
apresentados exemplos ou resultados de eficiéncia computacional .

RUMP, S. M. Algebraic Computation, Numerical Computation and Verified
Inclusions. In: JANREN, R. (Ed.). Trends in Computer Algebra. Berlim:
Springer Verlag, 1988. p. 177-197.

O autor faz uma andlise comparativa das trés diferentes abordagens de
solucdo computacional de problemas listadas no titulo. Em particular, analisa
as caracteristicas, 0s pros e os contras de cada abordagem, bem como de
combinacdes dessas.

RUMP, S. M. Verification Methods for Dense and Sparse Systems of
Equations. In: HERZBERGER, J. (Ed.). Topicsin Validated Computations
- Studies in Computational Mathematics. Amsterdam: Elsevier Science,
1994. p. 63-136.

Neste trabalho o autor apresenta uma andlise comparativa de diversos
métodos autovalidaveis para a resolucdo de sistemas de equacfes densos e
esparsos. Os resultados propostos pelo autor sdo comparados com os de
outros métodos. Em particular, resultados associados a determinacéo de
existéncia e unicidade de solugdes sdo apresentados, assim como resultados
para certos tipos de matrizes.

SUNAGA, T. Theory of an Interval Algebra and its Applications to
Numerical Analysis. RAAG Memoirs, [S.I.], v. 2, p. 547-564, 1958.
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Neste artigo, relatado como um dos marcos fundamentais da pesquisa em
Matematica Intervalar [MAR 99a, ALE 2000], o autor apresenta as primeiras
definicbes e aplicagbes da utilizacdo de intervalos como representantes de
nUmeros reais sujeitos aimpreci sdes.

YAMAMURA, K. Finding All Solutions of Nonlinear Equations Using
Linear Combinations of Functions. Reliable Computing, Dordrecht, n. 6, p.
105-113, 2000.

O autor apresenta um teste para a verificagdo da ndo existéncia de solugdes
em sistemas ndo lineares. Quatro exemplos numéricos evidenciam a
eficiéncia da abordagem proposta por este autor.

WOLFE, M. A. Interval mathematics, algebraic equations and optimization.
Journal of Computational and Applied Mathematics, Amsterdam, n. 124,
p. 263-280, 2000.

O autor apresenta um survey sobre Matematica Intervalar, concentrando-se na
apresentacdo de métodos para a solucéo de problemas de cunho aplicado, tais
como a determinacdo da envoltdria intervalar de equagdes algébricas
intervalares de variavel rea, lineares ou ndo lineares; e otimizacéo, local ou
global.
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