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Resumo

Neste trabalho introduzimos brevemente o formalismo matemético da Meca-
nica Quantica e analisamos em detalhe a classe dos operadores completa-
mente positivos (e sua conhecida representagao de Kraus). Seguindo [10],
definimos o que chamamos de semigrupos dinamicos quanticos (QDS) e semi-
grupos markovianos quanticos (QMS), em analogia aos semigrupos classicos
da teoria de processos estocasticos com t real e t > 0. Explorando a relacao
entre o semigrupo e seu gerador infinitesimal, encontramos condi¢oes ne-
cessarias e suficientes para que um operador seja o gerador infinitesimal de
um destes semigrupos quanticos com ¢ real e £ > 0. Um operador que satis-
faz esta condicao é chamado de operador condicionalmente completamente
positivo. O tépico mais importante nesta dissertacao é o seguinte: seguindo
[10] descrevemos uma representacao destes geradores originalmente devida a
Lindblad [23].

Palavras-chave: Mecanica Quantica, Semigrupos Dinamicos Quanticos, Se-
migrupos Markovianos Quanticos, operadores completamente positivos, ope-
radores condicionalmente completamente positivos, processos estocasticos,
gerador infinitesimal, Lindblad.



Abstract

In this work we briefly introduce the mathematical formalism of the the-
ory of Quantum Mechanics and we we analyze in great details the class of
completely positive operators (and also their well-known Kraus representa-
tion). Following [10], we define what we call quantum dynamical semigroups
(QDS) and quantum markov semigroups (QMS), in analogy with classical se-
migroups arrising from stochastic processes theory where ¢ is real and ¢ > 0.
Exploring the relation between a semigroup and his infinitesimal generator,
we find necessary and sufficient conditions to an operator become an infinite-
simal generator of one of those quantum semigroups where ¢ is real and ¢ > 0.
An operator which satisfies this condition is called conditionally completely
positive. We present (following [10]) a representation for those generators
originally due to Lindblad [23].

Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Dynamical Semigroups, Quan-
tum Markov Semigroups, completely positive operators, conditionally com-
pletely positive operators, stochastic processes, infinitesimal generator, Lind-
blad.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao é estruturada em 3 capitulos. Neste primeiro, introdu-
ziremos muito brevemente a teoria da Mecanica Quantica e seu formalismo
matematico, além de revisarmos as nocoes de Algebra Linear necessarias
para a compreensao do que vamos abordar neste texto. Apds, discutiremos
a estrutura requerida para entender as propriedades basicas dos operadores
em questao; ao mesmo tempo em que apresentamos ferramentas tteis ire-
mos também familiarizar o leitor com o objeto principal do nosso estudo.
Finalmente, seguindo [10], no tltimo capitulo dissertamos sobre alguns dos
resultados principais da teoria dos semigrupos dinamicos quanticos e discuti-
mos também algumas analogias com o que ja era conhecido da teoria classica
de semigrupos, onde t é real e t > 0.

Iremos considerar uma familia a tempo continuo, t > 0, de operadores
completamente positivos e que definem um semigrupo. Este semigrupo por
sua vez possui um gerador infinitesimal L.

O tépico mais importante nesta dissertacao é o seguinte: seguindo [10]
descrevemos uma representacao deste gerador infinitesimal £ originalmente
devida a Lindblad [23] (ver Coroldrio 3.2.7).

Na ultima subsec¢ao 3.3 iremos brevemente discutir do ponto de vista da
Fisica a relevancia e o interesse no estudo de tal tipo de semigrupo.

O tépico desta dissertacao faz parte do que se chama de Teoria da In-
formacao Quantica. Uma boa referéncia sobre este assunto é o texto [27].



1.1 Mecanica Quantica I: contextualizacao

Vamos discutir aqui um pouco do contexto onde este trabalho se encaixa.
A teoria de interesse por trds de toda a matemadtica aqui apresentada é a
Mecanica Quantica.

A Mecanica Quantica ¢é a teoria que descreve as leis fisicas que regem as
particulas de massa muito pequena. Tenha em mente que enquanto um mos-
quito tem massa em torno de 107 Kg e uma bactéria em torno de 1071° Kg,
um elétron, que é uma particula para a qual as leis da mecanica quantica
se aplicam, tem massa aproximada de 9.11 x 1073! Kg. Ou seja, sao leis
aprimoradas para particulas mintsculas que poderiam a principio nao ter
consequeéencias muito interessantes. Mas com o amplo entendimento delas
foi possivel criar novas tecnologias, por exemplo o transistor, um compo-
nente essencial da atual eletronica que possibilitou, apés anos de revolucao
tecnoldgica, que tenhamos hoje aparelhos como computadores e celulares.
Tamanho desenvolvimento demandou uma rigorosa teoria matematica acom-
panhando as leis fisicas.

Uma ideia anterior a teoria quantica era esperar de uma teoria fisica
que ela previsse o resultado de um experimento quando se sabiam todas as
condicoes iniciais do sistema. Porém a mecanica quantica nos convenceu
de que nem sempre isso € possivel, sobrando para nés a possibilidade de
inferir probabilidades de determinados eventos acontecerem. Muitos podem
se perguntar se essa falta de exatidao nao é fruto de uma limitacao na teoria
ou de falta de conhecimento sobre variaveis escondidas, mas na verdade todas
evidencias apontam se tratar de apenas mais uma caracteristica da natureza.

Para colocar em bases sélidas o conhecimento experimental adquirido,
formulamos postulados com os quais desenvolvemos a teoria que formaliza
tais experimentos. O primeiro destes postulados, quando se fala em mecanica
quantica, é a existéncia de uma correspondéncia entre o sistema quantico e
um objeto matematico chamado espaco de Hilbert. Alguns tépicos da dlgebra
linear irdao sendo invocados ao longo do texto. A seguir, uma revisao destes
conceitos é apresentada. A discussao sobre o formalismo matematico da
Mecanica Quantica é retomada na secao subsequente.



1.2 Preliminares

Em geral, na Mecanica Quantica fazemos uso de operadores lineares em
espacos de Hilbert. Vamos apresentar a seguir de forma breve alguns dos
conceitos e nogoes pertinentes ao assunto. Contudo, neste texto vamos nos
restringir a algebra linear em dimensao finita, o que facilita a discussao dos
resultados mas nao representa necessariamente uma perda de profundidade
no entendimento dos mesmos.

Considere, por ora, H como um espagco de Hilbert sobre o corpo dos com-
plexos. Isso significa que H é um espaco vetorial equipado com um produto
interno, o qual define uma norma pela relacdo ||u|| = /(u,u). Além disso,
pedimos que toda sequéncia de Cauchy relativa a essa norma seja conver-
gente. Por esta ultima propriedade, conferimos a H o titulo de completo.

Considere no conjunto C" seu produto interno natural

n

(u,v) = Z ;0;.

i=1

Todo produto interno da origem a uma norma pela relacao ||ul| = v/ (u,u),
o que em C" nos da a norma

n 1/2
lull = (Z |ui!2> :
i=1

Este produto interno faz de C™ um espago de Hilbert. Todo espago de
Hilbert H de dimensao finita ¢ isomorfo a algum C". Nesse caso, os opera-
dores lineares T': H — H podem ser identificados com M,,, o conjunto
das matrizes n X n cujas entradas sao nimeros complexos.

A norma de um operador linear T : H — H é definida por
[T == sup{ | Tull - w € H, [Jul] = 1}.

Em dimensao finita sempre vale ||T']| < oo e ainda é garantida a existéncia
de um elemento v € H, com ||ul]| = 1 que atinge o supremo acima. Esta
é a norma mais natural a se considerar no espaco M,,. Ela faz de M,, um



espaco de Hilbert. Para o nosso propdsito sera interessante considerar outro
produto interno, portanto outra norma (que também fard M,, um espago de
Hilbert). Faremos isso mais adiante.

Definicao 1.2.1. Dado um operador linear T : H — IC, entre dois espagos
de Hilbert de dimensao finita, definimos a adjunta de T" como sendo o unico
operador linear T : IC — H que satisfaz

(u, T*v) = (Tu,v), Yu € H,v € K.

Dado T operador linear entre dois espacos de Hilbert de dimensao finita
sempre existe T™.

Observacao 1.2.2. Dadas bases no espago de partida e no espaco de che-
gada, T pode ser representado por uma matriz A. Decorre facilmente que a
matriz que representa o operador T € a matriz transposta conjugada de A.
Portanto, € imediata a identificacao entre operadores de C" e matrizes em

M,,.

Definicao 1.2.3. Um operador T' € dito autoadjunto no caso em que H =
Kel=T".

Um operador 7" : C* — C™ autoadjunto é diagonalizavel e todos os seus
autovalores sdo nimeros reais (ver [22] ou [17]).

Definicao 1.2.4. Um operador linear T : C* — C" € dito operador
positivo se € autoadjunto e (u,Tu) > 0 para todo u € C". Neste caso,
denotamos T > 0.

Definicao 1.2.5. Um operador linear T : M,, — M,, € dito uma aplica¢ao
positiva quando preserva as matrizes positivas de M, isto €, T(A) > 0,
para toda matriz A > 0. Também escrevemos T > 0.

Escrevemos A > B para representar A — B > 0. Um operador T : C* —
C" positivo admite uma base de autovetores na qual sua matriz é diagonal
e todos os seus autovalores sao nao negativos. A rigor, na literatura usa-se
mais para esta condicao a denominacgao positivo semidefinido, deixando o
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termo positivo para quando a desigualdade acima ¢ estrita, mas neste texto
vamos omitir o semidefinido e este s6 aparecera quando, e se for, necessaria
a distingao.

Note que se T : M,, = M,, é uma aplicacao positiva, e A < 0 (o que
significa nada mais que —A > 0), entao T(A) < 0, pois =T (A) =T (—A) >
0.

Um primeiro teorema ajuda a caracterizar de forma mais pratica e ele-
gante tais operadores.

Teorema 1.2.6. Seja T : H — H, para H = C". Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes:

1. T € positivo.
2. T =T* e os autovalores de T' sao niumeros reais nao-neqativos.

3. T é da forma U*U para algum operador U : H — H.

Corolario 1.2.7. Se A > 0, entdo X*AX > 0. Mais geralmente, se A > B,
entdo X*AX > X*BX, para todos A, B, X € H.

Outra classe de operadores que vai nos interessar ¢ a seguinte.

Definigao 1.2.8. Seja H = C". Um operador T : H — H € dito unitdrio
se U*U = UU* =1, onde I denota a identidade em C".

Se A é matriz autoadjunta entdo U = €'+ é uma matriz unitaria, pois

neste caso (e*1)* = e~. Vale ressaltar aqui que a norma de operadores neste
espaco satisfaz a propriedade chamada propriedade de C*-norma, a saber

17T = I T*.

Resultados semelhantes a alguns descritos acima sao verdadeiros para
T: M, -+ M, emvezdeT:C"— C".

Por fim, vamos considerar em M,, o produto interno definido por

(A, BY = tr(A*B), (1.1)



onde tr é a aplicacao traco, que sob as matrizes, tem o efeito de somar os
elementos da diagonal. Com esse produto interno, M,, é espaco de Hilbert.
Dado um funcional linear G : M,, — C se pode mostrar que existe uma
matriz A tal que para todo B vale

G(B)=<A,B>.

Nossa revisao baseou-se no capitulo inicial de [5].

1.3 Mecanica Quantica II: formalismo

Vamos agora descrever a matematica que permite modelar as proprie-
dades principais que se obtém a partir de diversos experimentos observados
na fisica quantica. As medicoes da mecanica quantica sao chamadas de ob-
servaveis e representadas matematicamente por operadores autoadjuntos
agindo em um espago de Hilbert complexo. Portanto, para nés, um ob-
servavel sera sempre uma matriz autoadjunta. Os valores que podem ser
obtidos em medicoes num sistema de natureza quantica sao descritos pelos
possiveis autovalores de um observével (operador autoadjunto).

As fungoes no mundo classico correspondem aos operadores autoadjuntos
na Mecanica Quantica. Ja as probabilidades correspondem aos operadores
densidade. Como se sabe uma probabilidade pode ser caracterizada como
um operador linear agindo em fungoes (Teorema de Riesz). As probabilida-
des no mundo classico correspondem aos operadores densidade na Mecanica
Quantica.

Definicao 1.3.1. Seja H = C". Um operador A : H — H € dito operador
densidade se é autoadjunto, positivo e tem traco igual a 1.

Vamos denotar um operador densidade genérico agindo em C" por p.
Como exemplo, note que

£ 00
sz%O
000

é um operador densidade. Tal p codifica o experimento que foi preparado
com a sobreposicao de dois estados que chamamos de estados puros, que sao



as densidades que representam projegoes ortogonais a elementos do espaco.
O primeiro é a projecao ortogonal P; sobre o subespaco gerado pelo elemento
(1,0,0) do espaco de Hilbert C3. O segundo é a projegao P associada ao
elemento (0, 1,0). Respectivamente, eles tem probabilidades associadas de %
e % Matematicamente,

1
1 9 1
_-p+ip,==| 0
p=ghitghr=g 0

o O O
o O O
+
[GCRIN )
o O O
o = O
o O O

Naturalmente, nao é necessario que sejam projegoes sobre os vetores
canonicos ey, es, 3. Para ilustrar, a seguinte densidade é um segundo exem-

1 1
plo. Esta se decompoe em projecoes }LPU—I—}leL%Pw, onde u = ( ) ,

07 M
V2 V2
1 1 3 4
= —,—,0 = (Z2,0,= ). Enta
! (ﬁﬂ)w (5”5)

61 25 48
1 1 1 1
48 25 89

O valor esperado de um observavel quando o sistema quantico é descrito
pela densidade p é entao interpretado pelo valor

(A)p = (4, p) = tr(pA).

Dado um operador densidade A podemos associar a ele um funcional
linear w : M,, — C, onde

w(B) = (A, B) = tr(BA).

Note que w(I) = 1. Se B : H — H ¢é autoadjunta (observével) entdao w(B) é
um numero real. Se B : H — H é um operador positivo (observével) entao
w(B) é um nimero nao negativo.

Um funcional linear w da forma acima é algumas vezes chamado de estado
C*-dinamico (ver por exemplo [7] ou [25]).

Em certos problemas da Mecanica Quantica aparece de maneira natural
um observavel especifico H, o qual chamamos de Hamiltoniano. Em alguns
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casos este operador autoadjunto H descreve a evolucao temporal do sistema
quantico de maneira que a evolucao dinamica a tempo continuo ¢t > 0 fica
completamente determinada. Neste caso, chamamos a dinamica de fechada
ou reversivel. Dentro desse contexto, a maneira como os objetos evoluem é
uma questao de representacao.

Na representacao de Heisenberg, grande fisico do século XX, a dinamica
quantica é descrita por observaveis A(t), ¢ > 0, que evoluem ao longo do
tempo t > 0. Mais precisamente, o fazem de acordo com a equacao:

dA(t) i

dt h

onde A é uma constante fisica (constante de Planck), H é o Hamiltoniano

(operador autoadjunto) associado ao sistema fisico em consideragao e os col-

chetes definem o comutador de dois operadores, que nada mais é do que a
expressao

[H, A(t)], (1.2)

[A,B] = AB — BA. (1.3)

Fixada uma matriz inicial Ag = A(0) a evolucao A(t) fica bem definida
pela equagao acima. Vamos descrever explicitamente tal evolugao A(t), t > 0.
Seja U(t) = e *H/" entdo dada a condicdo inicial A(0) = Ay temos que a
solugao da equagao (1.2) é dada por

Alt) =U@) A4 U(t) = eitH/h Ao =itH/h.

De fato, temos que

dA(t H . , . , —1H
di ) _ %eth/hAoe—th/h + eth/hAoe—th/h ( ;_L )

1
h
Por esse motivo, o operador ®; : M,, — M,, dado por ®;(A) = U(t) AU (t)

¢ chamado operador de evolugao. Note que se Ay é autoadjunta entao A(t)
também o é.

(HA(t) — A(t)H).

Ja na visao de Schrodinger, outro grande nome da fisica do século XX, a
dinamica quantica pode ser descrita como a evolucao temporal de operadores



densidades p(t), t > 0. A dependéncia temporal do operador densidade p(t)
¢é descrita pela equacao de Schodinger:

W0 2w, o). (1.4)

onde [., .| foi definido em (1.3). A solucdo p(t), t > 0, é dada pela inversa do
operador de evolugao:

po = p(t) = @_4(p) = Ut)poU(t) .

A condicao inicial é descrita por um operador densidade py = p(0). Note que
se po é operador densidade entao p(t) também o é.

Observacao 1.3.2. As representacoes de Heisenberg e Schrodinger estdo
relacionadas pelo dual do operador de evolucao. Isto €, se considerarmos os
pares (A(t), po) e (Ao, p(t)) que correspondem as dinamicas, temos

(A(t), po) = (Ao, p(t)).

Para verificarmos a expressao acima, primeiramente note que U(t)™! =

U(t)* e portanto (U(t) "L AU (t))* = U(t) "L AU (t). Temos
(A(t), po) = tr[A(t)"po] = tr[(U ()~ AU (1)) po] = tr[U(¢)~" AU (t) po

— tr[ AU (£)poU (1)) = (Ao, U(B)polU (1)) = (Ao, p(1)).

onde acima usamos uma propriedade elementar do traco, tr(AB) = tr(BA).

Esta observacao nos diz que tomando o dual do operador de evolucao
sobre os observaveis, obtemos um operador de evolucao sobre os operadores
densidade segundo a outra representacao. Isto serd analisado mais detalha-
damente nos préximos capitulos. As formulagoes acima foram adaptadas das
segoes 1.1 em [33] e 5.2 em [10]. Um comentério pertinente é que nem to-
das as dinamicas admitem tal Hamiltoniano. Essas chamamos de dinamicas
abertas ou irreversiveis. Na verdade, os exemplos das construcoes feitas a
partir do capitulo 3 em sua maioria sao dinamicas abertas.



Capitulo 2

Positividade de operadores

Vamos agora descrever algumas consequéncias que a Mecanica Quantica
impoe sobre a estrutura matematica que a representa. Note que no exem-
plo dos sistemas fechados, temos um operador de evolugao que age nos ob-
servaveis e mais do que isso, ¢ uma aplicacao positiva. De acordo com a
definicao 1.2.4,

itH —itH

(v, D4(A)v) = (v,en Ae™h v) =

itH —itH —itH

= ((en )'v,Ae " h v) = (e * U,A(e#vﬂ >0,

isto 6, ®;(A) > 0. Esta caracteristica é também requerida em sistemas mais
gerais.

Estamos interessados agora em analisar a evolucao de dois sistemas quan-
ticos ao mesmo tempo. Digamos que os sistemas sao representados pelos
espagos de Hilbert H; e Hs e que suas evolugoes sao descritas por operadores
D, e Pyy, respectivamente. Qual estrutura matemética deveria representa-
los simultaneamente? Na configuracao classica, consideramos o produto car-
tesiano dos espacos e a teoria se estende naturalmente.

Na Mecanica Quantica é necessario considerar o sistema composto e para
descrever a Fisica do problema sera necessario considerar o conceito de pro-
duto tensorial Hi ® Hs.

Suponha, por simplicidade que a dinamica em #H, estd parada: ®94(B) =
B. Como estender ®,,; para este novo espago? A dinamica deveria tomar
elementos A ® B € H; ® Hsy e levar em @, ,(A) ® B. Isto é, o operador no
novo espago deveria agir como
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O (A®B)=o,,(A)® B, VA€ H,, B e Hs.

iH  —itH .
No caso em que ®14(A) = e Ae » vamos ver que é claro que este

operador estd preservando os observaveis. Contudo, para evolucoes mais
gerais, nao é imediato que ®, assim definido é de fato um operador positivo.

Antes de definirmos esse tipo de operador, vamos detalhar a estrutura
matemética de H; ® Ho (e que atende aos nossos propdsitos). Observamos
que a proxima secao € particularmente carregada de notacao, o que pode
desanimar o leitor e fazé-lo perder de vista o objetivo principal que temos
em mente. Para uma primeira leitura, recomendamos que o leitor pule esta
secdo e va direto para a defini¢ao 2.2.1 (continuando o fluxo de raciocinio até
aqui seguido).

2.1 Produto tensorial

O que segue ¢é fortemente inspirado nos textos [17] e [25].

No produto cartesiano V' x W considere os pares (u,v) onde u € V e
w € W. Seja C(V,W) o subespaco gerado por todos os elementos da forma
(v1 4+ v, w) — (v1,w) — (va, W)
(v, w1 + we) — (v,w1) — (v, ws) (2.1)
(rv,w) —r(v,w)
(Ua ’I”’UJ) - T(/Ua U})
onde v; € V, w; € W er € C. Agora definimos a relacao de equivaléncia
z~ysez—y e C(V,W). Como é usual, a partir desta relagdo ~ se pode

criar classes de equivaléncia. Dados v € V e w € W a classe de (v,w) é
denotada por v ® w.

O conjunto das classes ¢ denotado V @ W e as operagoes nas classes estao
bem definidas. Um elemento v ® w (uma classe de equivaléncia), v € V,w €
W, no conjunto assim obtido V' ® W, vai descrever o objeto matematico que
buscamos. O motivo da construcao acima é que o produto tensorial é linear
em cada entrada, ou seja, para todo o, 8 € C, u,v e Vewe W,

(au+ Bv) @ w = (au) @ w + (fu) @ w.

11



Ainda, a(u® w) = (au) @ w = u ® (aw). Se 0 denota o elemento neutro em
V ou W, entao 0 ® 0 é o neutro para a soma neste novo espago.

O que segue pode ser feito tanto para M, quanto para C". Seja {v;,
i=1,2,..,n}, base ortogonal de C" e {w;, j =1,2,..,m}, base ortogonal de
C™. Um elemento genérico em C" ® C™ é da forma

n

ZZ&,-J-(U,- X lUj), aij € C.

i=1 j=1

Eis a diferenca. No contexto classico, a dimensao do produto cartesiano nada
mais é que a soma das dimensoes individuais. Enquanto que a dimensao
de C* x C? = C® ¢ 5, a dimensao de C3> ® C? é o produto 3-2 = 6. O
produto tensorial permite descrever em termos matematicos a interferéncia
de medi¢ao no sistema composto.

Existe uma estrutura natural de produto interno em C" ® C™: dados
(a1 ® az) e (by ® by) em C™ ® C" definimos

<(CL1 (024 ag), (bl & b2)> = <a1, bl> . <CL2, b2>

A operagao acima deve ser estendida linearmente em C™ @ C”. Desta forma
podemos definir uma norma ||z|| = \/(z, z), para € C™ ® C", o que torna
C™ @ C" um espaco de Hilbert. Note que se u,uy é base ortonormal de C?
e v1, vy também é base ortonormal de C? entdo

U QU1 , U QU2 U2 @V, U @ V2
¢ base ortonormal em C? ® C? segundo o produto interno acima definido.

Considere os operadores lineares A; : C™ — C™ e Ay : C" — C", Entao,
por defini¢ao, o operador linear A; ® Ay age em C™ @ C™ da seguinte forma:
dado a; ® as temos

(A1 ® Ag)(a1 ® az) = Aj(a1) ® As(az).

A agao deve ser estendida linearmente em C"™®C". Usando o produto interno

descrito acima podemos definir o conceito de dual. E facil ver que o dual de

<(A1 & Ag)(al X Clz), (bl & bg)) = <A1(CL1) X AQ(CLQ), (bl X bg))

12



= (Ai(a1), b1) - (Aa(az), b2) = (a1, A7 (b1)) - (a2, A5(b2))
= (a1 ® ag, A7 (b1) ® A5(ba)) = (a1 ® by, (A] @ A3)(b1 @ by)).

Se A; e Ay forem autoadjuntos, entao A; ® A, é autoadjunto. Ainda, se
Ay e A, forem positivos, entao A; ® Ay é positivo:

(a1 ® az, (A1 ® Az)(a1 ® ag)) = (a1, A(ar)) - (a2, Az(az)) >0

Por definicao a composta do operador A; ® Ay com By ® By age em
C™ ® C™ da seguinte forma: dado a; ® as entao

(A; ® Ag) o (B1 ® Bs) (a1 ® ag) = (A1 0 By)(a1) ® (Az 0 Bs)(az).

O elemento neutro para a operacao de composicao é I ® I. Se A; e Ay
sdo inversiveis entdo (A;' ® A;') é o inverso de (A; ® Ay). Com isso, se U,
e U, sao unitédrios entao (U; ® Us) é unitério.

Dadas duas matrizes A (m x m) e B (n x n) que descrevem operadores
lineares temos que A® B também descreve uma matriz, esta agindo em C” ®
C™ que é isomorfo a C™". E ttil algumas vezes usar a representacao matricial
de AQ B em C™"™. A que segue é chamada produto de Kronecker. Sejam A
uma matriz mxn e B uma matriz pxq. Entao temos a seguinte representacao
matricial:

aHB CngB s alnB
dgp. | P b e
amiB ameB -+ amnB

ou seja, o termo a;; B ¢ o elemento a;; da matriz A multiplicado pela matriz
B. Por exemplo, se

entao

13



S O W
O O = O
W = O N
— O N O

Um desafio é demonstrar que a representacao é realmente algo 1til para
manipular os termos, no sentido de que analisar a positividade de A ® B
para duas matrizes A € M,,,B € M, é equivalente ao olharmos para a
representacao matricial do tensor, e analisarmos a positividade da matriz
agora em My,.

Teorema 2.1.1. O tensor A B com A € My, B € M, representa uma
aplicacdo positiva em CE®@C" se e somente se, a sua representacdo matricial
via produto de Kronecker é uma matriz positiva de My,.

A demonstracao deste fato é bastante carregada de notacao, sendo assim
apenas conferir que o teorema vale para matrizes 2x2 talvez convenca o leitor
de que o resultado é verdade - sem passar pela demonstracao do caso geral.
(Faga as contas!)

Demonstracao. Para tanto, vamos mostrar que (A ® B)(e; ® ;) =
Ae; ® Bej ¢é o vetor imagem da matriz de Kronecker de A ® B aplicado no
vetor gerador pelo tensor e; ® e;. Primeiramente, note que o vetor Ae; nada
mais é do que a i-ésima coluna de A, enquanto Be; ¢ a j-ésima coluna de B.
Segue que

aliblj
ai; bl]

a9; b2j alibnj

(Aez) X (Bej) = ® - agiblj
Ad; b”J

adibnj

Agora, note que e; ® e; na forma de vetor de C* também é um vetor do
tipo e, bastando descobrir qual é esse elemento k. Bom, basta notar que
cada um dos zeros de e; até o (i-1)-ésimo ¢ transformado em n zeros por e;.
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Até que chega o 1 da i-ésima entrada de e; que faz aparecer uma coépia de e;
na sequéncia, nos trazendo mais j-1 zeros até que enfim aparece o elemento 1
do vetor, na entrada (i —1)n+j. Ou seja, €; ®e; = €(_1)ntj € C. Isso quer
dizer que a imagem de e; ® e; por A® B é precisamente a coluna (i —1)n+j
da representacao matricial desse tensor de matrizes. Note que

an B apB - ayB
A 2 B.— (ZQ:!_B GQ?B tee G,QdB
adlB ang cee addB

e cada bloco a;; B tem o tamanho de B: n xn. Ou seja, a coluna (i —1)n+j é
o empilhamento da j-ésima coluna de cada um dos blocos ay; B, as; B, ..., a4;B.
Isso nos da

alz‘blj
au‘ij

(A® B)(e-1yntg) = | aribn;
a2ib1j

Qd; bnj

Como este vetor é o mesmo encontrado pela manipulagao de (Ae;)®(Be;),
estd provado o teorema.

]

Considere agora as matrizes E;; em Mg, cuja inica entrada nao-nula ¢ a
da linha i e coluna j, esta entrada sendo igual a 1. Entao seguem as seguintes
propriedades:

Proposigao 2.1.2. Se {e;} sdo os vetores da base canonica de C?, entdo:
1. Eij(ex) = djnei;
2. EijEy = 0;,Ey;
3. B = Eji;

4. O congunto de matrizes {E;;} com 1 <i,j <d geram o espago My;
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5. Para cada elemento X € My ® M, existem matrizes Xy € My, 1 <
k.l <n tais que X pode ser escrito como a soma

Z Xp @ Eyy.
fed—1

Demonstragao. Note que para um vetor v = (vy, ...,v4) temos

d

(Eijv)k = Z(Eij)kl 1.

=1

Mas no nosso caso especifico, temos que o tnico elemento (E;;)x; nao nulo
é (E;j)ij = 1. Ou seja,

d
(Eijo)r = Z Oik0j1 V-
I=1

O que nos dé (E;v), = 0 se k # i, e (Ejjv); = 27:1 dyu = v;. Con-
cluimos entdo que Ej;v = (v;) - ¢; Em particular, para v = e,,, temos
El-jem = 5jmei'

Agora, veja que no produto de matrizes (AB),, temos

d
(AB)yn = Y tmpbpn.
p=1

Olhando para E;;Fj;, os termos nao nulos dessa soma se resumem ao

termo a;;by; que s6 aparece se tivermos p = j = k, e neste caso o termo
(EijEkl)il = 1, donde EijEkl = 5jkEil'
T

Pela definigao de Ejj, ¢ imediato que o tinico termo nao-nulo em £;; passa

da linha i e coluna j para a linha j e coluna i: Efg = Ej;. Como é uma matriz
de entradas reais, E; = Ej;.

Dada uma matriz A € My, escrevendo seu termo geral por a;;, ¢ imediata
a verificacao de que

d
A = Z aijEij.

1,j=1
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Entao o espaco é gerado pelas matrizes {£;;}. Agora, note que
<Eij7 Ekl> = t’l“(E;;Ekl) = tT(EjiEkl) = (SiktT(Ejl) = ikéﬂ

Onde tr(E;;) = d; usa que a diagonal contém a entrada nao nula somente
quando j = [. Com isso, concluimos que se E;; # Ej,, temos (E;;, Ey) = 0,
mostrando que os elementos sao ortogonais, portanto linearmente indepen-
dentes. Como o nimero de matrizes, a saber d?, coincide com a dimensao do
espaco, esse conjunto é base do espaco!

Por fim, sendo {E;;;1 <4, j, < d} base do espaco de matrizes M, segue
que os produtos tensoriais {E;; @ E, com1 < 4,j <d el < k,I < n}
formam uma base do espaco produto tensorial My ® M,,. Entao dado X €
My ® M, existem constantes cf} € C tais que

d n n d
X = Z Z Cf} Ez'j@Ekl = Z (Z C?;Eij> ®Ekl'

i,j=1k,l=1 El=1 \i,j=1
Definindo
,_} : Kl
Xkl = CijEija
]

obtemos

X=> Xu®Eu

k=1

2.2 Operadores completamente positivos
Defini¢ao 2.2.1. Um operador ® : My — M, é dito completamente
positivo se para todo n > 1, o operador ®, = PRI, : Mg M, —
Mg M, que age em AR B € My® M, como

¢, (A®B) =9(A) ® B,

é positivo.
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Observagao 2.2.2. A definicio acima equivale a dizer que a aplica¢ao P
agindo como abairo é uma aplicagao positiva.

All A12 Aln ®<A11) (I)(Alg) (I)(Aln)

A21 A22 AQn . (I)(Agl) @(AQQ) (I)<A2n)

Al Aps . A D(A,) P(A) ... P(An)
A matriz no lado esquerdo representa Z? i1 A;; ® E;;, enquanto que a da
direita representa @, (szzl A ® Eij) = 223:1 O(A;;) @ Eij.

Para ilustrar essa propriedade, vamos considerar o seguinte exemplo, que
na verdade é um contraexemplo. Seja T : My — My o operador que toma
a transposta da matriz. Isto é, T(A) = AT, ou ainda

r(10)-(i3)

Este operador é positivo, pois os autovalores de uma matriz sao os mesmos
autovalores de sua transposta. Portanto, se A > 0, temos que seus autovalo-
res sao nao-negativos e o mesmo vale para A”. Entao 7 é operador positivo.
Mas serd que é completamente positivo?

De fato nao é. Considere o produto tensorial My ® My e o operador
To =T ®ZI, agindo em My ® M. Primeiramente, a matriz em My a seguir
representa o elemento Zf i1 Ei; ® Ey;. Veremos na demonstragao de 2.2.3
que este elemento, abaixo representado, é positivo como tensor.

0

_ O O =
o O OO
—_ o O

0
0
0

De fato, como matriz de My, ela tem os seguintes autovalores: 0,0,0,2
(confiral). Isso atesta que a matriz é positiva (no sentido de semidefinida).
Contudo, a agao de T3 sobre ela tem imagem igual a Z?,j:l Ej; ® E;j, a qual
tem representacao matricial igual a
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0
0
1

OO =
OO = O
_— o O O

0 0

Conferindo seus autovalores, chegamos a -1,1,1,1. Portanto, nao ¢ uma ma-
triz positiva e Ty falha em ser um operador positivo. O que significa que a
operacao de transposta € positiva mas nao completamente positiva.

Checar a condigao acima foi deveras trabalhoso. Felizmente, Kraus [20],
um dos primeiros que reconheceu a importancia fisica dessa classe de opera-
dores chegou a um celebrado teorema que os caracteriza.

Teorema 2.2.3 (Representagao de Kraus). & : My — M, é uma aplicagao
completamente positiva se e somente se existirem matrizes {Vi}'_, C My

tais que
l

P(A) = Z VirAVy., para toda matriz A € M.
k=1

Demonstragao. A volta é a direcao mais facil. Seja A € My ® M,, um
elemento positivo do produto tensorial. Vamos mostrar que ®,,(A) também é
um elemento positivo em My ® M,,. Isto significa verificar (v, @, (A)v) > 0,
para todo v € C? @ C".

n

Para isso, escrevemos A = 3 /.| A;; ® Ej; e obtemos

®,(A) = z": O(Aij) @ Eij.

1,5=1

Agora, tomando um vetor genérico em M, ® M,

d n n d n
v = ZZakl(ek ®e) = Z (Z%z%) e = Zfl & e,
=1

k=1 1=1 =1 \k=1

d .
onde f; := ), _; apey. Assim,
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O, (A = (i O(Aj ®EZ]> (Zfl®el>

ij—=1
=) P(AyhH@Eje =Y ®(A)f;®e.
i l=1 ij—=1

Por fim,

1,7=1
= Z <fk.,CI)(AZJ)f]> <6k76i> = Z <fz’q)(A2J>f]>
i,5,k=1 i,j=1
n d? n
=D <fi> ZVniAiijfj> > Z (i VinAig Vin f5)
i,j=1 = i,j=1m=1

n  d? n
=D > Vifi AgViufi) = > Z (9" Aug")

ij=1m=1 ij=1m=1

onde g™ =V, f;, para m = 1, ...,d*. Segue

S (A

m=11,j=1
d? n
=3 > (o Aug) (ensed)
m=1i,j,k=1
- Z Z (9" Aijar™) (ex, Eijer)
m=14j,k,l=1
:Z Z (9 ® ex, Aijg" @ Eije)
m=1ij,k,l=1
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d? n n
=> > <ng ® ek, Y (A ® Ey)(g" ® e,)>
1k,l=1

ij=1

d? n n
= << gkm®ek> > (A ® Ey) (Zgl ®61>>
m=1 k=1 4,j=1

ij=1
d2

= Z (W, Awy,) > 0, pois A é positivo.
m=1

Isto é, (v, @, (A)v) > 0. Portanto ®,, é positiva e & é completamente positiva.

Por outro lado, temos que &, = PR Z, : My M, - Mz M, é uma
aplicagao positiva, para todo n. Em particular, para n = d vamos considerar
as I;; definidas anteriormente. Temos

(S ren) - 3 @ Em

Zajzl i»j)kyl 1

d d d
= Z (EijEjl) X (EijEjl) = Z Z Eil & Eil
ijl=1

j=1di=1
d 1 d 2
ij=1 ig=1
Portanto,

d d
b, (Z Ei; ® Eij) Z Ei; ) ® E;; > 0.

1,j=1

Logo, existe um elemento X € M, ® My tal que Z
X*X. Como X pode ser escrito como X = Z

i,j=1 (EZ])®EZ]:

i j=1 Xij® Eyj, obtemos (e partir
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daqui sé indicaremos os indices, fica subentendido que eles sao somados de 1
até d)

= (Z Xij ® Eij) (Z X ® Ekl)
i el

Z (X5 ® Eji) (X @ Ey) = Z(X:J'XW ® Lji

0,9,k,1 ,7,1

=> (Z X;;Xil> ® Ej.
gl

%

Portanto ®(E.) = >, X7 X, para cada 1 < a,b < d. Feito isso, defini-
mos

Vij = ZEijz’k-
k
Com isso,

- xiE
l
Afirmagdo:  ®(Ew) = > ViiEaVy

Primeiramente, note que EB.. = 1;. Temos
) q g i d

Z‘/;Eab‘/ij = Z <Z X:}E]l> Eab (Z Ek]sz) = Z X;}EleabEijik'
1,J 1,J l k

Z‘)j7k7l

Os termos nao nulos sao apenas os termos onde | = a e kK = b. Segue

- ZX* E EabEbj b — Z jbEb] ib — ZX;aninb
= ZX;; (Z Ejj) Xib = ZX:aXiba
i J 7
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e estd provada a afirmacao. Mais geralmente, seja A = Z a,] ;€ Ma.
Observe que os termos a;; sao as entradas da matriz, portanto nimeros com-
plexos, nao matrizes. Entao

= <Z aijEij> Z a; Z s Z Vi E; Vi
4,3
_Zauvk Vk;—ZVk (Zaw ZJ)Vk—ZVkAVk

7]7 2y}

Uma caracterizagao tutil é a seguinte:

Teorema 2.2.4. Seja ® : My — My uma aplicagao linear. Entao ® é
completamente positiva se e somente se, para todo n > 1, toda colecao de
matrizes Ay, ..., A, € My e de vetores uy, ...,u, € C%, valer que

n

D (ui, (AT A )u;) > 0.

ij=1

Demonstracao. Suponha que ¢ é uma aplicacao completamente posi-
tiva. Entdo dadas matrizes A, ..., A, € My, definimos X =" | A;QF); €
My ® M, e dados vetores uq, ...,u, € C? definimos v = ZZ=1 up e €
C? ® C". Da positividade completa de ® usamos que ®,, é uma aplicacio
positiva em My ® M,,. Em particular, devemos ter (v, ®,,(X*X)v) > 0.

Note que
ex (Saremr) (Saon)
i=1
— Z AIA; ® By
ij=1
Portanto,

O, (X*X)v = ” (i: D(ATA;) ® Em‘) (ur ® ex)

i,7=1
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n n

= > (AT @ Ejjep = Y B(AT A )u; @ e

i,5,k=1 h,j=1
Enfim,
0 < (v,®,(X <Zuk®ek,z¢fl* u]®ez>
1,j=1
= > (ATA ) (ensen) = D (us, D(AT A )uy)
irj k=1 irj=1

e estd provada uma das implicagoes. Para a outra direcao, precisamos mos-
trar que ®,, = ® ® Z,, é uma aplicagao positiva em My ® M,,. Para tanto,
seja B = A*A € My ® M,, uma matriz positiva. Queremos que @, (B) seja

positiva. A se escreve como )| Aj; ® Ejj. Logo,

= (Z AL ® Eji) (Z Ay ® Ekl)
ij=1 k=1

Z ALjAn ® BBy = Z AL A @ Ej

i,j,k,1=1 i,j,0=1
=> (Z AjAa ® Eﬂ>
i=1 \j,l=1
—Z(ZA mz®Ekl>.
k=1

Na ultima expressao s6 foram renomeados os indices a fim de se tornar

mais clara a demonstracao no que segue. Considere agora um vetor genérico
em C?® C™:

V= ZZ&U €Z®e] Z (Zoz”ez> X €e;

i=1 j=1
d n

G o= E Qi€ = U= E uj®€j-
i=1 j=1
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Assim,

(I)n(B>’U: Y ( Y CI)(A* ml ®Ekl> (Zuj@)e])

m=1 J=1
= @(A:lkAml)uJ & Eklej
m=1 j,k,l=1
m=1 j,k=1
Finalmente,
(o <zuz®euz LI >
m=1 j k=1

n

S Y A A e = 30 3 B )

©,J,k,m=1 m=11,j=1

Para cada m fixo, o somatoério de dentro é > 0 por hipdtese. Segue que
(v,®,(B)v) > 0, para todo v € C?® C". Portanto, ®, é uma aplicacio

positiva e concluimos que ® é completamente positiva.
m

Outra ferramenta de bastante utilidade para nés é conhecida como desi-
gualdade de Schwarz.

Teorema 2.2.5 (Desigualdade de Schwarz). Seja ® : My — M, uma
aplicagao completamente positiva. Entao

O(A")[®(14)] T R(A) < (AA)
Em particular, caso ®(1y) = 14, temos que

D(A*)D(A) < D(A*A).
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Observagao 2.2.6. Note que da hipdtese decorre somente ®(I;) > 0. Ndao
estamos assumindo que ®(I4) > 0, o que nao garante que exrista uma inversa
global para ®(I,). Suponha que w € Ker(®(I;)). Como ®(I;) = S5, ViV,
seque

k k k
0= (w,0) = (w, (IYw) = Y (w, V] [Vaw) =Y (Viw, Viw) =Y |[Viw|/*
i=1 i=1 i=1
Ou seja, V;w = 0 para todo i € {1,...,k}. Ainda,
k
P(A"A)w = Z VFA*"AV;w =0 e também P(A)w = 0.

i=1
Assim, definindo ®(I5)~' : Im(®(1,)) ® Ker(®(I1y)) como

O(1) " HD(I)v +w) =v, YveCl we Ker(®(1ly)),
vamos obter
(w, ®(A* A)w — O(A")[®(1,)] '@ (A)w) = (w,0) = 0.

E portanto esses vetores nao representam problema para a conclusao do
teorema.

Demonstracao. Dada a observac¢do, podemos supor que ®(1;) é in-
versivel (mesmo que localmente). Usando a hipétese de que ® é completa-
mente positiva, vamos usar a positividade de ®5 : My ® My — My ®@ Ma.

Para X = A® Ey; + 1; ® E5 temos
X'X=A"QE1+1;Q En)(A® Ej + 1; ® E9)
=A"AQFE 1 +A"Q Fins+ AR Fy1 + 1; ® Eoys.
Logo,
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ou seja,

3 ( e ) - ( q)g?;?) 2((;1:)) ) =0

A seguinte afirmacao conclui a demonstracao.

Afirmagao. A matriz em blocos

(V)

é positiva se e somente se X,Y >0, Y é invertivel e X > ZY 12~

De fato,
X Z
Z* Y

I, -2yt X Z Iy 0\ [(X-2ZY'Z 0
0 Iy 7Y Y-z I, ) 0 Y

Logo, a positividade da matriz inicial é equivalente a positividade da
ultima matriz em blocos. Por sua vez, esta é positiva se os blocos da diagonal
o sao. Isto é, X — Z*Y~1Z > 0. Fica assim provada a afirmacao.

Para concluir o teorema, basta usar X = ®(A*A),Y = &(I) e Z = &(A*)
com O(A*) = P(A)*.
[l
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Capitulo 3

Semigrupos dinamicos

3.1 Estrutura inicial

As defini¢oes a seguir podem ser estendidas para espacos mais gerais
que sao os espacgos de Banach de dimensao infinita. Tudo o que diremos
sobre tais espacos é que todo espaco de Hilbert é um espago de Banach com
a norma induzida pelo produto interno e portanto M, e C" sao exemplos
destes espacos. Observamos que estaremos interessados aqui principalmente
no caso dos espacos de dimensao finita.

Definicao 3.1.1. Uma familia {T;} de matrizes ou de operadores agindo so-
bre M,, e indexada port € R, é um semigrupo dinamico se satisfaz:

(1) To=1, o operador identidade no espago em questio

(11)  Tirs=TioTs="Ts0T;, para todos s,t € Ry.

Enquanto que dinamico é o termo usado para nos lembrar de que 7T; pode
ser pensado como uma evolugao temporal, a segunda propriedade nos diz
que essa evolucao nao depende nem do passado nem do momento presente.

Estamos entao assumindo que a evolucao é homogénea no tempo. Se faz
necessaria agora uma condi¢ao de continuidade.

Definicao 3.1.2. Um semigrupo dinamico {T;,t > 0} € dito uniformemente
continuo se a aplicagdo t — T; € continua, i.e.,

Vs >0, lim|7;— 7| =0.
t—s

28



Definicao 3.1.3. Seja {7;,t > 0} um semigrupo dinamico uniformemente
continuo em M,,. Defina

o1 = {1 a0,y =4

hng existe e pertence a /\/ln} .
t—

O gerador infinitestmal desse semigrupo € definido como o operador L :
D(L) C M, - M,, dado pela expressdo:

L(A) = lim TA) -4

t—0

, para toda A € D(L).

Vamos descrever agora de forma sumaria e informal o principal foco do
presente trabalho. E natural considerar um semigrupo 7;,¢t > 0, na forma

A= A =T/(A) =e* A, (3.1)

onde L : M, — M, é linear. O operador L serd denominado de gerador
infinitesimal do semigrupo. E fundamental na teoria que para todo t >
0 o operador e** seja completamente positivo. Nosso principal objetivo é
caracterizar os possiveis £ que cumprem tal condicao. No Corolario 3.2.7
iremos mostrar que a condi¢ao para tanto seria que L fosse da forma

L(A) = U(A) + G*A + AG, (3.2)

para alguma aplicacao completamente positiva ¥ : M,, — M,, e uma matriz
GeM,.
Um exemplo de tal tipo de £ poderia ser

l

A — L(A) N

[H, A+ ) VyAV;, (3.3)

onde H € M,, é autoadjunto e V; € M,, sao matrizes quaisquer.

Na secao 3.3 vamos apresentar algumas consideracoes que justificam o
interesse nesta classe de transformagoes £ do ponto de vista da Fisica. E in-
teressante entender em um exemplo (que trata da interacao de um subsistema
de dimensao finita e um reservatério) o que significam as duas parcelas a di-
reita na expressao (3.3). Nesta mencionada se¢do iremos tambem apresentar
uma outra representacao possivel do operador L.
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Vamos voltar agora para a sequéncia de resultados preliminares que nos
irao preparar para o nosso objetivo principal a ser apresentado na secao 3.2.

Note que da hipdtese de que o semigrupo é uniformemente continuo nao
decorre de imediato que o limite acima existe para todas as matrizes. Con-
tudo, no caso de dimensao finita, veremos que este é o caso. Para tanto,
vamos recorrer a um conceito familiar aos cursos de analise funcional:

Definicao 3.1.4. Um operador linear T : D(T) C H — H em um espago de
Hilbert é dito fechado se para qualquer sequéncia (x,) C H convergente a
um elemento x € H e tal que T(x,) — y € H valer que

reDT) e T(x)=y.

No nosso caso, H = M,, e T é o recém definido gerador infinitesimal L.
Vamos usar esta definicao juntamente com o seguinte resultado:

Teorema 3.1.5. Se T : D(T) C H — H é um operador linear limitado e
fechado, entao D(T) € um subconjunto fechado de H.

Demonstracao. Dada uma sequéncia x,, — x € D(T), note que a
sequéncia T'(z,) é de Cauchy pois dado € > 0, existe ny € N tal que n,m >
no = ||z, — xm|| < e. Assim,

| T(zn) = T(@m)l| < [|T]] - [|2n — 2m|| <&, para todos n,m > no.

Sendo T'(x,) de Cauchy em #H de Hilbert, existe o limite y = lim7T(z,).
Por fim, usando que T é operador fechado, concluimos que z € D(T) e
T(x)=y. O

Com estas nogoes em maos, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.1.6. Dado um semigrupo dinamico {T;,t > 0} uniformemente
continuo agindo em M,,, seu gerador infinitesimal L é um operador fechado
definido em todo o espago, isto €, D(L) = M,,.

Ideia da demonstracgao. Este resultado envolve varias proposicoes que
resumiremos em alguns passos. Primeiro, verifica-se que £ é fechado. Apos,
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como L ¢ definido em um espaco de dimensao finita, ele é automaticamente
limitado. A parte crucial é mostrar que D(L) é um subespago denso em
M,,. Para concluir, basta usar o teorema anterior para argumentar que
D(L) = D(L) = M,,. O resultado final é o encontrado no corolario 5.1.8 em
[10] e enunciado a seguir:

Teorema 3.1.7. Se L : D(L) C B — B ¢é o gerador infinitesimal de um
semigrupo uniformemente continuo {T;,t > 0} de operadores limitados em
um espago de Banach B, entdo L é um operador linear fechado e D(L) € um
subespaco denso de B.

Indo na mesma direcao de explorar a relagao entre semigrupo e gerador
infinitesimal mencionamos o seguinte resultado em dimensao finita.

Teorema 3.1.8. Se a familia {T;,t > 0} de operadores lineares agindo em
M, € um semigrupo dinamico uniformemente continuo, entdo o semigrupo
¢ diferencidvel para todo t € Ry. Além disso, o gerador infinitesimal satisfaz

7; — etﬁ — i (tﬁ)n

n!
n=0

Na verdade, e ¢é a tnica solucdo da equacdo diferencial de Chapman-
Kolmogorov

T
dt
com condicao inicial To =1 : M,, — M,,.

LT, = — ="T.L,

Demonstracao. Primeiramente vamos conferir que a familia de opera-
dores definida pela série acima estd bem definida, é um semigrupo dinamico
e ainda, uniformemente continuo.

Pela continuidade da norma de operador, temos

= (tL)™
>k

n=0

— "] L]||"
e[| = <) PUE _ e < o (3.4)

n!

n=0
e os operadores estao bem definidos. Para verificar que vale a propriedade

de composi¢ao, vamos usar o seguinte resultado (aos interessados, consultem
[12]).
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Lema 3.1.9. Se A,B : M,, - M,, (ou ainda, A, B € M, ) sdo tais que
AB = BA, entao vale

Como (tL)(sL) = tsL? = stL? = (sL)(tL), segue que e+9)E = etfest o
portanto a familia de operadores é semigrupo dinamico.

Ainda, abrindo as contas para uma matriz qualquer A € M,, obtemos

etﬁ(At)—A ) H :% itlﬁvn(A)_A_w(A) '
£l
_ %‘ (A+t£(A) + tQ'C;(A) ot tnﬁ:!(A) + ) — A —tL(A) H
= %(etlﬁll — Ll - D)4l = (etw% - ||£||) 1A][-

Fazendo o limite quando t — 0, obtemos

eF(A) — A
t

lim
t—0

- o || <y (S5 - e 1

T t—0

_ 4 el _
— i (1) |, - 1l 1)
= ANl — AT 12l =

Donde concluimos que o limite abaixo vale para toda matriz A € M,,:

LAY
lim 4 -4 = L(A) com e"“(A) = A.

t—0 t

Ou seja, o semigrupo e** tem gerador infinitesimal igual a £. Comple-
tando as hipdteses, temos
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lim [|e*f — || = lim [|e® D% — %] = lim || (e“ D5 — T)e'||
—s t—s

t t—s
o0 nrn
i eG=9E Tl el — 1 (=L i
= lim e I - e ]| = Jim || S =— Il
n=1
oo
: s = t"IL™ ey i e
< . — sIE 1) . ||et2
_113;121 o le"[] = lim (e 1) - [le™|l
"

= (" =Dl || =0,

L

donde concluimos que e** é um semigrupo dindmico uniformemente continuo.

Agora mostraremos que a condi¢ao de diferenciabilidade em ¢t = 0 dada
pelo teorema anterior juntamente com a propriedade de semigrupo garante
a diferenciabilidade em todo ¢t € R,. E ainda, que o semigrupo satisfaz as
equacoes de Chapman-Kolmogorov. Para t > 0,

— -1
i'ﬁ = lim Tevs L — lim —72(73 T =T, lim T =T.L
dt s—0 S s—0 S s—0 S
e
—t:limﬁJrs t:limmzlimﬁ_l'ﬁ:ﬁﬁ.
dt s—0 S s—0 S s—0 S

Portanto, o semigrupo 7; satisfaz as equacoes de Chapman-Kolmogorov,
assim como e'*. Ora, a solucio desta EDO é tinica (vide [12]), logo e'* = T;.
m

Agora estamos mais proximos do objeto de estudo mais importante deste
texto. A partir daqui, os semigrupos de interesse sao aqueles que agem nas
matrizes. Os semigrupos formados por matrizes serao ferramentas auxiliares
na construcao destes.

Definig¢ao 3.1.10. Um semigrupo dindmico qudntico (()DS) sobre M.,
em tempo continuo € uma familia {T;,t > 0} de operadores lineares que
satisfaz as sequintes condicoes:

33



1. To(A) = A, para toda matriz A € M,,.
2. Tirs(A) = T(Ts(A)) = To(Ti(A)), para toda matriz A € M,,,Vs,t > 0.

3. T; € completamente positivo para todo t > 0.

Observacao 3.1.11. Em dimensao infinita, existe mais uma condicdo So-
bre a familia que define tais operadores como normais (sequndo [10]). Ela
decorre do formalismo matemdtico da mecanica quantica. Para o nosso caso
de dimensao finita, ela é automaticamente satisfeita:

Condicao extra. Para cada densidade p, a aplicagio A — tr(pT,(A))
de M,, em C ¢ continua. Ou seja, o valor esperado do sistema em evolugao

(Ti(A)), = (Ti(A),p) = tripTi(A)] ainda é uma funcio continua do ob-
servdvel.

Em dimensao finita, transformacades lineares sao automaticamente continuas,
donde seque a continuidade do traco e do operador T;. Assim, a condi¢do é
sempre verificada.

Definigao 3.1.12. Um semigrupo dinamico quantico {T;,t > 0} € dito se-
migrupo markoviano quantico (QMS) em tempo continuo quando

7;(]71) = In7 Vi > Oa

onde I, € a matriz identidade de M,,.

Proposicao 3.1.13. Se {7;,t > 0} é semigrupo dinamico quéintico e unifor-
memente continuo, vale a propriedade

Ti(L,) = e*(I,) = I, & L(I,) = 0. (3.5)

Demonstragao. Por um lado, derivando a expressao e**(I,,) = I,, obte-
mos y y
tr
Sty = 21, =
it =gl =0

= 0= Le*(1,) = L(I,,).
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Por outro,

(L) = N (w)kl =17 L(I t2£2[ =1
k=0

]

A condicao anterior lembra um andlogo classico na teoria de cadeias de
Markov. A saber, P é uma matriz estocastica (do tipo d por d) se, por
definicao, todas as suas entradas sao nao-negativas e a soma das entradas em
cada linha é 1. Esta ultima condigdo implica na equagdo P(1)=1, onde 1 é
o vetor em R? cujas entradas sdo todas iguais a 1.

No contexto de cadeias de Markov a tempo continuo ¢ > 0, a propriedade
procurada ¢ que para todo t > 0 fixado, P! = e'* seja estocastica. Sabemos
que é necessario para isto que e'(1) = 1, para todo t > 0. Isso ocorre se
e somente se, para o gerador infinitesimal L (definido via o mesmo limite
t — 0 que tratamos aqui), valer que L(1)=0. Na verdade é necessario mais:
as entradas da diagonal de L devem ser negativas, enquanto que as demais
devem ser nulas ou positivas. Para um excelente texto sobre cadeias de
Markov a tempo continuo, recomendamos a leitura da dissertagao em [6].

Uma analogia dos semigrupos markovianos quanticos (QMS) em
tempo continuo com a teoria das cadeias de Markov a tempo continuo é
descrita pelo exemplo apresentado em [32]. Vamos elaborar sobre isto. Pode-
se mostrar que dada uma matriz estocastica P, temos que L := P — [ é uma
matriz que gera um semigrupo estocéstico e**, como foi descrito acima.

Uma matriz estocastica P pode ser caracterizada como uma matriz tal
que

a) P(1)=1,

e ainda

b) dado qualquer vetor v € R? com todas as entrada positivas entao temos
que u = P(v) também tem todas as entradas positivas.

O resultado principal desta dissertacao vai mostrar que o operador £ que
descreve um QDS é da forma (3.2).

O anéalogo quantico da propriedade acima mencionada leva em conta um
operador completamente positivo 7 : M,, — M,, (que faria assim o papel
do item b) acima para a matriz P) e o operador £L = T — I, onde I é o
operador identidade agindo em M,. Vamos mostrar que podemos escrever
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este operador 7 — I na forma desejada, ou seja, na forma
A— ¢(A) + r"A+ Ak.

Para isso, escrevemos a representacao de Kraus de 7T

T(A) = Z KrAK,
i=1

e, escolhendo um vetor unitério qualquer x = (zy, ..., z,) € C", definimos

K= Za:_i‘/;-, onde V; .= K; — x;1.
i=1

Ainda, definimos um operador auxiliar ¢ : M,, — M,, via
G(A) =Y V7 AV,
i=1

Afirmacao: (7 —I)(A) = ¢(A) + k*A+ Ak.

De fato, temos que

G(A) + KA+ Ak =Y (K; — o D) A(K; — ai]) + 2,V A + ATV,

i=1

— Z KIAK; + KfA(—x;1) — T AK; + T A + 2,V A + ATV,

=1
=T(A) + zn: |z 2A + z”: —TAK; — o, K; A+ 2,V A+ ATV,
=1 =1
=T(A)+ A+ Xn: —T,AK; — v, K; A+ z, V7 A+ ATV,
i=1
=T(A)+ A+ Z ARG — o KA+ 1i(K — )" A+ AT (K — )
=1
=T(A)+ A+ i —TAK; — 0, KA+ v, KfA — 0,7 A + AT K; — AT

i=1
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=T(A)+ A+ —|z?A— Az
=1

=T(A)+ A - 24]|z|?
=T(A)+A-2A
=T(A)—A= (T -1)(A) =L(A).
Como veremos no Coroléario 3.2.7 esta expressao representa um gerador
de Lindblad valido.

Suponha agora que 7 (que faz o papel do P) satisfaga também a condigao
T(1,) = I,, (andloga a condigao a) acima). Deste modo

L(IL,)=(T -1)(1,) =0€ M,,.

A partir da Proposicao 3.1.13 obtemos a propriedade e**(I,,) = I,,, t > 0.
Fica assim ainda mais justificado a nomenclatura “Semigrupo Markoviano
Quantico”, t > 0, que foi empregada na teoria acima descrita.

A motivagao para a condigdo descrita acima é devida a necessidade da
preservacao das densidades para o operador dual. Para tanto, vamos intro-
duzir este operador brevemente agora:

Definicao 3.1.14. Dado T : M,, — M,, um operador linear sobre as ma-
trizes, definimos o dual de T, o operador T* : M,, — M., que age sobre as
matrizes como o operador que satisfaz

(T(A), B) = (A, T"(B)),

para todas matrizes A, B € M,,.

Note agora que se p € D,,, onde D,, C M, é o subconjunto de matrizes
densidades e T; é semigrupo markoviano quantico, vale que

Tr(T;(p)) = Tr(I. T (p)) = (In, T7'(p)) = (T:(In), p)

= <]mp> = TT(]np) = T?”(p) =1,

e portanto as densidades sao preservadas pelo operador, como desejado.
Ainda, se T; = e~ entdo T,* = ", pois

37



— A L"(B iﬁ A), B) = (e'*"(A), B).

|
n=0 n=0 v

Exemplo 3.1.15 (Dinamicas fechadas). Considere a familia de operadores
lineares unitdrios {Uy,t > 0}, onde U; : C* — C" € definido por U, = e "4
para algum operador autoadjunto H (hamiltoniano). Defina entdo a familia

T M, — M, por
Ti(A) = UF AU, = e Ae7™ t > 0.

Esta familia € um QMS, como caso particular do proximo exemplo. Ve-
remos que L(A) = i[H, A].

Exemplo 3.1.16. Generalizando o anterior, seja P, = ' € M, com
G € M,,. A propriedade markoviana se reflete sobre G como a condi¢cao
G+ G*=0. Temos P} = e'“". Defina T, : M,, — M,, por

Ti(A) = PFAP, = ' Ae®, t > 0.
Afirmamos que esta familia é um exemplo de QMS.
1. Claramente To(A) = Py APy = " Ae’C = A, VA € M,;
2. Para cada A € M,,,s,t >0 temos
TAT(A) = B (T:(A)) P, = P (P;AP,)P, = '@ " Ae*Cel®
€(t+s)G*A€(s+t)G = PtisA-Pt—l-s = 7;—4-5(14);

3. A positividade completa decorre de imediato da Representacdao de Kraus,
conforme 2.2.3.

Até aqui {T;,t > 0} € semigrupo dindamico quantico, porém wvale ainda
que
7;(]71) = Pt*InPt = GtG*InetG = €t(G+G*) = eOt =1,.

Logo, é também QMS. Vamos verificar a continuidade uniforme. Para
tanto, note que
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Ti(A) = '€ Ae!C = (!9 — T4+ 1)Ae'® = (' — 1) Ae'® + Ae'C
= (!9 — DAY + A — 1) + A,
donde
lim [|7:(A) = To(A)[| = lim [[75(T;—5(4) — A)]]
= lim || (T (4) — A)e|

< [l |- e im [ Teo(A) — A
<[l fles|l lim [|75(A) — Al
h—0

= [le* | [l lim (" — I) A" + A(e" — D)

< [l fles [ tim ([l (" = DA™ + [|A(™ = 1))
h—0
= - eI (1 = DA + [ Ae™ = T)]])
= eI - eI (I = DA + AT = D]f) = 0.

Vamos calcular seu gerador infinitesimal L :

T(A) —A G A — A

t—0 t t—0 t

t—0 t
. tG tG* I
= lim ' A(6 n) + lim (e n)A
t—0 t t—0 t
= " AG + GF A.

S L(A) = AG + GFA.
No exemplo anterior, G = —iH, donde

L(A) = A(—iH) + (—iH)*A=i(HA — AH) = i[H, A].
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Exemplo 3.1.17. Considere ¥ : My — My uma aplicagao completamente
positiva, isto €, V(A) = Z?zl VI AVj para toda A € M,,. Entao a aplicagao
T:(A) = e (A) é um semigrupo dinamico qudantico.

Note que To(A) = "V (A) = A e

Tirs(A) = el TI¥(A) = (e 0 e¥)(A) = T{(T:(A)).

S
Agora, vamos conferir que para cadan > 1, (et‘l’)n € uma aplicacao posi-
tiva:

(") (A® B) = (Z WW) (A® B)

|
0 m!
g™
= ~(A® B) >0,
— m!

pois por hipotese W,, € uma aplicacdo positiva, donde
V(A B)=V¥,0..0¥,(A® B) >0,

para todo m > 1.
3.2 Caracterizacoes

O principal resultado desta segao (e da dissertagao) é o Corolério 3.2.7.
Mais precisamente nesta se¢ao vamos apresentar resultados que fornecem
caracterizagoes dos semigrupos dindmicos quanticos (QDS) em dimensao
finita. A condicao de preservacao da identidade (QMS) pelo semigrupo, o que
o torna um semigrupo Markoviano, estara tambem caracterizada neste
Corolario. Os resultados desta se¢ao de baseiam no capitulo 5 de [10] que
tratam da questao em dimensao qualquer.

Na secao 3.3 iremos apresentar também uma outra representacao da
transformacao £ diferente daquela descrita no Corolario 3.2.7. Uma dis-
cussao sobre esta questao aparece também em [21].

O seguinte teorema fornece uma primeira ferramenta para o nosso estudo.
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Teorema 3.2.1. Seja L um operador em M, tal que L(A*) = L(A)* para
toda A € M,,. Entdo sao equivalentes as afirmacoes:

1) Para toda A € M,, e todo t > 0 temos
etl:(A*)et/:(A) S ew(A*A).
2) Para toda A € M,, temos
A'L(A)+ L(A)A S L(AMA).
Demonstracao. Dado que a afirmacao 1) é valida, o que vamos fazer é

uma derivada de cada lado para obter a afirmagao 2) Vamos primeiramente
usar a equacao de Chapman-Kolmogorov para obter

%(etﬁ(A*)etﬁ(A)>

_ (ﬁ(etL(A*))etﬁ(A) =+ et[’(A*),C(e“:(A)))

t=0 t=0

=L(ANA+ A'L(A).
Temos
L(AA + A*L(A) = % (etﬁ<A*)ew<A))
etL(A*)etL(A) — A*A

t—0 t

t=0

et£(A*A) — A*A

) t

b

t=0

- (,cetﬁ(A*A)>

t=0

= L(A*A),

onde na pentultima igualdade usamos novamente Chapman-Kolmogorov. Re-
ciprocamente, assumindo a afirmagao 2) ganhamos que a expressaoa L(A*A)—
L(A*)A — A*L(A) é positiva. Segue portanto, pelo coroldrio 1.2.7 a positivi-
dade da seguinte expressao para todas A, B € M,, :
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B*[L(A*A) — L(A)A — A*L(A)B >0
& B*L(A*A)B > B*L(A*)AB + B*A*L(A)B

& B*L(A*A)B > B*L(A")AB + (AB)*L(A)B.

Usaremos tal expressao no caso particular em que escolhemos matrizes
A e B como a parte positiva e parte negativa de um operador autoadjunto,
donde AB = 0, que simplificard a expressao para

B*L(A*A)B > 0.

Em particular, desta tltima desigualdade podemos concluir que para toda
matriz positiva X > 0 vale B*L(X)B >0 (x).
Lz

O segundo passo desta implicacao é provar que o operador e* é um ope-
rador positivo. Este fato é bastante delicado - em geral. Contudo, no nosso
caso, no qual estamos assumindo a veracidade da afirmagao 2), podemos co-
locar a mao em algumas das contas por tréas deste fato. Para tanto, usaremos
o seguinte limite, cuja prova rigorosa é mostrada mais adiante em 3.2.2:

et = lim ([— (%>> .
n—oo n

O que podemos fazer é garantir que os operadores dentro da operacao
de limite sao positivos para valores suficientemente grandes de n, de onde

seguird a positividade do operador e'~.

Afirmagao. (I — A7'L)™! > 0 para A > || L.

De fato, a afirmagao equivale a mostrar que dado A = A* e (I-A"1L)(A) >
0 podemos obter A > 0. Para tanto, vamos invocar a decomposi¢cao da ma-
triz autoadjunta A em suas partes positiva X e negativa Y (veja [5]). Isto
é,
A=X—-Y, XY =0 e X,Y >0

Como Y = Y, usamos o teorema de Kraus para obter

0<Y(I—A'L)(A)Y =YAY - X 'Y LAY
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=Y(X-Y)Y - A2YLX-Y)Y

= VP AWYL(X)Y + XY LYY,

Lembre que XY = 0 e que YL(X)Y > 0 donde —A\"'YL(X)Y < 0e
seguimos com

0< Y+ A 'YL(Y)Y

= 0<Y?<AYL(Y)Y.
Ainda, Y = Y* implica ||[Y?|] = ||Y]]?. Segue

YIP < Ay L)Y < MY IPILL-
<

Finalmente, se Y # 0, entao 1 < A7Y|£||, o que contradiz a hipdtese
inicial de que A > ||£||. Logo, Y = 0 e concluimos que A= X —-Y =X > 0.
Isto prova a afirmagao.

Com a afirmacao, podemos garantir que para n suficientemente grande,
cada operador (I — (t/n)L)~™ é positivo e portanto, o limite também sera.
Provado que o operador e* é positivo, vamos ao passo final.

Considere a aplicacio s > e(=9£(e3£(A%)e*c(A)) e sua derivada:

% (e(tfs)[l(esﬁ(A*)esL(A))) _ % Z W(GSE(A*)esﬁ@él))

n=0

d = (t—s)"
- —ﬁnesﬂA*esﬁA )
S (et (A e ()
n=0
Lembre que todos esses operadores sao limitados (dimensao finita), e
portanto as séries convergem em norma, o que justifica a entrada da derivada

na série:

_ éd;‘i (%gn(@ﬁ@*)@ﬂ@)))
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_ Z _(t (—nsznl);ﬁn E(GSE(A*)esL(A))

+§: (t — S)nﬁn[ﬁeSE(A*)(ESE(A) + es[l(A*)EesL(A)]
_ _e(t—s)ﬁ(esL(A*)esﬁ(A)) + e(t_s)ﬁ[£68L<A*)es£(A) + €S£(A*)£€S£(A)]

_ 6(1t—s)£ (—65£<A*)6‘9£(A) + ,CBSE(A*)GSL(A) + 65L<A*)£€SE(A)) )

Lembre que e*=*)£ é positivo e que o argumento do operador é uma matriz
negativa (no sentido de que menos ela é positiva), por hipétese. Logo, o
resultado é negativo (lembre da observacao pds 1.2). Isto é,

% (e(tfs)l:(esﬁ(AwesL(A))) <0.

Agora, basta integrar a desigualdade acima de s =0 a s = t para obter

(e(tfs)ﬂ(es[l(A*)esﬁ(A))) _ <e(t78)£(es£(A*)€s£(A>))

<0

s=0

s=t

etﬁ(A*)etﬁ(A) S etL(A*A)
O que ¢é exatamente a desigualdade em 1). ]

O lema que faltava é conhecido como uma variante da férmula de Trotter-
Kato, bastando trocar ¢t por —t e tomar as inversas. Esta abaixo é encontrada
em [18].

Lema 3.2.2. Para L : M, — M, tem-se

et* = lim (I— (§>> .
n—oo n
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Demonstracao. O que vamos mostrar toma um caminho um pouco
diferente. Justificaremos o limite

A n
e = lim <] + —) .
n—oo n

Entao bastara substituir A por —tL£ e tomar as inversas para obter o limite
. . A
desejado. Para tanto, considere T'= I + % e B=-en. Temos

A n
_ ([+ _> —B"—T"=(B-T)(B" '+ B" 2T+ ...+ T

n
Estimamos
A " ipmn—i—1 .
—(1+2) || < 1B~ Tln - max{ BT 0<i<n -1}
n
Para isto note = 4 4 15 = |len e
que [T = [I+3]| < I+|gll < eVule||Bl| = [len]| < e
Entao
HB Tn i— lH < ”BH HTHn i—1 < 6 — (z+n i—1) _ ||AHn
Ainda,

1B =TI = [l =1~ Afn]| =

%@)k Si%(hﬂ')k
o <||A||> [ ikl < yAH) ||Al|2

k=0 =

De modo que obtemos

(s A" HAII2 Glalms
n n
A 2
_ AP ian o, quando 1 — oo.
n

tL\" tL
Segue que e~** = lim (I - —> e por fim, e* = lim (I — —)
n

n
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Aqui cabe um comentdrio a respeito da afirmacao (1) do teorema. Como
toda matriz positiva se escreve como A* A para alguma matriz A, o argumento
do operador em (1) é qualquer matriz positiva. Ou seja, (1) basicamente nos
diz que o operador e é uma aplicacdo positiva. Usando L(A*) = L(A)*
para obter e'“(A*) = e'“(A)* decorre de (1) que

e (A*A) > e (A)eF(A)* > 0.

Contudo, o objetivo é conseguir a positividade completa do operador.
Para tanto, introduzimos o conceito que enfim conecta os semigrupos dina-
micos quanticos a propriedade sobre o gerador infinitesimal. Fixar uma di-
mensao d para as matrizes nos ajudard a manipular os objetos mais adiante.
Deixaremos a letra n para o conjunto das matrizes no segundo fator. Lem-
bre que Z,, representa o operador identidade que age em M, e I = I; ® I,,.
Assim, reservamos a partir de agora as letras cursivas para operadores que
agem em matrizes e as ndo-cursivas para as matrizes (de fato).

Definicao 3.2.3. Uma aplicacao linear L : Mg — M, € dita condicional-
mente completamente positiva (abreviado CCP) se para todon > 1 o
operador L, = LR L, : Mg M, - M4z M, satisfaz

Lo(X*X) = X*Lo(X) — Lo(X)X + X Lo(I)X >0, ()
para todo X € Mg ® M,,.

Note que, com a excegao de X*L, ()X, todos os demais termos ja apa-
receram antes. Na sequéncia, a primeira caracterizacao prometida. Observe
que uma aplicacao condicionalmente completamente positiva pode nao ser
uma aplicagao linear positiva.

Proposicao 3.2.4. Seja {T;,t > 0} um semigrupo uniformemente continuo
agindo em My com gerador infinitesimal L. Entdao T; € completamente po-
sitivo e portanto um semigrupo dinamico quantico se e somente se L € con-
dicionalmente completamente positivo e L(A*) = L(A)*, para toda A € M.

Demonstragao. Seja {7;,t > 0} um semigrupo dinamico quantico com
gerador infinitesimal £. Considere, como na secao 2.1 os operadores 7y, :
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Mg M, - My M, definidos por
Tot(A® B) = T{(A) ® B, para todos t > 0,A € My, B € M,,.

Para cada n > 1, o semigrupo {7,,t > 0} é uniformemente continuo em
M M,,. Ainda, seu gerador, que denotaremos por L,, age por L,(A®B) =
L(A)® B para todo A® B € My ® M,,.

O primeiro passo é obter uma desigualdade de Schwarz para 7,,; a partir
da obtida para 7T;, conforme 2.2.5. Como T; é completamente positivo, vale
para toda matriz A € My que

Ti(AT)[Te(1a)] " Ti(A) < To(A™A).

Facilitando nossa vida, nas contas que seguem denotamos [ = [, = .
Note que Z,(A® B) = A® B donde Z,,(I) = I = Z,(I)~'. Assim, obtemos
para todo A € My, B € M,

Ti(AN)[T(1)] ' Ti(A) ® B'B < T{(A"A) ® B*B
4
Ti(AN[T(D) T Ti(A) @ Zo(B*)Lo(1) " Zu(B) < Te(A™A) @ Z,(B*B)

4
(TH(A)@La(B"))o(TI) ™ @Lu(1)™")o(TH(A)RTu(B)) < Ti(A"A)RT,(B*B)
U
Tuit(A*@ B*) o T i(I) ' o Tht(A® B) < T, (A*A® B*B)

4
Tot([A® B]") o Too(I) ™ 0 Tot(A® B) < Toa([A® BI'[A® B])

Vimos na se¢ao 2.1 (mais especificamente prop. 2.1.2) que todo elemento

X € M;® M, pode ser escrito como soma de elementos da forma A ® B.
Por linearidade, estendemos a desigualdade desejada para 7, ;:

ﬁz,t(X*) © 7:1,15(])_1 o ﬁz,t(X) < ﬁz,t(X*X)

Com ela em maos, seguimos
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>
t - t
* _ * * 1 N
o Tt X) = XX Ty (X T D] Taa(X) = X°X
t—0 t—0 t
i(’f (xX°x)) >i(’f (X) Tos (D] Toa(X) )
de\'™ im0 — dt \'™ nt n,t o

(L0 o TeX*X)) | = (Loo Tt X Toasl D] T(X)
+Tnt (X7) <%771,t<])_1) Tot(X) + Tt (X)) [ Taa(1)] ' Ly 0 7:z,t(X>> ‘ o

= Lo(XX) > L(X)X — X*[Lo(D)]X + X*L(X)

Sendo valida a ultima desigualdade para todo n € N temos que L é
condicionalmente completamente positivo.

Observagao: A conta que foi omitida acima é a derivacao a seguir.

d d » d . L d
0= %U] = %[77”(]) nt(1)] = E[fztu) [T (1) + o (1) E[ﬁzt(n]
= ST ToalD) = T 1) [0 T
= STl = ~TodD) e o T D Toa(1)

Resta mostrar que L(A*) = L(A)*. Para tanto, vamos escrever o operador
completamente positivo 7; na representagao de Kraus e obter

l
Zv AV; = T(A) =D [V AV
7=0

7=0
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l l

Jj=0 J=0

Donde segue, derivando em t = 0 que

((coTiay)

= (E o 7;(14*))

t=0 t=0

= L(A%) = L(A)",

Reciprocamente, vamos assumir sem perda de generalidade que £(I) <
0. Isto porque se este nao for o caso, basta tomar K = L — c onde ¢ =
IL(I)|| e notar que a desigualdade que define os operadores condicionalmente
completamente positivos (A) é a mesma para ambos os operadores. Isto é,

L,(X*X)—=X"L,(X) - L, (X)X +X"L,([)X =
K (X*X) = XK, (X) = Ko (XX + XK, (1) X
Ainda, T; = etf = ettt = etet® donde segue que T; é completamente
positivo se e somente se e* é completamente positivo.

Portanto, assumiremos sem perda de generalidade que £(I) < 0, o que
simplifica (A) para simplesmente

Lo(X*X) = X*Lo(X) — Lo(X*)X >0

Agora a proposi¢ao 3.2.1 terd utilidade. Sabendo que vale £, (A*) =
L, (A)*, segue que
etﬁn (X*X) Z etﬁn (X*)etﬁn (X)

Agora note que, como toda matriz positiva A € My pode ser escrita como
A = X*X para uma certa matriz X € My, temos que

et/:n(A) Z et/:"(X*)et'C"(X) — ewn(X)*ew"(X) Z 0

e portanto 7, ; = e*“n é uma aplicacdo positiva, para todo n > 1. Con-
cluimos que 7; é completamente positivo. n

Antes da préxima caracterizacao, temos de provar um lema bastante
técnico.

49



Lema 3.2.5. Seja L um operador condicionalmente completamente positivo
em My. Entdo para todon € N, toda colegcao Ay, ..., A, € My e toda coleg¢ao
Uq, ..., Uy € C vale que

j=1

1,j=1

Demonstracao. Esta demonstragao sem sombra de duvidas é a menos
intuitiva do texto. Envolve a construgao de operadores espertos posicionados
de maneira igualmente esperta. Dada a hipdtese de que £ é um operador
condicionalmente completamente positivo, vamos utilizar a desigualdade em
(A) com o operador X = > | A;®FEy;, onde E;; é matriz cuja tinica entrada
nao-nula ¢ a da linha i e coluna j, e esta entrada ¢ 1. Ja vimos na prop 2.1.2
algumas propriedades tteis, como E; je; = e;0;, El*j = Fji e By By = Eyj.

Temos X* =377 | (A; ®@ Eyy)* =77 AT ® Ej. Ainda,

J=1

X'X =) (A ®Ea)(A;@Eyj) =Y (AiA;) ® Ej;.

i,j=1 hj=1
Aplicando em (A) obtemos, para um vetor u € C" que
(u, (Lo(X*X) = X"Lo(X) = L( X)X+ XL,(1)X)u) >0

Vamos trabalhar os termos separadamente. Primeiro, vamos escolher
w=> 7, up ® eg. Assim,

n

(u, (La(X"X)u) = Y (u, (L(A7A;) © Eij)u)

t,j=1

=3 > (u ®ex, (L(AJA) @ Ej)u & e))

ij=1k,l=1

== Z Z (uk X €L, E(A;‘A])ul X Eij€l>

ij=1k,l=1

- Z Z (uk, (L(A7Aj)w) - (ex, Eizer)

ij=1k,l=1
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Mas (e, Eijer) = (ex, €idj) = 0;105;. De modo que as parcelas nao-nulas
dos somatorios se resumem a quando 7 =1 e i = k. Isto é,

(u, (Ln(X*X)u) = > (s, (L(ATA))uy)
ij=1
A préxima parcela é
(u, = XL (X)u) = > (u, (A} @ En)(L(A)) ® Eyj)u)
ij=1

= Z Z (uk X ek, (A:ﬁ(fb) X Eij)ul ® €l>

i,j=1k,l=1

= Z Z <uk ® €L, A;‘L',(Aj)ul ® Eij€l>

i,j=1k,i=1

=30 (un, ATL(A))w) - ek, Eij)en)

ig=1 k=1
=) us, ATL(Ajug) =Y (Agus, L(A))uy)
i,j=1 i,j=1
= O A, LA ug) = (0, L(Aj)uy) =0
j=1 i=1 j=1
(Lembre da hipdtese!).
A seguir vem
(u, —L,(X")Xu) = > (u, L(A] ® Ey)(A; ® Eyj)u)
ij=1

=3 > (u®ex, (L(A)A; @ Ej)u & e))

ij=1k,l=1

n n

= Z (uk X €L, E(Af)Ajul X Ez‘jel>

i,j=1k,i=1
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n n

=3 LA Ajur) - (ex, Egjer)

ij=1k,l=1

n

= 3 (s £(A]) Ajug) = 0

,j=1

Por fim,

(u, X*Lo(DX)u) = Y (u, (A ® Ea)(L(I) © I)(A; ® Eyj)u)

1,j=1

_ Z (u, (A L(I)A; @ Ej)u)

= Z Z up ® e, (AIL(NA; @ Eij)w @ ep)

Z Z U & ekyA ‘C( )A U @ E’Ljel>

,J=1kl=1

:ZZuk,AE (D Ajw) - {ex, Ejjer)

= Z(ui,Afﬁ(I)Ajuj> =0
ij=1

Ou seja, de
(u, (Lp(X*X) = X" Lp(X) = L,( XX + XL, (1) X)u) >0

obtemos



Estamos prontos para a seguinte caracterizacao.

Teorema 3.2.6. Um operador L : Mg — My que satisfaz L(A*) = L(A)*
¢ condicionalmente completamente positivo se e somente se existirem uma
aplicagcao completamente positiva ¥ : My — My e uma matriz G € Mgy tal
que

L(A)=V(A)+ G A+ AG,

para toda A € My. Além disso, G satisfaz

G+G =L(I)— V(1)< L.

Corolario 3.2.7. Um semigrupo uniformemente continuo T;, t > 0, € semi-
J J
grupo dinamico quantico, se e somente se, seu gerador infinitesimal L € da

forma
L(A)=V(A)+GA+ AG, (3.6)

para alguma aplicagcdo completamente positiva ¥ : My — My e uma
matriz G € M.

Conforme Proposicio 3.1.18 o semigrupo T;, t > 0, serd Markoviano
quando

L(1)=V(I)+G +G =0, (3.7)

Demonstragao. Vamos comecar pela demonstracao da volta da equiva-
lencia. Seja L : My — My um operador da forma

L(A) = U(A) + G*A + AG

com ¥ uma aplicacao completamente positiva em M, e G uma matriz
em My. Defina G, =G® I, € Mgz ® M,. Com isso, temos

L(A®B)=V(A)®@B+G*"A® B+ AG® B
=V, (A®B)+ (G*®,)(A® B)+ (A® B)(G® I,,)
— VU, (A® B)+ G:(A® B) + (A® B)G,
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Isto vale para todos A € My, B € M,,. Como os elementos da forma
Ei; ® By geram o espago Mg ® M,,, estendemos linearmente para obter

L,(X)=V,(X)+G X+ XG,

Entao, para verificar a condigdo (A) de ser condicionalmente completa-
mente positivo, computamos

L,(X*X)—=X"L,(X)—L,( XX +X"L,([)X
= [V, (X*X) + G*(X*X) + (X*X)G] — X*[V,(X) + G*X + X(]
-V, (X)) + G X"+ X'GIX + X [V,(])+ G + IG|X
=V, (X'X) = X"V, (X) = U, (X)X + X"V, (1) X
Ou seja, L é condicionalmente completamente positivo se e somente se W o

for. Contudo, como vimos no exemplo 3.1.17, ¥ completamente positiva nos

leva a e’ completamente positiva. Ou seja, T; = ¥ é semigrupo dinamico

quantico, com gerador infinitesimal W. Segundo a proposicao 3.2.4, segue
que ¥ é condicionalmente completamente positivo. Com isso, £ também é
condicionalmente completamente positivo.

Para a outra dire¢ao, vamos precisar introduzir notagao. Considere veto-
res u,v,w € C? e a aplicacdo |u){v]|: C? — C¢ agindo por

(lu)(v)w = (w,v)u

Vamos explorar alguamas propriedades deste operador:

Propriedade 1. |u){v| é linear. De fato,

(Ju)(v|)(ow + z) = (aw + z,v)u = a{w, v)u + (z,v)u
= a(lu)(v)w+ (Ju)(v])z
Propriedade 2. |au+v){w|=a|u){w]|+|v){w]|. Paratodo z € C4,

temos
(lau+v)(w|)z = (z,w)(au +v) = a(z,w)u + (z,w)v

= a(fu)(w])z + (Jv)(w])z.
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Propriedade 3. Se u = (uy,...,uq) € v = (v1,...,04), a matriz que
representa | u ) (v | nas bases canonicas é A = (a;;) € My com a;; = u;0;.
Note que

d d d
(Aw)y, = Z A W; = Z URD;W; = U, Z viw; = ug({w, v)
i=1 i=1 i=1

Logo, Aw = (w,v)u = (Ju)(v|)w.
Propriedade 4. Para toda A € My, Alu)(v|=|Au)(v|. De fato,
(Aluw)(v)w = A(w, v)u) = (w, v) Au = (|Au) (v |Jw
Propriedade 5. A adjunta de |u)(v| é |v)(u|. De fato, A* = (a;;) =
(u;v;) = (ujv;). Segue que A* = (v;u;) = |v)(ul.

Observagao. Para quem conhece a notagao de braket (ou notagao de
Dirac), esta é uma notac¢ao do mesmo tipo, porém adaptada para os devidos
fins.

Dito isto, vamos supor que £ é condicionalmente completamente posi-
tivo. A ideia aqui é usar o lema 3.2.5 e o teorema 2.2.4 para encontrar
uma aplicagao completamente positiva. Para podermos usar o teorema, va-
mos considerar n > 1 e colegoes Ay, ..., A,, de matrizes em M, e de vetores
Uy, ..., u, € CL Para encaixar no lema, seja e € C% um vetor unitario e:

n
Upiq = e € C%, v::—ZAjujGCd e Ani1 = |v)(e| € My
j=1

Entao

n+1

ZAjuj :ZAjuj+ |lv)(ele=—v+(e,e)v =0
j=1 j=1

Segundo o lema 3.2.5, vale que

n+1 n n

Y (i LOAT A ug) = Y (i LATA ug) + Y (i, L(AT AnaJe)

3,j=1 i,j=1 i=1
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+Z< E(‘An—HA ) > < 7£(A:;+1An+1)€> 2 0
Veja que

A Anw = (Je){v])(Jv)(e)(w) = ([e)(v])({w,e)v)
= (w,e)(Je){v])v = (w,e)(v,v)e = [v]*(w,e)e = |[v]*| e){e|w
S AL A = [lv]* e ) (el

Defina entao 2C' = (e, L(] e)(e|)e) para obter

(e, LA} 1 Anr1)e) = 2C|v]* = 2C (v, v)

=2C 2”: (—Aju;,v) = —2C i(ui,Afw
i=1

4,j=1

Por outro lado,

v) = =2C Z(v,Ajuj> = —-2C Z(A;v,uj>
s =1

Enfim

Y

V) =—CY (u, Ajv) = C > (A3v,uy)
i=1 j=1

Chegamos a

D (s LOATA ) + 3 (wis L(AT Ansa)e) + D (e, £1(A7Ans) Juy)

—C (ui, Ajv) = CY (A, u;) >0 ()
=1 j=1
Usando que L£(A*) = L(A)*, reescrevemos
(e, LI(A; Aps1) uy) = (e, LA} Ant1) uy) = (L(A]Ansr)e, uy)
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Segue

D s, LOAT A ug) + > (ui, LA Apga)e) + > (L(A; Apia)e, uy)
ij=1 i=1 j=1

—C Z(uz, Av) — C’Z(A;fv, uj) > 0.
i=1 j=1

Agrupamos:
D (ui, LA Apsa)e) = C Y (ug, Ajv) = (us, LA Angr)e — CA).
=1 =1 =1

Usando AFA, 11 = Af|v)(e| = |Afv)(e], obtemos

> ui, LA Apgr)e — CATW) = > (us, L(|Ajv) (e |)e — CAfv).
i=1 i=1
Agora aparece a matriz que desejamos. Defina:

G'u=L(|u)(e|)e—C-u.

Afirmagao: G é linear. De fato, como L é linear e |u)(e| é linear em u,
segue que G ¢ linear. Entao:

D {w, L(JAfv)(e])e — CAjo) = > (u;, G (Ajv)) = Y (ui, G A7 Ajuy).
=1 =1 2,7=1
Analogamente,
> (LA A e uy) — CY (A, ug) =Y (L(A;Ap)e — CATv,uy)
j=1 Jj=1 j=1

o7



n n

— Z<£(|A;u>< el)e — CAw, u;) =Y (G*Ajw,uy) =Y (A5v, Guy)

7=1 7j=1
= Z<U, A]-Guj> = Z <A1UZ, A]-Guj> = Z <Ul’, A;kAjGUJ>
j=1 1,7=1 1,7=1

Finalmente, (%) é reescrita como

n

D (s, LOATApug) + > (s, GHAT Ajug) + > (g, AJA;Guy) > 0

3,j=1 3,j=1 3,j=1

& Y (us, [LATA)) + G ATA; + A7 A;Glug) > 0.

,j=1

Basta agora denotar W(A) = L(A) + G*A + AG e notar que a ultima
expressao se revela como

n

> (ui, WA A )uy) > 0.

ij=1

Note que esta expressao ¢ exatamente aquela da proposicao 2.2.4 e ainda,
as matrizes Aq,..., A, e os vetores uy,...,u, eram quaisquer. Concluimos
entao que ¥ é completamente positiva e £ tem a expressao desejada, com W
completamente positiva e G € M.

m

Para o corolario, veja que os teoremas desta secao apresentam as seguintes
equivaléncias:

T,=¢£ 6 CP & L& CCP e L(AY) = L(A) & L(A) = U(A) + G*A+ AG,

onde CP abrevia completamente positivo e CCP abrevia condicionalmente
completamente positivo.
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3.3 Consideracoes fisicas sobre o operador £
de Lindblad

Vamos apresentar a seguir uma breve justificativa (em termos da Fisica)
do interesse no estudo do sistema a tempo continuo descrito pelo operador
gerador infinitesimal £ na forma aqui considerada. Referimos o leitor a [§]
para uma analise mais completa do assunto.

E instrutivo entender em um exemplo (que trata da interacao de um
subsistema de dimensao finita e um reservatorio) o que significa a expressao
(3.3).

Considere um Hamiltoniano completo (subsistema de dimensao finita e
reservatorio) e que é dado por H = Hg + Hgr + Hgspg.

O operador de Lindblat £ é o operador responsavel pela interacao entre o
subsistema de dimensao finita (representado pela matriz densidade reduzida
na representagao de interagao

'ﬁ(Hs-i-HR)t

~ 1 —ih(Hgs+HR)t
p=e e~ (Hs R)’

p
que é o trago parcial sobre R (reservatério) da matriz densidade completa) e
o reservatorio.

A forma de equagao mestra na forma Lindbladiana aqui considerada (des-
crita por £) é resultado de uma série de hipdteses naturais do ponto de vista
da Fisica (ver [8]) envolvendo as interagoes entre o subsistema analisado e o
reservatorio:

i) no instante inicial ¢ = 0 nao hé correlagdo entre o subsistema e o
reservatério. Isto implica na fatoracao da matriz densidade completa na
forma p(0)pr(0).

ii) aproximacao de Born. O reservatério é considerado como um sistema
muito maior do que o subsistema de dimensao finita e a interagao entre
eles é fraca o suficiente para admitir que os auto-estados do reservatorio
sao constantes ao longo do tempo, ou seja, a matriz densidade completa é
fatorada na forma p(t)pg.o.

iii) aproximacao de Born-Markov. Hipdtese de que a derivada no tempo
da matriz densidade depende apenas do instante presente ¢t > 0.

iv) rapido decaimento das correlagoes no Hamiltoniano Hgr. Admitindo
um Hamiltoniano da forma Hgr = ), v:I';, onde ; sdo operadores que agem
sobre o sushistema e I'; operadores que agem sobre o reservatério, e tais que
tem o valor esperado tr(I;(¢)[;(¢') pro) = 6(t — /).
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Uma representagao alternativa para a transformacao £ : My — M, seria

A— L(A) =i[A H] + = ZL AL+ [L;A, LY],

onde L; sao matrizes quaisquer em My (ver [21]).
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