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RESUMO

Suponhamos queM seja um ideal maximal de um domínioR e que alguma potência de
M seja finitamente gerada. Vamos mostrar queM será finitamente gerado em cada um dos
seguintes casos:i M tem altura um,ii R é inteiramente fechado e altura deM é 2,iii 
R = KX,S é um domínio monóide sobre um corpoK, ondeS = S∪ 0 é um monóide
cancelativo e livre de torção, tal que∩ i=1

∞ iS = ∅ e M é o ideal maximal gerado por
Xs/s ∈ S. Estendemos os resultados anteriores aos ideaisI de um anel reduzidoR tal que
R
I é anel Noetheriano. Provamos que um anel reduzidoR é Noetheriano se cada ideal

primo deR possui uma potência que é finitamente gerada. Para cadad tal que 3≤ d ≤ ∞,
estabelecemos a existência de um domínio de integridaded-dimensional que possui um
ideal maximalM não finitamente gerado, de alturad tal queM2 é 3-gerado.

ABSTRACT

SupposeM is a maximal ideal of a commutative integral domainR and that some power
Mn of M is finitely generated. We show thatM is finitely generated in each of the
following cases:i M is of height one,ii R is integrally closed and htM = 2, iii 
R = KX,S is a monoid domain over a fieldK, whereS = S∪ 0 is a cancellative
torsion-free monoid such that∩ i=1

∞ iS = ∅, andM is the maximal ideal generated by
Xs/s ∈ S. We extend the above results to idealsI of a reduced ringR such thatR

I is
Noetherian. We prove that a reduced ringR is Noetherian if each prime ideal ofR has a
power that is finitely generated. For eachd with 3 ≤ d ≤ ∞, we establish existence of a
d-dimensional integral domain having a nonfinitely generated maximal idealM of heightd
such thatM2 is 3-generated.

Capítulo 0

Introdução

Neste trabalho todos os anéis são comutativos com unidade.
O objetivo desta dissertação é estudar a questão:
Em um anelR, se uma potênciaIn de um idealI for um ideal finitamente gerado,

podemos garantir queI seja também um ideal finitamente gerado deR?
É fácil encontrar um contra-exemplo para esta questão. No exemplo 1.17.A

apresentamos um anel quasilocalR cujo ideal maximalM não é um ideal finitamente
gerado e, no entanto,M2 = 0.

Em 1972, emG1, Gilmer colocou a seguinte questão:
Questão0.1: Em um domínioR, suponha que alguma potênciaMn de um ideal maximal

M seja um ideal finitamente gerado. Podemos garantir queM seja um ideal finitamente
gerado deR?

Em Janeiro de 1973, na sessão de problemas deNotices of the AMS, organizado por



Graham Evans em Dallas, esta questão aparece novamente, agora com a hipótese adicional
deR ser um domínio quasilocal inteiramente fechado.

Em 1999, Robert Gilmer, William Heinzer e Moshe Roitman, emG-H-R, cons-
truiram um contra-exemplo para a Questão 01. Esta dissertação é baseada neste artigo.
Após terem respondido negativamente a Questão 0.1, Gilmer,Heinzer e Roitman se
interessaram em encontrar hipóteses que garantissem uma resposta afirmativa para esta
questão. De fato eles propuseram uma questão mais geral:

Questão0.2: Suponha queI é um ideal de um anelR tal que R
I é um anel Noetheriano,

e alguma potência deI é um ideal finitamente gerado. Sob que condições podemos garantir
queI é um ideal finitamente gerado do anelR?

No Capítulo 1 são apresentadas algumas condições que garantem que o idealM da
Questão 0.1 e o idealI da Questão 0.2 são finitamente gerados.

O Teorema 1.24 garante que o ideal maximalM, da Questão 0.1, é um ideal finitamente
gerado seR é um anel reduzido ealtM = 1, ou seR é um domínio inteiramente fechado e
altM ≤ 2. A Questão 0.1 para domínios inteiramente fechados ainda não foi resolvida, se
altM ≥ 3.

Com respeito à Questão 0.2, o Teorema 1.10 garante que o idealI será um ideal
finitamente gerado de um anelR se I for o radical de um ideal gerado por uma seqüência
regular finita não vazia.

O Teorema 1.17 é uma generalização para o caso de anéis reduzidos do Teorema de
Cohen K-Teorema 8 , e ele garante que seR é um anel reduzido no qual cada ideal primo
possui uma potência que é um ideal finitamente gerado, entãoR é um anel Noetheriano. O
Teorema 1.20 mostra que seR é um anel semiquasilocal reduzido no qual todo ideal primo
de altura positiva possui uma potência finitamente gerada,entãoR é um anel Noetheriano.

No Capítulo 2 estudaremos a Questão 0.1 para o caso de um domínio monóide sobre
um corpoK. Para tanto iniciamos o Capítulo 2 com definições e resultados que se fazem
necessários para o entendimento do artigo de Gilmer, Heinzer e Roitman. Então
apresentaremos, no Teorema 2.3, condições para que a Questão 01, no caso de um
semigrupo comutativo cancelativoS, tenha uma resposta afirmativa contanto que tenhamos
entre as hipóteses que∩ i=1

∞ iS = ∅. Dado um semigrupo comutativo cancelativoS,
denotaremos porSo monóideS∪ 0. Estabeleceremos, na Proposição 2.1, a conexão
entre estes dois aspectos da Questão 0.1 (para semigrupos e para anéis) e isto, então, nos
permitirá concluir, no Teorema 2.5, que seK for um corpo e seR = KX,S for um anel
monóide sobreK, ondeSé um monóide cancelativo,S = S∖ 0, ∩ i=1

∞ iS = ∅ e M é o ideal
maximal gerado por Xs / s ∈ S , entãoM será um ideal finitamente gerado se alguma
potência do ideal maximalM for finitamente gerada. Se retirarmos a hipótese de que
∩ i=1

∞ iS = ∅, mostraremos, no exemplo 3.2, que então o ideal maximalM poderá não ser um
ideal finitamente gerado.

No capítulo 3 apresentamos, no Exemplo 3.2, o contra-exemplo construído por Gilmer,
Heinzer e Roitman para a Questão 0.1. Este exemplo nos mostrará também que as
hipóteses de alguns resultados deste trabalho não poderão ser desprezadas ou substituídas.

No apêndice desta dissertação são apresentados os resultados mencionados no decorrer
do trabalho, cujas demonstrações podem ser devidamente encontradas nas referências
citadas.

Esta dissertação seguiu rigorosamente a numeração apresentada do artigo de Gilmer,
Heinzer e Roitman, a saber envolvendo apenas números. As definições e resultados que
foram adicionados, aparecem indexados com números e letras.



Capítulo 1

Potências de Ideais

SejaR um anel eI um ideal deR tal queIn é um ideal finitamente gerado para algum
inteiro positivon. O objetivo deste capítulo é determinar sob quais condiçõesI será um
ideal finitamente gerado deR.

Os Lemas 1.1 e 1.2, a seguir nos mostram que seI for um ideal de um anelR tal queIn

é um ideal finitamente gerado, para algum inteiro positivon, então existirá um idealJ em
R, finitamente gerado, tal queJ ⊆ I e Jm = Im para qualquer inteirom ≥ n.

Lema 1.1: Sejam J⊆ I ideais em um anel R tais que In = Jn para algum inteiro
positivo n. Então Im = I iJm−i para todo m≥ n e0 ≤ i ≤ m.

Prova: Inicialmente observe que, para todom ≥ n e 0 ≤ i ≤ m, comoJ ⊆ I, temos
Jm = JiJm−i ⊆ I iJm−i ⊆ I i Im−i = Im. Assim basta mostrar queIm = Jm, para todom ≥ n ou,
equivalentemente, queIn+i = Jn+i para qualquer inteiro positivoi. Este resultado será
provado por indução sobrei. Sei = 0, então o resultado é válido por hipótese. Suponhamos
que a igualdade seja válida parai = k, isto é,In+k = Jn+k. Observaremos agora que
In = Jn = JJn−1 ⊆ JIn−1 ⊆ II n−1 = In, obtendo assim queIn = JIn−1. Deste modo,
In+k+1 = InI k+1 = JIn−1I k+1 = JIn+k = JJn+k = Jn+k+1, logo a igualdade é válida para
i = k + 1. Então temos queIm = Jm, para qualquer inteirom ≥ n. ComoJm ⊆ I iJm−i ⊆ Im,
para todo 0≤ i ≤ m, entãoIm = I iJm−i .▫

Lema 1.2: Se I é um ideal de um anel R tal que In é finitamente gerado para algum
inteiro positivo n, então existe um ideal finitamente gerado J⊆ I tal que In = Jn.

Prova: SejaI um ideal de um anelR, tal queIn é um ideal finitamente gerado. Sejam
a1, ...,ak ∈ R geradores deIn, isto é,In = a1, ...,ak. Como cadaaj ∈ In temos que cadaaj

é uma soma finita de parcelas, onde cada parcela é um produto de n elementos deI. SejaBj

o ideal gerado por estes elementos. Em particular,aj ∈ Bj
n. FixemosJ = ∑

j=1
k Bj e temos

então que∑
j=1
k Bj = J ⊆ I. Mostraremos agora queIn = Jn. ComoJ ⊆ I entãoJn ⊆ In.

Por outro lado, seb ∈ In, entãob = r1a1 + ... + r kak, onder j ∈ R. Comoaj ∈ Bj
n ⊆ Jn

para qualquer 1≤ j ≤ k, temos queb ∈ Jn. Logo In ⊆ Jn o que demonstra queIn = Jn.▫

Corolário 1.2.A: Sejam R um anel e I um ideal de R tal que, para algum inteiro
positivo n, In é um ideal finitamente gerado. Então Im é um ideal finitamente gerado para
todo inteiro positivo m, onde m≥ n.

Prova: SejaJ um ideal finitamente gerado,J ⊆ I tal queJn = In. ComoJ é um ideal
finitamente gerado, entãoJm é um ideal finitamente gerado para qualquer inteiro positivo
m. Sejam ≥ n. Pelo Lema 1.1 temos queIm = Jm, portantoIm é um ideal finitamente
gerado para todo inteiro positivom ≥ n.▫

Convencionamos que sempre que os ideaisI e J forem como os ideais citados no
Corolário 1.2.A, diremos queI e J possuem as mesmas potências altas.

Lema 1.3.A: Sejam M seja um ideal primo de um anel R e I um ideal de R tal que
Im = Mm para algum inteiro positivo m. Então M= I .



Prova: ComoMm = Im então temos queMm = Im . Mas Mm = M e Im = I
e, ainda, comoM é ideal primo deR então temos queM = M = I .▫

Corolário 1.3.B: Seja M um ideal primo de um anel R e I um ideal de R tal que I⊆ M
e Im = Mm para algum inteiro positivo m. Seja J um ideal de R tal que I⊆ J e In = Jn

para algum inteiro positivo n, então J⊆ M.

Prova: ComoIm = Mm e M é um ideal primo deR então, pelo Lema 1.3.A,M = I .
ComoIn = Jn então In = Jn e portanto I = J . Assim temos queM = I = J .
LogoJ ⊆ M.▫

Observação 1.3: Fica então demonstrado que se existe um ideal primo M com a
propriedade de conter I e de possuir as mesmas potências altas de I, então este é o maior
ideal com estas propriedades. Mesmo no caso de não existir um ideal primo M com estas
propriedades, mostra-se, mas não o faremos aqui, que existe um maior ideal J contendo I
tal que J possui as mesmas potências altas de I. Tal ideal J chama-se fecho de Ratliff-Rush
de I H-L-S.

O Lema 1.4.A a seguir é um Lema auxiliar para a demonstração doLema 1.4.
Aproveitamos para lembrar que dados um homorfismo deR-módulos injetorf : M1 → M e
um homorfismo deR-módulos sobrejetorg : M → M2, a seqüência deR-módulos e
R-homomorfismos:

0 → M1 → M → M2 → 0, é dita uma seqüência exata se e só se tivermos
Imf = Kerg.

Lema 1.4.A: Sejam R um anel e N1 ⊂ N2 ⊂ ... ⊂ Nr uma cadeia de R-módulos tais
que Ni

Ni−1
é um R-módulo Noetheriano para qualquer1 < i ≤ r, então Nr

N1
é um R-módulo

Noetheriano.

Prova: A prova será feita por indução emr. Ser = 2, o lema vale por hipótese.
Suponhamos quer > 2 e que o lema valha parar − 1, isto é queNr−1

N1
é umR- módulo

Noetheriano. Observamos então que, dadas a inclusão canônica i : Nr−1

N1
→ Nr

N1
e a projeção

canônicaΠ : Nr

N1
→ Nr

Nr−1
, a seqüência deR-módulos: 0→ Nr−1

N1
→ Nr

N1
→ Nr

Nr−1
→ 0 é exata.

Além disso Nr−1

N1
é umR-módulo Noetheriano por hipótese de indução eNr

Nr−1
é um

R-módulo Noetheriano por hipótese. Conclui-se então queNr

N1
é umR-módulo Noetheriano

A-M-6.3.▫

Lema 1.4: Sejam R um anel, I1, ...,I k ideais de R tais queRI j
é um anel Noetheriano

para todo1 ≤ j ≤ k. Sejam N⊆ M R-módulos tais que N= Π j=1
k I j M. Suponhamos que

todos os R-módulosΠ j=1
e I j M, onde0 ≤ e ≤ k, sejam finitamente gerados( para e= 0,

convencionamosΠ j=1
e I j = R ). Então qualquer R-módulo K tal que N⊆ K ⊆ M é um

R-módulo finitamente gerado.

Prova: SejaK umR-módulo tal queN ⊆ K ⊆ M. ComoN é R-módulo finitamente
gerado, para mostrar queK é R-módulo finitamente gerado, basta mostrar queK

N é
R-módulo finitamente gerado. Mostraremos queM

N é R-módulo Noetheriano, de onde
decorrerá queK

N é R-módulo finitamente gerado. Para mostrar queM
N é R-módulo

Noetheriano, consideremos a seqüência deR-módulos:
N = Π j=1

k I j M ⊆ Π j=1
k−1I j M ⊆ ... ⊆ I1M ⊆ M



ComoΠ j=1
e−1I j M é umR-módulo finitamente gerado por hipótese, então

He :=
Π j=1

e−1I j M

Π j=1
e I j M

é umR-módulo finitamente gerado. Além disso oR-móduloHe é anulado

por Ie , logoHe é um R
Ie

-módulo finitamente gerado. ComoRIe
é um anel Noetheriano para

todo 1≤ e ≤ k, entãoHe é um R
Ie

-módulo NoetherianoA-M-6.5. Como os submódulos
deHe vistos comoR-módulos ou comoR

Ie
-módulos são os mesmos, então, para todo

1 ≤ e ≤ k, He é umR-módulo Noetheriano. Pelo Lema 1.4.A concluimos queM
N é um

R-módulo Noetheriano.▫

O resultado do Lema 1.4 será muito utilizado no decorrer do nosso trabalho. Em
particular, será necessário diretamente na demonstração do Teorema 1.9.

Corolário 1.4.B: Sejam R um anel e I um ideal de R tal queR
I seja um anel

Noetheriano e In seja um ideal finitamente gerado para algum inteiro positivo n. Então,
qualquer que seja o ideal J, para o qual exista um número natural m, m ≥ n, tal que
Im ⊆ J ⊆ In, J é um ideal finitamente gerado.

Prova: SejamI1 = I2 = ... = Im−n = I. SejamM = In e N = Im. Temos as hipóteses do
Lema 1.4 satisfeitas, poisRI j

= R
I é anel Noetheriano eπ j=1

e I j M = In+e é R-módulo

finitamente gerado para todo 0≤ e ≤ m− n. Então, pelo Lema 1.4, temos queJ é um
R-módulo finitamente gerado.▫

Lema 1.5: Sejam I e J ideais de um anel R tais que I= J (em particular podemos
tomar J= I ). Então as duas condições seguintes são equivalentes:

i R
I é um anel Noetheriano e I é um ideal finitamente gerado;

ii R
J é um anel Noetheriano e J é um ideal finitamente gerado.

Prova: Suponhamos queRI seja um anel Noetheriano e queI seja um ideal finitamente

gerado. ComoR
I é um anel Noetheriano eI

I é um ideal deR
I então temos que I

I é um
ideal finitamente gerado. ComoI é um ideal finitamente gerado entãoI também o é, logo

J também é um ideal finitamente gerado. Então para algumm ≥ 1, temos que
J

m
⊆ J. Neste caso, obtemos: I

m
= J

m
⊆ J ⊆ J = I . Logo, pelo

Corolário 1.4.B, temos queJ é um ideal finitamente gerado, poisI é ideal finitamente
gerado e I

m
⊆ J ⊆ I . O anel R

J
é um anel Noetheriano, poisR

J
= R

I
≃ R/I

I /I
e

R
I é um anel Noetheriano. Os ideais primos deR

J são do tipoP
J ondeP é um ideal primo

deR tal queP ⊇ J, portantoP ⊇ J e P
J

é um ideal primo deR
J

. Então P
J

é um ideal

finitamente gerado. ComoJ é um ideal finitamente gerado, temos queP é um ideal
finitamente gerado e portantoPJ é um ideal finitamente gerado deRJ . Pelo Teorema de
Cohen K-Teorema 8 R

J é um anel Noetheriano.
A outra implicação é análoga.▫

Corolário 1.6: Seja I um ideal de um anel R. Suponhamos queRI seja um anel
Noetheriano e que In seja um ideal finitamente gerado para algum n≥ 1. Então I será um
ideal finitamente gerado se e só seR

In for um anel Noetheriano.

Prova: Suponhamos queI seja um ideal finitamente gerado e tomemosJ = In, então
temos J = In = I . Como R

I é um anel Noetheriano, seI for um ideal finitamente



gerado então, pelo Lema 1.5,R
In será um anel Noetheriano. E, reciprocamente, seR

In for
um anel Noetheriano, comoIn é um ideal finitamente gerado por hipótese, então, pelo
Lema 1.5,I será um ideal finitamente gerado.▫

O Lema 1.7, a seguir, reduz a Questão 0.2, dada na Introdução,ao caso em queI é um
ideal radical.

Lema 1.7: Seja I um ideal de um anel R. Suponhamos queRI seja um anel Noetheriano
e que alguma potência de I seja um ideal finitamente gerado. Então I também satisfará
estas duas condições. Mais ainda, I será um ideal finitamente gerado se e só se Ifor um
ideal finitamente gerado.

Prova: Suponhamos queIn é um ideal finitamente gerado para algum inteiro positivo
n, como R

I é um anel Noetheriano, temos que existe um inteirok tal que I
k
⊆ I

A-M-7.14, logoInk = I kn ⊆ I
k n

⊆ In. ComoIn é um ideal finitamente

gerado eR
I é um anel Noetheriano então, pelo Corolário 1.4.B, temos queI

kn
é um

ideal finitamente gerado. ComoRI é um anel Noetheriano eI
I é um ideal deR

I então, por
A-M-6.6, temos que R/I

I /I
é um anel Noetheriano. Pelo Teorema de Isomorfismo

R/I

I /I
≃ R

I
, logo R

I
é um anel Noetheriano. PortantoI é tal que R

I
é anel Noetheriano

e, para algum inteiro positivon, temos I
n

é um ideal finitamente gerado. Tomando
J = I no Lema 1.5, temos queI será um ideal finitamente gerado se e só seI for um
ideal finitamente gerado.▫

O Lema 1.8, a seguir, reduz a Questão 0.1, apresentada na Introdução, ao caso em que
M é o ideal maximal de um anel quasilocal. Para que não existam dúvidas sobre as
definições utilizadas neste trabalho, apresentamos agoraas definições de anel quasilocal,
local e semiquasilocal.

Definição 1.8.A: Um anel R é dito quasilocal quando R possui apenas um ideal
maximal M.

Definição 1.8.B: Um anel R é dito local quando R é Noetheriano e possui apenas um
ideal maximal M.

Definição 1.8.C: Um anel R é dito semiquasilocal quando R possui um número finito
de ideais maximais.

Lema 1.8: Seja R um anel e M um ideal maximal de R. Suponhamos que M seja o
radical de um ideal finitamente gerado. Então o ideal M de R será finitamente gerado se e
só se o ideal MRM de RM for finitamente gerado.

Prova: SeM é um ideal finitamente gerado entãoMRM é um ideal finitamente gerado
por propriedades de localização.

Suponhamos queMRM seja um ideal finitamente gerado. SejaI um ideal finitamente
gerado deR tal queM = I . Teremos então IRM = MRM = MRM. Como RM

MRM
é um

anel Noetheriano, pois é um corpo, eMRM é um ideal finitamente gerado, pelo Lema 1.5
temos queRM

IRM
é um anel Noetheriano eIRM é um ideal finitamente gerado. ComoMI é o

único ideal maximal deR
I , então R

I = R
I M/I

. Além disto R
I M/I

≃ RM

IRM
que é um

anel Noetheriano, logoRI é um anel Noetheriano, portantoMI é um ideal finitamente
gerado. ComoI é um ideal finitamente gerado, então o ideal maximalM deR é finitamente



gerado.▫

Os próximos dois Teoremas apresentam condições suficientes para que o idealI do anel
R, citado na Questão 0.2 apresentada na Introdução, seja um ideal finitamente gerado.
Apresentamos agora a definição de anel reduzido.

Definição 1.9.A: Um anel R é dito reduzido quando o único elemento nilpotente de R é
o elemento zero.

Teorema 1.9: Seja I um ideal de R tal queRI é um anel Noetheriano e alguma potência
de I é um ideal finitamente gerado. Se para todo c∈ I, c ≠ 0 tivermos cI≠ 0 ( o que vale
se R for um anel reduzido), e se I = xR para algum x∈ R, então I será um ideal
finitamente gerado.

Prova: Sejax ∈ R tal que I = xR. Existe um número naturalm tal quexm ∈ I.
Como xmR = xR = I , trocandox porxm, podemos supor quex ∈ I. Sejan o menor
inteiro positivo tal queIn seja um ideal finitamente gerado. Vamos mostrar quen = 1.
ComoIn é um ideal finitamente gerado eIn ⊆ I = xR existe um inteiro positivos tal
queIns ⊆ xR, logo Ins+1 = InsI ⊆ xRI ⊆ xI. Escolhendot = ns+ 1, temos queI t ⊆ xI.
Suponhamos quen > 1. Temos entãoI t+n−2 = I tIn−2 ⊆ xIIn−2 = xIn−1 ⊆ In. Como R

I é anel
Noetheriano eIn é um ideal finitamente gerado então, pelo Corolário 1.4.B, temos que
xIn−1 é um ideal finitamente gerado deR. Sejamb1, ...,bs ∈ In−1 tais que
xIn−1 = xb1, ...,xbs. SejaJ := b1, ...,bs. Observemos queJ ⊆ In−1 e xJ = xIn−1.
Mostraremos que , sendon > 1, xi ≠ 0 para todoi ∈ I, i ≠ 0, de onde teremos que
In−1 = J, concluindo assim queIn−1 é um ideal finitamente gerado deR, o que contrariaria a
minimalidade den. Portanton deverá ser igual a 1 e teremos queI será um ideal
finitamente gerado.

Resta-nos, portanto, mostrar quexi ≠ 0, para todoi ∈ I, i ≠ 0, isto é, que
0 : x ∩ I = 0. Como0 : x ⊆ 0 : In+t−2, poisI t+n−2 ⊆ xIn−1 ⊆ xR, basta mostrarmos
que0 : I t+n−2 ∩ I = 0. Mostraremos que0 : I r ∩ I = 0 para todor ≥ 1. É claro que
0 : I r ⊆ 0 : I r+1. Suponhamos, por absurdo, que0 : I r ∩ I  0 : I r+1 ∩ I para
algumr ≥ 1. Sejaa ∈ I tal queaIr+1 = 0 e aIr ≠ 0. Sejac ∈ I r tal queac ≠ 0. Temos
assimacI ⊆ aIr I = aIr+1 = 0. Logoac ∈ I e acI = 0. Como por hipótese
0 : I ∩ I = 0, então temos queac ∈ 0 : I ∩ I = 0, o que contraria o fato deac ≠ 0.
Logo,0 : I r ∩ I = 0 : I r+1 ∩ I. Então0 : I r ∩ I = 0, qualquer que sejar ≥ 1, o que
finaliza a prova.▫

O Teorema 1.10, como veremos a seguir, pode ser considerado como uma
generalização do Teorema 1.9. Apresentamos a definição de seqüência regular, ou
R-seqüência, que será utilizada no Teorema 1.10. Observamosque na definição a seguir
utilizamosZA para denotar o conjunto dos divisores de zero de umR-móduloA.

Definição 1.10.A: Sejam R um anel e A um R-módulo. A seqüência ordenada de
elementos x1, ...,xn de R é dita uma seqüência regular(ou uma R-seqüência) em A se:

a) x1, ...,xnA ≠ A,
b) x1 ∉ ZA e,
c) para cada i∈ 2, ...,n, xi ∉ ZA/x1, ...,xi−1A, isto é, xi é um não divisor de zero

em A/x1, ...,xi−1A.
O caso em que A= R é de importância especial. Dizemos simplesmente que a

seqüência é uma seqüência regular ou uma R-seqüência. Então neste caso teremos que x1

não é nem um invertível nem um divisor de zero em R, a imagem de x2 em R
x1

não é nem



um invertível nem um divisor de zero no anel R/x1, a imagem de x3 em R
x1,x2

não é nem

um invertível nem um divisor de zero no anel R/x1,x2, etc.
Definição 1.10.B: Um elemento x de um anel R é dito regular se x não é um divisor de

zero em R.

Teorema 1.10: Seja I um ideal de um anel R. Suponhamos queRI seja um anel
Noetheriano e que alguma potência de I seja um ideal finitamente gerado. Então I é
finitamente gerado em cada um dos seguintes casos:

1) I = J,x , onde J é um ideal de R finitamente gerado e x é um elemento regular
modJ.

2) I = x1, ...,xk , onde x1, ...,xk é uma seqüência regular de elementos de R
k ≥ 1.

3) R é um anel reduzido e I= xR para algum x∈ R.

Prova: 1) Sejaℜ = R
J eℑ =

I
J . O anelℜ/ℑ é isomorfo aR/ I . ComoR/I é anel

Noetheriano e alguma potência deI é finitamente gerada, então pelo Lema 1.7,R/ I é anel
Noetheriano e alguma potência deI é finitamente gerada. Além disso,I será um ideal
finitamente gerado se e só seI o for. Para mostrar queI é ideal finitamente gerado,
comoJ é ideal finitamente gerado, basta mostrar que o idealℑ deℜ é finitamente gerado.
Vamos aplicar o Teorema 1.9 ao anelℜ com o idealℑ. Já sabemos queℜ/ℑ ≃ R/ I é um
anel Noetheriano. Sabemos também que alguma potência deℑ =

I
J é um ideal

finitamente gerado, pois alguma potência deI é um ideal finitamente gerado. Além disso

ℑ é um ideal radical, logoℑ = ℑ =
I

J =
J,x

J = x + Jℜ e x + J ∈ ℜ. Observamos
ainda que sec é um elemento deℑ, existea ∈ I tal quec = a + J. Além dissocℑ = 0
se e somente sea I ⊆ J. Como I = J,x então sea I ⊆ J temos queax ∈ J. Como
x é um elemento regular móduloJ, entãoa ∈ J, portantoc = 0. Logo, sendoc ≠ 0, c ∈ ℑ,
entãocℑ ≠ 0. Sendo assim , as hipóteses do Teorema 1.9 estão satisfeitas e portantoℑ é
um ideal finitamente gerado do anelℜ.

2) Este é um caso particular do item 1), basta tomarmosJ = x1, ...,xk−1 e teremos que
xk ∉ Z

R
J , ou seja,xk é um elemento regular modJ então teremos I = J,xk assim

pelo item anterior,I é um ideal finitamente gerado.
3) SeR é um anel reduzido entãoR não possui elementos nilpotentes não nulos, logo

cI ≠ 0, para todoc ∈ I, c ≠ 0. Como R
I é um anel Noetheriano,In é um ideal finitamente

gerado, para algum inteiro positivon, e I = xR então, pelo Teorema 1.9,I é um ideal
finitamente gerado.▫

Observação 1.11: O Teorema 1.10 e alguns outros resultados deste tipo podem ser
combinados com os Lemas 1.5 e 1.7 para que possamos obter outros resultados. É o caso
do Lema 1.12 a seguir, que é o resultado de uma combinação entre o Teorema 1.10 e o
Lema 1.5.

Lema 1.12: Seja x um elemento regular em um anel R tal queR
xR

é um anel

Noetheriano. Se alguma potência de xRfor um ideal finitamente gerado, então o anel R
xR

será Noetheriano. Em particular xRé um ideal finitamente gerado.

Prova: SejaI = xR. Pelo Teorema 1.10.2,I é um ideal finitamente gerado, poisRI é
anel Noetheriano, alguma potência deI é finitamente gerada ex é um elemento regular de



R. SejaJ = xR. Temos que I = J , logo, pelo Lema 1.5,RJ é anel Noetheriano, portanto
R
xR é um anel Noetheriano .▫

As Observações a seguir nos mostram resultados importantessobre o Espectro Primo
de um anelR. Estes resultados serão necessários para as demonstraçõesdos Teoremas 1.17
e 1.20 e também da Proposição 1.18. Assim, vale a pena relembrar a Topologia de Zariski.

SejaR um anel eX o conjunto de todos os ideais primos deR. Para cada subconjuntoE
do anelR, utilizamosVE para representar o conjunto de todos os ideais primos próprios
deR que contémE. É fácil verificar que são verdadeiras as seguintes afirmações.

i V0 = X e V1 = ∅
ii V∪ i∈I Ei = ∩ i∈I VEi, ondeEi i∈I é uma família qualquer de subconjuntos deR.
iii  VI1 ∩ I2 = VI1I2 = VI1 ∪ VI2 para quaisquerI1, I2 ideais do anelR.
Assim os conjuntosVE satisfazem os axiomas para conjuntos fechados em um espaço

topológico. A topologia resultante é chamada de Topologia de Zariski e o espaço
topológicoX é chamado de Espectro Primo deR que será denotado porSpecR. Salientamos
ainda as seguntes propriedades adicionais desta topologia.

iv SeI é o ideal gerado porE, entãoVE = VI = V I .
v SeI e J são ideais deR entãoVI ⊆ VJ se e somente seI ⊇ J .

Proposição 1.13.A: Seja R um anel tal que para qualquer ideal primo mínimo P de R o
anel R

P é Noetheriano. Se todo ideal primo mínimo P de R for o radi- cal de um ideal
finitamente gerado, então todo ideal primo de R também será o radical de um ideal
finitamente gerado.

Prova: SejaQ ∈ SpecR. SeQ é ideal primo mínimo do anelR, entãoQ = I , ondeI é
um ideal finitamente gerado. SeQ não é um primo mínimo deR então existeP primo
mínimo deR, digamosP = a1, ...,as , tal queQ ⊃ P. Como R

P é um anel Noetheriano
então Q

P é um ideal finitamente gerado, portantoQ é da formaQ = P + x1, ...,xn. Mas
entãoQ = a1, ...,as,x1, ...,xn . Logo todo ideal primo deR é o radical de um ideal
finitamente gerado.▫

Definição 1.13.B: Um subconjunto fechado F é irredutível em um espaço topológico se
e só se F não pode ser escrito como união de dois subconjuntos fechados próprios, isto é,
se F= F1 ∪ F2 , onde F1 e F2 são fechados, então F= F1 ou F = F2.

Proposição 1.13.C: Seja P um ideal radical de R, isto é, P = P . Então P é um ideal
primo se e somente se VP é um fechado irredutível.

Prova: Suponhamos queP seja um ideal primo. SejamI1, I2 ideais tais que
VP = VI1 ∪ VI2. ComoVI1 ∪ VI2 = VI1 ∩ I2 e comoP sendo um ideal primo é
um elemento deVP entãoP ∈ VI1 ∩ I2, logoP ⊇ I1 ∩ I2. ComoP é um ideal primo,
entãoP ⊇ I1 ouP ⊇ I2, logoVP ⊆ VI1 ouVP ⊆ VI2. LogoVP = VI1 ou
VP = VI2, portantoVP é um fechado irredutível.

SejaVP um fechado irredutível eA eB ideais deR tais queP ⊇ A ∩B. Como
P ⊇ A ∩B, temos queVP ⊆ VA ∩B = VA ∪ VB. ComoVP é fechado
irredutível eVP = VA ∩ VP ∪ VB ∩ VP, temosVP = VA ∩ VP ou
VP = VB ∩ VP, isto é,VP ⊆ VA ouVP ⊆ VB. Portanto, comoP é um ideal
radical,P ⊇ A ouP ⊇ B, logoP é um ideal primo.▫



Definição 1.13.D: Dizemos que um espaço topológico X é Noetheriano seF = F /F é
subconjunto fechado de X satisfizer a condição de cadeia des- cendente(ccd), o que é
equivalente a toda subfamília deF possuir um elemento mínimo.

Analisemos o que isto significa para o caso em queX = SpecR, para algum anelR.

Teorema 1.13: As seguintes condições são equivalentes para um anel R:
1) SpecR é Noetheriano,
2) Cada ideal radical de R é o radical de um ideal finitamente gerado,
3) Cada ideal primo de R é o radical de um ideal finitamente gerado,
4) R satisfaz a condição de cadeia ascendente em ideais primos ecada ideal de R

possui apenas um número finito de ideais primos mínimos.

Prova: 1) implica 4). ComoVI = V I , dizer queSpecRé Noetheriano é
equivalente a dizer queVI / I é ideal radical deR satisfaz ccd. Por outro lado, seI e J
são ideais radicais deR, temos queI ⊆ J se e somente seVI ⊇ VJ, portantoSpecRé
Noetheriano se e somente seI / I é ideal radical deR satisfaz a condição de cadeia
ascendente (cca). Como todo ideal primo deR é um ideal radical, seSpecRé Noetheriano
entãoR satisfaz cca. para ideais primos.

Vamos mostrar agora que seX = SpecRé Noetheriano então todo subconjunto fechado
emX é uma união finita de subconjuntos fechados irredutíveis. SejaE a família dos
subconjuntos fechados deX e F a subfamília deE cujos elementos são uniões finitas de
fechados irredutíveis deX. Queremos mostrar queE = F. É claro queF ⊆ E. Suponhamos
então queE ≠ F entãoE ∖ F ≠ ∅. ComoX é Noetheriano entãoE ∖ F possui um elemento
mínimo, digamosA. SeA fosse irredutível entãoA ∈ F o que seria um absurdo. AssimA é
um fechado não irredutível; então existemF1,F2 subconjuntos fechados tais que
A = F1 ∪ F2 e F1  A e F2  A, logo, pela minimalidade deA, temos queF1,F2 ∈ F,
assim, tantoF1 quantoF2 são uniões finitas de fechados irredutíveis, portantoA é uma
união finita de fechados irredutíveis emX, o que é um absurdo. PortantoE = F, isto é, todo
subconjunto fechado emX é uma união finita de fechados irredutíveis. Portanto, pela
Proposição 1.13.C, temos que seJ é um ideal deR então existe um número finito de ideais
primos mínimos, digamosP1, ...,Pn, tais queVJ = V J = ∪ i=1

n VPi  = V∩ i=1
n Pi .

Como I = ∩P∈VI P, temos J = ∩P∈VJ P = ∩P∈V∩P P = ∩ i=1
n Pi = ∩ i=1

n Pi , logo
J = ∩ i=1

n Pi e J possui apenas um número finito de primos mínimos.
4) implica 1). Suponhamos por absurdo queSpecR= X não seja Noetheriano. Seja

F1 ⊇ F2 ⊇ F3 ⊇ ... uma cadeia decrescente de fechados deX não estacionária. Sejam
Z1, ...,Zn as componentes irredutíveis deF1. Como todo ideal primo deR possui apenas um
número finito de ideais primos mínimos por hipótese então, pela Proposição 1.13.C, todo
fechado deSpecRpossui apenas um número finito de componentes irredutíveis, isto é,
F1 = Z1 ∪ ...∪ Zn. Se para cadai ∈ 1, ...,n tivéssemos que a cadeia
Zi ∩ F1 ⊇ Zi ∩ F2 ⊇ Zi ∩ F3 ⊇ ... fosse estacionária, então existiriaN tal que, para
qualquerj > N, Zi ∩ F j = Zi ∩ FN para todoi ∈ 1, ...,n. Logo
F j = F j ∩ F1 = F j ∩ ∪ i=1

n Zi = ∪ i=1
n Zi ∩ F j = ∪ i=1

n Zi ∩ FN = FN ∩ ∪ i=1
n Zi = FN ∩ F

Então a cadeia decrescente de fechados emX seria estacionária, uma contradição. Portanto,
existei ∈ 1, ...,n tal que a cadeiaZi ⊇ Zi ∩ F2 ⊇ Zi ∩ F3 ⊇ Zi ∩ F4 ⊇ ... não é
estacionária. SejaF1

′

:= Zi , F1
′

é irredutível e então a cadeia decrescente de fechados
F1

′

⊇ F1
′

∩ F2 ⊇ F1
′

∩ F3 ⊇ ... não é estacionária. Repetindo o argumento para o fechado
F1

′

∩ F2 e para a cadeiaF1
′

∩ F2 ⊇ F1
′

∩ F3 ⊇ F1
′

∩ F4 ⊇ ..., verificamos que existe
alguma componente irredutívelF2

′

deF1
′

∩ F2 tal que a cadeia de fechados
F2

′

⊇ F2
′

∩ F1
′

∩ F3 ⊇ F2
′

∩ F1
′

∩ F4 ⊇ ... é uma cadeia não estacionária. Como
F1

′

⊇ F1
′

∩ F2 ⊇ F2
′

temos queF1
′

⊇ F2
′

, logoF1
′

⊇ F2
′

⊇ F1
′

∩ F2
′

∩ F3  ⊇ ..., é uma



cadeia de fechados não estacionária. Usando novamente o argumento anterior podemos
encontrarF3

′

uma componente irredutível deF1
′

∩ F2
′

∩ F3 tal que
F1

′

⊇ F2
′

⊇ F3
′

⊇ F1
′

∩ F2
′

∩ F3
′

∩ F4 ⊇ F1
′

∩ F2
′

∩ F3
′

∩ F5 ⊇ ... é uma cadeia de
fechados não estacionária. Desta maneira podemos concluirque existe uma cadeia
decrescente de fechados irredutíveis que não é estacionária. Como, pela Proposição 1.13.C,
os fechados irredutíveis deSpecRsão osVP ondeP é um ideal primo deR então temos
uma cadeia de ideais primosP1 ⊆ P2 ⊆ ... não estacionária, mas isto contradiz o fato deR
satisfazer cca. para ideais primos.

2) implica 3). É direto, pois todo ideal primo deR é também um ideal radical deR.
Assim, se todo ideal radical deR é o radical de um ideal finitamente gerado, então todo
ideal primo deR é também o radical de um ideal finitamente gerado.

3) implica 2). Suponhamos por absurdo que exista um ideal radical I tal queI não seja o
radical de algum ideal finitamente gerado. ConsidereF a família de tais ideais, ordenada
pela inclusão. SejaF

′
uma subfamília deF totalmente ordenada eI = ∪I

′
∈F

′ I
′
. ComoF

′
é

totalmente ordenada,I é um ideal radical deR. Além disso seI fosse o radical de algum
ideal finitamente geradob1, ...,bn então teríamos:I = b1, ...,bn e assim para cada
i ∈ 1, ...,n existiriasi ∈ N∗ tal quebi

si ∈ I . ComoI = ∪I
′
∈F

′ I
′
então existiriaI

′
tal que

bi
si ∈ I

′
, portantobi ∈ I

′
= I

′
, para todoi ∈ 1, ...,n. Logo

I = b1, ...,bn ⊆ I
′
= I

′ ⊆ I , portantoI
′
seria o radical de um ideal finitamente

gerado, o que contradiz o fato deI
′
pertencer aF. Logo I é ideal radical eI não é o radical

de um ideal finitamente gerado, portantoI ∈ F. Além disso, por construção deI temos que
I ⊇ I

′
, qualquer que sejaI

′ ∈ F
′
, logo I é uma cota superior deF

′
. Assim, pelo Lema de

Zorn,F possui elemento máximoI, portantoI não é um ideal primo pois, por hipótese, todo
ideal primo é radical de um ideal finitamente gerado. Sejama,b ∈ R∖ I tais queab ∈ I.
Assim,I  I : a ⊆ I : a , logo I : a ∉ F, portanto existemj 1, ...,j s ∈ I : a tais
que I : a = j 1, ...,j s . Analogamente, comoI  I,a ⊆ I,a , temos que
I,a ∉ F, logo existemx1, ...,xn ∈ R, i 1, ...,i n ∈ I tais que
I,a = i 1 + x1a, ...,i n + xna . Mostraremos queI = i 1, ...,i n, j 1a, ...,j sa o que

contradirá o fato deI pertencer aF. Comoi 1, ...,i n, j 1a, ...,j sa ∈ I e I = I temos que
i 1, ...,i n, j 1a, ...,j sa ⊆ I. Sejaz ∈ I. ComoI ⊆ I,a = i 1 + x1a, ...,i n + xna existe

n ≥ 1 tal quezn ∈ i 1 + x1a, ...,i n + xna. Sejamu1, ...,un ∈ R tais que
zn = u1i 1 + x1a + ... + uni n + xna = u1x1 + ... + unxna + u1i 1 + ... + uni n. Seja
c = u1x1 + ... + unxn e d = u1i 1 + ... + uni n, logozn = ca+ d. Como
c ∈ I : a ⊆ j 1, ...,j s existemt ∈ N∗ e ct ∈ j 1, ...,j s. Assim podemos escrever
znt = ca+ dt = ctat + t

1 ct−1at−1d + ... + t
t−1 cadt−1 + dt. Comoctat ∈ j 1a, ...,j sa

e as outras parcelas pertencem ao ideald ⊆ i 1, ...,i n entãoznt ∈ j 1a, ...,j sa, i 1, ...,i n.
Logoz ∈ i 1, ...,i n, j 1a, ...,j sa , o que finaliza a prova deI = i 1, ...,i n, j 1a, ...,j sa , e
consequentementeI ∉ F. LogoF = ∅ e assim todo ideal radical deR é o radical de algum
ideal finitamente gerado.

1) implica 2). Suponhamos que exista um ideal radicalA que não seja o radical de um
ideal finitamente gerado. Sejaa1 ∈ A, então a1  A. Sejaa2 ∈ A ∖ a1 , então
a1  a1,a2  A. Sejaa3 ∈ A ∖ a1,a2 , então
a1  a1,a2  a1,a2,a3  A. Repetindo o argumento encontramos uma

cadeia crescente de ideais radicais que não estaciona, logoSpecRnão é Noetheriano.
Portanto seSpecRfor Noetheriano todo ideal radical deR é o radical de um ideal
finitamente gerado.

2) implica 1). Como já observamos,SpecRé Noetheriano se e somente se toda cadeia
crescente de ideais radicais é estacionária. SejaI1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ ... uma cadeia crescente de



ideais radicais. SejaJ = ∪ i=1
∞ I i . ComoJ é um ideal radical, da hipótese temos queJ é o

radical de algum ideal finitamente geradoa1, ...,an. Assim existet ∈ N∗ tal que
J = a1, ...,an ⊆ I t = I t ⊆ J, logo∪ i=1

∞ I i = J = I t e a cadeia de ideais radicais é
estacionária. PortantoSpecRé Noetheriano.▫

Os Lemas a seguir são aplicações importantes do Teorema e dasProposições anteriores.
Seus resultados tornarão mais simples as demonstrações dosTeoremas 1.17 e 1.20 e da
Proposição 1.18.

Lema 1.14: Seja R um anel reduzido tal que para cada ideal primo mínimo P oanel R
P

seja um anel Noetheriano. Suponhamos também que R possua apenas um número finito de
ideais primos mínimos ou que, cada ideal primo mínimo seja o radical de um ideal
finitamente gerado. Então R é um anel Noetheriano.

Prova: A Proposição 1.13.A e o Teorema 1.13 nos mostram que em cada um destes
dois casosR possui apenas um número finito de ideais primos mínimos,P1, ...,Pn. Como

R
Pi

é um anel Noetheriano para todoi ∈ 1, ...,n, e∩ i=1
n Pi = 0, concluímos que

R ≃ R/ ∩ i=1
n Pi é um anel NoetherianoN-3.16.▫

Lema 1.15: Seja R um anel tal que para todo ideal primo mínimo P o anelR
P é

Noetheriano e alguma potência de P é finitamente gerada. Então o ideal N= 0 é
nilpotente.

Prova: ComoP = Pn , para todo ideal primoP deR e para todon ∈ N∗, então todo
primo mínimo deR é o radical de um ideal finitamente gerado assim, pela Proposição
1.13.A e pelo Teorema 1.13, temos queR possui apenas um número finito de ideais primos
mínimos. SejamP1, ...,Pk os ideais primos mínimos deR e r1, ...,r k inteiros positivos tais
queP1

r1, ...,Pk
r k são ideais finitamente gerados. Tomandon = r1 ⋅ ... ⋅ r k, temos que

P1
n, ...,Pk

n são finitamente gerados. ComoN = ∩ i=1
k Pi ⊆ Pj para todoj ∈ 1, ...,k então

Nk = ∩ i=1
k Pi 

k ⊆ P1 ⋅ ... ⋅ Pk e, portantoNkn ⊆ P1 ⋅ ... ⋅ Pkn. ComoP1 ⋅ ... ⋅ Pkn é
um ideal finitamente gerado eP1 ⋅ ... ⋅ Pkn ⊆ ∩ i=1

k Pi = 0 então existe um inteiros
tal queP1 ⋅ ... ⋅ Pkns = 0. LogoNkns = 0 eN é um ideal nilpotente.▫

Lema 1.16: Sejam R um anel e x um elemento regular de R. Suponhamos que para
cada ideal primo P mínimo de x, o anel R

P seja Noetheriano e que alguma potência de P
seja finitamente gerada. Então o ideal xR contém uma potência de seu radical, e o anel R

xR
é Noetheriano. Em particular, xR é um ideal finitamente gerado.

Prova: Em R
xR os ideais primos mínimosPxR são tais queR/xR

P/xR
≃ R

P é um anel
Noetheriano e P

xR

n
é um ideal finitamente gerado, sePn é ideal finitamente gerado para

algum inteiro positivon. Assim, pela Proposição 1.13.A, todo ideal primo deR é o radical
de um ideal finitamente gerado portanto, pelo Teorema 1.13,R

xR possui apenas um número

finito de ideais primos mínimos, digamosP1

xR , ..., Pk

xR . Logo 0 = ∩ i=1
k Pi

xR . Pelo Lema

1.15, existe um inteirot tal que P1

xR ∩ ...∩ Pk

xR

t
= 0

t
= 0, logo

P1 ∩ ...∩ Pkt = xR
t
⊆ xR. Temos assim que

P1 ⋅ ... ⋅ Pkt ⊆ P1 ∩ ...∩ Pkt = xR
t
⊆ xR, logo

P1 ⋅ ... ⋅ Pktk ⊆ xR
tk
⊆ xkR ⊆ P1 ⋅ ... ⋅ Pk. TomandoN = P1 ⋅ ... ⋅ Pkntk e



M = P1 ⋅ ... ⋅ Pkn temos que tantoM quantoN sãoR-módulos finitamente gerados e
N = P1 ⋅ ... ⋅ Pktk n ⊆ xR

tkn
⊆ P1 ⋅ ... ⋅ Pkn = M. Por outro lado, para quaisquer

m1,m2, ...,mk ∈ N, pelo Corolário 1.2.A, os ideaisPi
mi+n são ideais finitamente gerados,

portantoP1
m1 ⋅ ... ⋅ Pk

mk ⋅ M = P1
m1+n ⋅ ... ⋅ Pk

mk+n é umR-módulo finitamente gerado. Como
R
Pi

é anel Noetheriano, temos que as hipóteses do Lema 1.4 são satisfeitas e que portanto

xR
tkn

é um ideal finitamente gerado. Os ideais primos mínimos do anel reduzido R
xR

são

exatamente P1

xR
, ..., Pk

xR
, portanto, comoR/ xR

Pi / xR
≃ R

Pi
é um anel Noetheriano e Pi

xR

n
é

um ideal finitamente gerado, para todoi ∈ 1, ...,k, então pelo Lema 1.14,R
xR

é um anel

Noetheriano. SendoR
xR

um anel Noetheriano exR
tnk

um ideal finitamente gerado então,

pelo Lema 1.12,R
xR é anel Noetheriano e, em particularxR é um ideal finitamente

gerado.▫

O Teorema a seguir, como já foi mencionado no Capítulo 0, é um teorema semelhante
ao Teorema de Cohen.

Teorema 1.17: Seja R um anel reduzido. Suponhamos que cada ideal primo de R
possui uma potência que é finitamente gerada. Então R é um anel Noetheriano.

Prova: Como para todo ideal primoP deR temos quePn é finitamente gerado para
algum inteiro positivon e, comoP = Pn , então todo ideal primo deR é o radical de um
ideal finitamente gerado. Assim, pelo Lema 1.14, é suficiente mostrar queR

P é anel
Noetheriano para todo ideal primo mínimoP deR. Podemos então supor queR é um
domínio tal que para qualquer ideal primoQ existe um inteiro positivon tal queQn é um
ideal finitamente gerado. Queremos provar queR é um domínio Noetheriano. Pelo
Teorema 1.13,SpecRé Noetheriano. Suponhamos por absurdo que o domínioR não seja
Noetheriano. Então o ideal primoQ = 0 ∈ R é tal que o domínioR

Q não é Noetheriano.
Consideremos agora a famíliaF = Q ∈ SpecR/ R

Q não é Noetheriano. Temos queF
possui um elemento máximo, digamosQ

′
, poisSpecRé Noetheriano. AssimR

Q
′ é domínio

não Noetheriano e seQ
′′ ∈ SpecRé tal queQ

′
 Q

′′
então R

Q
′′ é um domínio não

Noetheriano. SejaT := R

Q
′ que é então um domínio não Noetheriano. Sejax ∈ T, x ≠ 0.

SejaP um ideal primo mínimo dex. Observe queT
P é um domínio Noetheriano. Pelo

Lema 1.16, o anelTxT é Noetheriano, poisx ∈ T é um elemento regular, e para todo primo
mínimoP dex, temos queT

P é anel Noetheriano e alguma potência deP é finitamente
gerada. Portanto o domínioT é tal que T

xT é um anel Noetheriano, qualquer que sejax ∈ T,
x ≠ 0. LogoT é um domínio Noetheriano, o que contradiz o fato deT = R

Q
′ ser um

domínio não Noetheriano. LogoR é um anel Noetheriano.▫

O exemplo a seguir mostra que a hipótese deR ser um anel reduzido é essencial.
Exemplo 1.17.A: SejamK um corpo,X1,X2,X3, ... indeterminadas sobreK,

S = KX1,X2, ... e M = X1,X2, .... SejaR = SM/M2SM. É fácil ver queR é um anel
quasilocal com um único ideal primoP = MSM/M2SM. Além dissoP2 = 0, portantoP2 é
um ideal finitamente gerado entretantoP não é um ideal finitamente gerado.

Proposição 1.18: Seja R um anel.



i Se cada ideal primo de R possui uma potência que é finitamentegerada então R

0

é um anel Noetheriano e o ideal0 é nilpotente.
ii Se R

0
é Noetheriano, então as condições a seguir são equivalentes:

(1) R é Noetheriano,
(2) cada ideal primo mínimo de R é finitamente gerado,
(3) 0 é finitamente gerado,

(4) 0 é nilpotente e o R-módulo
0

0
2 é finitamente gerado.

Prova:
i SejaR um anel tal que para todo ideal primoP deR temos quePn é um ideal

finitamente gerado, para algum inteiro positivon. ComoP ⊇ 0 qualquer que sejaP
ideal primo deR, então R

0
é um anel reduzido tal que todo ideal primo deR

0
possui

uma potência que é um ideal finitamente gerado. Assim, pelo Teorema 1.17, temos que
R

0
é anel Noetheriano. Além disso, seP for um ideal primo deR então R

P ≃
R/ 0

P/ 0
é um

anel Noetheriano portanto, pelo Lema 1.15,0 é um ideal nilpotente.
ii SeR é um anel Noetheriano então 2, 3 e 4 são válidas. Mostraremos que, supondo

R

0
um anel Noetheriano, então as condições 2, 3 e 4, isoladamente, implicam queR é

anel Noetheriano.
Suponhamos que vale (2). SejaP um ideal primo deR, e sejaP0 um ideal primo

mínimo deR tal queP0 ⊆ P. Como R

0
é anel Noetheriano, o anelRP0

também é

Noetheriano, poisR
P0

≃
R/ 0

P0/ 0
. Assim P

P0
é um ideal finitamente gerado então, comoP0

é um ideal finitamente gerado,P é um ideal finitamente gerado. Então como todos os ideais
primos deR são finitamente gerados, pelo Teorema de Cohen, temos queR é um anel
Noetheriano.

Suponhamos que vale (3). Podemos usar o Teorema de Cohen novamente, pois
qualquer ideal primo deR é tal que 0 ⊆ P. Como R

0
é um anel Noetheriano, então

qualquer que sejaP ideal primo deR temos que P

0
é um ideal finitamente gerado de

R

0
. Como 0 é ideal finitamente gerado entãoP é um ideal finitamente gerado

qualquer que sejaP ideal primo deR então, pelo Teorema de Cohen,R é um anel
Noetheriano.

Suponhamos que vale (4). SejamN = 0 e n um número natural tal queNn = 0.
Como N

N2 é umR-módulo finitamente gerado, sejamn1, ...,ns ∈ N tais que
n1 + N2, ...,ns + N2 geram N

N2 comoR-módulo. SejaI = n1, ...,ns. Temos assim queI é

um ideal finitamente gerado contido emN e N = I + N2 = I + I + N22
= I + N4 = ....

ComoN é nilpotente, temos queN = I, portantoN é finitamente gerado então, pelo item
(3), temos queR é anel Noetheriano.▫

Corolário 1.19: Seja I um ideal de um anel R tal queRI é um anel Noetheriano e que
para algum inteiro positivo n tenhamos que In é um ideal finitamente gerado. Então I será
um ideal finitamente gerado se e só se cada ideal primo mínimode I for um ideal
finitamente gerado.



Prova: Como R
I é um anel Noetheriano e existe um inteiro positivon tal queIn é um

ideal finitamente gerado temos, pelo Corolário 1.6, que o idealI será finitamente gerado se
e somente seR

In for um anel Noetheriano. Como0 em R
In é I

In e R/In

I /In
≃ R

I
≃ R/I

I /I
é

um anel Noetheriano, poisRI é um anel Noetheriano, pela Proposição 1.18, temos que o
anel R

In será um anel Noetheriano se e somente se os ideais primos mínimos de R
In forem

ideais finitamente gerados. Os ideais primos mínimos deR
In são do tipo P

In ondeP é um
primo mínimo do idealI. ComoIn é um ideal finitamente gerado,PIn será um ideal
finitamente gerado se e somente seP for um ideal finitamente gerado. LogoI é um ideal
finitamente gerado se e somente se cada primo mínimo deI é um ideal finitamente gerado.▫

Teorema 1.20: Seja R um anel reduzido semiquasilocal. Se cada ideal primo de R de
altura positiva possui uma potência que é finitamente gerada então R é anel Noetheriano.

Prova: SejaP um ideal primo mínimo deR. Como emR
P todo ideal primo possui uma

potência que é finitamente gerada então, pelo Teorema 1.17,R
P é um anel Noetheriano.

Portanto, pelo Lema 1.14, seR possuir apenas um número finito de ideais primos mínimos,
R será um anel Noetheriano. Basta assim provar queR possui apenas um número finito de
ideais primos mínimos. ComoR é um anel que possui somente um número finito de ideais
maximais, basta mostrar que cada um deles contém apenas um numero finito de ideais
primos mínimos deR, isto é, que para cada ideal maximalM deR, RM possui apenas um
número finito de ideais primos mínimos. Mostremos queRM é um anel reduzido. Seja
x
s ∈ RM, um elemento nilpotente. Sejan ∈ N∗ tal que x

s 
n = 0. Decorre daí que existe

t ∈ R∖ M tal quetxn = 0, consequentementetxn = 0. ComoR é um anel reduzido,
tx = 0, logo x

s = 0 eRM é anel reduzido. Como cada ideal primo deR de altura positiva
possui uma potência que é finitamente gerada, o mesmo vale para RM. TrocandoRM porR,
podemos então supor queR é um anel quasilocal, reduzido, tal que todo ideal primo de
altura positiva possui uma potência que é um ideal finitamente gerado.

Se dimR = 0 entãoR é um corpo e portantoR é um anel Noetheriano.
Suponhamos então que dimR > 0. Como para o ideal maximalM existe um inteiro

positivon tal queMn é um ideal finitamente gerado, então existemm1, ...,mk ∈ M ∖ 0
tais queMn = m1, ...,mk. Mostremos que0 : mi  é um ideal radical, qualquer que seja
i ∈ 1, ...,k. Sejax ∈ 0 : mi  . Sejar = minn ∈ N∗ / xnmi = 0. Logo para qualquer
ideal primoP deR, temosxrmi ∈ P, logox ∈ P oumi ∈ P, daíxmi ∈ P, logo
xmi ∈ 0 = 0, daíx ∈ 0 : mi. Logo 0 : mi = 0 : mi  e 0 : mi é um ideal
radical. Além disso∩ i=1

k 0 : mi  = 0, pois, sex ∈ ∩ i=1
k 0 : mi , entãoxmi = 0 qualquer

que sejai ∈ 1, ...,k, logoxMn = 0. Por outro lado, comoR é anel reduzido de dimensão
positiva,Mn ≠ 0 exMn = 0 entãox não é invertível, logox ∈ M. Entãoxn+1 = 0, logo,
comoR é anel reduzido,x = 0.

Temos ainda que a imagem demi no anel R
0:mi 

é um elemento regular para todo

i ∈ 1, ...,k, pois sea ∈ R é tal queami ∈ 0 : mi  entãoami
2 = 0 logoami2 = 0,

portantoami é nilpotente e, comoR é um anel reduzido,ami = 0, logoa ∈ 0 : mi.
Como (0 = ∩ i=1

k 0 : mi , para mostrar queR possui apenas um número finito de ideais
primos mínimos é suficiente mostrar que para cadai ∈ 1, ...,k o ideal0 : mi possui
apenas um número finito de ideais primos mínimos. Como0 : mi é um ideal radical,

R
0:mi

é um anel reduzido. PortantoR
0:mi

é um anel quasilocal, reduzido, tal que todo ideal

primo de altura positiva possui uma potência que é finitamente gerada. Além disso, R
0:mi

possui um elemento regular,x := mi . TrocandoR por R
0:mi

, podemos supor queR contém

um elemento regularx. SejaP um ideal primo mínimo dex. Comox é regular, por



K-Teorema 84, altP > 0, logo alguma potência deP é finitamente gerada, assim pelo
Teorema 1.17, o anelR

xR
é Noetheriano. SendoR

xR
anel Noetheriano, para todo ideal

primoP deR tal quex ∈ P, temos R
P ≃ R/ xR

P/ xR
é um anel Noetheriano, logo pelo Lema

1.16, R
xR é um anel Noetheriano.

SejaQ um ideal primo deR. Sex ∈ Q então comoR
xR é anel Noetheriano,QxR é um

ideal finitamente gerado e portantoQ é ideal finitamente gerado. Sex ∉ Q como R
xR é anel

Noetheriano, então o idealQ + xRé finitamente gerado. Sejamx1, ...,xs ∈ Q tais que
Q + xR = x1, ...,xs,x. SejaI = x1, ...,xs. É claro queQ ⊇ I + xR ⊇ I + xQ. Por outro
lado, comoQ + xR = I + xR, dadoa ∈ Q, existemi ∈ I e r ∈ R tais quea = i + xr, logo
xr = a − i ∈ Q e, comox ∉ Q, entãor ∈ Q, logoQ ⊆ I + xQ. AssimQ = I + xQ.

SejaR := R
I

e Q =
Q

I
= q + I / q ∈ Q = I + xQ. Temos assim que seq ∈ Q,

então existemi ∈ I e q
′ ∈ Q tais queq = i + xq

′
, entãoq + I = x + I q

′
+ I .

Repetindo o mesmo argumento, agora paraq
′ ∈ Q, temos que existeq

′′ ∈ Q tal que
q + I = x + I x + I q

′′
+ I  = x + I 2q

′′
+ I . Desta maneira temos

q + I ∈ ∩n=1
∞ x + I n . Logo Q

I
⊆ ∩n+1

∞ xnR. Sejaq um ideal primo deR e q um

ideal primo deR tal queq ⊇ I e q

I
= q. Logo R

q ≃ R/ I

q/ I
≃ R

q , portanto R
q é um anel

quasilocal, reduzido tal que todo ideal primo possui uma potência finitamente gerada.
Logo, pelo Teorema 1.17,Rq é um anel Noetheriano, portanto

∩n=1
∞ x + q R

q

n
= ∩n=1

∞ x + qn R
q = 0 =

q
q por K-Teorema 77. Daí∩n=1

∞ xnR ⊆ q.
Comoq é um ideal primo mínimo qualquer do anel reduzidoR então
∩n=1

∞ xnR ⊆ 0 = 0. Como Q

I
⊆ ∩n=1

∞ xnR = 0, entãoQ = I , ondeI é um ideal

finitamente gerado. Portanto dado um ideal primoQ deR, sex ∈ Q entãoQ é um ideal
finitamente gerado, sex ∉ Q entãoQ é o radical de um ideal finitamente gerado. Logo
todo ideal primoQ deR é radical de um ideal finitamente gerado. Assim, pelo Teorema
1.13,R possui apenas um número finito de ideais primos mínimos, o que completa a
demonstração.▫

Corolário 1.21: SeR,M é um anel reduzido quasilocal de dimensão um, tal que
alguma potência de M é finitamente gerada, então R é um anel Noetheriano.

Prova: Como dimR = 1 > 0 e o ideal maximalM possui uma potência que é
finitamente gerada eR é um anel quasilocal reduzido, pelo Teorema 1.20 temos queR é um
anel Noetheriano.▫

Corolário 1.22: Seja R um domínio inteiramente fechado quasilocal de dimensão um e
M seu ideal maximal. Se alguma potência de M é finitamente gerada, então R é um
domínio de valorização discreta de posto1.

Prova: ComoR é um domínio inteiramente fechado, quasilocal com dimR = 1 > 0 tal
queMn é finitamente gerado para algum inteiro positivon então, pelo Teorema 1.20,R é
um anel Noetheriano. Assim porK-Teorema 96 temos queR é um domínio de
valorização discreta e dimR = 1.▫

Daremos agora algumas definições importantes que serão utilizadas no nosso trabalho,
entre elas, a definição de ideal divisorial que será utilizada nas demons- trações do Lema
1.23 e do Teorema 1.24.



Definição 1.23.A: Sejam R um domínio e K o corpo de frações de R. Um R-submódulo
M de K é um ideal fracionário de R se xM⊆ R para algum x≠ 0 em R.

Definição 1.23.B: Sejam R um domínio, K o corpo de frações de R e I um ideal
fracionário de R. DefinimosR : I = x ∈ K / xI ⊆ R.

Definição 1.23.C: Um ideal fracionário I de um domínio R é um ideal divisorial see só
se I é tal que I= R : R : I.

Definição 1.23.D: Um ideal fracionário I de um domínio R é um ideal invertível see só
se existir um ideal fracionário J tal que IJ= R. Neste caso, J = R : I.

Lema 1.23: Suponhamos que M seja um ideal maximal de um domínio inteiramente
fechado R. Se Mn é um ideal finitamente gerado para algum inteiro positivo n eM é um
ideal divisorial, então M é um ideal invertível e portanto finitamente gerado.

Prova: SeMn = 0 então,R sendo um domínio, teríamosM = 0, portantoM seria
um ideal finitamente gerado. SuponhamosMn ≠ 0. É claro queR ⊆ Mn : Mn. Vamos
mostrar queMn : Mn ⊆ R. Seja a

b
∈ Mn : Mn. Temos então queMn é um

R a
b

-módulo.Mn é R-módulo finitamente gerado e para qualquerx ∈ R a
b

, x ≠ 0,
temosxMn ≠ 0 entãoMn é R a

b
-módulo fiel logo, porA-M-5.1, a

b
é inteiro sobreR.

SendoR inteiramente fechado, temosa
b
∈ R. LogoMn : Mn ⊆ R, portanto

Mn : Mn = R. Decorre daí queM : M = R, pois dadox ∈ R, é claro quex ∈ M : M
e, sex ∈ M : M entãoxM ⊆ M. LogoxM2 = xMM ⊆ M2, utilizando este argumento
temos quexMn ⊆ Mn, portantox ∈ Mn : Mn = R. ComoM é um ideal divisorial então
R  M = R : R : M, logo 1∉ R : R : M, daíR : M  R. Isto implica que
R : MM ⊈ M, pois, caso contrário, dadox ∈ R : M teríamosxM ⊆ M, isto é,
x ∈ M : M = R o que implicariaR : M ⊆ R, contradizendoR : M ≠ R. Assim
R : MM ⊈ M e entãoR : MM = R o que significa queM é invertível, portanto
finitamente geradoK-Teorema 58.▫

O Teorema 1.24, a seguir, é uma resposta afirmativa para a Questão 0.1 em alguns
casos particulares.

Teorema 1.24: Seja R um anel e seja M um ideal maximal de R. Supo- nhamos que
alguma potência de M seja um ideal finitamente gerado. Então M é um ideal finitamente
gerado em cada um dos seguintes casos:

1) M é um ideal primo mínimo de um ideal principal e cM≠ 0 para cada c∈ M,
c ≠ 0,

2) M é um ideal primo mínimo de um ideal J+ xR, onde J é um ideal finitamente
gerado de R e x é um elemento regularmodJ,

3) M é um ideal primo mínimo de um ideal gerado por uma seqüência regular não
vazia de elementos em R,

4) R é um anel reduzido e, M é um ideal primo mínimo de um ideal principal ou
altM ≤ 1,

5) R é um domínio de integridade, M não é divisorial e, M é um ideal primo mínimo de
um ideal2-gerado ou altM ≤ 2,

6) R é um domínio inteiramente fechado e, ou M é um ideal primo mínimo de um ideal
2-gerado, ou altM ≤ 2.

Prova: ComoM = Mn entãoM é o radical de um ideal finitamente gerado, logo, pelo
Lema 1.8,M será um ideal deR finitamente gerado se e só seMRM for um ideal deRM



finitamente gerado. Assim podemos supor que, nos primeirosquatro casos, o anelR é
quasilocal eM é o seu ideal maximal eMn é um ideal finitamente gerado para algum
inteiro positivon.

1) Como o ideal maximalM é um ideal primo mínimo de um ideal principalx, então
M = x . Além dissocM ≠ 0 para qualquer elemento não nuloc ∈ M assim, pelo

Teorema 1.9,M é um ideal finitamente gerado.
2) Como M = J,x ondeJ é um ideal finitamente gerado ex é um elemento

regular modJ então, pelo Teorema 1.10(1), temos queM é um ideal finitamente gerado.
3) Como M = x1, ...,xk ondex1, ...,xk é uma seqüência regular de elementos emR

então, pelo Teorema 1.10.(2),M é um ideal finitamente gerado.
4) SeM for um ideal primo mínimo de um ideal principal então, pelo item (1),M será

finitamente gerado. SealtM = 0 entãoR é um corpo. SealtM = 1 então, pelo
Corolário 1.21,R é um anel Noetheriano. Em ambos os casosM é um ideal finitamente
gerado.

5) Suponhamos primeiramente queM seja um ideal primo mínimo de um ideal
2-gerado, digamosx,y. ComoM não é divisorial entãoM  R : R : M ⊆ R, logo
R : R : M = R. Assim existea ∈ R tal quea ∉ M e aR : M ⊆ R. Vamos mostrar
que o ideal M

x
satisfaz a condição (1) deste Teorema. Seb ∈ M é tal queb + xR M

xR = 0

entãobM ⊆ xRassim b
x M ⊆ R e b

x ∈ R : M. Daía b
x ∈ R, logoab ∈ xR. Comoa é

invertível, entãob ∈ xR, logob + xR = 0. Então M
x

, que é um ideal primo mínimo do

ideal principaly = y + x, é tal que para todob ∈ M
x

, b ≠ 0, temosb M
x

≠ 0. Logo,

pelo item (1) deste Teorema, temos queM
x

é um ideal finitamente gerado. PortantoM é

um ideal finitamente gerado. Suponhamos agora quealtM ≤ 2, pelo item (4), podemos
supor queM não é um ideal primo mínimo de um ideal principal. Portanto sedado
0 ≠ x ∈ M, entãoalt M

xR
= 1 e então o anel RM

xRM
é Noetheriano, pelo Corolário 1.21.

Comoalt MRM

xRM
= 1, MRM é um ideal primo mínimo dey + xRM para algum

y ∈ MRM ∖ xRM e comoMRM ⊇ y, xRM ⊇ y,x entãoM é um ideal primo mínimo
dex,y que é um ideal 2-gerado, recaímos então na primeira parte e portanto temos queM
é um ideal finitamente gerado.

6) SeM é um ideal divisorial então, pelo Lema 1.23, temos queM é um ideal
finitamente gerado. SeM não é um ideal divisorial então, pelo item (5) deste Teorema,
temos queM é um ideal finitamente gerado.▫

Corolário 1.25: Seja R um anel e seja M um ideal maximal de R. Se alguma potência
de M for um ideal finitamente gerado e se, para algum ideal I de R e algum x∈ R, o ideal
M for um ideal primo mínimo de I+ xR então M

I
será um R-módulo finitamente gerado.

Prova: Temos queM
I

é ideal maximal deR
I

e, para algum inteiro positivon, M
I

n

é um ideal finitamente gerado. SeM = I o resultado é trivial. Se não, sejac ∈ M ∖ I ,
entãoc M

I
≠ 0, pois , caso contrárioc2 = 0 o que implicaria quec ∈ I . Como M

I
é

um ideal primo mínimo do idealx em R
I

, pelo Teorema 1.24.(1), temos queM
I

é um
R
I

- módulo finitamente gerado. Como um conjunto que geraM
I

como um R
I

- módulo

também geraM
I

como umR-módulo temos queM
I

é umR-módulo finitamente gerado.▫

Para finalizar o Capítulo 1, apresentamos um apanhado geraldos resultados obtidos até



agora, com relação às Questões 0.1 e 0.2.
Questão0.1: SejamR um domínio,M um ideal maximal deR e n um inteiro positivo tal

queMn é um ideal finitamente gerado deR. O idealM será um ideal finitamente gerado se
alguma das condições abaixo for satisfeita.

a) SeM for o radical de um ideal finitamente gerado e se o idealMRM for um ideal
finitamente gerado do anelRM (Lema 1.8),

b) SeR,M for um anel reduzido quasilocal de dimensão um (Corolário 1.21),
c) SeR for um domínio inteiramente fechado e seM for um ideal divisorial (Lema

1.23),
d.1) SeM for um ideal primo mínimo de um ideal principal e se para todoc ≠ 0, c ∈ M

tivermoscM ≠ 0,
d.2) SeM for um ideal primo mínimo deI + xR, ondeI é um ideal finitamente gerado

deR e x é um elemento regular modI,
d.3) SeM for um ideal primo mínimo de um ideal gerado por uma seqüênciaregular

não vazia de elementos emR,
d.4) SeR for um anel reduzido e, ouM é um ideal primo mínimo de um ideal principal

oualtM ≤ 1,
d.5) SeM não for um ideal divisorial e, ouM é um ideal primo mínimo de um ideal

2-gerado oualtM ≤ 2,
d.6) SeR for um domínio inteiramente fechado e, ouM é um ideal primo mínimo de um

ideal 2-gerado oualtM ≤ 2 (Teorema 1.24).
Voltamos a lembrar que a Questão 0.1, tal como se apresenta naIntrodução, possui uma

resposta negativa. Um exemplo para este caso foi apresentado no Exemplo 1.17.A.
Questão0.2: SejamR um anel eI um ideal deR tal que R

I é um anel Noetheriano e,
para algum inteiro positivon o idealIn é finitamente gerado. EntãoI será um ideal
finitamente gerado se alguma das seguintes condições for satisfeita:

a) O anel R
In for Noetheriano (Corolário 1.6),

b) O ideal I for finitamente gerado (Lema 1.7),
c) Se para qualquerc ∈ I, c ≠ 0 tivermoscI ≠ 0 e I = xR para algumx ∈ R

(Teorema 1.9),
d.1) Se I = J,x , ondeJ é um ideal finitamente gerado deR e x é um elemento

regular modJ,
d.2) Se I = x1, ...,xk , ondex1, ...,xk é uma seqüência regular de elementos emR e

k ≥ 1,
d.3) SeR for um anel reduzido e I = xR para algumx ∈ R (Teorema 1.10),
e) Se cada ideal primo mínimo deI for finitamente gerado (Corolário 1.19).
Apresentamos agora os resultados mais gerais que foram demonstrados durante este

Capítulo:
a) SeR for um anel reduzido e se todo ideal primo deR possuir uma potência

finitamente gerada, então o anelR será Noetheriano (Teorema 1.17),
b) SeR for um anel reduzido semiquasilocal e se qualquer ideal primo de altura positiva

possuir uma potência finitamente gerada, então o anelR será Noetheriano (Teorema 1.20).

Capítulo 2
Semigrupos e Anéis Monóides

O objetivo deste Capítulo é estudar a Questão 0.1 em um contexto mais específico.
Observamos primeiramente que dado um corpoK, o conjuntoKX, cujos elementos são do



tipo∑
i=0
n kiXi , define uma estrutura de anel de polinômios pois seus expoentes são

números naturais. Portanto podemos concluir que as propriedades do conjunto de
expoentes é de extrema importância na definição da estrutura KX. Poderemos observar,
no decorrer deste Capítulo, que o conjunto dos números natutais se encaixará na definição
de monóide comutativo cancelativo livre de torção. Neste Capítulo, vamos considerarSum
monóide comutativo cancelativo e livre de torção,R = KX,S := ∑

s∈A
ksXs / A é um

subconjunto finito deS, ks ∈ K um domínio monóide sobre um corpoK e M um ideal
maximal gerado porXs/s ∈ S, ondeSé o semigrupo obtido retirando-se o elemento
neutro do monóideS. Assim, neste novo contexto, teremos a Questão 0.1 reescrita da
seguinte maneira: ”SendoR = KX,S um domínio monóide sobre um corpoK e M um
ideal maximal deR, se para algum inteiro positivon tivermos queMn é um ideal deR
finitamente gerado, sob quais condições teremos queM será um ideal deR finitamente
gerado?”

Para que possamos responder a esta questão neste contexto mais específico, vamos
apresentar as definições e resultados que serão necessários para que possamos alcançar
nosso objetivo.

Definição 2.A: Sejam C um conjunto não vazio e uma operação binária
∗ : C × C → C. Se∗ for uma operação associativa, então dizemos queC,∗ é um
semigrupo.

Definição 2.B: Sejam M um conjunto não vazio e uma operação binária
∗ : M × M → M. SeM,∗ for um semigrupo que possui um elemento neutro, entãoM,∗
será dito um monóide.

Convencionamos que todos os semigrupos neste capítulo serão considerados
comutativos e portanto serão escritos na notação aditiva. Se Sfor um semigrupo
comutativo, denotaremos porSo monóideS∪ 0 obtido adicionando o elemento neutro a
S.

Definição 2.C: Seja S um semigrupo(monóide) e J um subconjunto não vazio de S.
Dizemos que J é um ideal do semigrupo(monóide) S se e só se para quaisquer j∈ J e
s ∈ S = S∪ 0, tivermos j+ s ∈ J.

O ideal J será um ideal principal se e só se existir a∈ J tal que J= a + s / s ∈ S.
Tal ideal será denotado por〈a〉.

Observamos que, dado um conjunto qualquer A⊆ S, temos que∪ai∈A 〈ai 〉 é um ideal,
pois se x∈ ∪ai∈A 〈ai 〉 então x= ai + s para algum ai ∈ A, assim x+ s

′
= ai + s+ s

′ ∈ 〈ai 〉.
Este ideal é dito ideal gerado por A e é denotado por〈A〉.

O ideal J será um ideal finitamente gerado se e só se existir umsubconjunto finito
A ⊆ J tal que J= 〈A〉.

Para um semigrupo aditivoSe um inteiro positivom, vamos utilizarmSpara denotar o
subconjunto deSconstituído de todas as somass1 + s2 + ... + sm onde cadasi ∈ S, para
todo i ∈ 1, ...,m. É fácil ver quemSé um ideal deSe é também um semigrupo.

Definição 2.D: Seja S um semigrupo(monóide) e A ⊆ S. Dizemos que A gera S como
um semigrupo(monóide) se todo elemento de S pode ser escrito como uma soma finita de
elementos de A. Dizemos que S é finitamente gerado como semigrupo(monóide) se existir
um subconjunto finito A de S tal que A gera S como semigupo(monóide).

Observamos que seA é um conjunto de geradores denScomo um semigrupo entãoA
geranScomo um ideal do semigrupoS.

Para um semigrupoSe um corpoK, denotaremosK X,S = ∑
s∈A

ksXs/ A é um
subconjunto finito deSe ks ∈ K para todos ∈ A. Definimos nesta estrutura a igualdade
entre dois elementos da seguinte maneira: dadosA1,A2 ⊆ Ssubconjuntos finitos e
fX = ∑

s∈A1
ksXs, gX = ∑

s∈A2
qsXs ∈ K X,S , ondeks,qs ∈ K dizemos que

fX = gX se e só se:i para todos ∈ A1 ∩ A2 temos queks = qs, ii para todo



s ∈ A1 ∖ A2 temos queks = 0 e,iii  para todos ∈ A2 ∖ A1 temos queqs = 0. Desta
maneira dado um elementofX = ∑

s∈A
ksXs e dado um subconjuntoB ⊆ Stal queA ⊆ B

definimosfBX = ∑
s∈B

ks
′
Xs ondeks

′
= ks ses ∈ A e ks

′
= 0 ses ∈ B ∖ A, obtemos

fX = fBX.
Colocaremos emK X,S uma estrutura de anel, definindo a adição e a multiplicação

de maneira semelhante à do anel de polinômios a uma variável.SejamfX = ∑
s∈A1

ksXs e
gX = ∑

s∈A2
qs Xs elementos deKX,S. ConsiderandoB = A1 ∪ A2 teremos

fX = fBX = ∑
s∈B


ksXs e gX = gBX = ∑

s∈B
qsX

s. Define-se então

fX + gX = ∑
s∈B


ks +

qs Xs e,ksXs ⋅ k
s
′

′

Xs
′

= ks ⋅ k
s
′

′

Xs+s
′

estendendo a definição
de multiplicação de modo a manter a distributividade. ComoScontém o elemento neutro 0,
temos que 1X0 é o elemento neutro para a multiplicação. O elemento 0Xs é o elemento
neutro para a adição. Chamaremos a estruturaK X,S ,+,⋅ de anel monóide deSsobre
o corpoK. SeSfor um monóide totalmente ordenado então parafX ∈ KX,S ∖ 0,
define-se o grau defX como sendo maxs∈A1 s. DadosR um anel comutativo,C um grupo
abeliano eSum semigrupo, definimos de maneira análoga as estruturas:RX,C,+,⋅
como sendo o anel de grupo deC sobre o anelR e RX,S,+,⋅ como sendo o anel de
semigrupo deSsobre o anelR. Observamos queRX,C será um anel com unidade se e só
se 1∈ R e, ainda, que o anelRX,S será um anel com unidade se e só se 1∈ R e 0 ∈ S.

Definição 2.E: Dizemos que S é um semigrupo cancelativo se e só se dados a,b,c ∈ S
tais que a+ b = a + c então b= c.

Definição 2.F: Dizemos que S é um semigrupo livre de torção se e só se dados x,y ∈ S
e um inteiro positivo n, se nx= ny então x= y.

Pretendemos provar que seSfor um semigrupo cancelativo entãoSpoderá ser imerso
em um grupo abelianoC. Se, além disso,Sfor livre de torção entãoC será um grupo
abeliano livre de torção. Para tanto vamos definir emB = S× Sa relação de equivalência∼
dada por:a1,b1 ∼ a2,b2 se e só sea1 + b2 = a2 + b1, ondeai ,bi  ∈ B e para
i ∈ 1,2. Mostraremos que∼ é uma relação de equivalência emB.

i ∼ é reflexiva, pois dadoa1,b1 ∈ B temos quea1 + b1 = a1 + b1 logo
a1,b1 ∼ a1,b1. ii ∼ é simétrica, pois dadosa1,b1,a2,b2 ∈ B tais que
a1,b1 ∼ a2,b2 entãoa1 + b2 = a2 + b1, que é equivalente a dizer que
a2 + b1 = a1 + b2 que, pela definição de∼, significa quea2,b2 ∼ a1,b1. iii  ∼ é
transitiva, pois dadosa1,b1,a2,b2,a3,b3 ∈ B tais quea1,b1 ∼ a2,b2 e
a2,b2 ∼ a3,b3 temos quea1 + b2 = a2 + b1 e a2 + b3 = a3 + b2. Somando as
igualdades, obtemosa1 + b2 + a2 + b3 = a2 + b1 + a3 + b2. ComoSé associativo,
abeliano e cancelativo obtemos quea1 + b3 = a3 + b1 logo a1,b1 ∼ a3,b3. Portanto
fica provado que∼ é uma relação de equivalência emB.

Denotaremos pora,b a classe de equivalência dea,b ∈ S× S = B. SejaC = a,b
tal quea,b ∈ B. Definimos emC a operaçãoa1,b1 + a2,b2 = a1 + a2,b1 + b2.
Observamos que a operação+ emC está bem definida, pois,
dadosa1,b1,a2,b2,a3,b3,a4,b4 ∈ C tais quea1,b1 = a3,b3 e a2,b2 = a4,b4,
então temos quea1 + b3 = a3 + b1 e a2 + b4 = a4 + b2. Somando as parcelas e utilizando a
comutatividade deS, temos quea1 + a2 + b3 + b4 = a3 + a4 + b1 + b2, logo
a1 + a2,b1 + b2 = a3 + a4,b3 + b4.

Definição 2.G: Uma aplicaçãoΦ de um semigrupo S1 em um semigrupo S2 é dita um
homomorfismo de semigrupos se, para quaisquer a,b ∈ S1, temos que
Φa + b = Φa + Φb.

Definição 2.H: Dois semigrupos S1 e S2 são ditos isomorfos se, existir um
homomorfismo bijetor(ou seja um isomorfismo) de S1 em S2. Neste caso escreve-se
S1 ≃ S2.



Proposição 2.I : Com a notação anterior, temos:
i C é um grupo abeliano diante de+.
ii C contém uma cópia isomorfa a S.
iii  Se o semigrupo S é livre de torção então o grupo C é livre de torção.
Prova:
i É fácil ver que como a operação emSé associativa e comutativa, então emC também

será. Vamos verificar agora queC,+ é um grupo. O elemento neutro emC será o
elementox,x, pois, para qualquera,b ∈ C, temosa,b + x,x = a + x,x + b = a,b.
Observamos quex,x = y,y para quaisquerx,y ∈ S. Temos que para qualquera,b ∈ C
o elementob,a ∈ C é o elemento inverso dea,b, pois,
a,b + b,a = a + b,b + a = x,x. LogoC,+ é um grupo abeliano.

ii Mostraremos que existe uma funçãof : S → C tal quef é um homomorfismo injetor
de semigrupos. Definimos entãof : S → C tal quefa = a,2a. É fácil ver quef é um
homomorfismo, pois, dadosa,b ∈ Stemos
fa + b = a + b,2a + 2b = a,2a + b,2b = fa + fb. Verificamos também quef é
injetora, pois dadosa,2a,b,2b ∈ C tais quea,2a = b,2b temos que
a,2a ∼ b,2b logoa + 2b = b + 2a e portantoa + b + b = b + a + a. ComoSé
cancelativo temos então quea = b. Portantof é um homomorfismo injetor, o que significa
queC contém uma cópia isomorfa aS.

iii  Sejaa,b = c ∈ C. Suponhamos quenc = 0, entãonc = na,nb = x,x. Assim
na+ x = nb+ x. ComoSé cancelativo entãona = nbe, comoSé livre de torção então
temos quea = b que é equivalente a dizer quea,b = a,a. LogoC é um grupo livre de
torção.▫

Assim podemos concluir que um semigrupo aditivo abeliano cancelativo livre de torção
Spode ser imerso em um grupo abelianoC livre de torção.

Proposição 2.J: Seja R um anel, C um grupo abeliano e T= RX,C o anel de grupo
de C sobre R. Se R for um domínio e C um grupo totalmente ordenado então T é um
domínio.

Prova: ComoT é um anel comutativo com unidade então basta mostrar queT não
possui divisores de zero não nulos. Sejamf,g ∈ T ∖ 0, comoT é comutativo eC é um
grupo totalmente ordenado então podemos escreverf = f0Xa0 + ... + frXar e
g = g0Xb0 + ... + gsXbs, onde para todoi temos queai ,bi ∈ C, a0 < ... < ar , b0 < ... < bs

e tais quefr ,gs ≠ 0. ComoR é um domínio,fr ⋅ gs ≠ 0, o que mostra quef ⋅ g ≠ 0, pois o
monômiofrgsXar+bs que aparece emf ⋅ g é o único monômio de grauar + bs. AssimT não
possui divisor de zero não nulo. LogoT é um domínio.▫

Corolário 2.K : Seja R um anel, C um grupo abeliano e T= RX,C o anel de grupo de
C sobre R. Se R for um domínio e C um grupo livre de torção então T será um domínio.

Prova: Sabemos que um grupo abelianoC será livre de torção, se e só seC admitir uma
ordem total compatível com a operação emC G2-15.7. Portanto, utilizando a Proposição
2.J, concluímos queT é um domínio.▫

Corolário 2.L : Sejam R um anel, S um semigrupo abeliano e RX,S o anel de
semigrupo de S sobre R. Se R for um domínio, e S for cancelativo e livre de torção então
RX,S será um domínio.

Prova: ComoSé cancelativo e livre de torção entãoSpode ser imerso em um grupoC
livre de torção. AssimRX,S pode ser imerso emRX,C. ComoC é um grupo livre de
torção, pela Proposição 2.J temos queRX,C é um domínio e portanto,RX,S é também
um domínio.▫

Desta maneira fica demonstrado que seSé um semigrupo cancelativo e livre de torção
entãoRX,S é um domínio. Em particularK X,S é também um domínio, chamado de
domínio monóide deSsobre um corpoK.



SejaNk o produto dek cópias deN. Observamos queNk,+ é um monóide comutativo,
pois, a operação+ definida emNk é associativa e comutativa e, como 0∈ N então ak-upla
0, ...,0 ∈ Nk. No monóide comutativoNk,+ vamos utilizar a relação de ordem≤, onde,
dadosa1, ...,ak, b1, ...,bk ∈ Nk temos quea1, ...,ak ≤ b1, ...,bk se e só se para todo
i ∈ 1, ...,k tivermosai ≤ bi .

Lema 2.M : Afirmamos que emNk,+ valem:
i todo subconjunto deNk cujos elementos são incomparáveis é finito e,
ii todo subconjunto deNk possui um número finito de elementos mínimos.
Prova: A prova será feita por indução sobrek.
Sek = 1 ambas as afirmações são válidas.
Sejak > 1, suponhamos que as afirmaçõesi e ii sejam válidas parak − 1.
SejaC ⊆ N

k um conjunto tal que dois elementos quaisquer deC são incomparáveis.
Vamos mostrar queC é um conjunto finito. Consideremos, então,C

′
= v

′ ∈ Nk−1/∃x
′ ∈ N

tal quev
′
,x

′
 ∈ C ⊆ N

k−1. Observamos que, pela hipótese de indução,C
′
possui um

número finito de elementos mínimos. Sejamv1
′

,v2
′

, ...,vr
′
os finitos elementos mínimos de

C
′
. Para cadai ∈ 1, ...,r, sejaCi = v,x ∈ C / v ≥ vi

′

 ⊆ C. Observamos que para
qualquerP ∈ C, existemv ∈ C

′
e x ∈ N tais queP = v,x. Logo para cadaP ∈ C existe

i ∈ 1, ...,r tal quev ≥ vi
′

, isto éP ∈ Ci , para algumi. EntãoC = ∪ i=1
r Ci . Para

mostrarmos queC é um conjunto finito, basta mostrarmos queCi é um conjunto finito, para
cadai ∈ 1, ...,r. Observamos que sex

′ ∈ N é um elemento tal quevi
′

,x
′ ∈ Ci e se

v,x é um elemento qualquer deCi entãov ≥ vi
′

. Comov,x e vi
′

,x
′
 ∈ Ci ⊆ C que é um

conjunto cujos elementos são incomparáveis, entãox < x
′
. Caso contrário teríamos

vi
′

,x
′ ≤ v,x. Assim qualquer elementov,x ∈ Ci é tal que 0≤ x < x

′
. Portanto seCi

fosse um conjunto infinito, como o número de naturais menores quex
′
é finito, então

existiriay ∈ N, 0 ≤ y < x
′
tal que para estey existiriam infinitos elementosv

′ ∈ Nk−1 tais
quev

′
,y ∈ Ci . Assim dados dois quaisquer destes elementosv

′
e w

′
, eles deveriam ser

incomparáveis, pois caso contrário,v
′
,y e w

′
,y seriam comparáveis. Deste modo

teríamos emNk−1 um subconjunto com infinitos elementos incomparáveis, o que contraria
a hipótese de indução. LogoCi é um conjunto finito para cadai ∈ 1, ...,r e portanto
C = ∪ i=1

r Ci é também um conjunto finito. Assim emNk todo conjunto de elementos
incomparáveis é finito. Em particular todo conjunto não vazio possui um número finito de
elementos mínimos.▫

Definição 2.N: Dizemos que um monóide M é Noetheriano se e só se todo ideal de M
for um ideal finitamente gerado.

Lema 2.O: O monóideNk,+ é Noetheriano.
Prova: SejaI ⊆ N

k um ideal. SejaA o conjunto de elementos mínimos deI, sabemos
queA é um conjunto finito pois, pelo Lema 2.M, todo conjunto de elementos
incomparáveis emNk é finito. Sejama1, ...,an ∈ Nk tal queA = a1, ...,an. Queremos
mostrar queI = 〈A〉 = ∪ i=1

n 〈ai 〉. Sejami ∈ 1, ...,n e x1, ...,xk ∈ N tais que
ai = x1, ...,xk. Temos que〈ai 〉 = x1 + n1, ...,xk + nk / nj ∈ N para todoj ∈ 1, ...,k,
assim〈ai 〉 = x ∈ Nk / x ≥ ai. É claro queI ⊇ 〈a1, ...,an〉. Dadox ∈ I, então existe
i ∈ 1, ...,n tal quex ≥ ai , logox ∈ 〈ai 〉. PortantoI = 〈A〉, isto é, qualquer idealI deNk é
gerado pelo conjunto de seus elementos mínimos, que é finito, logo todo ideal deNk é
finitamente gerado. PortantoNk,+ é um monóide Noetheriano.▫

Lema 2.P: Sejam K um corpo e S um semigrupo tal que0 ∉ S. Então o ideal
M = Xs / s ∈ S é um ideal maximal do anel monóide KX,S .

Prova: Sejaf ∈ K X,S podemos escreverf = ks1X
s1 + ... + ksnXsn, ondesi ∈ Ssão

elementos distintos para todoi ∈ 1, ...,n. Sesi ≠ 0 entãosi ∈ S, logoksi X
si ∈ M. Se

f ∉ M então existei ∈ 1, ...,n tal queksi X
si ∉ M, portantosi = 0 eksi ≠ 0. Sem perda



de generalidade podemos supor quei = 1. Consequentemente, todo elemento
f ∈ KX,S ∖ M pode ser escrito comof = k0X0 + ks2X

s2 + ... + ksnXsn, ondes2, ...,sn são
elementos distintos deS, k0,ks2, ...,ksn ∈ K e k0 ≠ 0. Comoksi X

si ∈ M + f então
k0X0 ∈ M + f. comok0X0 é invertível,M + f = K X,S . AssimM é um ideal maximal
do anel monóideK X,S .▫

A proposição a seguir estabelece a relação que existe entre anéis e semigrupos no
contexto da Questão 0.1, citada na Introdução. Mostraremosaqui que, para que o ideal
maximalM, gerado porXs/s ∈ S, de um anel monóideKX,S seja finitamente gerado, é
necessário e suficiente que o semigrupoSseja finitamente gerado como um semigrupo.

Proposição 2.1: Seja S um semigrupo tal que0 ∉ S e seja K um corpo. Seja M o ideal
maximal do anel monóide KX,S gerado porXs / s ∈ S e seja n um inteiro positivo.
Então Mn é um ideal finitamente gerado do anel KX,S se e só se nS é um ideal
finitamente gerado do semigrupo S. Em particular, com n= 1, o ideal maximal M é um
ideal finitamente gerado de KX,S se e só se S é um ideal finitamente gerado do
semigrupo S, e neste caso S∖ 2S é um conjunto finito.

Prova: SejamA um subconjunto deSe s ∈ S. O elementoXs pertencerá ao ideal de
K X,S gerado porXa/a ∈ A se e só se existiremn ∈ N∗,a1, ...,an ∈ A e
f1, ...,fn ∈ K X,S tais queXs = f1Xa1 + ... + fnXan. Comof i ∈ K X,S para todo
i ∈ 1, ...,n então podemos escreverf i = ∑

si∈Ai
ksi X

si , ondeAi é um subconjunto finito de
Se ksi ∈ K. LogoXs ∈ 〈Xa/a ∈ A〉 se e só se
Xs = ∑

s1∈A1
ks1X

s1Xa1 + ... + ∑
sn∈An

ksnXsnXan o que implica queXs = Xsi Xai = Xsi+ai

para algumai ∈ A e si ∈ S, isto é,s = ai + si pertence ao ideal do semigrupo gerado por
ai , logos ∈ 〈A〉.

Reciprocamente sespertence ao ideal do semigrupo gerado porA, então existea ∈ A
tal ques ∈ 〈a〉, isto é,s = a + s

′
para algums

′ ∈ S. LogoXs = XaXs
′

pertence ao ideal do
anelK X,S gerado porXa/a ∈ A. Portanto seA é um subconjunto deSentãoXs

pertence ao ideal do anelK X,S gerado porXa/a ∈ A se e só sespertence ao ideal do
semigrupoSgerado porA. Em particular se〈Xa/a ∈ A〉 é um ideal finitamente gerado de
KX,S, isto é,〈Xa/a ∈ A〉 = 〈Xa1, ...,Xan〉 comai ∈ A se e só ses ∈ 〈a1, ...,an〉

SejaM o ideal do anel monóideK X,S tal queM = 〈Xs/s ∈ S〉, assim temos que o
idealMn = 〈Xs1Xs2...Xsn/si ∈ S, i ∈ 1, ...,n〉. Então podemos escrever
Mn = 〈Xs1+s2+...+sn/si ∈ S, i ∈ 1, ...,n〉 = 〈Xs/s ∈ nS〉. PortantoMn será um ideal
finitamente gerado do anelK X,S se e só se o idealnSfor um ideal finitamente gerado do
semigrupoS. Logo sen = 1 o ideal maximalM do anelK X,S será finitamente gerado se
e só seSfor finitamente gerado como um ideal deS. Observe que em particular teremos
S∖ 2Sum conjunto finito pois ses ∈ S∖ 2Se s ∈ 〈ai 〉 entãos = ai .▫

Proposição 2.2: Seja S um semigrupo e n um inteiro positivo. Se nS é finitamente
gerado como um semigrupo, então nS é também finitamente gerado como um ideal de S.
Reciprocamente, se∩ i=1

∞ iS = ∅ e se nS é finitamente gerado como um ideal de S, então nS
está contido em um subsemigrupo finitamente gerado de S, em particular se n= 1, então S
é um semigrupo finitamente gerado.

Prova: Como citado anteriormente, seA é um conjunto de geradores denScomo um
semigrupo, entãoA geranScomo um ideal deS. Por outro lado, consideremos
A = a1, ...,ak um conjunto de geradores do idealnS. Como para todoi ∈ 1, ...,k, temos



queai ∈ nSentão existemα i1, ...,α in ∈ Stais queai = α i1 + ... + α in. Seja
B = α ij ∈ S/ i ∈ 1, ...,k e j ∈ 1, ...,n . SejaT o subsemigrupo deSgerado porB.
Vamos mostrar quenS⊆ T. Sejax ∈ nS= 〈A〉 = ∪ i=1

k 〈ai 〉. Comox ∈ nS, então
x = ai + s

′
para algumai ∈ A e s

′ ∈ S, logox = α i1 + ... + α in + s
′
, ondeα i1, ...,α in ∈ B.

SejaC = j ∈ N / ∃ b1, ...,bj ∈ B e∃ s ∈ Stais quex = b1 + ... + bj + s. Observamos que
C ≠ ∅ , pois,n ∈ C uma vez quex = α i1 + ... + α in + s

′
. Além disso,C é um conjunto

finito, pois, caso contrário, para qualqueri ∈ N∗, existiriaj ∈ C, j > i; existiriam assim,
elementosb1,b2, ...,bi , ...,bj emB e sj ∈ Stais quex = b1 + b2... + bj + sj . Sesj ≠ 0 temos
quesj ∈ S, logox ∈ j + 1S ⊆ iS; sesj = 0 temos quex ∈ jS ⊆ iS. Em ambos os casos
x ∈ iS. Daíx ∈ ∩ i=1

∞ iS = ∅, o que seria um absurdo. PortantoC é um conjunto finito e não
vazio. Sejamo elemento máximo deC. Observe quem ≥ n. Sejamb1, ...,bm ∈ B e s ∈ S
tais quex = b1 + ... + bm + s, isto é,x = ∑

i=1
m bi + s =∑

i=1
n−1 bi +∑ i=n

m bi + s. Vamos
mostrar ques = 0, pois neste caso teremos quenS⊆ T. Ses ≠ 0 então∑

i=1
n−1 bi + s ∈ nS.

Assim∑
i=1
n−1 bi + s = ∑

i=1
n ci + t, ondeci ∈ B e t ∈ S, portantox = ∑

i=1
n ci +∑ i=n

m bi + t,
contradizendo a maximalidade dem. Logos = 0 ex = b1 + ... + bm ∈ T.▫

Como acabamos de ver na prova da Proposição 2.2, se∩ i=1
∞ iS = ∅ e seA é um

subconjunto deStemos que,A geraScomo um semigrupo se e só seA geraScomo um
ideal deS. Observamos que a hipótese∩ i=1

∞ iS = ∅ implica que 0∉ S.
O Teorema a seguir nos mostra um resultado semelhante ao da Questão 0.1 para um

semigrupo cancelativoS, no lugar de um idealM. Quando colocamos entre as nossas
hipóteses que∩ i=1

∞ iS = ∅, obtemos uma resposta positiva.

Teorema 2.3: Seja S um semigrupo comutativo cancelativo tal que∩ i=1
∞ iS = ∅. Se para

algum inteiro positivo n o ideal nS de S é finitamente gerado então S é finitamente gerado
como um semigrupo.

Prova: Vamos mostrar inicialmente que o semigrupoSé gerado porS∖ 2S = si ∈ S/
si não pode ser escrito como soma de dois elementos emS. Sejax ∈ S, como∩ i=1

∞ iS = ∅,
então existe um inteiro positivom tal quex ∈ mSe x ∉ m+ 1S. Assim existem
s1, ...,sm ∈ Stais quex = s1 + ... + sm. Comox ∉ m+ 1S, si ∈ S∖ 2Spara cada
i ∈ 1, ...,m, portantoS∖ 2Sgera o semigrupoS. Vamos mostrar queS∖ 2Sé um
conjunto finito e portantoSserá finitamente gerado como semigrupo. Pela Proposição 2.2,
o idealnSestá contido em um subsemigrupo deSque é gerado por um conjunto finito
a1, ...,ak. SeS∖ 2Snão fosse um conjunto finito então existiria uma seqüência infinita
de elementos distintosx1,x2, ... ∈ S∖ 2S. Sejac um elemento qualquer emnS. Para cadai,
temos quec + xi ∈ nS. ComoSé cancelativo,c + xi são elementos distintos. Podemos
escrever, emS, a equaçãoc + xi = ∑

j=1
k ni j aj , onde cadani j é um inteiro não negativo.

Sejamvi = ni1, ...,ni k ∈ Nk e A = vi / i ∈ N∗. Comoc + xi são distintos eSé
cancelativo,A é um conjunto com infinitos elementos. Por outro, lado o monóideNk é
Noetheriano logo, pelo Lema 2.M,A possui elementos comparáveis, isto é, existem inteiros
i ≠ r tais quevi ≤ vr , portantoni j ≤ nr j para todoj ∈ 1, ...,k. Sejat j = nr j − ni j e
x = ∑

j=1
k t jaj . Temos assimc + xr = ∑

j=1
k nr j aj = ∑

j=1
k ni j aj +∑ j=1

k t jaj = c + xi + x.

ComoSé cancelativo exi ≠ xr temos quex ≠ 0. Sendox ≠ 0, temosx ∈ S. Como
c + xr = c + xi + x e Sé cancelativo temosxr = xi + x ∈ 2S, o que contraria o fato de
xr ∈ S∖ 2S. LogoS∖ 2Sé um conjunto finito.▫

Observação 2.3.A: Como acabamos de ver na prova do Teorema2.3,se S for um



semigrupo cancelativo tal que∩ i=1
∞ iS = ∅, então S será gerado como semigrupo por

S∖ 2S. Mais ainda, com as mesmas hipóteses, S será finitamente gerado se e só se S∖ 2S
for um subconjunto finito de S, uma vez que, dado um subconjunto E de S temos que E gera
S como semigrupo se e só se E contém S∖ 2S, pois todo elemento x de S é uma soma de
elementos de E, portanto se x∈ S∖ 2S, esta soma tem uma só parcela, isto é, x ∈ E.

Na próxima proposição aplicaremos o Teorema 2.3 aos monóides Arquime- dianos.
Definição 2.Q: Dizemos que um monóide totalmente ordenadoS,< é Arquimediano

se, para quaisquer dois elementos a> 0 e b > 0 emS, existe um inteiro positivo k tal que
ka > b.

Proposição 2.4: Seja S,< um monóide Arquimediano tal que S∗ = S∖ 0 é
constituído exclusivamente por elementos positivos. Suponhamos que para algum inteiro
positivo n o ideal nS∗ deS seja finitamente gerado. EntãoS será finitamente gerado como
um monóide.

Prova: Vamos mostrar primeiramente queS∗ tem um menor elemento. Supo- nhamos
que o idealnS∗ deSseja gerado pora0, ...,ak. Podemos supor quea0 < a1 < ... < ak.
Neste casoa0 é o menor elemento denS∗, pois sex ∈ nS∗, existei ∈ 1, ...,k tal que
x ∈ 〈ai 〉, portantox ≥ ai ≥ a0. Mais ainda, se escrevermosao = c1 + ... + cn, onde cada
ci ∈ S∗ e c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cn, entãoa0 ≥ nc1. Portanto, comonc1 ∈ nS∗ temos, pela
minimalidade dea0, quea0 = nc1. Sec ∈ S∗ entãonc ∈ nS∗, entãonc ≥ a0 = nc1 , logo
c ≥ c1. Portantoc1 é o menor elemento deS∗, emc1 é o menor elemento demS∗, para cada
mnatural. Como os elementos deS∗ são positivos, a propriedade Arquimediana deS
garante que para qualquerx ∈ S∗, existe um inteiro positivok tal quekc1 > x, logo
x ∉ 〈kc1〉 = kS∗. Verificamos assim que∩ i=1

∞ iS∗ = ∅ então, pelo Teorema 2.3, concluímos
queS∗ é finitamente gerado como semigrupo. PortantoSé finitamente gerado como um
monóide.▫

O Teorema a seguir responde positivamente à Questão 0.1, para o caso de ideais
monóides, se tivermos entre as nossas hipóteses que∩ i=1

∞ iS = ∅. Se esta hipótese não for
satisfeita, então o ideal maximalM do anelR = KX,S, não será necessariamente um ideal
finitamente gerado. Um exemplo deste fato será apresentadono Capítulo 3.

Teorema 2.5: Seja K um corpo, e S um semigrupo cancelativo satisfazendo a
propriedade∩ i=1

∞ iS = ∅. Seja M o ideal do anel monóide KX,S gerado porXs/s ∈ S.
Se alguma potência do ideal maximal M for um ideal finitamente gerado, então M será um
ideal finitamente gerado.

Prova: SeMn é um ideal finitamente gerado deK X,S , então, pela Proposi- ção 2.1,
temos quenSé finitamente gerado como um ideal do semigrupoS, portanto, pelo Teorema
2.3, temos queSé finitamente gerado como semigrupo, logoSé finitamente gerado como
ideal do semigrupoS. Finalmente, pela Proposição 2.1, temos queM = 〈Xs/s ∈ S〉 é
finitamente gerado como um ideal do anel monóideK X,S .▫

Corolário 2.6: Seja K um corpo e seja R uma K-subálgebra do anel de polinômios
KX1, ...,Xn que é gerada por um conjunto L de monômios. Seja M o ideal de R gerado
por L. Se alguma potência de M é finitamente gerada então R é finitamente gerada como
uma K-álgebra e M é finitamente gerado como um ideal de R.

Prova: Vamos denotar cada monômioX1
i1...Xn

in deKX1, ...,Xn porXv onde



v = i 1, ...,i n ∈ Nn. ComoXvXw = Xv+w, cada elemento deKX1, ...,Xn pode ser escrito
de maneira única comok0 + k1Xv1 + ... + krXvr onder ∈ N, k0,k1, ...,kr ∈ K e
v1,v2, ...,vr ∈ Nn são distintos entre si e diferentes dev0 = 0, ...,0. Os elementos deR, a
K-subálgebra deKX1, ...,Xn gerada porL, são os elementos deKX1, ...,Xn tais que para
cadai ∈ 1, ...,n, vi é uma soma finita de elementos deA = v ∈ Nn / Xv ∈ L. SejaSo
subsemigrupo deNn gerado porA. Podemos assim identificarR com a álgebra monóide
KX,S. O idealM deR gerado pelos elementos deL, quando visto como ideal deKX,S, é
gerado porXs / s ∈ S. SeMn é um ideal finitamente gerado deR, então também é um
ideal finitamente gerado deK X,S o que, pela Proposição 2.1, é equivalente anSser um
ideal finitamente gerado deS. ComoNn é um monóide cancelativo eS ⊆ N

n, entãoSé um
semigrupo cancelativo. Além disso∩ i=1

∞ iS = ∅, poisiS ⊆ iNn ∖ 0, ...,0 e
∩ i=1

∞ iNn ∖ 0, ...,0 = ∅. Pelo Teorema 2.3, temos queSé finitamente gerado como
semigrupo logo, pela Proposição 2.2,Sé finitamente gerado como ideal deS. Portanto,
pela Proposição 2.1,M é finitamente gerado como ideal deK X,S , entãoM é finitamente
gerado como ideal deR. Por outro lado sev1, ...,vr geraScomo semigrupo, então
Xv1, ...,Xvr geraK X,S comoK-álgebra. ComoR ≃ K X,S , R é umaK-álgebra
finitamente gerada.▫

Capítulo 3
Exemplos

O exemplo a seguir mostra uma maneira fácil de construir um domínio que possui um
ideal primoP de altura um que não é um ideal finitamente gerado tal queP é o radical de
um ideal principal eP2 é um ideal 3-gerado. Este exemplo mostra que, no Teorema 1.10, a
hipóteseR

I ser anel Noetheriano, é essencial.
Exemplo 3.1: SejaT um domínio não Noetheriano e sejaI um ideal deT que não é

finitamente gerado. Consideremos o anel de polinômiosTX e o subanel
R = TX3,X4, IX5. Observemos inicialmente queTX é uma extensão inteira deR, uma
vez queX3 ∈ R. SejaP = X3,X4, IX5R.

Primeiramente mostraremos queP não é um ideal finitamente gerado deR. Note que
cada elemento deR = TX3,X4, IX5 pode ser escrito comof = t + f∗ ondet ∈ T e
f∗ = ∑

k,l,m≠0,0,0
tklmX3kX4limX5m ondetklm ∈ T e im ∈ I. Portanto os monômios def∗

têm grau pelo menos 3. SeP = X3,X4IX5R for um ideal finitamente gerado, então
existema1,a2, ...,an ∈ I tais queP = X3,X4,a1X5,a2X5, ...,anX5R. Sejaa ∈ I. O
polinômioaX5 ∈ IX5R ⊆ P, logo existemf,g,h1, ...,hn ∈ R tais que
aX5 = fX3 + gX4 + h1a1X5 + ... + hnanX5. Decorre daí que
aX5 = t + f∗X3 + t

′
+ g∗X4 + t1

′′

+ h1
∗a1X5 + ... + tn

′′
+ hn

∗anX5. ComoaX5 não possui
termos de graus 3 e 4, entãot = t

′
= 0. Logo

aX5 = f∗X3 + g∗X4 + h1
∗a1X5 + ... + hn

∗anX5 + t1
′′

a1 + t2
′′

a2 + ... + tn
′′
anX5. Como todos os

monômios que aparecem emH = f∗X3 + g∗X4 + h1
∗a1X5 + ... + hn

∗anX5 têm grau maior ou
igual a 6, entãoH = 0 eaX5 = t1

′′

a1 + ... + tn
′′
anX5, logoa = a1t1

′′

+ ... + antn
′′

e portanto o
idealI seria finitamente gerado, o que não ocorre, logoP = X3,X4, IX5R não é um ideal
finitamente gerado do anelR.

Mostraremos agora que o idealP do anelR é tal queP2 = X6,X7,X8R e portanto é
finitamente gerado. É claro queP2 ⊇ X6,X7,X8R, poisX6 = X32, X7 = X3X4 e
X8 = X42. Sejama, b ∈ P, vamos mostrar queab ∈ X6,X7,X8R, de onde decorrerá que
P2 = X6,X7,X8R. Temos quea = fX3 + gX4 + hX5 e b = f

′
X3 + g′X4 + h

′
X5, onde



f,g, f
′
,g

′ ∈ R e h,h
′ ∈ IR. Então

ab = ff
′
X6 + fg

′
+ gf

′
X7 + fh

′
+ gg

′
+ hf

′
X8 + h

′
gX3 + hg

′
X3X6 + hh

′
X4X6. Como

ff
′
,fg

′
+ gf

′
,fh

′
+ gg

′
+ hf

′
,hf

′
X3,hg

′
X3,hh

′
X4 pertencem aR entãoab ∈ X6,X7,X8R.

LogoP2 = X6,X7,X8R e portantoP2 é um ideal finitamente gerado deR.
Mostraremos agora que o idealP = X3,X4, IX5R é um ideal primo do anelR. O ideal

X é um ideal primo emTX. ComoR ⊆ TX entãoXTX ∩ R é um ideal primo emR.
Queremos mostrar queXTX ∩ R = X3,X4, IX5R. É claro que
X3,X4, IX5R ⊆ XTX ∩ R. Sejaf ∈ XTX ∩ R, entãof = X∑

j=0
n t jXj e

f = ∑ tklmX3kX4 limX5m, paraim ∈ I, assim pelo menos um dos elementos do
conjuntok, l,m é diferente de zero. Logo dada qualquer parcela def, tklmim

mX3kX4lX5m,
podemos reescrevê-la da seguinte maneira, sek > 0,
tklmim

mX4lX5mX3k−1X3 ∈ X3,X4, IX5R. Analogamente mostra-se para as outras parcelas,
quando tivermosl > 0 oum > 0. Assim temos que cada parcela def pertence a
X3,X4, IX5R. Logo f pertence também aX3,X4, IX5R. Portanto
X3,X4, IX5R = XTX ∩ R, assimX3,X4, IX5R é um ideal primo do anelR.

ComoP = X3,X4, IX5R, qualquer ideal primo que contiverP conterá tambémX3,
logo conteráXTX. Sendo a extensãoR ↪ TX inteira eP = XTX ∩ R concluímos,
por K-Teorema 44, queXTX é o único ideal primo deTX que se contrai aP, logo,

por K-Teorema 44, altP = altXTX = 1. Além distoP = X3R , pois se um ideal
primoQ deR contiverX3, como por K-Teorema 44, existe um ideal primoQ

′
deTX

tal queQ
′ ∩ R = Q, temos queX3 ∈ Q

′
, portantoXTX ⊆ Q

′
. Assim

P = XTX ∩ R ⊆ Q
′ ∩ R ⊆ Q, isto éP é o único primo mínimo deX3R. Logo

P = X3R .
Observemos ainda queRP ≃ T, pois temos que

T = T
0

= T
xTX∩T

⊆ R
XTX∩R

= R
P ⊆ TX

XTX
= T. Logo o ideal primoP do anelR não é

um ideal maximal eR
P não é um anel Noetheriano para este ideal primoP.

Através deste exemplo verificamos que existem casos em que dado um domínioR,
existe um ideal primoP, não maximal, tal queP não é um ideal finitamente gerado do anel
R, masP possui uma potência que é finitamente gerada.

Exemplo 3.2: No exemplo a seguir, para todod, 3 ≤ d ≤ ∞ construiremos um domínio
T tal que dimT = d, ondeT possui um ideal maximalP que não é um ideal finitamente
gerado, tal quealtP = d e P2 = a2,b2,ab = a,b2.

Este exemplo nos mostra que as hipóteses de alguns resultados deste trabalho não
podem ser substituídas ou desprezadas, como é o caso de:

- No Teorema 1.9 a hipótese deI ser igual ao radical de um ideal principal não pode
ser substituída por I ser igual ao radical de um ideal gerado por 2 elementos;

- No Teorema 1.24.(1) não podemos enfraquecer a hipótese deM ser um ideal primo
mínimo de um ideal principal substituindo-a porM ser um ideal primo mínimo de um ideal
2-gerado;

- No Teorema 1.24.(2) a hipótese dex ser regular modI é necessária;
- No Teorema 1.24.(6) a hipótese deR ser inteiramente fechado não pode ser retirada.
Ainda mostramos que existe um ideal 2-geradoI, contido emP, tal queI2 = P2.
Sed é tal qued = ∞, entãoT pode ser escolhido como sendo o domínio monóide

KX,S sobre um corpoK, ondeP é o ideal gerado porXs/s ∈ S.
SejamK um corpo eX1,X2,X3, ... indeterminadas sobreK. Trataremos primeiramente o

caso em qued é finito. SejaL = K Xn
2

X3
2

n≥d+1
. SejamT = L Xn,

X1Xi

X2
m , X2Xi

X1
m

n≥1,m≥1,i≥3
e

P = Xnn≥1 o ideal deT gerado porXnn≥1.



Mostraremos queP é ideal maximal deT, que não é finitamente gerado e que
P2 = X1,X22.

Observemos que cada elemento deT é uma soma finita de elementos do tipo

lX1
i1...Xr

i r X1X3

X2
m3

k3

... X1Xr

X2
mr

kr X2X3

X1
p3

v3

... X2Xr

X1
pr

vr

, ondel ∈ L, r ∈ N, i 1, ...,

i r ,k3, ...,kr ,v3, ...,vr ∈ N e m3, ...,mr ,p3, ...,pr ∈ N∗. Como X1Xi

X2
mi

=
X1Xi

X2
mi+1 ⋅ X2 ∈ X2T ⊆ P,

X2Xi

X1
pi

=
X2Xi

X1
pi+1 ⋅ X1 ∈ X1T ⊆ P e Xi ∈ P, então todo elementot deT pode ser escrito como

uma somal + p, ondel ∈ L e p ∈ P. E mais, comoL é corpo eL ⊆ T, l + p ∈ P se e
somente sel = 0. LogoP é ideal maximal deT.

Mostremos agora queP2 = X1
2,X1X2,X2

2 e portanto teremos queP2 é ideal
finitamente gerado deT. É claro queX1

2,X2
2,X1X2 ∈ P2. Para mostrar que

P2 ⊆ X1
2,X1X2,X2

2T basta mostrar queXiXj ∈ X1
2,X1X2,X2

2T.
Sei, j ≥ 3, temos
XiXj =

XiX1

X2
2 ⋅

XjX2

X1
2 ⋅ X1X2 ∈ X1X2T ⊆ X1

2,X1X2,X2
2T.

Sei, j < 3, temosi, j ∈ 1,2, logoXiXj ∈ X1
2,X1X2,X2

2T.
Sei ≥ 3 e j < 3, entãoj = 1 ou j = 2. Sej = 1, então

XiXj = XiX1 =
X1Xi

X2
2 ⋅ X2

2 ∈ X2
2T ⊆ X1

2,X1X2,X2
2T. Sej = 2, então

XiXj = XiX2 =
X2Xi

X1
2 ⋅ X1

2 ∈ X1
2T ⊆ X1

2,X1X2,X2
2T.

De maneira análoga mostra-se que sei < 3 e j ≥ 3 entãoXiXj ∈ X1
2,X1X2, X2

2T. Logo
P2 = X1

2,X1X2,X2
2, isto é,P2 é um ideal 3-gerado.

Mostremos agora que o ideal maximalP não é um ideal finitamente gerado. Para tal
vamos supor, por absurdo, que existe um inteiron ≥ 3 tal queXn+1 ∈ X1, ...,Xn. Sejam
t1, t2, ...,tn ∈ T tais queXn+1 = t1X1 + ... + tnXn. Pelo que foi observado anteriormente, é
fácil ver que cada elemento deT, em particulart1, t2, ...,tn, pode ser escrito como uma soma
finita cujas parcelas são do tipolX1

z1X2
z2X3

l3...Xr
l r , onder ∈ N, l ∈ L, z1,z2 ∈ Z e

l 3, ...,l r ∈ N, mais ainda, sez1 ouz2 forem negativos então existej ∈ 3, ...,r tal que
l j > 0. Desta maneiraXn+1 é escrito como uma soma finita de parcelas deste tipo. Após
simplificarmos o que for possível, podemos supor queXn+1 = t1

′

X1 + ... + tn
′
Xn, onde

t1
′

, ...,t2
′

∈ T e o número total de parcelas deXn+1 é mínimo. Observamos que cadat i
′

pode
ser escrito comot i

∗ + t i
∗∗, ondet i

∗ é a soma das parcelas det i
′

do tipo lX1
z1X2

z2X3
l3...Xr

l r onde
Xn+1 não ocorre, isto é,l n+1 = 0 e,t i

∗∗ é a soma de parcelas det i
′

do tipo lX1
z1X2

z2X3
l3...Xr

l r

ondeXn+1 ocorre, isto él n+1 ≥ 1. Desta maneira temos
Xn+1 = t1

∗X1 + ... + tn
∗Xn + t1

∗∗X1 + ... + tn
∗∗Xn. Sejamg0 = t1

∗X1 + ... + tn
∗Xn e

f0 = t1
∗∗X1 + ... + tn

∗∗Xn. AssimXn+1 = g0 + f0 = g0 + h0Xn+1, ondeh0 ∈ T. Observamos
que

T = L Xn,
X1Xi

X2
m , X2Xi

X1
m

n≥1,m≥1,i≥3
⊆ cfKX1,X2X3,X4, .... Vamos olhar os elementos

deT como funções racionais nas variáveisX3,X4, ... sobre o corpoKX1,X2 e considerar
seu grau total nestas variáveis. ComoXn+1 é homogêneo de grau 1, como os elementos deL
tem grau zero e como o número de parcelas deXn+1 é mínimo então,g0 = 0 ou o
graug0 = 1 e, grauh0 = 0. Mostremos primeiramente quet3

∗∗ = t4
∗∗ = ... = tn

∗∗ = 0.
Observe quet i

∗∗Xi é soma finita de parcelas do tipolX1
z1X2

z2X3
l3...Xn+1

ln+1...Xr
l r Xi , ondel n+1 ≥ 1.

Se parai ≥ 3 tivéssemost i
∗∗ ≠ 0 então o grau de cada uma destas parcelas seria pelo menos

2 (observe que os elementos deL tem grau zero). Como o número de parcelas deXn+1 é
mínimo, então teríamos que o grauh0Xn+1 > 1. Logot3

∗∗ = t4
∗∗ = ... = tn

∗∗ = 0 e
f0 = h0Xn+1 = t1

∗∗X1 + t2
∗∗X2, onde tantot1

∗∗ comot2
∗∗ são somas de parcelas do tipo:

a) lX1
v1X2

v2Xn+1 ondev1,v2 ∈ N, ou



b) lX1
v1 X2Xn+1

X1
m

1
, ondev1 ≥ 0 em ≥ 1, ou

c) lX2
v2 X1Xn+1

X2
m

1
, ondev2 ≥ 0 em ≥ 1.

Logo t1
∗∗X1 + t2

∗∗X2 é soma de parcelas do tipolX1
v1X2

v2Xn+1 comv1,v2 ∈ N e,v1 > 0 ou
v2 > 0, ou do tipolX1

z1X2Xn+1 comz1 < 0, ou do tipolX1
2X2

z2Xn+1 comz2 < 0, ou do tipo
lX1

z1X2
2Xn+1 comz1 < 0, ou ainda do tipolX1X2

z2Xn+1 comz2 < 0.
Logo temosh0Xn+1 = t1

∗∗X1Xn+1 + t2
∗∗X2Xn+1 = F1

X1

X2
m + F2

X2

X1
n + F3 Xn+1, ondeF1,

F2 ∈ L X1, X2 e F3 ∈ X1,X2 LX1,X2. EntãoXn+1 = g0 + F1
X1

X2
m + F2

X2

X1
n + F3 Xn+1.

Daí temos que 1 − F1
X1

X2
m − F2

X2

X1
n − F3 Xn+1 = g0. Comog0 = 0 ou graug0 = 1 então

g0 é uma combinação linear deX3,X4, ..., Xn+1, ...,Xr com coeficientes emLX1,X2 e,

comoL = K
Xi

2

X3
2

i≥d+1
, observamos que no lado direito da igualdade aparecem apenas

potências pares deXn+1 e no lado esquerdo aparecem apenas potências ímpares deXn+1.
ComoX1,X2, ... são algebricamente independentes sobreK, entãog0 = 0 e
1 − F1

X1

X2
m − F2

X2

X1
n − F3 = 0. Logo

1 = F1
X1

X2
m + F2

X2

X1
n + F3 e, então, multiplicando dos dois lados porX1

nX2
m, obtemos

X1
nX2

m = F1X1
n+1 + F2X2

m+1 + F3X1
nX2

m, logoF1X1
n+1 e F2X2

m+2 são divisíveis porX2
m e X1

n,
respectivamente emLX1,X2. ComoX1 e X2 são algebricamente independentes sobreL
entãoX1

n ∣ F2 e X2
m ∣ F1 emLX1,X2. Temos assim que existemG1,G2 ∈ LX1,X2 tais

queG1 =
F1

X2
m e G2 =

F2

X1
n , logo

1 = G1X1 + G2X2 + F3. ComoF3 ∈ X1,X2LX1,X2, temos que
1 ∈ X1,X2LX1,X2, o que é um absurdo. LogoP não é um ideal finitamente gerado.

Mostraremos agora quealtP = d. Considerando

L = K Xn

X3 n≥d+1
, temos que


L é o

corpo de frações deK Xn

X3 n≥d+1
.

SejaD i =

L X1,X2,

X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i . ComoX1,X2,X3, ...,Xd,Xd+1, ... são

algebricamente independentes sobreK então, para cadai ∈ N, X1,X2,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i ,
Xd+1

X3
, Xd+2

X3
são algebricamente independentes sobreK, logoX1,X2,

X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i são

algebricamente independentes sobre o corpo de frações deK Xn

X3 n≥d+1
, isto é,

X1,X2,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i são algebricamente independentes sobre

L. Logo dimD i = d.

Observamos também queD i ⊆ D i+1, para todoi ≥ 1, pois para todoj ∈ 3, ...,d temos
que

Xj

X1
i X2

i =
Xj

X1
i+1X2

i+1 X1X2 ∈ D i+1.

Seja

T a união∪ i=1

∞ D i e sejaP = X1,X2,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i
i≥1


T. Como a união∪ i=1

∞ D i é

crescente, então temos que dim

T ≤ d, caso contrário se 0 P1  P2  ...  Pd  Pd+1

fosse uma cadeia de ideais primos em

T então escolheríamosf1, ...,fd+1 ∈


T, tais que

f j ∈ Pj ∖ Pj−1, para todoj ∈ 1, ...,d + 1. Tomandoi ≥ 1 tal quef1, ...,fd+1 ∈ D i (tal i
existe, poisD1 ⊆ D2 ⊆ ...), teríamos, emD i ,
0  P1 ∩ D i  P2 ∩ D i  ...  Pd ∩ D i  Pd+1 ∩ D i e para todoj ∈ 1, ...,d + 1, o que
contradiria o fato de que dimD i = d. Portanto dim


T ≤ d.

Mostraremos agora queP = X1,X2

T = P


T. É claro queP ⊇ X1,X2


T. Seja

Xk
X1

i X2
i ∈ P, então temos queXk

X1
i X2

i =
Xk

X1
i+1X2

i+1 ⋅ X1X2 ∈ X1,X2

T, pois Xk

X1
i+1X2

i+1 ∈ D i+1 ⊆

T.

PortantoP = X1,X2

T. Por outro ladoX1,X2


T ⊆ X1,X2, ...


T = P


T. Consideremos

Xk ∈ P

T, ondek > 2, então temos queXk =

Xk

X1X2
⋅ X1X2 ∈ X1,X2


T, pois,



Xk

X1X2
∈ D1 ⊆


T. LogoX1,X2


T = P


T.

Mostraremos agora queP é um ideal primo de

T. Dadosf,g ∈


T, tais quef,g ∉ P,

escolhemosi ≥ 1 tal quef,g ∈ D i . Logo f,g ∉ P ∩ D i ⊇ X1,X2,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i .

Como X1,X2,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i é um ideal maximal deD i , pois,X1,X2,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i são

algebricamente independentes sobre

L, entãoP ∩ D i = X1,X2,

X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i . Portanto

f ⋅ g ∉ P ∩ D i entãof ⋅ g ∉ P. LogoP é um ideal primo de

T.

Observamos queT ⊆

T e


T é inteiro sobreT, pois, para cadaXi

X3
∈

L, comi ≥ d + 1,

temos que Xi

X3

2
=

Xi
2

X3
2 ∈ L ⊆ T. Assim todo elemento de


L é inteiro sobreT. Além

disto, para cadaj ∈ 3, ...,d, temos que
Xj

X1
i X2

i

2
=

Xj

X1
2i ⋅

Xj

X2
2i =

XjX2

X1
2i+1 ⋅

XjX1

X2
2i+1 ∈ T, pois

XjX1

X2
2i+1 ,

XjX2

X1
2i+1 ∈ T, eX1,X2 ∈ T. Logo


T é inteiro sobreT. ComoP = P


T entãoP é o único

ideal primo de

T que se contrai aP. LogoaltP = altPA-M-5.11. Basta então mostrar

quealtP = d. Já sabemos quealtP ≤ d, pois dim

T ≤ d. Para mostrar quealtP = d

consideremos o idealQj =
X3

X1
i X2

i , ...,
Xj

X1
i X2

i
i≥1


T. Afirmamos queQj é um ideal primo de


T. Dadosf,g ∈


T tais quef ⋅ g ∈ Qj , existemα ∈ N,t1, ...,tα ∈


T e

q1, ...,qα ∈ Xl

X1
kX2

k / 3 ≤ l ≤ j e k ≥ 1 tais quef ⋅ g = t1q1 + ... + tαqα, onde

q1 =
Xl1

X1
k1X2

k1
,q2 =

Xl2

X1
k2X2

k2
, ...,qα =

Xlα

X1
kαX2

kα
. Consideremos agorai > k1, ...,kα e ainda tal que

f,g, t1, ...,tα ∈ D i . Entãotmqm = tm
Xlm

X1
kmX2

km
= tm

Xlm

X1
i X2

i X1
i−kmX2

i−km, onde
Xlm

X1
i X2

i ∈ X3

X1
i X2

i , ...,
Xj

X1
i X2

i D i e tmX1
i−kmX2

i−km ∈ D i . Portantotmqm ∈ X3

X1
i X2

i , ...,
Xj

X1
i X2

i D i

entãof ⋅ g ∈ X3

X1
i X2

i , ...,
Xj

X1
i X2

i D i que é um ideal primo emD i e, comof,g ∈ D i então

temos quef ∈ X3

X1
i X2

i , ...,
Xj

X1
i X2

i D i oug ∈ X3

X1
i X2

i , ..., Xj

X1
i X2

i D i . Portantof ou

g ∈ Qj =
X3

X1
i X2

i , ...,
Xj

X1
i X2

i
i≥1


T e entãoQj é um ideal primo de


T.

Além disto Xt

X1
i X2

i ∈ Qt ∖ Qt−1, pois, caso contrário existiria, como no parágrafo

anterior, umi ≥ 1 tal que Xt

X1
i X2

i ∈ X3

X1
i X2

i , ..., Xt−1

X1
i X2

i D i e portanto teríamos que
X3

X1
i X2

i , ..., Xt−1

X1
i X2

i D i =
X3

X1
i X2

i , ..., Xt

X1
i X2

i D i , o que seria um absurdo poisX3

X1
i X2

i , ..., Xt

X1
i X2

i são

algebricamente independentes sobre

L e D i =


L X1,X2,

X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i . Logo

0  Q3  Q4  ...  Qd−1  Qd e assimaltQd = d − 2.
Para mostrar quealtP = d, vamos observar o seguinte:Qd  Qd,X1


T  P. Vamos

mostrar queQd,X1 é um ideal primo de

T e, ainda queQd  Qd,X1


T e Qd,X1


T  P,

de onde decorreráaltP = d
Afirmamos queQd,X1 é um ideal primo de


T. Dadosf,g ∈


T tais que

f ⋅ g ∈ Qd,X1

T então existemt0, t1, ...,tβ ∈


T e q1, ...,qβ ∈ Xl

X1
kX2

k / 3 ≤ l ≤ d e k ≥ 1

tais quef ⋅ g = t0X1 + t1q1 + ... + tβqβ, ondeql =
Xl j

X1
sj X2

sj
, comj ∈ 1, ...,β. Escolhemos

i > s1, ...,sβ e tal quef,g, t0, ...,tβ ∈ D i . Assim teremos que

t0X1 ∈ X1D i ⊆ X1,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i . Temos ainda que



t lql = t l
Xtl

X1
sl X2

sl
=

Xtl

X1
i X2

i t lX1
i−sl X2

i−sl ∈
Xtl

X1
i X2

i D i ⊆ X1,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i , pois,

t lX1
i−sl X2

i−sl ∈ D i . Portantof ⋅ g ∈ X1,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i que é um ideal primo deD i , então

temos quef oug ∈ X1,
X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i . Logo f oug ∈ X1,
X3

X1
l X2

l , ..., Xd

X1
l X2

l
l≥1

em

T,

entãoQd,X1 é um ideal primo de

T.

Vamos mostrar agora queQd  Qd,X1

T, pois,X1 ∉ Qd. Suponhamos por absurdo

queX1 ∈ Qd =
X3

X1
sX2

s , ..., Xd

X1
sX2

s
i≥1


T, então podemos escreverX1 = t1q1 + ... + tαqα e,

assim, repetindo o argumento anterior, existiriai ≥ 1 tal queX1 ∈ X3

X1
i X2

i , ..., Xd

X1
i X2

i D i , o

que seria um absurdo. De maneira análoga mostra-se queX2 ∉ Qd,X1

T. Portanto temos

queQd  Qd,X1

T  Qd,X1,X2


T = P. ComoaltQd = d − 2, entãoaltP ≥ d. Logo

altP = d.
Assim temos que, sed é finito, então existe um domínioT de dimensãod que possui um

ideal maximalP tal quealtP = d, ondeP é ideal não finitamente gerado masP2 é ideal
3-gerado. O idealI ⊆ P finitamente gerado, que os Lemas 1.1 e 1.2 garantem existir,neste
exemplo, é dado pelo ideal gerado porX1,X2.

Sed = ∞, consideramosT := K Xn,
X1Xi

X2
m , X2Xi

X1
m

n≥1,m≥1,i≥3
, onde, como antesK é um

corpo eX1,X2,X3, ... são algebricamente independentes sobreK.
É claro queT é um domínio. Para ver que dimT = ∞, basta observarmos que

KX1,X2X3,X4, ... ⊆ T ⊆ U := KX1,X2X3,X4, ... e que
X3U  X3,X4U  X3,X4,X5U  ... é uma cadeia de ideais primos deU, de
comprimento infinito. Observamos também que esta cadeia é tal que
X3, ...XiU ∩ T  X3, ...,Xi ,Xi+1U ∩ T, pois,
Xi+1 ∉ X3, ...,XiKX1,X2X3,X4, ... = X3, ...,XiU ∩ KX1,X2X3, ... = X3, ...,XiU ∩
SejaM o ideal deT gerado por Xn,

X1Xi

X2
m , X2Xi

X1
m

m≥1,n≥1,i≥3
. Mostra-se que

M2 = X1
2,X2

2,X1X2 do mesmo modo que foi feito para o caso de dimensão finita. Os

elementos deT são somas finitas de parcelas do tipokX1
i1...Xr

i r X1X3

X2
m3

k3

...

X1Xr

X2
mr

kr X2X3

X1
p3

v3

... X2Xr

X1
pr

vr

, ondek ∈ K, r ∈ N, i 1, ...,i r ,k3, ...,kr ,v3, ...,vr ∈ N e

m3, ...,mr ,p3, ...,pr ∈ N∗. Podemos então reescrever os elementos deT como somas finitas
de parce- las do tipokX1

z1X2
z2X3

n3...Xr
nr , onder ∈ N, z1,z2 ∈ Z e n3, ...,nr ∈ N são tais que:

1) Sez1 < 0 ez2 ≤ 0 ou z1 ≤ 0 ez2 < 0 então∑
i=1
r ni ≥ 2.

2) Sez1 < 0 ez2 > 0 ou z1 > 0 ez2 < 0 então∑
i=1
r ni ≥ 1.

Desta maneiraT = KX,S ondeSé o submonóide deZ × Z × ⊕ i=1
∞
N i cujos

elementos satisfazem as condições 1 e 2. O idealM é igual ao ideal〈Xs/s ∈ S∖ 0〉,
portanto é ideal maximal. Além distoM será ideal finitamente gerado deKX,S se e só se
S = S∖ 0 for finitamente gerado como ideal deS. SeSfosse ideal finitamente gerado de
SentãoS∖ 2Sseria um conjunto finito o que não ocorre neste caso, pois é fácil ver que
e3 := 0,0,1,0,0, ..., e4 := 0,0,0,1,0, ...,...,ei := 0,0, ...,0,1,0, ... ∈ S∖ 2Ssei ≥ 3.
Temos assim que seT = KX,S é um domínio de dimensão infinita,M é um ideal maximal
deT que não é ideal finitamente gerado eM2 é um ideal 3-gerado. É fácil ver também que
seSé cancelativo este exemplo mostra que no Teorema 2.5 não podemos retirar a hipótese
∩ i=1

∞ iS = ∅. Observe que
1,1,1,1,0,0, ... = −i − 2,1,1,1,0,0, ... + i − 11,0,0, ... ∈ iS, qualquer que seja
i ≥ 2, logo∩ i=1

∞ iS ≠ ∅.



Observação 3.3: Para obter um exemplo de um domínio quasilocalR,M que possui
as mesmas propriedades do Exemplo 3.2 basta considerarR = TP e M = PTP, ondeT e P
são definidos no Exemplo 3.2. É claro que dimR = altP = d e que
M2 = P2TP = X1

2,X2
2,X1X2R. Precisamos apenas mostrar queM não é um ideal

finitamente gerado deR. SeM fosse um ideal finitamente gerado deR, existiria um natural
n tal queXn+1 ∈ X1, ...,XnR. ComoR = TP, existirias ∈ T ∖ P tal que
sXn+1 ∈ X1, ...,XnT. Sendos ∈ T, podemos escrevers = l + mondel ∈ L ∖ 0 e m ∈ P.
Teríamos assim quelXn+1 + mXn+1 = sXn+1 ∈ X1, ...,XnT. Como
mXn+1 ∈ P2 = X1

2,X2
2,X1X2T ⊆ X1,X2, ...,XnT, obteríamoslXn+1 ∈ X1,X2, ...,XnT.

Comol ∈ L ∖ 0, L é corpo eL ⊆ T, teríamos quel é um invertível emT. Logo
Xn+1 ∈ X1,X2, ...,XnT, que já mostramos não ser possível. PortantoM não é um ideal
finitamente gerado deR.

Apêndice

Faremos agora uma relação dos resultados mencionados no decorrer deste trabalho,
cujas demonstrações podem ser devidamente encontradas nasreferências bibliográficas.

K-Teorema 8 - Teorema de Cohen: ”Se todo ideal primo de um anel R é finitamente
gerado, então R é Noetheriano.”

K-Teorema 44 ”Sejam R⊂ T anéis tais que T é inteiro sobre R. Então o par R,T
satisfaz INC(incomparabilidade), GU (Going up) e também LO(lying over).”

K-Teorema 58 ”Qualquer ideal invertível é finitamente gerado.”
K-Teorema 77 ”Sejam R um domínio Noetheriano, I um ideal de R tal que I≠ R, e A

um R-módulo finitamente gerado livre de torção. Então∩InA = 0.”
K-Teorema 84 ”Sejam A um R-módulo não nulo, I o anulador de A, e P um ideal

primo de R tal que P é primo mínimo de I. Então P⊂ ZA.”
K-Teorema 96 ”Para um domínio R as seguintes condições são equivalentes:

i) Todo ideal não nulo de R é invertível;
ii ) R é Noetheriano, inteiramente fechado, e de dimensão≤ 1;
iii ) R é Noetheriano, e para cada ideal maximal M, RM é um domínio de valorização

discreta.”
A-M-5.1 ”As seguintes condições são equivalentes para um anel R e paraA um

subanel de R:
i) x ∈ R é inteiro sobre A;
ii ) Ax é um A-módulo finitamente gerado;
iii ) Ax está contido em um subanel C de R tal que C é um A-módulo finitamente

gerado;
iv) Existe um Ax-módulo fiel M que é finitamente gerado como um A-módulo.”
A-M-5.11 - Teorema do Going-up: ”Sejam A⊆ R anéis, R inteiro sobre A; sejam

P1 ⊆ ... ⊆ Pn um a cadeia de deais primos de A e Q1 ⊆ ... ⊆ Qm m < n uma cadeia de
ideais primos de R tais que Qi ∩ A = Pi 1 ≤ i ≤ m. Então a cadeia Q1 ⊆ ... ⊆ Qm pode
ser estendida à cadeia Q1 ⊆ ... ⊆ Qn tal que Q1 ∩ A = Pi , para1 ≤ i ≤ n.”

A-M-6.3 ”Seja0 → M
′
→ M → M

′′
→ 0 uma seqüência exata de A-módulos. Então:

i) M é Noetheriano⇔ M
′
e M

′′
são Noetherianos;

ii ) M é Artiniano⇔ M
′
e M

′′
são Artinianos.”

A-M-6.5 ”Seja R um anel Noetheriano(respectivamente Artiniano), M um R-módulo
finitamente gerado. Então M é Noetheriano(respectivamente Artinia- no).”

A-M-6.6 ”Seja R um anel Noetheriano(respectivamente Artiniano), A um ideal de R.



Então R
A

é um anel Noetheriano(respectivamente Artiniano).”
A-M-7.14 ”Em um anel Noetheriano R, todo idealA contém uma potência de seu

radical.”
N-3.16 ”Se um anel R possui ideais B1,B2, ...,Bn tais que∩ i=1

n Bi = 0 e, para cada
i ∈ 1, ...,n, R

Bi
é anel Noetheriano, então R é anel Noetheriano.”

G-15.7 ”Seja G um grupo abeliano, as seguintes condições são equivalentes:
i) G é livre de torção,
ii ) G é um grupo totalmente ordenado,
iii ) G é um grupo reticulado.”
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