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"E preciso sonhar,
mas com a condic¢ado de crer em nosso sonho.
De examinar com atencao a vida real,
de confrontar nossa observacédo com nosso
sonho,
de realizar escrupulosamente nossa fantasia.
Sonhos, acredite neles."

(Lénin)
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RESUMO

Suponhamos qué seja um ideal maximal de um domirfie que alguma poténcia de
M seja finitamente gerada. Vamos mostrar ljuseré finitamente gerado em cada um dos
seguintes casog; M tem altura umii) R € inteiramente fechado e alturadie2 2,iii )
R = K[X,S] € um dominio mondide sobre um corlipondeS = SU {0} € um mondide
cancelativo e livre de torcao, tal qog, iS = # e M € o ideal maximal gerado por
{X5/s € S;. Estendemos os resultados anteriores aos itlel@isim anel reduzidR tal que
R ¢ anel Noetheriano. Provamos que um anel reduiédNoetheriano se cada ideal
primo deR possui uma poténcia que € finitamente gerada. Paradcadigue 3< d < o,
estabelecemos a existéncia de um dominio de integridiail@ensional que possui um
ideal maximaM néo finitamente gerado, de altwtaal queM? é 3-gerado.

ABSTRACT

SupposeéM is a maximal ideal of a commutative integral domRiand that some power
M" of M is finitely generated. We show thit is finitely generated in each of the
following casesi) M is of height oneii) Ris integrally closed and il = 2, iii )
R = K[X,S] is a monoid domain over a field, whereS = SU {0} is a cancellative
torsion-free monoid such that?, iS = @, andM is the maximal ideal generated by
{Xs/s € S;. We extend the above results to idelatf a reduced rindR such that® is
Noetherian. We prove that a reduced rlRgs Noetherian if each prime ideal &has a
power that is finitely generated. For eathvith 3 < d < oo, we establish existence of a
d-dimensional integral domain having a nonfinitely genedanaximal ideaM of heightd
such thatV? is 3-generated.

Capitulo 0
Introducao

Neste trabalho todos os anéis sdo comutativos com unidade.

O objetivo desta dissertacao é estudar a questao:

Em um aneR, se uma poténcid' de um ideal for um ideal finitamente gerado,
podemos garantir queseja também um ideal finitamente geraddR®e

E facil encontrar um contra-exemplo para esta quest&o. Bimgbo 1.17.A
apresentamos um anel quasiloRadujo ideal maximaM nao é um ideal finitamente
gerado e, no entant? = (0).

Em 1972, enjG.], Gilmer colocou a seguinte questao:

Questad.1: Em um dominidr, suponha que alguma poténdi de um ideal maximal
M seja um ideal finitamente gerado. Podemos garantiMjseja um ideal finitamente
gerado deR?

Em Janeiro de 1973, na sessao de problem&otiees of the AMSorganizado por



Graham Evans em Dallas, esta questédo aparece novamentecagoa hipotese adicional
deR ser um dominio quasilocal inteiramente fechado.

Em 1999, Robert Gilmer, William Heinzer e Moshe Roitman,[&@rH-R], cons-
truiram um contra-exemplo para a Questdo 01. Esta disertabaseada neste artigo.
Apos terem respondido negativamente a Questao 0.1, Githe@rzer e Roitman se
interessaram em encontrar hipéteses que garantissem sppasta afirmativa para esta
guestdo. De fato eles propuseram uma questao mais geral:

Questad).2: Suponha queé um ideal de um anét tal quel—R € um anel Noetheriano,

e alguma poténcia deé um ideal finitamente gerado. Sob que condi¢cdes podemastgar
guel € um ideal finitamente gerado do af&l

No Capitulo 1 sdo apresentadas algumas condi¢cbes queagarqné o ideaM da
Questdo 0.1 e o idedlda Questéo 0.2 sao finitamente gerados.

O Teorema 1.24 garante que o ideal maxiMaba Questédo 0.1, é um ideal finitamente
gerado s&R € um anel reduzido alt(M) = 1, ou seR € um dominio inteiramente fechado e
alt(M) < 2. A Questédo 0.1 para dominios inteiramente fechados agalonresolvida, se
alt(M) > 3.

Com respeito a Questdo 0.2, o Teorema 1.10 garante que d skralum ideal
finitamente gerado de um arRRlse /1 for o radical de um ideal gerado por uma seqiiéncia
regular finita ndo vazia.

O Teorema 1.17 € uma generalizacdo para o caso de anéiddesidai Teorema de
Cohen[ K-Teorema E§| e ele garante que $&é um anel reduzido no qual cada ideal primo
possui uma poténcia que € um ideal finitamente gerado, &¥aam anel Noetheriano. O
Teorema 1.20 mostra que B& um anel semiquasilocal reduzido no qual todo ideal primo
de altura positiva possui uma poténcia finitamente geratdoR é um anel Noetheriano.

No Capitulo 2 estudaremos a Questéo 0.1 para o caso de umidoneimdide sobre
um corpoK. Para tanto iniciamos o Capitulo 2 com definicOes e resodtgde se fazem
necessarios para o entendimento do artigo de Gilmer, HaetnReitman. Entao
apresentaremos, no Teorema 2.3, condi¢des para que a Q0&st#® caso de um
semigrupo comutativo cancelati®tenha uma resposta afirmativa contanto que tenhamos
entre as hipoteses qug, iS = ¢. Dado um semigrupo comutativo cancelatyo
denotaremos pdso mondideSU {0}. Estabeleceremos, na Proposicdo 2.1, a conexdo
entre estes dois aspectos da Questdo 0.1 (para semigrup@sanpis) e isto, entdo, nos
permitird concluir, no Teorema 2.5, quekséor um corpo e s® = K[X,S] for um anel
mondide sobré&, ondeSé um monodide cancelativg = S\ {0},N?, iS= @ eM é o ideal
maximal gerado po{xs /se S}, entdoM sera um ideal finitamente gerado se alguma
poténcia do ideal maxima/l for finitamente gerada. Se retirarmos a hip6tese de que
N2, IS = @, mostraremos, no exemplo 3.2, que entdo o ideal max¥fr@ddera ndo ser um
ideal finitamente gerado.

No capitulo 3 apresentamos, no Exemplo 3.2, o contra-exeogpistruido por Gilmer,
Heinzer e Roitman para a Questdo 0.1. Este exemplo nos méostrabém que as
hip6teses de alguns resultados deste trabalho ndo poderdesprezadas ou substituidas.

No apéndice desta dissertacao sdo apresentados os resufiacicionados no decorrer
do trabalho, cujas demonstracdes podem ser devidamereteEdas nas referéncias
citadas.

Esta dissertacao seguiu rigorosamente a numeracgao apiseo artigo de Gilmer,
Heinzer e Roitman, a saber envolvendo apenas numeros. ikgzdek e resultados que
foram adicionados, aparecem indexados com numeros e letras



Capitulo 1
Poténcias de Ideais

SejaRum anel d um ideal deR tal quel" € um ideal finitamente gerado para algum
inteiro positivon. O objetivo deste capitulo € determinar sob quais condicéest um
ideal finitamente gerado d&

Os Lemas 1.1 e 1.2, a seguir nos mostram qud@eum ideal de um andR tal quel”
€ um ideal finitamente gerado, para algum inteiro positiventdo existira um ideadlem
R, finitamente gerado, tal qukc | eJ™ = |I™ para qualquer inteirm > n.

Lema 11: Sejam Jc | ideais em um anel R tais que + J" para algum inteiro
positivo n Entdo " = I'J™ paratodom>ne0 <i <m.

Prova Inicialmente observe que, para toao> ne 0<i < m, comoJ < |, temos
Jm=JJm™ < [\J™ < |'I™ = |M Assim basta mostrar qu& = J™, para todan > nou,
equivalentemente, qué" = J™ para qualquer inteiro positivio Este resultado sera
provado por inducdo sobreSei = 0, entdo o resultado é valido por hipotese. Suponhamos
que a igualdade seja valida para k, isto é,I™* = J™k Observaremos agora que
I"=J"=JJ"! c JI™ c I = |, obtendo assim qué = JI™1. Deste modo,
|kl — kel = gtk = gk = ggnek = gkl fogo aigualdade é valida para
i = k+ 1. Entdo temos que" = J™, para qualquer inteirm > n. ComoJ™ < I'J™ < |™,
paratodo O< i < m, entdol™ = I'J™ o

Lema 12: Se | € um ideal de um anel R tal guedl finitamente gerado para algum
inteiro positivo n entéo existe um ideal finitamente geradaJd tal que I" = J".

Prova Sejal um ideal de um andR, tal quel” € um ideal finitamente gerado. Sejam
ai,...,ax € Rgeradores d&", isto é,I" = (ay,...,ax). Como cada; € |I" temos que cada
€ uma soma finita de parcelas, onde cada parcela & um proglnteleimentos dé. SejaB;
o ideal gerado por estes elementos. Em particalas, B'. Fixemos] = Z,!il B; e temos

entéo querk:l Bj = J < I. Mostraremos agora qué = J". ComoJ < | entdoJ" < I".

Por outro lado, sb € I", entaob = ria; + ... + rkax, onder; € R. Comog € B! < J"
para qualquer ¥ j < k, temos quéd € J". LogoI" < J" 0 que demonstra qué = J".o

Corolario 1.2.A: Sejam R um anel e | um ideal de R tal gpara algum inteiro
positivo n I" € um ideal finitamente gerad&ntdo I" é um ideal finitamente gerado para
todo inteiro positivo monde m> n.

Prova SejaJ um ideal finitamente geradd,< | tal queJ" = I". ComoJ é um ideal
finitamente gerado, ent@¥' € um ideal finitamente gerado para qualquer inteiro pasitiv
m. Sejam > n. Pelo Lema 1.1 temos qu®& = J™, portantol™ é um ideal finitamente
gerado para todo inteiro positivo > n.o

Convencionamos que sempre que os ideaidforem como os ideais citados no
Corolario 1.2.A, diremos qulee J possuem as mesmas poténcias altas.

Lema 1.3.A: Sejam M seja um ideal primo de um anel R e | um ideal de R tal que
™ = M™ para algum inteiro positivo nEntdo M= /1.



Prova ComoM™ = | entdo temos qug¢M™ = J/I™. Mas/M™ = /M e JI™ = JI
e, ainda, comd/ é ideal primo deR ent&o temos quel = VM = /I .o

Corolario 1.3.B: Seja M um ideal primo de um anel R e | um ideal de R tal qaeM
e I™m = M™ para algum inteiro positivo nSeja J um ideal de R tal qued Je I" = J"
para algum inteiro positivo hentdo J< M.

Prova Comol™ = M™eM é um ideal primo d® ent&o, pelo Lema 1.3.M = /1.
Comol" = J"entdoyI" = ,/J" e portanto/I = {J. Assim temos qu&l = /1 = /J.
LogoJ € Mo

Observacao 13: Fica entdo demonstrado que se existe um ideal primo M com a
propriedade de conter | e de possuir as mesmas poténciasa@dthentdo este € o maior
ideal com estas propriedadddesmo no caso de nao existir um ideal primo M com estas
propriedadesmostrase mas ndo o faremos aqujue existe um maior ideal J contendo |
tal que J possui as mesmas poténcias altas dallideal J chamase fecho de RatlfiRush
de I [H-L-S].

O Lema 1.4.A a seguir € um Lema auxiliar para a demonstracéemia 1.4.
Aproveitamos para lembrar que dados um homorfismB-d&dulos injetorf : M1 - M e
um homorfismo dé&r-modulos sobrejetay : M - M, a seqiéncia de-modulos e
R-homomorfismos:

0-> M; > M- M, - 0, éditauma sequéncia exata se e sO se tivermos
Im(f) = Ker(Q).

Lema 14.A: Sejam R um anel e;N= N, — ... € N, uma cadeia de Rnddulos tais
que% € um Rmodulo Noetheriano para qualquér< i <, entéo,';'—; € um Rmodulo
Noetheriano

Prova A prova sera feita por indugdo emSer = 2, o lema vale por hipotese.
Suponhamos que> 2 e que o lema valha para- 1, isto é queNNf—*l1 € umR- modulo

Noetheriano. Observamos entdo que, dadas a inclusdo cand N L‘—; e a projecao

candnicdl : 4~ » -, a sequiéncia d&-mddulos: 0- &2 - {- - &
-

N T N Ner 0 € exata.
Além disso-

é umR-médulo Noetheriano por hipétese de indugéage é um
R-mo&dulo Noetheriano por hipotese. Conclui-se entﬁo%ﬁué umR-moadulo Noetheriano
[A-M-6.3].0

Lema 14: Sejam R um angly, ...l ideais de R tais qu% € um anel Noetheriano
paratodol < j < k. Sejam Nc M R-modulos tais que N (H}(lej)M. Suponhamos que
todos os Rmodulog(I17,1;)M, onde0 < e < k, sejam finitamente geradggara e= 0,
convencionamoB 2, l; = R). Entdo qualquer Rnodulo K tal que N= K < M € um
R-md&dulo finitamente gerado

Prova SejaK um R-modulo tal queN € K € M. ComoN é R-madulo finitamente
gerado, para mostrar qieé R-mddulo finitamente gerado, basta mostrar @é

R-modulo finitamente gerado. Mostraremos dﬁree R-modulo Noetheriano, de onde
decorrera queﬁ— € R-modulo finitamente gerado. Para mostrar e%eé R-modulo

Noetheriano, consideremos a sequénci&aeddulos:
N=(I[,)Mc IfFI)Mc...c htM e M



Como(IT&11;)M é umR-médulo finitamente gerado por hipétese, entéo

He — (nlillIJ)M
(Hje:1|1'>M

porl, logoH. & um%-m()dulo finitamente gerado. Cono@ € um anel Noetheriano para
todo 1< e <k, entdoHe é um%-médulo NoetherianfA-M-6.5]. Como os submddulos
deHe vistos comdR-mddulos ou comq%-médulos Sao 0s mesmos, entdo, para todo
1 < e <k, He € umR-md&dulo Noetheriano. Pelo Lema 1.4.A concluimos éﬁaé um
R-mddulo Noetheriana.

€ umR-mddulo finitamente gerado. Além dissdremoduloH, € anulado

O resultado do Lema 1.4 sera muito utilizado no decorrer dsmtrabalho. Em
particular, serad necessario diretamente na demonstracbeatema 1.9.

Corolario 1.4.B: Sejam R um anel e | um ideal de R tal qeseja um anel
Noetheriano e'l seja um ideal finitamente gerado para algum inteiro positivEntaq
qualquer que seja o ideal fpara o qual exista um nimero natural m > n, tal que
I™m < J < I",J é um ideal finitamente gerado

Prova Sejaml; = 1o = ... = I;pn = |. SejamM = I"eN = |™. Temos as hipoteses do
Lema 1.4 satisfeitas, poi%} = & é anel Noetheriano @rf;1;)M = I™® éR-mddulo
finitamente gerado para todo<Oe < m- n. Entdo, pelo Lema 1.4, temos qglié um
R-modulo finitamente gerado.

Lema 1.5: Sejam | e J ideais de um anel R tais gfie = 1/J (em particular podemos
tomar J= J1). Entdo as duas condi¢bes seguintes sdo equivalentes

i) & é um anel Noetheriano e | é um ideal finitamente gerado

i) & € um anel Noetheriano e J é um ideal finitamente gerado

Prova Suponhamos qué& seja um anel Noetheriano e guseja um ideal finitamente

gerado. Com&® é um anel Noetherianog{ é um ideal def entéo temos que(lT— éum
ideal finitamente gerado. Com@ um ideal finitamente gerado entib também o €, logo
JJ também é um ideal finitamente gerado. Entdo para alguml, temos que

(J3)™ < J. Neste caso, obtemo§y/T )™ = (VI )™ < J < /I = JT. Logo, pelo
Coroléario 1.4.B, temos qu&é um ideal finitamente gerado, paj$ ¢ ideal finitamente

m R & i & - R . R
gerado (/T )" < J < JT. O anel & € um anel Noetheriano, po% B=e

R € um anel Noetheriano. Os ideais primosHe&o do tipot- ondeP é um ideal primo

deRtal queP 2 J, portantoP 2 /J e % é um ideal primo de%. Entéo% é um ideal

finitamente gerado. Comg@J é um ideal finitamente gerado, temos dué um ideal
finitamente gerado e portanf? € um ideal finitamente gerado e% Pelo Teorema de
Cohen[ K-Teorema § £ é um anel Noetheriano.

A outra implicacéo é analoga.

Corolario 1.6: Seja | um ideal de um anel Buponhamos qué& seja um anel

Noetheriano e que'lseja um ideal finitamente gerado para algurerl. Entdo | serd um
ideal finitamente gerado se e séﬁefor um anel Noetheriano

Prova Suponhamos queseja um ideal finitamente gerado e tomerdes|", entdo
temos/J = J/I" = J/T. Como=® é um anel Noetheriano, $éor um ideal finitamente



gerado entao, pelo Lema 1.%, sera um anel Noetheriano. E, reciprocamentq%s&mr

um anel Noetheriano, comé é um ideal finitamente gerado por hip6tese, entdo, pelo
Lema 1.5] serd um ideal finitamente gerado.

O Lema 1.7, a seguir, reduz a Questdo 0.2, dada na Introdag&aso em quieé um
ideal radical.

Lema 1.7: Seja | um ideal de um anel Buponhamos qué seja um anel Noetheriano
e que alguma poténcia de | seja um ideal finitamente gerBdtio/ | também satisfara
estas duas condi¢dadlais ainda | serd um ideal finitamente gerado se e sé/sefodum
ideal finitamente gerado

Prova Suponhamos qui¢ é um ideal finitamente gerado para algum inteiro positivo

n, c:omoTR € um anel Noetheriano, temos que existe um intietad que(‘/l_)I< c
[A-M-7.14], logo (IM¥ = (1" < ((ﬁ)k)n < I". Comol™ é um ideal finitamente
gerado elB € um anel Noetheriano entéo, pelo Corolario 1.4.B, temos(qﬂe) "¢ um

ideal finitamente gerado. Com% € um anel Noetherianogi € um ideal delB entao, por
[A-M-6.6], temos que% € um anel Noetheriano. Pelo Teorema de Isomorfismo

% ~ %, Iogo% € um anel Noetheriano. Portanfd é tal que% ¢ anel Noetheriano

e, para algum inteiro positiva, temos(‘/l_)n € um ideal finitamente gerado. Tomando
J = /I noLema 1.5, temos quesera um ideal finitamente gerado se e s¢/bdor um
ideal finitamente gerado.

O Lema 1.8, a sequir, reduz a Questao 0.1, apresentada oducdio, ao caso em que
M é o ideal maximal de um anel quasilocal. Para que nao exigiaidat sobre as
definicdes utilizadas neste trabalho, apresentamos agatefinicbes de anel quasilocal,
local e semiquasilocal.

Definicdo 18.A: Um anel R é dito quasilocal quando R possui apenas um ideal
maximal M

Definicdo 18.B: Um anel R é dito local quando R é Noetheriano e possui apenas um
ideal maximal M

Definicdo 18.C: Um anel R é dito semiquasilocal quando R possui um nameto fini
de ideais maximais

Lema 1.8: Seja R um anel e M um ideal maximal deSRponhamos que M seja o
radical de um ideal finitamente geradéntdo o ideal M de R ser4 finitamente gerado se e
s6 se o ideal MR de Ry for finitamente gerado

Prova SeM é um ideal finitamente gerado entiiiRy € um ideal finitamente gerado
por propriedades de localizacao.

Suponhamos quelRy seja um ideal finitamente gerado. Sejam ideal finitamente
gerado deRtal queM = /1. Teremos entdqIRy = /MRy = MR. Como,le—F“;M éum

anel Noetheriano, pois é um corpdVRy é um ideal finitamente gerado, pelo Lema 1.5
temos queg—“& é um anel Noetherianol®y é um ideal finitamente gerado. Cordé é o

;o . . ~ R _ R s . R - R_ 7
Gnico ideal maximal d&f, entdo(®) = (&), . Alémdisto(f) =~ 2= queéum
anel Noetheriano, log& é um anel Noetheriano, portanth é um ideal finitamente
gerado. Comd € um ideal finitamente gerado, entdo o ideal maximaleR é finitamente




geradaz

Os préximos dois Teoremas apresentam condicdes sufisipata que o idedldo anel
R, citado na Questédo 0.2 apresentada na Introducao, sejeeahfildtamente gerado.
Apresentamos agora a definicao de anel reduzido.

Definicdo 19.A: Um anel R é dito reduzido quando o Unico elemento nilpotente 4
o elemento zero

Teorema 19: Seja | um ideal de R tal qué € um anel Noetheriano e alguma poténcia

de | é um ideal finitamente gerad8e para todo & I, ¢ # 0tivermos cl+ 0 (o que vale
se R for um anel reduzidoe se/ | = VxR para algum xe R, entdo | ser4 um ideal
finitamente gerado

Prova Sejax € Rtal que/I = JXR. Existe um nimero naturaital quex™ e I.
Como/x"R = VxR = JI, trocandax porx™, podemos supor quee |. Sejan o menor
inteiro positivo tal qué" seja um ideal finitamente gerado. Vamos mostrarmgeel.
Comol" é um ideal finitamente geradd®& < /I = J/xR existe um inteiro positive tal
quel™ < xR logol"st = || < xRI < xl. Escolhendd = ns+ 1, temos qué' < xI.
Suponhamos que > 1. Temos entat™™2 = ['I"2 < xII"2 = xI™* < I". Como® é anel
Noetheriano &" € um ideal finitamente gerado entdo, pelo Corolario 1.B0s que
xI"1 é um ideal finitamente gerado & Sejamby, ...,bs € I tais que
XI"! = (xby,...,xbs). Sejal = (by,...,bs). Observemos qué < 1™ exJ = xI™L.
Mostraremos que , sendo> 1,xi = O paratoda € I,i # 0, de onde teremos que
"1 = J, concluindo assim quig~* é um ideal finitamente gerado & o que contrariaria a
minimalidade den. Portantan devera ser igual a 1 e teremos duserda um ideal
finitamente gerado.

Resta-nos, portanto, mostrar guie: 0, paratodo € I, i # 0, isto é, que
(0 :x)N1 = (0). Como(0 : x) < (0 : I™2), poisI*™2? < xI™1 < xR basta mostrarmos
que(0 : 1¥"2) N | = (0). Mostraremos qué0 : 1") N1 = (0) para toda > 1. E claro que
(0 : 1") < (0 : I"*Y). Suponhamos, por absurdo, gi@: I") N1 < (0 : 1) N | para
algumr > 1. Sejaa € | tal queal™! = (0) eal" = (0). Sejac < |I" tal queac # 0. Temos
assimacl < al'l = al™*! = (0). Logoac € | eacl = (0). Como por hipétese
O:DHnNIl=(0),entdotemos quac € (0 : )N 1 = (0), o que contraria o fato dec + 0.
Logo,(0 : I")YN1 = (0 : 1) N 1. Entdo(0 : I") NI = (0), qualquer que seja> 1, o que
finaliza a provaz

O Teorema 1.10, como veremos a seguir, pode ser consideraunuima
generalizacdo do Teorema 1.9. Apresentamos a definicaendé scia regular, ou
R-sequiéncia, que sera utilizada no Teorema 1.10. Obsengueasa definicdo a seguir
utilizamosZ(A) para denotar o conjunto dos divisores de zero d&kemmduloA.

Definicdo 110.A: Sejam R um anel e A ummRodula A seqliéncia ordenada de
elementos % ...,x, de R é dita uma seqliéncia regu(@u uma Rsequéncipem A se

a) (X1, ...,Xn)A = A,

b)x; ¢ Z(A) e,

c)paracadaie {2,...ny, xi ¢ Z(A/(X1,...,Xi-1)A), isto & x; € um nao divisor de zero
em A(Xl, ...,Xi_l)A.

O caso em que A R é de importancia especiddizemos simplesmente que a
sequéncia é uma sequéncia regular ou urmseBU€énciaEntao neste caso teremos que x

ndo é nem um invertivel nem um divisor de zero emiRagem de xem-2- n&o é nem

(X1)



um invertivel nem um divisor de zero no anéidR), a imagem de xem nao é nem
um invertivel nem um divisor de zero no anédr Xz), etc
Definicdo 110.B: Um elemento x de um anel R é dito regular se x ndo € um divisor de

zeroemR

R
(X1.X2)

Teorema 110: Seja | um ideal de um anel Buponhamos qué& seja um anel
Noetheriano e que alguma poténcia de | seja um ideal finitaengeradoEntéo | é
finitamente gerado em cada um dos seguintes casos

1) J/T = J(@3,x), onde J é um ideal de R finitamente gerado e x & um elementaregul
modJ.

2) V1 = J(X1,....X«) , onde X, ...,.Xx € uma sequéncia regular de elementos de R
(k> 1).

3) R é um anel reduzido ¢ # VxR para algum xe R.

Prova 1) Sejak = £ eJ = % O anelR/J é isomorfo aR//I . ComoR/I ¢ anel
Noetheriano e alguma poténcia ldé finitamente gerada, entdo pelo Lema R/[I € anel
Noetheriano e alguma poténcia gk é finitamente gerada. Além disdosera um ideal
finitamente gerado se e sé ge o for. Para mostrar quél é ideal finitamente gerado,
comoJ é ideal finitamente gerado, basta mostrar que o idedd R € finitamente gerado.
Vamos aplicar o Teorema 1.9 ao afietom o ideal3. Ja sabemos que/J =~ R//1 é um

anel Noetheriano. Sabemos também que alguma poténﬁ&deg— € um ideal
finitamente gerado, pois alguma poténciaydeé um ideal finitamente gerado. Além disso

3 é umideal radical, logg'S = 3 = % = @ = J(X+JR ex+J € R. Observamos
ainda que se € um elemento d8, existea € 1 tal quec = a+ J. Além dissocS = (0)

se e somente s&/l1 < J. Como/I = /(J,X) entdo sa/I < Jtemos quex € J. Como

X & um elemento regular médulpentédoa € J, portantoc = 0. Logo, senda@ + 0,c € 3,
entdocI + 0. Sendo assim , as hipoteses do Teorema 1.9 estédo satisfeibatantd@ e

um ideal finitamente gerado do angl

2) Este € um caso particular do item 1), basta tomakimegxs, ...,Xk-1) € teremos que
x« ¢ Z( &), ou sejaxi € um elemento regular mdentéo teremogT = /(J,xc) assim
pelo item anterior] € um ideal finitamente gerado.

3) SeR é um anel reduzido ent&néo possui elementos nilpotentes n&o nulos, logo
cl = (0), paratoda € I,c # 0. ComoTR € um anel Noetheriand € um ideal finitamente
gerado, para algum inteiro positivpe /I = /xR entdo, pelo Teorema 1.B¢ um ideal
finitamente gerada.

Observagao 111: O Teorema 1.10 e alguns outros resultados deste tipo poglem s
combinados com os Lemas 1.5 e 1.7 para que possamos obtes @dultados. E o caso
do Lema 1.12 a sequir, que € o resultado de uma combinac&@oceh&orema 1.10 e o
Lema 1.5.

Lema 1.12 Seja x um elemento regular em um anel R tal ey@; € um anel

NoetherianoSe alguma poténcia d¢ xRr um ideal finitamente geradentdo o anelX-
sera NoetheriancEm particulary/ xRé um ideal finitamente gerado

Prova Sejal = vxR. Pelo Teorema 1.10.2¢ um ideal finitamente gerado, pofs é
anel Noetheriano, alguma poténcialdefinitamente geradaxeé um elemento regular de



R SejaJ = xR Temos que/l = +/J, logo, pelo Lema 1.5% é anel Noetheriano, portanto
- é um anel Noetheriano .

As Observag0des a seguir nos mostram resultados imporsoties o Espectro Primo
de um aneR. Estes resultados serdo necessarios para as demonsttagdeoremas 1.17
e 1.20 e também da Proposicéao 1.18. Assim, vale a pena releenbopologia de Zariski.

SejaR um anel eX o conjunto de todos os ideais primosRlePara cada subconjunio
do anelR, utilizamosV(E) para representar o conjunto de todos os ideais primos pgopri
deR que conténk. E facil verificar que séo verdadeiras as seguintes afibesc

i) V(0) =XeV(1) =0

i) V(Uia Ei) = Nia V(Ei), onde(E)ic € uma familia qualquer de subconjuntosRie

i) V(i N l2) = V(1l2) = V(I1) U V(I2) para quaisqudn, |, ideais do aneR.

Assim os conjunto¥(E) satisfazem os axiomas para conjuntos fechados em um espaco
topologico. A topologia resultante € chamada de Topologidatiski e o espacgo
topologicoX é chamado de Espectro PrimoReue sera denotado pSpecRSalientamos
ainda as seguntes propriedades adicionais desta topologia

iv) Sel € o ideal gerado pdg, entdoV(E) = V(I) = V(J1).

v) Sel eJsdo ideais d® entdoV(l) < V(J) se e somente s@l > J/J.

Proposicdo 113 A: Seja R um anel tal que para qualquer ideal primo minimo P de R o
anel & é NoetherianoSe todo ideal primo minimo P de R for o radal de um ideal

finitamente geradoentdo todo ideal primo de R também sera o radical de um ideal
finitamente gerado

Prova SejaQ € SpecRSeQ é ideal primo minimo do an&, entdoQ = /1, ondel é
um ideal finitamente gerado. $endo é um primo minimo dB entéo existd® primo
minimo deR, digamosP = ,/(ay, ...,as) , tal queQ > P. Como% € um anel Noetheriano
entéo% € um ideal finitamente gerado, portai@e da formaQ = P + (X1, ...,Xn). Mas
entdoQ = /(as, ...,as,X1, ....Xn) . LOgo todo ideal primo d& é o radical de um ideal
finitamente gerada.

Definicdo 113.B: Um subconjunto fechado F € irredutivel em um espaco topuideg
e sO se F ndo pode ser escrito como unido de dois subconjwtioados propriassto €
se F= F; UF2,onde k e F, sdo fechadgentdo F= F; ou F = F».

Proposicéo 113.C: Seja P um ideal radical de,Rsto § P = /P . Entdo P € um ideal
primo se e somente s¢R) € um fechado irredutivel

Prova Suponhamos queé seja um ideal primo. Sejaim, | ; ideais tais que
V(P) = V(I1) U V(l2). ComoV(l1) UV(l2) = V(I1 N I2) e comoP sendo um ideal primo é
um elemento d&/(P) entdoP € V(11 N 12), logoP 2 1 N 2. ComoP é um ideal primo,
entdoP 2 1, 0uP 2 13, logoV(P) < V(I1) ouV(P) < V(I2). LogoV(P) = V(I1) ou
V(P) = V(l,), portantoV(P) € um fechado irredutivel.

SejaV(P) um fechado irredutivel & e % ideais deR tais queP = 2N B. Como
P2 2N B, temos qua/(P) < V(ZN B) = V(£) U V(B). ComoV(P) é fechado
irredutivel eV(P) = (V(Z) N V(P)) U (V(:B) N V(P)), temosV(P) = V() N V(P) ou
V(P) = V(B) N V(P), isto é,V(P) < V(£) ouV(P) < V(%). Portanto, com® € um ideal
radical,P 2 ZouP 2= B, logoP é um ideal prima



Definicdo 113.D: Dizemos que um espaco topoldgico X é Noetheriarn®b se{F /F é
subconjunto fechado de;$atisfizer a condicdo de cadeia degndentdccd), o que é
equivalente a toda subfamilia #&possuir um elemento minimo

Analisemos o que isto significa para o caso em Xjue SpecRpara algum aneR.

Teorema 113: As seguintes condi¢cdes sao equivalentes para um anel R

1) SpecR & Noetheriano

2) Cada ideal radical de R € o radical de um ideal finitamenteagier

3) Cada ideal primo de R é o radical de um ideal finitamente gerad

4) R satisfaz a condicao de cadeia ascendente em ideais pricaaadeal de R
possui apenas um namero finito de ideais primos minimos

Prova 1) implica 4). Comov(l) = V(J/1), dizer queSpecRe Noetheriano é
equivalente a dizer quéV(I) /| é ideal radical deR} satisfaz ccd. Por outro lado, ke J
sdo ideais radicais d& temos que < Jse e somente 3&1) 2 V(J), portantoSpecRe
Noetheriano se e somentedd | € ideal radical d&} satisfaz a condicéo de cadeia
ascendente (cca). Como todo ideal primd&um ideal radical, s8pecRe Noetheriano
entaoR satisfaz cca. para ideais primos.

Vamos mostrar agora que Xe= SpecRe Noetheriano entéo todo subconjunto fechado
emX é uma unido finita de subconjuntos fechados irredutiveigBSa familia dos
subconjuntos fechados dee F a subfamilia dé&c cujos elementos sé@o unides finitas de
fechados irredutiveis d¢. Queremos mostrar que= F. E claro queF < E. Suponhamos
entdo quée = F entdoE \ F # (). ComoX é Noetheriano entdd \ F possui um elemento
minimo, digamo®\. SeA fosse irredutivel entdA € F o que seria um absurdo. Asske
um fechado nédo irredutivel; entdo existemF, subconjuntos fechados tais que
A=FiUF,eF1 & AeF; ¢ A, logo, pela minimalidade d&, temos qud-1,F; € F,
assim, tantd-; quantoF, sao unides finitas de fechados irredutiveis, portanéouma
unido finita de fechados irredutiveis emo que é um absurdo. Portario= F, isto &, todo
subconjunto fechado eXé uma unido finita de fechados irredutiveis. Portanto, pela
Proposicéo 1.13.C, temos queks& um ideal ddR entdo existe um namero finito de ideais
primos minimos, digamaBy, ...,Py, tais queV(J) = V(Jj) = UL V(Pi) = V(NL, Pi).
ComoyI = Npevqy P, temosyd = Npevg) P = Npeviery P = /N1 Pi = N3 Pi, logo
JJ =N, P; eJpossui apenas um namero finito de primos minimos.

4) implica 1). Suponhamos por absurdo @mecR= X ndo seja Noetheriano. Seja
F1 2 F2 2 F3 2 ... uma cadeia decrescente de fechados d&o estacionaria. Sejam
Z1,...,Zn as componentes irredutiveis Bg. Como todo ideal primo dB possui apenas um
namero finito de ideais primos minimos por hipotese entéla Proposicdo 1.13.C, todo
fechado de&SpecRpossui apenas um namero finito de componentes irredutisese,

Fi1 =21 U...UZ,. Se para cadae {1,...,n} tivéssemos que a cadeia

(ZinF1) 2 (ZinF2) 2 (ZinF3) 2 ... fosse estacionaria, entdo existikiaal que, para
qualquerj > N, ZiNFj = Zi N Fy paratodd € {1,...,n}. Logo
Fi=FNFi=FNnULZ)=ULENF)=UL(ZNFn)=FvN(ULZ)=FvnF
Entdo a cadeia decrescente de fechadoX emria estacionaria, uma contradi¢cdo. Portanto,
existei € {1,...nytalqueacadeidi 2 Z NF, 2ZNF;2ZNFs2..ndoé
estacionéria. Sejg, := Zi, F; é irredutivel e entdo a cadeia decrescente de fechados

F, 2 F;NF2 2 F;NF3 2 ... ndo é estacionaria. Repetindo o argumento para o fechado
F, N F.e paraacadeif; N\F2 2 F; NF3 2 F; NF4 2 ..., verificamos que existe

alguma componente irredutivie, deF; N F tal que a cadeia de fechados

F, 2 F,N(F,NF3) 2 F,N (F; NF4) 2 ... 6 uma cadeia ndo estacionaria. Como

F, 2 F;NF, 2> F,temos qué; 2 F,, logoF; 2 F, 2 (F;NF,NF3) 2 ..., éuma



cadeia de fechados nédo estacionaria. Usando novamenteroeartp anterior podemos
encontraiF; uma componente irredutivel & N F, N F3 tal que
Fi2F,D2F;2(F.NF,NF3NF4) 2 F;NF,NF3NFs 2 ... é uma cadeia de
fechados néo estacionaria. Desta maneira podemos cogeéuexiste uma cadeia
decrescente de fechados irredutiveis que ndo é estaeo@amo, pela Proposi¢édo 1.13.C,
os fechados irredutiveis &pecRsdo osV(P) ondeP € um ideal primo d&® entdo temos
uma cadeia de ideais primBs < P, < ... ndo estacionaria, mas isto contradiz o faté&rde
satisfazer cca. para ideais primos.

2) implica 3). E direto, pois todo ideal primo & também um ideal radical d
Assim, se todo ideal radical d®é o radical de um ideal finitamente gerado, entdo todo
ideal primo deR é também o radical de um ideal finitamente gerado.

3) implica 2). Suponhamos por absurdo que exista um ideadalddal quel ndo seja o
radical de algum ideal finitamente gerado. Considessfamilia de tais ideais, ordenada
pela inclus&o. Seji’ uma subfamilia d€ totalmente ordenadale= Uy g’ |'. ComoF é
totalmente ordenadé.é um ideal radical d&. Além disso sd fosse o radical de algum
ideal finitamente gerad(b,, ...,bn) entdo teriamod: = ,/(by,...,b,) € assim para cada
i € {1,...,n} existirias; € N* tal queb® e T. Comol = U, _ | ent3o existirid tal que
b% e I', portantoo; € I = I', paratodd e {1,...n}. Logo
T=J(by,..by C JI— —|' < T, portantol " seria o radical de um ideal finitamente
gerado, o que contradiz o fato Hepertencer &. LogoT é ideal radical  néo é o radical
de um ideal finitamente gerado, portamte F. Além disso, por construcédo deéemos que
T 2 1, qualquer que seja € F', logoT é uma cota superior de. Assim, pelo Lema de
Zorn, F possui elemento maximo portantol ndo é um ideal primo pois, por hipotese, todo
ideal primo é radical de um ideal finitamente gerado. Segdm= R\ | tais queab € |I.
Assim,| ¢« (I :a) < J(I : a),logo /(I : @) ¢ F, portanto existeny,...,js € (I : a) tais
que/(I :a) = J/(1,...js) - Analogamente, combs (I,a) < J/(l,a), temos que
J(,a) ¢ F,logo existenxs,....xn € R, i1,...,in € | tais que
J@,a) = J(i1+X1a,...,in + Xsa) . Mostraremos que= /(i1,...,in,j18, ...,js@) O que
contradira o fato dépertencer &. Comoiy, ...,in,j1a,...,jsa € | el = /I temos que
J(1,inj1a,...,js@) < 1. Sejaz e I. Comol < /(1,a) = /(i1 +X1d,...,in + Xs@) €Xiste
n> 1tal quez" € (i1 + X1a,...,in + Xn@). Sejamuy, ...,un € Rtais que
Z" = U1(i1 + X18) + ...+ Up(in + Xp@) = (U1X1 + ...+ UpXp)a+ U1i1 + ...+ Unip. Seja
C = UiX1 + ...+ UpXp €d = Ugi1 + ...+ Unin, logo 2" = ca+ d. Como
ce(l:a) < J(1,...js) existemt € N*ec' € (ji,....js). Assim podemos escrever
(z"t = (ca+d)t = ctal+ ( ! )ctattd + ...+ () )cad™ + d'. Comocta' € (j1a,...,jsa)

e as outras parcelas pertencem ao idepk (i1, ...,in) entdoz™ € (j1a,...,jsa,i1,...,in).
Logoz e J(i1,..in,j13, ....jsd) , O que finaliza a prova de= /(i1,....in,j13, ...,jsd) , €
consequentementeg F. LogoF = @ e assim todo ideal radical d®é o radical de algum
ideal finitamente gerado.

1) implica 2). Suponhamos que exista um ideal radi£glie n&o seja o radical de um
ideal finitamente gerado. Sea € ¥, entdo,/(a1) & <. Sejaa; € Z\ /(a1), entdo
J@) ¢ J(@a,a2) ¢ 2 Sejaasz € Z\ J(a1,a2), entdo
J@) € J(@aLa) ¢ J(ai,az2,a3) & 2 Repetindo o argumento encontramos uma
cadeia crescente de ideais radicais que nao estaciong&pagpdhao € Noetheriano.
Portanto s&SpecRor Noetheriano todo ideal radical &€ o radical de um ideal
finitamente gerado.

2) implica 1). Como ja observamdSpecRe Noetheriano se e somente se toda cadeia
crescente de ideais radicais € estacionaria.lgeal, < I3 < ... uma cadeia crescente de




ideais radicais. Seja= U, li. ComoJ € um ideal radical, da hip6tese temos dueo
radical de algum ideal finitamente gera@, ...,an). Assim existd € N* tal que
J=J@i,...an) < JIt =i < J, logou, I; = J = | e a cadeia de ideais radicais é
estacionaria. Portan®pecRe Noetheriana.

Os Lemas a seguir sao aplicacdes importantes do TeoremdPeapassicOes anteriores.
Seus resultados tornardo mais simples as demonstracoésalesnas 1.17 e 1.20 e da
Proposicao 1.18.

Lema 1.14: Seja R um anel reduzido tal que para cada ideal primo minimaRed &
seja um anel Noetherian&uponhamos também que R possua apenas um namero finito de
ideais primos minimos ou queada ideal primo minimo seja o radical de um ideal
finitamente geraddoEntdo R € um anel Noetheriano

Prova A Proposigao 1.13.A e o Teorema 1.13 nos mostram que em cadastes
dois casoR possui apenas um numero finito de ideais primos minifmgs,.,P,. Como
Pii é um anel Noetheriano para tode {1,...,n}, eNn; P; = 0, concluimos que

R ~ R/'N; Pi € um anel Noetherian-3.16].0

Lema 115: Seja R um anel tal que para todo ideal primo minimo P o dhdd
Noetheriano e alguma poténcia de P é finitamente ger&ad&io o ideal N= ,/(0) é
nilpotente

Prova ComoP = /P", para todo ideal prim® deR e para todsm € N*, ent&o todo
primo minimo deR € o radical de um ideal finitamente gerado assim, pela Pigims
1.13.A e pelo Teorema 1.13, temos dRipossui apenas um numero finito de ideais primos
minimos. SejanPl, ...,Pk 0s ideais primos minimos deer1,...,r¢ inteiros positivos tais
queP’,...,P sdo ideais finitamente gerados Tomande ry » ...« Iy, temos que
1 ....PL séo flnltamente gerados. Corho= Nf, P; < P; paratodg € {1,...k} entdo
Nk = (m P)“C Pye...o Pce, portantgN<)" = (P e ...e P)". COMO(Py s ...+ Py)" é
um ideal finitamente gerado(®; « ...« Py)" < Nk, P;i = /(0) ent&o existe um inteirs
tal que(Py s ...« Px)™ = 0. LogoN*"s = 0 eN é um ideal nilpotente.

Lema 116: Sejam R um anel e x um elemento regular d8dponhamos que para
cada ideal primo P minimo de & anel% seja Noetheriano e que alguma poténcia de P

seja finitamente gerad&ntdo o ideal xR contém uma poténcia de seu radeal aneIX—F;
€ NoetherianoEm particular, /xR é um ideal finitamente gerado

Prova Em & os ideais primos minimog: s&o tais queixs ~ & é um anel

Noetheriano e( ) € um ideal finitamente gerado, Bé é ideal flnltamente gerado para
algum inteiro posmvcn Assim, pela Proposicao 1.13.A, todo ideal primdRie o radical
de um ideal finitamente gerado portanto, pelo Teorema (3 $ossui apenas um nimero

finito de ideais primos minimos, digam% P Logo [(0) =Nk, %. Pelo Lema
1.15, existe um inteirdtal que( LNt XR = 1/(O) (0), logo

(P1N...NPYt = /XR' < xR Temos assim que
(P1s...e POl (Pm NPY= JXR' < xR logo
(P1e...e PO* = JXR™ € XkR < Py« ...« P,. TomandoN = (P s ...« P)")* e



M = (Py e ...« Py)" temos que tant quantoN sdoR-mddulos finitamente gerados e
N=((Pre..eP)¥)" c SR < (Pye...o P)" = M. Por outro lado, para quaisquer
mg, My, ...,mk € N, pelo Corolario 1.2.A, os ideaR™ " s&o ideais finitamente gerados,
portantoPT™ « ...« P* « M = P« ..« PY¥" € umR-modulo finitamente gerado. Como
- é anel Noetheriano, temos que as hipéteses do Lema 1.4 isdeitst e que portanto

I
tkn . . .. . . . ;. . ~
vXR" é um ideal finitamente gerado. Os ideais primos minimos éd)raldumdo% séo

R

exatamente, ..., -P< portanto, comeR2® ~ R ¢ um anel Noetheriano(el)n é
SRR ! PISR P SR

um ideal finitamente gerado, para tode {1, ...k}, entdo pelo Lema 1.14% € um anel

Noetheriano. Sendle_—R um anel Noetheriano émek um ideal finitamente gerado entéo,

pelo Lema 1.12:% é anel Noetheriano e, em particul&R é um ideal finitamente
geradox

O Teorema a seguir, como ja foi mencionado no Capitulo 0, éomeina semelhante
ao Teorema de Cohen.

Teorema 117: Seja R um anel reduzidSuponhamos que cada ideal primo de R
possui uma poténcia que € finitamente gerdeiatdo R € um anel Noetheriano

Prova Como para todo ideal prim® de R temos quéP" é finitamente gerado para
algum inteiro positivan e, comoP = J/P", entdo todo ideal primo d& € o radical de um
ideal finitamente gerado. Assim, pelo Lema 1.14, é sufteiemostrar qu% € anel
Noetheriano para todo ideal primo minirRale R. Podemos entdo supor geet um
dominio tal que para qualquer ideal prifQexiste um inteiro positive tal queQ" é um
ideal finitamente gerado. Queremos provar Biieum dominio Noetheriano. Pelo
Teorema 1.13SpecRe Noetheriano. Suponhamos por absurdo que o dorRinéo seja
Noetheriano. Entéo o ideal prin@ = (0) € Ré tal que o doml'nie% nao € Noetheriano.
Consideremos agora a famikla= {Q € SpecR % nao € Noetheriajo Temos qué-

possui um elemento maximo, digam@s poisSpecRé Noetheriano. AssimQR—, € dominio
n&o Noetheriano e @' € SpecRé tal queQ & Q" entéoﬁ é um dominio n&o
Noetheriano. Seja& = ? gue é entdo um dominio ndo Noetheriano. SegaT, x + 0.

SejaP um ideal primo minimo déx). Observe quq} € um dominio Noetheriano. Pelo
Lema 1.16, o anef- é Noetheriano, pois € T € um elemento regular, e para todo primo
minimoP de (x), temos queg,—' € anel Noetheriano e alguma poténcigPdefinitamente
gerada. Portanto o dominioé tal queX—TT € um anel Noetheriano, qualquer que sef@T,

X # 0. LogoT é um dominio Noetheriano, o que contradiz o fatd'de g serum

dominio ndo Noetheriano. Log®é um anel Noetheriano.

O exemplo a seguir mostra que a hipotes®der um anel reduzido € essencial.

Exemplo 117.A: SejamK um corpo Xi, X2, X3, ... indeterminadas sobke
S=K[X1,Xz,..]eM = (X1,Xz,...). SejaR = Su/M2Sy. E facil ver queR é um anel
quasilocal com um Unico ideal prin= MSy/M?Sy. Além dissoP? = (0), portantoP? é
um ideal finitamente gerado entretaméao € um ideal finitamente gerado.

Proposicdo 118 Seja R um anel



i) Se cada ideal primo de R possui uma poténcia que é finitangenaela entéo%

é um anel Noetheriano e o ided{0) é nilpotente

i) Se% € Noetherianpentdo as condi¢des a seguir sdo equivalentes

(1) R é Noetheriano
(2) cada ideal primo minimo de R é finitamente gerado
(3) J/(0) é finitamente gerado

(4) J(0) é nilpotente e o Rnddulo gz é finitamente gerado

Prova
i) SejaR um anel tal que para todo ideal prirRade R temos quéP" é um ideal
finitamente gerado, para algum inteiro positvdComoP 2 ,/(0) qualquer que sejR

ideal primo deR, entdo—2— é um anel reduzido tal que todo ideal primo oSsui
p Gl q p ﬁ% p

uma poténcia que € um ideal finitamente gerado. Assim, peto€ima 1.17, temos que

, . P . . . ~ RJ(O0) .
—B_ é anel Noetheriano. Além disso, Bdor um ideal primo de&R entéo} =~ RO é um
JO) P/J/(0)

anel Noetheriano portanto, pelo Lema 1.J%)) é um ideal nilpotente.
i) SeR é um anel Noetheriano entéo 2, 3 e 4 séo validas. Mostrareneysigpondo

% um anel Noetheriano, entdo as condicdes 2, 3 e 4, isoladanepiicam quer €

anel Noetheriano.
Suponhamos que vale (2). S€Jaim ideal primo deR, e sejaP, um ideal primo
minimo deRtal quePy < P. Comol0 é anel Noetheriano, o ang}- também é

J©)
- - R R/m - P Ve . - - ~
Noetheriano, poiss - =~ Pk Assim - € um ideal finitamente gerado entéo, comp
0

€ um ideal finitamente geradB,é um ideal finitamente gerado. Entdo como todos os ideais
primos deR séo finitamente gerados, pelo Teorema de Cohen, temadR guen anel
Noetheriano.

Suponhamos que vale (3). Podemos usar o Teorema de Cohanardgeapois

qualquer ideal primo dR é tal que,/(0) < P. Como% € um anel Noetheriano, entéo

gualquer que sejg ideal primo deR temos que% € um ideal finitamente gerado de

%. Como,/(0) é ideal finitamente gerado ent®e@& um ideal finitamente gerado

gualquer que sejg ideal primo deR entéo, pelo Teorema de Coh&e um anel
Noetheriano.

Suponhamos que vale (4). Sejain= ,/(0) enum ndmero natural tal que" = (0).
Como% € umR-maodulo finitamente gerado, sejam, ...,ns € N tais que
Ny +N?,...,ns + N? geram% comoR-médulo. Sejd = (ny,...,ns). Temos assim quieé
um ideal finitamente gerado contido e N = | + N2 = | + (1 + N2)® = | + N4 = ...
ComoN & nilpotente, temos que = |, portantoN € finitamente gerado entéo, pelo item
(3), temos quéR é anel Noetheriano.

Corolario 1.19: Seja | um ideal de um anel R tal qde é um anel Noetheriano e que
para algum inteiro positivo n tenhamos guedl um ideal finitamente gerad&ntéo | sera
um ideal finitamente gerado se e s6 se cada ideal primo mideridor um ideal
finitamente gerado



Prova ComoTR € um anel Noetheriano e existe um inteiro positimal quel™ é um
ideal finitamente gerado temos, pelo Corolario 1.6, queealidsera finitamente gerado se
. = R « T RN R RI «
e somente sé‘;— for um anel Noetheriano. Con@ em- s €5 e =S T e

um anel Noetheriano, poi$ € um anel Noetheriano, pela Proposicéo 1.18, temos que o
anellﬁn sera um anel Noetheriano se e somente se os ideais primmamaidélﬂn forem
ideais finitamente gerados. Os ideais primos minimo@dsﬁo do tipolﬂn ondeP é um
primo minimo do ideal. Comol" é um ideal finitamente geradé’; sera um ideal

finitamente gerado se e somentePskr um ideal finitamente gerado. Log@ um ideal
finitamente gerado se e somente se cada primo mininh@ den ideal finitamente gerado.

Teorema 120: Seja R um anel reduzido semiquasilo&# cada ideal primo de R de
altura positiva possui uma poténcia que é finitamente geeatdo R € anel Noetheriano

Prova SejaP um ideal primo minimo d& Como em% todo ideal primo possui uma
poténcia que é finitamente gerada entéo, pelo Teorema-}.E4ym anel Noetheriano.
Portanto, pelo Lema 1.14, &possuir apenas um numero finito de ideais primos minimos,
R sera um anel Noetheriano. Basta assim provamRjpessui apenas um numero finito de
ideais primos minimos. Conf®é um anel que possui somente um numero finito de ideais
maximais, basta mostrar que cada um deles contém apenagnenaiinito de ideais
primos minimos d&, isto é, que para cada ideal maxinvide R, Ry possui apenas um
namero finito de ideais primos minimos. Mostremos Bweé um anel reduzido. Seja
X% € Ry, um elemento nilpotente. Sejee N* tal que(%)" = 0. Decorre dai que existe
t € R\ Mtal quetx" = 0, consequentemente)” = 0. ComoR € um anel reduzido,
tx = 0,logo% = 0 eRwm € anel reduzido. Como cada ideal primoRlde altura positiva
possui uma poténcia que é finitamente gerada, o mesmo va®&paTrocandaRy por R,
podemos entdo supor gieé um anel quasilocal, reduzido, tal que todo ideal primo de
altura positiva possui uma poténcia que é um ideal finitaengarado.

Se dimR = 0 entdoR € um corpo e portantB € um anel Noetheriano.

Suponhamos entéo que ditv> 0. Como para o ideal maxim® existe um inteiro
positivon tal queM" € um ideal finitamente gerado, entdo exist@m...,my € M \ {0}
tais queM" = (mqy,...,my). Mostremos qué0 : m;) é um ideal radical, qualquer que seja
i € {1,...k. Sejax € /(0 : m;). Sejar = min{n € N* / x"m; = 0}. Logo para qualquer
ideal primoP deR, temosx'm; € P, logox € Poum; € P, daixm e P, logo
xm € J(0) = (0),daix € (0 : m;).Logo (0 :mj) =(0:m)e(0:m)éumideal
radical. Além dissm¥; (0 : m;) = (0), pois, sex € NK; (0 : m;), entdoxm = 0 qualquer
que seja € {1,...k}, logoxM" = 0. Por outro lado, comB é anel reduzido de dimensé&o
positiva,M" = 0 exM" = 0 entdax ndo é invertivel, logax € M. Entdox™! = 0, logo,
comoR é anel reduzidox = 0.

Temos ainda que a imagem aegno anel (O:I?ni) € um elemento regular para todo
i € {1,...k}, pois sea € Ré tal queam < (0 : m)) entdoan¥ = 0 logo(am)? = 0,
portantoam € nilpotente e, comB € um anel reduzidam = 0, logoa € (0 : m;).

Como (0 =Nk, (0 : m;), para mostrar quB possui apenas um nimero finito de ideais
primos minimos é suficiente mostrar que para dada(1, ...k} o ideal(0 : m;) possui
apenas um numero finito de ideais primos minimos. C@nom;) € um ideal radical,

(O:ani) € um anel reduzido. Portan% € um anel quasilocal, reduzido, tal que todo ideal
primo de altura positiva possui uma poténcia que é finitaengarada. Além disse(D:RTi)
possui um elemento regular,= m;. TrocanddR por (O:ani) , podemos supor guR contém
um elemento regulat. SejaP um ideal primo minimo d&. Comox é regular, por




[K-Teorema 84], alt(P) > 0, logo alguma poténcia deé finitamente gerada, assim pelo
Teorema 1.17, 0 aneJJf_—R é Noetheriano. Sende/f_? anel Noetheriano, para todo ideal

R//XR
P/J/XR

primo P deRtal quex € P, temos% o~ € um anel Noetheriano, logo pelo Lema

1.16,-% é um anel Noetheriano.

SejaQ um ideal primo deR. Sex € Q entdo comoX: é anel Noetherianof—R € um
ideal finitamente gerado e portar@pé ideal finitamente gerado. Sez Q comoX—F; € anel
Noetheriano, entdo o ide@ + xR é finitamente gerado. Sejaxy, ...,Xs € Q tais que
Q+XR= (X1,....Xs,X). Sejal = (X1, ...,Xs). E claro queQ = | + xR 2 | + xQ. Por outro
lado, comadQ + xR = | + xR dadoa € Q, existemi € | er € Rtais quea = i + xr, logo
Xr=a-ie Qe,comox ez Q, entdor € Q, logoQ < I + xQ. AssimQ = | + xQ.

SejaR = R eQ— —{q+f/qu—I+xQ} Temos assim que spe Q,

entdo eX|stem cleq e Qtals queq = i +xq entdog + /1 = (X + J_)(q +J1).
Repetindo o mesmo argumento, agora wara Q, temos que existg' e Qtal que
g+ VI = x+JDx+JI)(Q" + J_) = (x+ vT)2(q" + ¥T). Desta maneira temos
q+Jl €N, <(x+ Jn > Logo— C N1 X"R. Sejag um ideal primo dé&Requm

ideal primo deRtal queq 2 | e = 0. Logo— =g s portanto— € um anel

quasilocal, reduzido tal que todo ideal primo possui umarpma finitamente gerada.
Logo, pelo Teorema 1. 1/3 € um anel Noetherlano portanto

Niet ((X+q) ) = N1 (X+q)” R_0-= T 1 por[ K-Teorema 77. Dainy; X'R c 4.
ComoQg é um |deaI primo minimo qualquer do anel reduzZRlentédo
N, X"Rc J(©O) = (D). Como% c N%, X"R = (0), entdoQ = /I, ondel € um ideal

finitamente gerado. Portanto dado um ideal prignde R, sex € Q entdoQ é um ideal
finitamente gerado, se ¢ Q entdoQ é o radical de um ideal finitamente gerado. Logo
todo ideal primdQ deR é radical de um ideal finitamente gerado. Assim, pelo Tearem
1.13,R possui apenas um numero finito de ideais primos minimosea@qmpleta a
demonstracao.

Corolario 1.21: Se(R,M) € um anel reduzido quasilocal de dimensaq tahque
alguma poténcia de M é finitamente geradatdo R é um anel Noetheriano

Prova Como dinR = 1 > 0 e o ideal maximaM possui uma poténcia que &
finitamente gerada B é um anel quasilocal reduzido, pelo Teorema 1.20 temo&keguem
anel Noetheriana.

Corolario 1.22 Seja R um dominio inteiramente fechado quasilocal de diatens) e
M seu ideal maximalSe alguma poténcia de M é finitamente geraat#do R € um
dominio de valorizacao discreta de podto

Prova ComoR é um dominio inteiramente fechado, quasilocal comRiknl > O tal
gueM" é finitamente gerado para algum inteiro positiventdo, pelo Teorema 1.2R,é
um anel Noetheriano. Assim p@K-Teorema 9@ temos queR € um dominio de

valorizagao discreta e dit= 1.0

Daremos agora algumas definicdes importantes que seldadgis no nosso trabalho,
entre elas, a definicdo de ideal divisorial que sera utlbzaas demons- tracdes do Lema
1.23 e do Teorema 1.24.



Definicdo 123.A: Sejam R um dominio e K o corpo de fragdes d&iR Rsubmaodulo
M de K é um ideal fracionério de R se x# R para algum x* O em R

Definicdo 123.B: Sejam R um dominj& o corpo de fracdes de R e | um ideal
fracionario de RDefinimos(R : 1) = {x € K/ xl < R}.

Definicdo 123.C: Um ideal fracionario | de um dominio R € um ideal divisorialesgd
selétalquel= (R: (R: I)).

Definicdo 123.D: Um ideal fracionario | de um dominio R € um ideal invertivebs®
se existir um ideal fracionario J tal que B R. Neste casal = (R : I).

Lema 1.23: Suponhamos que M seja um ideal maximal de um dominio inteiram
fechado RSe M' € um ideal finitamente gerado para algum inteiro positivoM é um
ideal divisorial entdo M é um ideal invertivel e portanto finitamente gerado

Prova SeM" = (0) entdo,R sendo um dominio, teriamd4 = (0), portantoM seria
um ideal finitamente gerado. Suponhanws + (0). E claro queR < (M" : M™). Vamos
mostrar qugM" : M") < R Sejas € (M" : M™). Temos entdo quel” € um
R[ 2 ]-médulo.M" é R-médulo finitamente gerado e para qualguer R[ 2 ], x + 0,
temosxM" = 0 entdoM" é R[ 2 ]-modulo fiel logo, pofA-M-5.1], £ é inteiro sobreR
SendoRinteiramente fechado, temgs € R. Logo (M" : M") < R, portanto
(M" : M") = R Decorre dai quéM : M) = R, pois dado € R, é claro qu € (M : M)
e, sex € (M : M) entdoxM < M. LogoxM? = xMM < M?, utilizando este argumento
temos quexM" < M", portantox € (M" : M") = R. ComoM € um ideal divisorial entdo
Ra2M=R:(R:M)),logole (R: (R: M)),dai(R: M) 22 R Isto implica que
(R: M)M & M, pois, caso contrario, dadoe (R : M) teriamosxM < M, isto €,
xe (M: M) =RoqueimplicariagR : M) < R, contradizenddR : M) # R. Assim
(R: M)M « MeentdaR : M)M = Ro que significa qué é invertivel, portanto
finitamente geradpK-Teorema 58 .0

O Teorema 1.24, a seguir, € uma resposta afirmativa parast@u@ 1 em alguns
casos particulares.

Teorema 124: Seja R um anel e seja M um ideal maximal d&Rpe nhamos que
alguma poténcia de M seja um ideal finitamente gerd&itdo M é um ideal finitamente
gerado em cada um dos seguintes casos

1) M é um ideal primo minimo de um ideal principal e éM(0) para cada ce M,
c+0,

2) M é um ideal primo minimo de um ideakXR, onde J é um ideal finitamente
gerado de R e x é um elemento regutawd],

3) M € um ideal primo minimo de um ideal gerado por uma seqiéegalar nao
vazia de elementos em R

4) R é um anel reduzidg & € um ideal primo minimo de um ideal principal ou
alt(M) < 1,

5) R é um dominio de integridadi! ndo é divisorial @M € um ideal primo minimo de
um ideal2-gerado ou alfM) < 2,

6) R € um dominio inteiramente fechadma M é um ideal primo minimo de um ideal
2-geradq ou al(M) < 2.

Prova ComoM = J/M" entdoM é o radical de um ideal finitamente gerado, logo, pelo
Lema 1.8 M sera um ideal d®& finitamente gerado se e sé 8RRy for um ideal deRy,



finitamente gerado. Assim podemos supor que, nos primguaso casos, 0 anBé
quasilocal eV € o seu ideal maximal " € um ideal finitamente gerado para algum
inteiro positivon.

1) Como o ideal maxima\l € um ideal primo minimo de um ideal principal), entao
JM = [(x).Além dissocM = (0) para qualquer elemento ndo ngleé M assim, pelo
Teorema 1.9M € um ideal finitamente gerado.

2) ComoJ/M = ,/(J,x) ondeJ é um ideal finitamente geradaxe um elemento
regular mod entdo, pelo Teorema 1.10(1), temos &ié um ideal finitamente gerado.

3) ComoyM = J(X1,...,.Xk) ondexy,...,Xk € uma seqiiéncia regular de elementofRem
entdo, pelo Teorema 1.10.(2),€ um ideal finitamente gerado.

4) SeM for um ideal primo minimo de um ideal principal entdo, pedmit(1),M sera
finitamente gerado. Sat(M) = 0 entdoR é um corpo. Salt(M) = 1 entéo, pelo
Corolario 1.21R € um anel Noetheriano. Em ambos os cadasum ideal finitamente
gerado.

5) Suponhamos primeiramente gdeseja um ideal primo minimo de um ideal
2-gerado, digamog, y). ComoM néo e divisorial entdM ¢ (R: (R: M)) < R, logo
(R: (R: M)) =R Assimexistea € Rtalquea ¢ Mea(R: M) < R Vamos mostrar
gue o idea% satisfaz a condig&o (1) deste TeoremabSeM é tal que(b + xR) % = 0

entdobM < xRassim2M c Re % € (R: M). Daia} € R logoab € xR Comoa é
invertivel, entdd € xR logob + xR = 0. Entéo(""T), gue é um ideal primo minimo do

ideal principal(y) = (y+ (X)), é tal que para todb e % b=+0, temosB(MT) + (0). Logo,
pelo item (1) deste Teorema, temos G&eé um ideal finitamente gerado. Portaivicé

um ideal finitamente gerado. Suponhamos agoraatfgl!) < 2, pelo item (4), podemos
supor queM nao é um ideal primo minimo de um ideal principal. Portantdasio

O+xeM, entéoalt(i) — 1 e entdo 0 anel— é Noetheriano, pelo Corolario 1.21.
SR SR

Comoalt(%) = 1, MRy € um ideal primo minimo déy + /XxRw ) para algum
y € MRu \ /XRy € comoMRy 2 (y, JXRuy ) 2 (Y,X) entdoM é um ideal primo minimo
de(x,y) que é um ideal 2-gerado, recaimos entéo na primeira parteamfmtemos quil
€ um ideal finitamente gerado.

6) SeM é um ideal divisorial entdo, pelo Lema 1.23, temos bu& um ideal
finitamente gerado. S& ndo € um ideal divisorial entéo, pelo item (5) deste Teorema,
temos queM é um ideal finitamente gerado.

Corolario 1.25: Seja R um anel e seja M um ideal maximal dSRalguma poténcia
de M for um ideal finitamente gerado e para algum ideal | de R e algum« R, o ideal
M for um ideal primo minimo de# xR entao% serd um Rmadulo finitamente gerado

n
Prova Temos quej"_—I é ideal maximal deJR—T e, para algum inteiro positivia, (%)

é um ideal finitamente gerado. $&= /I o resultado é trivial. Se néo, seja M \ JI,

entéoc% + (0), pois , caso contrarit? = 0 o que implicaria que € /1. Como% é

um ideal primo minimo do idegKk) em%, pelo Teorema 1.24.(1), temos q{% é um
%- modulo finitamente gerado. Como um conjunto que g%racomo um%- modulo

também geraD"—l_ como umR-mddulo temos queD"T— € umR-modulo finitamente gerado.

Para finalizar o Capitulo 1, apresentamos um apanhadodmsaesultados obtidos até



agora, com relagéo as Questdes 0.1 e 0.2.

Questad).1: SejanR um dominio,M um ideal maximal d&® e n um inteiro positivo tal
gueM" é um ideal finitamente gerado & O idealM serd um ideal finitamente gerado se
alguma das condicfes abaixo for satisfeita.

a) SeM for o radical de um ideal finitamente gerado e se o idéRl, for um ideal
finitamente gerado do anBly (Lema 1.8),

b) Se(R,M) for um anel reduzido quasilocal de dimens&o um (Corolaga)].

c) SeR for um dominio inteiramente fechado eMdor um ideal divisorial (Lema
1.23),

d.1) SeM for um ideal primo minimo de um ideal principal e se para todo0, c € M
tivermoscM = (0),

d.2) SeM for um ideal primo minimo dé+ xR, ondel é um ideal finitamente gerado
deRex é um elemento regular mod

d.3) SeM for um ideal primo minimo de um ideal gerado por uma sequé&egialar
nao vazia de elementos drn

d.4) SeR for um anel reduzido e, oM € um ideal primo minimo de um ideal principal
oualt(M) < 1,

d.5) SeM néo for um ideal divisorial e, oM € um ideal primo minimo de um ideal
2-gerado owalt(M) < 2,

d.6) SeR for um dominio inteiramente fechado e, e um ideal primo minimo de um
ideal 2-gerado oalt(M) < 2 (Teorema 1.24).

Voltamos a lembrar que a Questéo 0.1, tal como se apresehtaoducao, possui uma
resposta negativa. Um exemplo para este caso foi apreseartdekemplo 1.17.A.

Questad).2: SejamrRum anel d um ideal deRtal queTR € um anel Noetheriano e,
para algum inteiro positiva o ideall" € finitamente gerado. Entdsera um ideal
finitamente gerado se alguma das seguintes condi¢destisfesia:

a) O anellﬂn for Noetheriano (Corolario 1.6),

b) O ideal/I for finitamente gerado (Lema 1.7),

c) Se para qualquere |, ¢ # 0 tivermoscl # 0 e /I = /xR para algunx € R
(Teorema 1.9),

d.1) SeJ/I = J(J,x), onded é um ideal finitamente gerado &ee x é um elemento
regular mod,

d.2) SeJ/l = J(X1,....Xk) , ondexy, ...,.Xx &€ uma sequéncia regular de elementosReen
k>1,

d.3) SeR for um anel reduzido §1 = VxR para algunx € R (Teorema 1.10),

e) Se cada ideal primo minimo d¢léor finitamente gerado (Coroléario 1.19).

Apresentamos agora os resultados mais gerais que forammdeaaos durante este
Capitulo:

a) SeR for um anel reduzido e se todo ideal primoRIpossuir uma poténcia
finitamente gerada, entdo o afsera Noetheriano (Teorema 1.17),

b) SeR for um anel reduzido semiquasilocal e se qualquer idealgdenaltura positiva
possuir uma poténcia finitamente gerada, entdo oRBeta Noetheriano (Teorema 1.20).

Capitulo 2
Semigrupos e Anéis Monoides

O objetivo deste Capitulo é estudar a Questao 0.1 em um ¢omeis especifico.
Observamos primeiramente que dado um cdpo conjuntoK[X], cujos elementos sé&o do



tipo Zi”:O kiX', define uma estrutura de anel de polindmios pois seus eigosa0

nameros naturais. Portanto podemos concluir que as pdagiés do conjunto de
expoentes € de extrema importancia na definicdo da estikifit. Poderemos observar,
no decorrer deste Capitulo, que o conjunto dos nimerosaigtg encaixara na definicao
de monodide comutativo cancelativo livre de torcéo. NestitGm, vamos consider&@um
mondide comutativo cancelativo e livre de tor¢Ros K[X, S = {ZSGA ksXS/ Aéum

subconjunto finito d&, ks € K} um dominio mondide sobre um corgce M um ideal
maximal gerado pofXs/s € S}, ondeSé o semigrupo obtido retirando-se o elemento
neutro do monoid&. Assim, neste novo contexto, teremos a Questao 0.1 reedarit
seguinte maneira: "Send®= K[X,S] um dominio mondide sobre um corfoe M um
ideal maximal deR, se para algum inteiro positivotivermos queM"” € um ideal deR
finitamente gerado, sob quais condi¢cdes teremodwsera um ideal d& finitamente
gerado?”

Para que possamos responder a esta questao neste contextspraifico, vamos
apresentar as definices e resultados que serdo necegsrA@Ue possamos alcancar
Nosso objetivo.

Definicdo 2A: Sejam C um conjunto ndo vazio e uma operacao binaria
x . Cx C — C. Sex for uma operacao associatiyantdo dizemos qu&, x) € um
semigrupo

Definicdo 2B: Sejam M um conjunto ndo vazio e uma operagao binaria
x . MxM - M. Se(M, x) for um semigrupo que possui um elemento ne@ntdo(M, x)
sera dito um monoide

Convencionamos gue todos 0s semigrupos neste capitutbgmrdiderados
comutativos e portanto serdo escritos na notacao adi®/&f@ um semigrupo
comutativo, denotaremos p8io monoideSU {0} obtido adicionando o elemento neutro a
S

Definicdo 2C: Seja S um semigrugoonoidé e J um subconjunto ndo vazio de S
Dizemos que J é um ideal do semigrpmndidé S se e sé se para quaisquet jJ e
se S= SuU {0}, tivermos j+ s € J.

O ideal J sera um ideal principal se e s6 se existic d tal que J= {(a+s)/se S}.
Tal ideal sera denotado pdg).

Observamos quyelado um conjunto qualquer & S temos qU&Jaea (@) é um ideal
pois se xe Ua,ea (aj)entao x=a; + s para algum ae A assimx-s = aj +S+$S € (a).
Este ideal € dito ideal gerado por A e é denotado {#oyx.

O ideal J serda um ideal finitamente gerado se e s6 se existsubnonjunto finito
A c Jtal que J= (A).

Para um semigrupo aditiv®e um inteiro positivan, vamos utilizamSpara denotar o
subconjunto dé& constituido de todas as somgst S + ... + Sy onde cad&; € S para
todoi € {1,...m}. E facil ver quemSé um ideal de&Se € também um semigrupo.

Definicdo 2D: Seja S um semigrugaondidg e A< S Dizemos que A gera S como
um semigrupgmonoide se todo elemento de S pode ser escrito como uma soma finita de
elementos de ADizemos que S é finitamente gerado como semigfoqamoidé se existir
um subconjunto finito A de S tal que A gera S como semi¢upadids.

Observamos que geé um conjunto de geradores d8como um semigrupo entao
geranScomo um ideal do semigruf®

Para um semigrupSe um corpdK, denotaremok[ X,S] = {ZSEA ksXS/ A é um

subconjunto finito d&Seks € K para todcs € A}. Definimos nesta estrutura a igualdade
entre dois elementos da seguinte maneira: dadps, < Ssubconjuntos finitos e
fX) = 2n, kX, 9(X) = 20, AsX° € K[X,S], ondeks, gs € K dizemos que

f(X) = g(X) se e s0 sd) para todcs € A; N A2 temos queks = (s, ii) para todo



s e A1 \ Az temos queks = 0 e, i) para todas € A, \ A; temos quels = 0. Desta
maneira dado um element(X) = ZSGA ksX® e dado um subconjun® < Stal queA < B
definimosfa(X) = X, keX® ondeks = ks ses € Aeks = 0 ses € B\ A, obtemos

f(X) = fe(X).

Colocaremos eri[ X,S] uma estrutura de anel, definindo a adicéo e a multiplicacéo
de maneira semelhante a do anel de polindbmios a uma var&ejamf(X) = ZseAl ksXS e
gxX) = Z%AZ gs XS elementos d&[X,S]. Considerand® = A; U A, teremos
f(X) = fa(X) = >z KsXseg(X) = ge(X) = X _, X Define-se entéo
fX) +9(X) = 305 (Ks+8s ) X* €,ksX® e kX = (ks .k, )Xst estendendo a definigéo
de multiplicacdo de modo a manter a distributividade. C&oontém o elemento neutro 0,
temos que X° é o elemento neutro para a multiplicacdo. O elemekfoélo elemento
neutro para a adicdo. Chamaremos a estruf{faX,S],+,+) de anel mondide d8sobre
o corpoK. SeSfor um mondide totalmente ordenado entdo géxa € K[X,S] \ {0},
define-se o grau dgX) como sendo maxa, Ss. DadosR um anel comutativoC um grupo
abeliano €sum semigrupo, definimos de maneira analoga as estruiRgs.C], +, )
como sendo o anel de grupo @esobre o aneR e (R[X, S],+,+) como sendo o anel de
semigrupo dé&sobre o aneR. Observamos qui[X, C] serd um anel com unidade se e so
se 1€ Re, ainda, que o an&{[X,S] serd um anel com unidade se e s6 seReOe S

Definicdo 2E: Dizemos que S € um semigrupo cancelativo se e s6 se ddigjos=aS
tais que a+ b = a+ c entdo b= c.

Definicdo 2F: Dizemos que S € um semigrupo livre de torcédo se e sO se dadesX
€ um inteiro positivo nse nx= ny entao x=y.

Pretendemos provar que Séor um semigrupo cancelativo ent&podera ser imerso
em um grupo abelian@. Se, além diss&for livre de tor¢cdo entd@ sera um grupo
abeliano livre de tor¢do. Para tanto vamos definiBem Sx Sa relacéo de equivaléncia
dada por{ai,b1) ~ (az,b2) se e s6 sa; + b, = a; + by, onde(a;,bi) € Be para
i € {1,2}. Mostraremos que é uma relacdo de equivaléncia &n

i) ~ é reflexiva, pois dad¢@ai,b1) € Btemos que; + by = a; + bs logo
(a1,b1) ~ (a1,b1).ii) ~ € simétrica, pois dadasu,b1), (az,b2) € Btais que
(a1,b1) ~ (az2,b2) entdoa; + b, = ax + b1, que € equivalente a dizer que
az + by = a1 + bz que, pela definigdo de, significa queaz, b2) ~ (ai,br). iii) ~é
transitiva, pois dado&i,b1), (az,b2), (as,bz) € Btais que(as,bi) ~ (az,b2) e
(a2,b2) ~ (as,bs) temos quea; + b, = az + by eaz + bz = az + b,. Somando as
igualdades, obtemdg; + b») + (a2 + b3) = (a2 + by) + (az + b). ComoSé associativo,
abeliano e cancelativo obtemos cuer bz = az + b1 logo (a1,b1) ~ (as,bs). Portanto
fica provado que- € uma relacéo de equivaléncia 8m

Denotaremos pdia, b] a classe de equivaléncia ¢eb) € Sx S= B. SejaC = {[a,b]
tal que(a,b) € B}. Definimos enC a operacgédas,bi] + [az,b2] = [a1 + a2, b1 + b2].
Observamos que a operagéemC esta bem definida, pois,
dados$ai,b1],[az,b2],[as,bs],[a4,bsa] € Ctais quelas,b1] = [asz, bs] e[az,b2] = [a4,ba],
entdo temos qua; + bs = az + by eaz + bs = a4 + b2. Somando as parcelas e utilizando a
comutatividade d&, temos quex; + a + bz + by = ag + a4 + by + by, logo
[a1 + ap, b]_ + bz] = [8.3 + a4,b3 + b4]

Definicdo 2G: Uma aplicacdaoP de um semigrupo:Sm um semigrupo,$ dita um
homomorfismo de semigrupos para quaisquer & € S;, temos que
®(a+b) = ®(a) + O(b).

Definicdo 2H: Dois semigrupos Se $ séo ditos isomorfos sexistir um
homomorfismo bijetofou seja um isomorfismale § em $. Neste caso escrexse
S =S



Proposicédo 2I: Com a notag&do anterigtemos

i) C € um grupo abeliano diante de

ii) C contém uma coépia isomorfaa S

iii ) Se o semigrupo S ¢é livre de torcédo entédo o grupo C é livre déitorg

Prova

i) E facil ver que como a operacéo &g associativa e comutativa, entdo €rtambém
serd. Vamos verificar agora q@€,+) € um grupo. O elemento neutro €rsera o
elementdx, x], pois, para qualquén,b] € C, temos[a,b] + [x,X] = [a+ X,X+ b] = [a,b].
Observamos qui X] = [y,Yy] para quaisquex,y € S Temos que para qualques,b] € C
o elementdb,a] € C é o elemento inverso da,b], pois,

[a,b] + [b,a] = [a+ b,b+a] = [xX]. Logo(C,+) &€ um grupo abeliano.

ii) Mostraremos que existe uma fundaoS — C tal quef € um homomorfismo injetor
de semigrupos. Definimos entfio S - C tal quef(a) = [a, 2a]. E facil ver quef € um
homomorfismo, pois, dad@sb € Stemos
f(a+b) = [a+ b,2a+ 2b] = [a,2a] + [b, 2b] = f(a) + f(b). Verificamos também quieé
injetora, pois dadof, 2a],[b, 2b] € Ctais que{a, 2a] = [b, 2b] temos que
(a,2a) ~ (b,2b) logoa+ 2b = b+ 2ae portantea+b+b =b+a+a ComoSé
cancelativo temos entéo gae= b. Portantd € um homomorfismo injetor, o que significa
gueC contém uma cépia isomorfas

iii) Seja[a,b] = c € C. Suponhamos quec = 0, entdanc = [na,nb] = [x,X]. Assim
na+ X = nb+ x. ComoSé cancelativo entdoa = nbe, comaSé livre de torcéo entao
temos que = b que é equivalente a dizer q{eb] = [a,a]. LogoC é um grupo livre de
torcaoo

Assim podemos concluir que um semigrupo aditivo abeliame&ativo livre de torcéo
Spode ser imerso em um grupo abeliahbvre de torgéo.

Proposicéo 2J: Seja R um anelC um grupo abeliano e ¥ R[X,C] o anel de grupo
de C sobre RSe R for um dominio e C um grupo totalmente ordenado entdo T € um
dominia

Prova ComoT € um anel comutativo com unidade entdo basta mostraf gae
possui divisores de zero ndo nulos. Sejgme T\ {0}, comoT é comutativo & € um
grupo totalmente ordenado entdo podemos escfevdgX? + ...+ f X% e
g = goX® + ...+ gsXPs, onde para todotemos quea;,b; € C,a0 < ... < a;,bo < ... < bs
e tais qud;,gs # 0. ComoR é um dominiof, « gs # 0, 0 que mostra quies g = 0, pois 0
monomiof,gsX®*Ps que aparece effre g € 0 Ginico mondémio de graa + bs. AssimT n&o
possui divisor de zero n&do nulo. Loge um dominiaz

Corolario 2.K: Seja R um anelC um grupo abeliano e £ R[X,C] o anel de grupo de
C sobre RSe R for um dominio e C um grupo livre de tor¢cao entdo T sera unirda

Prova Sabemos que um grupo abeligBaera livre de tor¢do, se e s6Gadmitir uma
ordem total compativel com a operacéo €rnG,-15.7]. Portanto, utilizando a Proposicao
2.J, concluimos qué& € um dominiaz

Corolario 2.L: Sejam R um ang§ um semigrupo abeliano € S] o anel de
semigrupo de S sobre Re R for um dominj@ S for cancelativo e livre de tor¢éo entdo
R[X,S] sera um dominio

Prova ComoSé cancelativo e livre de tor¢cao entdpode ser imerso em um grugb
livre de tor¢éo. AssiniR[X, S] pode ser imerso e[ X, C]. ComoC é um grupo livre de
tor¢éo, pela Proposicédo 2.J temos &%, C] € um dominio e portant&[X, S] é também
um dominioz

Desta maneira fica demonstrado quesgeum semigrupo cancelativo e livre de tor¢cao
entdoR[X, S] € um dominio. Em particuldt[ X,S] é também um dominio, chamado de

dominio mondide d&sobre um corpd.



SejaNX o produto dek copias deN. Observamos quéN¥,+) € um mondide comutativo,
pois, a operacae definida emN¥ é associativa e comutativa e, come N ent&o &-upla
(0,...,0 € NX. No mondide comutativN¥,+) vamos utilizar a relacdo de ordemonde,
dados(ay, ...,ax), (b1, ...,ox) € NXtemos quéay, ...,ax) < (b, ...,bx) se e s6 se para todo
i € {1,...k} tivermosa; < b;.

Lema 2M: Afirmamos que er(N¥,+) valem

i) todo subconjunto d&¥ cujos elementos s&o incomparaveis é finjto e

i) todo subconjunto d&* possui um nimero finito de elementos minimos

Prova A prova sera feita por inducéo solke

Sek = 1 ambas as afirmacdes sdo validas.

Sejak > 1, suponhamos que as afirmacdesii) sejam validas para— 1.

SejaC < N¥um conjunto tal que dois elementos quaisqueCd@o incomparaveis.
Vamos mostrar qu€ € um conjunto finito. Consideremos, ent@d,= {v e N“Y/3x e N
tal que(v,x ) € C} < N*. Observamos que, pela hlpotese de mduCﬁqnossw um
numero finito de elementos minimos. Sejans, ...,v, 0s finitos elementos minimos de
C'. Paracadac {1,...r}, sejaCi = {(v,x) € C/v>v.}  C. Observamos que para
qualquerP € C, existemv e C ex e Ntais queP = (v,X). Logo para cad® e C existe
i € {1,...r} tal quev > v, isto éP e C;, para alguni. EntdoC = UL, C;. Para
mostrarmos qu€ é um conjunto finito, basta mostrarmos diie2 um conjunto finito, para
cadai € {1,...r}. Observamos que se € N é um elemento tal quév,',x') cCiese

(v,x) é um elemento qualquer @ entdov > v.. Como(v X) e(vi,x) € C; < Cque é um
conjunto cujos elementos s&o incomparaveis, entéi . Caso contrarlo teriamos
(v,,x ) < (v,X). Assim qualquer element®,x) € C; é tal que 0< x < X . Portanto s&€;

fosse um conjunto infinito, como o nimero de naturais menquex € finito, entdo
existiriay € N, 0 < y < X tal que para estgexistiriam infinitos elementog € N tais
que(v',y) € Ci. Assim dados dois quaisquer destes elementesv’, eles deveriam ser
incomparaveis, pois caso contrar(®;,y) e (w',y) seriam comparaveis. Deste modo
teriamos enN ! um subconjunto com infinitos elementos incomparaveis,eapntraria
a hipotese de inducdo. Log®h é um conjunto finito para cadae {1,...r} e portanto
C = U!_; C; é também um conjunto finito. Assim eNf todo conjunto de elementos
incomparaveis é finito. Em particular todo conjunto ndoi@g@mssui um numero finito de
elementos minimos.

Definicdo 2N: Dizemos que um mondide M € Noetheriano se e so se todo ideal de M
for um ideal finitamente gerado

Lema 2.0: O monoide(N¥,+) é Noetheriano

Prova Sejal < NXum ideal. Seja\ o conjunto de elementos minimos ldeabemos
gueA é um conjunto finito pois, pelo Lema 2.M, todo conjunto deveatos
incomparaveis erii* € finito. Sejamay, ...,a, € N¥tal queA = {a,...,an}. Queremos
mostrar qué = (A) = UL, (ai). Sejami € {1,...,n} eXy,....Xx € N tais que
ai = (X1,...,Xk). Temos quéa;) = {(X1 + n1,....Xx + Nk) / n; € N paratodg € {1,...k}},
assim(a;) = {x e N¥/x > a;}. E claro qud = (ay,...,an). Dadox € I, entdo existe
i € {1,...n} tal quex > aj, logox € (a;). Portantd = (A), isto &, qualquer idedlde N é
gerado pelo conjunto de seus elementos minimos, que & fmjo todo ideal déVk é
finitamente gerado. Portant®¥,+) € um monoide Noetheriano.

Lema 2.P: Sejam K um corpo e S um semigrupo tal Que S Ent&o o ideal
M = ({X/s e S}) é um ideal maximal do anel monéid¢ X S].

Prova Sejaf € K[ X,S] podemos escrevér= ks, X + ... + ks,X*, ondes; € Sséo
elementos distintos para tode& {1,...,n;. Ses; = 0 entdas; € S logoks XS € M. Se
f ¢ M entdo existe € {1,...,n} tal queks X5 ¢ M, portantos; = 0 eks + 0. Sem perda



de generalidade podemos supor geel. Consequentemente, todo elemento
f € K[X,S] \ M pode ser escrito confo= koX° + kg, X% + ... + ks, X%, ondesy, ...,Sn S80
elementos distintos d8 ko, Ks,, ...,.ks, € Keko = 0. Comoks X5 € M + (f) entdo
koX® € M + (f). comokoX? é invertivel M + (f) = K[ X,S]. AssimM é um ideal maximal
do anel mon6id&[ X,S].o

A proposicao a seguir estabelece a relacao que existe exdireeasemigrupos no
contexto da Questéo 0.1, citada na Introducéo. Mostraraoujue, para que o ideal
maximalM, gerado pokXs/s € S+, de um anel mondidkK[X, §] seja finitamente gerado, é
necessario e suficiente que o semigr@seja finitamente gerado como um semigrupo.

Proposicao 21: Seja S um semigrupo tal q0e¢ S e seja K um corpd&eja M o ideal
maximal do anel monoéide[KK, S| gerado por{Xs/s € S} e seja n um inteiro positivo
Entdo M" é um ideal finitamente gerado do andl X S] se e s6 se nS é um ideal
finitamente gerado do semigrupoBEm particular com n= 1, o ideal maximal M é um
ideal finitamente gerado de[K,S] se e s6 se S é um ideal finitamente gerado do
semigrupo Se neste caso S 2S é um conjunto finito

Prova SejamA um subconjunto d&es € S. O elementoX® pertencera ao ideal de
K[ X,S] gerado poKX?3/a € A} se e s se existireme N*,ay,....a, € Ae
f1,...fn € K[X,S] tais quex® = f1X + ... + f,X3. Comof; € K[ X,S] para todo
i € {1,...,n} entdo podemos escrevier= ZSieAi ks, XS, ondeA; € um subconjunto finito de
Seks € K. LogoX® € ({X?/a € A}) se e sO se
XS = (ZSleAl Ks, XS1)X + ... + (aneAn Ks, X5")X2 0 que implica queéxs = XS X3 = XSi+a
para algume; € Aes; € S isto €,s = a; + S; pertence ao ideal do semigrupo gerado por
ai, logos € (A).

Reciprocamente sepertence ao ideal do semigrupo geradomoentao exista € A
tal ques € (a), isto é,s= a+s paraalguns € S LogoXS = Xaxs pertence ao ideal do
anelK[ X, S] gerado poKX?/a € A}. Portanto sé é um subconjunto dgent&oXs
pertence ao ideal do an€[ X,S] gerado porX?/a € A} se e s6 sepertence ao ideal do
semigrupdSgerado poA. Em particular sé{X?®a € A}) é um ideal finitamente gerado de
K[X,S], isto é,({X%a € A}) = ({Xa,...,X*})coma; € Ase e sOs8 e ({ai,....an})

SejaM o ideal do anel monoéidi[ X, S] tal queM = ({X/s € S}), assim temos que o
idealM" = ({X51X%2. . X%/s; € Sji € {1,....n}}). Entdo podemos escrever
MM = ({Xsseteasnfg e Sio e {1,....n}}) = ({X%/s € nS}). PortantoM" sera um ideal
finitamente gerado do anK[ X, S] se e s6 se o idealSfor um ideal finitamente gerado do
semigrupdS. Logo sen = 1 o ideal maximaM do anelK[ X, S] sera finitamente gerado se
e so sesfor finitamente gerado como um ideal 8eObserve que em particular teremos
S\ 2Sum conjunto finito pois s8 € S\ 2Ses € (a;) entdos = a;.o

Proposicéo 22: Seja S um semigrupo e n um inteiro positi8e nS é finitamente
gerado como um semigrupentdo nS é também finitamente gerado como um ideal de S
Reciprocamentesen;?; iS = @ e se nS é finitamente gerado como um ideal ,dm&o nS
esta contido em um subsemigrupo finitamente geradq dm®articular se n= 1,entdo S
€ um semigrupo finitamente gerado

Prova Como citado anteriormente, #62 um conjunto de geradores d8como um
semigrupo, entaé geranScomo um ideal dé&. Por outro lado, consideremos
A = {as,...,ax; um conjunto de geradores do ide&d Como para todo € {1, ...k}, temos



guea; € nSentédo existeniy, ...,ain € Stais quea; = ai1 + ... + ain. Seja
B=<{ajeSlie{l,.keje{l..n}}. SejaT o subsemigrupo d8gerado poB.
Vamos mostrar queS < T. Sejax € nS= (A) = UX, (a;). Comox € n§ entdo

X = aj+S paraalguma; € Aes € 5 10gox = ai1 + ...+ ain + S, ondeait, ...,ain € B.
SejaC = {j e N/3by,...,bj € Be3s e Stais quex = b1 + ...+ b + 3}. Observamos que
C + @, pois,n € Cuma vez qu& = ai1 + ... + &in + S . Além disso,C é um conjunto
finito, pois, caso contrario, para qualquer N*, existiriaj € C, | > i; existiriam assim,
elementods, by, ...,bi,...,b; emB e g € Stais quex = by + by... + by + 5. Seg + 0 temos
ques € S logox € (j + 1)S < iS; se5 = 0temos qu& € jS < iS. Em ambos os casos
x € iS. Daix e N, iS = @, o que seria um absurdo. Porta@@ um conjunto finito e ndo
vazio. Sejam o elemento maximo d€. Observe quen > n. Sejamby,...,.bm € Bese S
tais quex = by + ...+ bm+3,isto éx = 3" b +5=3" b +>." b +3 Vamos
mostrar ques = 0, pois neste caso teremos qugc T. Ses = 0 entélozi”:‘l1 bi +3 € nS
AssimY " 'bi+3=3" ci+t ondeci € Bet e S portantox = > i+ bi+t,
contradizendo a maximalidade deLogos=0ex=Db; +...+ by € To

Como acabamos de ver na prova da Proposicao 2(2; st = 0 e seA é um
subconjunto d&temos queA geraScomo um semigrupo se e séAgeraScomo um
ideal deS. Observamos que a hip6tesg; iS = ¢ implica que O¢ S

O Teorema a seguir nos mostra um resultado semelhante acedt8Q0.1 para um
semigrupo cancelativg, no lugar de um idedl. Quando colocamos entre as nossas
hipoteses quei’; iS = @, obtemos uma resposta positiva.

Teorema 23: Seja S um semigrupo comutativo cancelativo talQqieiS = 0. Se para
algum inteiro positivo n o ideal nS de S é finitamente geradé@S é finitamente gerado
COMO um semigrupo

Prova Vamos mostrar inicialmente que o semigrip@ gerado poBS\ 2S= {s; € S/
si ndo pode ser escrito como soma de dois elementds-eBejax € S comoN?, IS = 0,
entao existe um inteiro positivo tal quex € mSex ¢ (m+ 1)S. Assim existem
Si,...,Sm € Stais quex = S1 + ...+ Sm. Comox ¢ (m+ 1)S's; € S\ 2Spara cada
i € {1,...m}, portantoS\ 2Sgera o semigrup& Vamos mostrar qu8\ 2S€& um
conjunto finito e portant& sera finitamente gerado como semigrupo. Pela Proposigéo 2.
o idealnSestéa contido em um subsemigrupo®igue € gerado por um conjunto finito
{ay,...,a}. SeS\ 2Snéo fosse um conjunto finito entéo existiria uma seqiémdciaiia
de elementos distintog, X2, ... € S\ 2S Sejac um elemento qualquer en® Para cada
temos que + X; € nS ComoSé cancelativog + x; sdo elementos distintos. Podemos
escrever, ens, a equacac + x; = ijzl ni;a;, onde cada;; € um inteiro ndo negativo.

Sejamv; = (ni,,...,n;,) € N¥e A = {v; /i € N*}. Comoc + x; sdo distintos &¢

cancelativoA é um conjunto com infinitos elementos. Por outro, lado o nel* é
Noetheriano logo, pelo Lema 2.M,possui elementos comparaveis, isto €, existem inteiros
I # r tais quev; < v, portanton;, < n,, paratodg € {1,...k}. Sejatj = n;, —n;, e
X = Z}‘zl tja;. Temos assing + x; = ij=1 n,aj = Z}‘zl ni,aj + ij=1 tjgj = C+X +X.
ComoSé cancelativo & + X, temos que # 0. Sendx # 0, temosx € S Como
C+Xr = C+ X + X e Sé cancelativo temas = X; + X € 2S 0 que contraria o fato de
Xy € S\ 2S Logo S\ 2Sé um conjunto finito:

Observacao 23.A: Como acabamos de ver na prova do Teoréh@se S for um



semigrupo cancelativo tal qu&”, iS = @, entdo S sera gerado como semigrupo por
S\ 2S. Mais aindg com as mesmas hipotes8ssera finitamente gerado se e s6 se &5
for um subconjunto finito de,8ma vez quedado um subconjunto E de S temos que E gera
S como semigrupo se e s6 se E contén2S, pois todo elemento x de S € uma soma de
elementos de Fortanto se xe S\ 2S esta soma tem uma sé parcgkto é x € E.
Na proxima proposi¢éo aplicaremos o Teorema 2.3 aos mandidpiime- dianos.
Defini¢do 2Q: Dizemos que um mondide totalmente orden@fie: ) é Arquimediano
sg para quaisquer dois elementos-a0 e b > 0 emS, existe um inteiro positivo k tal que
ka > b.

Proposicado 24: Seja(S <) um monodide Arquimediano tal que S S\ {0} é
constituido exclusivamente por elementos positi@aponhamos que para algum inteiro
positivo n o ideal nSdeS seja finitamente gerad&ntdoS sera finitamente gerado como
um monaide

Prova Vamos mostrar primeiramente g8etem um menor elemento. Supo- nhamos
que o ideahS* deSseja gerado pofa, ...,ax . Podemos supor qu® < ai < ... < ak.
Neste cas@p € 0 menor elemento d&s, pois sex € nS', existei € {1,...k} tal que
X € (a;), portantox > a; > ap. Mais ainda, se escrevermas = Ci1 + ... + Cn, ONde cada
Ci € S*eci <c <...<cp entdoap > nc;. Portanto, comaoc; € nS* temos, pela
minimalidade deo, queap = nc;. Sec € S* entdonc € nS+, entdonc > ap = ncy , logo
¢ > c;. Portantoc; € o menor elemento d&, emc; é o menor elemento daS', para cada
m natural. Como os elementos 8esao positivos, a propriedade Arquimediangsde
garante que para qualquee S, existe um inteiro positivéa tal quekc; > X, logo
x ¢ (kci) = kS*. Verificamos assim que;, iS* = @ entdo, pelo Teorema 2.3, concluimos
queS* é finitamente gerado como semigrupo. Porta&ofinitamente gerado como um
monoidex

O Teorema a seguir responde positivamente a Questéo 0alg paso de ideais
mondides, se tivermos entre as nossas hipétesesgu& = (0. Se esta hipotese nao for
satisfeita, entdo o ideal maxinmid do anelR = K[X,S], ndo sera necessariamente um ideal
finitamente gerado. Um exemplo deste fato sera apresenta@apitulo 3.

Teorema 25: Seja K um corppe S um semigrupo cancelativo satisfazendo a
propriedaden;?; iS = @. Seja M o ideal do anel mondide[ K, S] gerado por{X/s € S}.
Se alguma poténcia do ideal maximal M for um ideal finitaregy@rado entdo M serd um
ideal finitamente gerado

Prova SeM" é um ideal finitamente gerado &g X,S], entdo, pela Proposi- ¢do 2.1,
temos quenSé finitamente gerado como um ideal do semigr@pportanto, pelo Teorema
2.3, temos qué&é finitamente gerado como semigrupo, I&é finitamente gerado como
ideal do semigrup&. Finalmente, pela Proposic¢édo 2.1, temos jue ({X%/se S}) é
finitamente gerado como um ideal do anel mondifi,S].c

Corolario 2.6: Seja K um corpo e seja R umadtbalgebra do anel de polinbmios
K[X41,...,Xn] que & gerada por um conjunto L de monémi®sja M o ideal de R gerado
por L. Se alguma poténcia de M é finitamente gerada entdo R é fiaiteagerada como
uma K-algebra e M é finitamente gerado como um ideal de R

Prova Vamos denotar cada mondnmig-.. Xir deK[Xj, ...,Xn] por X¥ onde



V= (i1,...,in) € N". ComoXYX¥ = X¥*W cada elemento d€[ X4, ...,Xn] pode ser escrito
de maneira Unica com@ + ki X"t + ...+ ke XV onder € N, ko,ky,....kr € Ke

v1,V2,...,Vr € N" sdo distintos entre si e diferentes\de= (0, ...,0. Os elementos dR, a
K-subalgebra d&[X3,...,X] gerada pot., sdo os elementos #d X3, ...,Xn] tais que para
cadai € {1,...n}, vi € uma soma finita de elementosAe- {v e N"/ X" € L}. SejaSo
subsemigrupo dB" gerado poA. Podemos assim identific&com a algebra mondide
K[X,S]. O idealM deR gerado pelos elementos Hequando visto como ideal d€X, 5], é
gerado poKXs/s e S;. SeM" é um ideal finitamente gerado & entdo também é um
ideal finitamente gerado d¢€{ X,S] o que, pela Proposicéo 2.1, é equivalentSaer um
ideal finitamente gerado d&@ ComoN" é um mondide cancelativo®< N", entdoSé um
semigrupo cancelativo. Além dissyf; iS = @, poisiS < i(N"\ {(0,...,0}) e

N1 IN" N {(O,...,0}) = 0. Pelo Teorema 2.3, temos gBe finitamente gerado como
semigrupo logo, pela Proposi¢céo 2S& finitamente gerado como ideal 8ePortanto,
pela Proposicédo 2.M é finitamente gerado como ideal B¢ X, S], entdoM é finitamente
gerado como ideal de. Por outro lado sévs, ...,v;} geraScomo semigrupo, entdo
{X¥,...,X"} geraK[ X,S] comoK-algebra. Com& ~ K[ X,S], Ré umaK-algebra
finitamente gerada.

Capitulo 3
Exemplos

O exemplo a seguir mostra uma maneira facil de construir umimio que possui um
ideal primoP de altura um que nao é um ideal finitamente gerado taRy@® radical de
um ideal principal é°? é um ideal 3-gerado. Este exemplo mostra que, no Teoremaal.10
hipétese® ser anel Noetheriano, é essencial.

Exemplo 31: SejaT um dominio ndo Noetheriano e séjam ideal deT que néo é
finitamente gerado. Consideremos o anel de polinbmi®$ e o subanel
R = T[X3,X4,1X5]. Observemos inicialmente qI€X] é uma extenséo inteira e uma
vez queX® € R. SejaP = (X3, X4, IX%)R,

Primeiramente mostraremos ga@ao é um ideal finitamente gerado BeNote que
cada elemento de = T[X3,X4,1X%] pode ser escrito confo=t + f* ondet € Te
f* = Z(k,l,m)qt(o,o,() tmX X (imX®) ™ ondetym € T eim € |. Portanto os monoémios dé

tém grau pelo menos 3. $e= (X3, X*IX®)R for um ideal finitamente gerado, entdo
existemay,ay, ...,an € | tais queP = (X3, X* a1 X5 axX5,...,anX®)R. Sejaa € 1. O
polindmioaXx® e (IX°)R < P, logo existenf, g, h,...,h, € Rtais que
ax® = fX3 + gX* + hyai X® + ... + hpa,X®. Decorre dai que
ax® = (t+ X3+ (t' +g*)X* + (t; + h)arX® + ... + (t + hy)anX5. ComoaXx® ndo possui
termos de graus 3 e 4, entfie t = 0. Logo
axs = (F*X3 + g*X* + hfaiX® + ... + hzanX®) + (t1a1 + toaz + ... + than)X5. Como todos 0s
monomios que aparecem ein= f*X2 + g*X* + hja;X® + ... + ha, X% tém grau maior ou
igual a 6, entdd! = 0 eaX® = (t;a1 + ... + than) X5, logoa = aity + ... + ant, € portanto o
ideall seria finitamente gerado, o que néo ocorre, IBge (X3, X4, IX°)Rn&o é um ideal
finitamente gerado do anBl

Mostraremos agora que o id¢atlo anelR é tal queP? = (X5, X7, X®)R e portanto é
finitamente gerado. E claro qi® 2 (X8 X7,X8)R, poisX® = (X3)2, X7 = X3X* e
X8 = (X*)2. Sejama, b € P, vamos mostrar quab € (X8 X’,X®)R, de onde decorrera que
P2 = (X5,X7,X8)R. Temos que = X3+ gX* + hX® eb = f X3 + g'’X* + h'X5, onde



f.0,f,g € Rehh € IR. Entdo

ab = ff X8+ (fg' + gf )X” + (fh' + gg + hf )X8 + (h'gX® + hg X3)X® + (hh' X*)X®. Como
ff',(fg' + gf ), (fh' + gg + hf), hf X3,hg X3, hh' X4 pertencem & entéoab e (X, X7, X8)R.
Logo P? = (X8,X7,X®)R e portantdP? & um ideal finitamente gerado &

Mostraremos agora que o iddak (X3, X* 1X%)R é um ideal primo do and}. O ideal
(X) € um ideal primo end[X]. ComoR < T[X] entdo(X)T[X] N R é um ideal primo enk.
Queremos mostrar qu&)T[X] N R = (X3,X4,1X%)R. E claro que
(X3, X4, IX®)R < (X)T[X] N R. Sejaf € (X)T[X] N R, entéof = XZ,-”:o t;X e
f =" tum)KXH!(imX®)™, paraim € |, assim pelo menos um dos elementos do
conjunto{k, |, m} é diferente de zero. Logo dada qualquer parcelfa g mXx3<X4 X5m,
podemos reescrevé-la da seguinte maneirk,s@,

(tiami MXAXOMXBR-DYIX3 e (X3,X4,1X5%)R. Analogamente mostra-se para as outras parcelas,
guando tivermos$ > 0 oum > 0. Assim temos que cada parcelafgeertence a

(X3,X4,IX®)R. Logof pertence também @3, X4, 1X%)R. Portanto

(X3, X4, IX®)R = (X)T[X] N R, assim(X3,X4,IX%)R é um ideal primo do and®.

ComoP = (X3, X* X% R, qualquer ideal primo que contivBrcontera tambénx?,
logo conterg X)T[X]. Sendo a extensd® — T[X] inteira eP = (X)T[X] N R concluimos,
por [K-Teorema 41], que(X)T[X] € o unico ideal primo d&[X] que se contrai &, logo,
por [ K-Teorema 44, altP = alt(X)T[X] = 1. Além distoP = VX°R, pois se um ideal
primo Q deR contiverX®, como por[ K-Teorema 41], existe um ideal prim® de T[X]
tal queQ N R = Q, temos quex3® € Q', portanto(X)T[X] < Q'. Assim
P=(X)TX]NR< Q NRc Q,isto éP é o tnico primo minimo déX®)R. Logo
P = VX°R.

Observemos ainda qug =~ T, pois temos que
T= (—g) = (x)T[T>an - (X)T'[?X]OR =2 c (XT)[;?X] = T. Logo o ideal primd® do anelR nédo é
um ideal maximal eE nao é um anel Noetheriano para este ideal pfno

Através deste exemplo verificamos que existem casos emagleeuim dominid,
existe um ideal prim®, ndo maximal, tal qu® ndo é um ideal finitamente gerado do anel
R, masP possui uma poténcia que é finitamente gerada.

Exemplo 32: No exemplo a seguir, para todp3 < d < o« construiremos um dominio
T tal que diml' = d, ondeT possui um ideal maximd que ndo € um ideal finitamente
gerado, tal quelt(P) = deP? = (a2,b?ab) = (a,b)?.

Este exemplo nos mostra que as hipéteses de alguns resulieste trabalho ndo
podem ser substituidas ou desprezadas, como é o caso de:

- No Teorema 1.9 a hipbtese ¢é& ser igual ao radical de um ideal principal ndo pode
ser substituida poy1 ser igual ao radical de um ideal gerado por 2 elementos;

- No Teorema 1.24.(1) ndo podemos enfraquecer a hipétegesde um ideal primo
minimo de um ideal principal substituindo-a pdrser um ideal primo minimo de um ideal
2-gerado;

- No Teorema 1.24.(2) a hipbtesexiser regular moté necesséria;

- No Teorema 1.24.(6) a hipotese Bser inteiramente fechado ndo pode ser retirada.

Ainda mostramos que existe um ideal 2-gerhdmntido enP, tal quel? = P2.

Sed é tal qued = oo, entaoT pode ser escolhido como sendo o dominio mondide
K[X,S] sobre um corpdK, ondeP é o ideal gerado pofXs/s € S;.

SejamK um corpo eXy, X2, X3, ... indeterminadas sobke Trataremos primeiramente o

;o . _ x_% . _ X1 X M
caso em qud é finito. Sejal. = K( §)nzd+1' SejamT L|:Xn, XJ XD }nzl’mzl’iis,

P = (Xn)n=1 0 ideal deT gerado poKXn} 1.




Mostraremos qu® é ideal maximal d€, que nédo é finitamente gerado e que
P2 = (X1,X2)2.
Observemos que cada elementdld2uma soma finita de elementos do tipo
ks Kr V3 Vr
X (258 )7L (e ) (2 ( szf) ondel € L,r € N, iy, ...
2 X5 Xg3 xFlJr ' y 11y eeny
ir,Ks, .. .Kr, V3, ..., Vr € N emg,...,mr,ps,...,.pr € N*. Como2&L = ::1_)(‘ e X, € X, TCP,

m;j+1
2 2

« X1 € X1T € PeX; € P, entdo todo elementade T pode ser escrito como

XoXi XX
XP e
umasomd+p,ondel e Lep € P. Emais,comd.écorpoel c T,I+pe Psee
somente sé= 0. LogoP é ideal maximal d€.

Mostremos agora que? = (xi,xlxz,xg) e portanto teremos que? é ideal
finitamente gerado d&. E claro quexX3, X3,X1X, € P2. Para mostrar que

C (X%,X1X2,X3)T basta mostrar qu&iX; € (X2,X1X2,X3)T.
Sel ,J > 3, temos

XiXj = Xi)z(zl . ﬁ e X1 X2 € X1 XoT < (X2, X1 X2, X3)T.

Sei,j < 3, temos . € {1,2, logoXiX; € (X%,X1X2,X3)T.
Sei > 3ej < 3,entdg = 1 ouj = 2. Sgj = 1, entdo
XiXi = XiXy = Xxlx' « X3 € X3T < (X2,X1X2,X2)T. Sej = 2, entdo

XiXj = XiXz = % e X2 € X3T < (X2, X1 X2, X3)T.

De maneira analoga mostra-se qué se3 ej > 3 entdoXX; € (X%,X1Xz, X3)T. Logo
P2 = (X2,X1X2,X3), isto é,P? é um ideal 3-gerado.

Mostremos agora gue o ideal maxinkahdo é um ideal finitamente gerado. Para tal
vamos supor, por absurdo, que existe um inteiro 3 tal queXn.1 € (Xq,...,Xn). Sejam
t1,t2,...,tn € Ttais queXna = t1X1 + ... + taX,h. Pelo que foi observado anteriormente, é
facil ver que cada elemento deem particulaty, to, ...,t,, pode ser escrito como uma soma
finita cujas parcelas s&o do tipe?X2X5..X!r, onder e N, | € L, 21,2z, € Z e
l3,...,Ir € N, mais ainda, se; ouz, forem negativos entdo exigte= {3,...r} tal que
[; > 0. Desta maneirX,.1 é escrito como uma soma finita de parcelas deste tipo. Apos
S|mpI|f|carmos o que for possivel, podemos supor ¥ie = t; X1 + ... + t,Xn, onde
t;,...t, € Te o nimero total de parcelas ¥g.1 € minimo. Observamos que cagpode
ser escrito comey + t**, ondet* é a soma das parcelastielo tipolX2X5X5.. X! onde
Xn:1 NEO OCOITE, iSto 8,1 = 0 e,t** é a soma de parcelas talo tlp0|X21X22X|33...X|rf
ondeXn.1 0ocorre, isto é,,1 > 1. Desta maneira temos

Xner = Xy + o+ 08X + (17 X + ..+ 175 X5). Sejamgo = ti X1 + ...+ thXn €
fo = tI*Xl + ...+ tﬁ*Xn. ASSian+1 = 0o+ fo = 0o+ hoxn+1, ondeho € T. Observamos
que

Xa X XoX
T X, 300,200 ]
2 1 n>1,m>1,>3

deT como fungdes racionais nas variav¥is Xs, ... sobre o corp& (X1, X2) e considerar
seu grau total nestas variaveis. CoKim € homogéneo de grau 1, como os elementds de
tem grau zero e como o numero de parcelaXdeé minimo entdogo = 0 ou 0
graugo) = 1 e, grauihp) = 0. Mostremos primeiramente qtig = t;* = ... = t;* = 0.
Observe qué™X; é soma finita de parcelas do tipZ-X2Xs .. Xiv1.. X X;, ondel ng > 1.
Se pard > 3 tivéssemos™ + 0 entdo o grau de cada uma destas parcelas seria pelo menos
2 (observe que os elementosldeem grau zero). Como o numero de parcelaXgle é
minimo, entdo teriamos que o gtaviXn.1) > 1. Logoty* =t)* = ...=t}* =0e
fo = hoXn1 = t7* X1 + t5* X2, onde tantd;* comots* sdo somas de parcelas do tipo:
a) IX]*X5? X1 ondevy, v, € N, ou

c cf(K(X1,X2)[X3, X4, ...]). Vamos olhar os elementos



1
b) IXVl( XoXn1 ) ,ondev; > 0em> 1, ou

c) IXVZ( xlx”*l ) ,ondev, > 0em > 1.

Logot**Xl +t5* X, é soma de parcelas do tipo;*X5? X1 comvy, v, € Ne,vi > 0ou
vz > 0, ou do tipdX7*X>Xn1 comz; < 0, ou do tipaX2X5*X,.1 comz, < 0, ou do tipo
IXT*X3Xn1 cOmzy < 0, ou ainda do tip®X1 X3 Xn1 comz, < 0.

LOgO temoshoXn+1 = tl X1Xn+1 + t2 szn+1 = (Fl + Fz + F3)Xn+1, ondeFl,
FoeL[X1, X2 ] eFae (X1,X2) L[X1,Xz]. ENt&0Xni1 = go + (Fl + F22% + F3 ) Xnaa.
Dai temos que{l - le—? - sz_g - F3)Xn+1 = go. Comogo = 0 ou gratago) = 1 entao

go € uma combinacéo linear &3, X4, ..., m ....Xr} com coeficientes erh(X1, X2) €,
2 .. .
comoL = K[ 2% , Observamos que no lado direito da igualdade aparecemsapena

2
i>d+1
poténcias pares d&..1 € no lado esquerdo aparecem apenas poténcias impaXgs de
Como{xxl,xz, . } sao algebricamente independentes séhrentdogy = 0 e

1-Fiy —Fz —F3 = 0. Logo
1= Fl + Fz + F3 e, entéo, multlpl|cando dos dois lados pdiX5', obtemos

XX = F1Xn+1 v FoXT* + F3XIXT, logo F1 X1 e FoX5*2 s&o divisiveis poKY e X7,
respectivamente ey Xq, X2]. ComoX1 ex2 sao algebricamente independentes shbre
entdoX? | FoeX? | Fl emL[X1,Xz2]. Temos assim que existeBy, G, € L[X1, X>] tais
queGy = ;—Et eGz = 3£, logo

1 = G1X1 + G2X2 + F3. ComoFs € (X1, X2)L[X1,Xz2], temos que
1 € (X1,X2)L[X1,X2], 0 que é um absurdo. Logdnao é um ideal finitamente gerado.

Mostraremos agora qust(P) = d. Considerandd = K(i—g)mﬂ, temos qud. € o

corpo de fracdes de[ - |
SejaD; = L|:X1,X2, o ] ComoXi, Xz, Xa, ....Xd, xdﬂ,... 580

1 1
algebricamente mdependentes sdbmentdo, para cadas N, Xl,Xz,

n>c1’

Xd
x'lx' T xilxi ’

Xd+l Xd+2
o s&o algebricamente independentes séhlego X1, Xz, =% % X, e x'

algebrlcamente mdependentes sobre o corpo de fragdé@@e] |st0 é,
X1|X21 X'X' PR X' X'
Observamos tambem gy < Di;1, paratoda > 1, pois para todp € {3, ...,d} temos

Xi
que e = x.ﬂx.ﬂ X1X2 € Dist.

SejaT a unidiou, D; e sejaP = (xl,xz,

Xd
XXy T XX S s
crescente, entdo temos que dirg d, caso contrariose & P1 & P, & ... & Pg & Pays
fosse uma cadeia de ideais primos €ent&o escolheriamds, ...,f¢.1 € T, tais que
fi € Pj \ Pj-1, paratodg € {1,...d+ 1}. Tomanda > 1 tal quefy,...,fs.1 € D; (tali
existe, poidD; < D, < ...), teriamos, er;,
0 PiNDi&PoNDi & ...« PaNDi & Pg.a N D e paratodg € {1,....d+ 1}, o que
contradiria o fato de que diBy = d. Portanto dinT < d.

Mostraremos agora ql% (xl,xz)T PT. E claro quéP 2 (xl,xz)T. Seja

—X, € P, ento temos qux, X lele e X1Xz € (X1,X2)T, pois leXHl eDiacT.

Portant~oP = (X1,X2)T. Por outro Iadc(Xl,Xz)T C (X1,X2,..)T = PT. Consideremos
Xk € PT, ondek > 2, entdo temos quey = e X1X2 € (X1,X2)T, pois,

) T. Como a unidaJ?; D; é
i>1

X1X2



B Dy T.Logo (X1, Xo)T = PT.
Mostraremos agora qlféé um ideal primo dd’. Dadosf,g € T, tais que‘ g ¢ P,

escolhemos > 1 tal quef g € Dj. Logof,g ¢ PnDi 2 (xl,xz, )D.
Como(xl,xz,

xixy 't x'lx'
)D. € um ideal maximal d®;, pois, X1, X2,

R x'lx' séo

x'lxI T x'lx'
algebricamente independentes sdhrentsoP N D; = (xl,xz,

) Portanto

Xix, ' x'lx'
feg e PN D entiof « g ¢ B. LogoP é um ideal primo dd.
Observamos qué < T eT é inteiro sobrd, pois, para cad% e L,comi >d+1,

2
temos que - ) = X e L c T. Assim todo elemento dg é inteiro sobreT. Além

X2
3

2
; X X; X; XX XX
disto, para cadpe {3,....d}, temos que( XX ) = é . ﬁ = X'%ij . X%ij
XiX1 XXz

o ser € L eX,XpeT. LogoT é inteiro sobrél. ComoP = PT ent&oP é o Gnico

2 1
ideal primo deT que se contrai 8. Logoalt(P) = alt(P)[A-M-5.11]. Basta ent&o mostrar
quealt(P) = d. J& sabemos quat(P) < d, pois dimT < d. Para mostrar qualt(P) = d
consideremos o ide&); = ( X ixji T. Afirmamos queQ; € um ideal primo de
- - X1X3 X1X3 i>1 —
T. Dadosf,g € Ttais quef e g € Q;, existema € Njity,....t, e Te
d1,.--.9s € {kak /13<I<jek> 1} tais quef e g= t1Q1 + ... + t,(q, ONde

X,
qi = A2 = " 0le =

xllxkl xkexke
f,g,t1,...,ty € Di. Enté\otmqm =1m

€ T, pois

. Consideremos agora> ki, ...,k, e ainda tal que
X i—kmysi—k
M i = tm % )T, X1 X5 ", onde

h L i— km i— km X3 XJ '
i, © (xilxiz"' x'x' )D etmX; "X3 " € Dj. Portantatmgm € (Xixi R )D.

entéofe g ( x?(>3<i e X, )D. que é um ideal prlmo erd; e, comof,g € D; entdo
172

temos qud e (Xf;‘(i x'x' )D oug e (Xf(;i x'x' )D. Portantd ou
1772 172 1
geQ = oa— ) TeentdnQ, é umideal primo d&.
x'x' XiXy ) is1

Além disto € Q: \ Qt1, pois, caso contrario existiria, como no paragrafo

Xilxiz

anterior, um > 1 tal que—=t- ¢ ( - )D- e portanto teriamos que
Xi X, XiXh, T XX

Xs = Xap = X Di, o que seria um absurdo sao
( )i = (F. 5 000 Poffy

Xix, T XX XXy, ! x' xI x' xI

algebricamente independentes sdbeeD; = L[Xl,xz, o X, X, } Logo

0 Q& Q& ...gQAq_l;Qdeassmalt(Qd) =d-2. 5

Para mostrar qualt(P) = d, vamos observar o seguint®s &< (Q¢,X1)T < P. Vamos
mostrar queQq, X1) € um ideal primo d& e, ainda qu&q & (Qq,X1)T e (Qu, X1)T < P,
de onde decorrerza’it(ﬁ) = _ _

Afirmamos que(Qq, X1) € um ideal primo dd. Dadosf,g € T tais que

feg e (Qq,X1)T entdo existenty,ty,...ts € Tequ,...,qp € { /3<1<dek> 1}

xkxk
X

tais quef o g = toXy +t1Q1 + ... + tgQp, ondeq; = xsl—l>J<SJ comj € {1,...,8}. Escolhemos
1722

i > s1,...,Sp e tal quef, g, to,...,tﬁ € Dj. Assim teremos que

toX1 € (X1)Di < (Xl, )D. Temos ainda que

Xix, x'x'



_ Xy Xy i-S| y/i—S Xy
o = tige = spg X Xe € (xhxiz )D' B (Xl’ XX, ' X'X' )D.,p0|s

{XT9X5S e Dy, Portantd « g e (xl,

T e~ )D. que é um ideal primo dB;, entéo
XX, xlx

)D. Logofoug € (Xl, oL ’><?>d<'2 )|>1 emT,

temos qud oug € (Xl, X x'x'
1 1

ent&o(Qq, X1) € um ideal primo d{. _
Vamos mostrar agora qu@y & (Qq, X1) T, pois, X1 ¢ Qg. Suponhamos por absurdo

_ X3 Xd F . _
queX; € Qg = ( XX RO )ile, entdo podemos escrever = t1q1 + ... + Qs €,

assim, repetindo o argumento anterior, exisiirial tal queX; € ( Xf(;i xf(j(i )Di, o]
172 132

que seria um absurdo. De maneira analoga mostra-s¥qee(Qq, X1) T. Portanto temos
queQq & (Qu, X)T & (Qu, X1, X2)T = P. Comoalt(Qqg) = d - 2, entdcalt(P) > d. Logo
alt(P) =

Assim temos que, s é finito, entdo existe um dominibde dimensaa que possui um
ideal maximalP tal quealt(P) = d, ondeP é ideal n&o finitamente gerado nfa%¢é ideal
3-gerado. O idedl < P finitamente gerado, que os Lemas 1.1 e 1.2 garantem existite
exemplo, € dado pelo ideal gerado par X,.

Sed = «, consideramog = K|:Xn, o Xx2—n>f}
2 1 n>1,nm>1,i>3

corpo eXy, X2, X3, ... sdo algebricamente independentes skbre

E claro queT € um dominio. Para ver que difn= «, basta observarmos que
K[Xl,X2][X3,X4, ] cTcU:= K(Xl,X2)[X3,X4, ] e que
(X3)U & (X3,X4)U & (X3,X4,X5)U & ... € uma cadeia de ideais primosldiede
comprimento infinito. Observamos também que esta cadeaio@ie
X3,.XH)UNT & (X3,...X, Xi:1)U N T, pois,
Xiy1 € (X3, ...,Xi)K[Xl,Xz][Xg,X4, ] = (X3, ...,Xi)U N K[Xl,X2][X3, ] = ((X3, ...,Xi)U N

SejaM o ideal deT gerado por{Xn, X;;i , x;;f‘ ..., Mostra-se que
m=1,n>11>

M2 = (X%,X3,X1X2) do mesmo modo que foi feito para o caso de dimens&o finita. Os

, onde, como antds§ é um

. ) k3
elementos d& sdo somas finitas de parcelas do tpg'.. X ( ﬁnés )
2

kr \% Y
(Xle ) (X2X3 ) ( XoXs ) ondek € K.r € N, iq,...ir.Ks ...k .Vs,...v; € Ne

X" X33 Xgr
ma, ...,Mr, P3, ...,pr € N*. Podemos entéo reescrever os elementdsateno somas finitas
de parce- las do tipkX3* X5 X33..X™, onder € N, 71,2, € Z ens,...,n; € N séo tais que:

1)Se(zz < 0ezz <0)ou(z1 < 0ez; < 0)entdo) n > 2.

2)Se(z1 < 0ez; > 0)ou(z1 > 0ez < 0)entdoy,  mi > 1.

Desta maneird = K[X,S] ondeSé o submondide d& x Z x (&;2;N;) cujos
elementos satisfazem as condi¢des 1 e 2. O Meaigual ao idea{{X%/s € S\ {0}}),
portanto é ideal maximal. Além disi sera ideal finitamente gerado HEX, S se e s6 se
S= S\ {0} for finitamente gerado como ideal &eSeSfosse ideal finitamente gerado de
SentdoS\ 2Sseria um conjunto finito 0 que n&o ocorre neste caso, poisilevEr que
e; :=(0,0,1,0,0,.), e := (0,0,0,1,0,.),....& :=(0,0,...,,0,1,0,.).€ S\ 2Ssei > 3.
Temos assim que e= K[X, 5] € um dominio de dimensé&o infinit&l € um ideal maximal
deT que n&o é ideal finitamente geradé é um ideal 3-gerado. E facil ver também que
seSé cancelativo este exemplo mostra que no Teorema 2.5 ndmpsdetirar a hipétese
N2, 1S = @. Observe que
(1,1,1,1,0,0,.).= (-(1-2),1,1,1,0,0,.).+ (i- 1)(1,0,0,..) €iS, qualquer que seja
i > 2,logoNZ,; iS # 0.




Observacao 33: Para obter um exemplo de um dominio quasil¢g&aM) que possui
as mesmas propriedades do Exemplo 3.2 basta consilerdr- e M = PTp, ondeT e P
s&o definidos no Exemplo 3.2. E claro que &m alt(P) = d e que
M2 = P2Tp = (X2,X3,X1X2)R. Precisamos apenas mostrar fi@do é um ideal
finitamente gerado dB. SeM fosse um ideal finitamente gerado Beexistiria um natural
ntal queXny1 € (Xg,....Xn)R. ComoR = Tp, existirias € T \ P tal que
SXn1 € (X1,...,.Xn)T. Sendos € T, podemos escrever= | + mondel € L\ {0} em e P.
Teriamos assim quX ;1 + MXy1 = SX1 € (Xq,...,Xn)T. COomo
MXni1 € P2 = (X3, X3, X1X2)T < (X1, Xa,...,Xn)T, obteriamo$Xni1 € (X1, Xz, ....Xn)T.
Comol € L\ {0}, L é corpo eL < T, teriamos quéé um invertivel enT. Logo
Xni1 € (X1,X2,...,Xn)T, que j& mostramos néo ser possivel. Portdhttio € um ideal
finitamente gerado dB.

Apéndice

Faremos agora uma relacdo dos resultados mencionadosaroedeeste trabalho,
cujas demonstracdes podem ser devidamente encontrada&$ar@acias bibliogréaficas.

[ K-Teorema §| - Teorema de CohefiSe todo ideal primo de um anel R ¢ finitamente
geradq entdo R é Noetherianb

[K-Teorema 41] "Sejam Rc T anéis tais que T € inteiro sobre Bntdo o par RT
satisfaz INQincomparabilidadg GU (Going up e também L{lying ovel).”

[K-Teorema 5@ "Qualquer ideal invertivel é finitamente geratio

[K-Teorema 7ﬂ "Sejam R um dominio Noetherignam ideal de Rtal que ¥ R, e A

um Rmadulo finitamente gerado livre de torgadentdonI"A = 0.”
[K-Teorema 81] ”Sejam A um Rnédulo ndo nulpl o anulador de Ae P um ideal

primo de R tal que P é primo minimo deentdo Pc Z(A).”

[K-Teorema 9@ "Para um dominio R as seguintes condi¢des sdo equivalentes

i) Todo ideal n&o nulo de R é invertivel

ii) R & Noetheriangnteiramente fechade de dimenséags 1;

iii) R € Noetheriance para cada ideal maximal MRy € um dominio de valorizacao
discreta”

[A-M-5.1] " As seguintes condi¢cdes sao equivalentes para um anel R é\para
subanel de R

i) X € R é inteiro sobre A

i) A[X] € um Amodulo finitamente gerado

iii) A[x] esta contido em um subanel C de R tal que C é umodlulo finitamente
geradqg

iv) Existe um fx]-mddulo fiel M que é finitamente gerado como urmAdulQ”

[A-M-5.11] - Teorema do Goingip: " Sejam Ac R anéisR inteiro sobre Asejam
P1 € ... € Phoum acadeia de deais primosde Ae Q ... € Qm (M < n) uma cadeia de
ideais primos de R taisqueiQ A= P; (1 <i <m).Entdoacadeia@c ... £ Qmn pode
ser estendida a cadeia;Qc ... € Qptalque Q NA=Pj,paral <i <n.

[A-M-6.3]"Seja0 - M' - M - M" - 0uma sequéncia exata demddulos Entaa

i) M é Noetheriana> M’ e M' s&o Noetheriangs

i) M é Artinianoe M’ e M’ sdo Artinianos’

[A-M-6.5] " Seja R um anel Noetheriarfeespectivamente ArtiniafpoM um Rmaodulo
finitamente geradoEntdo M é Noetherian@respectivamente Artiniano).”

[A-M-6.6] " Seja R um anel Noetheriarfeespectivamente Artiniap2 um ideal de R



Entdo£ é um anel Noetherian@espectivamente Artiniand

[A-M-7.14] "Em um anel Noetheriano, fodo ideal 2 contém uma poténcia de seu
radical.”

[N-3.16] "Se um anel R possui ideais,B., ...,B, tais quen’; Bi = 0 e, para cada
i €{1,..n}, ii € anel Noetheriancentdo R é anel Noetheriario

[G-15.7] "Seja G um grupo abelianas seguintes condi¢cbes sdo equivalentes
i) G é livre de torcap

ii) G é um grupo totalmente ordenado

iii) G é um grupo reticuladd
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