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Resumo

Neste trabalho demonstram-se os teoremas de ponto fixo de Brouwer e Kakutani com o ob-
jetivo de provar a existéncia do equilibrio de Nash em jogos finitos em forma normal. No
primeiro capitulo apresentam-se as defini¢cdes de teoria dos jogos, comecando com jogos fini-
tos em forma normal e terminando com o conceito de equilibrio de Nash. Na primeira secao
do capitulo dois desenvolve-se a teoria de simplexes, em R", e se demonstra o teorema de
Brouwer. Na secdo seguinte, sdo relacionadas as propriedades de semi-continuidade superior e
grafico fechado em set functions, para entdo provar os teoremas de Celina e von Neumann que,
em conjunto com o teorema de Brouwer, resultam no teorema de Kakutani no fim da se¢do.
Como ultimo resultado € demonstrado o teorema de existéncia do equilibrio de Nash em jogos
finitos em forma normal através do teorema de Kakutani, mostrando que o equilibrio de Nash

¢ um ponto fixo de uma set function.

Palavras-chave: teoremas de ponto fixo, Brouwer, Kakutani, teoria dos jogos, equilibrio de
Nash, jogos finitos.






Abstract

In this work, the fixed-point theorems of Kakutani and Brouwer are proved with the intention
of showing the existence of Nash equilibrium in finite normal-form games. In the first chap-
ter the needed definitions of game theory are shown, starting with finite normal-form games
and ending with the concept of Nash equilibrium. In the first section of chapter two, simplex
theory in R" is developed and then the Brouwer fixer point theorem is proved. In the next sec-
tion, some relations of upper hemi-continuity and closed graph in set functions are shown, then
proving the theorems of Celina and von Neumann that, along with Brouwer theorem, result
in Kakutani fixed-point theorem in the end of the section. As the last result, the existence of
Nash equilibrium in finite normal-form games is proved through Kakutani’s theorem, relating

the Nash equilibrium to the fixed-point of a set function.

Key-words: fixed-point theorems, Brouwer, Kakutani, game theory, Nash equilibrium, finite

games.
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1 TEORIA DOS JOGOS

Teoria dos jogos € o ramo da matemadtica que estuda a interacdo entre agentes racionais
a partir da quantificacao das preferéncias individuais. Nao € importante definir racionalidade
neste texto, pois o conceito vai ser assimilado de outras formas. Por exemplo, o estudo de
leilGes € feito na teoria dos jogos, onde estudam-se as tomadas de decisdes dos participantes do
leildo frente as situacdes que podem acontecer. De forma geral, qualquer interagcdo de agentes,
cujo resultado das decisdes puder ser quantificado de uma forma ordenada e razoavel, pode ser
estudado em teoria dos jogos (para mais informagdes, veja o capitulo 3 de [15]).

O texto trabalha sobre o tipo de jogos mais simples, os jogos finitos em forma normal.

1.1 Jogos finitos em forma normal

Definicdo 1.1.1. Um jogo finito de n jogadores em forma normal é uma triade (N, A, u) onde:
e N ¢ o conjunto de jogadores, indexados por i;

e A=A x Ay x ... x A, onde A; é o conjunto finito de acdes (estratégias puras) dis-

poniveis para o i-ésimo jogador. Cada elemento de A é chamado de perfil de estratégia;

ou = (uy,...,uy), ondeu; : A — R é afungdo utilidade (payoff) do i-ésimo jogador.

Por exemplo, considere duas pessoas dirigindo na estrada, em direcOes opostas e prestes a
se cruzar. O jogador J; tem duas alternativas, ir pela faixa da direita ou esquerda; o mesmo para
o jogador J5. Se ambos passam por faixas diferentes entdo a funcao utilidade retorna 1 para os
dois, ja que os dois ficam satisfeitos em continuar seu caminho; se ambos passam pela mesma
faixa, a funcdo utilidade retorna —1 para ambos, pois seus carros colidem. Pode-se modelar

esta situacdo como um jogo em forma normal, sendo
o N = {‘]la ‘]2},

o A = Ay x Ay = {(Direita, Direita), (Direita, Esquerda), (Esquerda, Direita),
(Esquerda, Esquerda)}, com Ay = Ay = { Direita, Esquerda};

o u = (uy,uy),onde u; : A — R éafuncdo utilidade que retorna —1 para o i-ésimo jogador

se o perfil de estratégias resultar em colisdo e retorna 1 caso contrario.
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A principal caracteristica dos jogos finitos em forma normal € a possibilidade de representagcdo

em forma matricial. O jogo acima pode ser representado na tabela 1.

D E

D (D) | 1,-1)
E | CL-)| (LD

Tabela 1 — Jogo em forma normal.

A primeira coluna e a primeira linha representam as acdes dos jogadores .J; e .Jo, respectiva-
mente. As outras células representam os payoffs. Suponha, por exemplo, que ./; escolha a agdao
D (direita) e J escolha a acdo I (esquerda) (os jogadores escolhem os lados em relagdo aos
seus pontos de vista). Entdo o payoff da estratégia (D, F) é (—1, —1), representado pela célula
da primeira linha e segunda coluna da tabela de payoffs. A primeira coordenada do payoff € a
utilidade (payoff) do jogador J; e a segunda coordenada € a utilidade do jogador .J,.

Uma das caracteristicas deste tipo de jogo € a independéncia de decisdes. De forma simples,
isto significa que cada jogador escolhe uma estratégia sem saber como o outro vai agir.

Existem jogos de repeticao que sdo jogados continuamente. Por exemplo, o jogo da tabela 1
jogado continuamente pode representar um motorista que cruza com diversos outros motoristas
durante o seu dia. Nesta situagdo os jogadores podem aleatorizar suas estratégias a partir de

probabilidades pré determinadas. Dai, podemos definir o seguinte

Definicao 1.1.2. Seja (N, A, u) um jogo de repeticdo nos termos da definicdo 1.1.1. O con-
junto de estratégias mistas do i-ésimo jogador, denotado por S;, é o conjunto de todas as
distribuicoes de probabilidade sobre A;. Este conjunto é isomorfo ao fecho convexo de A;
(veja a definicdo 2.1.1) se A; for considerado como um conjunto linearmente independente de
R”, onde k é o niimero de elementos de A,.

O conjunto dos perfis de estratégias mistas é S = S1 X ... X Sy.

Para toda estratégia mista s; € S; estd associada uma fungdo s; : A; — [0, 1] (abuso de
notagdo), onde s;(a) é a probabilidade da estratégia pura a € A; ser jogada na estratégia

mista s;.

Ou seja, associando A; = {ay,...,a;} C RF a um conjunto de elementos linearmente

independentes, entdo S, pode ser associado isomorficamente ao conjunto

k K
S1={)_piaj, p; >0V > p;=1}.
= =1

Fazendo p; = 1 vem que a; € S;. Dai segue que A; C Si, isto €, o conjunto de estratégias

puras é um subconjunto do conjunto de estratégias mistas.
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Um exemplo simples de jogo em que usam-se estratégias mistas € o jogo do par ou impar,
representado na tabela 2. O jogador Jp (Jp,,-) tem utilidade positiva 1 quando o resultado final
do jogo € um nimero par e —1 caso contrario. Andlogo para o jogador J; (Jrpmper). Uma
estratégia mista para o jogado Jp seria jogar sp = %P + %I , significando que ele aleatoriza P
e [ com probabilidades % e % respectivamente. Da mesma forma, o jogador .J; poderia adotar
a estratégia mista s; = 2P + 1, significando que ele aleatoriza P e I com probabilidades % e
3, respectivamente.

Ao adotar estratégias mistas em jogos de repeticao, o conceito de utilidade se generaliza

para o conceito de esperanca (ou valor esperado) da utilidade.

Defini¢ao 1.1.3. Dado um jogo em forma normal (N, A, u), a esperanga da fungdo utilidade
u;, do jogador i, para o perfil de estratégias mistas s = (s1,...,S,) € a fun¢do u; : S — R

(abuso de notacdo) definida como

Nao € dificil mostrar que esta fungdo € linear em cada coordenada. Esta esperanca € natural,
pois generaliza a funcao utilidade de estratégias puras. Ela é descrita como a soma dos payofts
das estratégias puras multiplicadas pelas probabilidades destas estratégias serem jogadas.

No exemplo mencionado acima, com

1 2 2 1
s = (spos1) = (s1,8) = (§P t3h3P+ gf) ,

tem-se que a esperanca da utilidade do jogador Jp é

12 11 22 21

= §§u1(P7P) +§§U1(P7[) + §§U1<Ia P) +§§u1(1,])
2 1 4 2

— S (-1 (-1 + 21

ol T gD+ 5= +3

1

9

Um calculo andlogo mostra que u;(s) = %. Estes valores indicam que, ao manter estes perfis
1
5

Obs: O jogo do par ou impar é um exemplo de jogo de soma zero. Neste trabalho nao

de estratégia continuamente, as utilidades médias dos jogadores se aproxima de —% e
vamos nos restringir aos jogos de soma zero.

Seguindo em frente, para todo s = (s1,...,s,) € S, pode-se escrever s = (s;, s_;), onde

S = (81, 8i-1,8i415+ -+, 5n)-
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Definicao 1.1.4. Uma melhor resposta do jogador v para o perfil de estratégias s_; é uma

estratégia mista s; tal que
wi(S;,5-i) > wi(Si,5-4),Vs; € S;.

E fécil ver que o conjunto de melhores respostas de cada jogador ¢ para cada perfil fixo s_; é
convexo. De fato, se s} e s/ sao melhores respostas para s_; com w; (s}, s_;) = u;(s!,s_;) = M,

entdo tem-se que, para todo t € [0, 1],

uz(t . S;- + (1 — t)S{L»/, S,i) =t ui(S;, S,i) + (1 — t) . ui<82/, 8,i>
= M7

o que faz a combinacdo uma melhor resposta também.

No exemplo da tabela 1, suponha que o jogador .J, escolha sempre ir pela direita (D). Entdo
a melhor resposta do jogador .J; € sempre ir pela direita (D) para ficar com um payoff de 1.
De fato, suponha que o jogador .J; escolha uma estratégia da forma s; = kD + (1 — k) E para

algum k € [0, 1]. Entao sua utilidade seria

com maximo em k = 1. Dai vem que u;(D, D) > uy(sy, D), para todo s; € S;. O mesmo
processo mostra que D é uma melhor resposta do jogador J; para a estratégia s; = a; = D do
jogador J;.

Mostrou-se acima que o perfil de estratégias s = (D, D) é um equilibrio de Nash.

Definicao 1.1.5. (Equilibrio de Nash) O perfil de estratégias mistas s = (Si,...,S,) é um

equilibrio de Nash se s; é uma melhor resposta para s_;, para todo 1.

No exemplo da tabela 1, dois equilibrios de Nash sdo os perfis de estratégias (D, D) e
(E, F). Ja foi mostrado que (D, D) é um equilibrio de Nash e a prova de que (F, E') também
€ segue as mesmas linhas.

Outro exemplo simples de jogo finito em forma normal € o par ou impar, representado na

tabela 2. Néo é dificil mostrar que o perfil (3P + 31, 3P + 11) é um equilibrio de Nash com

JIP I

(1,-1) | -1,D)
I (-1,1) | (1,-D)

Jp

Tabela 2 — Par ou impar.

payoff (0,0) (o exercicio é bastante educativo).
Como pode-se ver nos exemplos acima, podem existir equilibrios de Nash em estratégias

puras ou mistas, e apenas um equilibrio ou mais. Um resultado classico da teoria dos jogos € o
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da existéncia de pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas para jogos finitos em
forma normal, assunto que serd tratado no préximo capitulo.

Para terminar a se¢do, uma defini¢do e um resultado trivial.

Definicao 1.1.6. Uma estratégia mista s; € S; é dita dominante se for uma melhor resposta

para todo perfil de estratégias s_;, isto é, se u;(s,s_;) > w;(s) para todo s € S

Proposicao 1.1.1. Um perfil de estratégias formado por estratégias dominantes é um equilibrio
de Nash.

No capitulo seguinte sdo vistas algumas condicdes sob as quais o equilibrio de Nash existe.
De forma geral, todo jogo finito em forma normal possui pelo menos um equilibrio de Nash,

mas nao pode-se afirmar o mesmo sobre perfis de estratégias dominantes.

1.2 Aplicagoes

1.2.1 Teoria da evolugao

O Hawk-Dove game € um jogo bastante simples que modela dois animais de uma mesma
populagio em conflito para reprodugido. Ambos animais podem adotar duas estratégias, Hawk(H )
que ¢é agressiva ou Dove(D) que é passiva e evita conflito com Hawks.

A tabela 3 define um jogo onde os payoffs sdo definidos como a quantidade de descendentes
diretos que cada animal gera. A constante V' é um valor associado a reprodu¢do sem conflito,

C ao conflito de Hawks e T ao conflito de Doves. As células que tem somente um valor

significam que ambos animais recebem o mesmo payoff.

2 H D

H |[V/2=C]| (V,0)
D | (0,V) |V)2=T

1

Tabela 3 — Hawk-Dove

Neste exemplo, se escolhermos valores apropriados para as constantes (V' > 2C, V' > 2T)),
o unico equilibrio de Nash (H, H) pode representar uma estratégia que perpetua ou extingue
a espécie (por exemplo, V/2 — C' < 1). Este perfil de estratégias é também um perfil de
estratégias dominantes. Note também que a estratégia (D, D), mesmo ndo sendo um equilibrio

de Nash, é uma estratégia mais eficiente que (H, H) se T' < C'. Mais pode ser lido em [4].

1.2.2 Economia

A teoria dos jogos, em economia, se aplica a microeconomia, que € o estudo de interagdes
entre entidades individuais. Por exemplo, como n empresas tomam decisdes em uma competicao,

ou como n pessoas interagem num meio em comum?
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As multiplas formas de interacao financeira possibilitam diversos topicos de estudo para a
teoria dos jogos. Um exemplo de aplicacdo € na andlise de leildes: cada leilao pode ser dirigido
com regras diferentes, sendo o leildao do maior preco (leildo Inglés) o tipo mais comum, em que
os participantes ddo lances continuamente e ganha quem der o maior lance.

Uma outra forma de leilao € o do segundo preco com lances privados. As regras sdo de que
cada participante pode dar apenas um lance privado, escrito em um envelope selado (vamos
supor que quem nao quer participar deve dar um lance de 0), e que o ganhador é quem dé o
maior lance, mas o valor pago € o segundo maior lance. Empates sdo resolvidos com algum
ordenamento pré-determinado. Neste leilao, supondo que os lances sdo independentes, tem-se

o seguinte resultado

Proposicao 1.2.1. Suponha um leildo de segundo preco com lances privados de n jogado-
res. Se o jogador i avalia o produto como tendo valor M;, entdo o perfil de estratégias

s = (M, ..., M,) éum perfil de estratégias dominantes.

Demonstragdo. A demonstragdo parte de uma divisao das possibilidades em casos. Antes de
fazer isso, vamos tratar do caso em que ha empate entre os vencedores. Neste caso, como men-
cionado acima, existe alguma ordenacdo pré-definida que determina o vencedor. Para evitar
andlises desnecessarias, vamos supOr que a avaliacdo e o lance do primeiro agente do orde-
namento sejam somados por ne para algum € > 0 infimo. Da mesma forma, que o lance e
a avaliacdo do segundo agente do ordenamento sejam somados por (n — 1)e, e assim suces-
sivamente até o lance e a avaliacdo do n-ésimo agente do ordenamento que serdo somados
por €. Este processo resulta no mesmo vencedor do jogo original e com o0 mesmo payoff se
ignorarmos o termo em e depois de decidido o vencedor.

Escreveremos M, e M para os valores do maior e do segundo maior lances do leilao,
sucessivamente. A utilidade do jogador i € O se ele ndo vence o leildo e € M; — M se ele vence
o leildo. Visto que o caso My = M € contornado pelo processo do pardgrafo anterior, vamos
supor que M < M, sempre. Queremos mostrar que M; € uma estratégia dominante para o
jogador 7, onde M; é a avaliacdo do produto feita pelo jogador . Vamos dividir a solu¢do nos
casos M; < M < My, M < M; < Mye M < My < M;. Também, dentro de cada um destes
casos vamos analisar as situacdes onde o lance do jogador ¢ foi M, e onde nao foi M,.

Caso M; < M < Mj: Se o lance do jogador i foi M, entdo sua utilidade é de M; — M < 0.
Como a utilidade do jogador 7 € 0 ou M; — M < 0, se tivesse jogado M; ao invés de M, sua
utilidade seria mdxima e igual a 0. Entdo M; maximizaria sua utilidade nesta situagdo. Ainda,
se o lance do jogador ¢ ndo foi de M, a sua utilidade é 0. Qualquer outro lance do jogador %
nesta situacao resultaria em utilidade igual a 0 ou igual a M; — My < 0. Como um lance de
M; resultaria em utilidade 0, entdo M; é uma melhor resposta nesta situacdo. Analisadas as
duas situacdes, mostramos que M; é uma melhor resposta do jogador ¢ para qualquer perfir de

estratégia neste caso.
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Caso M < M; < Mj: Se o lance do jogador ¢ foi M), entdo sua utilidade é M; — M > 0.
Nesta situagdo, se o jogador ¢ trocasse seu lance de M, por qualquer lance maior do que M,
entdo sua utilidade seria a mesma. Além disso, qualquer lance menor do que M resultaria em
utilidade 0, pois M se tornaria o maior lance do leildo. Assim, /; € uma melhor resposta nesta
situacdo. Se o lance do jogador ¢ ndo foi M, entdo foi menor do que M. Se ele trocasse seu
lance por algo maior do que M;, entdo sua utilidade seria menor ou igual a 0. Se ele desse
um lance menor ou igual a M; entdo sua utilidade seria 0. Entdo )/; € uma melhor resposta.
Analisadas as duas situagdes, M; € uma melhor resposta do jogador ¢ neste caso.

Caso M < My < M;: Se o lance do jogador ¢ foi M), entdo sua utilidade € maxima e igual
a M; — M, que € a mesma utilidade caso tivesse dado um lance de M; ao invés de M. Assim,
M; € uma melhor resposta nessa situagao. Se o lance do jogador ¢ ndo foi de M, entdo seu
lance foi menor do que M, e sua utilidade é 0. Ao troca seu lance por um lance maior do que
My qualquer, sua utilidade se torna M; — M, > 0, que € o maximo possivel nesta situagdo.
Pelo visto acima, M; € uma melhor resposta do jogador ¢ neste caso.

Pelos casos acima, M; é uma melhor resposta do jogador i a qualquer perfil de estratégias,
logo, é uma estratégia dominante. Assim, s = (M, ..., M,,) é um perfil de estratégias domi-
nantes.

[

O resultado acima implica que, no leildao de segundo preco com apostas privadas, a es-
tratégia onde cada comprador aposta o valor “justo”(para si) do produto € um equilibrio de Nash
(isto vem de que um perfil de estratégias formado por estratégias dominantes é um equilibrio
de Nash). Pode-se perguntar se este leildo traz mais beneficios ao vendedor ja que os lances
sdo de valores “justos”.

Uma leitura mais completa sobre leildes pode ser feita no capitulo 11 de [15].

1.2.3 Exemplos

1) Calcular um equilibrio de Nash no geral ndo é um processo simples, mas sob certas
hipdteses alguns jogos finitos 2 x 2 possuem um método interessante de resolucao. Suponha
que o jogador J; vd jogar uma estratégia mista s; = tA + (1 — t)B € S; que faga o jogador
Jo indiferente quanto a jogar as estratégias puras C' ou D € A,, isto é, com mesma utilidade
para as duas estratégias. Entdo .J; serd indiferente também ao jogar qualquer estratégia mista
de C'e D, pela linearidade da utilidade na segunda coordenada. Analogamente, se o jogador .J,
jogar uma estratégia mista s, = kC' + (1 — k) D € S, que faga o jogador J; indiferente a jogar
Aou B € Ay, entdo J; serd indiferente a jogar qualquer estratégia mista s; € S, inclusive a
s1 =tA+ (1 —t)B € S; mencionada acima. Assim sendo, (si, s2) € um equilibrio de Nash
ja que, pela construg¢do acima, s; é uma melhor resposta a sy € vice-versa(no caso, qualquer
estratégia mista de J; € melhor resposta a s, e qualquer estratégia mista de ./, € melhor resposta

a 81).
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Usando o jogo da tabela 2 para exemplificar a constru¢do acima, a estratégia mista do
jogador J; tem que fazer Jp indiferente a jogar P ou /. Isto quer dizer que as utilidades do

jogador Jp ao jogar P ou I devem ser as mesmas. Equacionando:

UP(P, klp + (1 — kl)[) = Up([, klp -+ (1 — kl)[)
=kiup(P,P) + (1 — k)uy(P, 1) = kyup(I, P) + (1 — ky)uy(I, I)
Sl + (1= K0 = k0 + (1 — k)1

1
:>/€1 - 5

Entdo a estratégia mista s, = %P + %I € Sy para o jogador J; torna o jogador Jp indiferente
a jogar P ou I, logo, indiferente a jogar qualquer estratégia s; € Sp. Isto implica que todo
elemento de Sp € uma melhor resposta a s,.

O mesmo raciocinio para o jogador Jp, jogando P com probabilidade k, gera a modelagem
ur(koP 4+ (1 — ko)1, P) = us(koP + (1 — ko)1, 1),

que resulta em ko = % Entdo s; = %P + %I € Sp torna o jogador J; indiferente a jogar
qualquer combinacdo de P e I, inclusive a estratégia mista s». Isto significa que todo elemento
de S; é melhor resposta a sq, inclusive sy. Assim, o perfil (sq, s9) = (%P + %I, %P + %I) es
€ um equilibrio de Nash. Mais informacdes em [14].

Mas entdo, sob quais hipdteses este método funciona? No caso de um jogo normal da forma

da tabela 4, a estratégia mencionada acima nos diz que o jogador .J; € indiferente a jogar C' ou

Ja
7 C D
A (a,a’) | (b,0)
B (e,d) | (d,d)

Tabela 4 — Jogo 2 x 2 em forma normal qualquer.

D se seus payoffs forem os mesmos para a estratégia s; = kA + (1 — k)B do jogador J;.

Modelando vem que

u2(817 C) - u2(817 D)
—kd + (1= k) = kb + (1 — k)d
=k(d+d - -V)=d -/,

que ndo tem solucioem Rse d — ¢ # 0ed +d — ¢ — V' = 0. Neste caso, Jo tem uma

estratégia pura dominante jaque b’ — o' =d — ¢ # 0.
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Uma modelagem semelhante pode ser feita em jogos com m jogadores e n estratégias pu-

ras, quando um sistema de equagdes vai ser gerado.

2) O equilibrio de Nash é um conceito natural no estudo de teoria dos jogos, pois representa
um perfil de estratégias mistas que os jogadores adotariam caso fossem perfeitamente racionais.
Intuitivamente: um jogador sempre tentard maximizar sua utilidade frente as estratégias dos

outros jogadores, o que acontece no equilibrio de Nash.

Podemos observar a construcdo do equilibrio de Nash de forma indutiva: o jogador A pode
supor que o jogador B jogue uma estratégia b, logo, escolhe a estratégia a; como melhor res-
posta a b;. Em seguida, percebe que o jogador B pode deduzir esta 16gica e escolher a estratégia
b, como melhor resposta a aq, logo, escolhe a; como melhor resposta a b,. Em seguida, percebe
que o jogador B pode deduzir esta l6gica e escolher a estratégia b3 como melhor resposta a as,
logo, escolhe a3 como melhor resposta a b3. Seguindo o processo indutivamente, o equilibrio
de Nash é o limite da sequéncia (a,, b,) caso ela convirja. A partir da forma indutiva pode-se
observar o porqué do equilibrio de Nash ser bastante observado em jogos de repeticdo, pois a

k-ésima repeti¢ao do jogo resultaria no perfil (ag, b;) sendo escolhido.

3) Um jogo normal em forma finita de n jogadores € representado por uma matriz n dimen-
sional, onde o nimero de estratégias de cada jogador determina o comprimento de um lado da
matriz. Por exemplo, um jogo de 3 jogadores, onde |A;| = a, |A2| = be |A3] = ¢ é uma
matriz tridimensional de ordem a X b X ¢ com a.b.c células. Tome o jogo “dois ou um”, jogado
por trés jogadores, tal que A; = {1, 2} e vence aquele que jogar um valor diferente dos outros
dois jogadores. Separando a matriz tridimensional em duas matrizes bidimensionais, cada uma

delas para uma estratégia fixa do terceiro jogador:

J3 =1 J3 =2
J2 J2
7 1 2 7, 1 2
1 (0,0,0) | (-1,2,-1) 1 (-1,-1,2) | (2,-1,-1)
2 (29_19_1) (_19_192) 2 (_1529_1) (O$090)

Tabela 5 — Jogo “dois ou um’

Parece intuitivo pensar que o perfil de estratégias mistas (3[1]+1[2], 1[1]+3([2], 5[1]+3[2])

€ um equilibrio de Nash. Supondo que os jogadores 2 e 3 de fato adotem estas estratégias e o

jogador 1 jogue t[1] + (1 — t)[2], a esperanca da sua utilidade é dada por
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Isto implica que, dadas estas estratégias mistas uniformemente distribuidas dos jogadores
2 e 3, qualquer estratégia mista do jogador 1 € uma melhor resposta, inclusive ¢t = % Como a
demonstracdo para os outros dois jogadores € a mesma visto que o jogo € simétrico, conclui-se

que o perfil de estratégias mistas uniformemente distribuidas € um equilibrio de Nash.

4) Um tipo especifico de jogos em forma normal € o de jogos sequenciais em forma perfeita.
A representacdo mais simples deste tipo de jogo € feita através da arvore de payoffs. Por
exemplo, suponha um jogo de trés jogadores que representam duas criangas € um adulto. O
adulto tem dois doces idénticos para dar para as criancas da seguinte forma: a primeira crianca
escolhe se quer 0, 1 ou 2 dos doces disponiveis. A segunda crianga pode escolher quantos quer
dentre os doces que sobraram ou protestar, fazendo com que o adulto interfira no processo. O
adulto, por sua vez, pode acolher ou ndo o protesto da segunda crianca. Este jogo € representado

na figura 1.

Protesta

(0,0,2) (0,1,1) (0,2,0) (1,0,1) (1,1,0)

N3ao Acolhe a Acolhe

(2,0,0) (1,1,0)

(1,0,1) (1,1,0)

Figura 1 — Arvore de um jogo sequencial em forma perfeita.
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Neste caso, para modelar o jogo sequencial em forma perfeita como um jogo normal,
considera-se o conjunto de estratégias puras de um jogador como o produto cartesiano dos
conjuntos de escolhas que o jogador deve fazer em cada vértice. Por exemplo, na figura 1,
o jogador C tem como conjunto de estratégias puras A; = {0, 1,2}, que é o conjunto de
escolhas que ele pode fazer no seu unico vértice de escolhas. O jogador C; tem como con-
junto de estratégias puras A, = {0,1,2} x {0,1,Protesta} x {0,Protesta} x {0,1}, que
€ o produto cartesiano dos conjuntos de escolhas que ele deve fazer em cada um de seus
vértices de escolhas. O jogador A, da mesma forma, tem conjunto de estratégias puras Az =
{Nio Acolhe, Acolhe} x {N&o Acolhe, Acolhe}.

Por ser um subconjunto dos jogos finitos em forma normal, os jogos sequenciais em forma
perfeita possuem pelo menos um equilibrio de Nash. Para mais informacdes e formalizacoes

veja o capitulo 4 de [14].
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2 TEOREMAS DE PONTO FIXO E
EXISTENCIA DO EQUILIBRIO DE
NASH

Neste capitulo, primeiro prova-se o teorema do ponto fixo de Brouwer via teoria de sim-
plexes, depois o teorema do ponto fixo de Kakutani via Brouwer. No fim da segunda parte
demonstra-se o teorema do ponto fixo de Nash para jogos finitos em forma normal via teorema
de Kakutani.

2.1 O teorema do ponto fixo de Brouwer

2.1.1 Convexidade

Defini¢ao 2.1.1. Para A C R™, o fecho convexo de A, denotado por co(A), é o conjunto de

todas as combinagdes convexas finitas de elementos de A, isto é, de todos os vetores x da forma

n
i=1

para algum n, onde cada x; € A e os \,s sdo ndo negativos somando 1.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Caratheodory). Seja E C R™. Se x € co(FE) entdo x pode ser

escrito como uma combinagdo convexa de k < m + 1 elementos de E.

Demonstragcdo. Seja x um ponto do fecho convexo de F. Entdo x pode ser escrito como
T = Zle Aiz; para algum k, onde cada z; pertence a F e os \.s s3o ndo negativos somando 1.
Suponha que £ > m + 1. Entdo os pontos z; — x; sdo linearmente dependentes, logo,
existem escalares f;, ndo todos iguais a zero, tais que ZLQ pi(xz; — x1) = 0. Escrevendo
= — Zf:Q (i, aigualdade acima se torna Zle pix; = 0 com Zle i; = 0, onde algum dos
;s € positivo.
Utilizando os resultados acima, pode-se escrever

k

k k
r=r+0=2+a0= Z)‘ixi — aZuixi = Z()\Z — ;) T,
i=1 i=1 i=1
para qualquer real «. Fazendo a@ = minlgjgk{:_j ;> 0} vem que = Zle()\i — ;) T4,
com todos os coeficientes ndo negativos, somando 1 e pelo menos um deles sendo nulo. Assim,
x fica representado através de uma combinacdo convexa de £ — 1 elementos de .
O processo pode ser repetido até que x seja representado como combinacdo convexa de

m + 1 pontos de F/, quando a hipotese de dependéncia linear deixa de funcionar. O]
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2.1.2 Simplexes

Definiciio 2.1.2. Um conjunto {zy,...,z,} C R™ ¢ afim independente se ). N\x; = 0 e
Y o Ai = 0 implicam que \; = 0 para todo j.

Isto € equivalente a dizer que o conjunto {z; — x;,j # i} € linearmente independente para
qualquer i fixado. De fato, supondo a independéncia linear, que ) .  \jz; =0e Y . (N =0,
entdo fazendo \; = — 3, \; tem-se que > 7 A\j; = >, Aj(z;—x;) = 0. Por hipétese de
independéncia linear vem que \; = 0 para todo j. Por outro lado, se a defini¢do for verdadeira
tem-se que, se Y. Aj(z; — ;) = 0 = (=32, Aj)xi + D, Ajaj, entdo os conjuntos
{zo, .- znt e {0, ..., An}, com A; = — 37, A; respeitam as condigdes da defini¢do, logo
A;j = 0 para todo 7, daf a independéncia linear.

Veja a representacdo geométrica da figura 2 abaixo:

A

[ ]
Zo

Figura 2 — Representagao de afim independéncia.

O conjunto {zg, z1, 7o} € afim independente em R? ja que os vetores z; — zg € T9 — T SAO
linearmente independentes. Note que se fosse adicionado um novo elemento x3 ao conjunto
entdo ele deixaria de ser afim independente, ja que seriam formados trés vetores x1 — g, T2 — T
e 13— em R? que nio sdo linearmente independentes (um conjunto linearmente independente

em R" tem no maximo n vetores). Dai segue que um conjunto afim independente em " tem

no maximo n + 1 elementos.

Definicao 2.1.3. Um n-simplex é o conjunto de todas as combinagdes positivamente convexas
de um conjunto afim independente de n+1 elementos, isto é, o n-simplex definido pelo conjunto

afim independente {xy, . .., x,} é o conjunto
S(xo,. .y wn) = { D Niwi: N >0Vie Y N\ =1}
=0 i=0

Um n-simplex fechado é o fecho de um n-simplex.
Cada ponto x; é chamado de vértice e cada k-simplex formado por k+1 vértices é chamado

de face do n-simplex. Em particular, cada vértice é um 0-simplex que também é uma face do

n-simplex.

A figura 3 d4 um exemplo da diferenca entre um n-simplex e seu fecho. A figura 4 mostra

as faces de um 2-simplex com diferentes cores.
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N N
a L9
Y
17>,
7IN
Vo270
2000,
L20000N
(0o
5500000
200000000
0555000000
50004500000
1250000020000>
‘/////////////)\
1500000000000 O
Y 1
Lo R
L4

Figura 3 — (a) - S(xo, 71, Z2), um 2-simplex em R?; (b) o 2-simplex fechado S(xg, z1,7s) =

co(xg, 1, T3).
T3

T X2

Figura 4 — Faces de um 2-simplex.

Veja que um n-simplex € um conjunto aberto em R"”, limitado e convexo, enquanto o seu

fecho € um conjunto compacto e convexo em qualquer R™ que contenha o n-simplex.

Proposicao 2.1.1.
,Ty) € igual a co{xg, ..., T,};

a- O fecho de um n-simplex S(zy,
., Tn } tem uma tinica representa¢do con-

b- Cada ponto de um n-simplex fechado co{x,
vexa Z?:o Aiw;. As constantes \; sd@o chamadas de coordenadas baricéntricas do ponto;

c- Cada ponto de um n-simplex fechado estd contido em apenas uma de suas faces;

d- Um n-simplex fechado é representado pela unido disjunta de suas faces;

e- Um n-simplex fechado é a intersecdo de todos os convexos fechados contendo o n-

simplex, isto é, é o menor convexo fechado contendo o n-simplex.

Demonstragdo.
.,T,) € mostrar que

a- Por um lado, basta tomar as sequéncia convergentes de S(xo,
., Zn }. Por outro lado, todo

convergem para uma combinag¢do convexa ndo negativa de {x,



16 Capitulo 2. TEOREMAS DE PONTO FIXO E EXISTENCIA DO EQUILIBRIO DE NASH

ponto de co{xy, ..., z,} é limite de uma sequéncia de pontos de S(zo, ..., z,).

b- Isso é consequéncia de a. Cada ponto do n-simplex fechado pode ser escrito como
YoroNimi, Ay = 0e > r A = 1. Suponha um ponto y com duas representagdes y =
Yooy = Yoo iy, logo, ot (N — i)z = 0e D> (A — ;) = 0. Por defini¢do
de afim independéncia, \; = p; para todo .

c- Tome a representagdo dada em a. Seja v(y) = {i : \; > 0} = {dp,...,ix}. Entdo
Yy = Z?:o Ai,r;; pertence a face S(wy,...,x; ). A unicidade em b implica que ndo existe
outra face S(zj,, ..., ;,,) que contenha y.

d- Consequéncia direta de b e de c.

e- Que a intersecao estd contida no n-simplex fechado € trivial. Por outro lado, veja que os
vértices do n-simplex sdo limites de sequéncias no n-simplex, logo, estdo em todos os convexos
fechados que contém o n-simplex. Entdo, por convexidade e pela letra b, todos convexos fe-
chados que contém os vértices do n-simplex também contém o n-simplex fechado. Conclui-se

que o n-simplex fechado esta na intersecao.
[

Defini¢do 2.1.4. O n-simplex padrdo é o n-simplex ey - - e,y C R", onde {ey,... €41} €

a base canodnica de R"*'. A, é o seu fecho, também chamado de n-simplex padrdo fechado.

Veja a figura 5.
€3
Figura 5 — O 2-simplex padrdo S(eq, 2, €3).
Defini¢do 2.1.5. Seja T = S(zq, ..., x,) um n-simplex. Uma subdivisdo por simplexes de T

¢ uma colegdo finita {T; : i € 1} de simplexes disjuntos satisfazendo | J,.; T; = T e tal que,
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para quaisquer i,j € I, o conjunto T; N T] € vazio ou igual ao fecho de uma face em comum

de T; e T}. O mesh de uma subdivisdo é o didmetro do maior simplex.

Exemplo 2.1.1. Para qualquer inteiro positivo m, o conjunto
n+1 kl :
V={veR" iv;=—,i=0,...,m > k=mk €Z.}

é o conjunto de vértices de uma subdivisdo por simplexes de A,. Esta subdivisdo tem m™
V2

n-simplexes de didmetro = e outros simplexes de dimensoes menores.

Veja na figura 6 a subdivisao mencionada no exemplo 2.1.1 comm = 3en = 2.

Figura 6 — A subdivisdo de A, com m = 3.

Definicao 2.1.6.

a) Para qualquer simplex T = S(xq, ..., x,), o baricentro de T, denotado por b(T), é o

1
PonIo o5 > g T

b) Para simplexes T}, s, defina Ty > 5 significando que T, é uma face prépria de 1.
Dado um simplex T, a familia de todos os conjuntos S(b(Ty), . ..,b(Ty)) tais que T > Ty >

... > Ty (logo, k-simplex) é chamada de primeira subdivisdo baricéntrica de T

Proposicao 2.1.2. A primeira subdivisdo baricéntrica de 'I" é uma subdivisdo por simplexes de

T.

A demonstracao fica a cargo do leitor. Por exemplo, a figura 7 mostra a primeira subdivisao

baricéntrica de A,.

Proposicao 2.1.3. Na subdivisdo baricéntrica definida na definicdo 2.1.6 tem-se que o mesh

da subdivisdo é no mdximo 2 vezes o didmetro do n-simplex T.
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Figura 7 — A primeira subdivisdo baricéntrica de As.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que o diametro de um simplex qualquer € igual a
distancia entre dois de seus vértices. De fato, para qualquer z dentro de um simplex, seja
r = maz{|x — z;|,i < n}, onde os pontos z; séo os vértices do simplex. Entdo o simplex estd
todo contido na bola centrada em x e raio r, ja que esta bola € um convexo que contém todos
os vértices (proposicao 2.1.1, letra e). Dai vem que o ponto mais distante de qualquer elemento
do simplex é um dos vértices. Um argumento simples baseado nisso justifica que o didmetro
do simplex € a distancia entre dois de seus vértices.

Agora, suponha que d € o didmetro de um n-simplex, isto €, d = maz{|z; — x;|,4,j < n}.
Se n = 0 a afirmacdo da proposicdo é 6bvia. Suponha verdade para todo n < k. Seja 7" o
simplex de maior didmetro da subdivisdo baricéntrica de um k-simplex, isto é, cujo didmetro

iguala o mesh da subdivisdo. Seja também E um vértice de 7" que define o mesh com

Jj=0 t+1
t o maximo possivel. No caso ¢t = k veja que, para todo vértice x; do k-simplex,

=

R

J= JFi
<>
k+ 1
k;
T k+1
Dai segue que o simplex, sendo convexo, estd todo contido na bola centrada em Z i=0 kﬁ‘j 1

com raio 1 d (lembre que tal ponto define o mesh).

- : - , t . L
No caso t < k, por hipdtese de indugdo tem-se que o diam(7T") < H——ld ja que o vértice

estd contido no ¢-simplex definido pelos vértices {z;,, ..., z; }. Mas entdo o mesh da subdi-
t T
visdo é diam/(T") < d < d, ja que a funcao é crescente em RT.
T <t = g 0%



2.1. O teorema do ponto fixo de Brouwer 19

(a) (b) (¢)

Figura 8 — (a) Um 2-simplex; (b) Primeira subdivisdo baricéntrica; (¢) Segunda subdivisao
baricéntrica.

O resultado acima mostra que a sequéncia de subdivisdes baricéntricas de um simplex tem
mesh tendendo a 0 (a k-ésima divisdo baricéntrica de um n-simplex 7' € a unido das primeiras
subdivisdes baricéntricas dos n-simplexes que formam a (k — 1)-ésima divisdo baricéntrica de
T). A figura 8.(b) mostra a primeira subdivisdo baricéntrica do 2-simplex 8.(a) e a figura 8.(c)
mostra a segunda. Note que subdivisdo em (c) € criada a partir da subdivisao dos simplexes de
(b). Fica a cargo do leitor mostrar que a k-ésima subdivis@o baricéntrica de um simplex é uma

subdivisdo por simplexes.

Definicdo 2.1.7. Seja T = co{x...x,} um n—simplex fechado com uma subdivisdo por
simplexes e seja V' o conjunto dos vértices dos simplexes desta subdivisdo. Entdo uma fun¢do
AV —={0,...,n}, tal que \(v) é um dos indices da face de T' a que v pertence, é chamada
de proper labeling da subdivisdo. Um subsimplex T" é chamado de completely labeled se \|r

é sobrejetiva.

A figura 9 mostra um proper labeling da primeira subdivisdo baricéntrica de A,. Veja que
o indice associado a cada vértice da subdivisdo € igual a um dos indices da sua face. Por
exemplo, o baricentro do simplex estd indexado por 1, mas seu valor poderia ser 2 ou 3 ja
que o baricentro estd na face definida pelos vértices ey, e5 € e3. Da mesma forma, o vértice
indexado por 3 também poderia ser indexado por 1, ja que ele esta na face definida por e; e
e3. O subsimplex preenchido € o tnico completely labeled da subdivisao pois A restrita a ele é

sobrejetiva, isto é, o subsimplex possui todos os indices 1, 2 e 3.

Proposicao 2.1.4. Dada a k-ésima subdivisdo baricéntrica U do n-simplex T, todo (n — 1)-
simplex T € U é face de um ou dois n-simplexes de U. Mais especificamente, se T" estd
contido na fronteira de T, entdo T' é face de apenas um n-simplex de U; se T" estd no interior

de T entdo T' é face de dois n-simplexes de U.

A prova pode ser feita por inducdo em k e fica a cargo do leitor.
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Figura 9 — Exemplo de proper labeling em A,.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Sperner (1928)). Seja T = co{xy, ... x,} um n-simplex fechado,
subdividido pela k-subdivisdo baricéntrica e properly labeled pela funcdo \. Entdo existe um
niimero impar de simplexes completely labeled na subdivisdo. Em particular, existe um simplex

completely labeled.

Demonstragdo. A prova € por indugdo em n. Se n = 0 o resultado € trivial. Supde-se verda-
deiro para n — 1. Sejam

A = Conjunto de todos n-simplexes completely labeled;

B = Conjunto de n-simplexes quase completely labeled, isto €, aqueles cujos indices por A
sao {0,...,n —1};

C = Conjunto de (n — 1)-simplexes da fronteira de 7" que possuem os labels {0, ..., n—1};

D = Conjunto de todos (n — 1)-simplexes que possuem os labels {0, ...,n — 1};

E={(a,b) e (AUBUC)x D, a€ AUBebéfacedea,oua=>bec C}.

Vai-se calcular o nimero de elementos em £ de duas maneiras diferentes para mostrar que
o nimero de elementos em A é impar.

Primeiro veja que todo elemento b de D ou estd na fronteira ou no interior de 7'. Se ele
estiver na fronteira, entdo ele é face de exatamente um n-subsimplex pela proposicao 2.1.4,
entdo existe a € A U B tal que b é uma de suas faces, logo, (a,b) € E. Também tem-se que
b € C,logo, (b,b) € E. Se b estiver no interior do simplex entdo ele é face de exatamente dois
n-subsimplex a; e ay pela proposigdo 2.1.4, que pertencem a A U B. Dai segue que (a,b) e
(ag,b) € E.

Pelo visto acima, cada elemento de D esta relacionado a dois elementos de A U B U C em
E, logo, |E| = 2|D|.

Por outro lado, contando os elementos relacionados a A U B U C, veja que A, B e C' sao
disjuntos, entdo |[A U BU C| = |A| + |B| + |C]. Se a € A entdo existe um, e apenas um,

elemento b € D tal que (a,b) € E. Se a € B entdo existem dois elementos by e by € D tais
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que (a,by) e (a,by) € E, onde cada b; corresponde a um dos indices repetidos de a. Se a € C'
entdo (a,a) € E.

Pelo visto acima, cada elemento de A e de (' estd relacionado a um elemento de D em
E, enquanto cada elemento de B estd relacionado a dois elementos de D em E. Como os
conjuntos A, B e C' sdo disjuntos, |E| = |A| + 2|B| + |C].

Juntando os resultados acima temos que |E| = 2|D| = |A| + 2| B| + |C|, entdo |A| + |C

é

par. Agora veja que C esta contido na face S(xy, ..., 2z,_1) (por causa dos seus indices) que é
um (n — 1)-simplex, logo, por hipétese de indugdo |C| é impar. Dai segue que |A| € impar.
[

A figura 9 pode servir como exemplo. Qualquer mudanca dos indices, definindo uma

relacdo properly labeled, resulta em algum 2-subsimplex completely labeled.

2.1.3 O teorema

Teorema 2.1.3. Seja [ : A,, — A, continua. Entdo f tem um ponto fixo.

Demonstracdo. Seja e > 0 e divida A,, = S(ey,...,e,.1) baricentricamente em subsim-
plexes de didmetro < € (usando uma k-ésima subdivisdo baricéntrica). Seja V' o conjunto de

vértices da subdivisdo e defina a fungdo labeling A : V' — {1,...,m + 1} como
Awv)e{i:v;>0n{i:(f(v)): < v},

onde (f(v)); é o i-ésimo coeficiente de f(v) e v; é o i-ésimo coeficiente de v. Veja que A(v)
estd definida para todo v ja que é impossivel que (f(v)); > v; para todo 7, pois suas somas
totalizam 1.

Como tal A satisfaz as hip6teses do lema de Sperner, existe um subsimplex completely
labeled S(x!,...,x""") tal que (f(x!)); < («%); para cada i. Fazendo ¢ = = — 0 tem-se uma
sequéncia (7,) de m-simplexes fechados contidos em A,, com diam(T,,) < L e vértices 2%,
1 <i<m+1,tais que (f(2%)); < (2%);. Forme uma sequéncia (y,,) de pontos y,, € T,e
veja que essa sequéncia tem um ponto denacumulagéo y ja que A,, é compacto. Sem perda de
generalidade, suponha que a sequéncia que tende ao ponto de acumulagdo é a prépria (y,,).

Mostra-se que y € ponto fixo de f: como y,, — ¥, entdo as sequéncias (%, ),y de vértices
de T, também tendem a y ja que o didmetro de 7,, tende a zero. Pela conti?luidade de f, as
sequéncias de imagens (f (2% ))nen tendem a f(y).

Como (f(z4)); < (a:il)inpara todo 4, entdo (f(y)); < y; para todo i pela continuidade de

f.Como 1= """ (F(y)i = or g, com 0 < (f(y))s < v para todo i, entdo (f(y)): = vs
para todo i, isto é, f(y) = v. Il

Definicao 2.1.8. f : A — B é um homeomorfismo se for bijetiva e continua com inversa

continua. A e B sdo entdo ditos homeomorfos.
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Corolario 2.1.1. Seja K homeomorfo a A,, e f : K — K continua. Entdo f tem um ponto

Jixo.

Demonstracdo. Seja h : A,, — K um homeomorfismo. Entdo h™'o foh : A, — A, é
continua e existe 2’ tal que h™! o f o h(2') = 2’ pelo teorema 2.1.3. Entdo f o h(z') = h(2') e
h(z") é ponto fixo de f. O

Teorema 2.1.4 (Brouwer). Seja K C R™ convexo e compacto e f : K — K continua. Entdo

f tem um ponto fixo.

Demonstragdo. Ja que K é compacto, entdo estd contido em um n-simplex suficientemente
grande T, n < m. Defina h : T" — K como a funcdo que associa cada x ao seu ponto em
K mais proximo de z. Como K € convexo, tal h estd bem definida e € continua (se o ponto

x € T — K estd a uma mesma distincia de Y1 € Y2, entdo estd ainda mais proximo do ponto
Y1+ Yo

2 _ _
para todo x1 € x3). Entdo foh :T"— K C T tem um ponto fixo z pelo coroldrio 2.1.1 (note

€ K, daf a unicidade; para a continuidade basta notar que |h(z1) — h(xq)| < |21 — 2]

que T é homeomorfo ao n-simplex padrio). Tal ponto fixo ndo pode estar em 7 — K ja que a
imagemde fohestiem K. Entdo z € K e foh(z) = z. Como h(z) = z,entdo f(z) = 2. O

2.2 O teorema do ponto fixo de Kakutani

Toda esta secdo constréi resultados para concluir o teorema de Kakutani, que é o dltimo
resultado da secdo. No teorema de Kakutani utiliza-se também o teorema de Brouwer da secao
anterior.

Sugere-se que o leitor leia o teorema de Kakutani para ter uma ideia do processo construido
para a sua prova. E mostrado que uma fungio naquelas hipéteses pode ser “aproximada” por
uma sequéncia de func¢des continuas, que possuem pontos fixos pelo teorema de Brouwer (teo-
rema 2.1.4). Em K compacto, a sequéncia de pontos fixos possui um ponto de acumulagio que

serd o ponto fixo de Kakutani.

2.2.1  Um pouco de Andlise em R"”

Defini¢ao 2.2.1. Uma correspondéncia o : K — P(K), onde P(K) é o conjunto das partes
de K C R™, ¢ dita fechada se o seu grdfico Gr(c) = {(z,y) € K x K,y € o(z)} C R*™ ¢
fechado.

Defini¢cao 2.2.2. Sejao : K — P(K) e E C K. A inversa superior de E por o, denotada por
ot[E], é definida por
of[E]={r € K :0(z) C E}.
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o € dita semi continua superiormente no ponto x se, quando x estd na inversa superior de
um conjunto aberto entdo uma vizinhanca de x também estd. A funcdo o é dita semi continua
superiormente se for semi continua superiormente em todo ponto do seu dominio.

Obs: O leitor pode se perguntar sobre semi continuidade inferior. Daremos a defini¢cdo a
seguir, para satisfazer a curiosidade, mas esclarecemos que ela ndo serd utilizada neste texto:
o ¢é dita semi continua inferiormente se, quando o (x) intersecta um aberto U, entdo existe um

aberto V' que contém x e tal que as imagens de todos os pontos de V' intersectam U.

Proposicao 2.2.1. Seja o : K — P(K), K C R™, K compacto. Entdo o é fechada se, e

somente se, é semi continua superiormente e toma apenas conjuntos fechados.

Demonstracdo. A ida: Para ver que o toma somente conjuntos fechados basta ver que se isto
ndo acontecesse, entdo existiria algum = € K tal que ®(z) ndo é fechado, logo, existiria uma
sequéncia convergente (x, y, ) em {z} X o(z) cujo limite ndo estd em x X o (x), 0 que contradiria
a hipotese de o ser fechada.

Para a semi continuidade superior, supondo que ¢ nao é semi continua superior, entdo existe
algum z e uma vizinhanga aberta U de o(z) tais que, para toda vizinhanga V' de z, existe um
z € V com o(z) ¢ U. Entdo podem-se achar duas sequéncias z, — z, y, € o(z,) com
y, & U. Como K é compacto, existe uma subsequéncia de (y,,) que converge a um ponto y de
K que nao pertence a U, pois U é aberto. Mas, como o é fechado, (z,,, yn,) = (2,y) € Gr(o),
entdo y € o(x) C U, absurdo.

A volta: Suponha que (z,y) € Gr(o). Vai-se mostrar que existe uma vizinhanga aberta de
(x,y) cujaintersecdo com Gr(o) é vazia, dai segue que Gr (o) é aberto, logo, Gr (o) é fechado.
Como o toma somente conjuntos fechados por hipétese, existe uma vizinhanga fechada U de
y (y estd no seu interior) disjunta de o(x) (de fato, y € o(x)¢, que é aberto, logo, existe uma
bola centrada em y de raio 2¢ contida em o(x)¢. Faga U o fecho da bola centrada em y e raio
€). Entdo V' = U* é uma vizinhanga aberta de o(x). Como o é semi continua superiormente,
entdo existe um W C o*[V] tal que o(z) C V paratodo z € W. Entdo (W x U)NGr(o) =0,
jaque UNo(W) cUNV =UNU® = (. Como (z,y) € W x int(U) é aberto (produto
cartesiano de abertos), entdo o complementar de G'r(o) é aberto e Gr (o) é fechado. O

Proposicao 2.2.2. Seja E C R, F C R", 0 : E — P(F) tal que o(x) é sempre um conjunto
compacto. Entdo o é semi continua superiormente em x se, e somente se, para toda sequéncia

Ty — T ey, € o(x,) existe uma subsequéncia convergente de (y, ) com limite em o (x).

Demonstracdo. A ida: seja o semi continua superiormente em x, , — z €y, € o(z,). Como
o toma somente conjuntos compactos, o(z) possui uma vizinhanga aberta limitada U. Pela
semi continuidade, existe uma vizinhanga V' de x tal que (V) C U. Entdo y,, € U para n su-
ficientemente grande, logo, € uma sequéncia limitada e possui uma subsequéncia convergente

(Yn,) @um y. Supde que y & o(z), entdo dist(y,o(x)) > 0 ja que o(x) é compacto. Logo,
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existem vizinhangas abertas U’ e W de o(z) e y, respectivamente, tais que U’ N W = (). Como
Yny — Y € Yn, € 0(Ty, ), entdo U’ ndo contém o (z,, ) para k suficientemente grande, contradi-

zendo a semi continuidade superior em x.

A volta: Se o nao for semi continua superiormente em x, entdo existe uma vizinhanca
aberta U de o(z) tal que nenhuma vizinhanga de = estd na inversa superior de U. Entdo existe
uma sequéncia x,, — x tal que o(x,) ¢ U para todo n. Tome y,, € o(z,) tal que y,, ¢ U. Tal
sequéncia ndo tem subsequéncia com limite em o (x) ja que todos seus elementos estdo fora de

U, que é uma vizinhanga aberta de o (z). O

Definicao 2.2.3. Seja A C R™. A e-vizinhanca de A é definida como
N (A) ={x € R™ : dist(z, A) < €},

onde dist(x, A) = inf{||x — y||,y € A}. Por abuso de notag¢do, escreveremos N(x) para

identificar o conjunto B(x, €).

Lema 2.2.1. [Celina (1969), [2] - 13.1] Seja 0 : E — P(F') semi continua superiormente

tomando conjuntos compactos, convexos e ndo vazios, onde E C R™ é compacto e F C R ¢

convexo. Para § > 0 defina

2z€Ns(z)

Entdo para todo € > 0 existe um § > 0 tal que
Gr(c®) € N.(Gr(0)).

Demonstracdo. Suponha que ndo. Entdo deve existir uma sequéncia (x,, y,,) com (z,,y,) €

Gr(ow) tal que dist((xn,yn), Gr(c)) = € > 0. Mas (z,,,y,) € Gr(o) significa que

Yn € ai(xn) = Y € CO U o(z)
ZEN%(In)

Pelo teorema 2.1.1, existem

Yons - - > Ykn € U o(z),
zEN%(a:n)

: k

tais que y, = > _._y Ain¥in cOM \;;, > 0 somando 1, onde v;,, € 0(2;,) para z;, € N1 (x,). Pela

compacidade de F, existe um z ponto de acumulag@o de (x,,), mas vamos escrever x,, —  sem

perda de generalidade. Como o € semi continua superiormente, para n suficientemente grande
. 1 ~ .. .. ..

os conjuntos o= (x,,) sdo limitados numa vizinhanga aberta, convexa e limitada U de o(z), com

o(x) limitado por hipétese. Dai, a (y,,) referente a esta sequéncia de (z,,) também € limitada,
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ja que (y,) € U, e possui um ponto de acumulagio y. As representagdes vy, = Zf:o AinYin
desta subsequéncia de (y,,) que tende a y definem sequéncias (y;,) que também sdo limitadas
em U pela semi continuidade de o, logo, tem subsequéncias convergentes y;,, — ¥; (novamente
s.p.g. Note que primeiro calcula-se a subsequéncia de (y;;), que vai gerar uma nova sequéncia
(Yik—1))> cuja subsequéncia vai gerar uma nova sequéncia (y;(x—2)) € assim sucessivamente).
Pode-se falar em pontos de acumulagdo das sequéncias \;, — \; da mesma forma ja que elas

estao no intervalo compacto [0, 1]. Dai vem que

k k
y = lim y, = lim AinYin = Z Ay
i=0

n—00 n—oo 4
=0

Pela proposicao 2.2.2 temos que (x,y;) € Gr(o) ja que zi;, — T, Yin € 0(Zin) € Yin — Y.
(considerando as devidas subsequéncias).

Por fim, como o toma apenas conjuntos convexos e y; € o(x) para todo 7, entdo y =
Z?:o Ay € o(x). Mas veja que isto implica que (z,y) € Gr(o) é ponto de acumulagd de
(%1, Yn), absurdo.

[

Definicao 2.2.4. Seja {A,} uma cobertura aberta do conjunto K. Uma parti¢cdo da unidade
subordinada a esta cobertura é um conjunto finito de fungdes continuas fi,--- , f, : K — R

tal que Y, fi = 1 e para cada i existe um A, tal que f; se anula fora deste conjunto.

Proposicao 2.2.3. Seja K C R™ compacto e { A, } uma cobertura aberta de K. Entdo existe

uma parti¢do da unidade subordinada a { A, }.

Demonstracdo. Como K é compacto, esta cobertura possui subcobertura finita Ay, --- , A,.
Defina g; : K — R, por g;(x) = min{|z — 2| : z € AS}. E facil ver que tais g;’s sio continuas
e se anulam fora de A;. Como Ay, --- , A, é cobertura, as g;’s ndo se anulam todas ao mesmo
tempo. Defina f; = ﬁ. Entdo {f1, -, fn} é a particdo da unidade desejada.

[

A definicdo e a proposicao acima sao usadas no proximo resultado.

Lema 2.2.2. [Aproximacdo de von Neumann (1937), [?]] Seja o : K — P(K), K C R™
compacto e convexo, com o semi continua superiormente tal que o(x) é sempre ndo vazio,

compacto e convexo. Para cada € > 0 existe uma funcdo continua g : K — K tal que
Gr(g) C N(Gr(o)).

Demonstragdo. Pelolema2.2.1 existe um § > 0 tal que a correspondéncia o satisfaz Gr(0°) C
N.(Gr(0)). Como K é compacto, existem z1, - - - , x,, tais que { Ns(x;) } € uma cobertura aberta
de K. Seja f1,-- -, f, uma parti¢dao da unidade subordinada a esta cobertura (proposicao 2.2.3),
y; € o(z;) edefinag : K — K por g(x) = > | fi(x)y;. g assim definida é continua e veja
que, como f; se anula fora de Nj(z;), fi(x) > 0 implica que |x; — z| < §, logo y; € o°(x).
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Como o’ (x) é convexo, toda combinagio convexa dos y; tais que f;(x) > 0 estd em o°(z),
o que implica que g(x) € ¢°(x). Entdo (z,g(x)) € (z,0°(x)) C N.(Gr(c)) para todo z e
tem-se o esperado. [

2.2.2 0O teorema

Teorema 2.2.1. [Kakutani (1941)] Seja K C R™ um compacto convexo e o : K — P(K)
fechada (equivalente a semicontinua superiormente tomando apenas conjuntos fechados, pela
proposicdo 2.2.1), tal que o(y) é sempre um conjunto convexo e ndo vazio. Entdo o tem um

ponto fixo, isto é, existe um x € K tal que x € o(x).

Demonstragdo. Pelo lema 2.2.2 acima, existe uma sequéncia de fun¢des continuas g, : K —
K tal que Gr(g,) C Ni(Gr(o)). Pelo teorema de Brouwer (teorema 2.1.4), cada g, tem
um ponto fixo z,,. Como K € compacto, podemos extrair uma subsequéncia convergente

(xn,) — = € K. Essa subsequéncia é tal que (2, , gn, (Tn,)) = (Tn,,Tn,) — (x,2) €
N NV

Este teorema vai ser utilizado para provar o teorema da existéncia do equilibrio de Nash.

(Gr(o)) = Gr(o) ja que o é fechado. Entéo x € ponto fixo de o. O

1
n

Também € utilizado para provar o teorema do ponto fixo de Glicksberg-Fan que generaliza o

proprio teorema de Kakutani.

2.2.3 Equilibrio de Nash para jogos finitos

Teorema 2.2.2 (Teorema de Nash). Todo jogo finito de n jogadores em forma normal tem um

equilibrio de Nash em estratégias mistas.

Demonstracdo. Vai-se usar o teorema do ponto fixo de Kakutani. Para isso, define-se r; : S —
P(S;),onde S = S; X ... x S, como a fungao reacdo do jogador i que associa cada perfil de
estratégias mistas s = (s;, s_;) ao conjunto de estratégias mistas do jogador ¢ que maximizem
o seu payoff quando seu oponente joga s_;. Em seguida, define-se a correspondéncia r : S —
P(S) como o produto cartesiano das 7;’s. Assim sendo, um ponto fixo s de r é tal que s € r(s),
ou seja, para cada jogador i, s; € r;(s), logo, € um equilibrio de Nash.

Para usar o teorema de Kakutani (teorema 2.2.1) em r € suficiente mostrar que:

1) S =51 x...x S5, é compacto, convexo, ndo vazio e pertence a um espago euclidiano

de dimensao finita;
2) r(s) é ndo vazio para todo s;

3) r(s) € convexo para todo s;
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4) r tem gréfico fechado.

Verificando estas condigdes:

Para a condi¢do 1, veja que o conjunto S; de estratégias mistas do jogador ¢ é um simplex
fechado de dimensdo n; — 1, onde n; € o numero de estratégias puras deste jogador, logo,
€ compacto e convexo. Entdo S, sendo o produto cartesiano de compactos convexos, ¢ um
compacto convexo.

Para a condi¢do 2, veja que a func¢do utilidade de cada jogador € linear, logo, continua
(espaco de dimensao finita) na coordenada referente a S;. Como fungdes continuas em conjun-
tos compactos possuem maximo, a condicao 2 € satisfeita.

Na condi¢@o 3, a3 convexidade vem de que se s; € sy estdo em 7(s) entdo u;(Asy; + (1 —
A)Sai, S—i) = Aui(S1i,5—;) + (1 — Nwg(s95,5—;) = ui(S14,5—;) = w;(S9;,5_;), para todo A €
0, 1] e para todo 7, logo, a combinagdo convexa As; + (1 — \)so também estd em 7 (s).

Para a condigdo 4, suponha que ela ndo acontece. Entdo existe uma sequéncia (s, k") —
(s,k), k™ € r(s™), mas k & r(s). Entdo k; ¢ r;(s) para algum jogador 7. Entdo existe um ¢ > 0
e um s;, melhor resposta a s_;, tais que u;(s}, s_;) > wu;(k;, s_;) + 3e. Como u; é continua e
(s™, k™) — (s, k), para n suficientemente grande temos que

wi(sh, s™) > ui(sh, s-;) — e > uy(kiy s_) + 2 > u(kl', s™;) + €.

—i
Entao s, é melhor contra s”; do que k7", o que contradiz que k" € r;(s™). O

Para exemplificar a ideia, vamos deduzir que o dnico equilibrio de Nash do jogo do par ou
impar, mostrado na tabela 1, € o perfil de estratégias mistas (% + é, § + é)

Supde que o jogador 1 jogue a estratégia mista s; = tP + (1 — ¢)[ e o jogador 2 jogue
sy = qP + (1 — q)I, entdo a utilidade esperada do jogador 1 é

pa(s, s2) = tqui (P, P) + 11 — )i (P, 1) + (1 = t)qua (I, P) + (1 = t)(1 — @)pa (L, 1)
=tg—t(l—q)—q(1—t)+(1—-1)(1—q)
= 4tq— 2t —2q+1
= (4g— 2)t — 2¢ + 1.

Veja que, no equilibrio de Nash, o jogador 1 procura um valor de ¢ que maximize essa
utilidade para o valor de ¢ escolhido pelo jogador 2. Sendo assim, fixamos o valor de ¢ e
calculamos o méximo desta utilidade para t € [0, 1]. Este maximo acontece em ¢ = 1se ¢ > %
eemt=0seq < %

O célculo andlogo da utilidade do jogador 2 nos diz que sua utilidade € maxima em ¢ = 1
set <seemqg=0set> 1.

Agora observe o seguinte: se ¢ > %, entdo a melhor resposta do jogador 1 estd em ¢ = 1.

Mas para t = 1, a melhor resposta do jogador 2 estd em ¢ = 0. Assim, ¢ > % nao determina
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um equilibrio de Nash. Analogamente, se ¢ < % entdo a melhor resposta do jogador 1 esta
em ¢ = 0. Mas para t = 0, a melhor resposta do jogador 2 estd em ¢ = 1. Assim, ¢ < % nao
determina um equilibrio de Nash.

Vistas as condi¢Oes acima, resta analisar ¢ = % Neste caso, veja que qualquer valor de

t retorna a mesma utilidade esperada para o jogador 1, ja que a sua esperanca da utilidade se
1
2 b
com ¢ acima, concluiremos que um equilibrio de Nash s6 pode existir com ¢ = % Este valor

torna constante. Se analisarmos as condicdes ¢ > % e t < =, analogamente ao que foi feito
de t torna a esperanca da utilidade do jogador 2 numa fun¢do constante, entdo ele maximiza
sua utilidade inclusive em ¢ = % Esta escolha de ¢ também faz o jogador 1 maximizar sua
utilidade em ¢ = %, como visto acima. Conclui-se assimquet = ¢ = % determina um equilibrio
de Nash.

Este exemplo € um caso particular do modelo mencionado no exemplo 1 da secdo 1.2.3.
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