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Resumo

Este trabalho visa o uso de uma resposta fun-
damental de valor inicial no ajuste geostréfico
descrito pelas equacoes de aguas rasas para
um modelo acoplado oceano-atmosfera. Este
ajuste é considerado através de perturbagoes
na pressao e efeitos da rotacao, onde a con-
servacao da vorticidade potencial permite es-
colher a elevacao correspondente a um es-
tado de equilibrio geostréfico. O sistema de
equacoes de aguas rasas é aproximado linear-
mente e desacoplado em equacoes de Klein-
Gordon com valores iniciais e termos nao-
homogéneos acoplados. A resposta dinamica
formada pela resposta transiente e a resposta
forcada é obtida para uma perturbacgao inicial
da elevagao. Simulagoes simbdlicas foram real-
izadas na resolucao de uma equacao de Klein-
Gordon associada ao ajuste geostréfico unidi-
mensional.

1 Introducao

Varios aspectos da atmosfera e do oceano
podem ser apreciados em termos de efeitos
forgantes, os quais tendem a perturbar o sis-
tema, e a forga da gravidade, que pode ser
vista como uma forca restauradora do es-
tado de equilibrio. E bastante conhecido
que perturbacoes de escala sindtica na atmos-
fera e oceano satisfazem, aproximadamente, as
condicoes de balanco geostréfico entre os gra-
dientes da pressao e a aceleragdo de Coriolis.
Isto corresponde ao ajuste de um fluido ho-

mogéneo de profundidade constante que ini-
cialmente possui um deslocamento inicial pe-
queno de sua superficie livre. Os efeitos da
rotacao foram considerados inicialmente por
Rossby [10] para esclarecer os mecanismos pe-
los quais as distribuicoes de pressao e de veloci-
dade na atmosfera e no oceano tendem para um
ajuste geostréfico mutuo e posteriomente por
Cahn [2] e Gill [7].

Neste trabalho serao caracterizados os tran-
sientes induzidos por uma perturbagao da
pressao em torno do estado geostréfico. Para
tanto, sera explorado o uso da resposta impulso
ou fungao de Green de valor inicial, Claeyssen
et al [3], Polyanin [9], das equagoes de Klein-
Gordon nao-homgéneas que sao derivadas das
equagoes de aguas rasas e do principio da
conservacao da vorticidade potencial. Além
disso, ¢ analisada a decomposicao de respostas
forgadas, as quais sdo definidas através da inte-
gral de convolucgao da solucao fundamental com
o termo forgante.

Um primeiro passo para uma abordagem
nao-linear foi dado por Obukhov [8]. Uma
correcao nao-linear de baixa ordem foi discu-
tida em Dewar et al[5]. Recentemente, Zeitlin
et al [11] apresentaram um estudo do processo
de ajuste geostréfico ndo-linear para o caso de
um dominio infinito bidimensional. Posterior-
mente, Zeitlin et al [12] e Bouchut et al [1]
continuaram o ajuste nao-linear no contexto
das equagoes primitivas continuamente estrat-
ificadas. Estes problemas serao futuramente
abordados com o uso das técnicas introduzidas
em termos da resposta impulso.



2 Perturbacoes na Pressao do
Fluido e Efeitos da Rotacao

As equacoes que descrevem o movimento de um
fluido na sua forma linearizada, quando con-
sideradas a aproximacao hidrostatica para a
pressao do fluido e os efeitos de rotacao, sao de-
scritas pelo sistema de equagoes de dguas rasas
linearizadas, Gill [7]

ou _On
Ei ,U_iga:v? (]‘)
ov ~_ On

on ou Ov

ot +h<0x+ 8y> =0
com as condigoes iniciais u(0,z,y) = uo(z,y),
U(O7x7y) = UO(JJ, y) S 77(071'7:[/) = 770(%3/% onde
u(t,z,y), v(t,x,y) sdo as componentes da ve-
locidade, n(t, z, y) a elevagao da superficie livre,
h é a profundidade (considerada constante), f a
aceleracao de Coriolis e g a aceleragdo da gravi-
dade.

A equagao (3) pode ser escrita como
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Agora, considerando a componente vertical
da vorticidade relativa
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e tomando a divergéncia das equagoes de mo-
mento, obtém-se a equacao
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onde ¢ = v/gh é a velocidade de onda de dguas
rasas, as quais sao nao-dispersivas.

A partir das equagoes (1), (2) e (4) pode-
se derivar a equacao de conservacao da vor-
ticidade potencial. Inicialmente, elimina-se a
variavel 7, calculando o rotacional e obtém-se
a equacao para a componente vertical da vor-
ticidade
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Subtraindo a equacao da continuidade (4) de

(7), resulta
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Esta equagao expressa a conservacao temporal
da vorticidade potencial linearizada
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De (9) e do fato que a vorticidade potencial é
preservada, segue

fh¢(t 2, y) = FR2Q0,m,y) + f2n(t, z,y).

Substituindo em (6), obtém-se que a elevagao
subseqliente a um estado inicial 7(0,z) =
No(x), n:(0,2) = m1(x) pode, em principio, ser
determinado resolvendo a equagao de Klein-
Gordon bidimensional nao-homogénea
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em termos de um valor inicial para a vortici-
dade. Como o termo Q(0,z,y) depende das
condigoes iniciais para a velocidade e elevagao
da superficie livre,tem-se que
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Escrevendo o sistema (1)-(3) na forma matri-
cial
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e desacoplando-o, tem-se que u e v satisfazem
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sujeita as condigoes iniciais
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Observa-se que u, v e 7 satisfazem uma
equacao de Klein-Gordon nao-homogénea,
porém, as condigoes iniciais bem como os ter-
mos nao-homogéneos estao acoplados.

3 Resposta Estacionaria

Geostrofica

A obtencdo de uma solucdo estaciondria

(u,v,n) do sistema (1) e (2), requer um balanco

entre a aceleracao de coriolis e o gradiente de

pressao, conhecido como balanco geostrdfico,
isto é,
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A substituicdo de (18) em (5) mostra que a
vorticidade, num balancgo geostréfico,sera dada
por
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Igualando (20) e (21), a elevagao n correspon-
dente ao estado geostréfico satisfaz
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que é a versao estaciondria de (12). Intro-
duzindo o raio de deformacgao de Rossby a =

|—}Cc‘, obtém-se a forma alternativa para a el-
evagao 7 correspondente ao estado geostréfico
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4 Resposta  Dinamica da

Equacao de Klein-Gordon

A solugao da equagao de Klein-Gordon nao-
homogénea (12) para a elevacdo 7, pode ser
obtida em termos de uma solugao fundamental
com o uso da transformada de Fourier. De-
vido as simulagbes, a seguir serd considerado
somente o caso unidimensional. Tem-se
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A equagao operacional é dada por
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onde B2(w) = 2w? + f2 e F(t,w) é a trans-
formada de Fourier do termo forcante F(t,x).
Aplicando-se a transformada de Fourier nas
condigoes iniciais 7(0,x) = no(z) e (0, z) =
n (z), decorre que

n(0,w) =m(w).  (24)

A solugdo do problema de valor inicial (23)
e (24), pode ser expressa de maneira conve-

niente em termos de uma base fundamental |,
Claeyssen et al [4], como

1(0,w) = 7o(w),

(t,w) = S0, )o(w) + Bt ) () + B F - (25)

sin(B(w)t)

onde E(t,w) = 5w
lema de valor inicial

é a solucao do prob-

o termo de convolugado no dominio da
freqiiéncia. Aplicando-se em (25), a trans-
formada inversa de Fourier, obtém-se a re-
sposta dindmica n devido a uma forca externa
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onde h(t,z) é a resposta impulso, solugao fun-
damental ou dindmica ou, ainda, funcdo de
Green temporal ou no dominio tempo e satis-
faz o problema de valor inicial
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onde §(z) é a fungdo Delta de Dirac. A re-
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sposta para (27) é
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onde H(z) é a funcao de Heaviside e Jy(z) é
uma funcao de Bessel do primeiro tipo. Ver
Polyanin [9] entre outros.

4.1 Transientes na Resposta Forcada

A terceira parcela de (26) com condicoes inici-
ais nulas é chamada resposta for¢ada np(t,x)
do sistema e é dada pelo termo de convolugao
temporal distribuido espacialmente

r(t,z) = /0 /Rh(t — 1,2 — &) F(7,&)d¢dr.

(29)
Para forgantes do tipo

F(t,x) = eNr(x)

é possivel simplificar os calculos envolvidos na
resposta forcada. Pois, uma solucao particu-
lar ndo-homogénea ou permanente 7,(t,z) do
mesmo tipo

np(t,z) = e)‘tﬁ(:r)

requer a resolucao da equacao de Helmholtz
nao-homogéneo
V(@) +yd(x) = —r(x) /),

onde v = —(f%2 + \2)/c®. Para esse tipo de
entrada, a resposta forcada sera da forma
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obtidos a partir do fato que a resposta forcada
possui condicbes iniciais nulas. Assim,
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Uma solucao particular para ¥(z) é dada pela
convolucao
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denota a solucao fundamental da equacao.

Em geral, para as condigoes iniciais 7(0, x) =
no(x) e %(O,x) = n(z) e forcante F(t,x) =
eMr(z) em um dominio infinito, a resposta
dindmica da equagao (12) possui um transiente
devido as condigOes iniciais do sistema e um
transiente induzido pelas condigoe iniciais da
resposta permanente. Assim,

77(757 CC) = 77h(t7 SC) + nF(ta 'I)

onde

t
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e nr(t,z) é a resposta forcada dada (31).
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5 Ajuste Geostrofico

Uma explanacao do processo de ajuste
geostrofico com rotacao foi conduzida no tra-
balho de Rossby [10], e posteriormente, Cahn
[2], Gill [6], entre outros. Para tanto, supde-se
que somente uma das variaveis possui valor ini-
cial nao nulo e que o estado inicial independe de
y. Entao, podemos assumir que a solucao em
tempos subseqiientes também independe de y, e



a partir das equagdes (1)-(3), tem-se o sistema
unidimensional
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Neste trabalho sao considerados os
valores iniciais utilizados por Gill [6],

1(0,2) = no(x) = sgn(x), u(0,2) = up(x) =0

e v(0,z) = wo(z) = 0. Das equagoes
(34),  consideram-se os valores inici-
ais para as derivadas, n(0,2) = 0,
u (0, ) = —gn:(0, ) = —2g6(z) e
ve(0,2) = 0. Nestas condigoes, o estado

de equilibrio (ug,vg,n4), correspondente ao
estado geostrofico, pode ser determinado a
partir de uma solugao particular de (22), isto é,
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Para determinar a elevagao e as velocidades nos
tempos subseqiientes, considere-se o problema
evolutivo representado pelas equagoes de Klein-
Gordon forgadas e as respectivas condigoes ini-
ciais, equagoes (12)-(17) para o caso unidimen-
sional

Ugt — gy + fPu =0 (36)
u(0,2) =0,
ur(0,2) = —gn),(x) = —29d(x)
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Observa-se que a solucao para a velocidade
v vem a ser a resposta forcada da equagao
de Klein-Gordon com F(t,x) = 2fgd(x), cuja
solugao é dada pela equagao (29) e utilizando

(28) para a fungao h(t,x), segue
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Agora, comparando o sistema (36) com (27),
observa-se que a solugdo para a velocidade
u serd um multiplo da resposta impulso da
equacao de Klein-Gordon, ou seja

u(t,z) = —2gh(t,z)
g Jo(gm),|x|gct(4l)
¢ (o, |z| > ct

A solucao do problema de valor inicial (38)
é representada pela féormula de variacao de
parametros (26). A contribuicdo da parte
forcada pode ser decomposta segundo (31),
onde devido ao tipo de forcante, a solucao par-
ticular 7, (¢, x) pode ser escolhida independente
do tempo. Assim, a partir de (26) tem-se
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(42)
onde h(t,z) é dada por (28).

Uma solucao particular nao-homogénea ou
permanente, apresentada em Gill [6], é dada
por

ng(x) = sgn(z)(1—e )
1—e @/ z>0
N { —1 4 e®/e z <0 (43)

e o campo de velocidade geostréfico associado
com essa solucao é
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6 Simulagoes Simbdlicas

Considerando a = f = g = 1 nas equagoes (43)
e (44), a Figura 1 mostra os graficos de vy e 74,
solugdes para o estado geostrofico.

A partir de (39) ou (40), a velocidade v é
mostrada na Figura 2, para os perfis em t=2,
t=4, t=6 e t=8.



Figura 1: Solugdes geostréficas v, e 1y e condigdo
inicial 7.
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Figura 2: Perfis da velocidade wv.

E, a partir de (41), alguns perfis da veloci-
dade u para t=2, t=4, t=06 e t=8, sao mostra-
dos na Figura 3.

A Figura 4 mostra a propagacao das veloci-
dades u e v ao longo do tempo, quando os
efeitos da rotagao sdo considerados.

A elevagao n é dada em (42) ou, pela con-
servagao da vorticidade potencial (21) e pela
solugao de v em (39), tem-se Gill [6]

ov
n(t,x) = . + No(x)
_ zf t#—a 7%12(32 dr, lz| <t
sgn(z), |z| > ¢

A elevagao da superficie livre n dada por (45)
é visualizada na Figura 5 para t=2, t=4, t=6 e
t=8.

A decomposicao da resposta dinamica na
equacao de Klein-Gordon em termos uma
solucao homogénea total (homogénea dos val-
ores iniciais 7, mais a homogénea induzida pela

Figura 3: Perfis da velocidade w.

permanente 7,;,) e de uma solugao permanente
np (geostréfica) é mostrada na Figura 6.

7 Conclusoes

O wuso da resposta impulso ou resposta fun-
damental de valor inicial foi utilizado no
ajuste geostrofico descrito pelo sistema de
equacoes de aguas rasas linearizadas. Este sis-
tema foi desacoplado em equagoes de Klein-
Gordon que com valores iniciais e termos nao-
homogéneos acoplados. A resposta dinamica
formada pela resposta transiente devida aos
valores iniciais e os transientes introduzidos
pela resposta forcada foram obtidos para uma
perturbacao inicial da elevagdo. Simulagoes
simbdlicas foram realizadas na resolucao de
uma equagao de Klein-Gordon associada ao
ajuste geostrofico, identificando-se os tran-
sientes introduzidcos pela resposta perma-
nente. E observado que a propagacao das ve-
locidades u e v e da elevagao 1 com o passar do
tempo, tendem a sua respectiva solucao per-
manente, que no caso foi tomada como sendo a

(45) solucao geostroéfica.
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Figura 6: Decomposicao de 7.



