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LISTA DE SIMBOLOS

n] ={1,...,n}.
() ={AC X :|A| = k}.

Bry(H): conjunto de hiperarestas ruins de H com relagao a [ e V

(Definicao 1.6.1).

H;y(n): hipergrafo completo com respeito ao vetor de intersecgao [

(Defini¢ao 1.5.1).
Tz(k) (n): hipergrafo de Turan ¢-partido k-uniforme com n vértices.
B,,: hipergrafo 3-uniforme bipartido completo com n vértices.
P4: padrao arco-iris (todas as hiperarestas assumem cores distintas).

Py: padrao monocromético (todas as hiperarestas possuem a mesma

cor).
¢ rp(H): nimero de coloragoes livres de (F, P) do hipergrafo H.

¢ rp(n): valor méximo de ¢, pp(H), onde H é k-uniforme com n

vértices.
2y conjunto das solugoes inteiras nao negativas de x1 +-- -4+, = k.

7} conjunto dos vetores I € Zyy, para os quais 0 ¢ I, ou z; € {0,1}

para todo i € [(].

X



RESUMO

A presente tese de doutorado trata de problemas de coloragao de hi-
pergrafos. Mais precisamente, nos trabalhamos com o chamado Problema de Erdds
e Rothschild no caso de coloragoes arco-iris de hipergrafos. Nossas contribuicoes
envolvem os hipergrafos plano de Fano (hipergrafo 3-uniforme com 7 vértices e
7 hiperarestas onde todo par de vértices é coberto) e K éﬂ (hipergrafo obtido do
grafo K1 onde cada aresta recebe k — 2 novos vértices). Para F' € {Fano, K é_k;)l},
encontramos o hipergrafo k-uniforme com o maior niimero de r-coloragoes de hi-
perarestas que nao contéem cépia de F' com a propriedade de que todas as suas
hiperarestas tém cores distintas. Como ferramentas para tais demonstragoes, ob-
tivemos resultados mais precisos de estabilidade para K éi)l e outros hipergrafos ou
familias de hipergrafos, bem como um resultados de estabilidade para coloracoes
para uma classe de hipergrafos lineares, que contém Fano e K é_’?l. Para os resulta-
dos de estabilidade para coloracoes utilizamos o Lema de Regularidade, introduzido

por Szemerédi no contexto de grafos, e o Lema de Imersao, ambos considerados

mais tarde para hipergrafos lineares por Kohayakawa, Nagle, Rodl e Schacht.



ABSTRACT

In this thesis we consider problems about colorings of hypergraphs.
More precisely, we deal with the so-called Erdos and Rothschild Problem in the case
of rainbow colorings of hypergraphs. Our contributions involve the hypergraphs
Fano plane (the 3-uniform hypergraph on 7 vertices and 7 hyperedges where every
pair of vertices is covered) and K Ig_lf_)l (the hypergraph obtained from K, ; where
each edge is enlarged by k — 2 new vertices). For F' € {Fano, K éi)l}, we obtained
the k-uniform hypergraph with the largest number of r-colorings of hyperedgees
not containing a copy of F with the property that all hyperedges are colored
differently. As a tool for such proofs, we obtained a sharper stability result for
K éi)l and other hypergraphs and families of hypergrahs. We also obtained a color

stability result for a class of linear hypergraphs, which contains Fano and K g?l.
For these color stability result we used the Regularity Lemma, originally stated
by Szemerédi for graphs, and the Embedding Lemma, both considered later for

linear hypergraphs by Kohayakawa, Nagle, Rodl and Schacht.
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1 INTRODUCAO

Na Combinatéria, ¢ comum o estudo de problemas de otimizagao en-
volvendo estruturas discretas, tais como grafos, hipergrafos, espacos vetoriais fini-
tos, etc. Tipicamente, busca-se caracterizar as estruturas que otimizam a funcao
objetivo. Nosso foco estd em um tipo particular de problema de otimizacao que
¢ bastante estudado em uma &area conhecida como Teoria Extremal de Grafos.
Mais especificamente, trabalhamos com um problema de coloracao de hiperarestas
de hipergrafos que originou-se de uma questao proposta para grafos por Erdos e

Rothschild.

Nesse trabalho, caracterizamos os hipergrafos que maximizam o niimero
de coloragoes em duas instancias do problema e obtivemos resultados aproximados
para uma classe de instancias. Como ferramenta, demonstramos uma versao mais
precisa de um resultado de estabilidade (no contexto do Problema de Turdn) para

uma familia de hipergrafos.

Para que possamos contextualizar nossos resultados e enuncia-los de
maneira precisa, as primeiras secoes da introducao sao dedicadas a tratar de re-
sultados importantes dessa area de pesquisa. Antes de iniciarmos tais secoes,

precisamos definir algumas notagoes.

Para um inteiro positivo n, denotamos por [n] = {1,...,n}. Para um
conjunto V' e um inteiro positivo k, 2" é o conjunto {A: A C V} e (Z) ={AC
VAl =k}



1.1 Teoria Extremal de Grafos

Um grafo G é um par ordenado G = (V, E) onde V = V(G) é um
conjunto finito chamado conjunto de vértices do grafo e E = E(G) C (‘2/) é cha-
mado conjunto de arestas do grafo. Se E = (‘2/), entao o grafo G é dito completo, e
denotamos por K, o grafo completo com m vértices. Um grafo F' é dito subgrafo
de um grafo G se V(F) C V(G) e E(F) C E(G). Dado U C V(G), denotamos por
GlU] = (U, ((2]) N E(G)) o subgrafo de G induzido por U. Um grafo G = (V, E) é
dito (-partido se existe uma particao V =V, U--- UV, de seu conjunto de vértices
para a qual E(G[V;]) = 0 para todo i € [¢]. Um grafo é dito £-partido completo
se é (-partido e possui o maior nimero de arestas dentre os grafos ¢-partidos com
a mesma particao. Dado um conjunto de vértices V' e uma particao V' deste con-
junto em ¢ classes V = {V;,...,V,;}, dizemos que V é uma particao balanceada
se [|[Vi] = |Vj|| < 1 para quaisquer ¢,j € [¢]. Ainda, um grafo (-partido é dito

balanceado se sua particao for balanceada.

Dado um grafo F', dizemos que um grafo G é livre de F' se nao existe

copia de F' como subgrafo de G.

Um problema muito famoso na Teoria Extremal dos Grafos é o de
encontrar, para cada inteiro positivo n e grafo F', um grafo G com n vértices livre
de F' que possui o maior nimero de arestas possivel. O grafo obtido é chamado
de grafo extremal para F. Denotamos por ex(n, F') o nimero maximo de arestas

que um grafo livre de F' possui com n vértices.

Esse problema foi resolvido por Mantel [38] em 1907 para F' = Kj,
onde foi constatado que o grafo extremal para K3 é, a menos de isomorfismos, o
grafo bipartido completo balanceado com n vértices, denotado por Kz ray. Em

1941, Turédn [48] provou que para quaisquer inteiros positivos n > ¢, o grafo extre-



mal para K, é, a menos de isomorfismos, o grafo ¢-partido completo balanceado
com n vértices, denotado também por Ty(n). Em fungao disso, Turdn é conside-
rado por muitos pesquisadores como o precursor da Teoria Extremal de Grafos.

Além disso, o problema descrito acima é conhecido como Problema de Turan.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Turdn). Dados inteiros n,¢ > 1, temos que todo

grafo extremal para Koy € isomorfo a Ty(n).

Mais tarde, Erdés e Stone [16] provaram um resultado que vale para
grafos F arbitrarios. Dado um grafo F', seja x(F') o menor nimero inteiro positivo

¢ tal que F' é (-partido. Eles mostraram o seguinte teorema.

Teorema 1.1.2. Para todo grafo F' vale a sequinte propriedade. Para todo € existe

no = ng(€, F) tal que para todo n > nyg, vale que
1 n? 1 n?
- )= <(1-—— -
() T e n < (1 eyt

A cota inferior pode ser facilmente verificada se percebermos que
Ty(r)-1(n) nao pode conter cépia de F, ji a cota superior exige uma estratégia
mais cuidadosa. O teorema acima implica que, para x(F') > 3, o nimero de ares-
tas do grafo extremal para F' deve ser muito préximo do nimero de arestas de
Ty(r)-1(n). Nesse sentido, o problema de Turan foi “essencialmente” resolvido por
essa desigualdade dada por Erdés e Stone. Note que quando F' é bipartido e possui
arestas, isto é, x(F) = 2, a desigualdade afirma apenas que ex(n, F') = o(n?), isto
é, o grafo extremal para F' é esparso. Diversos pesquisadores ainda estudam o caso

em que F' é bipartido [21].



1.2 Estabilidade no Problema de Turan para grafos

Um conceito importante que foi abordado no contexto do Problema de
Turéan é comumente chamado de estabilidade. Tal conceito foi originalmente apre-
sentado por Erdés e Simonovits [46, 18, 15, 19]. A ideia da estabilidade consiste
em determinar se, fixado F', um grafo que ¢é livre de F' e possui uma quantidade
de arestas “proxima” a ex(n, F') deve possuir estrutura “similar” a do grafo extre-
mal para F'. Antes de enunciarmos alguns resultados de estabilidade, considere a
seguinte notagdo. Dado um grafo G = (V, E) e uma particaio U = {Uy,..., U}
de seu conjunto de vértices, denotamos por E(U;) = {{u,v} € E: u,v € U;} o

conjunto de arestas contidas na classe U;, para todo i € [{].

O resultado de estabilidade obtido por Erdés e Simonovits pode ser

enunciado da seguinte forma.

Teorema 1.2.1. Para todo 6 > 0 existem € > 0 e ng tais que todo grafo G livre

2

de Kyy1 com pelo menos n > ng vértices e pelo menos |E(Ty(n))| — en® arestas

admite particio U = {Uy,--- , Uy} satisfazendo

|E(U)|+ -+ |E(U)] < on®.

Note que o teorema acima nos diz que um grafo G = (V, E) livre
de K41 que possui quantidade de arestas “préxima’ a ex(n, Kyi1) = |E(Ty(n))|,
deve possuir estrutura “similar” a de Ty(n), ja que deve admitir uma particao U =
{Uy,...,Us} onde no méximo dn? arestas nao sao como as de Ty(n). Um simples

argumento de contagem mostra que essa particao deve ser “quase” balanceada.

Ainda para F' = K., o seguinte resultado mais preciso de estabili-

dade foi mostrado por Fiiredi [20] em 2015.



Teorema 1.2.2. Sejam um inteiro £ > 1, p >0 e G = ([n], E) um grafo livre de
Ky que satisfaz |E| > |E(Ty(n))| —p. Entao G admite particao U = {Uy, ..., U}
tal que

[EU)|+ -+ |EU)| <p.

Note que no enunciado acima, diferentemente da estabilidade enun-
ciada no Teorema 1.2.1, temos uma relagao explicita entre o niimero maximo de
arestas incidentes a vértices em uma mesma classe no grafo e o niimero total de
arestas do grafo. Por exemplo, se G é um grafo livre de K,;; com exatamente
|E(Ty(n))| — 1 arestas, entao sabemos que G possui no maximo uma aresta inci-
dente a vértices em uma mesma classe, enquanto que no Teorema 1.2.1, sabemos
apenas que o nimero de arestas incidentes a vértices em uma mesma classe é no
méximo én?. Vale ressaltar que, apesar da precisao na estabilidade de Fiiredi, re-
sultados mais precisos foram obtidos no caso do exemplo mencionado acima [23],
ver também [49]. Além disso, no Teorema 1.2.2 ndo ha qualquer exigéncia quanto

ao numero n de vértices.

Consideramos para este trabalho dois tipos de estabilidade, que cha-
mamos de estabilidade FErdos-Simonovits, quando se tratar da estabilidade como
no Teorema 1.2.1, e estabilidade Fiiredi, quando se tratar da estabilidade como no

Teorema 1.2.2.

1.3 O problema de coloracao em grafos

Nas décadas seguintes ao problema de Turdn, motivados por uma
questao de Erdés e Rothschild [17], diversos pesquisadores interessaram-se por um
problema relacionado, que envolve coloragbes das arestas de um grafo [2, 3, 4, 7,

24, 28, 29, 43, 44, 51]. Mais precisamente, dados um grafo F' e um inteiro positivo



r, uma r-coloragao de arestas de um grafo G é uma fungao que associa cada aresta
de G a uma cor em [r|. Um padrao P de cores em um grafo é uma parti¢ao
do conjunto de arestas do grafo em até r classes. Note que um padrao de cores
nao ¢ o mesmo que uma r-coloragao, por exemplo, em um grafo F' com conjunto
de arestas E(F) = {f1, fa, f3}, o padrao E(F) = Ey U Ey, onde Fy = {fi, fo} ¢
Ey = {f3} é igual ao padrao E(F) = E; U Es, onde Ey = {f3} e Es = {f1, f2}, j&
uma 2-coloracao A onde A(f;) =1 = A(fs) e A(f3) = 2 é diferente da 2-coloracao
A’ onde A'(f1) =2 = A'(f2) e A'(f3) = 1. Uma r-coloragao de um grafo G ¢ dita
livre de (F, P) se nao possuir uma cépia de F' na qual a particao de F(F') induzida

pela coloracao é isomorfa a P.

Para cada grafo G, estamos interessados no nimero ¢, pp(G) de r-
coloracoes de G livres de (F, P), e estudamos a funcao ¢, pp(n) que maximiza
¢ r.p(G) dentre os grafos G com n vértices. Um grafo que atinge esse niimero é
dito grafo extremal para (F,P). A questao abordada por Erdés e Rothschild foi
a de estudar ¢, pp(n) no caso em que F' = Ky e P é composto por apenas uma
classe nao vazia, onde tal padrao ¢ chamado de monocromdtico e denotado aqui
por Py No caso em que P = Py, a funcdo ¢, g p,, (n) ja foi estudada para grafos

por diversos autores [2, 5, 24, 43, 44, 51].

Como a definicao sugere, a funcao ¢, g p,, (n) estd relacionada com o

numero ex(n, F'). De fato, para todo inteiro positivo n, valem as desigualdades
rex(n,F) < Cr.F.Pay (n) < Tr~ex(n,F)' (11)

Para obter a cota inferior, escolhemos um grafo G que seja extremal para F.
J& que qualquer r-coloragao das arestas de G é trivialmente livre de (F, P) para

mF) coloracoes com essa propriedade.

qualquer padrao P, existem pelo menos 7
Para obter a cota superior, observamos que, para qualquer r-coloracao das arestas

de um grafo com n vértices e r - ex(n, F') + 1 arestas, ha pelo menos ex(n, F') + 1

6



arestas de uma mesma cor, o que leva a uma cépia monocromatica de F'. Assim,
o valor ¢, g p,, (n) é atingido por um grafo com no maximo rex(n, F) arestas, de

forma que o niimero de coloracdes é limitado por ¢, rp,, (n) < r™ex(F),

No caso em que F' = Ky, resultados foram obtidos por Yuster [51]
e por Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [2]. Uma propriedade importante desses
resultados é a seguinte. Quando o nimero r de cores satisfaz r € {2,3}, o grafo
extremal para F' também é maximo com respeito as coloracoes. Por outro lado,
se r > 4, o numero de r-coloragdes livres de (K1, Py) do grafo extremal para
I esta exponencialmente distante do niimero maximo de coloracoes. Para r > 4,
Pikhurko e Yilma [44] encontraram o valor de ¢, g p,, (n) e os respectivos grafos
extremais nos casos em que r = 4 e F' € {K3, K;}. Por outro lado, o valor exato
de ¢, pp,(n) nos demais casos em que r > 4 nao é conhecido. Recentemente
Pkhurko, Staden e Yilma [43] obtiveram resultados sobre a estrutura dos grafos

extremais, porém sem determind-los explicitamente.

Balogh [3] foi o primeiro a considerar o Problema de Erdds e Roths-
child para um padrdao P (ndo monocromético) de cores. Desde entao, outros
pesquisadores se interessaram em estudar a fungdo ¢, pp(n) para grafos no caso
em que P é formado por |E(F)| classes nao vazias [28, 29]. Nesse caso, chamamos
o padrao P de arco-iris e o denotamos por P,. Como um exemplo, Hoppen, Lef-
mann e Odermann [28] estudaram uma versao do problema de Erdds e Rothschild

~ . 1\ 86+4 .
para o padrao arco-iris. Eles provaram que, para r > (Z; ) e n suficientemente

grande, o valor ¢, g, , p,(n) é atingido pelo grafo Ty(n).

Ainda, Hoppen, Lefmann, Odermann e Sanches [29] estudaram o valor
de ¢, pp, 10 caso em que F' é a ({+1)-estrela, isto é, o grafo com ¢+ 1 vértices onde

um deles é conectado a todos os demais. Vale ressaltar também que Benevides,



Hoppen e Sampaio [4] obtiveram resultados para o Problema de Erdés e Rothschild

no caso em que F' = K,,; para uma classe de padroes P.

1.4 Estabilidade para coloracoes em grafos

O conceito de estabilidade também pode ser visto no contexto de
coloragoes, onde investigamos se um grafo que possui nimero de coloragoes livres

de (F, P) “préximo” a ¢, rp(n) deve possuir estrutura similar a do grafo extremal

para (F, P).

Um exemplo de resultado de estabilidade para coloragoes foi obtido

também por Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [2].

Teorema 1.4.1. Sejam r € {2,3} el > 1 um inteiro. Para todo 6 > 0 existe ng =
no(0) tal que, se G € um grafo com n > ng vértices que satisfaz c.k,,, .p,(G) >

rlTe™ - entdo G admite particio W = {Wy,...,W,} tal que

|[E(W)| + -+ + |[E(W,)| < dn.

Em [28], um exemplo de resultado de estabilidade para coloracoes no
caso em que P é o padrao arco-iris e F' = K, foi obtido por Hoppen, Lefmann e

Odermann.

Diferentemente do que aconteceu na trajetéria de resultados no con-
texto do Problema de Turan, nos problemas de coloracao, a estabilidade para
coloracgoes foi utilizada como ferramenta para a obtencao do resultado exato para
coloragoes, como é o caso em [2] e [28]. Vale ressaltar que os autores de [2] foram
os primeiros a utilizar da estabilidade para coloracoes para demonstrar o resultado

exato para coloracoes.



Enquanto que, para o padrao monocromatico, o grafo extremal para
F ¢é extremal para (F, Py;) quando r € {2,3}, para o padrao arco-iris temos que
o grafo extremal para F' é extremal para (F,Ps) quando o numero r de cores
¢ suficientemente grande. O quao grande é esse nimero de cores nos resultados
obtidos depende do resultado de estabilidade para coloracoes que é utilizado. Se na
prova da estabilidade para coloracoes foi utilizada a estabilidade Erdés-Simonovits
para F', entdao o numero minimo de cores dependerd da constante ¢ associada
a essa estabilidade. Se na prova da estabilidade para coloracoes foi utilizada a
estabilidade Fiiredi para F', entao o nimero minimo de cores dependera apenas do

grafo F.

Ao longo dos anos, o Problema de Turédn e o Problema de Erdos e
Rothschild no caso em que P é o padrao monocromatico foram estudados ainda
para outras estruturas discretas, como hipergrafos, familias de hipergrafos e espagos
vetoriais [6, 14, 7, 26, 27, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 39, 40, 42]. Neste trabalho, estuda-
mos o Problema de Erdos e Rothschild para hipergrafos no caso em que o padrao

P de cores é o arco-iris.

1.5 O Problema de Turan para hipergrafos

Um hipergrafo H = (V, E) é um par onde V é um conjunto finito
chamado conjunto de vértices do hipergrafo e E C 2V é chamado conjunto de
hiperarestas do hipergrafo. Se para algum inteiro positivo k, temos £ C (‘g), entao
o hipergrafo é dito k-uniforme. Se E = (Z), entao o hipergrafo é dito k-uniforme
completo. Um hipergrafo F' = (V* E*) é um sub-hipergrafo de um hipergrafo

H=(V,E)se V* CV e E* C E. Dado um hipergrafo k-uniforme H = (V| F),

v

k), considere as

um vértice v € V, uma hiperaresta e € E e um conjunto f € (



notagoes H+{f} = (V,EU{f}), H—{e} = (V,E\{e}),e H—v = (V\{v}, E\{e €
E:vee}).

O Problema de Turan para hipergrafos é definido de maneira similar
ao que foi feito em grafos, porém, diferentemente do que aconteceu para grafos,

existem poucos resultados nesse contexto.

Dado um hipergrafo F', dizemos que o hipergrafo H é livre de F' se H
nao possui copia de F' como sub-hipergrafo. O Problema de Turan para hipergrafos
é o de encontrar, para um dado hipergrafo F', o hipergrafo H livre de F' com o
maior nimero possivel de hiperarestas. Tal problema é muito estudado no caso

em que F' e H sao k-uniformes, o que é o nosso caso também.

Dado um hipergrafo k-uniforme F' e um inteiro positivo n, denotamos
por ex(n, F') o nimero méximo de hiperarestas que um hipergrafo k-uniforme
livre de F' pode conter. Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices tal que

|E(H)| = ex(n, F'), entao H é dito o hipergrafo extremal para F.

Um hipergrafo que sera bastante utilizado nesse trabalho é K ék), 0
hipergrafo obtido a partir do grafo K, expandindo cada uma de suas arestas com
k — 2 novos vértices. O hipergrafo K ék) ¢ chamado de grafo completo expandido.

A figura abaixo ilustra o hipergrafo K f’).
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Figura 1.1: Hipergrafo Kf’).

Note que o hipergrafo Kék) possui £ + (k — 2)(5) vértices e (g) hiper-
arestas. Note ainda que o hipergrafo K z(k) ¢ uma generalizacao do grafo K, isto
é, K=K f). O Problema de Turan para K ék) foi resolvido por Mubayi [39], onde
seu hipergrafo extremal é também uma generalizacdo do grafo de Turan. Antes
de descrevermos o hipergrafo de Turan, introduziremos defini¢oes que permitirao

apresentar nossos resultados de maneira uniforme.

Para inteiros positivos ¢ e k, denote por Zy; o conjunto de solucoes
inteiras nao negativas da equacao x; + - -+ x, = k. Dado um vetor I € 7, utili-
zamos a notacao (z%yl), o zt(‘W)), t < ¢ para representar que z; ¢ um componente

y; vezes em I. Por exemplo, (1®),0®) = (1,1,1,0,0).

Definigao 1.5.1 (Hipergrafo completo com respeito ao vetor de interseccao I).
Dados inteiros positivos n,{, k, uma particao V de [n] em { classes e um wvetor
I € Iy, o hipergrafo completo com respeito ao vetor de intersecgao I, denotado

por Hyy(n), possui conjunto de vértices [n] particionado conforme a particao V e

[n]

k) para 08 quais

conjunto de hiperarestas formado por todos os conjuntos e em (

existe uma permutacdo m de [{] satisfazendo (e N Vzqy,...,eN Vi) = 1.

11



O Hipergrafo de Turdn, denotado por Tz(k)(n), ¢ definido por Tf(k) (n) =
Hiy(n), onde Y ¢é uma partigdo balanceada de [n] em ¢ classes, ¢ > ke I =
(1% 0=k Note que o Hipergrafo de Turdn é uma generalizacio do Grafo de

Turdn. Por simplicidade, utilizamos a notagao tgk) (n)=|FE (Tz(k)(n))\

O seguinte resultado foi obtido por Mubayi em [39].

Teorema 1.5.2. Dados inteiros n > £ > k, todo hipergrafo extremal para Kéi)l é

isomorfo a T[(k)(n).

Outro exemplo de hipergrafo conhecido e muito utilizado nesse tra-
balho é o chamado plano de Fano, que é o tnico hipergrafo 3-uniforme com sete
vértices e sete hiperarestas satisfazendo a propriedade de que todo par de vértices
estd contido em alguma hiperaresta. Denotamos este hipergrafo por Fano. A figura
abaixo ilustra uma representacao classica do hipergrafo Fano, onde as seis linhas

conectando trés vértices sao hiperarestas e o circulo também é uma hiperaresta.

Figura 1.2: Plano de Fano.

Dado um inteiro positivo n, denote por B,, o hipergrafo B, = Hjy,
onde I = (2,1) e V = {V}, V2} é uma particao balanceada de [n|. Este hipergrafo

é chamado hipergrafo bipartido balanceado completo.
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O resultado a seguir foi obtido por Keevash e Sudakov [32], porém

um resultado assintdtico foi obtido anteriormente por de Caen e Fiiredi em [14].

Teorema 1.5.3. Para n suficientemente grande, todo hipergrafo extremal para

Fano € isomorfo a B,.

E facil verificar que B,, nao contém Fano se percebermos que qualquer
tentativa de distribuirmos os vértices de Fano em duas classes fara com que uma

hiperaresta fique totalmente contida em uma classe.

1.6 Estabilidade no Problema de Turan para hipergrafos

De maneira analoga ao que é feito para grafos, em hipergrafos também
temos o conceito de estabilidade. Além disso, os conceitos de estabilidade Fiiredi
ou Erdés-Simonovits também se aplicam de maneira similar. Antes de enunciarmos

alguns resultados de estabilidade, abordaremos algumas defini¢oes.

Definicao 1.6.1. Dados inteiros positivos € e k, um hipergrafo k-uniforme H =
(V.E), uma particio V = {Vi,...,V,} de V e um vetor I € Iy, denote por
Biy(H) = E(H)\E(Hry(n)) o conjunto das hiperarestas ruins de H com respeito
alel.

Abaixo, apresentamos um resultado de estabilidade Erdds-Simonovits

obtido por Pikhurko em [42] para o hipergrafo K éf_)l.

Teorema 1.6.2. Sejam ( > k > 2 inteiros. Para todo 6 > 0, existem ¢ > 0 e

ng > 0 tais que o sequinte vale para todo n > ng. Se H = (V, E) € um hipergrafo

k)

1 e tal que |E| > tgk) (n) —en®, entdo existe

k-uniforme com n vértices, livre de Ké

uma particao U = {Uy, ..., U} de V para a qual
| Bru(H)| < on*,
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onde I = (1%, 00=R)).

O seguinte resultado de estabilidade Erdds-Simonovits para o Fano

foi obtido por Keevash e Sudakov [32].

Teorema 1.6.3. Para todo 6 > 0 existem € > 0 e ng tais que todo hipergrafo 3-
uniforme H = (V, E) livre de Fano com pelo menos n > ng vértices e pelo menos

|E(B,)| — en® hiperarestas admite particio U = {Uy, Uy} de V satisfazendo
|B[7u<H)| < (5n3

onde I = (2,1).

1.7 Resultado de estabilidade Fiiredi para hipergrafos

A partir de um trabalho em equipe com os pesquisadores Hoppen,
Lefmann e Odermann, obtivemos o seguinte resultado de estabilidade para o hi-

pergrafo K g_’?l.
Teorema 1.7.1. Sejan>1,p>1el >k > 2. Para k > 2, assuma que

k
n 2 k—1
p<—€4k—£n )

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de Kéi)l com |E(H)| >

ték) (n) — p, entdo existe uma particao U = {Uy, ..., U} de V satisfazendo
|Bru(H)| < 7 Hp + £2n*71),

onde I = (1), 0U=R)),

Esse resultado é mais preciso do que a estabilidade Erdés-Simonovits,
j4 que para p < Cn*~!, vale que |B;y(H)| < Dn*~! onde C' e D sdo constan-
tes. Para demonstra-lo, provamos um resultado de estabilidade Fiiredi para uma

familia de hipergrafos proibidos (ver Teorema 2.1.2).
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A demonstragao do Teorema 1.7.1 encontra-se no Capitulo 2 desse tra-
balho. Tal resultado foi uma ferramenta importante para a obtencao de resultados

de coloracao para hipergrafos, foco deste trabalho.

1.8 Resultados exatos para coloragoes arco-iris em

hipergrafos

Assim como no caso de grafos, dados um hipergrafo k-uniforme £’ e um
inteiro positivo r, uma r-coloracao das hiperarestas de um hipergrafo k-uniforme
H é uma fungao que associa cada hiperaresta de H a uma cor em [r]. Um padrao
P de cores em uma r-coloragao de um hipergrafo é uma particao das hiperarestas
do hipergrafo em r classes. Tal r-coloragao é dita livre de (F, P) se nao possuir
uma cépia de F' na qual a particdo de F(F') induzida pela coloracao é isomorfa
a P. Denotamos por ¢, pp(H) o nimero de r-coloragoes livres de (F, P) de H.
Denotamos por ¢, rp(n) o nimero maximo de r-coloragoes livres de (F, P) que um
hipergrafo k-uniforme com n vértices possui (no caso em que F' é 2-uniforme fica
claro que tal fungao se refere a grafos). Assim como para grafos, denotamos por
Py o padrao monocromatico, composto por apenas uma classe nao vazia, e por
P4 o padrao arco-iris, composto por |E(F)| classes nao vazias. Dizemos que um
hipergrafo H é o hipergrafo extremal para (F, P) se H é o hipergrafo que maximiza

¢, r.p(H) sobre todos os hipergrafos k-uniformes com n vértices.

Existem diversos resultados obtidos sobre o valor de ¢, r p,, (1) no caso

em que F' é um hipergrafo k-uniforme [25, 26, 35, 36, 37].

Em [36], Lefmann, Person, RAdl e Schacht mostraram que para r €

{2,3} e n suficientemente grande, vale que ¢, pano.py, (Brn) = Cr.Fano.py, (7). Em [35],

15



Lefmann e Person mostraram que para r € {2,3} e n suficientemente grande,

(k) —
C’I‘,Kéf_)l,PM (TZ (n)) - CT’KZS-IT-)PPJW (n)

Como podemos ver nos resultados acima e assim como aconteceu em
grafos, para r € {2,3} e n suficientemente grande temos que o hipergrafo extremal
para F' é também extremal para (F, Py). Além disso, em ambos os artigos, resulta-
dos de estabilidade foram obtidos e utilizados para a demonstragao dos resultados

exatos (o resultado de estabilidade para (K é_’?l, Pyy) é tratado em [37)).

Nesse trabalho, provamos os seguintes resultados exatos no caso do

padrao de cores ser o arco-iris.

Teorema 1.8.1. Existe um inteiro positivo ro tal que para todo r > ry vale a
sequinte propriedade. Existe um inteiro positivo ng para o qual, se n > ng, entao

todo hipergrafo 3-uniforme H com n vértices satisfaz
Cr Fano,Py (H) S r'E(Bn)|‘

Além disso, somente hipergrafos isomorfos a B, atingem igualdade.

A demonstragao do Teorema 1.8.1 encontra-se no Capitulo 4.

Teorema 1.8.2. Sejam { > k > 2. Existe um inteiro positivo ro tal que para todo
r > 1o vale a sequinte propriedade. FExiste um inteiro positivo ny para o qual, se

n > nq, entdo todo hipergrafo k-uniforme H com n vértices satisfaz

(k)
CT’K(k) H) < rte ()

£+1’PA(

Além disso, somente hipergrafos isomorfos a Tg(k)(n) atingem igualdade.

A demonstragao do Teorema 1.8.2 encontra-se no Capitulo 5.
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Para provarmos os resultados exatos enunciados acima, novamente
utilizamos uma técnica em que inicialmente encontramos um resultado que chama-
mos de estabilidade para coloracoes arco-iris, a partir do qual obtemos o resultado
exato. Uma das contribuigoes desse trabalho foi a obtengao desse resultado de es-
tabilidade para coloragoes em um contexto mais geral, que envolve toda uma classe
de hipergrafos, que inclui os hipergrafos Fano e K LE_I?I. Para enuncié-lo precisamos

de algumas definicoes.

Uma propriedade importante que precisa ser satisfeita para o nosso re-
sultado ¢ a seguinte. Um hipergrafo F' ¢é dito linear se para quaisquer hiperarestas

distintas a,b € E(F') temos que |[aNb| < 1.

Definic¢ao 1.8.3 (Hipergrafo Turdn-extremal). Um hipergrafo k-uniforme F ¢é dito
Turdn-extremal se existirem um inteiro positivo £ e um vetor I = (xq,...,24) €

Ly, tais que

(a) Para todo inteiro positivo n e particio ¥V = {Vi,...,Vi} de [n], o
hipergrafo Hyy(n) € livre de F.

(b) Eziste ng tal que para todo n > ng existe uma particaoV = {Vi, ..., Vi}
de [n] para a qual Hry(n) €, a menos de isomorfismos, o hipergrafo

extremal para F'.

Em outras palavras, a definicao acima exige que o hipergrafo extremal
para F' tenha a forma de um hipergrafo completo com respeito a um vetor de

interseccgao.

Definigao 1.8.4 (Hipergrafo Turdn-estavel). Um hipergrafo k-uniforme Turdn-
extremal com wvetor I e particao V € dito Turdn-estavel se para todo & existem

ng € € com a sequinte propriedade. Todo hipergrafo H = (V, E) livre de F' com
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n > ng vértices e pelo menos |E(Hry(n))| — en® hiperarestas admite uma parti¢ao

U={Uy,...,Us} deV tal que

|B[,u(H>’ S 5nk.

Em outras palavras, a definicao acima exige que valha a estabilidade

Erdés-Simonovits para F.

Dados ¢,k > 2, considere o conjunto IZ x © Zy i dos vetores de inter-
seccao [ = (z1,...,xy) tais que z; > 1,Vi € [{], ou z; € {0,1},Vi € [(]. Note que
os vetores (2,4,9), (1,1,1,1) e (1,1,1,0,0) pertencem a Z;, e os vetores (2,1,0) e

(8,6,0,0) nao pertencem a Iy, .

Agora, estamos prontos para enunciar o resultado de estabilidade para

coloragoes arco-iris mencionado anteriormente.

Teorema 1.8.5. Para todo hipergrafo F' que € linear, k-uniforme e Turdn-estdvel
com vetor I € Ij, e todo 0 > 0, existe ro com a seguinte propriedade. Para
todo r > rq existe ng = no(r) tal que, se n > ng e H = (V, E) € um hipergrafo

n,F)
)

k-uniforme com n vértices satisfazendo ¢, pp,(H) > rex( entao existe uma

particao W = {Wh,... ., W} de V para a qual

Note que o teorema acima garante um resultado de estabilidade para
coloragoes arco-iris para qualquer hipergrafo que é linear e Turan-estavel, que
é o caso de K éi)l e Fano. Além disso, essa estabilidade é valida para outros
hipergrafos da literatura. Por exemplo, os autores de [6] e [40] mostraram que todos

os hipergrafos de uma certa classe sao Turan-estaveis e, portanto, o Teorema 1.8.5

garante que vale a estabilidade para coloragoes arco-iris para todos os hipergrafos
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lineares dessa classe. No Capitulo 2 (Segao 2.3), é feita uma discussao sobre essa

classe de hipergrafos.

A demonstracao do Teorema 1.8.5 estd no Capitulo 3 deste traba-
lho. Note que, nesse teorema, o numero minimo de cores depende da escolha
do §. Isso deve-se ao fato de que, por hipdtese, exigimos que o hipergrafo F seja
Turan-estavel, ou seja, que valha a estabilidade Erdés-Simonovits para F'. Porém,
especificamente para demonstrarmos o Teorema 1.8.2, foi necessario um resultado
de estabilidade para coloracoes arco-iris onde o niimero minimo de cores nao de-

pende da constante ¢, enunciado abaixo.

Lema 1.8.6. Sejam { > k > 2. Eziste ro = ro(¢, k) tal que para todo r > 1o vale o

sequinte. Dado § > 0, existe ng tal que, se H = (V, E) € um hipergrafo k-uniforme

com n > ng vértices, satisfazendo c_ . PA(H) > rtfzk)(”), entdo H possui uma
41

particao W = {Wh, ..., W} de V para a qual
Brw(H) < on*,

onde I = (1% 0(=F)).

A demonstragao do Lema 1.8.6 encontra-se no Capitulo 5 (Secao 5.2),

onde fazemos uso do Teorema 1.7.1, que é a estabilidade mais precisa que obtivemos

)

para Kéﬂ.

Em resumo, o Capitulo 2 é dedicado a demonstrar o Teorema 1.7.1 (es-

tabilidade mais precisa para K ") necessaria para demonstrarmos o Lema 1.8.6).

+1
No Capitulo 3 demonstramos o Teorema 1.8.5 (estabilidade para coloragoes arco-
iris para uma classe de hipergrafos). No Capitulo 4 demonstramos o Teorema 1.8.1
(resultado exato para coloragbes arco-iris para Fano), onde fazemos uso do Teo-

rema 1.8.5. Por fim, no Capitulo 5, demonstramos o Teorema 1.8.2 (resultado exato
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para coloragoes para K éi)l) e, como ferramenta para esse resultado, o Lema 1.8.6

(estabilidade para coloragbes arco-iris para K| é +)1 onde o niimero minimo de cores

depende apenas de ¢ e k).

Com os resultados obtidos nesse trabalho, ha diversas questoes a se-
rem investigadas para possiveis contribuigoes futuras. Tais questoes serao discuti-

das em uma secao no seu capitulo respectivo.
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2 RESULTADOS DE ESTABILIDADE PARA
HIPERGRAFOS

O presente capitulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.7.1. Repe-

timos aqui o enunciado desse teorema.

Teorema 1.7.1. Sejan>1,p>1el >k > 2. Para k > 2, assuma que

n
p < €4_k — PnkL

Se H é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de Ké_’?l com |E(H)| >

ték) (n) — p, entao existe uma particao U = {Uy, ..., U} de V satisfazendo
|Bru(H)| < ' p+ 2071,

onde I = (1%) 0(=R)).

Para demonstrarmos tal teorema, demonstramos primeiramente um
resultado que vale para uma familia de hipergrafos que contém K é_’?l e entao a
demonstracao do Teorema 1.7.1 sera uma consequéncia desse pelo fato de que
K éi)l estar contido nessa familia. Em ambos os teoremas combinamos as ideias
utilizadas em [20, 39, 40]. Para enunciarmos tal teorema precisamos de algumas

defini¢oes preliminares.

2.1 Preliminares

Denote por ICyf) a familia dos hipergrafos k-uniformes, com no maximo
(5) hiperarestas, que contém um conjunto S de tamanho ¢, chamado nicleo, sa-

tisfazendo a propriedade de que para qualquer par de vértices em S, existe uma
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hiperaresta contendo o par. Note que K ék) € ICE,k), sendo esse o elemento de ng)

com o maior nimero de vértices. Note ainda que Fano € Kék) para £ € {5,6,7}.

Dada uma familia de hipergrafos F, dizemos que o hipergrafo H é
livre de F se nao existe um hipergrafo F” isomorfo a algum elemento de F tal que
F’" é um sub-hipergrafo de H. Ainda, um hipergrafo H é dito extremal para F se

H possui o maior niimero possivel de hiperarestas e ¢é livre de F.

O seguinte resultado foi obtido por Mubayi [39].

e

Teorema 2.1.1. Dados inteiros n,l, k > 2, todo hipergrafo extremal para Ké’i)l é

isomorfo a Tg(k) (n).

Aqui, usamos os mesmos conceitos de estabilidade Erdds-Simonovits
e estabilidade Fiiredi para familias de hipergrafos. Vale ressaltar que Mubayi [39]

provou ainda que vale a estabilidade Erdds-Simonovits para ICéi)l.

Enunciamos agora o resultado de estabilidade Fiiredi que obtivemos

para ICX?I.

Teorema 2.1.2. Sejan>1,p>1el >k >2. Para k> 2, assuma que

nk

Se H € um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de Ké’i)l com |E(H)| >

t((gk) (n) — p, entdo existe uma particao U = {Uy, ..., U} de V satisfazendo
|Bru(H)| < p,

sek=2,¢
|Bru(H)| <% 'p,

se k> 2, onde I = (1) 0=R).
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Para demonstrarmos o Teorema 2.1.2, primeiramente necessitamos de

alguns resultados auxiliares cujas demonstracao estarao ao final deste capitulo.

Lema 2.1.3. Dados um inteiro positivo q e numeros reais positivos o, 8 e~y tais

que ya — qf > 0, o mdzimo da fungao

pt) = (a =1)"(5 + 1) (2.1)
em [0, ] € atingido emt =0 out = M.
(1 +4q)

Dado um vetor x = (z1,...,x,) e um conjunto S C [¢] utilizamos a

notagao xg = [[;cq ;. O lema a seguir é um caso particular da Desigualdade de

Maclaurin para polinémios simétricos, Teorema 11.2 em [13].

Lema 2.1.4. Sejam { > k inteiros positivos e a um numero real nao-negativo. Se

’ , . ~ . Y4
X = (x1,...,2¢) € um vetor de nimeros reais ndo-negativos tal que Y ., x; = a,

3 xs < (f;) (%)k

se(t))

entao

Lembramos que tgk) (n) = |T£(k)(n)|. De acordo com Mubayi [39], vale

a seguinte desigualdade.

() 15" = o= (5) () o2

Também, de acordo com Mubayi [39], temos que para todo ¢ € [n], vale que

k k— k
tM (n—q) +q-t5 - q) <P ), (2.3)

e a igualdade é atingida somente quando ¢ = |[n/l] ou ¢ = [n//¢].

Lema 2.1.5. Seja H = (V, E) um hipergrafo k-uniforme (-partido com n vértices
e l-particao U = {Uy,...,Us} de V e com |E| > ték)(n) —t, onde t > 1. Entao,
para todo i € [{],

n

; ﬁwwgumg%+ﬁ¢w. (2.4)
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Para demonstrarmos o Teorema 2.1.2, mostraremos que

|Bru(H)| < ¢, - p,

k) . ~ . A
onde c,g +)1 ¢é dado pela seguinte relacao de recorréncia. Para cada valor de distancia

j =/{—k entre £ e k, estabelecemos uma relacao de recorréncia sobre k, dada por
(k + )

(k) (k) 14+ *=D
(1+e )k+j—1'

Cot1 = Chrjr1 — k+j
Todas essas relacoes de recorréncia comecam em k = 2, isto é, em

2 _ (2
Coi1 = Copjt

=1.

Entao utilizaremos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.6. Para todo ¢ > k > 2 vale que
ngi <

2.2 Demonstracao da estabilidade Furedi para

hipergrafos

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 2.1.2 e em seguida

o Teorema 1.7.1.

Demonstra¢ao do Teorema 2.1.2. A demonstragao é por indugao em k, onde k > 2.
Para os pares (¢, k) = (¢,2) com ¢ > 2 qualquer, Fiiredi [20] provou que o resultado
vale com cl(ﬁr)l = 1 e nenhuma condicao é necessaria sobre n e p. Considere o par
(¢,k), onde ¢ > k > 3, e suponha que o enunciado vale para todos os pares (s,t)

tais que t < k.

Seja H = (V, F) o hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de lCé]fr)l

tal que |E| = tgk) (n) — p, com n e p conforme o enunciado do teorema. Considere
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xz € V como sendo um vértice de grau maximo A = A(H) em H. A vizinhanca
N(z) de z é dada por N(z) = {v € V \ {z}: {v,2} C e para algum e € E}.
Denote N = N(z) e Uy =V \ N.

Seja H[N] o sub-hipergrafo k-uniforme de H induzido por N. Con-
sidere o hipergrafo (k — 1)-uniforme L(x) = (V’, E’), chamado de link de H,
cujo conjunto de vértices é dado por V' = N e cujo conjunto de hiperarestas é
dado por ' = {e —xz: 2 € eee € E}. Afirmamos que H[N] é livre de ICék) e
L(x) é livre de ng_l). De fato, se H[N] contivesse uma cépia de F’ € /Cék) com
nucleo S, entao H teria uma cépia de algum hipergrafo F' € /Céi)l com nucleo
S = S'U{z}. Para ver isto, adicione x a V(F"). Para cada vértice v € S’, adicione
uma hiperaresta contendo o par {z,v} a E(F’) (a menos que este par esteja con-

tido em alguma hiperaresta adicionada anteriormente desta maneira). Note que

\E(F)| < |E(F)|+15 < () +¢=("}"). A demonstragio para L(z) é similar.

Com isto, temos que |E(H[N))| <t (n — |U1]) e A = |E(L(z))| <

tg':l)(n — |Uy]). Considere
ay = th(n—|U]) = |E(H[N])] (2.5)
an = t¥ V(0 —|Uy)) — A (2.6)

Particione F(H) = AgU A1 U Ay, onde Ay = {e € E: |enU;| =0}, Ay = {e €
E:lenU| =1} e Ay = {e € E: |enU,| > 2}. Para cada y € Uy, considere
Al ={e € Aj:enlU; = {y}} e 01(y) = A — deg(y) > 0, onde deg(y) = |{e €
E(H): y € e}|. Note que

[E(H)| < |E(HIN]|+ ) deg(y) — | 4|

yeUy

= [EHN]|+ Y (A =6i(y)) - |As].

yeUx
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Esse valor é igual a

[BHIND| +[UA =) bi(y) — 4|

yeUx
2.5),(2.6
FEEY B~ 1)) = ax + (0] (50 (0 = [U]) — aa)
_ Z 5 (y) — |Asl- (2.7)
yel
D w
) —ay — |Uhlas — 3 81(w) - Asl
yeUy
Como |E(H)| > ték) (n) — p, temos que
| Ao| + an + [Ur]aa + Y 61(y) < p. (2.8)
yeUx
e, em particular,
p
apn < —. 2.9
. (29)
Além disso, a equagao (2.7) implica
+(F) (k—1)
£ (n) = p < |E(H)| < t{(n = |U]) + [U2] - 17,7 (n — |01 (2.10)

A cota superior em (2.2) garante que

9 (n = |U]) + U |- ¢80 (0 — )

(—1\ [n—|U (-1 n— U \**
< . . .
= (k) (£—1)+<k—1) U] <€—1 !

de forma que, por (2.10), vale que

(—1\ (n—|U\" [r-1 n— |0\
0) () — pp < . ! AR
() p‘(k) (e-1)+(k—1) Gl (6—1 |

Pelo Lema 2.1.5 e pela hipdtese p < n* /(% temos que

[ z%—ﬂ-pl/’“> D2 o, (2.11)



Pela hipdtese de inducao sobre o par (¢ — 1,k — 1) e sobre I' =
(1%*=D 0=k temos que existe uma particio U’ = {Us,...,Us} de N para a
qual vale que o nimero de hiperarestas ruins em L(x) é limitado superiormente

por
|Brrao (L(@)| < ¢ - aa. (2.12)

Considere a notacdo By (L(z)) = E(L(z)) \ By (L(x)). Assim,
com (2.6) e (2.12), temos que

Braw(L(x)| =t (n—|U1]) — aa — |Brw(L(2))|
> " V- U]) - 1+ - aa. (2.13)

Considere agora a partigao U = {Uy,Us,...,Us} de V. Queremos

encontrar uma cota superior para | By (H)|. Para isto, considere

¢
Bru(H) =) Bi (H
j=1
onde, para j € [(], B?M(H) =Biu(H)N{eec H: lenU,;| > 2}.

Particionamos o conjunto Bry(H) em trés classes mutuamente dis-

juntas, como segue
Bru(H) = (Bru(H)NA) U (Bry(H)NA)U(Bry(H)NAy)

= (Bru(H)N Ap) U (UB )UA2,

Assim,

l
U BIu(H) N A + |Ay. (2.14)

Jj=2

|Bru(H)| = |Bru(H) N Ag| +
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E claro que

¢
U Blu(H)n A

Jj=2

-5

yeUy

¢
U BiuH) N A
j=2
Afirmamos que, para qualquer y € Uy, vale que

<1+ ) aa. (2.15)

¢
| BIu(H) N AY
j=2

Por contradigao, fixe um vértice y € U; para o qual isso nao é o caso e considere

¢
E* = {e—y: ee UB?M(H)HA?}.

Jj=2

Uma vez que as hiperarestas de By (L(z)) ndo sdo ruins com respeito a U’ e as
hiperarestas de £* sao ruins com respeito a U, e pela nossa hipétese no tamanho

de E*, vale que

[Brar(L(z)) UE"| = |[Bra(L(2))| + |E|

(2.13) _ _ _
tr V= U) — A+ caa+ (1Y) aa

k—1
= 45— 0.
Portanto, existe uma cépia F’ de algum elemento de ICék_l) no hipergrafo
(V \ Ul,Ellyu«L(ﬂf)) U E*) .

Denote por S’ o ntcleo de F’. Seja F € K;l_?l o hipergrafo obtido de F’ apéds
adicionar x e y ao seu conjunto de vértices, de modo que x é adicionado a toda
hiperaresta em By v (L(z)) e y é adicionado a toda hiperaresta de E*, possivel-
mente adicionando no méximo ¢ hiperarestas contendo os pares do tipo {u,z},

para cada u € S’. Esta construcao é possivel, pois 8" C N. Com isto temos que H

(k)

41, com nicleo S = 5" U {z}, o que é uma contradigao,

contém uma cépia F' € K

de onde obtemos (2.15).
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Por causa de (2.15), temos que

V4
U Biu(H)nAY < 1+ ) U] -aa. (216)

=2

-5

yels

V4
U Blu(H)n A
j=2

Afirmamos também que
1Biy(H) N Ag| < (n—|Uh]) - (1 + V) - aa. (2.17)

Por contradi¢do, suponha que |Bry(H) N Aol > (n — |U4]) - (1 + cék_l)) - aa.
Considerando uma func@o que associa cada hiperaresta e € By (H) N Ay a um
(k — 1)-subconjunto € C e, com a propriedade de que |[e N U;| > 2 para algum
i > 2, vemos que cada € poderia ser a imagem de no maximo n — |U;| elementos
de Bry(H) N Ap. Em particular, a fun¢ao produz pelo menos

(k—=1)

By (H)N A —|Ui]) - (1)
| Bru(H) 0|>(” ) A +e ) aA:(H—c[ ) - aa

n — |Ui| n — |Ui|

conjuntos distintos e. Seja E a familia de todos os conjuntos e. Assim como no

caso anterior, temos que By g (L(x)) N E =0, de forma que
Brra(L()OE| > /5 (n—| Ui )= (14" ) an+(1+¢ ) an = 45,7 (0= |01,
Portanto, existe uma cépia de algum elemento de lCék_l) no hipergrafo

(N, E[/M/(L(.CC)) U E) ,

o que implica que existe uma copia de algum elemento de o

v €m H, o que é

uma contradi¢do. Nesse caso, adicionamos x as hiperarestas em By (L(z)) e ao

nicleo, e substituimos cada € por alguma hiperaresta e cuja imagem é €. Com isso
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podemos concluir que

2.14
By "2 B (H) N A + UB H) N Ayl + | A
7j=2
(2.16),(2.17) (k1)
< [Ao| + (n = |UL]) - (1 4+ ) can + (1 + D) - U] - a
(2.8) B _
< (=) A+ aa+ (1Y) p
(2.9)

< (o)) - (4. i 1+

0]
(k—1) |U1 )
= 1+4+¢
1+ >( -

(k—1)
1+¢
( )|U1|

_ 2
k—1 k
(1+c ))-m~p—0§+)1 P,

A
o
IN =
=
=

com céJr)l (1+ (b=1) )62/@ 1). O resultado entao segue pela Proposigao 2.1.6. [

Demonstracao do Teorema 1.7.1. Fixa ¢ > k > 2. Para k = 2, o resultado estd
demonstrado devido ao Teorema 1.2.2. Para ¢ > k > 3, sejam n, pe H = (V, E)
dados pelo enunciado do teorema. Considere o seguinte sub-hipergrafo H' de H.
Seja Hy = H e assuma que H; foi definido. Se existe um par {v,w} de vértices
contido em no maximo ¢ —k + 1+ (“1) - (k —2) - (,",) hiperarestas distintas de
E(H;), entdao H; 1 é obtido de H; apds a remocao de todas essas hiperarestas, caso

contrario H' = H;. O hipergrafo H' satisfaz

\EH)| > tP(n) —p— <€—k+1+ (£;1> -(k—2)> : (ki?)) : (Z)

Nés afirmamos que H' é livre de Kéi)l. De fato, se H' contém alguma
copia de F' € ’Céﬂ com nucleo S, entao cada par de vértices {v,w} C S estd

contido em mais do que

(e (1) 00) ()

30



k
). ordene os

hiperarestas de H. Com isso, obtemos a seguinte construcao de K é IR

pares contidos em S’ e, para qualquer desses pares {v, w}, escolha uma hiperaresta
e € F contendo {v, w} que seja disjunta de S"\ {v, w} e que compartilhe no maximo
um vértice dentre v e w, com hiperarestas escolhidas anteriormente. Tal escolha
é possivel, pois antes da hiperaresta contendo o tltimo par {v,w} ser escolhida,
o nimero de vértices (incluindo v e w) que foram usados em uma hiperaresta
escolhida anteriormente é no maximo ¢ + 1 + ((1@51) — 1) (k — 2). O ntmero de

hiperarestas contendo {v,w} e pelo menos mais um desses vértices é no maximo

(o (1) 0on) ()

o que garante a existéncia de uma hiperaresta adequada que intersecte S’ somente

em {v,w}. Isso contradiz o fato de que H é livre de K éi)l.

Para aplicarmos o Teorema 2.1.2, precisamos verificar que

e () o) (1) () <2

Isso segue das nossas hipdteses, pois

(e () -6-2)- (1) ()
__U—k+1+M+D€kFQ )Ml
2(k — 3)! 2 2(k—3)

< <§ 4 (6—21)£> nk—l < (62 o 1)nk—1'

Logo, existe uma particao U = {Uy,...,Us} de V para a qual
|Bru(H')| < 1 (p+ (2 = 1)n*h)
Uma vez que H possui no méximo (£2 — 1)n*~1 hiperarestas adicionais, vale que

[Bra(H)| < 070 (p+ (= 1)n* 1) + (2 = Dt <07 (p+ 0T,

como queriamos. O
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2.3 Investigacoes futuras

A seguir definiremos alguns hipergrafos e familias de hipergrafos que
possuem a propriedade de cobrir pares. Dizemos um par de vértices é coberto em
um hipergrafo se existe uma hiperaresta do hipergrafo contendo o par. Dizemos

que um hipergrafo cobre pares se todo par de vértices é coberto nesse hipergrafo.

De maneira similar ao que foi feito em ICék), denote por Fz(k) a familia
dos hipergrafos k-uniformes, com no maximo 1+ (S) — (g) hiperarestas, que contém
um conjunto S de tamanho ¢, chamado niticleo, e uma hiperaresta chamada hiper-
aresta nucleo satisfazendo a propriedade de que todo par de vértices em S, nao
totalmente contido na hiperaresta nicleo, é coberto. Considere F, Z(k) € ]-"é(k) 0
hipergrafo obtido a partir de um nicleo S de tamanho ¢ e uma hiperaresta nicleo
e, de forma que para cada par de vértices em S\ e, o par recebe k —2 novos vértices
se tornando uma hiperaresta em F é(k). O hipergrafo F, Z(k) ¢ também chamado de

hipergrafo Fany é o elemento de .7-",3( ) com o maior niimero de vértices.

Note que o hipergrafo Fg(k) possui ¢ + (k — 2) ((5) — (g)) vértices e

1+ (5) — (g) hiperarestas.

O seguinte teorema é uma coletanea de resultados obtidos por Mubayi

e Pikhurko [39, 40, 42].

Teorema 2.3.1. Dados n,l,k >2 ¢ F € {ICE’_?I, {Kéﬂ},.ﬂ@l, {Fg(i)l}}, vale que

todo hipergrafo extremal para F € isomorfo a Tg(k) (n).

O seguinte resultado de estabilidade Erdds-Simonovits é também uma

coletanea de resultados obtidos por Mubayi e Pikhurko [39, 40, 42].

Teorema 2.3.2. Sejam ( > k > 2 inteiros e seja F € {lCéi)l, {KZ(_]?1 ,.7-"@(_’?1, {Fz(ﬂ}}

Para todo 6 > 0, existem € > 0 e ng > 0 tais que o sequinte vale para todo n > ny.
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Se H = (V, E) € um hipergrafo k-uniforme com n vértices, livre de F e tal que

|E| > t,gk) (n) — en®, entdo existe uma particio U = {Uy, ..., U} de V para a qual
| Bru(H)| < on*,

onde I = (1%) 0U=F)).

Note que o teorema acima garante que o hipergrafo Fe(-’i)l ¢ Turén-

estével.

A partir de um trabalho em equipe com participacao dos pesquisado-

res Hoppen, Lefmann e Odermann, os seguintes resultados de estabilidade foram

obtidos para F € {.7:@(5_)17 {Fe(ﬂ}}

Teorema 2.3.3. Sejan>1,p>1el >k >2. Assuma que

nk

P < JkGeprs)
Se H € um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de ]-"Xi)l com |E(H)| >

ték) (n) — p, entdo existe uma particao U = {Uy,...,Us} de V satisfazendo

|Bru(H)| < 2% - p,
onde I = (1%) 00=F)).

Teorema 2.3.4. Sejan>1,p>1el >k > 2.Assuma que
nk

2 k-1
Ik(BL245) Cnt

p <

Se H ¢é um hipergrafo k-uniforme com n vértices livre de Fg(_lf_)l com |E(H)| >

tgk) (n) — p, entdo existe uma particao U = {Uy, ..., U} de V satisfazendo

| Bru(H)| < M (p+ ),
onde I = (1% 0=F)).
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Assim como no caso de K (k) o resultado do Teorema 2.3.4 é mais

/+1
preciso do que a estabilidade Erdds-Simonovits. Note que o Teorema 2.3.3 é a

estabilidade Fiiredi para .F@(i)l

Brandt, Irwin e Jiang [6], estudaram o Problema de Turdn para uma

outra familia de hipergrafos, que é uma generalizacao de .7-}(_’?1 e de K onde

+1
0 seu elemento com maior numero de vértices é uma generalizacao de Fﬁ(i)l e de
K éi)l. Definimos tal familia da seguinte forma. Para dados inteiros ¢,k > 0 e um
hipergrafo k-uniforme J com |V (J)| < ¢, seja fz(-]i)1(J ) a familia dos hipergrafos
k-uniformes H que contém um conjunto S de ¢ vértices chamado nicleo de H
onde H[S] contém uma cépia J e para quaisquer dois vértices de S existe uma
hiperaresta contendo-os. Seja F, e(f)l(J ) € .Fg(ﬁ)l(J ) o hipergrafo definido da seguinte
maneira. Inicie com o hipergrafo .J, onde seus vértices sao numerados vy, . .., V(1))
acrescente ¢ — |V (J)| vértices vjy ()41, ..,V € para cada par de vértices nao
coberto em S acrescente k — 2 novos vértices a F, e(f)l(J ) formando uma hiperaresta
com o par. Note que no caso em que J é o hipergrafo com k vértices que possui
apenas uma hiperaresta contendo esses k vértices, temos que Fg(f)l(J ) = Fe(ﬂ e
}_e(i)l(‘] ) = Fg(i)l, e quando J é o hipergrafo sem hiperarestas vale que F, E(f)l(J ) =
K ﬁ)l e .Fg(ﬁ)l(J )= ICE?I. Note ainda que os hipergrafos K ,E’?l, F, g(j:)l, F, g(f)l(J ) cobrem

pares.

)¢ o hipergrafo

Os autores de [6] determinaram que o hipergrafo Té(k
extremal para Fg(f)l(J ) e para }—e(i)l(‘] ). Além disso, esse autores obtiveram um
resultado de estabilidade FErddés-Simonovits para esses dois casos, o que significa
que o hipergrafo Fé(_]i)l(J), no caso em que J é um hipergrafo linear, é Turan-

estavel. Uma proposta de pesquisa futura seria a de tentar obter a estabilidade

Fiiredi nesses dois casos.
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2.4 Demonstracao dos resultados auxiliares

Demonstra¢ao do Lema 2.1.3. O méximo de uma funcao em um intervalo é atin-
gido, ou em um dos extremos do intervalo, ou em um ponto critico da funcao que
esteja dentro do intervalo. Certamente P(a) = 0 ndo é o méaximo de p(t). Assim,

considere t # «a, temos que

Pt)=0= (a—t)1y — (B+yt)g(a—t)T1 =0

= (a—=t)"y=(B+yt)g(a—t)""

t#a ya—qpB
S (a—t)hy=+t)g=ya—yt=qf+yqt =t = ——~.
=1 (1 +4q)
Como ya — gf > 0 temos que
< 0= a5
Y(1+4q)
Como ¢, a, § e 7y sao positivos, temos que
a{ _
0<ayg+qgf=rya—qbf <ay+ayg= itk <a
7(1+4q)
Portanto 22=%% ¢ [0, a], o que implica o resultado desejado. ]

v(1+q)

Demonstracao do Lema 2.1.4. A demonstracao é por indugao em k. Para k =1

Zxe D= ()0 - () ()

) €S

temos que

Para ¢ = k temos que
a a\k (6) a\k
Xg = Xg = T; < —= =] = -] .
sgg}) s SE(Z[@) ° g} ig]k: (k) k (e)
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Assuma que £ > k > 2 e que o resultado vale para pares (¢, k') tais
que V' > kK >1el' +k < {+ k. Considere um vetor x = (x1,...,2,) de niimeros

. ~ . . Vi
reals nao-negativos tais que 21':1 r; = a. Se xy = a, como k > 2 temos que

ng{g)xs —0< (i) (%)k

Considere portanto o caso a — x, > 0. Claramente,

Z Xsg = Ty - Z Xg + Z Xg.
se() se(izy) se(“)

Por inducao, vale que
(-1 a—xy = (-1 a—xy

r <
> o) (E) e X e (V) (D)
[e—1] 21]
de forma que
Z < a— Ty ol (-1 n (—1\a—x,

A k—1)" ko) r—1
se(t))
k—1
B a— Ty 1 (-1 kK—1/¢
- (6—1) (m( k )er(k:)x) (2.18)

Considere ¢ =k — 1, a = 3%, B = (821)6%1, v = (k- 1)(£) et =+, de modo

que o lado direito de (2.18) fica igual a p(t) em (2.1). Uma vez que oy — g =
% ((f;) — (il)) > 0, o Lema 2.1.3 garante que o maximo de (2.18) é obtido para

t=aout= f’/;ﬁi‘i = - Portanto, se olharmos para a varidvel x, = (£ — 1)t

o lado direito de (2.18) é méaximo em x, = 0 ou z; = §.

Para ver que o maximo ¢é de fato atingido em x = %, considere

o= (3 ( () 51 (=)
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Fazemos uso da desigualdade de Bernoulli, que diz que

(1—y) >1—yj

para quaisquer numero real y satisfazendo 0 < y < 1 e inteiro j > 1, sendo a
desigualdade estrita para y > 0 e j > 2. Com isto temos que

(«4—_1) koG

¢ £oG)

o que implica em

=" G5 <r@-=(0) 0"

como desejado. O

Demonstragao do Lema 2.1.5. Seja H = (V, E') conforme enunciado do lema. Con-

sidere z € {0,...,¢ — 1} tal que n = z (mod /).

Nés afirmamos que H possui um sub-hipergrafo H' = (V' E’) com
n' = n — z vértices para o qual |E'| > ték) (n — z) — t. Isto é trivial para z = 0.
Considere Hy = H. Seja v; um vértice de grau minimo e considere H; = H — vy.
Uma vez que T, E(k) (n) é um hipergrafo k-uniforme ¢-partido com n vértices e com

o maior grau minimo possivel, vale que dg(vy) < 5(T€(k)(n)) = tﬁk)(n) — ték) (n—1).

Isto implica que
\B(Hy)| >t (n) —t - (t§k>(n) —t®n - 1)) =t -1) -t

Agora, temos que n — 1 = z — 1 (mod ¥), e portanto podemos repetir este argu-

mento até obtermos um conjunto {vy,...,v,}.

Seja U' = {Uj,...,U;} a partigdo de H' onde U] = U; \ {v1,...,v.}.

Sem perda de generalidade, assuma que U, é a menor classe desta parti¢do. Fixe
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x>0 tal que |Uj| =n'/t — ({ —1)-x-n'/l. O fato de que H' é {-partido implica

que

2

2

1<i1 << <l

LA >

1<ip < <ip_1<0—1

!
AR

!/
Ui, |

Uil U7, | +

2

1<iy < <ip <b—1

/ /
|U’Ll‘ T |Ulk|

Aplicando o Lema 2.1.4 a cada um dos somatérios acima, obtemos que

<

||

Uma vez que esta cota superior

() (7
() (e

((—1)-z-n"\ ﬁ’+aj-n’ kil_i_
! l ¢

N\ K
r-n
)

¢é pelo menos tao grande quanto a cota inferior

|E'| > tﬁ,k) (n') —t e n' é divisivel por ¢, vale que

(i2y)a- o () asar

- <£) - (ntf)k

0 que é equivalente a

(1) (2
020

> (i) —E’fﬁ,

0 que ¢é equivalente a

> ((

)-(6—1)(’;:11»;51‘—(6_1)#) +

—1
i
4+

o)+ () = (e limy) = () 2+

k-1

D

i=1

> (i) —ﬁ’“#,

(D)0
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0 que ¢é equivalente a
(o)) ()
SN (=)
— k—1)\1—1 i
(-1 l t
> —— ) aF - : 2.1
> (k—l) (€ k)x g(n’)k (2.19)

G
(o)) ()=

De (2.19), concluimos que ¢* -t/(n’)* > 2%, e portanto x < £-t'/*/n’. Isso significa

Note que

e parai > 1

que para todo i = 1,..., £, vale que

Uil > Ul >0/t — (0=1) -tk =nft —z/t — (£ —1)-t'/%.

Agora, assuma que para algum i € {1,..., ¢} vale que |U/| = n'/{ +
(0 —1)*-2-n//l para algum x > 0. Entao, existe alguma classe U7, satisfazendo
jgeL ...}, e|Uj| <n'/t — (£ —1)-x-n'/l, portanto as consideragoes feitas
acima se aplicam e concluimos que z < £ - t/* /n’. Em outras palavras, para todo

ie{l,....0} et > 1, vale que
U <|U +2<n/Jl4+ (=12t 42 <nft+ 02 tV/F
o que implica em (2.4). O

Demonstracao da Proposicao 2.1.6. Pelo Teorema 1.2.2 temos que célfr)l = 1 para

todo ¢ > k = 2. Para simplificar a notagao, escrevemos



(12:1.

Note que o indice do a; é dado conforme o indice superior de c§ +)1. Queremos

encontrar uma cota superior para a. Por inducao em k, mostraremos que

o= D oy + 1) < e )
que é igual a (*71. Para k = 2 temos que a; = 1 < (2 + j)?7! para todo j > 0.
Para k = 3 vemos que
_ B+
3—1+4+7

(3+7)
2+

(344)°

as 2+]

(ay +1) = (1+1)= 2 < (3+4)°

para todo 5 > 0. Suponhamos portanto que a desigualdade seja verdadeira para

todo k — 1 > 3. Logo,

k+7)?
ap = %(akl -+ 1)

(k+4) k-2 k-1
< ——((k—1 1) < (k
<Sp BT D) < ()T
onde a ultima desigualdade é equivalente a

1

k—l \k—3 -
=1+ 955

< (k+35)72,

que vale para todo j > 0, j& que para k > 4 temos que 1/(k—1+j) < 1/2. O
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3 ESTABILIDADE GENERICA PARA
COLORACOES ARCO-IRIS

O presente capitulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.8.5. Para
isso, falaremos primeiramente de algumas ferramentas importantes que foram ne-

cessarias durante a demonstracgao.

3.1 Resultados auxiliares

Dados um hipergrafo k-uniforme H = (V, E) e uma partigao W =
{Wi,..., Wi} de V, considere a densidade

|[E(Wh, ..., W)|
dg(Wr, ..., W) = ,
a0V W) = il
de H com respeito a particao W, onde E(W7, ..., W) é o conjunto das hiperarestas

de H que contém exatamente um vértice de cada W;, onde i € [k]. Nés dizemos
que uma k-upla (Vi, ..., V}) de subconjuntos mutuamente disjuntos de V' é (¢, d)-

reqular, para constantes positivas € e d, se
|dg(Wy, ..., W) —d| < e
para quaisquer k-uplas de subconjuntos W7 C Vi, ..., W) C V, satisfazendo
(Wil (Wil = e|Val - - - Vi

Dizemos ainda que a k-upla (V1,..., Vi) é e-reqular se esta for (e, d)-regular para
algum d > 0. Uma partigdo V = {Vi,...,V,,} de V é dita e-regular se satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) |IVil = [VjI| <1 para quaisquer i, j € [m].
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(ii) para no méximo €(}') k-conjuntos {i1,...,ix} C [m], temos que a
k-upla (V;,,...,V;,) nao é e-regular.

O resultado a seguir é uma generalizacao do Lema de Regularidade

obtido por Kohayakawa, Nagle, R6dl e Schacht em [33]. Aqui, apresentaremos

uma versao desse resultado para coloracoes que pode ser obtida nos moldes do que

foi feito por Komlds e Simonovits em [34] no caso de grafos.

Teorema 3.1.1 (Lema de Regularidade para Coloragoes). Para quaisquer inteiros
r>1,k>2emy>1, etodoe >0, existem M = M(r,mg,€) e No = Ny(r, mg, €)
tais que, para todo hipergrafo k-uniforme H = (V,E) com n > Ny vértices,
cujas hiperarestas sao r-coloridas E(H) = Ey U --- U E,, existe uma parti¢ao
V =A{Vi,....,Vi,} com mg < m < M que € e-reqular simultaneamente com res-

peito a todos os sub-hipergrafos H; = (V, E;) para 1 <i <.

Definigao 3.1.2 (Hipergrafo Reduzido). Para um hipergrafo k-uniforme H =
(V,E), uma particao e-reqular V = {Vi,...,V,} de V e um nimero n > 0, o
hipergrafo reduzido Ry(n) = (V*, E*) € o hipergrafo com conjunto de vértices
V* = [m] e conjunto de hiperarestas E*, onde, para 1 < iy < -+ < i, < m, vale
que {iy,...,ix} € E* se, e somente se, a k-upla (Vi,,...,V;

i) € e-regular e sua

densidade satisfaz dg(Viy, ..., Vi) > .

Lema 3.1.3 (Lema de Imersao). Para todo inteiro k > 2 e constante n > 0,
existem € = €(m,k,n) e um inteiro positivo mg = mo(m,k,n) para os quais o
sequinte vale para todo inteiro positivo m. Seja H = (V| E) um hipergrafo com
uma parti¢ao e-reqular V = {Vi,..., Vy,} tal que |V;| > mqy para todo i € [m]. Se
o hipergrafo reduzido Ry (n) contém uma cépia de algum hipergrafo k-uniforme

linear F', entao H também contém uma copia de F.
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Note que o lema acima é enunciado apenas para hipergrafos F' que
sao lineares. Tal lema é o motivo de enunciarmos o Teorema 1.8.5 apenas para
hipergrafos lineares. A partir de um tipo diferente de lema de regularidade, o qual
¢ chamado de Lema de Regularidade Forte para Hipergrafos, obtido por Rodl e
Skokan [45], os autores Rodl e Schacht [41] obtiveram um lema de imersao para

hipergrafos k-uniformes F' em geral (ver também Lema de Fatias regulares [1]).

Definicao 3.1.4 (Hipergrafo Reduzido Multicolorido). Seja H = (V, E') um hiper-
grafo r-colorido E(H) = FyU---UE,, e considere uma particio ¥V = {V1,...,V,,}
de V que € e-reqular simultaneamente com respeito a todos os sub-hipergrafos
H;, = (V,E;), para i € [r]. Dado n > 0, o hipergrafo reduzido multicolorido
R = Ru(n) associado an eV possui conjunto de vértices [m| e conjunto de hiper-
arestas Exr formado pelos conjuntos {ix,... i} € U E(Ru,(n)) tais que para
todo i € [r], a k-upla (Vi,,...,V;,) € e-reqular para H; = (V, E;). Além disso, toda
hiperaresta e € Ex € associada a uma lista de cores L., onde para toda cor o € [r],
vale que a € L, se, e somente se, e € E(Ry,(n)). Ainda, se o € Ly, iy, @ cor

a € dita n-densa com respeito a (Vi,,..., Vi, ).

Note que na Defini¢ao 3.1.4, se n < 1/r, entao toda hiperarestae € Ex
satisfaz |L.| > 1. Para o lema a seguir utilizaremos a defini¢ao de hipergrafo

Turén-estavel, que é a Definicao 1.8.4.

Lema 3.1.5. Dado um hipergrafo k-uniformes Turdn-estavel F', com vetor de in-
tersec¢dao I € I}y, uma particaod = {Uy, ..., Us} de [n] como a da Defini¢do 1.8.4
satisfaz

para todo i € [{], onde D é uma constante.

A demonstragao do Lema 3.1.5 encontra-se na Secao 3.4.

43



Lema 3.1.6. Seja K = <[n], ([Z])> Dado um hipergrafo k-uniforme Turdn-

extremal F', com vetor I = (x1,...,x), existe ng tal que se n > ng e U =
{Uy,...,Us} € uma parti¢ao de [n| satisfazendo |U;| > U para todo i € [{], entdo,
para qualquer f € Bry(K), o nimero Nyp de copias de F' em Hry(n) + {f}

satisfaz
(U~ V(RO
V)T

Nir >

A demonstragao do Lema 3.1.6 encontra-se na Secao 3.4.

Considere a funcao de entropia h: [0,1] — [0,1] dada por h(z) =
—xlogyx — (1 —x)logy(1 —z) para 0 < < 1 e h(0) = h(1) = 0. N6s usaremos a

seguinte desigualdade sobre essa funcao.

( " ) < ghle)n (3.1)

an

para todo 0 < a < 1.

3.2 Demonstracao da estabilidade genérica para

coloracoes

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.8.5. Repetimos

seu enunciado.

Teorema 1.8.5. Para todo hipergrafo F' que € linear, k-uniforme e Turdn-estdvel
com vetor I € I;, e todo 6 > 0, existe ro com a sequinte propriedade. Para todo
r > 1o existe Ny tal que, se n > Ny e H = (V, E) é um hipergrafo k-uniforme
com n vértices satisfazendo ¢, pp,(H) > re<(nF) entdo existe uma particio W =

{Wh,..., Wy} de V para a qual
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Para demonstrarmos o Teorema 1.8.5, combinamos as estratégias e
ferramentas utilizadas em [2, 28, 36], com adaptagdes pelo fato de estarmos tra-

tando de uma classe genérica de hipergrafos F'.

Iniciamos com um hipergrafo H = (V, E) que satisfaz as hipdteses
do teorema e fixamos uma de suas r-coloragoes livres de (F, Ps). O Lema de
Regularidade garante que existe uma partigao V = {V4,...,V,,} de V. Entao
consideramos o hipergrafo R reduzido multicolorido de H com relacao a V. Fi-
xando um hipergrafo reduzido multicolorido R e uma particao V, determinamos
quantas coloragoes de H possuem tal hipergrafo R e particao V e somamos esse
resultado sobre todas as possiveis particoes e hipergrafos reduzidos. Note que uma
mesma coloragao pode ser contada mais de uma vez. Ao fixar um hipergrafo R,
removemos suas hiperarestas com menos do que |E(F')| cores, obtendo R’. Obser-
vamos que R’ nao pode conter uma copia de F', pois, com o Lema de Imersao, isto
implicaria que H contém uma copia arco-iris de F. Assim, |E(R')| < ex(m, F) e
consideramos dois casos. Se |E(R')| esta longe de ex(m, F'), entao provamos que H
necessariamente possui poucas coloragoes livres de (F, P4), o que contradiz nossas
hipdteses. Se |E(R’)| estd proximo a ex(m, F'), entao o fato de F' ser Turan-estavel
garante que existe uma particao U = {Uy, ..., Uy} de [m] com poucas hiperarestas
ruins. A seguir consideramos a particao W = {W7y,..., W,} de V, onde para todo
i € [¢], W; é a unido dos elementos de U; (que sao classes de V). O numero de
hiperarestas ruins de H com respeito a ¥V é entao dado por no maximo todas as
hiperarestas de H nao representadas em R (existem poucas pelo Lema de Regu-
laridade), mais o nimero de hiperarestas ruins de H que levam a uma hiperaresta
ruim de R com respeito a U. Essa ultima quantidade nao pode ser grande, pois
cada hiperaresta ruim f de R com respeito a U faz com que em toda copia de F'

em Hjy(n) onde f é a tnica hiperaresta ruim de F', exista uma hiperaresta nao
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ruim de F' que ou nao pertence a R, ou possui menos do que |E(F)| cores em sua

lista de cores, o que contradiz nossa situacao de R'.

Demonstracao do Teorema 1.8.5. Seja 6 > 0. Do fato de F' ser Turan-estavel,
sejam ¢ um inteiro positivo, I € Z;, um vetor de interseccao e ng vindos da

Definigao 1.8.4.

Considere D definido conforme o Lema 3.1.5 e seja

[V(F)|-k
C = K|V (F)|" (%) | (3.2)

Da Definicao 1.8.4, seja €5 = €,(0), satisfazendo

J

€s < % (33)

Seja |E(F)| = s, e considere g = (s — 1) wes . Considere r > 7g e seja

4
<5, (3.4)

pequeno o suficiente para garantir que

h(rn) +rm < (3.5)

g.

Para r, k, e n, sejam e e mg dados pelo Lema 3.1.3. Por conveniéncia,
consideramos € < min{nk!/3,rn/3} e mo > max{1/e,ng} grande o suficiente para
garantir que

V()]

mo

D
< —.
-2

(3.6)

Sejam M = M(r,mg,€) e Ng = No(r, mg,€) do Teorema 3.1.1.
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Seja n > Ny grande o suficiente para satisfazer (3.14). Seja H =
(V, E) um hipergrafo com n vértices satisfazendo ¢, pp, (H) > r*™¥) Nés quere-
mos encontrar uma particao {W1, ..., W,} conforme o enunciado do Teorema 1.8.5.
Considere £ = E; U ---U E,, uma das r-coloragoes livre de (F, P4). Pelo Teo-
rema 3.1.1, existe uma particao V = {V4,...,V,} de V. com my < m < M, que é
e-regular simultaneamente com respeito a todos os sub-hipergrafos H; = (V, Ej).
Considere R = Ry(V,n) o hipergrafo reduzido multicolorido associado a essa
particao e a esse valor de 1. A seguir, obtemos uma cota superior para o nimero
de r-coloragdes livres de (F, P4) de H que levam a particao V =V, U---UV,, e

ao hipergrafo reduzido multicolorido R.

Para no maximo €(";') conjuntos {1, ...} C [m], ak-upla (V;,...,V;

nao é e-regular com respeito a particao V=V, U---UV,, e com respeito a alguma

cor, portanto no maximo

re (7;) (%)k < reZ—l; (3.7)

hiperarestas estao nessas k-uplas irregulares. Pela definicao de particao e-regular

e pela nossa escolha de m, existem no maximo

m (ﬁ)an_Q < enf (3.8)

m

hiperarestas com interseccao de tamanho pelo menos dois com alguma classe

V;. Além disso, se considerarmos todas as hiperarestas em k-uplas de classes

Viy, ..., Vi, cuja cor possui densidade menor do que 7, nés obtemos no méaximo
m n\k mk n¥ n*
- <p = pp— 3.9
T(k) <m> =T e T (3.9)
hiperarestas. Combinando (3.7), (3.8) e (3.9) com € < min{%k!, 5L}, obtemos no
maximo
k k
n k n o, TN\ g k
rey+en +7’77§§<§+§+?) <rnn
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. . J . k .
dessas hiperarestas, que podem ser coloridas de no maximo ™" maneiras. Cla-
ramente, as hiperarestas restantes, que estao em k-uplas regulares e assumem cor

n-densa com respeito a esta k-upla, podem ser coloridas em no maximo

()"
IT Izl

e€E(R)
maneiras, onde L, ¢ a lista de cores associada a hiperaresta e (ver Defini¢ao 3.1.4).
Assim, o numero de r-coloragoes de H que levam a particao V =V, U---UV,, e

ao hipergrafo reduzido multicolorido R é limitado superiormente por

(r;b;) P (g |L6|> - : (3.10)

Somando sobre todas as possiveis partigoes P de [n] e sobre todos os
hipergrafos reduzidos multicoloridos R, temos que ¢, g p, (H) é limitado superior-

mente por
. ()
n romk
() S T e
rnm
(P,R) \e€E(R)
()"

(3.1)

< 2h(7’77)n’“,rr77nk Z H |Le|

(P,R) \e€E(R)
Com €;(R) = |{e € E(R): |L.| = j}| nés obtemos que
G ()"
oh(rm)n® rmmk Z H |L.| — oh(rm)n® Z (H]e] R)) _
(P,R) \e€E(R) (P,R)

Esse numero é limitado por

n\k
oh(rm)n® Z (ijf] )ﬁjeg(R)>(m>
(P,R) j=s
s=le s (2)"
< hlrmn rmn® Z <(5_1) SZlei(R) sz:SeJ(R)> . (3.11)
(P,R)
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Se existe uma cépia de F' em R tal que toda hiperaresta z; em F' possui pelo menos
s = |E(F)]| cores o', ...,a’ em sua lista de cores, entao ¢ possivel escolher s cores
af,...,ak, duas a duas distintas, satisfazendo que «of € L, para todo i € [s].
Assim, considere H* o sub-hipergrafo de H definido da seguinte forma. Para cada
hiperaresta z; de F', i € [s], toda hiperaresta de H que intercepta as mesmas classes
que z; e possuem cor « sdo hiperarestas de H*. Seja R* = Rpy+(V,n) o hipergrafo
reduzido de H*. Note que, como existe copia de F' em R, entao também existe
copia de F' em R*. Portanto, pelo Lema 3.1.3, existe uma cépia de F' em H*, e
devido a nossa escolha de hipergrafo H* e R*, tal copia de F' em H* é arco-iris.
Como H* é um sub-hipergrafo de H, temos que esta copia arco-iris de F' esta

contida em H também. Portanto, R nao pode conter uma cépia de F' onde cada

hiperaresta possui uma lista de pelo menos s cores, o que garante que

Z e;(R) < ex(m,F).

Seja

Considere os seguintes casos.

(a) Para todo hipergrafo reduzido multicolorido R vale que B(R) > ;.

(b) Existe um hipergrafo reduzido multicolorido para o qual S(R) < €.

No caso (a), temos que a expressao (3.11) vale no méximo

Wk
2h(7“77)nkr”7”k Z ((S . 1)(ZL)*(ex(m,F)*ﬁ(R)mk)rex(m,F)—ﬂ(R)mk) (E) ‘(3'12)
(P,R)

O numero de parti¢oes de [n] em no méximo M classes é no maximo
.~ . . k . . .
M™. Para cada particao existem no maximo 2" hipergrafos reduzidos multicolo-

ridos R. Além disso, quando n é miltiplo de m, entdo ex(m, F)n* /m* < ex(n, F).
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No caso em que n niao é miltiplo de m temos que ex(m, F)n*/mF < ex(n, F) +
Jn*~1 onde J é uma constante que nao afeta nosso resultado. Portanto, por
simplicidade vamos supor que n é divisivel por m. Entao (3.12) vale no maximo

nP

Mn2er2h(rn)nkrrnnk (8 . 1) y Tex(n,F)—esnk

nk
MnQTMk 2h(7”77)nk rrnnk %rex("v}?)_%nk/? (313)
resn

2
Usando r > rg = (s — 1)® | note que

k‘,_.

-Db (s — )% :(5—1)%:1'

N (e

Com isso, (3.13) deve valer, para n suficientemente grande, no maximo

MnQTMk 2h(rn)nkrrnnk Tex(n,F)fesnk/2

"20 (b))t ex(n,F)—ean®/2 (3.14)
<3S5) rex(’mF)—esnk/G
< rex(n,F)’

o que ¢ uma contradicao.

No caso (b), consideramos que S(R) < €, para algum hipergrafo re-
duzido multicolorido R. Seja R’ o hipergrafo com conjunto de vértices [m| obtido
de R apds a remocao de todas hiperarestas e que satisfazem |L.| < s — 1. Note

que nao existe copia de F em R’. Além disso,

e(R') = Zej(R) = ex(m, F) — B(R)mF > ex(m, F) — e;mF.

j=s
Do fato de F' ser Turdn-estével, temos que existe uma particao U = {Uy, ..., U}

de V(R') que satisfaz

mk

| Sq

|Bru(R')| <
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e do Lema 3.1.5 vale que essa particao também satisfaz
para todo i € [(].

Seja R" = ([m], E(R')\Bru(R')). Para toda hiperaresta f € Bry,(R),
considere o conjunto P(f) de todas as cépias de F em Hjy(m) + {f}. Seja

f* € Bry(R) uma hiperaresta (ruim) tal que

[P(f*)| = min{|P(f)]: f € Bru(R)}.

Por um lado, vale que
[BruR)- [P < Y P
feBru(R)

Por outro lado, seja E = E(Hjy,(m)) \ E(R") (note que se U nao é balanceado,
entdo Hyy(m) # Te(k) (m)). Afirmamos que para qualquer f € Bry(R) e F(f) €
P(f), temos que F(f) possui uma hiperaresta em E. De fato, dado f € B;y(R) e
F(f) € P(f), temos que, pela defini¢ao de P(f), f é a unica hiperaresta ruim de
F(f). Logo, as demais hiperarestas de F'(f) pertencem a Hyz(m). Se todas essas
hiperarestas nao pertencem a £, entao elas pertencem a R”. Porém, uma cépia de
F em R onde uma hiperaresta f possui pelo menos uma cor em sua lista de cores
e todas as demais possuem pelo menos s cores em sua lista de cores faz com que,
pelo mesmo raciocinio utilizado anteriormente, exista uma copia arco-iris de F' em
H, o que é uma contradicao. Logo, para qualquer f € B;y(R) e F(f) € P(f),

temos que F(f) possui uma hiperaresta em E.

Ja que para qualquer f € Bry(R), toda hiperaresta em E pode fazer

parte de no maximo k!m!V)I=F cépias de F(f) em P(f), vale que

SoPWl= Y Y 1< Bl kO,

feBru(R) feBru(R) FeEP(f)
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o que implica em

mlV(E)|-k

o]y —

Usando o Lema 3.1.6, com U = Dm, obtemos que

B m [V (F)—k
Bru(R)l < [E]- RV () (Dm——|v<F>|)

[V (F)|—k
= [E]- K|V (P (D - |v1<F \/m)

(3.6) __ 9 [V (F)|-k 5y —
< |Ey-k!|v<F)|!@<5) S yoltel

Logo,
Bru(R)| < |EIC < CHR)m".

Considere a particao W = {W7, ..., W,}, onde para todo i € [{], vale

que

J€U;
Calcularemos uma cota superior para |Brw(H)| o nimero de hiperarestas ruins
de H com respeito a I e W. Temos que no méximo rnn* hiperarestas referentes a
(3.7), (3.8) e (3.9) podem ser ruins em H e que toda hiperaresta ruim com respeito

a I eU em R equivale a no maximo n*/m* hiperarestas ruins em H. Assim,

k
< k n
Biw(H)| < b+ () |Bru(R)]

< ok + (%)k CB(R)Ym"*

< (rn+Ce)nF
(3<4) (é + C’es) n*
2
(?23) (é + é) n*
2 2
= nk,
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como queriamos. O

3.3 Investigacgoes futuras

Acreditamos que o Teorema 1.8.5 valha para todo hipergrafo que é
linear e Turadn-estdvel. No enunciado desse teorema, exigimos que o vetor de
intersecgao I do hipergrafo F' pertenga ao conjunto Z;,. Tal exigéncia deve-se
ao fato de que o Lema 3.1.5 (que se refere aos tamanhos das classes da parti¢ao
que existe do fato de F' ser Turdn-estavel) estd demonstrado apenas para vetores
I € Z;,. A demonstracdo desse lema para todo vetor I € Zy; nos forneceria o
resultado do Teorema 1.8.5 para qualquer hipergrafo F' que é linear e Turan-estavel.

Portanto, comegamos a investigar essa questao.

Note que dada uma particao U = {Uy,...,Us} e um vetor I =

(x1,...,20) € Iy, temos que
¢
st = ¥ T1(")
rell(I) i=1 ¢

onde II(7) denota o conjunto das permutagoes com repetigao dos elementos de 1.
O fato de esse nimero nao se alterar ao permutarmos os elementos de I nos levou a
acreditar inicialmente que |E(H[y(n))| seria maximo quando U fosse uma parti¢ao
balanceada. Porém, isso nao é verdade. Um exemplo onde podemos ver isso é se

escolhermos uma particdo U = {Uy, Us} e o vetor I = (1,7). Nesse caso temos que

oo - (8 (1))
= |01 (n _7|U1|> +(n— |U1])<|(?|>_

Considerando |U;| = pn, com 0 < p < 1, vemos que

)| = ") wa-p(7),
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Esse nimero é maximo para p tal que a funcao

fp)=p(L=p)"+ (1 —p)p’

¢ méxima, o que claramente nao ocorre para p = 1/2, ja que

1 1 3"+3 1
(a)=5<"2=1(3)

Alids, note que p = 1/2 é um ponto de minimo local da funcao f(p). Em [50],
é feita uma discussao sobre fungdes simétricas, que sao fungoes f(xy,...,z,) tais
que f(Txys---»Tr@)) = f(@1,...,2¢) para qualquer permutacao 7 dos elementos

de (z1,...,x), incluindo resultados sobre os pontos de maximo dessas fungoes.

Com isso, comecamos a investigar se existem hipergrafos lineares e
Turdn-estéveis cujo vetor de intersecgao nao pertence a Z;,. O fato de nao termos
encontrado hipergrafos desse tipo nos levou a tentar provar a inexisténcia desses.
Note que se provarmos que nao existem hipergrafos desse tipo, entao também o
Teorema 1.8.5 estard automaticamente demonstrado para todo hipergrafo F' que
é linear e Turan-estavel. Mostrarmos agora alguns avancgos que tivemos nesse
sentido. Abaixo descrevemos dois casos com rela¢ao ao vetor I = (xy,...,x,) onde

obtivemos progresso nesse problema.
Caso 1. I =(0,1,a), onde a > 2.
Caso 2. I = (z1,...,2,0%), onde £ >t e z; > 1+ /1.

Em ambos os casos de vetor I mostramos que Hjy(n) ndo é o hiper-
grafo extremal para nenhum hipergrafo F' nao importa qual particao U escolhemos.
A estratégia que utilizamos foi mostrar que H;y(n), possui menos hiperarestas do
que Hypyp(n), onde I’ é o vetor obtido de I apds removermos um zero e U’ é a
particao obtida de U apds substituirmos duas de suas classes pela uniao dessas.

Note que se Hyy(n) é livre de F, entao Hyp gy (n) também ¢ livre de F.
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Caso 1. Seja I = (0,1,a) com a > 2 o vetor de intersecgao correspondente a esse
caso. Seja V = {Vi, Vs, V3} uma partigdo de [n| onde
Vs3] =ng. Seja I' = (1,a) e V' = {V; U V4, V3}. Entao,

) = (") ()= () ()

Vil = np < [Vo| = np <

Além disso,

ot = () [() (3) = (3)(5),
= () -()(),
=)0

Uma vez que ("7") = (7) (') + (V) (), vale que

|E(Hyr v (n)| — |E(Hpy(n))|
o[(2) G- () () )
B () () ()

Mostraremos que (3.15) é positivo considerando os casos a = 2,a =3 e a > 4.

No caso em que a = 2 temos que (3.15) é igual a

No nq ng — 1 ny — 1\ nine<ng
ninaoNg — N1 9 — N9 9 =nNing { N3 — 9 - 9 > 0.

Para os demais casos utilizaremos a seguinte propriedade valida para

quaisquer inteiros n > ¢ > 1

(j) - (Cj 1)—_“ (3.16)



No caso em que a = 3 temos que (3.15) é igual a
N9 n ny ng n1
nsn nsn -n -n
s o 32 o i 3 2\ 3
(3.16) e N9 - N9y n2_2—|—nn ny - ny\ng — 2
- 2 "\2/) 3 72 2 \2/) 3
n N9 — 2 n Ny — 2 ni,n2<n,
= n1(22> (ng— 23 >~|—n2(21) (ng— 13 ) RS

Finalmente, no caso em que a > 4, temos que (3.15) é igual a

a—2
n n n n n n
w3 (1) (a2 3) o) a0 ) () ()
i=2
az—z ny o n o no—a—+1 n
= N n Ng — —
3i:2 1 a—1 ! a—1 3 a
— 1 ni,na2<n
nz( n )(n_w> 1nasng
a—1 a

Caso 2. Considere uma partiticaio V = {Vi,..., V;} com |V;| =n;eny < -+ <mny, e

vetor de intersec¢ao I = (x4, ..., x4, O(é_t)) com £ coordenadas, onde £ > t+1 e para
todo i € [t], z; > 2 e 2; > 1+ +/t. Considere a particdo V' = {V; UV, Vi, ..., Vi}
e vetor de interseccdo I’ = (z1,. .., 2, 0¥ *=) com £ — 1 coordenadas, isto é, um
zero foi removido. Sejam P e P’ o numero de permutacoes com repeticao dos
elementos de I e de I’ respectivamente. Note que P = WP/ Nos somatorios
abaixo que sao sobre uplas, estamos considerando que os elementos das uplas sao

dois a dois distintos. Logo,

(0 —1)!
S| E(Hyp oy (n)
z(”l“””) > IO (") X H(“”’)
€[t] i G1rdi—1) pE[t]\{i} Tp G1:-w30) pE[t] Tp
J1yesft—123 J1yeeesJt >
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e, por outro lado,

sl = (M) S (0) I (P)+

Tp
i€[t] q€[t]\{i} G10de—2) PE[EN\{i,q}
JiyeesJt—223

|G)-C)] =T ()

(G150de—1) PE[E\{} r
+ Z H (n]p)

J15e-sJt—123

J1yeensJt >
Como,
2!
5 o P
P J— — —
(gfl)l P (g _ 1)| (e t)7
P/

para mostrarmos que
|E(H1y(n))| < [E(Hpy(n))]

basta mostrarmos que

>0 2 ) 2 I ()

T
i€lt] qelt\{i} "1 Grogeo) pelt\igr T
JiyeesJt—223
n1 + No nq T nj,
(=03 () =-2 (), >, 1l
. T . Z; T Ty
1€[t] i€[t] (G1s-dt—1) PE[I\ {3}
J1yeeesJt—123

o qual vale se

SO S () > o1 ()

: q . ] . xp
q€[t\{i} (150de—2) PE[t\{4,q}
Jiseesjt—223

<yl ()0 T 1)

A(Jl ,,,,, Jt—1) pE[ﬂ\{} p
Jisejt—123

Ainda, vale que (T;l) (x’_lfq) >z (”?), pois ny < ny implica em [ng], - [n2)y—q >

1]z, e ¢l (x; — q)! < (z; — 1)! vale, pois para 1 < ¢ < x; — 1, o termo ¢! - (z; — q)!

57



é maximo para ¢ =1 ou ¢ = x; — 1. Com isso temos que

vz — 1) (ZI) < Z_l (?) (xinj q)'

q=1

Assim, basta mostrarmos que

Z ny Z o Z H nj,

, (:UZ) 4 (xq) (xp)

i€lt] a€[t\{i} G1oesie—2) PE\{i,q}
J1yeeft—223

< (=1 wilwi - )(Zl) SOOI (ng) (3.17)

i€ft] (1>dt—1) PpE[E\{7} r
JiseensJt—123

Para cada parcela (Zl) (”2) [ocigia (" fp) no lado esquerdo de (3.17)
nés queremos encontrar, de maneira injetiva, uma parcela (Zl) Hpem\ (i} (’";7;’) no
lado direito de (3.17) que seja pelo menos tao grande quanto a encontrada no
lado esquerdo. Para tal nés utilizamos o Teorema de Hall [22]. Entao, considere
o grafo bipartido que possui conjunto de vértices A e B. Os vértices em A sao
termos do tipo (Zi) . (Zj) Hpe[t]\{l7q} ( ) Jiy---sJi—2 > 3. Os vértices em B,
com multiplicidade (¢ — t)z;(x; — 1), sdo termos do tipo (Zi) [oci i (7;35) =
(’;1)( “) [ i (" ) onde n, # n;, para qualquer p € [t)\{i,q}, e ji,...,Ji—2 >
3 (aqui, n, faz um papel de reescrever os vértices de B). Cada vértice do tipo
(Zl) (n2) - Ioci i ("JP) em A é conectado por uma aresta a todos os vértices do

Tq

tipo (" ) | J TN (" ) (Z;‘), onde n, # n;, para todo p € [t]\ {4, q}, em B. Note

que
ny %) njp ny njp Ny
GO I ()=o) I (o))
! 7 pef\{igt NP Y opel\{igr NP I

pois ng < ... < ny.

Assim, obtemos um grafo bipartido onde vértices de uma mesma classe

tém o mesmo grau. Todo vértice em A possui grau z;(z; — 1)(¢ —t)({ —t), pois B
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contém toda parcela x;(z; — 1)(£ —t)(£ —t) vezes, e todo vértice em B possui grau
no maximo (¢t —1) (o grau de um vértice em B pode ser maior do que 1 se z, = z,
para algum p € [t] \ {7, ¢} e se para todo p € [t] \ {7, q} valer que z, = z,, entdo
cada vértice em B possuird grau (t — 1)). Para satisfazer as hipdteses do Teorema
de Hall, é preciso que para qualquer conjunto Z de z vértices em A, a vizinhanca
N(Z) de Z em B contenha pelo menos z vértices. Assim, temos que as hipéteses
do Teorema de Hall sao satisfeitas se |N(Z)| > |Z], ou seja, se

zxi(z; — D)(L—t) (0 — 1)
t—1 -

<,

0 que ¢é equivalente a

zila = )(E=(-1) |
t—1 -

que vale para todo ¢ >t + 1 se todo z; satisfizer z; > 1 + V/%.

Enfim, uma proposta de investigagao futura seria a de tentar provar
que nao existem hipergrafos lineares e Turan-estaveis cujo vetor de interseccao [

nao pertence a Z; .

3.4 Demonstracao dos resultados auxiliares

Demonstragao do Lema 3.1.5. Uma vez que I € I, dividimos a demonstragao

em dois casos, conforme a defini¢ao de Z;,.

Se, para todo i € [(], vale que z; > 1, entao seja U* = {U},...,U;}
uma parti¢ao balanceada de [n]. Por simplicidade, consideraremos que |U}| = n/¢
para todo i € [¢]. Mostraremos que para todo M > 1, existe N = N (M) tal que

se para algum j € [¢], |U;| < n/N, entao

|B(Hpaa(m))| < 5B (Hrge ()|
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Seja II(I) o conjunto das permutagoes com repetigdo dos elementos

de I. Por um lado,

rﬂﬂwwmvﬂmnqle)zmu»@(@“@;fn%m@;-%.

% =1

Por outro lado, considerando N = M Hle(mi)x%k , temos que

LL(CS IR S (0TI
N —MH‘Z (2)% ok

=1

|E(Hiu(n))] < [I(I)] - U] - n*7 <

Logo, escolhendo M = 2, temos que para todo j € [¢],

n n

Ul > 2=
vz M [Ty ()i

>n

Assim, D = 1/(£*°) é a constante desejada.

Se para todo i € [(] vale que z; € {0,1}, entao o resultado segue

diretamente do Lema 2.1.5. OJ

Demonstra¢ao do Lema 3.1.6. Seja ny dado pela Definicao 1.8.3(b) e considere
U={U,...,Us} a partigdo de [n] conforme o enunciado do lema. Considere f a
hiperaresta ruim com respeito a I e U, e seja V = {Vi,...,V;} uma particao de
[n] tal que fNU; CV; e Hry(n) é extremal (como |f NU;| < k, a existéncia de V
é garantida pelo Lema 3.1.5 j4 que Dn > k). Por construcao, f é uma hiperaresta
ruim com respeito a I e V e, portanto H;(n)+ {f} contém um sub-hipergrafo F
isomorfo a F. Seja p; o niimero de vértices em V(F) N (V;\ f). Pela definicio de
Hu(n), qualquer escolha S de n — k vértices em V' \ f tal que |SNU;| = p; induz
uma cépia de F' em Hyy(n) + {f}. Portanto, existem pelo menos

T (U S (U~k SU—k—p)i _ (U= |V(F))VEI-*
(%) =10, ) = I =

. !
i=1 Pi =1 Pi-

cépias de F em Hyy(n)+{f}. O
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4 HIPERGRAFO EXTREMAL PARA FANO
ARCO-IRIS

O presente capitulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.8.1. Porém,

primeiramente consideramos dois resultados preliminares.

4.1 Resultados Preliminares

O lema a seguir essencialmente afirma que em um hipergrafo 3-uniforme
bipartido H, quanto mais préximo seu nimero de hiperarestas estd de |E(B,)],

mais proxima de balanceada deve ser sua particao.

Lema 4.1.1. Considere o vetor I = (2,1). Dado 6 > 0, existe n > 1/(49), tal
que se um hipergrafo 3-uniforme H = (V, E) com n vértices admite uma particao

W = {Wy, Wy} de V satisfazendo
|E(Hrw(n)) N E(H)| 2 |E(B,)| — én’,
entao vale que

g — 2nV/8 < min{| W1, [Wa|} < max{|[Wi|, |[Wa|} < g +2nV/s.

A demonstracao desse lema encontra-se ao final deste capitulo. O

seguinte resultado é uma aplicacao do Teorema 1.8.5.

Corolario 4.1.2. Para todo 6 > 0 existe ro = ro(d) com a sequinte propriedade.
Para todo r > ry, existe ng = no(r) tal que, se n > ng e H = (V,E) € um
hipergrafo 3-uniforme com satisfazendo ¢, pano,p,(H) > rlEB entdo existe uma

particio W = {W, Ws} tal que |Brw(H)| < én?, onde I = (1,2).
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Demonstragao. Devido a um resultado obtido por Keevash e Sudakov [32], temos
que o hipergrafo Fano é Turén-extremal (Defini¢ao 1.8.3) com ¢ = 2. Pelo Teo-
rema 1.6.3 vale que Fano é Turdn-estavel. Como (2,1) € Z;; e Fano ¢ linear, o

Teorema 1.8.5 nos fornece o resultado desejado. O]

A seguinte desigualdade é conhecida e pode ser facilmente verificada.

n n? n 1 nd nt

- i< — < _ .
S 1% +4 < |E(B,)| = ex(n, Fano) < | (4.1)

4.2 Demonstracao do resultado extremal para Fano

arco-iris

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.8.1. Repetimos

seu enunciado.

Teorema 1.8.1. Existe um inteiro positivo ro tal que para todo r > 1y vale a
sequinte propriedade. Eziste um inteiro positivo ng para o qual, se n > ng, entao

todo hipergrafo 3-uniforme H com n vértices satisfaz
CT,Fano,PA(H) S r'E(Bn)|‘

Além disso, B,, € o unico hipergrafo que atinge este mdximo.

Para demonstrarmos esse teorema, combinamos as ideias utilizadas
em [36], onde o valor de ¢, pano, p,, (1) foi obtido para r € {2, 3} e n suficientemente
grande, e [28], onde o valor de ¢, k,,, p,(n) (grafos) foi obtido para r suficiente-
mente grande em termos de ¢, e n suficientemente grande em termos de r. No
nosso caso, r € suficientemente grande e deve depender da constante  que vem do

Corolario 4.1.2. Isso fez com que diversas adaptagoes fossem necessarias.
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A prova é por contradi¢ao, onde mostramos que um hipergrafo H

[Bul+m _coloracdes livres de (Fano, P4), onde m > 0, possui

B,, com pelo menos r
um sub-hipergrafo com mais r-coloragoes do que seu niimero de hiperarestas com-
porta (consideramos que m pode valer zero para garantir a unicidade de B,,). Para
chegarmos nesse sub-hipergrafo mostraremos que existe um vértice v (ou uma hi-
peraresta e) em H onde H —v (ou H — {e}) possui r/FBn-0lFm+1 oy ylBr-sl+m+1)
r-coloragoes livre de (Fano, P4). Assim, aplicando esse argumento sucessivamente,
apos a remoc¢ao de uma certa quantidade de vértices obteremos um hipergrafo
com ng vértices e ()1 r-coloragoes livres de (Fano, P4). Primeiramente, se
d(H) < §(By), entdo o sub-hipergrafo desejado H’ é obtido de H apds a remogao
de seu vértice de grau minimo. Se §(H) > §(B,,), entao o Corolario 4.1.2 garante a
existéncia de uma particao W = {W;, W5} que admite poucas hiperarestas ruins.
Entao dividimos em dois casos, dependendo da existéncia, ou nao, de um vértice
v com grau grande em sua classe. No primeiro caso, dividimos o conjunto de
coloragoes livres de (Fano P4) em dois conjuntos C; e Cq, onde C; constitui daque-
las coloragdes tais que existem muitos trios (fi, f2, f3) de hiperarestas contendo v
colorido no padrao arco-iris. Entao, mostramos que C; deve ser pequeno, pois o
ntmero de maneiras de colorir as hiperarestas que formam Fano com um desses
trios fica restrito. Assim, o conjunto Cy deve ser grande. Porém, o ntmero de
coloragoes de C, restritas as hiperarestas que contém v é pequeno, o que faz com
que v seja o vértice desejado. No segundo caso, todo vértice possui grau pequeno
dentro de sua classe. Porém, como H # B, ainda existe uma hiperaresta e que é
ruim com respeito a partigao W e o vetor (1,2). Entao procuramos por hipergrafos

Fano a partir da interseccao entre os links de cada vértice de e.
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Demonstragao do Teorema 1.8.1. Sejam vy, & = &(), 0 = 0(§), ro =ro(d) e > 1

nimeros positivos satisfazendo

1
< 4.2
7= 9520° (4.2)
2 3
(v Py
- Qo 43
e <min{ 2 57 (43)
1y 8
5 > 4.4
<mm{4002’2~18’4~92’36 ’ (4.4)
r > max{rg, 21°}, (4.5)

onde 19 = r¢(d) é dado pelo Corolario 4.1.2. Essas constantes sdo escolhidas
convenientemente para os argumentos a seguir. No inicio da prova estabelecemos

desigualdades envolvendo essas constantes para uso posterior.

De (4.5), vale que

1 ¢ 1
20 = log, 20 — = >~ (log, 20 — = : 4.
r > 20 = log, 20 2<0:>18(0g’"0 2)<0 (4.6)
Ainda, de (4.2) e (4.5), temos que
12—240
57+ ¢ [TV] (1—log, 21) > 0, (4.7)

pois 7 > 21% implica que (1 —log, 21) > 1/2 e v < 1/2520 implica que

12— 24077 1
5y [0 s,
7+6{ 80 ]2—

Além disso, afirmamos que

(log, 2) (2h(4\/5) — 8+ z> +8/€+ i < % (4.8)

Isso ocorre pois a derivada da fungao

f(z) = (log, 2) <2h(x) — 2z + %) + 2z + i

f(z) = ﬁ (2111 (1;‘7”) —|—21n2> + 2,

satisfaz




que é positiva para 0 < = < 1/2. Assim, f(z) é crescente em (0,1/2]. Como
£ <3/16 < 1/(2520° - 16), podemos obter (4.8), fixando z = (1/2520)%/2 > 4,/€,

isto é,

£((1/2520)*%) < (log, 2)(2-0.001 — 2(1/2520)*% 4+ 3/4) + 2(1/2520)3/ + 1/4,

< (log, 2)0.76 + 0.26,

que é menor do que 35/100 para r > 212,

Considere ny = ng(r) dado pelo Coroldrio 4.1.2 para o valor de r
fixado em (4.5) e seja n, > ng + ("30) Considere n > n, grande o suficiente
para que (4.11), (4.12), (4.14), (4.15), (4.16), (4.18) e (4.19) sejam validas (tais
desigualdades estao sinalizadas com n > 0). Suponha que H # B,, é um hipergrafo

Bp)

com n > n, vértices satisfazendo ¢, pano,p, (H) > plE(Bn)l+m para algum m > 0.

Provaremos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 4.2.2. Se H # B,, é um hipergrafo 3-uniforme satisfazendo
CT‘,Fano,PA(H> > 7*|E(Bn)|+m7

para algum m > 0, entdo existe um sub-hipergrafo induzido H' de H comn’ > n—3

vértices satisfazendo ¢, ano,py(H') > r/EBu)Hm+l

A Afirmacao 4.2.2 implica que indutivamente, podemos obter um sub-

. , . . 70
hipergrafo Hy com ng vértices que satisfaz ¢, pano p, (Ho) > (9)+1

, e tal nimero é
maior do que o nimero de coloragoes que poderia ser obtido podendo colorir livre-
mente todas as hiperarestas do hipergrafo completo 3-uniforme com nq vértices, o

que ¢ uma contradicao.

Para demonstrarmos a Afirmagao 4.2.2, seja H # B, um hipergrafo

3-uniforme com n vértices e com pelo menos rEB+m p_coloracoes livres de
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(Fano, P4), onde m > 0. Como B, pode ser colorido livremente, temos que
|E(H)| > |E(B,)|. Seja 6(H) o grau minimo de H. Se §(H) < §(B,), seja v

o vértice de grau minimo em H e considere o sub-hipergrafo H' = H —v. Como
|E(Bn-1)| = |E(By)| — 0(Bn) < |[E(By)| — 0(H) — 1,

vale que o nimero de r-coloragoes livres de (Fano, P4) de H' é pelo menos

plE(Bn)|+m
—am = plEBr)l+m=6(H) T|E(Bn—1)|+m+1’
r

tal como desejado. Portanto, vamos supor que §(H) > 6(B,) > 3n?/8 —n. Con-
sidere, para o vetor I = (1,2), uma particao de W = {Wy,Ws} de V(H) que
minimiza |Bry(H)|. Pelo Corolério 4.1.2, vale que |Byw(H)| < 0n®, e portanto

vale que
|E(H)| = |[E(H) \ Brw(H)| + [Brw(H)| < |E(By)| + on’. (4.9)
De |E(H)| > |E(B,)| obtemos que
|E(H) \ Brw(H)| + [Brw(H)| > |E(B,)],

o que implica que

3o m2 on 1

> B B L L LT 3
‘E<H)\BI,W(H)‘—‘E(Bn)’ (5n_8 n 8+4 on

Pelo Lema 4.1.1 temos que

n/2 —2von < min{|W|, [Wal} < max{|Wy|,|[Wa|} < n/2+2Vén.  (4.10)

Dado um vértice v € V(H), definimos seu grafo link L(v) com con-
junto de vértices V(H) \ {v} e conjunto de arestas L(v) = {{u,w}: {v,u,w} €

E(H)}. Consideramos dois casos.
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Caso 1. Existe um vértice v € V(H), sem perda de generalidade v € W5, tal que
IL(v) N ("52)] > yn?.

A minimalidade de |Brw(H)| garante que |L(v) N (”2/1)] > yn?, caso

contréario diminuirfamos o valor | By (H )| movendo v para W;.

Para qualquer conjunto de vértices W C V(H), dizemos que e € E(H)
¢ uma hiperaresta de v a W sev € ee e\ {v} C W. Ainda, em uma coloragao de
H que é livre de (Fano, P4), uma cor « é definida como abundante com respeito a
um vértice v e uma classe W, z € [2], quando o conjunto de hiperarestas de v a W,
que assumem cor « contém um emparelhamento de tamanho &n, caso contrario a

cor é dita rara com respeito a W.,.

Dados uma coloragao livre de (Fano, P4) de H e z € [2], seja A, o

conjunto de cores abundantes com respeito ao vértice v e a classe W, e seja J, o

W

»*) cuja cor de g U {v} nao pertence a A; U As.

conjunto de arestas g em L(v) N (

Nés dividimos o conjunto C de r-coloragoes livres de (Fano, P4) em
duas classes disjuntas C; e Co = C \ C;. A ideia dessa divisao de C em classes
é a de considerar em C; as coloragoes de C tais que existem muitas maneiras de
encontrarmos uma cépia F' de Fano onde v € V(F) e as trés hiperarestas de F
que contém v estao coloridas duas a duas com cores distintas. Assim, seja C; o

conjunto das coloragoes tais que

(a) A1 U Ag| € {1,2}

ou

(b) |J.| > 4+/€n?, para algum z € [2].
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Seja T (v) o conjunto de todos os trios (fi, f, f3) para os quais f; €
L(v) N (V[Q/l),fg € L(v)N (V?),fg € L(v)N (ng), com z € [2] e {fi1, fo, f3} 6 um
emparelhamento. Toda coloracao das hiperarestas que contém v induz natural-
mente uma coloragao de L(v). Portanto, sempre que tivermos uma colorac¢ao das

hiperarestas incidentes a v, trataremos dessa como sendo uma coloracao de L(v).

Afirmacao 4.2.3. Em toda coloracio de Ci, o numero de trios 3-coloridos em

T (v) € pelo menos £3n3/9.

Demonstracao. Considere uma coloragao de C;. Dividimos a demonstragao em

trés casos relacionados a cardinalidade de |A; U As|.

Caso 1. |A; U As| > 3. Sem perda de generalidade, suponha que |A;| > |As|, o

que implica em |A;| > 2. Consideramos dois subcasos.

Primeiramente, suponha que Ay # (), de forma que existem trés cores
distintas a1, a9 € Ay e ag € As, 0 que implica na existéncia de emparelhamentos
My, Ms, Ms, disjuntos por vértices, tais que toda aresta em M; possui cor «y,
i € [3] e |Mi| > &n/3, |Ms| > én/3, |Ms| > &n. Para obter M; e M, note que
cada uma das £n/3 arestas de cor oy escolhidas para construir M; elimina a escolha
de no méximo duas arestas de cor ay para a construgao de My (pois queremos
V(M;)NV (M) = ), restando assim pelo menos En—2-&n/3 = n/3 arestas para

construir M. Portanto, tomando uma aresta de cada emparelhamento obtemos
&\, &
- n—=——
3 9

Se Ay, = (0, entao considere cores aq,as € A; com emparelhamentos

pelo menos

trios 3-coloridos (fi1, f2, f3).

M, M, disjuntos por vértices de tamanhos |M;| > &n/3, |My| > ¢n/3. Como

Ay = ), existem no médximo 2&n arestas de L(v) N (ng) assumindo cor a; ou
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. ’ Ww- ~
a. Assim, o nimero de arestas em L(v) N ( 22) de cor rara nao pertencentente a

{a1, a3} é pelo menos

4% (4.3) ~p2

Logo, existe um emparelhamento M3 nesse conjunto de tamanho pelo menos

2 (4.10) 2 (4.4)
yn®/2 S yn g m

L )

O motivo de dividirmos por 2|W5| no lado esquerdo da desigualdade acima é para
garantir que M3 seja um emparelhamento. Cada aresta escolhida tem vértice em

comum com no méximo 2|Ws| de L(v)N("}?). Escolhendo arestas de M; x My x Mg,

2
<§_n) AL (4}3) £n3 > E

trios 3-coloridos (fi, f2, f3).

obtemos pelo menos

Caso 2. |A; U Ay] = 0. Nesse caso, para qualquer cor ¢ € [r], o tamanho de um
emparelhamento de cor ¢ em W; ou W5 é no maximo &n. Com a construgao gulosa
do caso anterior, obtemos que ambos W; e W5 contém um emparelhamento de

tamanho pelo menos

min{|L(v) N (V?)L |L(v) N (ng) |} (4.10) yn? (4;1) n
2 max{|Wy|, [Wa|} T 9 (% 1 2n\/5) - 2

Fixe emparelhamentos M; em W; e My em W5 tais que

SIE

n .
== < min{[My,| M|} < max{|Ma], [Ma]} <

Para toda cor i € [r], seja ¢; o nimero de arestas assumindo cor ¢ em M; e d; o

nimero de arestas assumindo cor ¢ em M. Note que ¢;, d; < &n, e note também
que Y0 e <n/2e Y d; < n/2
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O nimero de escolhas de trios (f1, fa, f3) com no méximo duas cores,

onde fl € M, f2 € Mye f3 e MU MQ, ¢ no maximo

ZCZ i |M1|—|—‘M2 +ZC2|M2|+Zd2|M1

=1 =1

n n " n ! n !
(§+§);Cidi+§;ff+§zdf
e énzicw%ﬂi l+—2d

IA

Consequentemente, o numero de escolhas de trios 3-coloridos (fi, fo, f3) é pelo

menos

3 3 (43) 3 3 (4.3) £33
(m) _en? = QG £'n
16 9

—&n
: e 2
Note que tais trios sdo emparelhamentos, pois (f1, fo, f3) € My x My x (M; U M,).

Caso 3. |A; U As| € {1,2}, e para algum z € [2], |J.| > 4v/&n?®. Sem perda de
generalidade, assuma que z = 2, de forma que |Jy| > 4v/&n? > 3/&n? + 3n/2.

Entao, existe um emparelhamento M em .J, de tamanho pelo menos

3y/En? + & 3
2|Ws|

2

de forma que o nimero de pares mutuamente disjuntos em J, é pelo menos

(2\/55 * 1) > @ = 2¢n”.

Para toda cor i € [r], seja d; o nimero de arestas assumindo cor ¢ nesse empa-
relhamento M. Uma vez que o nimero de pares em .J, (portanto em M) com a

mesma cor satisfaz
T T 6”2
Z d} < ¢n Z di < =
i=1 i=1
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temos que o conjunto J de pares de arestas arco-iris em M possui tamanho pelo

menos

2
26n? — % > ¢n?.

Se existe uma cor o € Ay, entao existe um emparelhamento M de tamanho |M| >
&n em Wy para o qual toda aresta em M assume cor . Tomando uma aresta de
M e um par de arestas de .J, obtemos que o nimero de trios 3-coloridos ( f1, fa, f3)
é pelo menos
53 3
En-én® =€ >

9

Se Ay = ), entdao |A3] > 1. Seja a € A,, e seja M um emparelhamento de

tamanho |M| > &n em W, para o qual toda aresta em M assume cor a. Uma vez

que A; =0, e £ < min{~?/(8%),7/4}, existem pelo menos
Wi (4.3) A2 (43)
‘L(U)ﬁ(2)‘ &n - 2]Wy| > yn? — 2¢n? 7—>4\/_n
arestas em W assumindo cor rara com relacao a W e diferente de . Assim, como
no caso anterior, obtemos pelo menos én? pares de arestas mutuamente disjuntos
por vértice em W; assumindo cores diferentes entre si e diferentes de ov. Escolhendo

um desses pares com uma aresta em M, obtemos pelo menos

3,3

trios 3-coloridos (fi, fa, f3). ]

Agora, provaremos que |C;| < r!F(Bn)l=1 Para qualquer trio (f1, fa, f3)
em 7 (v), sejam ty, to, 3,14 € ( ) quatro 3-conjuntos (que nao necessariamente sao
hiperarestas de H) tais que {{v}Uf;: i = 1,2,3}U{ty, t2, t3, t4} forma uma cépia de
Fano. A figura abaixo ilustra tal procedimento, onde os vértices pretos pertencem

a Wy, os vértices brancos pertencem a W5 e as arestas fi, fo, f3 estao destacadas.
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Figura 4.1: Plano de Fano particionado.

Note que cada 3-conjunto em {t1,1s,t3,t4} contém precisamente um
vértice de fi, um de fy e um de f3, sendo que f3 C W,, z € [2] (na figura acima
temos z = 1), fi C Wy e fo C W, (De fato, existem duas uplas distintas de quatro
3-conjuntos t1, t9, t3, t4 com essa propriedade para quaisquer f1, fa, f3 e nds fixamos
apenas uma dessas uplas.) Além disso, note que para duas escolhas distintas
f1, fos f3 € fi, f5, f3, uma vez que {fi, fo, f3} e {f1, f2, f3} s@o emparelhamentos,
os conjuntos correspondentes {t1, to,t3,t4} e {t],t5,t5, ¢} } sdo disjuntos. Fixe uma
r-coloragao das hiperarestas incidentes a v. Da Afirmacao 4.2.3, obtemos que a
coloragao de L(v) induzida por essa coloragao admite pelo menos £3n3/9 trios 3-
coloridos de T (v). Fixe um desses trios 3-coloridos (fi, fa, f3). Como {v} U f;
estao coloridos com cores diferentes, para evitar copia arco-iris de Fano em H,
ou um dos 3-conjuntos t; nao ¢ hiperaresta de H, ou existem no maximo ) =
3.4+ (3)7’3 = 187% maneiras de estender essa coloracao a ti,ts,t3,ts. Seja
T = T(v) a familia de todas as 4-uplas (¢1,t9, t3,t4) em H que formam Fano com

algum trio (fi, fa, f3) de T (v). Pelo fato de que existem no maximo

3(4.4) 3 3
on® < /36
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hiperarestas que interceptam ambas as classes W7 e W5 e nao sao hiperarestas de

H | existem pelo menos

hipergrafos Fano dois a dois disjuntos de hiperarestas em H. Para obtermos uma
. C b . 7. ‘L(*U)| . d 1 .
cota superior para |Cy|, perceba que existem no maximo r maneiras de colorir
as hiperarestas incidentes a v e que existem no maximo Q! maneiras de colorir
os hipergrafos Fano em H que contém algum trio 3-colorido (fi, fo, f3) de T (v).

|=4[T|=|L(v)

Por fim, existem no méximo r/#() | maneiras de colorir as hiperarestas

restantes de H. Com isso,

Cy| < PEOIQITIIBEDI-AITI-L@) < (18,8)T|BU)|-4IT],

Note que o lado direito dessa desigualdade cresce a medida que |T|

decresce. Uma vez que |T| > £°n3/18, vale que

|Ci] < (1873)8"n*/18 [ B(H)|—4€%n /18
(4§9) 18€3n3/18rn2r|E(3n)|+5n3_§3n3/18
"2V gpEnt s BB ot —gn 18 (4.11)
(4§4) 20€3n3/18 . TIE(B'"‘)‘+§3n3/36*§3n3/18
— (Tlogr 20)63713/18 T‘E(Bn)|—£3n3/36
_ BB (log, 20-3 )
(4.6)én>>0 Pl EBR) -1 1)

Agora, lidaremos com a classe Co = C \ C; das coloragoes de C que
satisfazem |A; U Ay| € {1,2} e |J,| < 4v/&n? para qualquer z € [2]. Pela nossa

cota para |Cy|, temos que
|CQ| _ ’C’ . ‘Cl| > 7A|E(Bn)\+m . 7,|E‘(Bn)|71 > 70|E(Bn)\+m71. (4.13>
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Calcularemos uma cota superior para o nimero de coloragoes das

hiperarestas incidentes a v que podem ser estendidas a uma coloracao de C,.

Pela definicao de C,, em toda classe, existem no maximo 4+/&n? ares-
tas assumindo cores que sao raras com respeito a ambas as classes. Primeiramente,

escolhemos, de no maximo r?

maneiras, no maximo duas cores para serem abun-

dantes com respeito a alguma classe. Em qualquer classe, existem no méximo
n? . . : .

( 4 \/EHQ) maneiras de escolher hiperarestas assumindo cores que sao raras com res-
. . s . . 2 . .

peito a ambas as classes. Existem no méximo r24v€"”" maneiras de colorir essas

hiperarestas. Temos no maximo 7!"1lIW2l maneiras de colorir hiperarestas contendo

v e um vértice de cada classe. Por fim, qualquer outra hiperaresta contendo v deve

assumir uma cor que é abundante com respeito a alguma classe, de forma que te-

mos no méximo 2/E®)|=24VEn?~[Wi|[W2

| maneiras de colorir as hiperarestas restantes
de L(v). Com isso, o numero de coloragoes das hiperarestas incidentes a v que
podem ser estendidas a uma coloracao de Cy é, para n suficientemente grande, no

maximo

2 2
r2 n p2AVER2 LW [Wa|o|L(v)|—2-4V/En? — Wi || W2
4+/En?

O S aMAVEIR L () 8 VEN? W |[Wal, 8VEn?-+[Wi |[Wel+2
_ (08, 2) (2 (4VE)? +]L(v)|—Sy/En?— (W4 |[Wa)-+8y/En-+{Wa [ Wl -+2
2
EEUST (log, 2)(2h(ayE)n? 402 8 En? — Wi [Wa )48y En+] W1 Wl +2

(108, 2)(2h(4v/E)n?+n? —8\/En?)+8/En?+(1-log, 2)|W1 |[Wa|+2

2
‘WI”WQ'S" /" (108, 2)2h(4V/E)n>+n> —8VEn?)+8En>+(1-log, 2)1 12

1008, 2) (2h(4vE) —8VE+] ) +8VE+ | |n?+2

T%nQ-i—Q
< r s, (4.14)
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Considerando H' = H — v, obtemos que o nimero de r-coloracoes de

H' livres de (Fano, P4) é pelo menos

Cy| BB Hm-1 o s
36 2 = 36 .2 :r|E(Bn)\+m oo™ :
rioo” rio0"
"2 BBl +m—1-8" 4540
r|E(Bn g (4.15)

(4.1)

IVE VY

Pl EBr)[+m—|E(By)|+|E(Bn-1)|+1

(B 1)l +m1
b

o que conclui a demonstragao da Afirmagao 4.2.2 para hipergrafos H que satisfazem

as hipdteses do Caso 1.

Caso 2. Para quaisquer z € [2] e v € W, vale que |L(v) N (")7)| <

Como H # B,, existe uma hiperaresta e = {vy,v9,v3} com todos
os vértices na mesma classe. Sem perda de generalidade, suponha que e C W5.
Seja L o grafo com conjunto de vértices V(L) = V(H) e conjunto de arestas
L=, L(v;)N (). Note que o nimero |L| de arestas em £ ¢ pelo menos (Wg”)
menos o nimero de pares de vértices em W que nao formam uma hiperaresta com
v;, para i € [3]. Como |L(v;) N ()] < yn? e 6(H) > 6(B,) > 3n?/8 — n, temos

que

W-
L(v;) N < ;)‘ > 3n?/8 —n — yn® — |[Wy||[Wa.

Portanto no maximo

W-
(' ;’) 3028+ ym? 4 [Wi|Wa] +

1
2

W | W
= (") s (")~ o+ il )
9
8
9.
8

elementos de ( nao formam hiperaresta com v;, o que nos garante que

W,
- p? 2(| 21|) — 3|Wy||[Ws| — 3yn® — 3n

>

L= Wi = 3[WA[[Wy| — 3yn® — 3n.
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Afirmacao 4.2.4. FExistem pelo menos

1[2—2407] ,
—|—|n
61 80

copias duas a duas disjuntas por aresta do grafo completo Ky em L.

Demonstracao. Pelo Teorema de Turan, um grafo com |W;| vértices e mais do que

() ()=

arestas contém uma cépia de Ky. Por esse motivo, se |L| > [W;|?/3, entdo existe
uma cépia de Ky em L. Removendo as seis arestas dessa copia de Ky, se |L| — 6
ainda é maior do que |W;|?/3, entao existe uma outra cdpia de K; em £ que é
disjunta por arestas da primeira, e mantendo esse raciocinio nés encontramos pelo

menos

W1 [?
3

1 Wi1|? 119

grafos completos K; mutuamente disjuntos por arestas em L.

Como [Wy| + |Ws| = n e (4.10) vale, temos que 4|W;|*/3 + 3|W;||Ws|
é minimo para |Wy| = n/2 + 2v6n e |[Wa| = n/2 — 2v/6n, ou seja,

4
g|W1\2 + 3|W1|[Wa| + 3n

n>0 4 1 2 1
< N I
< [3 (2+2¢3) +3<4 45)

Assim, existem pelo menos

1 2 1 11
-] » 3350

5<1/400% 11
n*+3n < 1—077,2. (4.16)

6 3 618 10
112—240v| ,
= —|—|n
6 80
cépias duas a duas disjuntas por aresta de grafos completos Ky em L. O
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Sejam K, ..., K%as cépias duas a duas disjuntas por aresta dos grafos

K4 em £ da Afirmagao 4.2.4 onde

1[2-2407]
> _— . 4.17
I (a.17

=

J& que E(K7) C L para todo j € [¢q], Cada K7 forma uma cépia de Fano com a

hiperaresta e (ver figura abaixo).

Figura 4.2: Gerando Fano a partir do Ky, onde e = {3,4,5}.

Por simplicidade, considere que cada coloragao das arestas do Ky in-
duz naturalmente uma coloracao de Fano. Fixando uma cor para e, e evitando
cépias arco-iris de Fano em H, podemos colorir as seis hiperarestas que correspon-

dem as arestas de K7 de no méximo 6r° + (g) rr* = 21r% maneiras.

Considere H' = H — {e}. Seja E. o conjunto de hiperarestas de
H que contém pelo menos um vértice de e = {vy,v9,v3}. Obviamente, |E,.| <
3yn? + B(Wg”) + 3|W1||Wa|. Pelas nossas hipGteses de que |Brw(H)| < dn® e
|E(H)| > |E(B,)|, vale, para n suficientemente grande, que

W-
|E,| < 3(' 21|)+3|W1||W2|+37n2

(4.10) 9

1 2
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Porém, isso é igual a

9n2 + (9V/8 + 188)n% + 3yn?

8
(2) §n2 + 47712
"20 (gnQ — n) + (g(n —1)*—(n— 1))
+ <§(n —2)>— (n — 2)) + 5yn® (4.18)
§(Bpn)>3n2%/8—n
< §(By) + 8(Bu_1) + 0(Bp_2) + 5yn’

= |E(By)| = |E(B-s)| + 5yn”,

o que implica em

|E(Bn)| - |E6| > |E(Bn—3)| - 5’7712.

As hiperarestas de E, podem ser coloridas de no maximo

5\ ¢
rlEe <212) = 219/l

r

maneiras.

Consequentemente, o nimero de r-coloracgoes de H' livres de (Fano, Py),

para n suficientemente grande, vale pelo menos

BBl +m i
e = 207 plFEmI e s BB ltmein (1 -log, 21
214yl Fel—a N
(4;) I EBns)|+m—5yn?+§[ 25507 |n? (1-log, 21)
(4.7),n>>0
Z T‘E(Bn,g)\-i-m—i—l’ (4-19)

o que conclui a demonstracao do Caso 2, finalizando a prova da Afirmacao 4.2.2 e

consequentemente do Teorema 1.8.1. O
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4.3 Demonstracao do Lema 4.1.1

Demonstragao do Lema 4.1.1. Suponhamos que |Wi| = a e |[Wy| = n —a. Sem

perda de generalidade, considere 1 < a <n — a. Assim,

n—a a n? n? n 1
— > = 4z
a( 5 )—l—(n a)<2>_8 1 8+4 n

3 2
2 2 2N n n 3
&S oan® —2an—an+2a° > — — — — — —20n°.
+ 4 2 4
Como 2a < n, isso implica que
3 2
9 9 n n n 3
— 2an — > — — — —— =2
an an —a’n+an > 1 5 1 n
& a? an—l—n2 n 1—i—a 26m% < 0
4 2 4 -

Uma vez que n > 1/(46), vale que 2n%§ > n/2, logo 2n?6 > n/2 + 1/4 — a. Com
isso,

n2
aQ—an+Z—45n2§O

& (a—g+2n\/5)(a—g—2n\/5)§0
& g—Zn\/gSagg—l—%z\/g,

o que implica em

2 — 20V/5 < win{|WA, [ Wal} < mac{ [ W], [Wal} < 2 + 206,
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5 HIPERGRAFO EXTREMAL PARA K"
ARCO-IRIS

O presente capitulo é dedicado a demonstrar o Teorema 1.8.2. Nessa
demonstragao, combinamos as ideias utilizadas em [28] e [35]. Assim como acontece

nesses dois artigos, utilizamos um resultado de estabilidade para coloragoes para

)

41> que é o Lema 1.8.6. Tal como em [28], nessa estabilidade para coloragoes o

numero minimo de cores depende apenas de £ e k. A demonstracao do Lema 1.8.6

encontra-se na Secao 5.2.

5.1 Demonstracao do resultado exato para K é_@l arco-iris

Agora demonstraremos o Teorema 1.8.2. Repetimos seu enunciado.

Teorema 1.8.2. Sejam ¢ > k > 2. Emiste rq tal que para todo r > rg vale o
sequinte. Eziste ny tal que todo hipergrafo k-uniforme H com n > ny vértices sa-

tisfaz c (H) < i) Além disso, somente hipergrafos isomorfos a Té(k) (n)

(k)
TvKg+17PA

atingem igualdade.

Demonstracao. Iniciamos a prova determinando algumas constantes que serao uti-
lizadas durante a demonstracao. Apesar de algumas escolhas poderem facilmente
ser substituidas por valores mais simples, mantivemos a forma como estao escritas

para facilitar a verificacao das desigualdades durante a prova.

Dados £ > k > 2ei € {{ — 1,0, + 1}, considere e; = |E(Kl(k))| e
v; = |V(K.(k))]. Seja 1o = ro(¢, k) do Lema 1.8.6 e seja r satisfazendo

7

32(¢—1)ek—1
r > max {ro, (204 ep—1)*, €)1, 0071 (26)8} : (5.1)
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Além disso, considere v = ~y(r) > 0 satisfazendo

1 k=1 [¢—1\ /1\"" 1
ind —— - — % 5.2
7<mm{242(£—1)(k—1) (e) ’&«} (5:2)
Considere ¢ < v, pequeno o suficiente para satisfazer (5.32), para satisfazer
1

e satisfazendo

] 5.4
“(%ﬁ&%) Y

Considere agora as seguintes contantes que dependem apenas de £ e k.

1

€1 = 3k+€—3€€+3k—54[(k2—f;2)_'_(kfl)y (5.5)
1
“ T e (5:6)
1
€ = (5.7)

20p_1le2  [A(3))]ve—”

Seja 0 um numero positivo que satisfaz

k
e e, [ 1
6<mm{2%4£ e Kl g) S (5.8)

k
S(f-1y 1 2\\ (1\k—1\ F-T
5 < ( (k-1)€ : 47<1;: 2)2_2<£) 1 % : (5.9)
2(k 1) - 57(1%2) e]e
e no caso particular em que ¢ > k, a constante ¢ ainda satisfaz
b1\ B *
Ee ORI
5 < 201 k) 7 B I (5.10)
() epe

Seja ng = ng(r,d) do Lema 1.8.6. Considere n; > ng suficientemente

grande para satisfazer as desigualdades (5.15), (5.17), (5.18), (5.22), (5.23), (5.24),
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(5.27), (5.28), (5.32) e (5.33) (tais desigualdades estao sinalizadas com n > 0). Fi-
nalmente, considere n > n;. A demonstragao é por contradi¢ao. Seja H # Tg(k) (n)

. . L . (k)
um hipergrafo k-uniforme com n vértices que satisfaz ¢ H) > rt (n)+m.

(k)
7Kg+17PA<

com m > 0.

Mostraremos que existe um sub-hipergrafo induzido H' de H, com

(k) .
w o, (H') > rle (M+m+l - Qe aplicarmos esse
7PA

n’ > n — k vértices para o qual ¢
T‘,Kl+1

resultado de forma indutiva, chegaremos a um sub-hipergrafo Hy, com N vértices,

N
satisfazendo c (Hy) > r(k)ﬂ, o que é impossivel, pois o nimero de hipera-

(k)
KuvPA

restas desse hipergrafo nao comporta tamanha quantidade de coloragoes.

Uma vez que qualquer r-coloracao de Tg(k) (n) é livre de (K é_]?l, Py),

temos que |E(H)| > |E(T (n))).

Se o grau minimo §(H) de H satisfaz 6(H) < 5(T€(k) (n)), entao seja v
um vértice de H que possui esse grau minimo. Considere o hipergrafo H' = H—{v}
que é um sub-hipergrafo de H. Assim,

C . (k)

(k)
T7K€+17PA<H) rte (n)+m

ro(H) = )

(H") ) (n)+m—3(H)

C . (k)

=r
R ONKY

Py

o W EEm=s (TP @)1 _ 4 1y 4me

- )

e H' é o sub-hipergrafo desejado. Portanto, para o restante da demonstracio

assumiremos que 0(H) > (5(T£(k)(n)).

Seja W = {Wy, ..., W;} uma particao de V(H) que minimiza | By (H )|
para I = (1) 0¢=k) Pelo Lema 1.8.6 vale que

Antes de continuarmos com a demonstracao, consideraremos algumas

notagoes. Chamamos as hiperarestas de E(H) \ By (H) de dtimas com respeito
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a I e W. Dado um vértice v € W;, j € [{], separamos o conjunto By (H),
das hiperarestas ruins com respeito a I e W, em dois conjuntos disjuntos. A
ideia ¢é separar, das hiperarestas ruins, aquelas que sao “6timas no link de v”. Seja
Ep(v)={e€ E(H): v ee;lenW;| =2;Vie [(]\{j}, |enW;| <1} o conjunto das
hiperarestas defeituosas de H com relacao av e W eseja Ep(v) ={e € E(H): v €
eelenNW;| >3tU{ec E(H):veeediec[l]\{j}:|enW;| > 2} o conjunto
das hiperarestas péssimas de H com respeito a v e W. Ainda, considere Ep(H) =
Uvev Ep(v) € Ep(H) = U,ey Er(v) o conjunto das hiperarestas defeituosas e

péssimas de H, respectivamente. Note que

E(H) = [E(H)\ Biw(H)]U Ep(H) U Ep(H).
Ainda, dizemos que uma hiperaresta étima que contém v € W; é 6tima com
respeito a v e Wj.

Note que, no link de v, as hiperarestas defeituosas sao “6timas”, pois

contém no maximo um vértice de cada classe.

No6s consideramos trés casos.

Caso 1. Existe um vértice v contido em pelo menos yn*~! hiperarestas péssimas

com respeito a v e W.

Caso 2. Todo vértice z de H estd contido em no maximo yn*~! hiperarestas
péssimas com respeito a z e WV e existe um vértice v contido em pelo

menos yn*~! hiperarestas defeituosas com respeito a v e W.

Caso 3. Todo vértice z de H estd contido em no méximo yn*~! hiperares-
tas péssimas com respeito a z e W e no maximo yn* ! hiperarestas

defeituosas com respeito a z e W.
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Caso 1. Sem perda de generalidade, assumimos v € W;. O seguinte lema pode ser

visto em [35] (Lema 4).

Afirmacao 5.1.2. Sob as hipdteses do Caso 1, existem

m = 9 k+8727 ) ANV E
2 (50 = ()]
hiperarestas ey, . .., e, € E(H), duas a duas distintas e contendo v, e uma familia

F de sub-hipergrafos Kéﬁ)l em H com as sequintes propriedades.

(a) F=FU---UF,,
(b) |F| > e1yn®, onde ¢; = ¢(k, ) > 0 estd definido em (5.5),

(¢) para todo Fy € Fy e Fy € Fy, com t # s, vale que E(Fy) N E(Fy) =0,

e

(d) para todo s € [m] e quaisquer Fy, Fy € Fs, vale que E(Fy) N E(Fy) =

{es}

Na afirmagao acima, a hiperaresta e, é chamada de hiperaresta comum

de F;. Pela Afirmagao 5.1.2(b), sabemos que

| F| > cryn®, (5.11)

Encontraremos agora uma cota superior para c_ (H). Para al-

(k)
Ke+17PA
gum s € [m], escolhemos a cor de e;. Para evitar cépia arco-iris de K é +)1 em H,

cada K ﬁ)l € F; pode ser colorido de no maximo

-1
Q = (err1— 1)7’6“1_2 + 7"(%“2 )7“6“1_3

(6g+1 -1+ (64_;,_1 - 1)2) T6Z+1_2

IN

< eyt (5.12)
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maneiras (escolhemos uma hiperaresta diferente de e para assumir a mesma cor
de e, e colorimos as hiperarestas restantes livremente, ou colorimos com alguma
mesma cor duas hiperarestas diferentes de e, e entao colorimos as hiperarestas

restantes livremente). Assim,

cnKﬁ)l’PA (H) Lema§148.6 Tex(n,Kéi)l)—l-(Snk_(elJrl—1).‘]:| ] Ql}-‘
e e (¢2, reen2) 7
= e?f;' . rex("’Klg-IT—>1)+5”k_|]:|
(E)Sl) rex("’Klgi)1)+5”k*|]:‘/2
|F|>c1yn® ex(n, K )+onk —c1an® /2
(5<8) pex(n, Kéi)l) 7

o que ¢ uma contradicao.

Caso 2. Pela hipotese deste caso, seja v, sem perda de generalidade v € Wy, o
vértice tal que |Ep(v)| > ynf~1. Dada uma hiperaresta e € E(H), com v € e, se
para algum j € [{] vale que (e\ {v}) N (W;\ {v}) # 0, entao dizemos que o vértice

v estd conectado a classe Wj.

Para uma lista de vértices zy,...,2; € V(H), uma r-coloragao de
H livre de (KéJr)l,PA), e uma cor a € [r], seja E,(xq,...,7;) o conjunto das
hiperarestas 6timas ou defeituosas de H que contém x1,...,x; e assumem cor «

nessa coloracao.

Para todo i € [¢], dizemos que uma cor « é abundante com respeito
a um vértice v e a uma classe W; se existe um conjunto A; C W, de tamanho
|A;| > /En tal que para todo vértice w € A; vale que |Ey(w,v)| > v/&En*72, caso
contrario a cor « ¢é dita rara com respeito a v e W;. Note que aqui os conceitos de

cor abundante e rara nao sao os mesmos utilizados no Capitulo 4.
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Seja C o conjunto das r-coloragoes livres de (K é 1, Pa) de H. Para

uma coloracdo A(H) € C, seja a(A) = a < ¢ o mailor nimero inteiro satis-
fazendo que existem a indices ¢i,...,q,, dois a dois distintos, e um conjunto
Co ={aq,...,a,} de a cores duas a duas distintas, tais que para qualquer ¢ € [a],

a; ¢ abundante com respeito a classe W,,. Sem perda de generalidade, para uma

coloragdo A € C assumiremos que ¢; = ¢ para todo i € [al.

Agora, particionamos o conjunto C em dois conjuntos disjuntos C; e

Cy =C\ Cy. Seja Cy o conjunto das coloragoes A de C para as quais a(A) = /.

Afirmacao 5.1.3. Seja A € Cy uma r-coloragdo tal que a cor «; € [r] € abundante
com respeito a Vi, onde a,...,qp sao dois a dois distintos. Para todo i € [{],
existem um congunto S; C V; \ {v} e vértices wi, ..., wi_, € V \ {v}, dois a dois

distintos, com as sequintes propriedades.

(a) Para todo i € [{], |S;| = &n/2 (possivelmente ajustando o valor de &

para garantir divisibilidade).

(b) Os conjuntos {w?, ..., wt _,} sao dois a dois disjuntos e sio disjuntos
de U]e 0 S;.
(¢) Para todo i € [{] e w € S;, o conjunto {v,w,wi,...,wi_,} € uma

hiperaresta de H assumindo cor A(e) = .

Demonstracao. Para uma coloracao A € Cq, considere Ay, ..., A, os conjuntos da

definigao de a(A) = ¢. Para todo i € [/], seja

U—Uanv
wEA;

Note que para todo i € [{] e quaisquer w,w’ € A;, com w # w', vale que

E.,(w,v) N E,, (w',v) = (), pois apenas hiperarestas ¢timas e defeituosas estao

86



sendo consideradas nessas definicoes. Ainda, note que pela definicao de Cy, vale

que |U;| > €n*~! para todo i € [¢]. Considere o hipergrafo

- (1)

=1

Considere, para um (k—2)-conjunto Y de vértices e i € [¢], o conjunto

Si(Y)={z€ A YU{z,v} € U;}. Seja Tt = (,”,). Entao vale que

et < U = ) IST(Y). (5.13)
YETl
Como |Ty| < n*72, entdo para pelo menos um conjunto Y; = {wj,...,wi »}

temos que |S5(Y1)| > &n, caso contrario (5.13) seria falso. Agora, seja S; C S7(Y7)

V\Yl)

obtido de S (Y7) pela remogao de vértices até que |[S;| = &n/2. Sejam Ty = (7 \)

e Uy(Y1) = {e € Uy: enY; = 0}. Uma vez que o nimero de hiperarestas de U

que contém algum vértice de Y; é no méaximo (k — 2)én*~2 temos que

et — (k= 26" < (V1) < Y IS5(Y)]. (5.14)
YeTn
Como |Ty| < n*~2 entao para pelo menos um conjunto Yy = {w?,... wi ,} vale

que |S3(Y1 UY3)| > €n/2, caso contrario terfamos

n>0

ISyl < gnkl < enft — (k- 2)ént2 (5.15)

YeTr

que ¢ uma contradigdo com (5.14). Entao obtemos Sy C S5(Y; U Ys) apenas

removendo vértices de S5 (Y7 U Ys) até que |Sy] = &n/2. Sucessivamente, para
i € [0], sejam T; = (VNIYeD) o (YU UY) ={e€Uiren(YiU---U

Yi-1) = 0}. Temos que

Enf = (i = (k= 2)n* T < UV U--- UYi) <) [Si(Y)] (5.16)

YETi
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Como |T;| < n*72, entao para pelo menos um conjunto Y; = {wi, ..., wi ,} vale

que [SF(YLU---UY;_1)| > &n/2, caso contrério terfamos

D OISy < gnkl "Z% enkl (i — 1)(k — 2)ent2, (5.17)

que é uma contradigdo com (5.16). Consideramos entao S; C SH(Y; U---UY; 4)

obtido de S} (Y, U---UY;_1) apenas removendo vértices até que |S;| = &n/2.

Note que para qualquer z € S;, as hiperarestas {z,v,wi,... ,wi ,}
tém cor oy, @ € [{]. O
Para todo i € [{], considere os conjuntos S; e os vértices wi, ... wi_,

dados pela Afirmacao 5.1.3. Seja H[Si,...,S¢| o hipergrafo obtido de H[S; U

-+ U S| apds a remocao de todas as hiperarestas ruins com respeito a v e algum

conjunto Si,...,S,. Note que para qualquer copia de Kék) em HI[Sy,...,S] com
nicleo {wy, ..., we}, onde w; € S; para todo i € [¢], encontramos uma cépia de
K Z(—]T-)l em H com nicleo {v,wy,...,we} apds adicionarmos as hiperarestas f; =

{v,wi,wi, ..., wi_,}, i € [¢] ao hipergrafo Kék) (ver Figura 5.1).

Figura 5.1: De Kék) para Ké_]?l.

88



Para enfatizar que cada elemento do nicleo {wy, ..., w,;} de uma cépia
de K é ) de H [S1,...,Se vem de um conjunto S; diferente, nés o escrevemos como

uma upla (wy,...,we) € Sy X --+ X Sy.

Afirmacao 5.1.4. Existem pelo menos co€Yn* cépias duas a duas disjuntas por

hiperarestas de K ék) em H.

Demonstragao. Seja Ki(Si,...,Se) o hipergrafo k-uniforme ¢-partido completo in-
duzido por S; U --- U Sy. Obteremos agora uma cota inferior para o nimero de
copias de Kék) em H[Sy,...,Sy, e portanto também em H, duas a duas disjun-
tas por hiperarestas. Para tal, primeiramente obteremos uma cota inferior para
o numero total de cépias de Kék) em K(S1,...,S;), e entdao subtrairemos desse
uma cota superior para o nimero de cépias de K ék) que contém alguma hiperaresta
em E(K(S1,...,5))\ E(H[S1,...,S]). Finalmente, para cada copia F' encon-
trada dessa maneira, removeremos todas as copias de K, ék) que possuem alguma

hiperaresta em comum com F'.

Para obtermos uma cota inferior no ntimero total de copias K é ) em

K (S1,...,S), temos |Si|---|S,| = (én/2)" maneiras de escolher um nicleo S =
{wn,...,w}. Para cada par {w;,w;} de vértices em S, escolhemos k —2 conjuntos
StyyeySt_,, onde 4,7 & {t1,...,tx_o} e pegamos k — 2 vértices, um de cada
conjunto Sy, \ {wy, },..., S, \ {wr,_,}. Suponha que, ao final do processo, nés

escolhemos, para cada i € [(], exatamente t; vértices de S;\{w;}, onde t;+---+t, =
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(e) (k —2) = vy — £. Assim, existem pelo menos

<|Sl| : 1) CSELZ_ 1) (5)k=2)

. (5)(k—2) s
(% ( ) (k- 2)) e(W)
<2(§2| 731 ( ) (k — 2)) (3)(k=2)

maneiras de escolher os (5) (k —2) vértices restantes. Como para cada hiperaresta

e € B(Ky(Sy1,...,80))\ E(H[S),...,S) existem no maximo n*~* cépias de Kék)

v

em Kj(Si,...,S¢) contendo e, e uma vez que

|E(K3(S1,...,S))\ E(H[S4,...,S))| < dn*,

o numero total de cépias de Kék) em H[Sy,..., S é pelo menos
fn V4 é.n vp—L )
-— —on’ 1
( 5 E) on (5.19)
£ v
> (o )
(58) S P B
* (o o)
©9) gve 1 ew .
_ - nve
[4(N]ee 2 [4(B)]

(1[ é;f)] )n (5.20)

Uma vez que (5.19) é positivo, sabemos que existe uma cépia de
K ék) em H[Sy,...,S]. Removendo suas e, hiperarestas e as hiperarestas das (no

(k)

méximo vyle,n ") cépias de K,” que contém alguma dessas hiperarestas, se o

valor em (5.19) menos vyle?n”~* ainda é positivo, entdo existe uma outra cépia
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de K ék) em H[Sy,...,Sy| que é disjunta por hiperaresta da primeira cépia. Assim,
o numero de cépias duas a duas disjuntas por hiperaresta do hipergrafo K ék) em

HI[Sy,..., Sy, e portanto em H, é pelo menos

1 g (5.6) N
— Vg V° vy
velegn®e* (2 [4(63!)}714) n’ =g n”,

como queriamos. O

Obteremos agora uma cota superior para |[C;|. Seja E(v) o conjunto
das hiperarestas de H que contém v. Para construir coloragoes de Cy, primeiro
colorimos as hiperarestas de F(v) e entdo restringimos o nimero de maneiras
de colorir as hiperarestas restantes para evitar copia arco-iris de K é_]i)l. Existem
no maximo 7@ maneiras de colorir as hiperarestas de F(v). Como estamos

contando coloracoes de C;, sabemos que existem pelo menos c26¥n* cépias duas

a duas disjuntas de Kék) em H que, junto com (fi,..., f;), formam uma cépia de
Ké_k;)l em H. Uma vez que em uma coloragao de Cy, a upla (f1,. .., fi) estd colorida

dra .. . . tis de K® pod
no padrao arco-iris, para evitar copia arco-iris de K.} podemos encontrar uma
cota superior para o numero de maneiras de colorir as hiperarestas de cada copia
Ké ). Seja [r]lc = r!/(r — ¢)! para todo inteiro ¢ > 1. O nimero de maneiras de

colorir as hiperarestas restantes de uma tal copia de K é +)1 é no maximo

(= r = o)™

€e

Utilizando a igualdade binomial

(a+b)° = ‘c (C) aci, (5.21)



obtemos que

=1

Como r > e}, vale que para todo i € [ef],
Gg—i

r > - {4+ ey),

- Z+1< ‘)

o que implica que

€0\ ep—i i €r ep—i—1 i1
(i>r (f—l—eg)Z(H_l)r (0 +ep) ™.

Assim, o termo (%) (—1)"r*~#({+¢,)" na soma acima é maximo em valor absoluto
para ¢ = 1. Além disso, se consideramos que a soma alterna em parcelas positivas
e negativas, a soma da segunda com a terceira parcela é nao-positiva, bem como
a soma da quarta com a quinta parcela, e assim por diante. Logo, se e, é impar,

entao
eg
e . . .
> ( : ) (D) (- eo) < e (0 + e).
)
i=1
Se e; é par, entao a tltima parcela é nao-positiva, e devido a isso também é valido

que .
ZZ (iz) (_1)i+17,eg—i(€+6£)i < eﬂ,,eg—l(g_{_ez)'
Assim, -
r—lr—"{e, <e({+e)- ret < (04 ep)? - roeh
Portanto

(Tee — [T — 6]82)02&2”16 < ((E n eg)2rel_1)62£venk

CQEWnk

_ <Tlogr(<4+ez>2>+e4—1>

vy Kk
(5<1) <T6€_é>62£ tn ‘



As demais hiperarestas de H podem ser coloridas livremente, e exis-

tem no maximo
|E(H)| = ex¢"nfe, — |E(v)]
< ex(n, Kéﬂ) + 6n" — cp€¥nFe, — |E(v)]
hiperarestas restantes. Com isso, temos que

ol < B <r52§venk(5g—%)> x(n K ) Fonk —ea€uent ey | B()

(k) y_ 1 k k
_ Tex(n,Ké+1)—§CQ§“€n +én

(5<8) rex(n,Kéi)l)fiQé“ﬂnk
n>0
< petnE -1 (5.22)

Como C = C; U(Cy, vale que

Cof = [C] — |C1] > ro KL X)L > gkl b,

Agora, obteremos uma cota superior para o numero de coloragoes de

C, restritas as hiperarestas de E(v). Para tal, o seguinte resultado auxiliar serd

provado.

Afirmacgao 5.1.5. Em toda coloragio de Cy restrita a E(v), existem dois indices
f,g € [{] tais que no mdzximo £ cores sao abundantes com respeito a v e Wy e no

mdzximo { cores sao abundantes com respeito a v e W,.

Note que a existéncia de um desses indices mencionados na afirmacao
acima segue diretamente da definicao de Cy. Para provarmos a Afirmacgao 5.1.5,
seja
N = g
2(:2) ()

e considere o seguinte lema de [35] (Lema 6).
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Lema 5.1.6. Seja ¢ > 2 um inteiro. Considere W = {Wy,... , Wy} uma partigao
de V(H) que minimiza |Bry(H)|. Se existe um vértice v tal que |Ep(v)| > ynkF=1,
entdo para todo i € [{], existem pelo menos v'n*~! hiperarestas otimas ou defeitu-

osas contendo v e interceptando a classe W;.

Demonstracao da Afirmacgao 5.1.5. Considere uma coloragao A de Cy. Seja A =
{¢1,.-.,¢.} uma escolha de indices e C, = {ay,...,®,} um conjunto de cores
abundantes da definigdo de a(A). Uma vez que essa coloragdo pertence a Cs,
temos que a < ¢ — 1, o que significa que existe um indice g € [¢] \ A tal que toda
cor que ¢ abundante com respeito a v e W, pertence a C,. Assim, g é um dos

indices desejados.

Mostraremos que deve existir pelo menos uma cor abundante com
respeito a v e W,. Se toda cor for rara com respeito a v e W, entao o nimero de

hiperarestas 6timas ou defeituosas que contém v e intersectam W, ¢ no maximo

r(VEn -0t (W] = Ven)Ven' ).

pois para cada cor i € [r], vale que para no méximo v/n vértices u de W, existem

mais do que /{n"7* < n iperarestas contendo u e assumindo cor 7, e para os
. , . . s . k—2 .

demais (|W,| — v/€n) vértices u de W, existem no maximo /En*~? hiperarestas

u vértice e assumindo cor 7. Contudo,

r(VEn 02 4 (W] = VEn)vEn*?)
< r (\/gnkfl + |Wg|\/gnk’2)

< r (\/Enk‘l + (% + E%”’“) \/En’f—l)
= r (1 + (% + €2§I/k>) NG
(5<8) 27“\/571'“_1

< "}//nkil,
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o que contradiz o Lema 5.1.6.

Assim, existe uma cor a que é abundante com respeito a v e W,.
Como essa cor « deve ser igual a alguma cor de C,, seja f € [a] o indice de
[a] \ {g} para o qual o = ay. Se mais do que ¢ cores sdo abundantes com respeito
a v e Wy, entdo existe uma cor 5 ¢ C, que é abundante com respeito a v e Wy.
Logo, a nao é maximo, pois consideramos A’ = AU {g} e C! = C, U {B}, onde
B ¢ a cor abundante para Wy e oy = a é a cor abundante para W, o que é uma
contradicao. Logo, no maximo ¢ cores sao abundantes com respeito a v e Wy, e

portanto f é o nosso segundo indice desejado. O

Agora, obteremos uma cota superior para o numero de coloragoes
de Cy restritas as hiperarestas 6timas ou defeituosas de FE(v). Sejam f,g os
indices da Afirmacao 5.1.5. Com os mesmos céalculos feitos na demonstragao da
Afirmacao 5.1.5, obtemos que existem no maximo 7'n*~! hiperarestas contendo v,

interceptando W e assumindo cor rara com respeito a v e W;. O mesmo ¢ obtido

< k-1 ) < gh(2y)nk
27/nk—1 -

maneiras de escolher essas hiperarestas que assumem cor rara e interceptam Wy ou

para V. Existem no maximo

. , ~ . , ! k—1
W,. Uma cota superior para o nimero de cloragoes dessas hiperarestas é r?7"

Consideraremos agora os casos 1 € {f,g} e 1 ¢ {f, g} (lembre que

estamos supondo v € Wy).

Se 1 € {f, g}, entao nesse caso nao existem hiperarestas defeituosas

que contém v e nao interceptam Wj e existem no maximo

-2 1 2¢1/k o k-1
(k_1> <£+m n

hiperarestas 6timas que contém v e nao interceptam Wy nem W,,.
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Se1¢{f, g} el =k, nao existem hiperarestas 6timas ou defeituosas
que nao interceptam W; nem W,. Para ¢ > k, usando a Afirmacao 2.1.5, temos

que existem no maximo

-3 1 251/k o k—1
(120) (Grean)

hiperarestas 6timas que contém v e nao interceptam W; nem Wy, e existem no

-3 1 251/k o k—1
(125) (Grean)

hiperarestas defeituosas que contém v e nao interceptam W; nem W,. Ao todo,

() () (eme)
- (o) G ”5”’“> et

hiperarestas ¢timas ou defeituosas que contém v e nao interceptam Wy nem W,

mAaximo

existem no maximo

para ¢ > k (aqui é possivel perceber que esse nimero de fato é igual a zero no caso

0=k).

Todas as demais hiperarestas 6timas ou defeituosas podem ser colo-
ridas com no maximo r cores. Uma vez que nao estamos no Caso 1, existem no
(. Ank—1 . . . P . (-
maximo r maneiras de colorir as hiperarestas péssimas. Existem no maximo

2 maneiras de escolher

¢? maneiras de escolher dois indices f e g e no maximo r
a < { cores para cada classe Wy, W, para serem abundantes com respeito a essas
classes. Ainda, existem no maximo 2n*~! hiperarestas interceptando W; ou W,

para assumirem cor abundante.
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Portanto, o ntimero de coloragoes de Cy restritas as hiperarestas de

E(v) é no maximo

_ _ _ _ -2\ (1 kY1 k—
nk 1€27,,2€£2nk 12h(2*y’)nk 1r27’nk 1r<k_1)(7+2251/ ) n 1‘

>0 — — _ _ 2—2\(1 k=1 4_
n< T’ynk 1£2nk 162/1(27')71]“ 17,27%]“ 1r(k—1)(2+€251/k) nk 172' (523)

YET ph2)+2)nh ! S 2)(L+est/k) T k1 -2

h( €4nk’1r[374‘(;&:?)(%-1—5251/’“)1@_1]71’“*1—2.

)<1

INS

Escrevendo ¢ = r°%() obtemos que o nimero acima é igual a

410gr(g)+37+(£:§)(%+£251/k)k—1} k-1

4log,.(0)+ % 2(’2 11 ( _ )(%) Jr22£<ek1)1 (i i)(z)kil]”k_1*2
GOt (CDH) HaA ()G + 5ty () ()" -2

40—k—3 (£—1) (%)k_lnk71—2

[

(5.10) [410g,(z)+37+2§(,5’“1)1(k 1)(%) ]
[
[

= r 4i—4 k—1
A (S [(ET) e (5.24)
< T(S(Te(k>(n))—27
pois
4 —k-3
— < 1.
40 — 4

Logo, concluimos que o nimero de r-coloragoes livres de (K é +)1, Py)

de H — v é pelo menos

rex(n,Kéi)l)—‘rm—l
41

_ pex(n—1, K™ ) 4mt1
- I
PO (n))—

o que é a contradicao desejada.

Caso 3. Nesse caso todo vértice z estd contido em no maximo yn*~! hiperares-

tas péssimas e em no maximo yn*~! hiperarestas defeituosas com respeito a z
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e W. Uma vez que |E(H)| > ték)(n), e H # Te(k)(n), existe uma hiperaresta
e € Brw(H). Sem perda de generalidade, suponhamos que {u,v} C en W,.

Considere o hipergrafo

H' = (V(H), E(H) \ Brw(H)).

Seguimos agora uma ideia similar ao que foi feito no Caso 2, porém
como temos dois vértices para tratar, as definicoes serao feitas para o par de

vértices (u,v).

Seja C o conjunto das r-coloragoes livres de (K é_’?l, P,) de H. Para
uma lista de vértices xy,...,x; € V(H'), uma colora¢ao C e uma cor « € [r], seja
E,(z1,...,7:) o conjunto das hiperarestas (6timas) de H' que contém zy,...,z; e

assuinem Ccor & nessa colora(;éo.

Para todo i € [(—1], dizemos que um par (o', af) de cores é abundante
com respeito & classe W; se existe um conjunto A; C W; de tamanho |4;| > Vén,
tal que para todo vértice w € A;, vale que |Equ(w,u)| > /EnF72 e |Eqe (w,v)| >

VEn*=2, caso contrario dizemos que o par (o, af) é raro com respeito a Wi.

Para uma coloragao A € C, seja a(A) = a < £ — 1 o maior inteiro
satisfazendo que existem a indices ¢, . . ., q,, dois a dois distintos, um conjunto C,,
de a pares de cores C, = {(a,a?),..., (ol o)}, tais que dois a dois nao possuem
cor em comum, todas essas cores sao diferentes de A(e) e ainda para todo ¢ € [al,
o par (o, a) é abundante com respeito a classe W,,. Sem perda de generalidade,

para uma coloracao A € C, nés assumimos que ¢; = i para todo i € [a].

Particionamos o conjunto C em dois conjuntos disjuntos C;, e Co =
C\ Ci. Seja C; o conjunto das coloragoes A de C tais que a(A) = ¢ — 1. Fixe

uma coloracdo A € C;. Para todo ¢ € [¢ — 1] e vértice z € {u,v}, seja U7 =
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UweAi Eaf (w,2). Seja

/-1

i=1
De maneira andloga ao que foi feito no Caso 2, para todo i € [¢ — 1], fixamos

2(k — 2) vértices
wt, ,wfﬂQ, wh . wk o € V(Hyy)
dois a dois distintos, todos diferentes de u e v, tais que para quaisquer dois pares

(i, 2), (', 2') os conjuntos {w}”, ... wp”,}, {wi™™ ... ,w,i/’_zé} sao disjuntos e com a

propriedade de que o conjunto
Si={z€ A4\ J: {z,u, 0}, .. wi™} € US {z, 0w}, wpty ) € U},

onde J; = {w!*: z € {u,v}, g € [k — 2,7 < i} satisfaz, (possivelmente ajustando

¢ para obtermos divisibilidade) que

Ainda como foi feito no Caso 2, procuraremos por cépias de hiper-
grafos Kéﬁ)l em H'[Sy,...,Se_1] (isso pode ser feito para ¢ > k). Para toda copia
de K z@p com nucleo {wy, ..., wy_1} encontrada dessa forma obtemos uma cépia

(k)

de K,/ com ntcleo {u,v,wy,..., w1} em H apés a adicao da 2(¢ — 1)-upla de

hiperarestas (que estd colorida no padrao arco-iris)

(f{uw"af;—hffa"wf;—l)a

onde para todo i € [¢ — 1], temos que f7 = {z,w;, w}*, ..., w;*,} (ver Figura 5.2).
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Figura 5.2: De Kéﬁ)l para Ké_’?l.

Para encontrarmos uma cota inferior para o nimero de copias duas a
duas disjuntas por hiperarestas de Kéf)l em H'[Sy,...,Si1], seja Ki(Sq,...,Se1)
o hipergrafo k-uniforme ¢-partido completo induzido por S;U---U Sy_;. Com um
argumento totalmente andlogo ao que foi feito no Caso 2, obtemos que o niimero

total de copias de Kéi)l em H'[Sy,...,Sp_1] é pelo menos

-1 ve_1—(£—1)
() () o

(5.7),(5.8) §ue-t g ve—1
<W B 5W) '

_ GM(ET)]) e (5.26)

Com o mesmo procedimento feito no Caso 2, temos que a quantidade dessas copias

que sao duas a duas disjuntas por hiperaresta é pelo menos

1 (1 61}271 ) Vet (5;7) 0351;4_1”/6‘

vp_yled_ nve-1=k \ 2 [4(¢31)]ve-
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No caso em que ¢ = k, o hipergrafo H'[Sy,...,S,_1] ndo possui hi-
perarestas. Nesse caso chegamos a uma conclusao similar utilizando o hipergrafo
H'[Sy,..., S, onde Sy = V,\ ({u, v}U{w? : i € [(—1],z € {u,v}}), e considerando
copias de K 5@1 com nucleo em Sy X --- x Sy_1. O argumento anterior também se

aplica, pois |Sy| > &n/2.

Obteremos agora uma cota superior para |C;|. Existem no méaximo
rlIE@UE@] maneiras de colorir as hiperarestas contendo u ou v. Para evitar cépia
- (k) : V1KY el (k)
arco-iris de K7, as hiperarestas das (pelo menos c3{"~'n") cépias de K, podem
ser coloridas de no maximo

(e — = 20— 1) — 1], )

€r—1
maneiras. Com a mesma ideia utilizada no Caso 2, temos que esse niimero vale no
maximo

c3€V—1pk

(20 + eq_)?re—17Y)

Ve—1pk
(rlogT((%Jrez1)"’)+e“—1>c‘°’€ "

(5.1) 1\ c3&l-1nk
< <re’~’—1_5> )

Existem no maximo r possibilidades de cor para colorir as hiperarestas restantes
de H, e a quantidade dessas hiperarestas é no maximo
|E(H)| — e3¢ n"eiy — |E(u) U E(v)].
Assim,
c,| < PIE@UEW)| .cs6~1n*(e—1—3)

_Tex(n,Kéi)l)—&-énk —c38¥=1nke, | —|E(u)UE(v)]|

,r,ex(n,Kéi)l Y4+-onk— %0351]4—1 nk

(5:8) rex(n,Kéi)l)—ic;ggvf—l nk
n>0 (k) y_
< pexKe)-L) (5.27)

101



Com isso, obtemos que

‘CQ‘ — ’C’ - ‘Cl| Z rex(n,Kéi)l)er . rex(n,Kéi)l)fl > 7,,ex(n,Kéi)l)erfl.

Agora, obteremos uma cota superior para o nimero de coloragoes de
C, restritas as hiperarestas de F(u) U F(v). Seja A uma dessas coloragoes, e seja
D o conjunto das cores que pertencem a algum par em C,. Como a(A) < ¢ —1
¢ maximo, existe uma classe, digamos W, para a qual todo par de cores que é
abundante com respeito a W}, contém uma cor em D. Pela hipdtese desse caso,
existem no méximo r2"" " maneiras de colorir hiperarestas ruins em E(u)U E(v)
(péssimas ou defeituosas). Existem no méximo 72¢(2¢)% maneiras de escolhermos

as cores para os pares em C,. Pela Afirmacao 2.1.5, existem no maximo

-2 1 2 ¢1/k o k—1
2<k—1) (g—i—ﬁé n

hiperarestas étimas em F(u) U E(v) que nao interceptam W), (perceba que para
¢ = k nao existem hiperarestas 6timas que nao interceptam W), que podem ser

coloridas com no maximo r cores.

Assim, falta contarmos o nimero de maneiras de colorirmos as hiper-
arestas 6timas em F(u) U E(v) que interceptam W), ou seja, hiperarestas étimas
que contém u ou v. Para isso, separamos a coloragao A em dois casos. Dados uma
cor a € [r] e z € {u,v}, seja A2 = {y € Wy, |E.(y,2)| > EnF72}. Seja ainda
0=ty (1 + 255),
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O nimero de coloragdes tais que, para toda cor « € [r] \ D, vale que

|AL] < dn e |AY| < dn, é no maximo

] W, enk—2 W, Ink—2 ” k-1
(Z ("): (|v|vh|}$znk—2>> 20

=0

—
w
—_

~

nk—1

(dn)2p2rdng2rn® =t g2rh(VOn* 1 (92

o
ZIA

< (dn>2rn2rdn22rdnk_12nk_1 (2£)2nk_1
"?0 227"4’y(%+£251/k)nk71 <2€>2nk_1

(5.8

=
—~

L gyt (5.28)
pois para cada cor « em [r] \ D e para cada vértice z € {u, v}, escolnemos menos
do que dn vértices y de W,,. Entao, escolhemos as hiperarestas 6timas contendo y
e z para assumirem cor «. Para os demais vértices y de W, escolhemos menos do
que /En*~? hiperarestas 6timas contendo y e z para assumirem cor . Apds isso,

2nk—1

existem no maximo (2¢) maneiras de colorirmos as hiperarestas restantes com

cores pertencentes a D.

O numero de coloragdes tais que existe uma cor « para a qual |A%| >

dn, onde u foi tomado sem perda de generalidade, vale no maximo

r

Vén—1 u “ _ _2
Z |Aa| 2Ink72 |Aa|nk 2 (2€)|Ag\(£:§>(%+é261/k>k nk—2
z | A|v/Ent=2

W=D (73) (F+et/%) " b2 (28) (3 +e2t/) ™ it (5.29)

=0

pois para cada cor 8 em [r] \ (D U {a}), podemos escolher menos do que v/¢n
vértices y de AY para os quais mais do que v/€n*~2 hiperarestas 6timas contendo y
e v possuem cor (3 (caso contréario o par («a, () seria abundante com respeito a W},).
Assim, para os demais vértices y de AY podemos escolher menos do que v/En*~2
hiperarestas contendo v e y para assumir cor 5. Apds isso, temos no maximo

2¢ cores disponiveis para colorirmos as hiperarestas restantes que interceptam A%
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e contém v com cores em D. Para os vértices y de W}, \ A% podemos colorir as
hiperarestas étimas contendo y e v livremente. Por fim, podemos colorir livremente

as hiperarestas 6timas contendo u e interceptando W,.

Utilizando (3.1), vemos que (5.29) vale no maximo

(V| Az Ve Vet gy sl et}
() (o) bt g () (o) Rk (62) (st )
) A1) (o) s

_ _\" [ 20
< < VEnt+19vEnt L gh(vEn* 1) =t
< (Ven :

e [ (5.30)
Porém,

r

(%)'AZ'%—;)(;H%N'@)’“an2

¢ maximo quando |A¥| for minimo, o que implica que (5.30) vale no maximo

. Ay (42) (L pa251/k k=1 k-1
<\/En\/€n+12\/gnk712h(\/z)nk*1> <2_£) (k 2)(£ )

r

R O Ry

que € igual a

<\/5n¢zn+12¢2n’“‘12h<\/@"’“‘1>r p2(3) (st /)t

D) Gt e gy (Z5) (st ) (5.31)

Desses dois casos, claramente o segundo é o maior, portanto podemos
limitar superiormente o niimero de maneiras de colorir as hiperarestas 6timas que

contém u ou v e interceptam W), por duas vezes o valor em (5.31).
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Logo, temos que o nimero total de coloragoes de Cy restritas a hiper-

arestas em F(u)U E(v) vale no maximo
g 2 g e 2 ()
2 (\f n*/gnﬂzﬁ"’“‘th(“@"k_l)Tr2(£:3)(%+f26”’“)k*1n’“*1

*47(k 2)( +€261/k) nk— (26)47

(D (st
nk—1 2(£:§)( +€251/k>k Lok—1 2( )(%+€251/k)k71nk71
(=

n>0
< r r

2R ) b oy () (e 4) Ikt s (5 a0y

Escrevendo 2/ = 9829 ¢ utilizando o Triangulo de Pascal, temos que (5.32) é
igual a

21 () (st

D) () (12 (281 g, 20

i) (e

IN

() (34281 /8) Tkt 4y (72) (24281/%) " (log, (20)n4 1 —3

PR P () 0w 0 ()] (2o /4) g
S B Y () [ (RS
D L)) () s

O ()l (5.33)

o
s> N

IN AV A

P )41 (n-1)-3
Logo, temos que o numero de r-coloracoes livres de (K, le,PA) de
H — {u,v} é pelo menos
Col P K ) m—1
PO () +8(T (n—1))-3

o que conclui a demonstracao do Teorema 1.8.2.

(k)
— pex x(n— 2Ké+1)+m+2

PO () +8(T (n—1))-3 —
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5.2 Demonstracao da estabilidade para coloracgoes para

(k) , .
K /41 arco-iris

Agora, demonstraremos o Lema 1.8.6. Repetimos seu enunciado.

Lema 1.8.6. Sejam { > k > 2. Eziste ro = ro(¢, k) tal que para todo r > 1o vale o
sequinte. Dado § > 0, existe ng tal que, se H = (V, E) € um hipergrafo k-uniforme

L . (k) . .
com n > ng vértices, satisfazendo c (H) > rte" ™ entio H possui uma

(k)
TvKg+17PA

particao W = {Wh,..., W} de V para a qual
B[jw(H) S 5nk,

onde I = (1%, 0t=R)).

Para obtermos essa demonstracao, seguimos uma ideia muito simi-
lar a utilizada para demonstrar o Teorema 1.8.5, porém aqui queremos que o
nimero minimo de cores nao dependa da constante que vem da estabilidade Erdés-
Simonovits e, por isso, algumas alteragoes sao necessarias. Apéds (3.11), a demons-
tragao do Teorema 1.8.5 ¢ dividida em dois casos que dependem da contante que
vem da estabilidade Erdds-Simonovits. No primeiro caso, essa estabilidade nao é
utilizada e obtemos uma contradi¢ado no nimero de r-coloragoes livres de (F, Py)
do hipergrafo H. No segundo caso a estabilidade Erdds-Simonovits é utilizada
para obtermos uma particao, que dé origem a particao desejada no enunciado do
Teorema. Para a demonstracao do Lema 1.8.6, a divisao dos casos nao podera
depender da constante que vem da estabilidade Erd6s-Simonovits. Além disso, no
primeiro caso a contradi¢ao quanto ao nimero de r-coloragoes livres de (K lf_k;)l, Py)
de H também serd obtida, porém de maneira diferente. O somatoério em (3.11)
sera separado em duas partes dependendo do tipo de hipergrafo reduzido multi-

colorido R sobre o qual o somatorio ocorre. Para alguns tipos de hipergrafo R,
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a contradicao serd obtida de forma direta, tal como foi feito na demonstracao do
Teorema 1.8.5. Para os demais hipergrafos R, utilizaremos a estabilidade mais
precisa do Teorema 1.7.1 para obter a contradicao. No segundo caso também sera
utilizada a estabilidade do Teorema 1.7.1 para obtermos a particao desejada, tal

como acontece na demonstracao do Teorema 1.8.5.

Demonstracao do Lema 1.8.6. Seja o > 0 fixo. Considere

ro = ro(k,{) = max {(€z+1 — 1)aC2 (g — 1)[(2£)1)Z+1_k+1]2€k} . (5.34)

Fixe um numero positivo

n< > (5.35)

2r

pequeno o suficiente para satisfazer

o
2uert—REL e (4R (rn) + 4rn) < 3 (5.36)
e para que a equagao (5.43) seja satisfeita. Para esse 7, sejam
Ui 7”7]}
< -, 5.37
€ max{4, 1 (5.37)
e
1
mo > — (5.38)
€

obtidos do Lema 3.1.3. Consideramos ainda que mg é grande o suficiente para

algumas desigualdades, que estao sinalizadas com mg > 0.

O Teorema 3.1.1 nos fornece Ny, My e m, onde mg < m < M,.
Considere ng = max{Ny, My}. Seja H o hipergrafo com n > ng vértices tal que

(k) - .
c (H) > r' e fixa uma dessas coloragoes. Pelo Teorema 3.1.1, existe uma

(k)
7”7Kg+17PA

partigao V = {Vi,..., V,,} que é eregular simultaneamente com respeito a todas
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as cores. Seja R = R(n) o hipergrafo reduzido multicolorido obtido a partir dessa
particao e-regular e n. Como na demonstracao do Teorema 1.8.5, obtemos que o
numero de hiperarestas de H que estao em uplas que nao sao e-regular, ou que
estao em uplas que possuem densidade baixa para algum cor, ou que interceptam
alguma classe em mais do que um vértice é no maximo rnn*. Chamaremos essas
hiperarestas de nao representadas por R. Como na demonstracao do Teorema 1.8.5

(equacao (3.11)), obtemos que ¢ (H) ¢ limitado superiormente por

(k)
T:Kngl:PA

K
2h(m)nkrmnk Z ((ngrl _ 1)2?2‘*;1*1@(73)70 ;:eeﬂ ej(R)>(m) ’ (5.39)
(P,R)

onde o somatério é sobre todas as possiveis parti¢oes P de [m| e sobre todos os
possiveis hipergrafos reduzidos multicoloridos R. Pelo mesmo argumento utilizado
na demonstracao do Teorema 1.8.5, a existéncia de uma cépia de K éi)l em R onde
todas as hiperarestas possuem lista de cores de tamanho pelo menos ey, ; implicaria

na existéncia de uma copia arco-iris de K é +)1 em H. Com isso, vale que

T

Y e(R) < (m).

J=ert+1

Dado um hipergrafo reduzido multicolorido R, seja

Assim como na demonstracao do Teorema 1.8.5, dividimos a prova

em dois casos.
(a) Para todo hipergrafo reduzido multicolorido R vale que B(R) > 4h(rn)+
4rn.

(b) Existe um hipergrafo reduzido multicolorido para o qual S(R) <
4h(rn) + 4rn.
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No caso (a), separamos o somatério em (5.39) em dois casos. Para os

hipergrafos R tais que B(R) > (2¢*)~!, temos que (5.39) vale no méximo

n \*
m (k) m
(et prmt § ™ <(€g+1 MRS (m)—ﬁmk)rtfzk)(m)—ﬁmk>( )

(P,R)
‘ (2)"
— D)t
(P,R)

Porém,

rﬁmk/2

mk m
(ee+1 — 1)ﬁ+’8mk _ ((6€+1 - 1)’“1’+6>

(5.34) (ep41 — 1)%%
((eers = 1yfieem=2)
k

(e — D7 (e — 1P\ 62(2‘2’6)71
(errr — 1)m@™) (een —1)7 B

1.

Logo, (5.40) vale no méximo

N
ot 5™ ()8

(P,R)

Como na demonstragao do Teorema 1.8.5, obtemos que esse nimero é no Maximo

gh(rmn pron Pt (m)=pn* /2 (5.41)
(P.R)
< MporMEghlmnt it ) )=k /2 (5.42)
<0,n>0
n Z Ttgk)(n). (543)

Para os hipergrafos R tais que 4h(rn) + 4rn > B(R) < (20*)71, seja

R’ o hipergrafo obtido por R apds a remocao de todas as hiperarestas cuja lista

109



de cores possui menos do que ey cores. Considere

Note que

ER) = Y e;(R) =t{"(m) —p.

J=€r+1
Como 3 < (20*%)~1, vale que

mo>0 mk

k
_ m _
pmk 4+ PmAt < 2pik + PPt L s (5.44)

Como nao existe copia de K éi)l em R’, o Teorema 1.7.1 garante que existe uma

particao U = {Uy,...,U,} de [m] tal que

1Bru(R)| < 7 p+Em*)
— gk71<5mk _|_€2mk71>

< (fF—=1)Bm". (5.45)
Como na demonstracao do Teorema 1.8.5, obtemos que
|Bru(R)| < (20)+17F . ¢ gmP".

Logo,

8[+1—1
e;(R) < (20)+ 7% 0FBm" + (F Bm" = [(20)"+ 7% + 1] £*pm*.

Jj=1

110



Portanto, (5.39) vale no maximo

n\F
2h(rn)nkrrnnk Z <(€g+1 _ 1) [(2e)”e+1—k+1]ekﬂm’€r2§:eé+1 €j (R)> <H)
(P,R)

n\k
< M(’)IQTMé“Qh(rn)nkrmnk . <(€z+1 _ 1)[(24)U2+1—k+1]gk6mkrt((gk)(m)_ﬁmk) (%)
=70 k k & ) - (%)k
n>>0 k
<

rh(rn)nk+r7}nk . (Tték)(m)—gmk> (E)

< Th(rn)nk+rnnk Tték)(n)fgnk )

Para 8 > 4h(rn) + 4rn, temos que isso vale no maximo

r- (h(k!rn)+rn)nk ,r,tgm (n)
<

No caso (b), seja R o hipergrafo reduzido multicolorido para o qual
B < 4h(rn) 4+ 4rn, e considere novamente R’'. Pelo Teorema 1.7.1 temos que existe

uma particao U = {Uy, ..., U,} tal que

|B[}u(RI)’ S Kkﬁmk

De maneira similar ao que foi feito na demonstragao do Teorema 1.8.5,
obtemos que

|Bru(R)| < 2ue=FLgvess gmb, (5.46)

Para o hipergrafo H, considere a particao W = {W,..., W,}, onde
para todo i € [{], W; = UjeUi V;. Vamos determinar uma cota superior para
|Brw(H)|. No méximo todas as rnn® hiperarestas nio representadas por R per-

tencem a By (H) e para cada uma dessas hiperarestas existem no maximo (ﬁ)
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hiperarestas ruins de H que nao seriam representadas em R. Portanto, de maneira

similar ao que foi feito no caso genérico, temos que

Bow()| <t + (2) |Bru(R)
(5é6) rnnk + 2w+1_k+1€”‘5+15nk
= (7“77 + 2”“1_k+1€”“1ﬁ) nk
< (rp+ 2o MR (4h(rn) 4 4r)) 0

63 (0 —k+1 k
< 2 + U= tLgven (4h(rn) + 4rn) | n

(526) 5 0\ .,
< 54—5 n

= onk,

como desejado. O

5.3 Investigacoes futuras

Acreditamos que a demonstracao do Teorema 1.8.2 e do Lema 1.8.6
abrem portas para a investigacao de resultados relacionados aos hipergrafos e
familias de hipergrafos abordados no Capitulo 2 (Secao 2.3). Uma proposta de
investigagao seria a de tentar adaptar a demonstracao do Lema 1.8.6 para obter-
mos o mesmo resultado para o hipergrafo F, e(f)p bem como adaptar a demonstragao
do Teorema 1.8.2 para obtermos o mesmo resultado para o hipergrafo F g(i)l. Vale
ressaltar que os autores de [6] mostraram que o hipergrafo F, é(f)l(J ) é Turan-estavel
para qualquer hipergrafo J. Além disso, no caso em que J é um hipergrafo linear,
o hipergrafo F z(ﬂ(‘] ) é linear e, portanto, o Teorema 1.8.5 garante que, nesse caso,
vale a estabilidade para coloracoes arco-iris para F, g(f)l(J ). Outra proposta de in-

vestigacao futura seria a de tentar adaptar a demonstracao do Lema 1.8.6 para

obtermos o mesmo resultado para o hipergrafo F, e(f)l(J ) para qualquer hipergrafo
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linear J, bem como adaptar a demonstracao do Teorema 1.8.2 para obtermos o
mesmo resultado para o hipergrafo F; g(f)l( J) para algumas escolhas fixas de hiper-

grafo linear J.

113



6 CONCLUSOES

O principal foco do trabalho foi a obtencao do hipergrafo H para
o qual ¢ pp,(H) = ¢ pp,(n) nos casos em que F € {Fano,Kéi)l} e n é sufi-
cientemente grande, ou seja, para F' € {Fano, K é_k;)l} e n suficientemente grande,
encontramos o hipergrafo k-uniforme H que possui o maior nimero de r-coloragoes
que nao contém cépia arco-iris de F', onde k£ é o tamanho das hiperarestas de F
(Teorema 1.8.1 e Teorema 1.8.2). Como ferramenta, demonstramos que vale a es-
tabilidade, dentro desse contexto de coloragoes arco-iris, para todos os hipergrafos
k-uniformes F' que sao lineares, Turan-estaveis e cujo hipergrafo extremal de F' é
isomorfo a H;y(n), para alguma escolha de particao V de [n] e I € I/ k,0queéo

caso para Fano e K éi)l (Teorema 1.8.5). Particularmente para o hipergrafo K ék)

+17
obtivemos um resultado de estabilidade para coloragoes arco-iris que vale para um
numero minimo de cores ry que depende apenas de ¢ e k (Lema 1.8.6). Como fer-
ramenta para tal estabilidade, demonstramos um resultado de estabilidade (dentro

do contexto do Problema de Turdn) que é mais preciso do que os ja existentes na

literatura (Teorema 1.7.1).

O Teorema 1.7.1 e o Teorema 2.1.2 geraram a publicacao de um re-
sumo expandido no Eletronic Notes in Discrete Mathematics [8], tendo sido apre-
sentado na European Conference on Combinatorics, Graph Theory and Appli-
cations 2017, em Viena. A versao completa desse trabalho foi submetida para
publicacdo de um artigo [12]. Tal submiss@o ainda estd em anédlise. Ainda, seréo
submetidos como artigo o Teorema 1.8.2 ¢ o Lema 1.8.6 [9], o Teorema 1.8.1 [10],

e o Teorema 1.8.5 [11].
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Nossos resultados ainda abrem possibilidades para pesquisas futuras.
Enunciamos diversas questoes especificas em aberto nos capitulos que tratam de

nossas contribuicoes.
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