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Resumo

Seja E(X) a cardinalidade dos nimeros pares menores ou iguais a X que ndo podem ser escritos como soma
de dois primos. O objetivo central desta dissertacdo é apresentar uma demonstracido de uma estimativa para E(X)
dada por Hugh L. Montgomery e Robert C. Vaughan em [22]. Mais precisamente, estabeleceremos a existéncia de
uma constante positiva J (efetivamente computavel) tal que E(X) < X', para todo X suficientemente grande.

Palavras-chave: Conjectura de Goldbach; método circular; caracteres de Dirichlet, func¢ao Zeta de Riemann,
L-funcoes de Dirichlet.



Abstract

Let E(X) the cardinality of even numbers not exceeding X which cannot be written as a sum of two primes.
The main goal of this dissertation is to present a proof of an estimate for E'(X) given by Hugh L. Montgomery e Robert
C. Vaughan in [22]. More precisely, we will establish the existence of a positive constant ¢ (effectively computable)
such that F(X) < X'~¢ for all sufficiently large X.

Keywords: Goldbach Conjecture; circular method; Dirichlet character; Zeta Riemann function; Dirichlet L-

function.

ii



Sumario

Notagao
Introducao

1 Consideragoes Iniciais

1.1 Resultados elementares. . . . .. ... ... ....
1.2 Umroteirodaprova . .. ... ... ........
1.3 Osarcosmenores . . . . . . . . . . .. . ... ...

2 Caracteres de Dirichlet
2.1 Caracteres primitivos e somas de Gauss . . . . . .

3 Sobre os Zeros das L-fung¢oes de Dirichlet

3.1 A funcdo Zeta e as L-func¢Ges de Dirichlet . . . . .
3.2 Valor médio de somas exponenciais . . . . . . . ..
3.3 O método de Turdn para detecgdo de zeros . . . .
3.4 Demonstragao do Teorema 3.12 . . . . . ... ...
3.5 Demonstragao da Proposicao 3.8 . . . . ... ...

4 Os Arcos Maiores

4.1 Sem carater excepcional . . . .. ... ... ...
4.2 Com carater excepcional . . . . . . ... ... ...
4.3 O termo de erro do arco maior . . . .. ... ...

4.4 Demonstracao do Teorema (Montgomery-Vaughan)
A Alguns Resultados de Analise
B O Grande Crivo

C O Método de Turan

ii

o 3 W W

10
12

17
17
22
25
29
33

36
37
40
42
44

46

48

50



Notacao

No que se segue, t, u, v, x, y, o, 1, § e 0 denotam variaveis reais, enquanto N, P, Q, T e X denotam numeros
reais positivos arbitrariamente grandes. O parametro § é uma variavel real positiva pequena, a qual eventualmente
assume o valor de uma constante absoluta positiva. Assumimos que X é maior que alguma constante Xo(d) > 0.
Ainda, a, b, d, h, j, k, ¢ e r s30 nimeros naturais, enquanto m e n sdo inteiros arbitrarios, p é um ndmero primo e s e
z sdo varidveis complexas, sendo s = o + it. As constantes C, ¢, ¢1, ¢a,... sdo absolutas e efetivamente computéaveis.
Aderimos a convencgao usual de que a soma vazia é igual a zero e o produto vazio é igual a um.

Seja f uma funcdo real ou complexa e g uma funcio positiva, por f entendemos como sendo a funcio conjugada
de f, ou seja, f(y) = f(y) para todo y no dominio de f. Quando f e g sdo fungdes de uma variavel real = ou definidas
apenas sobre os inteiros positivos (o que chamamos de uma fun¢ao aritmética), escrevemos

f=0(9)
ou

<y
ou

9> f,

se existe uma constante ¢ positiva, absoluta e efetivamente computavel, tal que |f(z)| < cg(z) para todo 2 no dominio
de f. A constante ¢ é chamada constante implicita. Escrevemos

[ =0x(9)
ou
f <\ 9,

se existe uma constante ¢ positiva que depende de A, tal que |f(x)| < cg(x) para todo = no dominio de f.
Por

f=o(g),
entende-se que
lim M =0.
z—vo0 g(x)

A funcao f é assintética a g, o qual denotamos por f ~ g, se

z

lim M =1.
z—o0 g(x)

. . n n! ) .
Ainda, e(z) := exp(2miz). Usamos ( k) = W= F) para representar o numero de subconjuntos com k elementos
'(n—k)!
de um conjunto com n elementos.
A seguinte notagao é padrao:
N o conjunto dos inteiros positivos

/ o conjunto dos inteiros

Cc* o grupo multiplicativo dos complexos diferentes de zero
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[x] o maior inteiro que ndo excede x

{z} a parte fracionaria de z, isto é, {z} = = — [x]
llz|l a distancia do ntumero real x ao inteiro mais proximo, isto é, ||z|| = min{|x — m|; m € Z}
(a,b) o maior divisor comum de a e b

[a, b] o menor multiplo comum de a e b

Z/nZ o anel dos residuos médulo n

Z/nZ* o grupo dos residuos reduzidos moédulo n
dln d & um divisor de n

p%||n p% & a maior poténcia de p que divide n

2| a norma do nimero complexo z

Rz parte real do nimero complexo z

Sz parte imaginaria do ntimero complexo z

| Al a cardinalidade do conjunto A

iii



Introducao

Christian Goldbach (1690 - 1764), membro da Academia de Petersburgo, em uma carta de 1742 enderecada a
Leonard Euler levantou a hipotese de que todo nimero impar n > 5 pode ser representado como uma soma de trés
primos. Euler respondeu propondo que todo nimero par n > 4 é soma de dois primos. O primeiro problema é
conhecido hoje como (ex-)conjectura de Goldbach fraca e o segundo como conjectura de Goldbach forte. Claramente
a forte implica a fraca.

G. H. Hardy e J. E. Littlewood [12] usando o método circular atacaram as conjecturas de Goldbach, resolvendo,
sob a Hipotese de Riemann Generalizada (HRG), a conjectura de Goldbach fraca para todo impar suficientemente
grande (o enunciado preciso da HRG pode ser visto na primeira se¢do do Capitulo 3). Em 1937, Ivan M. Vinogradov
provou o mesmo resultado seguindo a linha de métodos usada por Hardy e Littlewood, no entanto ele removeu o uso
da HRG, tornando o resultado incondicional. Por fim, em 2013, o matemaético peruano Harald A. Helfgott demonstrou
a conjectura fraca de Goldbach, a prova dada por ele pode ser vista em [14] e [15].

Nenhum dos métodos desenvolvidos até o momento foi capaz de resolver a conjectura forte, porém alguns resultados
no sentido de estimar o tamanho do conjunto dos nimeros pares que podem ser escritos como soma de dois primos
foram obtidos. Se denotarmos por F(X) a funcdo que conta os nimeros pares ndo excedendo X que ndo podem ser
escritos como soma de dois primos, o conjunto de tais nimeros é comumente conhecido como conjunto excepcional
do problema de Goldbach, a conjectura de Goldbach torna-se equivalente a afirmar que E(X) = 1, para todo X > 2.
Inspirados no trabalho de Vinogradov sobre soma de trés primos, N. G. Cudakov [7], T. Estermann [9] e van der
Corput [25] provaram independentemente que E(X) = o(X), de onde segue que quase todo ntmero par pode ser

expresso como soma de dois primos. Em 1973, R. C. Vaughan [26] melhorou os resultados anteriores provando que
E(X) < X exp(—clog? X),

para todo X > 2, sendo ¢ uma constante positiva efetivamente computével.
O principal objetivo desta dissertacdo ¢ discutir o trabalho de Hugh L. Montgomery e Robert C. Vaughan [22], o
qual apresenta uma melhora & estimativa anterior dada por Vaughan. Mais precisamente, demonstraremos o seguinte

teorema:

Teorema (Montgomery-Vaughan). FEziste uma constante positiva & (efetivamente computdvel) tal que para todo
X suficientemente grande, temos
E(X) < X172,

A principio, Montgomery e Vaughan ndo deram um valor numeérico para a constante ¢, embora os métodos usados

por eles fossem efetivos. No entanto, valores admissiveis para esta constante foram obtidos posteriormente, por

exemplo:
0 =0.01 Jingrun Chen e Chengdong Pan [5] - 1980;
d = 0.086 Hongze Li [17] - 2000;
§=0.121 Wen C. Lu [20] - 2010.

Hardy e Littlewood [13] provaram que, se a HRG é verdadeira, podemos tomar § = % — €, para todo € positivo
no teorema acima, tendo em mente que agora o teorema é valido para X maior que uma constante que depende de
e. Para evitar a HRG, Montgomery e Vaughan apelaram para um resultado de Patrick X. Gallagher [10], o qual
reflete consideravel conhecimento da distribuicao dos zeros de L-funcées. Para indicar a profundidade do resultado



de Gallagher (Proposi¢ao 3.8), observamos no final da Sec¢ao 3.1 que tal resultado esta relacionado com o celebrado
teorema de Yu V. Linnik sobre o primeiro primo em progressoes aritméticas. O método do grande crivo, o método de
Turan e o fenémeno de Deuring-Heilbronn desempenham papéis importantes na prova de Gallagher.

O corpo principal deste trabalho é dividido em 4 capitulos. O Capitulo 1 inicia-se com alguns resultados em
teoria elementar dos nimeros que serao sistematicamente usados no decorrer da dissertacao. Um roteiro da prova
do Teorema (Montgomery-Vaughan) sera apresentado, o qual servird também para introduzir o método circular de
Hardy-Littlewood-Vinogradov, bem como as nog¢des de arcos maiores e arcos menores. Finalizamos o capitulo com
estimativas relacionadas aos arcos menores.

No Capitulo 2, falaremos sobre caracteres de Dirichlet. O Capitulo 3 sera inteiramente dedicado em demonstrar
o0 ja citado resultado de Patrick Gallagher [10], importante no tratamente do termo de erro dos arcos maiores. No
Capitulo 4, usaremos os resultados contidos nos Capitulos 2 e 3 para estabelecer estimativas aos arcos maiores, as
quais acompanhadas com os resultados relacionados aos arcos menores contidos no Capitulo 1 nos permitirdo provar
o Teorema (Montgomery-Vaughan).

Com os objetivos de tornar a dissertacao mais completa e nao interromper o fluxo do texto, colocamos na parte
final deste trabalho trés apéndices. O primeiro deles é uma colegdo de resultados em Anélise que serdo utilizados no
decorrer da dissertacdo. No segundo, apresentamos uma desigualdade do grande crivo devida a Gallagher, juntamente

com um resultado de Bombieri. O ultimo apéndice é dedicado as desigualdades de Turan para somas de poténcias.



Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

Neste capitulo damos um roteiro da prova do Teorema (Montgomery-Vaughan), bem como iniciamos a aplicacao
do método de Hardy-Littlewood-Vinogradov, tratando inicialmente dos assim chamados arcos menores. Também

discutimos alguns resultados classicos em Teoria dos Nimeros que serao utilizados ao longo deste trabalho.

1.1 Resultados elementares

Para a prova dos resultados apresentados sem demonstragdo ou referéncia especifica nesta se¢do recomendamos [2].
Uma funcgao real ou complexa definida sobre N é chamada uma funcao aritmética. Dois exemplos importantes, que
aparecem intimeras vezes neste trabalho, sao a funcao p de Md&bius e a fungao ¢ de Euler.

Definicao 1.1. A funcdo p de Mébius € definida como seque: (1) =1 e se n = p{* ...pp", entdo

u(n) = (-DF, sea;=...=a,=1;
0, em caso contrario.

E facil ver que u? é a funcio caracteristica do subconjunto dos ntimeros naturais livres de quadrados. A funcdo de
MGdbius aparece em diversos lugares diferentes em teoria dos niimeros e uma de suas propriedades fundamentais é a

formula simples para a soma dos divisores
1 1, sen=1;
d)=|-|= ’ ' 1.1
%M( ) {n} { 0, sen>1, (L)

1
para referéncia futura, definimos I(n) := [} .
n

Defini¢ao 1.2. A fun¢io ¢ de Euler é definida por o(n) = |Z/nZ*|, para todo n > 0.

A funcao de Euler pode ser expressa através de um produto dos divisores primos de n, de fato

pn)=n]] (1 - ;) , (1.2)

pln
além disso log]
lim inf £ 108108 _ (1.3)
n—oo n

1 1
onde v é a constante de Euler-Mascheroni, definida por v = lim (1 + 3 +...+——log n) .
n— 00 n

Defini¢ao 1.3. Para n > 1, definimos d(n) = Z 1, o numero de divisores de n.
d|n



Com relagao a funcao divisor, sabemos que
d(n) << n®, (1.4)
para todo € > 0, além disso as somas parciais desta funcao aritmética sao dadas por
> d(n) =zlogz + (27— Dz + O(x?). (1.5)
n<lz

A préxima proposicdo, descoberta por Euler em 1737, é as vezes chamada de versdo analitica do Teorema Funda-
mental da Aritmética. Antes de enunciarmos a proposi¢do precisaremos de algumas simples e intuitivas definigoes.

Definicao 1.4. Seja f uma fungio aritmética nao identicamente nula, dizemos que f € multiplicativa se f(mn) =

f(m)f(n), sempre que (m,n) =1 e completamente multiplicativa se f(mn) = f(m)f(n), para todo m e n.

As fungbes p(n),p(n) e d(n) sdo todas multiplicativas, enquanto n — n®, I(n) sdo exemplos de fun¢des com-
pletamente multiplicativas (outro exemplo importante de fungdes completamente multiplicativas sdo os caracteres de
Dirichlet, ver Capitulo 2).

o0

Proposigao 1.5 (Produto de Euler). Seja f uma fun¢do aritmética multiplicativa, tal que a série Z f(n) € absolu-
n=1

tamente convergente. Entdo a iltima soma pode ser expressa como um produto infinito

Srm) =T+ 1) + 1@ +...).

p

Se f é completamente multiplicativa, temos

S s =TI - o)

n=1 p

Prova: Considere o produto finito

P(x) =] @+ fp)+f*)+...),

p<z
desde que este é o produto de um ntmero finito de séries absolutamente convergentes, podemos multiplicar as séries

e rearranjar os termos sem alterar o resultado da soma. Um termo tipico desta soma é da forma

FOI)f03%) - forr) = flor'pe® - i),
visto que f é multiplicativa. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética podemos escrever
P(x) =" f(n),
neA

onde A consiste de todos os numeros n com fatores primos menores ou iguais a x. Entao

S Jm) - Pla)= Y f(n),

neB

onde B é o conjunto de todos os niimeros n com pelo menos um fator primo maior que x, assim

<D < If )

neB n>x

S J(n) - Pla)

n=1

o0 &)
Fazendo x — o0, a ultima soma a direita converge a 0, pois Y. |f(n)| é convergente e assim P(z) — > f(n),
n=1 n=1

quando x — co. Se f é completamente multiplicativa, temos f (p™) = f(p)™ e dai
(oo} (oo}
m m -1
DFEM =Y e =0-f®) ",
m=1 m=1
de onde concluimos a prova.

No decorrer deste trabalho precisaremos de algumas estimativas para somas envolvendo a fungdo ¢(n), as quais

estao contidas no préximo resultado.



Lema 1.6. Para todo m > 1 e x > 1, temos:

(i) Y de(d)™" < mep(m)~ d(m);
d|lm

(i) ) ne(n)~? < log® z;

n<x
loga:
-2
(iii) Z w(n "
n>x
Prova: (i) Seja Sy := ngp(d ~*, claramente S = mp(m Z i7m mas por (1.2) temos plm) _m (1 1
' o ’ 1 mm e(d) ' o)~ d U p

m
< R logo S1 < my(m)~! Zl = mep(m)~td(m).

Para a prova dos dois tltimos itens, observe que

=T (1-2) =TI (155 <

pln

1
da Proposigao 1.5 concluimos que H <1 — 2> converge, portanto
p

p

pn) 2 <n?[] (1 + 2) < n~2d(n).

(ii) Seja Sy := Y _nip(n)~>. Entdo Sy < Y d(: /t—ld > d(n) | =) d(n /t_ > d(n)

n<x n<x n<t n<x n<t
Por (1.5), segue que

Sy < logx + /t_l(log t)dt < log® x.
1
(#4i) Analogo ao item (i).

Para = > 0, seja m(x) a fungdo que expressa a quantidade de nimeros primos p < x. Entéo m(x) — oo quando
& —> 00, visto que ha infinitos nimeros primos. O comportamento de 7(z) como fungao de x tem sido objeto de

intenso estudo por muitos matemaéticos célebres desde o século XIX. Inspecionando tabelas de primos, Gauss (1792)

e Legendre (1798) conjecturaram que 7(z) é assintotico a ios - Esta conjectura foi provada independentemente em

1896 por Hadamard e de la Vallée Poussin e hoje é conhecida como o Teorema dos Ntumeros Primos.
A primeira tentativa significante na dire¢ao da prova do Teorema dos Numeros Primos foi dada por Chebyshev em

x

gz €@ ordem de grandeza correta para a fungio 7w (z). Este resultado serd usado

1848-1852, o qual estabeleceu que

por nés para obter estimativas de somas envolvendo niimeros primos e por essa razao vamos discuti-lo nesta segao.
Iniciamos definindo a funcdo A de von Mangoldt, importante na teoria da distribuicao de primos.

Definigao 1.7. Para n > 1, definimos

A(n) logp, sen=7p™ para algum primo p e m > 1;
n)=
0, em caso contrdrio.

Chebyshev percebeu que é mais simples contar primos p com peso log p, assim ele investigou a soma
= logp,
p<z
ao invés de m(x). No entanto, é ainda mais conveniente trabalhar com as somas parciais da fungdo de von Mangoldt

= Z A(n)

n<z



Observe que ¥(x) = Z 0 (x#) ,assim 0 < ¢(z) — 0(z) < Z 6 (mi) , usando a estimativa trivial
m< 28 2<m< 1255

log 2
0(z) < zlogz, chegamos a

1, 2
z2 log” x

o<z B stietet< 2 (s o) <210

log
QS’H’LS log 2

(1.6)

Em particular, se uma das funcoes possui um limite quando z — oo, a outra também possui e ambos

os limites sao iguais.
Usando somas parciais podemos relacionar m(x) com 6(x). De fato,

x x

O(x) = /(logt)dﬂ(t) =m(z)logx — /tilw(t)dt (1.7)

2— 2

x

m(x) :/(log t)do(t) logx Jr/tlog ; (1.8)

o—

A partir de (1.6), (1.7) e (1.8), vemos que qualquer estimativa feita a uma das trés fungoes acima se estende as

outras, nesta direcao temos a

Proposicao 1.8. As sequintes relagées sao equivalentes:
(i) 7le) ~ oo

(ii) O(x) ~x

(iii) ¢(x) ~ o

Ou seja, 0 e 1 nos dao versoes equivalentes para o Teorema dos Numeros Primos.

X

Proposigao 1.9 (Chebyshev, Capitulo 2 de [16]). Seja a = %log2 + %log?) + %log 5— 31—0 log30 = 0.9212..., entdo

6
az 4+ O(logz) < ¢(x) < o + O(log ),
para todo x > 1.

Da proposicao acima e da relacdo (1.6), segue
6
ar+ O (x% log? gc) <f(z) < e + O(log ). (1.9)
Agora, usando (1.9) e (1.8), chegamos a

1 6
+0 (z§ logg:> <7(z) < galozx +0 <logm2x) . (1.10)

Fechamos esta discussao sobre distribuicao de primos com a estimativa

log

A(n
Z Aln) < logz, (1.11)
n<z n
a qual pode ser provada usando a Proposi¢ao 1.9 e somas parciais.
Finalizamos esta se¢ao enunciando o Teorema de Dirichlet em aproximacoes diofantinas. Este serd usado na ultima

secao deste capitulo.

Proposig¢ao 1.10 (Dirichlet, Capitulo 7 de [1]). Dados o um nimero real e N um inteiro positivo, existem inteiros

aeq,coml<q<N, tais que
1

SUNE1)




1.2 Um roteiro da prova

Em vez de considerarmos o ntiimero de representacées de n como soma de dois primos, trabalhamos com a quanti-

dade relacionada
R(n) := Z log p1 log pa,

onde a soma é estendida sobre todas as duplas p; e py de primos, para os quais vale n = p; + po. Isto é, R(n) conta
o namero de representagoes de n como soma de dois primos atribuindo-lhes um peso. Repare que, R(n) > 0 implica
que n é soma de dois primos.
Definindo
S(a) =Y (logp)e(pa),
p<X
vernos que

S(a)? = Z R'(n)e(na),

com R'(n) definido da mesma forma que R(n) mas com a restrigio que os primos p; e ps nao excedam X. Assim,
R'(n) = R(n), paran < X. Como S(a)? é um polindmio trigonométrico, podemos calcular R(n), com n < X, através

da férmula do coeficiente de Fourier

R(n) = /S(a)Qe(—na)da. (1.12)
0

Para estimar (1.12), dissecamos o intervalo unitario da seguinte maneira: defina P = X% e Q = X' (em

particular PQ) = X). Para 1 <a < ¢ < P, com (a,q) = 1, seja M(q, a) o intervalo [% - 57% é} mod 1 C [0,1], 0

qual chamamos de um arco maior. Estes arcos nao se sobrepdéem. De fato, se g e Z—: sao fracoes distintas satisfazendo
as condicoes acima, temos

1 2P ! 1 1
> s > q+4q

Tq¢ T 9d'Q T q@Q  ¢Q  ¢Q

/

qa q

q
Denote por 9 a unido de todos os arcos maiores, ou seja, I = U U M(q,a) e por m o conjunto de todos os

<P a=1
= (a,q)=1

a € [0,1] que nao estdo em M, chamamos m de arco menor. Claramente,

R(n) = R1(n) + Ra(n), (1.13)
onde
Ri(n) := /S(a)Qe(—na)da;
M

Rs(n) := /S(a)Qe(—na)da.
m
Os conjuntos M e m satisfazem M =1—PM e m =1 —m, logo Ri(n) e Rz(n) sdo reais. Aqui, encaramos R;(n) como
sendo o termo principal de R(n) e Ra(n) o termo de erro. O método descrito acima para estimar R(n) é conhecido
comumente como método circular de Hardy-Littlewood-Vinogradov.

Observe que R(n) > Ri(n) — |Rz(n)| e assim n é representado como soma de dois primos se
Rl(n) > |R2(1’L)|

Provaremos entao que o conjunto dos n no intervalo %X < n < X que nao satisfazem a desigualdade acima é pequeno,
nos permitindo assim provar o Teorema (Montgomery-Vaughan). No restante da dissertagio, S(«) passa a representar

asoma . (logp)e(pa). Fazendo os devidos ajustes nas definicoes de R(n) e R'(n), vemos que tudo o que foi
P<p<X
discutido acima permanece valido se tomamos S(«a) esta nova soma. A razdo para esta mudanca ficara clara no inicio

do Capitulo 4.
A guisa de curiosidade, enunciamos uma versio quantitativa da Conjectura de Goldbach (a qual implica que todo

n par suficientemente grande é soma de dois primos).



Conjectura 1.11. Para todon >4 e A > 0, temos
R(n) = S(n)n+ 04 (n log™ n) , (1.14)

onde

oIl )

pin pln

No Capitulo 4, encontraremos estimativas para Rj(n) condizentes com (1.14). Na verdade, em determinada

situacdo, o termo principal de R;(n) é precisamente S(n)n.
1.3 Os arcos menores

Esta segdo é baseada em [22]. Para estimar as integrais sobre os arcos menores vamos mostrar que

> Ry(n)® < X*P'log” X. (1.15)
n<X

Esta estimativa nos permite obter o seguinte resultado.
Proposigao 1.12. A quantidade dos nimeros n < X para os quais |Ry(n)| > XP~35 ¢ no mdzimo < X P~% log® X .
Prova: Seja A(X) := {n < X; |Ry(n)| > XP~3}. Por (1.15), temos

X2PTAAX)] < D Reo(n)? < X3P 'log” X,
n<X
de onde segue

|A(X)| < XP~5log” X,

o que conclui a demonstragao da proposicao.

Iniciamos a prova de (1.15) definindo Sy, () = S(a) Iy (), onde I, é a funcado caracteristica do conjunto m. Assim,
Ray(n) = S2(n), na qual S2(n) é o n-ésimo coeficiente de Fourier de S2 (ver Apéndice A). Agora, usando a Identidade

de Parseval (ver Teorema A.1), concluimos que

1

> R =Y (S30) < X [Sa00| = [ Isn(@lda,

n<X n<X neEZ 0

/ 1S(a)|*da

m

mas a ultima integral é igual a

e, portanto,

>~ o < (maxlsi) ) [ 18 o (116)

n<X

Estendendo o dominio de integracdo da integral em (1.16) para o intervalo [0, 1], aplicando Parseval novamente e
usando a estimativa de Chebyshev (1.9), encontramos

P<p<X

1
1.9
/|S(a)|2da§/|5(a)|2da: > 1og2p(<<)X1ogX.
m 0

Assim, para chegarmos a (1.15) é suficiente estabelecer que
meax|S(a)| < XP 7log* X, (1.17)
acm

para isso apelamos a um resultado de Vinogradov, o qual enunciamos da seguinte forma.



1
?a

Proposicao 1.13 (Vinogradov). Se com (a,q) = 1, entdo

a
a‘g
q

Z Aln)e(na) < (Xq_% + X5
n<X

+X%q%)log4X. (1.18)

Vinogradov em 1937 introduziu um método para estimar Y e(f(p)) para uma classe de fungdes f, em particular
p<X

obteve estimativas para a soma Y, A(n)e(na). Como consequéncia, ele provou que todo nimero impar suficientemente
n<X

grande pode ser escrito como soma de trés primos (os trabalhos de Vinogradov podem ser vistos em [27]). Em 1977,
Vaughan encontrou uma nova versao do método de Vinogradov, onde os detalhes sao mais simples. Uma prova da
Proposicao 1.13 dada por Vaughan e o resultado de Vinogradov sobre somas de trés primos podem ser encontrados
em [8].

Observe que usando as estimativas de Chebyshev, obtemos

55
2k
|

S Am)ena) = 3 (logplep™a) = 3 (logp)e(pa) + (log p)e(p"a)

n<X pr<X p<X 2

n

[N

p<X
(%5 ]
= S(@)+ > (logple(pa) +O | Y > logp
p<P pSX% n=2
= S(a)+ 0 Zlogp+ Z log X
PP p<X3
(19010 S(a)+0(X1). (1.19)

Portanto, a Proposi¢ao 1.13 continua valida se substituirmos a soma em (1.18) por S(a).
Suponhamos que « € m. Pela Proposi¢ao 1.10 de Dirichlet existem ¢ < Q e 1 < a < ¢, com (a,q) = 1, tais que

a a
a——| < é, isto implicaria que a € M(g,a) C M se ¢ < P. Portanto P < ¢ < Q. Isto é, para cada o € m existe —
q q
a ~ .
com |a — ‘ < é < q%, (a,q) =1e P < q< Q. Assim, pela Proposicio 1.13 conclui-se que
q

S(a) < (XP72 + X5 4+ X2Q%)log X,

mas X%Q% = XP_%7 logo
S(e) < (XP~% + X7)log" X.

Agora, tomando § < 1—15 chegamos a (1.17), como desejado.



Capitulo 2

Caracteres de Dirichlet

Neste capitulo trabalhamos com caracteres de Dirichlet, objetos importantes em teoria analitica dos nimeros. Estes
foram introduzidos por Dirichlet por volta de 1837 em seus trabalhos sobre a existéncia de primos em progressoes

aritméticas da forma a,a + ¢q,a + 2¢q, ..., com a e g coprimos.

Definigao 2.1. Seja G um grupo abeliano finito arbitrario. Um cardter de G € wm homomorfismo de grupos f : G —

C*. Escrevemos fy para indicar o cardter principal f(g) =1,Vg € G.

Se a multiplicacdo entre dois caracteres f e g é definida pela relacdo (fg)(a) = f(a)g(a), para todo a em G, entdo
o conjunto de todos os caracteres de G forma um grupo abeliano, o qual denotamos por G. A identidade de G é o
carater principal fy e o inverso de um elemento f € G & dado por 1/f. Se e é a identidade do grupo G, o Teorema de
Lagrange nos diz que gl¢! = e, para todo g elemento do grupo. Portanto, f(g)'G‘ = f(g|G|) = f(e) =1, de onde segue
que f(g) ¢ uma |G|-ésima raiz da unidade para todo g € G. Assim temos f~! = f.

Proposigao 2.2. G ¢ G sio isomorfos. Em particular, G e G possuem a mesma cardinalidade.

Prova: Se G é um grupo ciclico de ordem n gerado por um elemento g, pela discussio feita acima, vemos que todos
os caracteres de G sado definidos por f; (g’“) =e (%) ,onde j € {0, 1,...,n—1} e k € N. Logo G = (f1), mas
f1 tem ordem n, assim G ~ G. Se G niio é ciclico, o Teorema de Estrutura para Grupos Abelianos Finitos diz que
G~ G1®... 0 Gy, com Gj ciclicos. Assim para finalizar a prova usando o caso ciclico acima basta provar que
(A; o~ (/;\1 S...P é\k

Para isso é suficiente provar que G@z ~ (/;\1 &) C/r'\g, com G7 e G4 grupos abelianos finitos arbitrarios. Seja
e; a unidade de G; e f; um carater de é\i, para ¢ = 1,2. Defina a aplicacio ¥ que leva (fi, f2) € é\l &) é\g em
(91,92) — f1(g1)f2(g2) € G@g, onde g; € G;, para i = 1,2. Por outro lado, se f € G@% defina ® que leva
fem (f1,f2) € (/1\1 &) é\g, onde f1(g1) = f(g1,e2) e fa(g2) = f(e1,g2). Como as fungoes ¥ e ® sdo homomorfismos e
inversas uma da outra, segue o resultado.

Seja G um grupo abeliano de ordem n com elementos gi,...,9, € fo,.-., fn—1 0s caracteres de G. Com estas

notagoes podemos enunciar o préoximo resultado.

Lema 2.3. Temos

" n, se f; € o cardter principal (i =0);
Z fi(gr) = L.
= 0, em caso contrdrio.

Prova: Chamamos de S a soma em questao. Se f; = fo, cada termo da soma é igual a 1 e S = n. Se f; # fo, existe
um elemento h € G, tal que f;(h) # 1. Como {hg,; 1 <r <n} =G, temos

n n

S = Zfz(hgr) = fi(h) Zfz(gr) = fi(h)S,

r=1 r=1

de onde segue S(1 — f;(h)) =0, desde que f;(h) # 1 concluimos que S = 0.
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Denotamos por A = A(G) a matriz n xn dada por [f;—1(g;)]1<i j<n- Usando o Lema 2.3 vamos provar que a matriz
A é invertivel e entdo usar esta propriedade para deduzir a assim chamada relacdo de ortogonalidade para caracteres.

Lema 2.4. Seja A* a matriz transposta conjugada de A. Entdo
AA* =nl,
onde I é a matriz identidade n x n. Em particular, n~'A* € a inversa de A.

Prova: Seja B := AA*. A entrada b;; da matriz B é dada por

n n

n
> ficalg)Fialgr) =D (firfo)g0) = > fulgr),
r=1 r=1 r=1
n, set=yj;
0, sei#j,
em outras palavras B = nl. Como uma matriz quadrada comuta com sua inversa a direita (ou & esquerda), conclui-se

onde fi = f¢71?j,1 = fi—1/fj—1,mas fi_1/fj—1 = fo <= 1 = j, entdo pelo Lema 2.3 segue que b;; = {

que n~'A* é a inversa de A.

Pelo lema anterior temos A*A = nl, mas o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de A*A é precisamente

3" T,-1(9:)fr-1(g;). Obtemos assim a
r=1

Proposicao 2.5 (Ortogonalidade dos caracteres). Temos

n
Z?rfl(gi)frfl(gj) = { g) e gll . g?,
= . se g # gj.

Até este momento discutimos caracteres de um grupo abeliano finito arbitrario. A partir de agora tomamos G
como sendo o grupo multiplicativo dos residuos reduzidos médulo um inteiro positivo g, isto ¢, G = Z/qZ". Por n
entendemos a classe de equivaléncia médulo ¢ do inteiro n. Partindo dos caracteres de G, construimos funcoes sobre
os inteiros da seguinte maneira:

Definig¢ao 2.6. Para cada f em CA;?, definimos a fungdo x = xy : Z — C como segue:

) = { f@), se(n.q)=1;

0, se (n,q) > 1.
As fungoes x sao chamadas de caracteres de Dirichlet mddulo q. O cardter principal xo = X, caracteriza-se por

_ )L ose(ng) =1
Xo(n) = { 0, se(n,q) > 1.

Usando os resultados obtidos para grupos arbitrarios, concluimos que hé ¢(q) caracteres de Dirichlet modulo ¢ e
cada um deles é completamente multiplicativo e periodico com periodo g, ou seja, x(nm) = x(n)x(m) e x(n+q) = x(n),
para todos m e n inteiros. Reciprocamente, se y é uma func¢ao aritmética completamente multiplicativa, periodica de
periodo ¢ e x(n) = 0, sempre que (n,q) > 1, entdo x é um caréater de Dirichlet médulo g.

Ainda, pela Proposicao 2.5, temos

Proposigao 2.7 (Ortogonalidade para caracteres de Dirichlet). Sejam m e n dois inteiros, com (n,q) = 1. Entdo

S Xtm)x(n) —{ £, sem = motd)

(ot a) 0, sem Zmn (mod q),

onde >  denota a soma sobre todos os caracteres mddulo q.
x (mod q)
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2.1 Caracteres primitivos e somas de Gauss

E possivel que para valores de n restritos pela condicio (n,q) = 1, a fun¢io n — x(n) tenha periodos menores que
q. Nesta direcao, dizemos que d < ¢ € um quase-periodo de um carater xy modulo g, se para todos m e n satisfazendo

(m,q) = (n,q) =1 em=n(modd), vale x(m) = x(n).
Definigao 2.8. Dizemos que x mddulo q € primitivo, se q for o unico quase-periodo de x.

Observe que 1 é um quase-periodo para todo cardter principal mod ¢. Assim, se ¢ > 1, tais caracteres nao séo

primitivos.
Proposigao 2.9. Se d; e dy sao quase-periodos de x, entdo (dy,ds) também é um quase-periodo.

Prova: Defina g = (dy,dz). Sejam m e n tais que m = n (mod g) e (mn,q) = 1. Entdo podemos escrever m —n = rg,

para algum r € Z. Mas como g é o maior divisor comum de d; e ds, existem j e k satisfazendo g = jd; +kds. Portanto,

m =n+ (rj)d; + (rk)da, ou seja, existem a’ e b’ inteiros tais que m = n + a’dy + V'ds. Tome ¢ = H p. E facil ver
A

que ¢ e do s&o coprimos. Pelo Teorema Chinés dos Restos existe a satisfazendo

a =da' (modds);

a=0 (modq),

assim podemos escrever m = n + ad; + bdy, onde b = “;l;“dl +b € Z. Repare que n+ad; = n(modq), mas (n,q) =1,
logo (n+ ady,q) = 1. Agora, se p é um fator primo de ¢ com p|ds, segue da igualdade m = n + ady + bds e do fato de

(m,q) =1 que ptn+ady. Portanto (n+ ady,q) = 1 e como d; e dz sdo quase-periodos de x, chegamos a
x(n) = x(n+adi) = x(n + ady + bds) = x(m),

provando que g é também um quase-periodo.

Seja r o menor quase-periodo de x. Entao, pela Proposicao 2.9, r divide todos os quase-periodos, em particular
divide ¢. Dai segue que todo carater de Dirichlet nao principal médulo um primo é primitivo. Chamamos r o condutor
de x.

Proposigao 2.10. Sejam x um cardter mddulo ¢ e d um quase-periodo de x, com d|q. Entdo existe um unico cardter
x* modulo d tal que
X = XoX",

onde xo € o cardter principal mddulo q. Neste caso, dizemos que x* induz x.

Prova: Dado n, com (n,d) = 1, existe k inteiro tal que (n + kd,q) = 1. De fato, tome k = Hp. Entao, se p|q e
rlq
pin
p|n temos que p 1 kd, logo (n + kd,p) = 1. Agora, p|g e p 1 n implicam em p|kd, logo (n + kd,p) = 1. Portanto
(n+kd,q) =1.

Com base na existéncia de k, definimos

) = { x(n+ kd), se (n,d) = 1;

0, em caso contrario.

Repare que a definicao acima nao depende da escolha de k, pois d € um quase-periodo de x. Logo, x* é periddica de
periodo d, completamente multiplicativa e x*(n) = 0 sempre que (n,d) > 1. Isto &, x* é um carater modulo d. Quando
(n,q) = 1, podemos tomar k = 0 na definigdo de x*. Assim x = xox™, onde g € o carater principal moédulo q.

Provaremos agora a unicidade. Seja x; um carater modulo d tal que x = xox1. Dado n, com (n,d) = 1, existe k
satisfazendo (n + kd, q) = 1, logo x*(n) = x*(n + kd) = x1(n + kd) = x1(n). Dai segue que x* = x1.

A préxima proposicao destaca a importancia dos caracteres primitivos.
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Proposigao 2.11. Existe um unico cardter primitivo x* que induz x. Além disso, x* € um cardter modulo r.

Prova: Pela Proposicao 2.10 existe um carater x* modulo r que induz y. Tal carater é necessariamente primitivo, pois
a existéncia de um quase-periodo menor que r para x* implicaria na existéncia de um quase-periodo de xy menor que 7.
Uma contradi¢ao. Para finalizar, provaremos a unicidade. Seja x; cardter primitivo médulo ¢; que induz y, entao ¢;
é um quase-periodo de x, logo r|g;. Dados m e n, com m = n (mod r) e (mn,q1) = 1, existem ¢; e ty inteiros, tais que
(m+t1q1,q) = (n+taqi,q) = 1 (ver a demonstragao da Proposi¢do 2.10). Portanto x1(m) = x1(m+t1q1) = x(m+t1q1),
mas como 7 é quase-periodo de y, segue x1(m) = x(n +t2q1). Portanto x1(m) = x1(n), ou seja, r é um quase-periodo
de 1. Sendo este ultimo primitivo, concluimos que = ¢1. Assim, pela unicidade na Proposi¢ao 2.10, obtemos x; = x*.

Ezxemplo: A seguinte tabela descreve um carater y modulo 10.

n 1 2 3 45 6 7 8 9 10
xm) 1 0 i 0 0 0 —i 0 —1 0

O carater x* modulo 5 que induz x é dado por:

q
Definicao 2.12. Para cada cardter de Dirichlet x (mod q) e n € Z, a soma ¢y (n) := Z x(m)e (mn) é chamada
q
m=1
soma de Gauss associada a x. Quando n =1, denotamos tal soma por 7(x) .
Se x = X0, 0 carater principal mod ¢, temos xo(n) = 1, se (n,q) = 1 e xo(n) = 0, em caso contrario. Neste caso, a

soma de Gauss se reduz ao que chamamos de soma de Ramanujan:
I mn
Cyo () = E e ()
Xo
q

e é comum denotar tal soma por ¢4(n).

Repare que se (n,q) = 1, entdo {mn; 1 < m < ¢} é um sistema completo de residuos modulo ¢ e, portanto,

ex(m) = () 3. x(mn)e (™) =xto 5" x(he (3) =xtr0, (21)

m=1 h=1 q

Tendo em vista a igualdade acima, definimos:
Definicao 2.13. A soma de Gauss c,(n) € dita separdvel em n se ¢, (n) = x(n)7(x).

Assim, (2.1) nos diz que ¢, (n) é separavel sempre que (n,q) = 1. A separabilidade das somas de Gauss esta
relacionada com caracteres primitivos, como mostra o seguinte resultado cuja prova pode ser encontrada em ([2],
Capitulo 8).

Proposicao 2.14. A soma c,(n) é separdvel para todo n € Z se, e somente se, x € primitivo.

Um carater x é dito real (ou quadratico) se x é uma fungdo real. Como x(n) é uma raiz da unidade se (n,q) =1,
vemos que x é real se, e somente se, x2 = xo. Caracteres reais sdo de interesse particular em teoria dos nimeros,
por exemplo, no estudo de corpos quadraticos as fungoes de Dedekind associadas a esses corpos podem ser expressas
em termos de L-fungdes com caracteres reais. Assim, questoes relativas ao numero de classe de corpos quadraticos
estdo intimamente relacionadas com esta classe de caracteres. Além disso, no estudo de regides livres de zeros para
L-fungoes de Dirichlet, os caracteres reais demonstram um comportamento diferenciado dos demais caracteres (ver
Secédo 3.1, Proposigoes 3.6 e 3.7).

Lema 2.15. Se x é um cardter primitivo mddulo q, entdo |7(x)| = q%. Se x € um cardter real primitivo mddulo q,

entao
7(0)? = x(~1)g (2.2)

e q/(4,q) € um inteiro livre de quadrados.
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Prova: Observe que
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Quando x é quadratico, temos

TW%=i:ﬂmk<—m)=xPD§émek<—?)=xPDﬂm.

m=1 q

Em particular, 7(x) = x(—1)7(x). Portanto, 7(x)* = x(=1)|7(x)|*> = x(—1)g. A prova da afirmacio: ¢/(4,q) é um

inteiro livre de quadrados, necessita de uma discussao construtiva dos caracteres de Dirichlet. Uma prova deste fato

pode ser encontrada em ([8], Capitulo 5).

Nosso objetivo nos proximos trés resultados é estabelecer uma formula para ¢, (n) em termos de 7(x*), onde x* é

o carater primitivo que induz y.

Lema 2.16. Seja x um cardter médulo q, induzido pelo cardter primitivo x* mddulo r, entdo

(X)) =p (q) X" (g) T(x")-

r r
Este ultimo é um resultado bem conhecido, uma prova pode ser vista em ([8], Capitulo 9).

Corolario 2.17. Mantendo as hipdteses do Lema 2.16 e adicionando a condi¢do (n,q) = 1, temos

eeln) = (4) x (2) 700,

r T
Prova: Como (n,q) =1, (2.1) implica na separabilidade de ¢, (n) e, portanto, ¢, (n) = x(n)7(x) = x*(n)7(x).

Usamos os dois tltimos resultados para provar uma proposi¢ao que inclui o Lema 2.16 ¢ o Corolario 2.17 como

casos particulares.

Proposigao 2.18. Seja x um cardter modulo q, induzido pelo cardter primitivo x* mddulo r. Para uwm inteiro arbitrdrio

n, defina g1 = q/(q, |n|). Se 1 q1, entio c,(n) = 0. Agora, se 1 | ¢1, temos

) = () S8 () () 7). (239

(¢,In]) ) o(q1)” \r r

Para referéncia futura, note que quando tomamos y = x( na Proposic¢ao 2.18 chegamos na seguinte férmula fechada

para a soma de Ramanujan:

v(q)
cq(n) = p(q1 . 24
o(n) = () 55 24
q /
No que se segue, usamos a notagao Z para indicar a soma sobre todos os residuos reduzidos a (mod q).
a=1

Prova da Proposi¢ao 2.18: Como ambos os lados da igualdade (2.3) sdo periédicos com periodo ¢, podemos su-
por sem perda de generalidade que n é positivo. Escrevemos ¢ = ¢1¢2- Entao % = %, com (my,q;) = 1. Como

{ag1 +b; 1 <a<go, 1 <b< ¢} éum sistema completo de residuos modulo ¢, segue-se que

cx(n) = zq: x(m)e (mlm) = ) e (W> x(agr +b) = ie (nf) ix(am +0).

m=1 Ea 1<a<aqy o b=1 a=1
1<b<aqy
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A soma em b pode ser restrita a classe dos residuos reduzidos modulo ¢, desde que x(ag; +b) = 0 se (b,q1) > 1.
Assim

ex(n) = ile (m1b> S(b), (2.5)

b=1 «

g2
onde S(b) := Z x(aq1 +b). Consideramos agora dois casos.
a=1

Caso 1. Suponha que 7 { ¢;. Vamos provar que S(b) = 0 se (b,q1) = 1. Para qualquer d, temos

q2

X(d)S(b) = x(adqy + bd).

a=1

q2
Agora se (d,q) = 1, a dltima soma é igual a Zx(aql + bd). Além disso, se d satisfaz a condi¢do d = 1 (mod q1), a

a=1
ultima soma é igual a

S X(ags +b)(= S(0).

Portanto se adicionarmos a condi¢do x(d) # 1, deduzimos que S(b) = 0. Mostraremos agora que existe d satis-
fazendo as trés condigbes acima. Desde que r 1 g1, ¢1 ndo é um quase-periodo de x. Entdo existem d; e do tais que
(di,q) = (d2,q) = 1 e di = dy (mod q1), mas x(dy) # x(dz). Portanto qualquer d = dyd; ' (mod q) tem as propriedades
requeridas.

Caso 2. Suponha que 7|¢;. Entdo x(aqi +b) = x*(b), se (ag1 + b,q) = 1, e 0 em caso contrario. Assim, se
(b,q1) = 1, temos

Sy =x"() > L (2.6)
(a41i:b=1q)=1

Usando a Identidade (1.1), podemos escrever (2.6) da forma

q2

SO=x" )Y D wd=x®)Y ud Y L

a=1 d|(aq1+b,q) dlq gy ="b(mod )

A equagdo modular aq; = —b (mod d), com (b, q1) = 1, possui solugao se, e somente se, (d,q1) = 1. Neste caso, se
existir uma solucao, entao ela é tinica médulo d. Portanto,

S0 =x®) 3 w2 -xte X Mo vwe [T (1-1) - e L

dlgz dlqz plaz
(q1,d)=1 (q1,d)=1 ptay

Assim, por (2.5), obtemos

B T S ) I C) D
ex(n) = bz:; ( an )X O ) = o) ™)

onde 1 € o carater modulo ¢; induzido por x*. Como (m1,q;) = 1, a Proposicao 2.18 agora segue do Corolério 2.17.

Finalizamos este capitulo com uma estimativa para séries envolvendo somas de Gauss.
Proposigao 2.19 (Montgomery-Vaughan, [22]). Sejam x; caracteres primitivos mddulo r;, i = 1,2. Entdo para m # 0,

3 0(0)lexaxaxs (M) (X x0)7(X0)| < @mn, (27)

temos

onde a soma € sobre todos os q divisiveis por 1 e ro, e Xo € o cardter principal mddulo q.

Prova: Podemos assumir sem perda de generalidade que m > 0. Seja r3 o condutor do caréter xix2 (mod [r1,732]),
rq4 = [r1,72] € 5 = (rq,m). Definimos a; = a;(p) como sendo p® |r;, 1 < i < 5. Sendo r3 um divisor de 74, segue-se

que a4 = max{ay,as,as}, para todo p. Como r4 | ¢, escrevemos g = r4k, para algum k inteiro.
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2
Se ¢ esta associado a um termo ndo nulo da soma em (2.7), entao, pelo Lema 2.16, temos (q, ri> =lep (q) =
T i

1,4 =1,2. Dai segue-se que (k,ry) =1 e u(k)?> = 1. Assim

e =ret) o o) =e (g ) e (2).

Podemos assumir que 73| ;—i, pois em caso contrario rs { (q;qm)’ o que implicaria em ¢y, y,y, (M) = 0, pela Proposicao
r

2.18. Em particular r3 < 1. Da Proposicao 2.18 e do Lema 2.15, as somas de Gauss correspondentes a ¢ na soma
T

o
em (2.7) obedecem as seguintes limitacoes:

€ lexixaxo (M) < 7‘35@(@(?) < (Z)l e(a)p <(k’km))_1 @ <Z>_1 :

para i = 1,2. Podemos entao concluir que a soma em (2.7) é

< () oo ()5 e e () (2.

k=1
(k,rg)=1

TNl

[T (Xixo)l <7

Como os termos da soma em (2.8) sdo todos multiplicativos, a Proposi¢do 1.5 nos diz que

i (k) 2o(k) "ty ((kkm))l = iu(k)%(k)‘lso<( : ))1[(1@17’4)}

k,m
k=1 k=1
(k,rg)=1
1 1

= I 1+2> 11 (1+>
piry ( (p - 1) piry P 1
pfm p|m

1 -1

< ]I (1 - ) .

pira p

O outro fator de (2.8) pode ser escrito como II; - IIy, onde

T4 2
rs laj+1 AN 3 A
I =~/ pziitzaa—as (1 _ > < p2 (1 — > <1,
1 11 »

r
) 4 plry p plry
7‘5 ptm ptm

1\ 2
1—- < 1, para p grande, e
p

o d 1\ ! 1\ !
Il = H proitaaz—as (1 — ) < (1 — ) .

plra
plm

=

pois a4 = max(ay,az) € p~

Combinando as ultimas trés estimativas chegamos ao resultado desejado.
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Capitulo 3

Sobre os Zeros das L-funcoes de Dirichlet

Neste capitulo trataremos da funcao Zeta de Riemann e das L-fungoes de Dirichlet, estabelecendo para estas
regioes livres de zeros e estimativas para o nimero de zeros em retangulos o < o < 1, |t| < T. Usando estes resultados
provaremos na ultima se¢do um resultado de Patrick X. Gallagher (Proposi¢do 3.8) que sera importante na prova do
Teorema (Montgomery-Vaughan). A menos que seja dito o contrario, as demonstragdes de todas as afirmagoes sem

provas aqui encontradas podem ser vistas em [8]. Este capitulo é fortemente baseado em [10].

3.1 A funcao Zeta e as L-funcoes de Dirichlet

Relembramos que s é uma variavel complexa da forma o + it.

Definigao 3.1. Para o > 1, definimos a funcdo Zeta de Riemann pela soma

s(s) = Z n=°.

Como a série acima converge uniformemente sobre compactos no semiplano o > 1, temos pela Proposicao A.7 que
¢(s) é analitica neste semiplano. Além disso, pela Proposigdao 1.5

s(s)=]] <1 - pls>1 . (3.1)

Usando somas parciais, vemos que

S e = /fsd[t] =z "[z] + s/t*(sﬂ)[t]dtv

n<lzx 1= 1

para todo o > 1. Fazendo x — oo e escrevendo [t] =t — {t}, chegamos a

o]
S

s(s) = - s/t’(sﬂ){t}dt, (3.2)

s—1
1

para todo o > 1. Repare que o lado direito de (3.2) é uma fungdo meromorfa no semiplano o > 0, com um tnico
polo simples em s = 1. Logo, a funcao Zeta pode ser estendida a uma func¢ao meromorfa em o > 0 que satisfaz as
mesmas propriedades da fungio a direita de (3.2). Mais ainda, ¢(s) admite uma extensdo meromorfa para todo o

plano complexo, com um tunico polo em s = 1. Pela Identidade (1.1) vemos que

S(5) > p(n)n™* =" p(dn~* =1,

n=1 d|n
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o0
para todo o > 1. Portanto a fungio Zeta nio possui zeros no semiplano o > 1 e ¢(s) ™! = Z w(n)n™? nesta regiao.
n=1

A fungdo &(s) == 3s(s — )7 2°T (35)s(s), onde T é a funcdo gama definida no Apéndice A, ¢ inteira e satisfaz
a equagdo funcional £(s) = £(1 — s). Como a fun¢do gama ndo se anula em nenhum ponto do plano complexo e tem
polos precisamente em s = 0, —1, —2,... (0s quais sdo simples), a equacdo funcional acima nos diz que ¢(s) possui
zeros em o < 0, somente nos inteiros pares negativos e tais zeros sao simples. N6s os chamamos de zeros triviais.

Assim, a tnica regido onde ¢(s) pode ter zeros nao triviais é na faixa 0 < o < 1. Sabemos, no entanto, que a funcao
nao se anula na fronteira desta faixa, portanto podemos nos restringir a assim chamada faixa critica 0 < o < 1. Pela
equagio funcional e o fato que $(s) = ¢(5), vemos que 0s zeros nesta regiao sdo simétricos com relagdo a reta o = 3 e
a reta real. Os zeros ndo triviais sdo comumente denotados por p = 5 + i7.

Chamando de N(T') o nimero de zeros nao triviais com || < T, temos a seguinte estimativa devida a von Mangoldt

T T T
N(T)= —log— — — + O(logT), (3.3)
s 2r 7
em particular,
Kpos Iy =t < 1} < log([t] +2), (3.4)

para todo t real. Sobre a distribui¢do dos zeros ndo triviais, temos a famosa e importante conjectura formulada por

Riemann,
Conjectura 3.2 (Riemann). Todos os zeros nio triviais de <(s) satisfazem B = 1.

Em 1899, de la Vallée Poussin provou que ¢(s) # 0 em uma regido estreita & esquerda da reta ¢ = 1. Mais

precisamente, temos a

Proposicao 3.3. Eziste uma constante c1 > 0 tal que ¢(s) nao possui zeros na regiao

o>1— - selt]>2
log [t|

0<o<1, se |t] < 2.

A melhor regido livre de zeros conhecida até o momento foi dada independentemente por Vinogradov e Korobov
c
em 1958. Eles provaram que existe uma constante ¢y tal que ¢(s) Z0em o > 1 — 2

5 —, para |t| > 3.
(log #])3 (log log [¢]) 3
Uma prova deste fato pode ser encontrada em ([16], Capitulo 8).

Podemos dizer que a Teoria Analitica dos Numeros nasceu por volta de 1837 nos trabalhos de Dirichlet sobre a
existéncia de primos em uma dada progressao aritmética, onde ele introduziu o que chamamos hoje de L-fungoes de
Dirichlet.

Definigao 3.4. Para cada cardter x mddulo q, definimos a L-fun¢ao associada a x por

L(s,x) = Y_ x(n)n™",

n=1

para o > 1.

Como os caracteres sao completamente multiplicativos e a série acima converge absolutamente para o > 1, obtemos

Lis,v) = ][ (1 - X(p)>_1 . (3.5)

pela Proposicao 1.5 que

S
» p
Usando somas parciais chegamos a
Y Y
> xtmnt = [eed | X x| =y Y xms [ ST
r<n<ly 1 r<n<t r<n<ly 1 z<n<t
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para 1 < z <y. Agora, pelo Lema 2.3 chega-se a Z x(n)| < ¢(q), sempre que x # xo ', logo
r<n<t

Y
> xtmn < plg) (v + ISI/t*(”“)dt < ¢(Q)%x"’-

z<n<y

Dai resulta que, Z x(n)n~? converge uniformemente sobre compactos no semiplano o > 0 e, portanto, é analitica
n=1
nesta regido. Na verdade, L(s, y) admite uma extensao inteira sempre que x # Xo-

Quando x = xo, a extensao inteira ndo pode ser obtida, pois L(s, xo) tem um polo em s = 1. De fato, por (3.1) e

s =T1(1- ) =TT (1- ).

plq plg

(3.5) obtemos

Como o ultimo produtério acima define uma funcao inteira e a funcao Zeta admite uma extensao meromorfa, segue-se

que L(s, xo) também admite tal extensdo, com um tunico p(’)lo simples em s = 1.

Repare que h(n Z w(d ( ) Z p(d). Assim, pela Identidade (1.1) chegamos a
d|n

h(n){ 1, sen=1;

0, sen>1,
oo (oo}
portanto L(s,x Z n~® = Zh(n)n*s = 1, para ¢ > 1. Como consequéncia, as L-fun¢bes ndo possuem
n=1 n:l
zeros no semiplano o > 1 e L(s, ) -1 Z p(n)x(n)n~*% nesta regido.

Seja x* o carater primitivo modulo 7 que induz x. Por (3.5), obtemos

e =11 (1- X;ﬁp))_l = 26 (1), (36)

pir

para o > 1. Sendo o ultimo produtério de (3.6) uma funcgao inteira, a decomposi¢ido acima vale para todo s € C e
assim, quando tratamos de L-fun¢oes podemos nos restringir & classe das L-fungoes associadas a caracteres primitivos.
Para x carater primitivo médulo ¢, defina

a_ 0, sex(-1)=1;
1 1, sex(—1)=-1.

%(54,u)
A funcao £(s, x) == <7T> T (%(s + a)) L(s, x) € inteira e obedece a equacdo funcional
q

£(s,x). (3.7)

Pela localizagdo dos polos da funcdo gama e a equagédo funcional (3.7), concluimos que os zeros de L(s, x), para o < 0,
sao precisamente s = —1, —3, —5,...,sea=1e s= -2, —4, —6,..., se a = 0, 0os quais chamamos de zeros triviais.
Assim, a tnica regido onde L(s, x) pode ter zeros nao triviais é na faixa 0 < o < 1. Sabemos, no entanto, que esta
fun¢do ndo se anula na fronteira desta faixa, com exce¢do de um zero simples em s = 0, quando a = 0. Portanto
podemos nos concentrar na também chamada faixa critica 0 < o < 1 para L-funcdes. Os zeros néo triviais de L(s, x)
serao denotados por p = 3 + 7.

Chamando de N(T,x) o ntmero de zeros nao triviais de L(s, x), com |y| < T, temos a seguinte estimativa

T 4T T
N(T.x) = —log 27 ~ — +O(log 1), (3.8)

1
'Em 1918, Pélya e Vinogradov provaram independentemente que < q2loggq.

> xn)

z<n<t
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em particular,
Ko [y — 1l < 1} < log q(t] + 2), (3.9)

para todo t real. Sobre a distribuicdo dos zeros ndo triviais, temos a
Conjectura 3.5 (Riemann Generalizada). Todos os zeros ndo triviais de L(s,x), com x primitivo, satisfazem 8 = %

Para L-funcbes contamos com um resultado analogo a Proposi¢cao 3.3, onde as regides livres de zeros dependem
explicitamente de ¢q. Porém os resultados obtidos sdo melhores para caracteres complexos do que para caracteres reais.

Proposicao 3.6. Eziste uma constante absoluta cs > 0 tal que se x é um cardter mddulo q, entdo L(s,x) nao tem

zeros ma regido definida por

1—673, se [t| > 1;
log qt|
o> (3.10)
- , se |t] <1,
log q

com a possivel excecdao de um cardter real x1 nao principal mddulo q. Se este cardter existir, a L-funcao associada a

ele possui um dnico zero By em (3.10), sendo este real e simples .

Se analisarmos a regido livre de zeros para a familia de L-fungbes associadas a caracteres com moédulo menor ou
igual a T, obtemos a

Proposigao 3.7. Existe uma constante ¢4 > 0 tal que L(o,x) # 0, sempre que

C4
>1- 4
7= logT’

para todo cardter primitivo x de modulo ¢ < T, com wuma possivel excecao de no mdximo um cardter primitivo

X (mod 7). Se tal cardter existir, X € real, nao principal e o (dnico) zero real excepcional 5 de L(s,X) satisfaz
Cs < _B< cy

_— . 3.11
72 log? T ~ logT ( )

O carater ¥ (mod 7) da Proposi¢do 3.7 (se existir) é chamado de carater excepcional de ordem T. A proxima

proposicdo tem um papel importante no tratamento do termo de erro da estimativa para R;(n) obtida no Capitulo 4.

3
No que se segue, usamos a notagao E para indicar a soma sobre os caracteres primitivos modulo q.
x (mod q)

Proposigcao 3.8. Para constantes absolutas positivas cg e c; bem escolhidas, temos

S ) he Y - > ﬁ (p)1 < log N (3.12)
2N hen P XAPJIOSP| < GXP\ = 00p )2 ‘
q<P x (mod q) z—h<p<wm

#
sob a condi¢do de que exp(log% N) < P < N¢. Aqui > indica que o termo com q=1 ¢

Z logp — Z 1

:th<p<13 z—h<n<z
- n>0

e se existe o cardter excepcional X de ordem P, entdo o termo que lhe corresponde é

S Xp)logp+ Y APl

rz—h<p<lzx z—h<n<z
- n>0

Além disso, se o cardter excepcional ocorre, o lado direito de (3.12) pode ser multiplicado pelo fator (1 — 8)log P.

A proposigao acima é basicamente o Teorema 7 de Gallagher [10], com duas modifica¢oes. Neste capitulo objetiva-
mos apresentar uma demonstracao da Proposicao 3.8, a qual depende de uma série de resultados e métodos em Teoria
Analitica dos Numeros, tais como: somas exponenciais, estimativas do grande crivo, método de somas de poténcias de
Turan, fenémeno de Deuring-Heilbronn, etc. Finalizamos esta se¢do com um "roteiro"da demonstra¢iao da Proposicao

3.8, este também servird para contextualizar a proposi¢do dentro do cenério da Teoria Analitica dos Numeros.
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Dados a e ¢, com (a,q) = 1, Dirichlet estabeleceu que hé infinitos primos cumprindo a condi¢do p = a (mod q).
Além disso, sabemos que a distribuicao de primos em classes de residuos primitivos médulo ¢ é uniforme. Assim, uma
questdo natural a ser feita é quio grande é o primeiro primo em uma dada classe.

Na direcao de responder tal questao, Linnik em 1944 provou o seguinte resultado.

Teorema 3.9 (Linnik, Capitulo 18 de [16]). Ezistem constantes absolutas cs > 1 e L > 2 tais que
< L
p(g,a) < csq,
onde p(q,a) := min{p; p = a (mod q)}.
Este teorema ¢ um dos grandes feitos em Teoria Analitica dos Numeros. O método desenvolvido por Linnik é efetivo,
embora originalmente ele ndo tenha dado um valor numérico para L. No entanto, varios pesquisadores produziram
valores para a constante de Linnik, por exemplo, Heath-Brown em 1992 demonstrou que podemos tomar L = 5, 5.

Todas as provas do Teorema de Linnik usam, de uma forma ou outra, dois principios sobre os zeros de L-funcoes
de Dirichlet, os quais serdo enunciados adiante. Antes porém, precisamos fixar alguma notacdo. Definimos

%
L,(s) = H L(s,x) e Ly(s):= H L(s, x),
x (mod q) x (mod q)
onde * no produtorio significa que estamos nos restringindo aos caracteres primitivos. Como antes, um zero nao trivial
de L(s, x) sera representado por p = [ + iy ou por p, = 3, + i, se a dependéncia do carater precisa ser exibida.
Para % <a<1leT >1,denotamos por N(a,T,x) o namero de zeros p, contados com multiplicidade no retangulo

a<o<l1, |f<T. (3.13)

Assim,

Ny(a,T) := Z N(a,T,x) e Nj(a,T):= Z N(a, T, %)
X (mod q) x (mod q)
¢ o ntimero de zeros de Ly(s) e L;(s) (respectivamente) contados com multiplicidade no retangulo (3.13).
<a<l

Principio 3.10 (Estimativa para Densidade dos Zeros). Eziste uma constante cy tal que para % el >1,
temos
Ny(a, T) < (¢T)" =)
Principio 3.11 (Repulsdo do Zero Excepcional). Temos L(s,x) # 0 na regidgo
C4
>1- t|<T 3.14
o2 1- 00 <, (314)

para todo cardter primitivo x de mddulo menor ou igual a T, com a possivel excecdo do cardter excepcional X (mod T)
de ordem T. Se tal cardter existir, L(s,X) possui um unico zero 8 em (3.14), sendo este real e simples. Além disso,

existe uma constante cig tal que se o cardter excepcional ocorrer, entdo podemos melhorar a regidgo (3.14) para

e
log ((1_,8) logT> |t| <7
logT ’ -

o> 1-— C10 (315)

sendo B ainda a unica excecao.

O Principio 3.10 foi demonstrado por Linnik em [18] e o Principio 3.11 é uma versdo quantitativa do fendémeno de
Deuring-Heilbronn e foi também provado por Linnik em [19]. Gallagher e Bombieri estabeleceram o seguinte resultado
que implica os principios acima.

Teorema 3.12 (Gallagher-Bombieri). Ewiste uma constante c11 tal que para % <a<leT>1, temos

> NG, T) < T, (3.16)
q<T

Agora, se existe o cardter excepcional X de ordem T, com zero excepcional 3, temos

> N (o, T) < T (7)1 - B)log T. (3.17)

q<T

Aqui ~ em ]\Nf; significa que E € excluido.
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A estimativa (3.16) foi provada por Gallagher em [10], enquanto (3.17) é um resultado posterior devido a Enrico
Bombieri. Por (3.6), vemos que (3.16) implica o Principio 3.10. De fato,

NQ(a7T) = Z N Oé T, X < Z Z N a T, X Z N:(O&,qT) < (qT)Cu(l—Oé)_

(mod q) r<q x (mod r) r<qT

Por fim, demonstraremos que (3.17) implica o Principio 3.11. A primeira parte do principio segue diretamente
das Proposigoes 3.6 e 3.7. Agora, se existe o carater excepcional Y, a estimativa (3.17) assegura a existéncia de uma
constante ci1o tal que

> N, T) < eroT =9 (1 - B) log T. (3.18)
q<T

Portanto, se a satisfaz a desigualdade
c11(1 —a)log T + log (012(1 —B) logT) <0, (3.19)

a estimativa (3.18) implica

Z]\Nf;(a,T)<1

q<T

Ou seja, L(s, x) nao possui zeros diferentes de 5 no retangulo a < o < 1, [t| < T, para todo carater y com modulo
menor ou igual a T. Porém, a desigualdade (3.19) é equivalente a

1
10g <c12< [3) logT>

1—
@ c11logT

Assim, tomando ¢4 suficientemente pequeno, obtemos (3.15). O que conclui a prova do Principio 3.11, com base no
Teorema 3.12.

Usando (3.16) e o fenomeno de Deuring-Heilbronn, Gallagher provou a Proposigao 3.8. Neste capitulo seguiremos
os passos de Gallagher [10]. Isto é, primeiramente daremos uma demonstragdo do Teorema 3.12 e s6 entdo, na tultima

secao deste capitulo, apresentaremos uma prova da Proposicao 3.8.

3.2 Valor médio de somas exponenciais

Seja
S(t) = Z c(v)e(vt) (3.20)

uma soma exponencial absolutamente convergente. Aqui as frequéncias v percorrem uma sequéncia arbitraria de

nameros reais e os coeficientes ¢(v) sdo complexos.

Proposigao 3.13. Seja § = 5, com 0 < e < 1. Entdo

/|s )2t <. /5— c(v)

r<v<z+§

dz. (3.21)

Prova: Podemos escrever a integral & direita em (3.21) como

/|C’5(x)\2d:c, com Cjs(z)=0"" Z c(v).

)
lo—a|<$

Definindo Fjs(z) =071, se |z| < % e 0, em caso contrario, temos

Cs(x) =Y c(v)Fs(v - x).

Como a série (3.20) converge absolutamente, Cs(x) ¢ uma funcao limitada em L!(R), portanto pertence a L?(R).
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Assim, pelo Teorema de Plancherel (ver Teorema A.2)

/ () [2der = / (1) 2,

mas Cj(t) ¢ igual a

/Zc Fs(v — x)e(—xt)d Zc( ) / Fs(v — 2)e(—at)dz = S(—t)Fs(—t),
—o0
logo
o] 00 T
[ 1cs@pas = [1s@BwPa= [Is©Fs P
—00 —00 -T
Como N
Fs(t) = SI?TZ >, 1, para [t| <T,
concluimos a demonstragao.
Se v percorre a sequéncia {l(;gﬂ"; ne N} temos que S(t Zan . Ou seja, S(t) é uma Série de Dirichlet
absolutamente convergente. Tomando ¢ = % e fazendo a mudanga de varidvel logy = 27z na Proposi¢ao 3.13

chegamos ao

Corolario 3.14. Para 7 = exp (%), temos

T

Vi 24
/| |2dt<<T2/ Sooa|®
Zr 0 ' y<n<yr Yy

Vamos aplicar o Corolério 3.14 para somas da forma

o0
) = Z anXx(n)n ‘
n=1
onde y é um carater de Dirichlet. O seguinte lema é um resultado dado por Bombieri e Davenport em [4], a prova
depende essencialmente de uma desigualdade da Teoria do Grande Crivo (ver Apéndice B).

Lema 3.15. Assuma que a, = 0, se n tem algum fator primo < Q. Entao

2

Zlogg Z Z anx(n)| < (Q*+2) Z lan|?.

q<Q X (mod q) |y<n<y+z y<n<y+z

Prova: Para cada carater x modulo ¢, a Identidade (2.1) nos diz que

n) = ix(a)e ().

sempre que (n,q) = 1. Seja

S(x) = Z apx(n) e S(a) = Z ane(na).

y<n<y+z y<n<y+z

Usando a hipétese do lema, obtemos para todo carater x com modulo menor ou igual a @ e n > 1, a seguinte igualdade

q
Qi) = 3 wlahane (2
a=1 q



somando a ultima igualdade sobre y < n < y + z, chegamos a

Ses(s)

Pela relagdo de ortogonalidade dos caracteres (ver Proposi¢ao 2.7), temos

S RS0 DS x<a1>x<a2>s(‘;1)s<a2>

x (mod q) x (mod q) 1<a1,a2<q q

q) 5 (q) S X(an)x(a2)

X (mod q)

I I

5

L)

MMM
nn
R

2

para todo ¢ < . Usando a desigualdade de Bombieri do Grande Crivo (ver Teorema B.3), encontramos

()
Seja r o condutor de . Entdo ¢ = rk e pelos Lemas 2.15 e 2.16 temos |7(X)|? = 7, se k ¢ livre de quadrados e

primo com r e 0, em caso contrario. Também pela hipotese do lema, S(x) = S(x*), onde x* é o carater primitivo
modulo r que induz y. Assim, o lado esquerdo de (3.22) é igual a

1

S LY pwswr=Y Y

q<Q ® x (mod q) q<Q a=1

<(@+2) Y laal (3.22)

y<n<y+z

*

> (TT) Z u > 1St (3.23)

r<Q ¥

x (mod )
(7‘ k) 1
Agora, o Lema 3.1 de [11] nos diz que
2(k
P el
— (k) r
(rk)=1

para todo x > 1. Usando esta estimativa em (3.23), concluimos a prova.

Com os resultados acima, demonstraremos o
Teorema 3.16. Sob a mesma hipdtese do Lema 3.15, temos
Zlog— Z /|s A2 dt < Z (Q°T +n) |an|?.
q<Q (modq)
para todo T > 1.
Prova: Usando o Corolario 3.14 e o Lema 3.15, obtemos

Zlog—z /|Sx,|dt << T/Zlggz
0 q<Q qX

q<Q (modq) “p (mod q)

3.15

< T (@+yr-1)) Y |an|2%. (3.24)

y<n<yr

o0
Definindo F,(z) = 1,se y < z < y7 e 0, em caso contrario, vemos que Z lan|* = Z |lan|?Fy(n). Assim, pelo
y<n<yt
Teorema da Convergéncia Monotona, concluimos que o lado esquerdo de (3.24) é

oo n
oo o0

<723 anf / (@ +y(r— 1)) Fy(n)% —72y |an|2/ (@ +y(r— 1)) %

n=1 0 n=1

n
T
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Mas o coeficiente de |a,|? na série acima é igual a

(TQ)? / , +T2(7 — )/dszQ2+T2(r—1)(1—7—1)n,

z n
T T

o qual é < Q?T + n, pois T > 1 implica em (7 — 1)(1 — 77!) < T~2, de onde segue o resultado.

3.3 O método de Turan para deteccao de zeros

1
Sabemos que log (1 — > < p~7, para o > 1, onde log é o ramo principal do logaritmo. Assim, o produto de
p®
Euler para a funcdo Zeta (ver (3.1)) implica ¢(s) = exp ( Zlog (1 — )) , para 0 > 1. Além disso, log¢(s) :=

1
— Z log (1 — s) converge absolutamente sobre compactos no semiplano o > 1, consequentemente é analitica nesta

P
regiao. Portanto,

S = i loms(s) = - 30 GBI E:bgp}jp““:=—§:j¥fx

p n=1

para o > 1. Analogamente chega-se a seguinte identidade

L/ i (3.25)

para todo x carater de Dirichlet e o > 1.

Sejam L(s, x) a L-fungdo associada a um carater y modulo ¢, com ¢ menor ou igual a T, w = 1 + iv, com |v| < T
er > 0. Se x = xo, adicionamos a condi¢do |v| > 2 (em funcdo do polo de L(s, xo) em s = 1). Definimos £ =logT e
Q(r,v) como sendo o numero de zeros de L(s, x), contados com multiplicidade, no disco |s — w| < r. O seguinte lema
apresenta uma estimativa para Q(r,v).

Lema 3.17 (Linnik). Seja L7 < r <1, entdo Q(r,v) < rL.

Prova: Pela relagao (3.6) e a discussdo que a segue, podemos supor sem perda de generalidade que x é primitivo. Por
([8], paginas 99 e 102), temos

= Y 4+ Oosal +2). (3.26)
ly—t1<1

para —1 < o <2, com [t| > 1 se x = xo.
De (3.25) e do fato que a funcdo Zeta possui um poélo simples em s = 1, obtemos

L'(s,x) ‘L’(S X)‘ o~ An) _ (o) 1
RN < A < = < , 3.27
L) < |Zew) |52 wr = o) <o (320
1+r—p
para ¢ > 1. Tomando s = w + r, temos R = | E > 0, para todo p. Assim
s—p s—p
1 1
ny Low ,
o STP . STP
ly—v|<1 lp—w|<r
1 1 —
mas R _tr f > ! 5 2 ! 5 = - para todo p na ultima soma acima. Logo
s—p |s—p| (Is=wl+lp—w)>~ (2r)*  4r
1 Q(r,v)
R > , 3.28
Z s—p > 4r ( )
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1
portanto (3.26), (3.27) e (3.28) implicam Q(éf’ v) < —+L. Como, por hipétese, L~1 < r, concluimos que Q(r,v) < rL.
r r

Usaremos agora os resultados de Turan sobre somas de poténcias (ver Apéndice C) e o Lema de Linnik para provar
que se L(s,x) tem um zero préximo de w, entdo para = e y bem escolhidos, a soma

X(p)logp logp
2y (X, V) :
z<p<y
é "grande". Mais precisamente, provaremos a seguinte proposicao.
Proposicao 3.18. Ezistem constantes positivas c13, 14, C15 € C16 tais que se L(s, x) tem um zero no disco |s—w| <,
com L71 < r < ¢35, entio, para cada x > T4, temos

2€15

d
/ |Sm,y(X,U)| 7y > g ae’ 10g2 x.
Y

Prova: Se x é primitivo, por (3.26) e a estimativa (3.9), obtemos

L'(s, x)
L(s,x)

-y $+oaogq<|t|+2>>, (3.29)

P
[v—t[<2

para —1 < o < 2, com |t| > 1 se x = xo. Agora, se x é um carater modulo ¢ (ndo necessariamente primitivo) induzido

pelo carater primitivo x*, entdo por (3.6), temos

L'(s,x) X*(p)p~*° 10gp
— —|— R
L(Sa X) Z - ¢

para todo s € C. Adicionando a condi¢do o > %, temos que

X*(p)p~*logp

< ) logp < logg,
L —x*(p)p~* 2

plg plg

o qual é absorvido no termo de erro de (3.29). Assim, para qualquer x modulo ¢, temos

= 30 =+ Ologa(lt]+2). (3.30)

P
[vy—t|<2

para + < o <2, com || > 1 se x = xo, onde a soma é sobre os zeros de L(s, x) na faixa critica.
Tome s satisfazendo |s — w| < 1. Entéo |p — w| < 1 implica |s — p| < |p — w| + |w — s| < 2, logo

1 1 1

> = 2 + :

~ s—p 54 s—p LS4 s—p
[v—t[<2 [p—w|<1 [p—w|>1
[y—tI<2

Como |p — w| > 1 implica |s — p| > |p — w| — |s — w| > %, conclui-se que

> I « > 1%

P s = p P
l[p—w|>1 |v—tI<2
|v—t|<2
Portanto,
L'(s,x) 1
s +0(L),
Lo ~ 2 5500
[p—w[<1

para |s — w| < 1. Pela Férmula Integral de Cauchy (ver Teorema A.4 e a relagio (A.2)) segue-se que

“)k £ a\"L/(s, 1
S (d) L<(>>f>) = 2 o TOWL),

lp—w|<1
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para |s — w| < i e k > 0. Escolhendo s = w + r acima, estimamos a contribui¢ao dos termos da ultima soma

que correspondem aos p que satisfazem |[p — w| > A, onde » < A\ < 1. Pelo Lema 3.17, ha < 2/\L zeros no anel

. ) 1 L
29\ < |p —w| < 29F1)\ e para cada um destes zeros vale W < (23)\) (1) . Portanto, para k > 1, temos
5—p
1 (1) e s —(h1) =k Lk
> G < Z A Z (272) <<Z(23)\) 2J>\13<<Z(27/\) L< L.
[p—w|>X 0§j§|%| 29 A< |p—w|<2i+1x Jj=0 j=0
Entdo, para £71 <r <A <1 temos
(_1)k i ’ L/(87X) o Z 1 + O(/\ikﬁ) (3 31)
k! ds) L(s,x) 4= (s—p)rt! ’ '
lp—w] <A

Pelo Lema 3.17, a quantidade de zeros com |p — w| < A é menor ou igual a A; AL e pela hipotese da proposigao
min |s — p| < 2r. Assim, pelo Coroléario C.3 (ver Apéndice C), para todo K > A; AL existe um inteiro k € [K,2K],

[p—w[<X

tal que

1
> (D —(k+1)
Z (s — p)iHi > (Dr) ,

P
[p—w|<X

onde D é uma constante fixa.

Escolhendo A = A;Dr, onde Ay € uma constante escolhida de modo que r < A < i (repare que tomando r pequeno
podemos supor A, suficientemente grande), a soma em (3.31) domina o termo de erro. De fato, para qualquer
constante Cy > 0, temos (Dr)~*+1) > Cy(AyDr)~*L se A5 > CoDrL e esta tltima desigualdade vale se tomarmos
K > A1 AsDrL, com As grande. Portanto existe £ > 0, tal que

1(d k L'(s,x) A~ (k1)
Kl <d3> T > P (3.32)

para algum inteiro k € [K,2K], sob a condigdo de K > ErL. Usando (3.25) e o fato que s = w + r, podemos escrever
(3.32) como

pr(rlogn) > mat (3.33)

f: A(n)x(n) D"
— nw
—u, k
onde pg(u) := %.
Observamos agora que existem constantes B; e By tais que
pr(u) < (2D)7F, para u < Bik;
(3.34)
pr(u) < (2D)"%e~2%, para u > Bok.

k
Ora, escrevendo u = vk e usando a desigualdade k! > () , chegamos a py,(u) < (vel=")*  porém vel™" — 0
e

quando v vai para 0 e ve'~2 — 0 quando v vai ao infinito, de onde segue as desigualdades (3.34).
Dado z > T4, com A > B, E, tomamos K = Bl_lr log z. Logo K > ErL. Portanto existe k € [K,2K] satisfazendo
(3.33). Defina agora B = %. Para n < z, temos rlogn <rlogz < B1 K < Bk, logo

A(n)x(n) (3:34) K A(n) (111) _uk
—Z 1 2D — 2D)~F—.
3 A s < oyt S AR T 20)

Agora, para n > 22, temos rlogn > Brlogxz > 2By K > Byk, portanto

A(n)x(n) (3.34) h= A(n) 627 (2D)F
T

Usando as ultimas estimativas em (3.33), chegamos em

Z Mpk(r logn) > DT_IC7 (3.35)
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para k suficientemente grande, o que é possivel se tomarmos A grande. Como pi(u) < 1, para todo v > 0, um
argumento semelhante ao feito em (1.19) nos diz que a contribui¢do das poténcias de primos p™, com m > 2, em

(3.35) é < 272, a qual pode ser ignorada, desde que

C

D% > exp (—2(log D)By 'rlogz) =2~ 2", (3.36)

para alguma constante C' > 0. Assim, podemos substituir (3.35) por

1 D%
v LoD riogp) » P (3.37)
z<p<zB p "
Definindo S(y) = Sz,4(x, v), temos que (3.37) é igual a
B IB

x

/pk(rlogy)ds(y) = pi (rlogz”) S («7) —/S(y)pk(rlogy)rdf

Por (3.34), o primeiro termo & direita da igualdade acima tem ordem
_ A(n) . 11)
2D) " — 2D
oyt 3 =< et

como estamos supondo k suficientemente grande, obtemos
B

dy Dk
S(y)p}(rlog y)?y > 5 (3.38)

Fazendo alguns calculos, chegamos a pj, = pr—1 — px < 1, usando isso em (3.38), conclui-se que
D
/|S |— > —— >> " log? z,

onde C & o mesmo que aparece em (3.36). Finalizando a demonstracao.

Suponhamos agora que existe o carater excepcional X (mod ) de ordem T, com zero excepcional § satisfazendo

Cq

—5<
B_logT

(ver Proposicao 3.7 e a discussdo que a segue). Para todo carater xy com mo6dulo menor ou igual a T, definimos:

x(p )(1+ o )logp
v

E;r,y ()(aq)) = :E::

z<p<y

Proposicao 3.19. Se L(s,x) tem um zero diferente de B no disco |s —w| <1, com L7 <r < ¢13, entdo, para cada

x > T temos
2€15

d
v (6 )| jy > a7 log” .

x

Prova: Defina F(s,x) := L(s,x)L(s+1— B, xX)- Para x néo induzido por X, a demonstragio segue repetindo a prova
da Proposigao 3.18, com F'(s, x) no lugar de L(s, x), observando que

Pl Lisx Y (+125) aa
F(s,x)  L(s;x) (s +1- 5, X;Z)

> A(n)x( >
_Z:l L (3.39)

para o > 1.
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Para x induzido por X, vemos que F(s,x) = L(s,x)L(s + 1 — 3, Xo), onde xo é um carater principal modulo g,
com ¢ < T. Como o poélo da funcdo Zeta tem residuo 1 e a mesma néo tem zeros no retangulo 0 < o < 1, |¢| < 2 (ver

Proposicao 3.3), podemos escrever (3.30), no caso em que x = xo, da seguinte forma

L'(s, x0) 1 1
’ == — 4+ O(l tl+2
L(s, x0) so1 Z sprf (log q([t| +2)),
[y—t|<2
para % <o < 2. Assim,
F/(SaX) _ L/(37X) +L/ (S+1_67XO)
F(s,x) Lis;x) L (3 +1-3B, XO)
1 1 1 )
= _ 4 — - + —————=—— + O(logq(|t| +2))
S*B ; S—p (8+176)71 Z (3+1*ﬂ)*p
L(p,X)=0 \E,(fz|=<02
[y—t|<2 <
1
= Y —— +0(logq(lt| +2)), 510
< s5—p
F(;fﬁ:a
|’Y*’t\§2

para % < o < 2. Repetindo a prova da Proposicio 3.18 com F(s,x) no lugar de L(s, x), (3.40) no lugar de (3.30) e
observando (3.39), concluimos a prova da proposicéo.

3.4 Demonstracao do Teorema 3.12

Nesta sec¢ao usaremos os resultados das tltimas duas se¢oes para provar o Teorema 3.12. Iniciamos com o seguinte

lema.

Lema 3.20. Dadosa >0 e 0< ) <c, temos

sea>1;

1 a’® !
I(a,\) ::—,/76182 A
27”() s(s = A) 0, se<a<l,

onde (c) significa que estamos integrando sobre a reta o = c.

Prova: Caso 1. Suponhamos que ¢ > 1. Para T > 0 e n > 0, seja R(n,T) o retangulo com vértices nos pontos
{¢£iT,—n +iT}, entdo pelo Teorema dos Residuos (ver Teorema A.6), temos

1 a® a* —1
— ds = . 3.41
2mi / s(s— M) y A (341)
R(n,T)

uncio s — —%— tende a 0, uniformemente em ¢, quando ¢ — —oo. Portanto, fazendo n — oo em (3.41),
A funca S(fk)td 0 f t t d Portanto, f do n 3.41

chegamos a
c+iT c+iT c—iT

a’® a—1 a’® a’
——ds = —— ———ds — —d 3.42
/ s(s— ) N A + / s(s — ) s / s(s —A\) % (342)
c—iT —oo+iT —oo—1iT
mas
ctiT s .
/ LI < sz/ a’doc — 0, quando T — co.
S(S - A) —o0
—oo+iT
at—1
Assim, fazendo T'— oo em (3.42), obtemos I(a, \) = T
Caso 2. Para a = 1, basta observar que
1 s—A\ [t
2mil (1, A) = <1 =0.
it = s (52) |




Caso 3. Suponhamos que 0 < a < 1. Dados T' > 0 e n > ¢, seja R(n,T) o retangulo com vértices nos pontos
{¢+iT,n £ iT}, entdo pelo Teorema de Cauchy, temos

1 a’®
— ———ds=0. 3.43
2mi / s(s= M) s (343)
R(n,T)
Como a funcao s — ﬁ tende a 0, uniformemente em ¢, quando 0 — 0o, podemos proceder como no Caso 1

para concluir que, neste caso, I(a,\) = 0.

Agora estamos prontos para dar uma demonstracdo ao Teorema 3.12. Para facilitar a leitura o enunciamos aqui

novamente.

Teorema 3.12. Eziste uma constante c11 tal que para % <a<leT>1, temos

> Ni(e, T) < T (=), (3.44)
q<T

Agora, se existe o cardter excepcional X de ordem T, com zero excepcional 3, temos

> Nj(a,T) < T =9 (1 — B)logT. (3.45)

q<T
Aqui ~ em Z\Nf;‘ significa que E € excluido.

Prova: Por (3.8), obtemos N(«, T, x) < TlogT, para todo carater x com moédulo menor ou igual a T, logo

ZN;(O[,T):Z Z* N(oz,T,X)<<Z Z* TlogT < T?logT.

q<T q<T x (mod q) q<T x (mod q)

Assim, observando que (3.11) implica 1 — B > T—35 e tomando ¢1; no Teorema 3.12 suficientemente grande, podemos
supor sem perda de generalidade que 1 — « é suficientemente pequeno. Usando as Proposicoes 3.6 e 3.7 e o fato que o
lado direito de (3.44) é maior ou igual a 1, podemos tomar 1 —a > £~

Sejam w = 1+ 4v, com |v| < T (e |[v] > 2se x = xo) e ¥ = 2(1 — «). Pela discussio feita acima basta provar o
teorema sob a condi¢ao £~ < r < ¢;3, e assim podemos aplicar a Proposi¢io 3.18 para concluir que, se L(s,x) tem

um zero no disco |s — w| < r, vale
/ |82,y (X, v Wos gmew "log® x, (3.46)

para todo x > T4, Escolhendo x = Tma"{cl4’ 5} e aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado esquerdo de
(3.46), chegamos a

215

d
= [, Y, (3.47)

onde ¢ = 4cig max{cia,5}. Como Q(r,v) < rL (ver Lema 3.17) e cada zero p, = By + @7y, com By, > ace |y | < T, é
detectado por (3.47) quando v varia em um intervalo de comprimento > r contido em [—T,T] (pela Proposicdo 3.3,

podemos tomar os intervalos com |v| > 2 quando x = Xg), segue-se que
x5 T d
N(a, T, x) < 70~ =2 / / 1Sy (o 0) 2 dv 2,
Yy
xT

portanto
* c(l—a dy
S Ni(a,T) < T L2 Z Z Sey(x,0)[*dv | =
q<T q<T x (mod q)_“p Y
O termo entre parénteses é uma funcdo escada limitada em y, logo existe y € [x,2°'?] tal que

T

Z Nyj(a,T) < et gt Z Z / 1S54 (X, v)|? dv. (3.48)

q<T q<T x (mod q)
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Estimamos agora a soma dupla em (3.48). Desde que x > T°, a hipotese do Teorema 3.16 ¢é satisfeita com Q = T2 e
S(x,t) = Say(x,v), portanto

1 (1.11)
210g< ) /\Swyx7 Wdv< > (T°+ Og P 2, (3.49)

q<T? (mod q) r<p<y

Porém, para ¢ < T, temos log ( ) > log T e, portanto, (3.49) implica que a soma dupla em (3.48) é < L. Assim, o

lado direito de (3.48) ¢ < T°(!=%) o que prova (3.44).
Se o caréter excepcional existir, repetimos os passos acima com a Proposicao 3.19 no lugar da Proposicao 3.18,
para concluir que se z = T'™2x{c10.5} "existe y € [z, 2¢15] tal que

S i) <7001y Y /

q<T q<T x (modq)

dv. (3.50)

vy (X5 v

Estimamos agora a soma dupla em (3.50). Como x > T°, o Teorema 3.16 nos diz que

S(Z) £ Jlnola < 5 woneint

z,y (v
4<T? X (mod q) r<p<y P
(ap log p)2

« Y [lalosp) 3.51)

s<p<zers P

onde a, =1+ xl(p; Assim, por (3.50) e (3.51), chegamos em (3.45) se provarmos que

log p)° ~

3 @ < (1-pB)Le. (3.52)

w<p<a©is

Finalizamos demonstrando (3.52). Pelo Teorema do Valor Médio temos que 1 — pE’1 <(1- E) logp, para todo p

primo, portanto
aylogp = (1+ X(p)logp + (p7~* = 1) X(p)logp = (1 + X(p)) logp+ O ((1 = B)logp)
Agora, para x < p < 25 a Desigualdade (3.11) implica (1 — B) logp < 1, logo
(aplogp)* < (1+X(p))logp + (1 — 5)log” p.

Repare que

P 3
> H;logp <(1-Plog’z > ep 0 (1-5)log’x

e<p<z°1s e<p<zcis

3 (1+>Z(p))10g2p<<10g2x 3 1+X(p)
p

w<p<ers e<p<zers P

Assim, basta provar que

> Hf(p) < (1-PB)logu. (3.53)

e<p<z©1s

Definindo b,, = Z X(d). Temos, para todo p primo, que b, = 1 + X(p), portanto (3.53) é equivalente a

Z by < (1= f)logz. (3.54)

e<p<acis

Sendo X multiplicativo, segue-se que n — b,, também o é. Assim, escrevendo n = p{™* ...p*, obtemos

- - Xt
L+ X)) + X))+ 4+ X)) = || === >0
11;[1 : ) ) };[1 1 —X(pi)
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Além disso, para o > 1, temos

Gls) = (L7 = 3 = S X _§nbe (3.55)

n=1 n’ n=1 n’ n=1 "
. bn <
Seja S := Z 0 entao
n<x
S by _ bn (3.56)
P n’ '
r<p<xc15 z<n<zc15+1

pois os b, sao nao negativos e multiplicativos.
Para k:=1+

considere a integral

1 x® (k=1 1—5
_%/? <5H + s—B) G(s)ds. (3.57)
(2)

1
log x?

Da representagdo (3.55) de G(s) como uma série uniformemente convergente em semiplanos fechados de o > 1, temos

> (k-1 1-0
. zbi_/wm &y @)ds
— 2t 5 S—K s—f
n=1
(2)
bn, x/n ~ = by x/n
Sy e TR e
= n= )
Usando o Lema 3.20 na dltima igualdade, chegamos a

e ) ) e ) )

n<x

que

k—1 bn 1*5 bn
® — — —. 3.58
K v n'€Jr 3 :ZZZ n ( )

n<z n<x

Por outro lado, movendo a linha de integragao de (3.57) para a linha (%) e observando que G(B) = 0, enquanto o

polé de G(s) é cancelado pelo zero em s = 1 da fungdo entre parénteses em (3.57), chegamos a seguinte igualdade via

=" oran )+1/‘”8<”_1+1_§> G(s)ds. (3.59)

K 274 s \s—Kk s—5
(3)

Agora, pelo Teorema 5.23 de [16], para todo x carater primitivo médulo ¢ e o = %, temos

o Teorema dos Residuos,

L(s,x) < (als])*

portanto

1 s (k-1 1-8 , 5
— [ £ (”” + @) G(s)ds < (Fz)? < ¥,
271, s \s—Kk s—§

(%)

usando esta ultima estimativa em (3.59), concluimos que

kr—1

I= G (k) + O (m) . (3.60)

K

De (3.58) e (3.60), obtemos

D L o).

n>x n<x

de onde segue

bn o -2
w < (1-p5)Slogz+« ? log .
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Assim,
b b ~ 2
n < pc1s+l n 1= 3)S1 —5 ] . 3.61
S et Y (1= B)Sloga +a loga (3.61)

r<n<zge1s5tl n>z

~ 1
Pela Desigualdade (3.11), temos que 1 — 3 > Tila e S > b; = 1, portanto a relagdo (3.61) implica
210 log” x

by,
> 2 <(1-p)Sloga.
r<n<zcis5+1
Utilizando esta ultima desigualdade em (3.56), obtemos
by ~
> < (1-p)loga.
z<p<z©15

Finalizando a demonstragao do teorema.

3.5 Demonstracao da Proposicao 3.8

Nesta se¢do usaremos o Teorema de Densidade de Gallagher-Bombieri (Teorema 3.12) para provar a Proposicao
3.8. Precisaremos ainda das chamadas Formulas Explicitas para somas parciais do produto da funcao de von Mangoldt
com caracteres de Dirichlet. Para x > 1 e x um carater de Dirichlet, definimos

b, x) =Y x(n)A(n).

Podemos entdo relacionar v (z, x) com os zeros de L(s, x) da seguinte forma.

Proposigao 3.21 (Formula Explicita). Sejam x um cardter mddulo q, T > 1 e x > 2. Entdo

I P
1/J($»X):5xx_ Z %‘FRq({II,T),

[vI<T

T log2 qrT

7 + log® q;v—i—x% log x,

onde Ry(x,T) <«

5o — 1, se x = Xo;
X L.
0, em caso contrdrio,

/
e a soma Y, exclui o termo 1 — B, com 31 definido como na Proposi¢io 3.6.

Uma prova da proposi¢do acima pode ser encontrada em ([8], Capitulos 17 e 19).
Proposicao 3.8. Para constantes absolutas positivas cg e c; bem escolhidas, temos

Z Z* max max h—i—ﬂ - Zu (p)1 <Lexp|— log ¥ (3.62)
mgaNhgaN P X\P)I0gP| < exXp CGlogP '

q<P x (mod q) rz—h<p<z

#
sob a condi¢do de que exp(log% N) < P < N¢. Aqui > indica que o termo com q=1 ¢

Z logp — Z 1,

z—h<p<z z—h<n<z
- n>0

e se existe um cardter excepcional X de ordem P, entdo o termo que lhe correspondente é

S Xp)logp+ Y. AP

r—h<p<lzx z—h<n<z
- n>0

Além disso, se o cardter excepcional ocorre, entao o lado direito de (3.62) pode ser multiplicado pelo fator (1— ) log P.
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Prova: Sejam T > 1, x > 2 e x um carater médulo ¢, com ¢ < T. Da Proposicao 3.21 e do Principio 3.11, temos que

S xmAm) =z -5~ - 3 T4 -

o xP 0 (x log? 2T
n<w lv|I<T

+ 22 log? xT) , (3.63)

com ¢, definido como na Proposic¢do 3.21,

5 )L sex=Xx
x = -
0, em caso contrario,

b ~ ~
e Y. exclui os termos da soma que correspondem ao zero excepcional § de ordem T e 1 — 3.
Repetindo o argumento usado em (1.19), concluimos que os termos da soma a esquerda de (3.63) que correspondem
. . o~ 1 ~ .
aos n = p™, m > 2, tém uma contribuicdo na ordem de zz para a soma em questao, logo podem ser absorvidos no

termo de erro de (3.63). Assim,
2B > p loe? 2T
> (logp)x(p) = b6y — b= - =40 <xog$ +27 log? xT> ;
p<e <t P T
portanto, para x < N e h < N, temos

P (e s o e
S (ogp)x(p) = Oymin{e,h) -3 <~_<~h>>_ s (2 o)

z—h<p<x 5 ﬁ

log” 2T
+0 (IOgT“T + 2 log? xT> . (3.64)
Em (3.64) e no que se segue convencionamos que se x < h, os termos em x — h desaparecem.

Estimamos agora os termos da soma & direita de (3.64). Observe que h < & implica

xr T
xP x — h)P
p_(p): /yp_ldy<<xﬁ/y_1dy<<m5

log (1 - h)’ < 277 min{z, h}.
x

z—h z—h
Agora, para § < h e p um zero de L(s, x) satisfazendo |p| > %, temos

P — h)? B
A el N Ry 2%
p P ol

Por fim, seja § < h e p um zero diferente de 1 — E, com |p| < % . Entéo, por (3.8), o numero de tais zeros é < logq e

cada um deles satisfaz 4 < 8 < %, portanto

log
e (x —h)P > 2P 1. o
(T« ¥ L <ot

p p
lpI<% lpI<3

Assim,

. ~ (4P (x— h)g g A1 :clog2 T 1. 4
Z (log p)x(p) — 6, min{x, h} + 6, ? -— z 2’7 min{z, h} + —=——— + 22 log” zT.

z—h<p<z 6 [T T
Repare que
min{z, h} = Z 14 0(1),
z—h<n<z
n>0
T T — = = 5 -
55 - / Yy = / Yy’ ldly] + / ylafyb = >, "0,
max{z—h,0} max{z—h,0} max{z—h,0} 172§8S$
Portanto
' ’ T log2 xT

Z x(p)logp < Z 2P min{z, h} + + 22 log? 2T.

r—h<p<z v <T

T
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Note que a condic¢io exp(log% N) < P implica

N\ ' [zlog? 2T
maxmax | h + — LO8 T2 L 23 10g%2T ) < PT 'log* PT + PN~ log PT
<N h<N P T

N —1 N B-1
- B-1 1 -
I;lg&]z]( I}}lgajir( (h + P) 2”7  min{z, h} < (P> ,

logo, para P < T, temos
B—1

> Z ﬂaﬁﬂa&‘(}”g)l Zﬁ x(p)logp| < > Z Zb (g) +

q<P x (mod q) rz—h<p<z q<T x (mod q) |v|<T
+P3T ' log* PT + PPN~ % log* PT,  (3.65)
A soma tripla a direita de (3.65) ¢é igual a

_0/1(];>a_1da q;ﬁg(am :j(g)a_llog (g) S Nz (0, T)da + (g)_lzﬁg(o,ﬂ. (3.66)

g<T g<T

Usando a estimativa (3.16) de Gallagher (ver Teorema 3.12) e a regido livre de zeros do Principio 3.11, e supondo

1
que 71 < ()2, vemos que (3.66) é igual a

—n(T) 1 1 1
Lia—1) -3 —3n(T)
N2 N N\ 2 N\ ?
/ <P> log <P> do + <P> < (P) ) (3.67)
0

onde n(T) = o7 Portanto, por (3.65), (3.66) e (3.67), obtemos

1

* N -1 # N —in(T) .
> max max <h + P) > x(p)logp| < (P) + P37 'log* PT + P3N~z log* PT. (3.68)

q<P x (mod q) e—h<psw

Escolhendo T = P5 e ¢; tais que valem P3N~ 2log* P < P~1 e T < ($)? . A expressio a direita de (3.68), em
virtude de exp(log% N)<P,é

N
¢4 log 5 4 c4 log N 1 log N
_a P _a P - .
<o ( 10 1ogP> TEosoew ( 0lgP) " SOP(T%gp

Se ha um carater excepcional de ordem P, repetimos os passos acima com a estimativa (3.17) de Bombieri no lugar
da estimativa (3.16) de Gallagher, concluindo que a expressdo & esquerda de (3.68) é

log N
< exp (—06 loiP> (1—p5)logP.

Finalizando a demonstracao da proposicao.
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Capitulo 4

Os Arcos Maiores

Na Secdo 1.3 obtemos estimativas superiores para Rz(n), para quase todo n < X. Neste capitulo, nos concentramos
em R;(n), na tentativa de escrevé-lo como a soma de um termo principal mais um termo de erro que dependem
explicitamente de n e X. Permitindo-nos assim, estabelecer cotas inferiores para R;(n), para quase todo n < X. A
partir das estimativas obtidas, seguiremos as ideias contidas na Sec¢ao 1.2 para concluir, na dltima se¢ao deste capitulo,
a prova do Teorema (Montgomery-Vaughan).

Para a € M(q, a), escrevemos a = % + 7, com |n| < é. Sendo g < P, a desigualdade p > P implica em (p,q) = 1.
Assim, usando a Ortogonalidade dos Caracteres (Proposigao 2.7), temos

elpa) = (@) > | D xlpa)x(n)e (Z) e(pn),
n=1

X (mod q)

para todo p > P. Mudando a ordem dos somatérios, chegamos a

e(pa) = (q)™" Y x(pa)r(X)e(pn).

x (mod q)
Logo
S@) =90 > x(@)r®@ShK.n),
x (mod q)
onde S(x,n) = Z (logp)x(p)e(pn). Note que a inocente condi¢do p > P assegura que S(x,n) = S(x*,n). Em

P<p<X
geral, esperamos que S(x,n) seja "pequeno", mas se x = xo ou x = XoXx (ou seja, x é induzido por X), onde xo é

o caréter principal médulo ¢ e ¥ o carater excepcional de ordem P (este ultimo podendo ndo existir), aproximamos

S(x,n) pelas correspondentes expressoes

T):= Y elnm) e T)=- Y nle(m).

P<n<X P<n<X

Essas aproximagoes justificam-se observando as chamadas Foérmulas Explicitas para L-fungoes (ver Proposi¢ao 3.21).

Claro que T (n) é definido se, e somente se, existe o zero excepcional E de ordem P. Escrevemos

S(xo0,m) =T(n) +Wi(xo,m) s S(xoX.n) = T(n) + W(xoX.n)

Sx.n =W(.n), se  X#Xo X7 XoX-

Assim, também temos W (x,n) = W(x*,n). Com estas defini¢oes e o fato que 7 (xo) = p(q) (segue diretamente do

Lema 2.16), podemos escrever

S(a) = + ] > x(@r@W(x.n), (4.1)

X (mod q)
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a menos que haja um carédter excepcional ¥ (mod 7) de ordem P. Neste caso, se 7'|q, adicionamos o termo

©(q)

no lado direito de (4.1). Dividimos agora a nossa discussio sobre o arco maior em dois casos, levando em conta a

existéncia ou nao do carater excepcional.

4.1 Sem carater excepcional

Assumimos no momento que o carater excepcional de ordem P nao ocorre. Entdo, por (4.1), temos

S(a)? = (’“%(’”) - el (mZOd T )+

2y e @r@TEOW oW ().

+¢(q)
X, X’ (mod q)
Assim,
3 / S(a)2e(-na)da = p(g?e(@) 2 S / T()2e(~na)da +
= Mig,0) = M(g.a)
oule@ S 1@ Y x(@ / T(mW (x, m)e(—na)dor +
x (mod q) R

/

e Y @ Y xxe() / W e m)W (¢ n)e(—na)da,

X,x' (mod q) a=1 M(g,a)

.. a . . .
para todo n < X. Fazendo a mudanca de varidvel @« = — + 7 nas integrais acima, vemos que
q

!

S | S(a)e(-na)da = u(g)*e(q)

>
~2¢,(—n) / T(n)?e(—nm)dn +
= M(g.a) s

+2u(e(@) D e (-n)T(X)

X (mod q) _

X>x° (mod q)

Portanto, R;(n) é igual a

T (n)e(—nn)dn +

5‘»—1 \%‘H

> / S(a)2e(—na)da = 3 u(a)*0(q)2cq(—n)

<P =1 <P
=09 Mga) = -

T(mW (x;n)e(—nmn)dn +

E‘H\E‘H

+2) wae@? Y =T

q<P X (mod q) _

W, MW (x, m)e(—nmn)dn,

‘»ﬂ \%‘H

Y@ Y (@)

q<P X,x: (mod q)

aQ
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para todo n < X.
Aqui encaramos a primeira soma a direita de (4.5) como sendo o termo principal de R;(n), enquanto as outras como
sendo o termo de erro. Vamos estimar este ultimo agora. Suponha que x (mod ¢) é induzido pelo carater primitivo

X* (mod r). Defina

1
2

W(x) = /|W(x,n>|2dn | (4.6)

Note que W (x) = W(x™*), pois W(x,n) = W(x*,n), entdo o termo de erro de R;(n) é limitado por
2X5 ) pu@Pe@)® D] le=mr@IWH) + Yo e@ T DD lee (C)TOTR)IW W (). (47)
q<P X (mod q) q<P xX>x' (mod q)

Acima usamos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que

-

qQ 1

/ () Py < / To)Pdn= Y 1<X. (48)
e 0 P<n<X

qQ

Agrupando os termos associados a cada par x* e x'*, obtemos que (4.7) é

< 2X 3 Z Z W(x) Z @(Q)_Q‘Cxxo(_nﬁ(YXO)l +

r<P x (modr) qsP
rlq

D) WOIW ) D (@) P lexxe (—m)T(Xx0)T(FX0)|-

r,r <P x(modr) q<P
x> (mod ) [rm]lg

Pela Proposicao 2.19, vemos que o termo de erro é
n

< o)

(WX% + WQ) , (4.9)

onde W := Z Z W(x).

r<P x (modr)
Consideramos agora o primeiro termo a direita de (4.5). A integral que o acompanha satisfaz a limitacao (4.8), no

entanto precisamos de uma estimativa mais precisa. Para isso iniciamos estimando T'(n).
Tin)= > emm)= > emn = e((Pl+1)n) > e(nm)
P<n<X [P]<n<[X] n<[X]-[P]-1
e((X] = [PDhn) —1
e(n) —1
_ . (([X] + [P+ 1) 77) sin (([X] — [P))n)

2 sinmn

= e(([Pl+1)n)

)

1
para todo 1 € Z. Usando a desigualdade sin 7y > 27, valida para 0 < 5 < 5 €0 fato que T'(n) e T'(||n||) possuem o

mesmo modulo, chegamos a

T(n) < min{X — P, ||n||~*} para todo n € R (4.10)
e, portanto,
1 1
2 2
/\T(n)\an < /U’an < qQ. (4.11)
aQ i

Decorre dai que a integral em discussao é igual a

1 1

[ rpe-nman = [ T2ty — [ T)Pe-nman -

1
aQ

T(n)*e(—nn)dn + O(qQ)

o _

= n + 0(qQ),
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para n < X. Na ultima passagem acima usamos:

1
n—2[P]—1, se 2P <n < X;
/T(n)ge(—nn)dn - { 0 se n<2P
0 ’ -

Assim, o termo principal de R;(n) é dado por

> 1(@)*e(g) eq(—n)(n + 0(qQ)).

qg<P

Pelo Lema 1.6 e (2.4), o termo de erro de (4.12) tem ordem

@Y ww (L) € e @nelen) ((gqm*"((qqn))_)

g<P q<P
< QY dp(d) Tty re(r)
d|n r<P

< Qne(n)~td(n)log? P.

O termo principal de (4.12) pode ser escrito como n Z,u(q)ng(q)_ch(—n), com um erro de ordem
g=1
2 -2 24) -1 q -
w3 e ta-n| E n Y vt ()
q>P q>P Ee
(1.2) . ( q )‘2
< n ;T
> wllgn) e @)
q>P
< Y ed)TY ()2
d|n r>L
1.6 (i
S p log Py~ dy(d)™"

d|n

1.6 (i) . .
< nP7d(n)ne(n)” " log P,

Das estimativas (1.3) e (1.4), vemos que
Qnep(n)~td(n)log? P e nP~td(n)ne(n) 'log P

sdo < X' P~1 para todo n < X.
Entéo o primeiro termo & direita de (4.5) é igual a

S(n)n+ O(XHp~1,

onde &(n) é a série singular

&(n) = imq)%(q)—%q(—n) (- ) T (14 52)

1
pn pln p

Na ultima igualdade utilizamos a Proposicao 1.5 e (2.4). Combinando (4.5), (4.9) e (4.15) chegamos a

Ri(n) =6(n)n + O (XWP—1 + ﬁ (WX% + W2)> )

para n < X, sob a condicao de que o carater excepcional de ordem P nao ocorre.
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4.2 Com carater excepcional

Suponhamos agora que o termo excepcional (4.2) ocorre. Nesta se¢do procedemos para determinar o efeito que
este termo exerce sobre (4.17). No lado direito de (4.3) devemos acrescentar

T(xoX)%2(@) 2T(n)? + 2u(q)X(a)T(xoX)e(q) *T(n)T(n) +

+20(0)7 Y xX(@)TX)T(0X)W (. )T (n).

X (mod q)

(4.18)

Portanto, o lado direito de (4.5) deve ser acrescido com o seguinte termo

= [ T)T(n)e(—nm)dn +

E\H\E\H

T(n)?e(—nn)dn + 2> plq)ex,z(—n)m(xoX)¢(q)

> (xoX) @) %eq(—n)
- - Fa -

Az

+2> 0@ Y. ew(-n)T@T(0X) [ WO (n)e(—nn)dn. (4.19)
QFSI(f’ x (mod q) -~

Tratamos o tltimo termo de (4.19) da mesma forma que tratamos o segundo e terceiro termo a direita de (4.5). A

E‘H\%‘H

contribuicao deste termo nao é maior que
1 — — ~ *
2X2 ) 0(g)? Y ()T (X)W () (4.20)
S X (mod q)
pois

P<n<X

%
/ \dn</lT Payp= 3 aft<
qQ

Agrupando os termos correspondentes a cada x*, obtemos que (4.20)

<2X2Y 0 N W) Y #(@)lexi ()T (x0X)T(x0X)];

r<P x (modr) [42]1"
r7lq

aplicando a Proposicao 2.19 como antes, concluimos que o tltimo termo de (4.19)

< 2 wxs,
¢(n)

o qual é absorvido por (4.9).
Investiguemos agora os dois primeiros termos em (4.19). Por (4.10) e somas parciais, vemos que

X
T(n):/t'ﬂ‘ld S elmy) | =XP0 Y et — (B 1) /tﬁ 23" e(nn)dt < min(X — P, |n]]).
P<n<t

1 P<n<t P<n<X

Esta estimativa, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e (4.11) implicam
%
[iEor<a@ /\T )l < @
% %

Portanto, como na se¢do anterior, podemos escrever as integrais dos dois primeiros termos de (4.19) como I(n)+0(¢Q)

e J(n) + 0(qQ), onde

In):= | T e Jn):= | T()T(n)e(—nn)dn.
/ /
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Pela Identidade de Parseval e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz deduzimos que
In)<X e Jn<X. (4.21)

No final desta seciio estimamos I(n) com mais cuidado. Logo devemos introduzir em (4.12) o seguinte termo

> wla) 2 r(@x0)eq(—n) (1) + 0(aQ)) +2 3 ul@)p(@) 1 (Rxo)eso(-7) (Tm) +0aQ)) . (4.22)
e H

Da Proposigao 2.18 e do Lema 2.15, as somas de Gauss correspondentes a ¢ em (4.22) obedecem as seguintes
limitacoes:

IT(Xx0)| S 72 e Jegyo(— 2@ (4.23)
T )

,n)

podemos entdo concluir que os termos de erro de (4.22) tém ordem

Y w () < P e () @ ()

q<P r<
7lq =

s

(n,7)
X pln,7), (4.24)

(4.13)

< Pem e (

(1.3) (1.4)
<

) Qnip(n)~'d(n) log? P

para todo n < X.
Agora estendemos as somas dos termos principais de (4.22) para incluir todos os ¢ > 1, com 7q. Isto introduz mais
dois termos de erro, os quais, em vista das desigualdades (4.23) e (4.21), tém ordem

T MR P

q>P P
7lq T>%

N
(4.14)
< o(F) e ((nf?')) XPtd(n)np(n) *log P
1.3) (1.4)
0% XHp=t(n,7). (4.25)

A primeira e a segunda soma de (4.22), estendidas ao infinito, sdo respectivamente

oo

&(n) ==Y 7(Xx0)*cq(—n Zu 7(Xx0) Cxxo (—1)p(q) 2.
q?’qu T\q

Como em (4.16), vamos escrever as séries acima como um produtoério. Sejam ¢ > 1 tal que 7|q e x( o carater principal

modulo g. Pelo Lema 2.16, temos
(I (9N~
7(Xxo) = (?) X (?) (%),
usando (2.2) do Lema 2.15 na tdltima igualdade, obtemos
B B _qN\2 _/q\2
(o) = X(-Vin (1) % (2) " (4.26)

Assim, escrevendo g = 7, as relagbes (2.4) e (4.26) implicam

rPalneo = T (L) 0 ()7 (4) vt (<q?n>>_l

portanto




Aplicando a Proposi¢ao 1.5 na ultima soma, chegamos a

&(n) = iT(%Xo)QCq(—n)s&(Q)_Q
o
R - BV ) T R R

ptn pln

Usando a Proposicdo 2.18 em cg,, (—n) e procedendo como acima, obtemos

Zu ralens(-mp@? = uOTEE T (1- o2 ) T (1452

i piT
7 \q ptn pln

C R ). (4:28)

Reunindo nossas estimativas (4.17) - (4.28), encontramos que se o termo excepcional ocorre, entdo ao invés de
(4.17) teremos

X(n)?rnX

1446 717’1‘7'
PR R

Ri(n) = 6(n)n + &(n)I(n )+0< (WX% +W2)>, (4.29)

n
o(n)
para n < X.

Para completar nossa descri¢io do termo principal de R;(n), daremos uma estimativa superior para I (n) mais
refinada que (4.21). Claramente

mas

1
n—nbf = /n"(log n)du > / n"(logn)du
B

max(E,lfﬁ)

> (1 — max (E,l — log1X>) n exp (—llg)gg;_) logn
(1 fg)nlogn, se B >1— logX’
> logn
nlogX’ seﬁ<1 1OgX
Entao, por (3.11), n — nf > c17 (1 — E) nlog P, para %X <n < X. Assim
I(n) <n—ciy (1 - 5) nlog P, (4.30)

para todo X <n < X.

4.3 O termo de erro do arco maior

Para finalizarmos a discussdo sobre o termo de erro de R;(n), precisaremos do seguinte resultado, o qual é uma
consequéncia da Proposigao 3.13.
Lema 4.1. Sejam uy, uo, ..., uy nimeros complexos arbitrdrios. Entdo, para todo 6 > 0, temos

6 0o

/Zune(nn)zdn<</9 Y
o

n<N z—(20)"1<n<z

dx.

42



1

Prova: Na Proposicao 3.13 tome os v percorrendo a sequéncia {1, 2,...,N}, ¢(n) =u, paran <N, T =0 e €= 3.

Estimamos agora

=3 > W),

q<P x (mod q)

com W (x) definido em (4.6). Seja x um carater primitivo moédulo ¢, com ¢ < P, pelo Lema 4.1 vemos que

[N

2

o0 #
1
W(x) < /7 > x(p)logp| dz |
S qQ P<p<X

$*%4Q<P§1

observe que o suporte do integrando estd contido no intervalo [P, 2X], logo

SIS

2X . 4 )
W(x) < / — Z x(p)logp| dz | . (4.31)
qQ P<p<X
P I*%QQ<PSI
Provamos agora que o integrando de (4.31) é
x\ ! # 2
< max max (h + P) Z x(p) logp ) (4.32)

rz—h<p<lz

para isso, observe que fixado x € [P, 2X], temos:

e Se P+ 1¢Q < z < X, defina hy = [1¢Q]. Agora se P < z < P + 1¢Q, defina hy = [z — P]. Entéo q% <
(ho + %)_1 (lembre-se que % = Q) e

# -1 #
1 X
e > X(p)logp < max ((ho +a)+ P> > x(p)logp|;

P<p=X z—(ho+a)<p<lz
w*%qQ<pSr

e Se X <z <2X,comz— %qQ < X (em caso contrario a estimativa (4.32) é trivial), definimos ho = [X —xz+ %qQ],

~ -1
entao é < (ho + %) e

#

# -1
1 X
ol > X(p)logp < max ((ho +a)+ P) > x(p)logp|,
1;<p§X X —(ho+a)<p<X
z—59Q<p<w

portanto
) x\ ! t
W(x) < Xz max max <h + P> > x(p)logp|,
r—h<p<z
logo
. * X -1 #
W< X2 Z max max <h + P) Z x(p)logp|. (4.33)

g<P x (mod q) z—h<p<z

Usando a Proposi¢do 3.8 em (4.33) com N = X e P = X% onde 0 < 6 < &, chegamos a

1 log X
W < X% exp (06 10§P> , (4.34)

na auséncia do carater excepcional de ordem P. Se o carater excepcional existir, entao

, ~ log X
W< X3t (1 _ ﬁ) exp (—CG ° ) log P. (4.35)

g
log P
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4.4 Demonstracao do Teorema (Montgomery-Vaughan)

Recordando que E(X) representa a quantidade dos nameros pares nao excedendo X que nio podem ser escritos

como soma de dois primos, demonstraremos nesta secao o principal resultado desta dissertacao, que consiste em:

Teorema (Montgomery-Vaughan). FEziste uma constante positiva & (efetivamente computdvel) tal que para todo

X suficientemente grande, temos
E(X) < X2,

Prova: Observamos na Sec¢do 1.2 que n < X é soma de dois primos se R(n) > 0, mas R(n) > Ri(n) — |Ra(n)|, entdo

n é representével se

Ryi(n) > [Ra(n)].
Provaremos que esta desigualdade vale para todo n par, %X <n < X, com excecao de no maximo
< XP 5log? X = X' P og’ X (4.36)

valores de n, %X < n < X. Isto é suficiente para provar o Teorema (Montgomery-Vaughan), pois (2, X] C
[logX]

Tog 2 X X :
U 9i+17 95 | 080

7=0
(73] x\ 12 s 1
BE(X)< Y <2j) log” X < X' 1og” X )~ S < X1 10g” X.
7=0 7=0

Da Proposigao 1.12, sabemos que o numero de n < X para os quais |Ra(n)| > XP~3% énomaximo < XP~% log? X,
assim podemos descartar tais n, em vista de (4.36), sendo que aos n restantes vale |Ry(n)| < X P~%. Demonstraremos
agora que

Ri(n) > XP~5, (4.37)

para n par, %X <n < X, com excecao de no maximo < X P~ 3 valores de n. Isto é suficiente para completar a prova,
pois os valores de n para os quais a desigualdade (4.37) nao ¢ satisfeita podem ser absorvidos em (4.36).
Suponhamos primeiro que ndo ha carater excepcional, entdo de (4.17) e (4.34) segue-se que

Ri(n) = &(n)n+ O (np(n) ' Xexp (—c15671)),

para n < X. Agora, se n < X for par, por (4.16), temos
1 1 .
) >J[(1- — ) [T (1+—=) > nen)~". (4.38)
st =12/ p—1

Asgsim, supondo 4 suficientemente pequeno, chegamos a
Ri(n) > np(n)'X > X,

para n par, %X <n < X. Isto nos da (4.37) sem excegoes.

Se o carater excepcional existir, usamos (4.29) e (4.35) para concluir que

~ x(n)?rn ~
Ri(n) =6(n)n+ &n)I(n)+ O (Wg + XM P (0, 7) + np(n) 1 X (1 — B) exp (—c1567") log P) . (4.39)

Seja n par, X < n < X, satisfazendo (n,7) = 1. Entdo (4.27) implica
&(n) < nip(n) ' Fp(F) .

Das desigualdades (3.11) obtemos 7 > log P. Esta tltima estimativa junto com (1.3) nos permite concluir que

np(n) 17~ = o(1), quando X — co.
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Em particular, &(n) = o(1), quando X — oco. Assim, (4.38), (4.39) e o fato de I(n) < X implicam Ry(n) >
np(n) "t X > X, para todo n par no intervalo (%X, X] , sob a condigao (n,7) = 1.

Seja n par, %X < n < X, satisfazendo (n,7) > 1. Entao o primeiro termo de erro de (4.39) é zero, mas agora
o segundo termo de erro pode ser grande. Para solucionar este problema descartamos os n pares, para oS quais
(n,7) > P=. Desse modo, aos n restantes temos

X'HP (0, 7) < X'OP 73 <« XP7 5, (4.40)

além disso, o numero de termos descartados tem ordem

1< X exp i1 'Y xpt
Do D > )

d|F  n<X d|F d|7
1 din

1
d>P2 d>P2

Nl

o qual ¢ admissivel em vista de (4.36). Portanto nos resta tratar os n pares, X < n < X, satisfazendo 1 < (n,7) < P=.
Para estes, (4.39) e (4.40) implicam

Ri(n) = &(n)n + &(n)I(n) + O (XPié +np(n) 11 — B)X exp (—c1367 ") log P) . (4.41)

Consideramos agora é(n) Repare que

ol " () W) Moo )

5 A
Y ewe(iy) T(-75)
pin
- 6<n>g<p—2)—1go((;m)_lg(p—n. (4.42)

Agora, pelo Lema 2.15 sabemos que 7/(4,7) é livre de quadrados, logo podemos escrever (4.42) como

) <6m) [[e-2)7" (4.43)
p|7
pin

Se o produto em (4.43) é nao vazio, temos |G~5(n)\ < 16(n). Assim, (4.38), (4.41) e o fato de I(n) < X implicam
Ri(n) > np(n) X > X,

para n par, %X < n < X. Por outro lado, se o produto é vazio, o fato de 7/(4,7) ser livre de quadrados implica
(n,7) > i?. Mas os n sob consideragao satisfazem 1 < (n,7) < P%, assim o presente caso aparece somente se

’72’<< P%_ (4.44)
Portanto, de (4.30), (4.38) e (4.43) deduzimos que
&(n)n +&m)I(n) = &(n) (n—1(n)) = cronp(n) (1 - )X log P,

para n par, 1X < n < X. O dltimo termo de erro em (4.41) é menor que a metade deste tamanho se § for
suficientemente pequeno, dessa forma

Ry(n) > caonp(n) (1 — B)X log P — cn X P73,

porém
L (4.44) L,
1—-8 > 7 2log 7 > P ilog °P,

portanto
Ri(n)> XP ilog ' P> XP"3,

como desejado.
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Apéndice A

Alguns Resultados de Analise

Neste apéndice, reunimos alguns resultados classicos de Analise que foram utilizados no decorrer do texto. Aqui
omitimos as provas de tais resultados, as quais se encontram em [6] e [24].
Seja f : R — C uma funcéo periédica de periodo 1 em L' ([0,1]), definimos o n-ésimo coeficiente de Fourier de f

por

fn) = / F(@)e(—n)ds.

Teorema A.1 (Parseval). Seja f € L2([0,1]). Entdo f € L*(Z) e vale I fllz2o,1)) = Hﬂ|L2(Z).

Para uma fungio f : R — C em L!(R), definimos a transformada de Fourier de f por
fo) = [ f@e(-ay)az.
R

para todo y € R.
Teorema A.2 (Plancherel). Seja f € L' (R)N L2 (R). Entio f € L2 (R) e I fllL2m) = Hf”L?(R)-

Enunciamos agora alguns resultados bem conhecidos em Analise Complexa. Iniciamos definindo o indice de uma

curva com relacao a um ponto.

Definigao A.3. Sejam v wma curva complexa, fechada e retificivel e a & ~. Definimos

I(v;a) = 1/ ! dz,
Yy

21 zZ—a

como sendo o indice da curva y com respeito ao ponto a.
Com esta defini¢ao podemos formular o seguinte teorema.

Teorema A.4 (Formula Integral de Cauchy). Sejam G um aberto do plano complezo e f uma fungdo analitica definida
sobre G. Se v € uma curva fechada e retificivel em G tal que I(v;w) = 0 para todo w € G, entio para a € G — v,

temos

I(y;a)f(a) = % %dz- (A.1)

Tomando a k-ésima derivada em relacgdo a variavel a em (A.1), chegamos na seguinte igualdade
T 2m

I(y;a)f®)(a) = " /(Zf(;))k—i-ldz’ (A.2)

vélida sob as mesmas hipdteses do Teorema de Cauchy.
Dizemos que uma fung¢éo f tem uma singularidade isolada em z = a se existe R > 0, tal que f é definida e analitica

em 0 < |z — a|] < R, mas ndo é analitica em |z — a| < R.
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Definicao A.5. Suponhamos que f tem uma singularidade isolada em z = a e seja

o0

fR)= ) anlz—a)",

n=—oo

a série de Laurent de f centrada em a. Definimos o residuo de f em z = a como sendo o coeficiente a_1, o qual

denotamos por Res(f;a).

Teorema A.6 (Teorema dos Residuos). Seja f uma fungdo analitica em um aberto convexo G, exceto pelas singula-

ridades isoladas ay,...,a,. Se v € uma curva fechada e retificivel em G que ndo passa pelos ay, entdo

> I(y;ax)Res(f;ar) = /f
— 2mi

A préxima proposicao nos diz basicamente que o espaco das fungoes analiticas definidas sobre um aberto é completo
com relagao a métrica de convergéncia uniforme sobre compactos.

Proposicao A.7. Seja {f.} uma sequéncia de fungoes analiticas em um aberto G, tal que f, — f uniformemente
sobre compactos de G, entao [ é analitica em G e vale f] — [’ uniformemente sobre compactos.

Finalizamos este apéndice com uma breve discussdo sobre a fun¢do gama. Para |s| < 1, o logaritmo principal é
dado por

lOg i k 18

k=1

Entao, para n > 2|s|, temos

s+1 (1+S) s+ S 1 s2 +1s3+ <<82
——+1lo - =—— — -+ ... —,
n & n n n 2n2 ' 3n3 n?

logo, o produto H (1 + )e_% converge absolutamente sobre compactos em C. Assim, pela Proposicdo A.7, o

produtoério deﬁne uma funcdo inteira com zeros simples precisamente em s = —1,—-2,... .

Definicao A.8. A fungao gama, representada por I'(s), é definida pela igualdade

1 = s s
= T 2)s

n=1
. , . 1 1
onde v € a constante de Euler-Mascheroni, dada por v = lim (1+4+ -4 ...+ — —logn | .
n—00 2 n
Da definicao e da discussao que a antecede, vemos que I' é meromorfa com poélos simples em s = 0, —1, -2

I‘(s):/ e 51,
0

de onde segue que I'(1) = 1 e I'(s + 1) = sI'(s). Em particular, I'(n + 1) = n!, para todo n € N. Podemos entao

geee

Quando ¢ > 0, podemos escrever

considerar a funcdo I'(s) como uma extensdo do fatorial ao plano complexo.
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Apéndice B

O Grande Crivo

Sejam (an)Mm+1<n<M+n DUmeros complexos arbitrarios (aqui M e N sdo inteiros, com N > 0), S(a) o polindomio
trigonométrico definido por

M+N
S(a) = Z ane(na) (B.1)
n=M+1
e ,...,ap reais (mod 1) d-espacados, ou seja, ||a; — ¢]| > 9§, para todo i # j. O Grande Crivo (em seu aspecto
analitico) consiste em desigualdades da forma
R M+N
SISa)P <A > Janl, (B.2)
r=1 n=M+1
K+N
onde A = A(N, ). O parametro M é irrelevante, pois para qualquer K inteiro, temos T'(«a) := Z apn— g +ne(na)
n=K+1

=e((K — M)a)S(a), assim T(«) tem frequéncias em K +1<n < K+ N e |T(a)] = |S()].

Nosso objetivo é determinar como A depende de N e 6. Nessa direcdo, Atle Selberg provou que A = N +§~1 —1¢é
um valor admissivel e 6timo para a desigualdade do grande crivo, uma prova do resultado de Selberg pode ser vista em
[21]. No entanto, ao nosso proposito um resultado mais fraco dado por Gallagher é o suficiente. Mais precisamente,
provaremos que podemos tomar A = 7N + §~! na desigualdade (B.2).

Iniciamos com as seguintes desigualdades.

Lema B.1. Suponhamos que f € C[0,1]. Entdo, para 0 < x < 1, temos

0/ D1+ 15 @) e
1(3)| < / (1r1+ 317 1)
0

Prova: Por integragao por partes, vemos que

x 1

O/f dt+/ ()dt+/(t71)f’(t)dt.

x

Observe agora que os termos que multiplicam /' nas integrais acima tém moédulo néo excedendo 1 e quando = = %,

estes tém modulo menor ou igual a 5, de onde segue a prova do lema.

Com o Lema B.1, provaremos o

Teorema B.2 (Gallagher). A desigualdade (B.2) é vdlida com A =N + 51
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Prova: Sejam f € C'(R) e B um real qualquer. Aplicando o Lema B.1 para a fungao ¢ € [0,1] — f (t(5 + (B — %))
juntamente com uma mudanca de variavel, chegamos & desigualdade

g(; O]+ 31701

Escolhendo f como sendo o quadrado do polinémio trigonométrico (B.1) e § = «;, para 1 < j < R, deduzimos que

| £(B)] <
B

iy
w}o.\ +

o+
sl s [ (FS@P+IS@s @) de. (.3

)
aj—3

Como {aj}1<j<R sdo d-espacados, segue-se que os intervalos (aj — g7 aj + g) ,com 1 < j < R, sao disjuntos (mod 1),
logo somando (B.3) com relagio a j, obtemos

R 1
1
S 18(ay 5/ o)l da+/|S 15" (a)| da (B.4)
Jj=1 0
M+N
Pela Identidade de Parseval, o primeiro termo a direita de (B.4) é igual a 5 Z lan|®. Pela Desigualdade de
n=M+1

Cauchy-Schwarz e a Identidade de Parseval, o segundo termo & direita de (B.4) é menor ou igual a

1 3 1 H M+N 3/ MAN 3
/ 15(a) Pda / S'@Pda| = (Z |an|2> (Z I%inanIQ)
0

4 n=M+1 n=M+1
M+N
< 27r( max |n|) Z |an|?.
M+1<n<M+N
n=M+1
Observamos anteriormente que A(N,J) é independente de M, assim podemos assumir que M = — [T+] Entao
N
maxyr+1<n<m+n 7| < 5, logo
R M+N
>_ ISP < @xN+671) 3 el
j=1 n=M+1

como desejado.

a a a
Tome os pontos a; como sendo as fragdes —, com (a,q) =1, ¢ < Q. Se — # —, temos
q q q

q ¢

assim podemos tomar, neste caso, § = Q2. Consequentemente, estabelecemos o

Teorema B.3 (Bombieri). Com S(a) definida como em (B.1), temos

/ a 2 M+N
D3 s() <(V4Q) S Janl
g<Q a=1 q n=M+1

49



Apéndice C

O Método de Turan

Dados 1 = |z1| > |z2] > ... > |2z,] e b; € C, com 1 < j < n. Definimos

g(v) = bz,
j=1

para todo v € N.

Teorema C.1 (Segundo Teorema de Turan). Para todo inteiro m > 0, temos

n
n .
s 10022 (g ) i bl

v inteiro

Do teorema acima segue imediatamente o

Corolario C.2. Para todo inteiro m > 0 e complezos {z;}1<j<n existe um inteiro m+1 <k <m+n, tal que

n k
NIRRT ) (L 1) .
|2f 4+ ..+ 2k >2 Sem ) jmax_|z;]

E deste ultimo obtemos o seguinte resultado.

Corolario C.3. Sejam {z;}1<j<n complezos e m um inteiro satisfazendo m > n, entdo existe k € (m, m+n|, tal que

k
|2f+...+ 25| > D" <J_rr11axn|zj|) ;

onde D € uma constante absoluta, positiva e efetivamente computdvel.

Para provar o Teorema C.1 precisamos de dois lemas auxiliares. O primeiro é um resultado classico de Chebyshev,

cuja demonstragido pode ser encontrada em [23].

Lema C.4 (Desigualdade de Chebyshev). Para x <y e P, (2) = apz™ + an_12""1 + ... + ag, temos

r<t<y 4

max | Py ()] > 2]an| (y - x) .

Sejam &1,&o, ..., &, nimeros complexos distintos e yi1, Yo, . .., y, Nimeros complexos arbitrarios. Entao existe um
tinico polinémio K (w) € Clw] de grau menor que n, com a propriedade K (§;) = y;, para todo 1 < j < n e este pode

ser escrito de maneira dnica como
Kw)=ey+er1(w—&)+e(w—&)(w—E&)+...+ep_1(w—&)...(w—En1), (C.1)

com e; € C.
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Suponhamos que &1, &, . . ., &, ndo pertencem ao disco |s| < r e seja h(w) uma fungdo analitica em uma vizinhanga
de |s| > r, tal que

lim A(w) =0
w—r 00
uniformemente. Se os valores de y; sdo escolhidos tal que y; = h(§;), com j =1,2,...,n, temos o

Lema C.5 (Norlund). Os coeficientes e; em (C.1) sdo dados por

dz,
27rz / z—fl Z—EJ_H)

:r
para j =0,1,...,n—1.

Prova: Iniciamos com a seguinte identidade

1 & —& (Ek — &) (k. — &2) (e —&)  (Ge—&1) 1 C
A G R A Rt ) IR CEr Y e - AN
valida para todo k =2,3,...,n
Seja K1 (w) o polinoémio construido a partir de (C.1), com e; igual a
L h(z)
2ri ) Go6)...c—)™
entao
1 | w—t (- &)(w— &) (w—fn...(w—en_l))
e 2ml |/ " (Zfl emat-a  G-at-at-& Tt emw. o) )T
dai segue
1 1 §—& (& — &) (& — &2) (Ek—fl)---(&c—fkl))
e o e e e R ey e e R e e e o £

para k = 1,2,...,n. Usando a Identidade (C.2) na ultima igualdade, chegamos a

1 h(z)

2mi z— &k
|z|=r

Ki(&) = —" dz para k=1,2,. (C.3)

Agora, a hipotese lim,, o, A(w) = 0 juntamente com o Teorema de Cauchy (ver Teorema A.4) asseguram que o lado
direito de (C.3) é igual a h(&), portanto K1(&x) = h(&k), para todo k =1,2,...,n. O que conclui a prova do lema.

Demonstraremos agora o Teorema de Turan enunciado no inicio deste apéndice. No que se segue, || - || é a
norma sobre o espaco vetorial C[z], definida por ||p(2)|| = |an| + |@n-1] + ... + |ao|, para todo polindomio p(z) =

2™ + Gp_12" 1+ ..+ ao.

Prova do Teorema C.1: Primeiramente suponhamos que

z1=1, z; #z;, parai # j e |z,| > 0. (C.4)
Sejam
m’in, se m > 0;
6=
1-— %, se m =0,
e

n
H z —|zl).
j=1



Aplicando o Lema C.4 em fo(z) no intervalo [, 1], obtemos a existéncia de § < ¢ < 1, tal que

1—o\"
henz2(10) (©5)
Este altimo implica

[T 22(*50)  paralel=¢
j=1

n
Na esfera |z| = £ temos ||z| — |z;]| < 1, para todo 1 < j < n, logo todos os subprodutos de H |(z — z;)| sdo estimados
j=1

e 1-0\"
inferiormente por 2 ) oem |z| = €.
Pela Desigualdade (C.5) temos que & # |z;|, para todo 1 < j < n. Assim, existe 1 <! <n tal que
(1 :)‘Zl| > ... > ‘Zl| > f > ‘Zl+1| > ... 2> |Zn|

Consideramos agora o primeiro polindmio auxiliar

n n—I
AE =TT -z =Yl
j=l+1 k=0

Como |z;j| < 1, temos que

1A = 14| Y zam|+| D zmnzew| -+ > Zigtl - Zi 4
1<i; <n—I 1<iy <ip<n—I 1<i1 <o <ip—1<n—1
n—I n n—1 T n—1
0 1 o n—I
= on (C.6)
1
O segundo polinémio auxiliar f2(z) de grau menor ou igual a { — 1 é definido por fa(z;) = W()’ para todo
Zj 1(%5
1 < j <. Escrevemos
fa(z) = c((f) + 0(12)(2 —z1)+ céQ)(z —z)(z—2z2)+ ...+ 01(3)1(2’ —z1)... (2= z1-1).
De acordo com o Lema C.5, os coeficientes acima sao dados pela seguinte formula
2) 1 / dz
¢ =——
J 27 2t (2)(z = 21) .. (2 — 2j41)]
|z[=¢
assim ) dz]
(2)‘ 1 / z
e < , C.7
< o ) TG a) G ) (€

para todo 0 < j < [ — 1. Pela construcdo dos polinémios auxiliares, vemos que f1(z)(z — 2z1)...(2 — zj+1) € um
n

subproduto de H (z — z;), logo
j=1

A=) G- 22 (170 (C5)

em |z| = &. Desse modo, (C.7) e (C.8) implicam

§—m 4 \" .
‘c§2)’ < — <1§> , paratodo 0<j <[—1. (C.9)
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No entanto, precisamos estimar os coeficientes que nos dao
fo(z) = cés) + cgg)z +...F cl(i)lzl_l.

Para isso, observe que

3 2
Cl( 7)1 = Cl( 7)1

3 2 2 2 i1 (2
cg. ) = c§. ) _ C§'+)1 Z Zip + c;+)2 Z Zis Zig Ao (1) 101(7)1 Z Ziy o Zi_j_y,

1<iy <j+1 1<iy <io<j+2 1<i1 <<y j 1 <I—1

para 0 < j <1 — 2. Usando (C.9) nas igualdades acima, chegamos a

1< 5 () {6) (7)) ()

o™ 4 \" l
_ 1
2 (16) <j+1)7 (C.10)
para 0 <j <[ —1, logo

() (0O Q)T ()%

Consideramos o terceiro e ultimo polinémio auxiliar

m—4+n
fa(2) = 2" fi(2) fa(2) = Z v,
v=m-+1

Por construcao, temos
m—+n .
Z 6(4)Zp:{17 se 1 <j<1I;
v “j .
Bt 0, sel+1<j5<n.

Multiplicando por b; e somando com relacao a j, obtemos

m—+n
Z W) =by +...+ b,
v=m-+1
de onde segue a desigualdade
Hlin':1 n ‘bl —+ ... +b|
max v)| > B I C.12
wiffiZ 102 I o
Por (C.6) e (C.11), temos
o-m 8 \"
< . < (=2
Il < a2 < 55 ()
mas -
§T™m = (m + n) < e", para todom > 0,
m
assim ( "
1 /8e(m+n
< =" . 1
Il < 5 () (©13)

De (C.12) e (C.13) concluimos a prova do Teorema C.1 sob a condigdo (C.4). O caso geral segue deste por passagem

ao limite.
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