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Matemática Aplicada do Instituto de Matemática da Universidade
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Damköhler e Zel’dovich. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60



viii

LISTA DE ŚıMBOLOS
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RESUMO

Neste trabalho estudamos um sistema de equações diferenciais

parabólicas que modelam um processo de difusão-reação em duas dimensões da

mistura molecular e reação qúımica irreversśıvel de um só passo entre duas espécies

qúımicas A e B para formar um produto P . Apresentamos resultados anaĺıticos e

computacionais relacionados à existência e unicidade da solução, assim como estima-

tivas do erro local e global utilizando elementos finitos. Para os resultados anaĺıticos

usamos a teoria de semigrupos e o principio do máximo, e a simulação numérica é

feita usando diferenças finitas centrais e o esquema simplificado de Ruge-Kutta. As

estimativas do erro local para o problema semi-discretizado são estabelecidas us-

ando normas de Sobolev, e para estimar o erro global usamos shadowing finito a

posteriori.

Os resultados computacionais obtidos mostram que o comportamento

da solução está dentro do esperado e concorda com resultados da referências. Assim

mesmo as estimativas do erro local e global são obtidas para pequenos intervalos

de tempo e assumindo suficiente regularidade sobre a velocidade do flúıdo no qual

realiza-se o processo. Destacamos que a estimativa do erro global usando shadowing

finito é obtida sob hipóteses a posteriori sobre o operador do problema e o forte

controle da velocidade numa vizinhança suficientemente pequena.
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ABSTRACT

In this work we study a system of parabolic equations that model a

reaction diffusion process in two dimensions. The molecular mixing and chemical

reaction considered is single-step, binary and irreversible, between two species A

and B to yield a product P . We present analytic and computational results on

the existence and uniqueness the solution, and obtain estimates for the local and

global error using finite elements. For the analytic results we use the semigroups

theory and the maximal principle; and for the numerical simulations central finite

differences and the Runge-Kutta simplified schemes. The local error estimates are

established using the Sobolev norms, and for the global error we use a posteriori

shadowing finite.
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1 INTRODUÇÃO

As equações de difusão-reação cobrem uma ampla variedade de mod-

elos f́ısicos em muitos campos das ciências, tais como população genética, enzi-

mas, reatores nucleares, reatores qúımicos, combustão, astrof́ısica, movimentação

subsônica de gases, etc. (ver por exemplo, Buckmaster e Ludford [6], Ludford [45],

Pao [54]). Diversos modelos têm sido propostos para entender a estrutura do es-

paço-tempo dos fenômenos não lineares originados nas diversas áreas da matemática

aplicada, e tem-se desenvolvido diferentes métodos na área de análise aplicada para

demonstrar a existência e unicidade da solução dos sistemas de equações diferenciais

não lineares que modelam tais fenômenos.

Em geral, as equações de difusão-reação poderiam ser descritas pelo

sistema de equações diferenciais parabólicas semi-lineares da forma,

∂u

∂t
+ A(x, t, u)u = f(x, t, u), sobre Ω×]0,∞[×Rn

B(x, t)u = αg(x, t, u), sobre ∂Ω×]0,∞[×Rn

u(x, 0) = u0(x), sobre Ω

(1.1)

onde

A(x, t, u)u =
n∑

i,j=1

∂

dxi

(
aij(x, t, u)

∂u

∂xj

)
+

n∑
j=1

aj(x, t, u)
∂u

∂xj

B(x, t, u)u =
n∑

i,j=1

aij(x, t, u)η̄i
∂u

∂xj

(condição de fronteira de Neumann para α = 1)

ou

B(x, t, u)u = u (condição de Dirichlet para α = 0)

onde Ω é um domı́nio no Rn com fronteira ∂Ω, η̄ = (η̄1, η̄2, . . . , η̄n) o vetor unitário

normal a ∂Ω, u = (u1, u2, ..., um) ∈ Rm e f uma função cinética de Rn×Rm em Rm.

A variável u usualmente denota as quantidades tais como densidade de população

biológica em ecologia, as concentrações de substâncias em reações qúımicas ou as

concentrações e a temperatura nos processos de difusão-reação, por exemplo. Para
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o caso da mistura de fluidos, o sistema (1.1) deve ser acoplado com as equações da

conservação da massa e as equações de Navier-Stokes.

Esta tese tem por objetivo apresentar resultados anaĺıticos e computa-

cionais para um sistema de equações de difusão-reação que modela um processo de

mistura molecular e reação qúımica irreversśıvel de um só passo entre duas espécies

qúımicas A e B, para obter um produto P. Isto é,

vAA + vBB
k−→ vP P

onde vi, i ∈ {A,B, P} são os coeficientes molares estequimétricos. A reação é

considerada de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes, e a taxa da

reação espećıfica é, k, é assumida constante e controlada pela cinética de Arrhenius

adotando a forma k = Ze−E/RT , onde E, R e T são a energia de ativação, a constante

universal dos gases e a temperatura absoluta, respectivamente. O sistema modelado

tem a forma ([10]),

∂ω

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂ω

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂ω

∂x2

− 1

Re
∆ω = 0, ∆ψ = −ω (1.2)

∂cA

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂cA

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂cA

∂x2

− 1

ReScA

∆cA = −vADacAcBe−Ze/T (1.3)

∂cB

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂cB

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂cB

∂x2

− 1

ReScB

∆cB = −vBDacAcBe−Ze/T (1.4)

∂cP

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂cP

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂cP

∂x2

− 1

ReScP

∆cP = vP DacAcBe−Ze/T (1.5)

∂T

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂T

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂T

∂x2

− 1

RePr
∆T = vP HeDacAcBe−Ze/T (1.6)

sobre Ω× [0, τ ∗], onde Ω é um domı́nio em R2 = {(x1, x2) : x1, x2 ∈ R} com fronteira

∂Ω e vetor exterior normal unitário η̃ = (η̃1, η̃2). Do ponto de vista da f́ısica e

qúımica ci(x, t) : Ω × [0, τ ∗] −→ R, i ∈ {A,B, P} representam as concentrações

das espécies A, B e P ; T (x, t) : Ω × [0, τ ∗] −→ R a temperatura da mistura e as

equações (1.2) correspondem as equações de Navier-Stokes. As constantes Re é o

número de Reynolds, Pr o de Prandtl, Ze o de Zel’dovich, Sci o de Schmidt, Da

o de Damköhler, vi para i ∈ {A,B, P} os coeficientes estequiométricos e He um

parâmetro de liberação de calor. Além disso, o sistema está sujeito as condições
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iniciais não negativas

cA(x, 0) = cA0, cB(x, 0) = cB0 T (x, 0) = T0 sobre Ω (1.7)

tais que
∑

i=A,B,P ci0 = 1, e as condições de fronteira

∂ψ

∂η̃
=

∂T

∂η̃
=

∂ci

∂η̃
= 0 sobre ∂Ω, i ∈ {A,B, P} , j = 1, 2 (1.8)

Existe uma ampla literatura apresentando métodos anaĺıticos e numéri-

cos para obter soluções dos diversos modelos propostos, entre estes tem-se as técnicas

de comparação, estimativas a priori, condições do tipo Lyapunov, o método de

Galerkin, o método de semigrupos, etc. Estes métodos têm sido usados, por exem-

plo, na teoria de populações biológicas (Mayer-Paape e Lauterbach [46], Cantrel e

Cosner [8], Alikakos [2], Mimura e Murray [49], Rothe [63], Levin [42]), neurobiologia

(Henry [28]), dinâmica de reatores nucleares (Kastemberg e Chambre [35], Rumble e

Kartemburg [64], Leung [41]), reações qúımicas (Kouachi [38], Fife [21], Smoller [66],

Cohen e Alexander [13], Lundford [45], Morgan e Hollis [50]), combustão (Buckmas-

ter e Lundford [6], Willams [76], Ei e Mimura [18], Collet e Xin [14], Manley, Marion

e Temam [48], Avrin [4]), movimentação de bactérias por (Yang et. al. [78], Raslec

[60], Hillen e Painter [31]), Malham e Xin [47], Wang e Jiang [74].

Em particular, Amann [3] usando a teoria de semigrupos demonstra

que, sob certas condições de regularidade para o operador linear A e as funções

f e g, o problema (1.1) tem uma única solução maximal clássica sobre [0, τe[ com

τe dependendo da condição inicial. Manley [48], utilizando o método de Galerkin,

demonstra a existência e unicidade para um sistema de equações que modelam um

processo de combustão em presença de qúımica complexa, estabelece a existência de

um atrator global e obtém estimativas para sua dimensão. Neste trabalho, utilizando

a teoria de semigrupos e o prinćıpio do máximo, demonstraremos que o problema

(1.2)-(1.8) também tem uma única solução.

Por outro lado, dada a complexidade dos sistemas matemáticos que

modelam o comportamento dos diferentes fenômenos da natureza (o que em geral
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torna imposśıvel a obtenção da solução exata), existe a necessidade cont́ınua de de-

senvolver métodos para obter soluções aproximadas para os diferentes problemas;

entre os métodos desenvolvidos tem-se, por exemplo, o método de Rayleigh-Ritz,

Kantorovich, dos mı́nimos quadrados, da colocação, de Galerkin, elementos finitos,

etc. O método de elementos finitos, que inicialmente foi desenvolvido para resolver

problemas de mecânica ([61], [12]), tem-se convertido numa ferramenta muito uti-

lizada para aproximar a solução de diferentes problemas não lineares, assim como

para obter estimativas do erro entre a solução exata e a numérica (obtida mediante

métodos computacionais) para problemas parabólicos da forma (1.1) e para o caso

em que o operador A é independente do t, e para funções f com suficiente regulari-

dade ( [77], [72], [34], [79], [20]). Tendo em conta que para o problema (1.2)-(1.8) não

é posśıvel obter sua solução exata, utilizando a formulação variacional do problema

e a teoria elementos finitos, estabelecemos uma estimativa do erro local.

Embora existam métodos numéricos eficientes para a obtenção da

solução aproximada de problemas parabólicos não lineares da forma (1.1), dificul-

dades podem ser encontradas em situações nas quais a evolução do sistema apresen-

ta uma dependência muito grande das condições iniciais (como é o caso das reações

qúımicas), já que pequenas mudanças em qualquer ponto da órbita produzem uma

nova órbita, a qual tende a divergir exponencialmente da órbita original. Isto fornece

soluções diferentes em pequenos intervalos de tempo, o que origina uma rápida acu-

mulação do erro em tempo global (Hayes [26], Chow e Van Vleck [11], Pilyugin [56]).

Independentemente quase todos os métodos numéricos para equações de evolução

apresentam problemas de confiabilidade para tempo médio ou grande.

Como uma alternativa para caracterizar os erros globais da solução

aproximada de um sistema de evolução tem-se desenvolvido a teoria de shadowing,

que permite determinar uma trajetória próxima da verdadeira trajetória de um sis-

tema de evolução ([27], [40], [52]). Em particular Ostermann e Palencia [52] utilizam

a teoria do shadowing finito para obter estimativas do erro para um problema de
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valor inicial da forma,

y′(t) = A(t)y(t) + f(t) (1.9)

y(0) = y0 (1.10)

onde A(t) é um operador linear não limitado num espaço de Banach. Seus resulta-

dos baseiam-se em certas condições de controle de flutuação em tempo que devem

satisfazer o operador A(t). Para o problema (1.2)-(1.8) motivo da tese, usamos o

shadowing finito a posteriori para obter uma estimativa do erro global. Larsson e

Sanz-Serna [40] utilizando o shadowing para obter estimativas do erro das soluções

de sistemas de difusão-reação en vizinhanças suficientemente pequenas dos pontos

de equiĺıbrio, utilizando normas nos espaços L2 e H1.

Os primeiros resultados relacionados ao estudo anaĺıtico e numérico do

sistema de equações (1.2)-(1.6), sujeito às condições iniciais e de fronteira (1.7) e

(1.8), respectivamente, é apresentado no caṕıtulo 3 e refere-se à existência e a unici-

dade da solução. Para isto, em primeiro lugar, considerando o fraco acoplamento do

campo de velocidade com as reações e a temperatura, formulamos o sistema como

um problema abstrato de valor inicial, da forma:

dy

dt
+ A(t)y = f(y), sobre Ω×]0, τ ∗]

y(0) = y0, sobre Ω

(1.11)

onde y = (cA, cB, T ) : [0, τ ∗] −→ X, A(t) = (AA(t), AB(t), AT (t)) um operador

linear sobre X = C(Ω̄) × C(Ω̄) × C(Ω̄) tal que

Ai : Di −→ X,

e Di =
{
u ∈ W 2,p(Ω) : ∆u ∈ C(Ω̄), p > 2 , ∂u/∂η = 0

}
para cada i = A,B, T com

Ai(t) = −νi∆+v̂.∇ para i = A,B, T ; onde v̂ a velocidade do fluido, νi são constantes

não negativas; e f(y) = (fA, fB, fT ), com fi = ±αicAcBTϕ(T ) onde ϕ(T ) = e−Ze/T

e o sinal + corresponde a i = T .

Assumindo suficiente regularidade sobre v̂ e utilizando a teoria de semi-

grupos ([55], [17], [7]) demonstramos que para cada t ∈ [0, τ ∗], A(t) é gerador de um
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semigrupo anaĺıtico sobre X. Este fato permite utilizar um resultado de existência

e unicidade de sistemas de evolução ([80], [9], [39]) e demonstrar que o problema

homogêneo correspondente a (1.11) tem um único sistema de evolução (operador de

evolução) U(t, s) para 0 ≤ t ≤ s ≤ τ ∗.

Tendo em conta a existência e unicidade para o problema homogêneo:

dy

dt
+ A(t)y = 0, sobre ]0, τ ∗] × Ω

y(0) = y0, sobre Ω ,

(1.12)

demonstramos que uma solução clássica do problema é uma solução no cone E =

{0 ≤ cA ≤ 1, 0 ≤ cB ≤ 1, T ≥ 0} ⊂ C(0, τ ∗, C(Ω)), coincidindo com a única solução

mild no cone. Esta solução mild, é da forma,

cA(t) = UA(t, 0)cA0 − αA

∫ t

0

UA(t, s)cA(t)cB(t)ϕ(T (s))ds

cB(t) = UB(t, 0)cB0 − αB

∫ t

0

UB(t, s)cA(t)cB(t)ϕ(T (s))ds

T (t) = UT (t, 0)T0 + αT

∫ t

0

UT (t, s)cA(t)cB(t)ϕ(T (s))ds

(1.13)

Para demonstrar a existência de uma solução deste tipo assumimos maior regulari-

dade da condição inicial, considerando que para este caso y(0) ∈ H4(Ω)×H4(Ω)×
H4(Ω). Mediante isto, usando o método de Galerkin, demonstramos que o sistema

de equações equivalente a (1.11) tem uma solução satisfazendo 1.13 en um determi-

nado intervalo de tempo. No caso que νA = νB = νT mostramos que esta solução é

global no tempo.

Dado que não é posśıvel obter a solução exata do problema (1.2)-(1.8),

para determinar o comportamento das soluções, no caṕıtulo 4, apresentamos algu-

mas simulações computacionais do processo reativo. Os resultados foram obtidos

usando o método de diferenças finitas centrais de segunda ordem para a discretização

espacial, e o método de Runge-Kutta de três estágios para o passo do tempo. O

comportamento da solução é mostrado para alguns valores dos parâmetros do prob-

lema, restringindo o processo computacional a um número de iterações que equivale

a 2 s no processo de reação. As simulações apresentadas mostram como o consumo
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dos reagentes que participam no processo de difusão-reação origina a formação do

produto da reação e determina-se que a temperatura apresenta um lento compor-

tamento crescente. Observa-se que nossos resultados sobre o comportamento das

concentrações dos reagentes, a formação do produto, a temperatura e a taxa de

reação são comparáveis com os obtidos por Chang et.al [10].

Nosso terceiro resultado, apresentado no caṕıtulo 5, refere-se à obtenção

de estimativas do erro local para o problema semi-discretizado formulado no espaço

de elementos finitos. Se {Sh}0<h<1 é uma famı́lia de espaços de dimensão finita de

H1(Ω), donde cada Sh consiste de funções polinomiais seccionalmente cont́ınuas de

grau menor o igual que 1 com respeito à triangulação de Ω̄, a solução aproximada

ỹh(t) = (c̃hA(t), c̃hB(t), T̃h(t)) ∈ Sh = Sh × Sh × Sh do problema (1.11) é definida

como a solução do problema variacional〈
∂ỹh

∂t
, φh

〉
+ 〈v̂.∇y, φh〉 − νi 〈∆hy, φh〉 = 〈Phf(y), φh〉

para todo φh ∈ Sh. Onde y é a solução exata de (1.11), Ph : L2(Ω) −→ Sh é a

projeção ortogonal, ỹh = Phy, c̃Ah(0) = c̃Ah0
, c̃Bh(0) = c̃Bh0

e T̃h(0) = T̃h0, com

c̃Ah0
, c̃Bh0

e T̃h0 as projeções de cA0, cB0 e T0 no espaço Sh, respectivamente. Usando

estimativas de primeira ordem nas normas de Sobolev e o Lemma de Gronwall,

demonstra-se que existe uma constante C̃ = C̃(t,y) tal que

‖y − ỹh‖ ≤ C̃h, para todo t ∈ [0, τ ∗]. (1.14)

Finalmente, o último resultado da análise do problema, é desenvolvido

no caṕıtulo 6 e corresponde à análise do erro da discretização plena do problema

(1.11). Neste caso, por conveniência e simplicidade, consideramos um problema

simplificado de Euler impĺıcito na formulação de elementos finitos. Os resultados

obtidos, neste contexto, estão relacionados com a estimativa do erro global usan-

do shadowing finito a posteriori. Especificamente, estabelecemos um resultado de

shadowing via a análise do problema discreto,

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
, (1.15)
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com n = 0, 1, · · · , N − 1, τ = 1/N (τ < 1), h tal que 0 < h < 1 é parâmetro que

corresponde à discretização espacial, e Jn, � e Θ operadores definidos sobre Sh.

Especificamente, a equação (1.15) corresponde à equação do erro usando

o método de Euler para trás, do problema simplificado (formulado no espaço de

elementos finitos Sh):

d

dt
yh = Ah(t)yh + F h(yh) + Hh(y) yh ∈ Sh

yh(0) = Ph(y0).

(1.16)

Estabelecendo algumas hipóteses sobre os operadores Ah, demonstra-se

em primeiro lugar que

‖Θn+1(h, τ)‖ ≤ o(hτ) + o(τα+1)

Na continuação, definindo os operadores projeção Pn e Qn = I − Pn sobre o espaço

Sh e assumindo hipóteses apropriadas para os operadores Jn, Pn e Qn, formula-se

a equação do erro como um problema discreto de valor na fronteira

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
0 ≤ n ≤ N − 1

P0ζ0 = ξ, e QN−1ζN−1 = η.
(1.17)

Definindo o conjunto

Eε =
{
Υ = (ζn)N−1

n=0 ∈ SN
h : ‖Υ‖∞ = max

n
{‖ζn‖} ≤ ε

}
,

usando um Teorema do ponto fixo para conjuntos fechados e segundo as idéias de

Ostermann e Palencia [52] e Stuart e Humphries [68] sobre shadowing, demonstramos

que se ‖ξ‖ ≤ ε e ‖η‖ ≤ ε o problema (1.17) tem uma única solução Υ = (ζn)N−1
n=0

tal que

‖Υ‖∞ =≤ ε

(
1 +

Λ

(1 − µ)

)
,

com Λ e µ constantes que dependem de hipóteses a posteriori.

Finalizamos esta introdução lembrando que Smale [65] defende o pon-

to de vista que a analise numérica é uma área eclética com fundamentos teóricos

fracos. Encaramos nosso trabalho nesta tese como uma tentativa de construir ests

fundamentos em um exemplo particular.
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2 PRELIMINARIES

Neste caṕıtulo estabeleceremos algumas das definições e notações que

serão utilizadas nos caṕıtulos seguintes. Além disso, enunciaremos os principais

resultados que serão usados, e para sua demonstração indicamos a bibliografia.

2.1 Definições e Notações

Definição 2.1.1. Sejam x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn e Dj = ∂/∂xj. Se α =

(α1, α2, · · · , αn), com α1, α2, · · · , αn números inteiros não negativos, Dαu (no sen-

tido de distribuções) é definida como

Dαu = Dα1
1 · · ·Dαn

n u =
∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

,

onde |α| =
∑n

i=1 αi. Para α = 0, D0u = u.

Definição 2.1.2. Seja Ω um conjunto aberto e não vazio em Rn, com n ≥ 1. Seja

1 ≤ p < ∞ e m = 1, 2, · · ·

(i) O espaço de Lebesgue Lp(Ω) é o conjunto de classes de equivalência de funções

mensuráveis u : Ω −→ R tal que
∫
Ω
|u(x)|p dx < ∞. Com a norma

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|p dx

)1/p

,

Lp(Ω) é um espaço de Banach.

(ii) L∞(Ω) é o conjunto de classes de equivalência de funções mensuráveis sobre

Ω tais que u �→ |u(x)| é essencialmente limitada sobre Ω. Com a norma

‖u‖L∞(Ω) = inf {M ≥ 0 : |u(x)| ≤ M q.s. em Ω}

L∞(Ω) é um espaço de Banach.

(iii) O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o conjunto de todas as funções u ∈ Lp(Ω) que

tem derivada generalizada até a ordem m tal que

Dαu ∈ Lp(Ω) para |α| ≤ m.
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Para m = 0, W 0,p(Ω) = Lp(Ω); para cada 1 ≤ p < ∞, Wm,p(Ω) é um espaço

de Banach com respeito à norma

‖u‖m,p = ‖u‖W m,p(Ω) =


 ∑

0≤|α|≤m

∫
Ω

‖Dαu(x)‖p
p dx


1/p

.

Se p = ∞, Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com respeito à norma

‖u‖W m,∞(Ω) = max
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Observação 2.1.3. Se p = 2, Wm,2(Ω) = Hm(Ω) é um espaço de Hilbert com o

produto escalar

(u, v)m,p =
∑

0≤|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx.

Cm(Ω) denota o conjunto das funções de valor real (ou complexo) m-vezes continu-

amente diferenciáveis sobre Ω, e Cm(Ω̄) denota o conjunto das funções de valor real

(ou complexo) m-vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω̄. C0(Ω) = C(Ω), em

particular, denota o espaço de funções continuas.

Definição 2.1.4. Seja X um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞. Lp(a, b; X) é o espaço

de classes de funções mensuráveis de (a, b) em X com −∞ ≤ a < b ≤ +∞, tal que∫ b

a
‖u(t)‖p

X dt < ∞, o qual é um espaço de Banach com a norma,

‖u‖Lp(a,b;X) =

(∫ b

a

‖u(t)‖p
X dt

)1/p

Se p = ∞, L∞(a, b; X) é o espaço de classes de funções mensuráveis de

(a, b) em X tal que t �→ |u(t)| é essencialmente limitada.

2.2 Imersão de Sobolev

Se Ω é um domı́nio limitado no espaço Rn com fronteira suficientemente

regular, ∂Ω, então as imersões L2(Ω) ⊇ W 1,2 ⊇ W 2,2 ⊃ W 3,2 · · · são compactas e

para m − k > n/2, a imersão

Wm,2(Ω) ⊆ Ck(Ω̄) (2.1)
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é cont́ınua (ver Zeidler [82]). Em geral, se Ω é suficientemente regular, tem-se que

Wm,p(Ω) é denso em Wm−1,p(Ω), e Hm(Ω) é denso em Hm−1(Ω). Por outro lado,

se Ω é un conjunto aberto no Rn, então Cm(Ω) é denso no espaço Wm,p(Ω) para

1 ≤ p < ∞ (Temam [71]).

A imersão cont́ınua Wm,2(Ω) ⊆ Ck(Ω) para m − k > n/2 é usada

para demonstrar a regularidade de soluções generalizadas u, no sentido que se u

pertence ao espaço de Sobolev Wm,2(Ω) para m suficientemente grande, então para

k < m − n/2 obtém-se u ∈ Ck(Ω), isto é, u tem uma derivada clássica da ordem

k. Em particular, no espaço R1, Wm,2(Ω) ⊆ Cm−1(Ω) para m = 1, 2, · · · e no R2,

R3, Wm,2(Ω) ⊆ Cm−2(Ω) para m = 2, 3, · · · . De forma mais geral, tem-se o seguinte

Teorema de imersão de Sobolev (ver Agmon [1], Gilbarg e Trudinger [22], Pazy [55],

Trebel [73] ).

Teorema 2.2.1. (Imersão de Sobolev) Seja Ω um conjunto aberto em Rn com fron-

teira suficientemente regular, ∂Ω, então,

i) Wm,p(Ω) ⊂ Lnp/(n−mp)(Ω̄) se mp < n.

ii) Wm,p(Ω) ⊂ Ck(Ω̄) se 0 ≤ k < m − n/p.

2.3 Desigualdades de Poincaré, Young e Gronwall

As desigualdades de Poincaré, Young e Gronwall são essenciais na de-

terminação de estimativas a priori nos problemas de evolução.

i) (Desigualdade de Poincaré): Para todo u ∈ H1
0 , existe uma constante α(Ω) = α

tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ α ‖u‖H1
0
.

ii) (Desigualdade de Young): Para todo a, b, ε > 0, 1 < p < ∞ e q = p/(p − 1),

ab ≤ ε

p
ap +

1

qεq/p
bq.
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iii) (Lema de Gronwall): Sejam g, h, y funções localmente integráveis sobre [t0,∞),

tais que
dy

dt
≤ gy + h , t ≥ t0,

então,

y(t) ≤ y(t0)e
∫ t

t0
g(s)ds

+

∫ t

t0

h(s)e−
∫ s

t g(r)drds , t ≥ t0. (2.2)

Lema 2.3.1. (Lema uniforme de Gronwall) Sejam g, h e y três funções positivas

localmente integráveis sobre ]t0,∞[ com dy
dt

localmente integrable sobre ]t0,∞[ e que

satisfazem,

dy

dt
≤ gy + h para t ≥ t0,

∫ t+r

t

g(s)ds ≤ a1,

∫ t+r

t

h(s)ds ≤ a2

∫ t+r

t

y(s)ds ≤ a3, para t ≥ t0

onde r e ai para i = 1, 2, 3 são constantes positivas. Então

y(t + r) ≤
(a3

r
+ a2

)
ea1 para t ≥ t0.

2.4 Semigrupos de Operadores e Sistemas de evolução

A noção de semigrupo é uma das mais importantes para descrever pro-

cessos dependentes do tempo em termos da análise funcional. Por exemplo se um

processo f́ısico é descrito pela equaçõa

u′(t) = Au(t), u(0) = u0 (2.3)

com A o gerador de um semigrupo {G(t)}t≥0 então a solução do problema (2.3) é

u(t) = G(t)u0 para todo u0 ∈ D(A).

Definição 2.4.1. Um semigrupo {G(t)}t≥0 sobre um espaço de Banach X é uma

famı́lia de operadores lineares e limitados G(t) : X −→ X para todo t ≥ 0 tal que,

i) G(t + s) = G(t)G(s), t, s ≥ 0
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ii) G(0) = I com I o operador identidade

O gerador de um semigrupo {G(t)}t≥0 é um operador linear

A : D(A) ⊂ X −→ X tal que

Aw = lim
t→0+

G(t)w − w

t
(2.4)

onde w ∈ D(A) se e somente se o limite (2.4) existe. Um semigrupo {G(t)}t≥0

é fortemente cont́ınuo ou de classe C0 se e somente se a aplicação t �→ G(t)w é

cont́ınua sobre [0, +∞) para todo w ∈ X, isto é,

lim
t→s

G(t)w = G(s)w para todo w ∈ X.

Em s = 0 considera-se o limite pela direita (ver Butzer [7], Dautray e Lions [17]).

Teorema 2.4.2. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear fechado tal que D(A) é denso em X. O operador −A gera um semigrupo

fortemente cont́ınuo {G(t)}t≥0 sobre X se e somente se existem constantes M > 0

y ω tais que ∥∥(λI − A)−n
∥∥ ≤ M

(λ − ω)n
n = 1, 2, · · · (2.5)

para todo λ ∈ R tal que λ > ω com λ ∈ ρ(A), (ρ(A) = conjunto resolvente de A).

Definição 2.4.3. Seja X um espaço de Banach complexo e

∑
= {z ∈ C : ϕ1 < arg z < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2} .

Uma famı́lia {G(z)}z∈
∑ de operadores lineares e limitados G(z) ∈ L(X,X) é um

semigrupo anaĺıtico se

i) G(z1 + z2) = G(z1)G(z2) para todo z1, z2 ∈
∑

;

ii) G(0) = I;

iii) limz→0 G(z)w = w para todo w ∈ G e z ∈
∑

;

iv) z �→ G(z) é uma aplicação anaĺıtica de
∑

em L(X,X).
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A restrição de um semigrupo anaĺıtico ao eixo real é um semigrupo

fortemente cont́ınuo. Com respeito à extensão de um semigrupo de classe C0 a um

semigrupo anaĺıtico tem-se o seguinte teorema (ver [17], [55])

Teorema 2.4.4. Seja {G(t)}t≥0 um semigrupo fortemente cont́ınuo uniformemente

limitado com gerador A no espaço de Banach X. Então as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. Se p = λ + iµ e

lim sup
|µ|→∞

|µ| ‖R(1 + iµ)‖ < ∞.

2. Se ρ(A) = {p ∈ C : (A − pI)−1 existe}, existem constantes a, b ≥ 0,

M1 > 0 tal que

ρ(A) ⊃
∑

= {p : Re p > a − b |Im p|}

e para todo p ∈
∑

,

‖R(p,A)‖ ≤ M1

1 + |p| .

3. {G(t)}t≥0 é diferenciável para todo t > 0 e lim supt→0 t ‖AG(t)‖ < ∞.

4. {G(t)}t≥0 é extenśıvel a um semigrupo anaĺıtico em um setor
∑

conti-

do no eixo real positivo e {G(t)}t≥0 é uniformemente limitado em um

sub(setor) do mesmo tipo.

Se X um espaço de Banach e A(t) : D(A(t)) ⊂ X −→ X um operador

linear, o problema de valor inicial

dv(t)

dt
= A(t)v(t)

v(s) = vs,

(2.6)

chama-se problema de evolução.

Se para cada s fixo (2.6) tem uma única solução v(.), define-se o propa-

gador ou sistema de evolução U(t, s) por,

U(t, s)vs = v(t), t ≥ s (2.7)
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que descreve a evolução do sistema no tempo. Se A(t) = A é independente de t, y

A é gerador de um semigrupo {G(t)}t≥0, então,

v(t) = G(t − s)vs, isto é,

U(t, s) = G(t − s).

Definição 2.4.5. Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia de operadores lineares

limitados de dois parâmetros sobre X, U(s, t) 0 ≤ s ≤ t ≤ τ , é um sistema de

evolução (ou propagador) se,

i) U(s, s) = I

ii) U(t, s) = U(t, r)U(r, s), para 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ τ ∗

iii) (s, t) �→ U(s, t) é fortemente cont́ınua para 0 ≤ s ≤ t ≤ τ .

Teorema 2.4.6. Seja X um espaço de Banach, A(t) : D(A(t)) ⊂ X −→ X um

operador linear fechado para cada t ∈ [a, b], tal que D(A(t)) = D é independente de

t e denso em X e seja

∑
θ

= {λ : −θ < arg λ < θ, π/2 < θ < π, com θ fixo} .

Se para cada t ∈ [0, τ ] o conjunto resolvente de −A(t) contém
∑

θ e

∥∥(λI + A(t))−1
∥∥ ≤ M

1 + |λ| , λ ∈
∑

θ

com M uma constante positiva independente de λ e t; e o operador A(t)A(s)−1 é

Hölder cont́ınuo em t na topologia uniforme do operador para cada s fixo. Então, a

equação de evolução,

du(t)

dt
+ A(t)u(t) = 0, u(s) = us, s < t ≤ b

tem um único sistema de evolução (ou propagador) U(t, s) tal que

u(t) = U(t, s)us, s < t ≤ b.
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Para a demonstração deste Teorema ver Yosida [80], Ladas [39] e Pazy

[55].

Definição 2.4.7. Seja X um espaço de Banach, f : [0, τ ∗] × X −→ X e A(t) :

D(A(t)) ⊂ X −→ X um operador linear com domı́nio D(A(t)) = D independente

de t e denso en X; e considere o problema de evolução,

∂u(t)

∂t
+ A(t)u = f(t, u(t))

u(s) = us ∈ D(A(t))

(2.8)

1. u é solução do problema de evolução (2.8), se u(t) é fortemente

cont́ınuamente diferenciável sobre [s, τ ∗], u(t) ∈ D(A(t)) para cada

t ∈ [s, τ ∗] e u(t) satisfaz o sistema (2.8).

2. u é uma solução ‘mild”de (2.8), quando u admite a representação in-

tegral da forma,

u(t) = U(t, s)us +

∫ t

s

U(t, r)f(r, u(r))dr (2.9)

onde U(t, s)us) = u(t) é solução do problema homogêneo

∂u

∂t
+ A(t)u = 0, u(s) = us.

2.5 Truncamentos

Definição 2.5.1. Se u : Ω ⊂ Rn −→ R, as funções u+ e u− são definidas como,

i) u+ = max {u(x), 0}

ii) u− = max {−u(x), 0}

Observação 2.5.2. Desde que u = u+ − u−,

i) Se u ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, então u+, u− ∈ Lp(Ω), e

∥∥u+
∥∥

Lp(Ω)
≤ ‖u‖Lp(Ω) ,

∥∥u−∥∥
Lp(Ω)

≤ ‖u‖Lp(Ω)
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ii) Se u ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, então u+, u− ∈ W 1,p(Ω) para q.s. todo x ∈ Ω, e

∂u(x)

∂xi

=




∂u(x)
∂xi

se u(x) > 0

0, se u(x) ≤ 0

Por tanto, ∥∥∥∥∂u+

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)∥∥∥∥∂u−

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)∥∥u+

∥∥
W 1,p ≤ ‖u‖W 1,p∥∥u−∥∥
W 1,p ≤ ‖u‖W 1,p

2.6 Otros resultados

Uma das ferramentas mais importantes para a demonstração da ex-

istência de soluções positivas é o prinćıpio do máximo, que enunciamos na con-

tinuação (pode-se consultar, por exemplo, Pao [54], Protter-Weinberger [58] ou

Kinderlehrer-Stampacchia [37]). Também estabelecemos aqui a noção de função

Fréchet diferenciável ([83]) e o um Teorema de ponto fixo para conjuntos fechados

([68]).

Teorema 2.6.1. (Principio do máximo) Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado com

fronteira ∂Ω e L o operador uniformemente eĺıptico Lu =
∑n

i,j=1 aij(x, t) ∂2u
∂xi∂xj

+∑n
j=1 bj(x, t) ∂u

∂xj
. Se u ∈ C1(0, τ ∗, C2(Ω)) tal que

∂u

∂t
− Lu + cu ≥ 0 sobre Ω×]0, τ ∗] (2.10)

onde c ≡ c(x, t) é uma função limitada sobre Ω×]0, τ ∗]. Se c(x, t) ≥ 0 e u assume

um valor mı́nimo m0 ≤ 0 em algum ponto (x, t) ∈ Ω×]0, τ ∗], então u(x, t) = m0 para

todo (x, t) ∈ Ω×]0, τ ∗]. Se ∂Ω tem a propriedade da esfera interior e u alcança um

valor mı́nimo em algum ponto (t0, x0) ∈ ∂Ω×]0, τ ∗], então se u não é identicamente

constante
∂

∂η̄
u|(t0,x0) < 0.
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Definição 2.6.2. Sejam E, F espaços de Banach, Ω ⊂ E um conjunto aberto,

x ∈ Ω. Uma aplicação f : Ω −→ E é F-diferenciável em x, se existe um aplicação

linear cont́ınua ϕ : E −→ F e uma aplicação ψ definida para todo h suficientemente

pequeno em E e com valores em F tal que limh→0 ψ(h) = 0, e tal que

f(x + h) − f(x) = ϕ(h) + ‖h‖ψ(h)

Observação 2.6.3. Sobre as funções F-diferenciáveis (ou Fréchet diferenciáveis)

temos as seguintes observações:

1. Se f é F-diferenciável em x para todo x ∈ Ω, então f é F-diferenciável

em Ω e Df = f ′ : Ω −→ L(E,F )

2. Se Ω é um conjunto aberto em E e f : Ω −→ F1×F2×· · ·×Fm tal que

f = (f1, f2, . . . , fm), então f é F-diferenciável em x ∈ Ω se e somente

se fi é F-diferenciável em x para cada i = 1, 2, . . . , m. Se este é o caso,

f ′(x) = (f ′
i(x), · · · , f ′

m(x))

3. f ′′ = D2f : Ω −→ L(E,L(E,F )) ∼= L(E,E; F )

Observação 2.6.4. (Fórmula de Taylor). Sejam E, F espaços de Banach, um

conjunto aberto e f : Ω −→ F de classe Cp. Sejam x ∈ Ω e y ∈ Ω tal que o

segmento x + ty, para 0 ≤ t ≤ 1, está contido em Ω. Se hk = (h, h, . . . , h), então

f(x + h) = f(x) +
f ′(x)h

1!
+ · · · + f (p−1)f(x)hp−1

(p − 1)!
+ Rp

onde

Rp =

∫ 1

0

(1 − r)p−1

(p − 1)!
f (p)(x + rh)hpdr

Teorema 2.6.5. (Teorema da aplicação contração) Seja X um espaço de Banach,

B ⊂ X um conjunto fechado e f : B −→ B. Se existe uma constante 0 < α < 1 tal

que

‖f(u) − f(v)‖ ≤ α ‖u − v‖ , para todo u, v ∈ B,

então f tem um único ponto fixo u ∈ B tal que f(u) = u.
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2.7 Equações de Navier-Stokes e vorticidade

Considerando um conjunto simplesmente conexo Ω ⊂ Rn com fronteira

∂Ω, o movimento de um fluido newtoneano, viscoso e incompresśıvel é governado

pelas equações de Navier-Stokes,

∂v

∂t
+ (v.∇)v − ν∆v + ∇p = f , em Ω

∇.v = 0 em Ω

(2.11)

onde v é a velocidade do escoamento, p a pressão, ν a viscosidade do fluido e f

as forças externas. As equações (2.11) deve-se adicionar condições iniciais e de

fronteira. Em duas dimensões as equações (2.11) podem ser formuladas na forma da

função de corrente-vorticidade (ver Quarteroni [59] e Glowinski [24]) introduzindo a

chamada função de corrente. Se v ∈ L2(Ω)×L2(Ω), então existe ψ ∈ H1(Ω) tal que

v = curl ψ =

(
∂ψ

∂x2

,− ∂ψ

∂x1

)
(2.12)

e a vorticidade associada a v ∈ H1(Ω)×H1(Ω) é o campo escalar ω ∈ L2(Ω) tal que

ω = curl v =
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

. (2.13)

Das equações (2.12)-(2.13) obtém-se que a Eq. (2.11) é equivalente a

∂ω

∂t
+ (

∂ψ

∂x2

,− ∂ψ

∂x1

).∇ω − ν∆ω = 0, (2.14)

∆ψ = −ω (2.15)

As condições de fronteira que acompanham as equações (2.14)-(2.15) são,

ψ = 0 ,
∂ψ

∂η̄
= 0 sobre ∂Ω

que equivale a v = 0 sobre ∂Ω. Introduzindo as notações de função de corrente,

∂ψ

∂x1

= −v2 ,
∂ψ

∂x2

= v1,

o sistema (2.14)-(2.15) fica na forma

∂ω

∂t
+ (v.∇)ω − ν∆ω = 0, ∆ψ = −ω

onde v = (v1, v2). Para mais detalhes sobre a existência da solução e aproximação

ver por exemplo [43], [23], [75], [57]



3 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA E

EXISTÊNCIA DA SOLUÇÃO

3.1 Formulação do problema

Muitos problemas na engenharia são modelados por equações do tipo di-

fusão-convecção-reação com um termo fonte. Em particular, a mistura de part́ıculas

através de campos de escoamentos turbulentos ou naturais é um dos problemas

mais relevantes da mecânica dos fluidos; neste tipo de processos, a faixa na qual as

part́ıculas são transportadas e misturadas pelo movimento do fluido é muito diversa.

O estudo anaĺıtico ou numérico deste tipo de escoamentos incluindo mistura mole-

cular e reação qúımica torna-se geralmente muito complexo, pois o movimento do

fluido produz incremento da mistura, o qual pode originar que a reação total acon-

teça com muita rapidez, com a liberação de calor, sendo que as mudanças da massa

espećıfica e pressão originadas pela reação afetam significativamente a mistura (ver

Riley et al. [62] e Moser e Rogers [51]).

Para o caso bi-dimensional, o campo de fluxo, a difusão molecular e o

processo das reações qúımicas satisfazem um sistema de equações da forma,

ρ(
∂v̂

∂t
+ (v̂.∇)v̂) − ν∆v̂ + ∇p = f (3.1)

∇.v̂ = 0 (3.2)

ρcν(
∂T

∂t
+ (v̂.∇)T ) − κ∆T = Φ (3.3)

(
∂ci

∂t
+ (v̂.∇)ci) − Di∆ici = hi, i = 1, 2, . . . , n (3.4)

onde se assume que o fluxo é incompresśıvel; v̂ = (v1, v2) é o campo de velocidades,

T a temperatura, ci a fração de massa da i-ésima espécie qúımica, ∆ o operador de

Laplace, ∇ o gradiente, ρ a massa espećıfica, cν a constante de calor espećıfico a

volume constante, f uma força externa, Φ uma função de dissipação, hi a taxa das

reações qúımicas produzidas por ci, ν o coeficiente de viscosidade, κ o coeficiente

20
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de difusividade térmica, Di o coeficiente de difus̃ao dos reagentes e p a pressão

cinemática.

Dado que estamos procurando uma aproximação suficientemente re-

alista do fenômeno da mistura molecular, estudaremos o modelo considerado por

Chang et al. [10] que corresponde a um processo irreversśıvel de um só passo entre

duas espécies qúımicas A e B, para obter um produto P, ou seja,

vAA + vBB
k−→ vP P

onde vi, i ∈ {A,B, P} são os coeficientes molares estequiométricos. A taxa total de

reação é considerada de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes, e a

taxa constante da reação especifica é controlada pela cinética de Arrhenius, e tem

a forma:

k = Ze−E/RT ,

onde Z é um fator de freqüência, E a energia de ativação total, R a constante

universal de gases e T temperatura absoluta. Para o problema que estudaremos, as

funções Φ e hi tem a seguinte forma:

Φ = qvP cAcBZe−E/RT ,

hi = ±viZcAcBe−E/RT , i ∈ {A,B, P}

onde q é a liberação do calor por unidade de volume; o sinal mais, “ + ”, é para

i = P , e o sinal menos,“ − ”, é para i ∈ {A,B}. Tendo isto em conta, o sistema de

equações assume a forma:

∂v̂

∂t
+ (v̂.∇)v̂ − ν∆v̂ = 0 (3.5)

∇.v̂ = 0 (3.6)

cν(
∂T

∂t
+ v̂.∇T ) − κ∆T = vP qcAcBZe−E/RT (3.7)

∂ci

∂t
+ v̂.∇ci − νi∆ci = ±vicAcBZe−E/RT (3.8)

que corresponde a um modelo de mistura e reação em que os reagentes mesclam-

se num reator Ω adiabaticamente isolado e impenetrável ao fluxo de fluidos. Em
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conseqüência, as condições de fronteira associadas ao problema (3.5)-(3.8) são:

v̂ = 0 ,
∂T

∂η̃
=

∂ci

∂η̃
= 0 sobre ∂Ω (3.9)

onde η̃ denota o vetor unitário normal a ∂Ω. Além disso, as equações (3.5)-(3.8)

são complementadas com as condições iniciais,

v̂(x, 0) = v̂0(x), T (x, 0) = T0(x) ci(x, 0) = ci,0(x), sobre Ω. (3.10)

onde

T (x, 0) ≥ 0, ci,0 ≥ 0,
∑

i∈{A,B,P}

ci,0(x) = 1 (3.11)

3.2 Adimensionalização

Sejam L∗, U∗, c∗i , T
∗ os valores caracteŕısticos para o comprimento, ve-

locidade, concentração e temperatura, respectivamente, então as quantidades adi-

mensionais são definidas por:

x′
i =

xi

L∗ , t′ =
tU∗

L∗ , v′
i =

vi

U∗ , T ′ =
T

T ∗ , c′j =
cj

c∗
, p′ =

L∗p

U∗2

onde i = 1, 2, v̂ = (v1, v2), x = (x1, x2), j = A,B, P . Substituindo essas quanti-

dades no sistema (3.5)-(3.8) obtém-se um sistema adimensioanal de equações para

o processo de mistura-reação. Resulta a:

• Equação da continuidade:

∇.v̂ = 0 ou
∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

= 0

Fazendo v1 = v′
1U

∗, v2 = v′
2U

∗, x1 = x′
1L

∗ e x2 = x′
2L

∗ tem-se que

∂(v′
1U

∗)

∂(x′
1L

∗)
+

∂(v′
2U

∗)

∂(x′
2L

∗)
= 0

U∗

L∗
∂v′

1

∂x′
1

+
U∗

L∗
∂v′

2

∂x′
2

= 0

Portanto,
∂v′

1

∂x′
1

+
∂v′

2

∂x′
2

= 0. (3.12)
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• Equação da quantidade de movimento (3.5):

∂v̂

∂t
+ (v̂.∇)v̂) − ν∆v̂ + ∇p = 0

Fazendo

v1 = v′
1U

∗, v2 = v′
2U

∗, x1 = x′
1L

∗, x2 = x′
2L

∗, t =
t′L∗

U∗ e p =
p′U∗2

L∗ ,

e denotando v′ = (v′
1, v

′
2) temos

∂(v′U∗)

∂(t′L∗/U∗)
+ (v′U∗.∇)v′U∗ − ν∆(v′U∗) +

U∗2

L∗ ∇p′ = 0,

e então
U∗2

L∗
∂v′

∂t′
+

U∗2

L∗ (v′.∇)v′ − νU∗

L∗2 ∆v′ +
U∗2

L∗ ∇p′ = 0.

Multiplicando ambos membros por L∗/U∗2 obtém-se que

∂v′

∂t′
+ (v′.∇)v′ − ν

U∗L∗∆v′ + ∇p′ = 0

Portanto segue-se que,

∂v′

∂t′
+ (v′.∇)v′ − 1

Re
∆v′ + ∇p′ = 0 (3.13)

onde Re = U∗L∗
ν

que corresponde ao número de Reynolds.

• Equação da energia (3.7):

cν

(
∂T

∂t
+ (v̂.∇)T

)
− κ∆T = vP qcAcBZe−E/RT

Fazendo as substituções correspondentes, temos que

cν

(
∂(T ′T ∗)

∂(t′L∗/U∗)
+ (v′U∗.∇)T ′T ∗

)
− κ∆(T ′T ∗) = vP qc′Ac∗c′Bc∗Ze−E/RT ′T ∗

de onde

cν

(
U∗T ∗

L∗
∂T ′

∂t′
+

U∗T ∗

L∗ (v′.∇)T ′
)
− κT ∗

L∗2
∆T ′ = vP qc′Ac∗c′Bc∗Ze−E/RT ′T ∗

,

e multiplicando ambos membros por L∗/U∗T ∗ tem-se que

cν

(
∂T ′

∂t′
+ (v′.∇)T ′

)
− κ

U∗L∗∆T ′ =
L∗

U∗T ∗ vP qc′Ac∗c′Bc∗Ze−E/RT ′T ∗
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De onde

∂T ′

∂t′
+ (v′.∇)T ′ − κ

U∗L∗∆T ′ = vP
qc∗

cνT ∗
Zc∗

U∗/L∗ c
′
Ac′Be−E/RT ′T ∗

Desta forma,

∂T ′

∂t′
+ (v′.∇)T ′ − 1

RePr
∆T ′ = vP HeDac′Ac′Be−Ze/T ′

(3.14)

onde

Re =
U∗L∗

ν
, Pr =

ν

κ
, He =

qc∗

cνT ∗ , Da =
Zc∗

U∗/L∗

• Equações da reação-advecção (3.8):

∂ci

∂t
+ (v̂.∇)ci − Di∆ci = ±vicAcBZe−E/RT

Procedendo de forma análoga aos casos anteriores tem-se que:

U∗c∗

L∗
∂c′i
∂t′

+
c∗U∗

L∗ (v′.∇)c′i −
Dic

∗

L∗2 ∆c′i = ±vic
∗2c′Ac′BZe−E/RT ′T ∗

,

e multiplicando ambos membros por L∗/U∗c∗:

∂c′i
∂t′

+ (v′.∇)c′i −
Di

U∗L∗∆c′i = ±vi
L∗

U∗c∗
c∗2c′Ac′BZe−E/RT ′T ∗

Assim,
∂c′i
∂t′

+ (u′.∇)c′i −
1

ReSci

∆c′i = ±viDiac′Ac′Be−Ze/T ′
(3.15)

onde

Re =
U∗L∗

ν
, Sci =

ν

Di

Em conseqüência, o sistema de equações que governa o processo de

difusão-reação tem a forma adimensional seguinte:

∂v̂

∂t
+ (v̂.∇)v̂ − 1

Re
∆v̂ + ∇p = 0, (3.16)

∇.v̂ = 0 (3.17)

∂T

∂t
+ v̂.∇T − 1

RePr
∆T = vP HeDacAcBe−Ze/T (3.18)

∂ci

∂t
+ v̂.∇ci −

1

ReSci

∆ci = ±viDacAcBe−Ze/T (3.19)
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onde

ReSci ≡
U∗L∗

Di

; RePr ≡ U∗L∗

DT

; Da ≡ Zc∗
U∗/L∗ ; Ze =

E

RT ∗ ; He ≡ qc∗

cνT ∗

Da é o número de Damköhler, Ze o de Zel’dovich e He um parâmetro representativo

da liberação do calor.

O sistema de equações (3.16)-(3.19) está sujeito às seguintes condições

de fronteira:

v̂ = 0,
∂T

∂η̃
=

∂ci

∂η̃
= 0 sobre ∂Ω (3.20)

onde η̃ é o vetor unitário normal à ∂Ω; e às condições iniciais não negativas

v̂(x, 0) = v0, ci(x, 0) = ci0, T (x, 0) = T0. (3.21)

3.3 Existência e unicidade da solução

No sistema (3.16)-(3.21), observa-se que o campo de velocidade é de-

senvolvido independentemente das concentrações dos reagentes e a temperatura, o

que implica que a velocidade v̂ = (v1, v2) pode ser obtida independentemente das

equações da concentração e da temperatura (ver por exemplo Lions [43]). Para o

problema em estudo assumiremos a existência de v̂ com suficiente regularidade sem

especificar as condições iniciais sob as quais isto é satisfeito.

Observação 3.3.1. Para a demonstração da existência e unicidade da solução

assumiremos que para cada t ∈ [0, τ ∗] a velocidade v̂, é uma função conhecida,

limitada e Hölder cont́ınua em t. Isto é, existem constantes M > 0 e 0 < α ≤ 1 tal

que

‖v̂(t) − v̂(s)‖L∞(Ω) ≤ M |t − s|α para todo s, t ∈ [0, τ ∗]

Considerando Ω um conjunto aberto e limitado em Rn com fronteira

∂Ω, suficientemente regular e normal exterior unitária η̃, o problema em estudo fica
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formulado da seguinte maneira:

∂cA

∂t
+ (v̂.∇)cA − 1

ReScA

∆cA = −vADacAcBe−Ze/T (3.22)

∂cB

∂t
+ (v̂.∇)cB − 1

ReScB

∆cB = −vBDacAcBe−Ze/T (3.23)

∂T

∂t
+ (v̂.∇)T − 1

RePr
∆T = vP HeDacAcBe−Ze/T (3.24)

onde ci = ci(x, t) : Ω × [0, τ ∗] −→ R, i ∈ {A,B} representam as concentrações dos

reagentes na reação de um só passo e T = T (x, t) : Ω × [0, τ ∗] −→ R a temperatura

da mistura. Além disso, o sistema está sujeito as condições iniciais

cA(x, 0) = cA0, cB(x, 0) = cB0 T (x, 0) = T0 sobre Ω (3.25)

e às condições de fronteira

∂T

∂η̃
= 0 =

∂ci

∂η̃
sobre ∂Ω × [0, τ ∗], i = A,B (3.26)

3.4 Existência local

Para demonstrar a existência da solução, em primeiro lugar formulare-

mos o sistema (3.22)-(3.26) como um sistema abstrato de primeira ordem sobre o

espaço de Banach X = C(Ω̄)×C(Ω̄)×C(Ω̄). As constantes não negativas vADa, vBDa

e vpHeDa serão denotadas, respectivamente, por αA, αB e αT ; também usaremos a

notação νA = 1/ReScA, νB = 1/ReScB e νT = 1/RePr.

Para cada t ∈ [0, τ ∗] defina o operador linear

A(t) : D(A(t)) = D(AA(t)) × D(AB(t)) × D(AT (t)) ⊂ X −→ Xη,

tal que

A(t)y(t) = (A1(t)y(t), A2(t)y(t), A3(t)y(t))
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com,

AA(t) = −νA∆cA + (v̂.∇)cA

AB(t) = −νB∆cB + (v̂.∇)cB

AT (t) = −νT ∆T + (v̂.∇)T

D(Ai(t) =

{
u ∈ W 2,p(Ω) para todo p > 1 :

∂u

∂η̄
= 0 sobre ∂Ω

}
(3.27)

Então, o sistema (3.22)-(3.26) é equivalente a

dy

dt
+ A(t)y(t) = f(y(t)), 0 < t < τ ∗

y(0) = y0 ∈ X
(3.28)

Onde y : [0, τ ∗] −→ X, y(0) = y0 = (cA0, cB0, T0) e f : X −→ X são tais que

y(t) = (cA(t), cB(t), T (t))

dy

dt
=

(
∂cA

∂t
,
∂cB

∂t
,
∂T

∂t

)
f(y(t)) = (−αAcA(t)cB(t)ϕ(T (t)),−αBcA(t)cB(t)ϕ(T (t)), αT cA(t)cB(t)ϕ(T (t))

com ϕ(T ) = e−Ze/T (t)

O sistema (3.28) é um problema de evolução e para determinar a exis-

tência da solução utilizaremos os resultados de Yosida-Tanabe. Para isso, em

primeiro lugar demonstra-se que o operador Ai(t) para cada i = 1, 2, 3 é gerador

de um semigrupo anaĺıtico (ver Stewart [67], Kato [36], Yosida [80] e Pazy [55]).

Teorema 3.4.1. Seja 2 ≤ p < ∞, Ω um domı́nio limitado em Rn, n = 2, com

fronteira suave ∂Ω e considere o operador Zp(t) : D(Zp(t)) ⊂ Lp(Ω) −→ Lp(Ω) tal

que

Zp(t)u = −ν∆u + (v̂.∇)u,

com D(Zp(t)) = {u ∈ W 2,p(Ω) : ∂u/∂η̄ = 0 sobre ∂Ω}, então −Zp(t) é gerador de

um semigrupo anaĺıtico sobre Lp(Ω) para cada t ∈ [0, τ ∗] fixo.

Demonstração. Sejam u ∈ D(Ap(t)), v̂ = (v1, v2), q ∈ R tal que 1/p + 1/q = 1 e

〈u, u∗〉 denota a relação de dualidade entre os elementos u ∈ Lp(Ω) e u∗ ∈ Lq(Ω).

Então, para u ∈ D(Zp(t)), u∗ = |u|p−2 ū ∈ Lq(Ω) e 〈u, u∗〉 = ‖u‖p
p.
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Tendo em conta que,

〈Zp(t)u, u∗〉 = 〈(−ν∆ + (v̂.∇)) u, u∗〉

= 〈−ν∆u, u∗〉 + 〈(v̂.∇)u, u∗〉 ,

∂

∂xk

|u|p−2 =
1

2
(p − 2) |u|p−4

(
ū

∂u

∂xk

+ u
∂ū

∂xk

)
e denotando

|u|(p−4)/2 ū

(
∂u

∂xk

)
= αk + iβk, |α|2 =

∫
Ω

2∑
k=1

α2
k e |β|2 =

∫
Ω

2∑
k=1

β2
k ,

utilizando integração por partes tem-se que,

〈−ν∆u, u∗〉 = ν

∫
Ω

2∑
k=1

∂u

∂xk

∂

∂xk

(
ū |u|p−2) dx

= ν

∫
Ω

2∑
k=1

(∣∣up−2
∣∣ ∂u

∂xk

∂ū

∂xk

+ ū
∂u

∂xk

∂ |u|p−2

∂xk

)

= ν

∫
Ω

2∑
k=1

(
(p − 1)α2

k + β2
k + i(p − 2)αkβk

)
dx

= ν

(
(p − 1)α2 + β2 + i(p − 2)

∫
Ω

2∑
k=1

αkβkdx

)

Por outro lado,

Re 〈−ν∆u, u∗〉 = ν
(
(p − 1)α2 + β2

)
(3.29)

Im 〈−ν∆u, u∗〉 = ν

(
(p − 2)

∫
Ω

2∑
k=1

αkβkdx

)
(3.30)

Também,

〈(v̂.∇)u, u∗〉 =

∫
Ω

2∑
k=1

vk
∂u

∂xk

|u|p−2 ūdx

=

∫
Ω

2∑
k=1

vk |u|p/2 |u|(p−4)/2 ū
∂u

∂xk

dx

=

∫
Ω

2∑
k=1

vk |u|p/2 (αk + iβk)dx.
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Então,

Re 〈(v̂.∇)u, u∗〉 =

∫
Ω

2∑
k=1

vk |u|p/2 αkdx (3.31)

Im 〈(v̂.∇)u, u∗〉 =

∫
Ω

2∑
k=1

vk |u|p/2 βkdx (3.32)

Agora, observamos que

|〈(v̂.∇)u, u∗〉| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

2∑
k=1

vk |u|p/2 (αk + iβk)dx

∣∣∣∣∣
≤

∫
Ω

2∑
k=1

|vk| |u|p/2 |αk + iβk| dx

≤
2∑

k=1

‖vk‖∞
∫

Ω

|αk + iβk| |u|p/2 dx

≤
2∑

k=1

‖vk‖∞
∫

Ω

|αk + iβk|2 |u|p/2 dx

≤ ε

2∑
k=1

∫
Ω

( ν

2ε

(
|αk|2 + |βk|2

)
+

ε

2ν
|u|p

)
dx, ε = max

k=1,2
{‖vk‖∞}

=
ν

2

(
2∑

k=1

∫
Ω

|αk|2dx +
2∑

k=1

∫
Ω

|βk|2dx

)
+

ε2

ν

2∑
k=1

∫
Ω

|u|pdx

=
ν

2
(|α|2 + |β|2) + µ′ 〈u, u∗〉 , onde µ′ = 2ε2/ν, 〈u, u∗〉 = ‖u‖p

0,p

Segue-se, de (3.29) e (3.31) que,

Re 〈Zp(t)u, u∗〉 = Re 〈(−ν∆ + (v.∇)) u, u∗〉

= Re 〈−ν∆u, u∗〉 + Re 〈(v.∇)u, u∗〉

≥ ν
(
(p − 1) |α|2 + |β|2

)
− ν

2
(|α|2 + |β|2) − µ′ 〈u, u∗〉

= ν(p − 3/2) |α|2 +
1

2
|β|2 − µ′ 〈u, u∗〉

e de (3.30) e (3.32) que

Im 〈Zp(t)u, u∗〉 = Im 〈(−ν∆ + (v̂.∇)) u, u∗〉

= Im 〈−ν∆u, u∗〉 + Im 〈(v̂.∇)u, u∗〉

≤ ν

2

[
|p − 2|

(
|α|2 + |β|2

)
+ |α|2 + |β|2

]
+ µ′ 〈u, u∗〉 ,
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o que é equivalente a,

Re 〈(−ν∆ + (v̂.∇) + µ′) u, u∗〉 ≥ ν(p − 3/2) |α|2 +
1

2
|β|2 ≥ 0 (3.33)

e

Im 〈(−ν∆ + (v̂.∇) − iµ′) u, u∗〉 ≤ (p − 1)

2

(
|α|2 + |β|2

)
. (3.34)

Então, de (3.33), para todo λ > 0 e u ∈ D(Zp(t)):

λ ‖u‖0,p ≤ ‖(λI − ν∆ + (v̂.∇) + µ′I)‖0,p para todo p ≥ 2 (3.35)

Como λI−ν∆+(v̂.∇)+µ′I é bijetiva, utilizando (3.35) tem-se que para todo λ > 0,∥∥∥(λI − ν∆ + (v̂.∇) + µ′I)
−1

∥∥∥
0,p

≤ 1

λ
(3.36)

Portanto, pelo Teorema de Hille-Yosida, o operador ν∆ − (v.∇) − µ′I é gerador de

um semigrupo de contração sob Lp(Ω) para 2 ≤ p < ∞.

Agora demonstraremos que ν∆− (v̂.∇)− (µ′I) é extenśıvel a um semi-

grupo anaĺıtico. Levando em conta (3.33) e (3.34) e, visto que,

|Im 〈(−ν∆ + (v̂.∇) + µ′I(1 − i))u, u∗〉|
|Re 〈(−ν∆ + (v̂.∇) + µ′(1 − i)I)u, u∗〉| ≤

(p − 1)/2
(
|α|2 + |β|2

)
(p − 3/2) |α|2 + 1/2 |β|2

≤ (p − 1)

então a imagem numérica S (−Zp(t) − µ′(1 − i)I) de ν∆ − (v̂.∇) − µ′(1 − i)I é tal

que

S (−Zp(t) − µ′(1 − i)I) ⊂ {λ : |arg λ| > π − θ1}

onde θ1 = arctan(2p − 1), 0 < θ1 < π/2. Fazendo,∑
θ

= {λ : |arg λ| < π − θ} , com θ1 < θ < π/2 (3.37)

tem-se que existe uma constante Mθ > 0 tal que∥∥∥(λI − ∆ + (v̂.∇) + µ′(1 − i)I)
−1

∥∥∥
p
≤ M

|λ| , para todo λ ∈
∑

θ
(3.38)

Desta forma, (ν∆ − (v̂.∇) − µ′(1 − i)I) é gerador de um semigrupo anaĺıtico sobre

Lp(Ω) para 2 ≤ p < ∞. Pazy [55]).
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Teorema 3.4.2. Seja o operador linear Z(t) : D(Z(t)) −→ C(Ω̄) tal que

Z(t)u = (−ν∆ + (v̂.∇)) u, para todo u ∈ D(A(t)) (3.39)

onde

D(Z(t)) =

{
u ∈ W 2,p : Z(t)u ∈ C(Ω̄), para todo p ≥ 2

∂u

∂η̄
= 0 sobre ∂Ω

}
.

Então, −Z(t) é gerador de um semigrupo anaĺıtico sobre o espaço C(Ω̄) para cada t

fixo.

Demonstração. Pelo Teorema 3.4.1, tem-se que −Zp(t) = ν∆− (v̂.∇)−µ′(1− i)I é

gerador de um semigrupo anaĺıtico sobre Lp(Ω), p ≥ 2, então existe uma constante

M > 0 tal que, ∥∥∥(λI − ∆ + (v̂.∇) + µ′(1 − i))
−1

u
∥∥∥

p
≤ M

|λ| ‖u‖p , (3.40)

para todo λ ∈
∑

θ e todo u ∈ D(Z(t)). Usando o Teorema de imersão de Sobolev

2.2.1, temos

D(Z(t)) ⊂ D(Zp) ⊂ C(Ω̄), para todo p ≥ 2

Por outro lado, para todo u ∈ L∞(Ω) temos que

lim
p→∞

‖u‖p = ‖u‖∞

para u ∈ L∞(Ω). Então, de (3.40) resulta que

lim
p→∞

∥∥∥(λI − ∆ + (v̂.∇) + µ′(1 − i)I)
−1

u
∥∥∥

p
≤ lim

p→∞

M

|λ| ‖u‖p =
M

|λ| ‖u‖∞

Desta forma, para todo u ∈ C(Ω̄),∥∥∥(λI − ∆ + (v.∇) + µ′(1 − i))
−1

u
∥∥∥
C(Ω)

≤ M

|λ| ‖u‖C(Ω) , para todo λ ∈
∑

θ

Em conseqüência, Z(t) = −ν∆ + (v̂.∇) − µ′(1 − i)I é gerador de um semigrupo

anaĺıtico sobre Xη para cada t fixo.

Observação 3.4.3. Como conseqüência que Z(t) = −ν∆+(v̂.∇)−µ′(1− i)I é um

semigrupo anaĺıtico tem-se que −Z(t) também é gerador de um semigrupo anaĺıtico

sobre C(Ω̄).
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Observação 3.4.4. Para resultados mais gerais relacionados com a geração de

semigrupos anaĺıticos ver Stewart [67] e Amann [3].

Lema 3.4.5. Seja Z(t) = −ν∆+v̂.∇ o operador linear do Teorema 3.4.2 e B = µI,

com 0 < µ < 1 uma perturbação do operador Z(t). Se Zµ(t) = Z(t) + B então

Zµ(t)Z(0)−1
µ é Hölder cont́ınua.

Demonstração. Como por hipótese, v̂(t) é Hölder cont́ınua em t, então existem

constantes M1 > 0 e 0 < α ≤ 1 tais que

‖v̂(t) − v̂(s)‖L∞(Ω) ≤ M1 |t − s|α .

Por outro lado, dado que −Zµ(t) é gerador de um semigrupo anaĺıtico, então

Zµ(t)Z(0)−1
µ é um operador limitado para todo u ∈ D(Zµ(t)) = D(Z(t)) ([80]).

Assim, usando o fato que ‖∇Zµ(0)−1u‖ ≤ M2 ‖u‖ para alguma constante M2 > 0

([22]) tem-se que

∥∥Zµ(t)Zµ(0)−1u − Zµ(s)Zµ(0)−1u
∥∥ =

∥∥((Zµ(t) − Zµ(s)) Zµ(0)−1u
∥∥

=
∥∥(−ν∆ + v̂(t).∇ + B + ν∆ − v̂(s).∇− B) Zµ(0)−1u

∥∥
=

∥∥(v̂(s) − v̂(t).∇(Zµ(0)−1u)
∥∥

≤ ‖v̂(t) − v̂(s)‖L∞(Ω)

∥∥∇Zµ(0)−1u
∥∥
C1(Ω)

≤ M1 |t − s|α
∥∥∇Zµ(0)−1u

∥∥
C1(Ω)

≤ M |t − s|α ‖u‖C(Ω) , M = M1M2

Em conseqüência, existem constantes M > 0 e 0 < α ≤ 1 tais que,

∥∥(Zµ(t) − Zµ(s)) Zµ(0)−1
∥∥ ≤ M |t − s|α , para todo s, t ∈ [0, τ ∗].

Teorema 3.4.6. Seja Ai(t) = −ν∆ + (v̂(t).∇) para cada t ∈ [0, τ∗] e

A(t) : D(AA(t)) × D(AB(t)) × D(AT (t)) −→ X

, tal que

A(t)y(t) = (AA(t)y(t), AB(t)y(t), AT (t)y(t)),
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onde D(Ai(t)) como em 3.27. Então o problema homogêneo

dy

dt
+ A(t)y(t) = 0

y(0) = y0 ∈ X
(3.41)

tem uma única solução y(t) = U(s, t)y0 onde U(t, s) = (UA(s, t), UB(s, t), UT (s, t))

é um sistema de evolução sobre X para 0 ≤ s ≤ t ≤ τ ∗.

Demonstração. Seja Ai(t) = νi∆ − v̂.∇, i = A,B, T e y(t) = (cA(t), cB(t), T (t)).

Pelo Teorema 3.4.2 para cada t ∈ [0, τ ], Ai(t), i = A,B, T , gera um semigrupo

anaĺıtico sobre X, tal que

∥∥(λI + Ai(t))
−1

∥∥
Xη

≤ M

|λ| , para todo λ ∈
∑

θ
,

onde M é uma constante positiva independente de t e λ e
∑

θ dado em (3.37).

Então, pelo Teorema 2.4.61, existe um único sistema de evolução U(t, s) =

(UA(t, s), UB(t, s), UT (t, s)) tal que y(t) = (cA(t), cB(t), T (t)) com

cA(t) = UA(t, 0)c1(0)

cB(t) = UA(t, 0)c2(0) 0 < t ≤ τ ∗

T (t) = UT (t, 0)T (0)

é solução do problema (3.41). Portanto, o problema homogêneo (3.41) tem uma

única solução y(t) ∈ X tal que,

y(t) = U(t, 0)y(0).

Dado que ésta é uma solução clássica, aplicando o principio do maximo

conclúımos que ‖U(t, s)‖ ≤ 1.

Lema 3.4.7. Seja y(t) = (cA, cB, T ) ∈ X e f : X −→ X tal que

f(y) = (f1(y),f 2(y), f3(y)) ,

1Para a geração de semigrupos de evolução além das referências mencionadas anteriormente ver
[69] onde se demonstra um resultado sobre a geração de operadores de evolução com uma condição
mais fraca que a estabelecida em [36]
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onde fi : X −→ C(Ω) com fi(y) = ±αicAcBe−Ze/T para i = A,B, T com o sinal

”+”para i = T . Então f é uniformemente Lipschitz cont́ınua sobre o conjunto

E = {0 ≤ cA(x, t) ≤ 1, 0 ≤ cB(x, t) ≤ 1, T (x, t) ≥ 0}

Demonstração. Se y, y∗ ∈ X, demonstraremos que existe uma constante M > 0 tal

que

‖f(y) − f(y∗)‖
X
≤ M ‖y − y∗‖∞

Assim,

‖f(y) − f(y∗)‖
X

=
∥∥ (fA(y), fB(y), fT (y)) − (fA(y∗), fB(t,y∗), f ∗

T (y))
∥∥

X

=
∥∥fA(y) − fA(y∗), fB(y) − fB(y∗), fT (y) − fT (y∗)

∥∥
X

=
∑

i=A,B,T

‖(fi(y) − fi(y
∗))‖C(Ω)

Agora, fazendo ϕ(T ) = e−Ze/T e definindo

ϕ(T ) =




0 si T ≤ 0

e−Ze/T se T > 0,

então, ϕ(T ) é uma limitada e |ϕ(T )| ≤ 1.

Dado que para i = A,B 0 ≤ ci(t) ≤ 1, então temos que

‖fi(y) − fi(y
∗)‖C(Ω) = max

x∈Ω
|fi(y − fi(y

∗)|

= max
x∈Ω

∣∣αi

(
cAcBe−Ze/T − c∗Ac∗Be−Ze/T ∗)∣∣

= |αi|max
x∈Ω

| (cA − c∗A) cBϕ(T ) + (cB − c∗B) c∗Aϕ(T ∗)

+ c∗AcB (ϕ(T ) − ϕ(T ∗)) |

= Mi ‖y − y∗‖∞ Mi = max {N, |αi| i = A,B, T} .

onde ‖.‖∞ denota a norm de y : [0, τ ∗] −→ X; seguese que

‖f(y) − f(y∗)‖
X

=
∑

i=A,B,T

‖fi(y) − fi(y
∗)‖C(Ω

≤
∑

i=A,B,T

Mi ‖y − y∗‖∞

= M ‖y − y∗‖∞ , M =
∑

i=A,B,T

Mi.
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Em conseqüência, f é uma função uniformemente Lipschitz cont́ınua sobre E .

Teorema 3.4.8. Seja y(0) = (cA0, cB0, T0) ∈ X e consideremos o conjunto

E = {0 ≤ cA(t) ≤ 1, 0 ≤ cB(t) ≤ 1, T (t) ≥ 0} .

Então a solução clássica do problema

dy

dt
+ A(t)y(t) = f(y(t)) 0 < t ≤ τ ∗

y(0) = y0 ∈ X
(3.42)

tem uma formulação como uma solução (única) ”mild”y ∈ E.

Demonstração. Pelo Teorema 3.4.6, se f ≡ 0, existe um único sistema de evolução

U(t, s) = (UA(t, s), UB(t, s), UT (t, s)) (3.42), tal que existe uma constante Mi > 0

tal que ‖Ui(t, s)‖ ≤ 1,para i = A,B, T e

y(t) = U(t, 0)y0, para todo 0 ≤ t ≤ τ ∗,

é a única solução do problema homogêneo correspondente a (3.42). Agora, pela

definição 2.4.7, uma solução “mild”do problema (3.28), si existe, é da forma

y(t) = (cA(t), cB(t), T (t)) ∈ X,

onde,

cA = UA(t, 0)cA0 − αA

∫ t

0

UA(t, s)f(y(s))ds

cB = UB(t, 0)cB0 − αB

∫ t

0

UB(t, s)f(y(s))ds

T = UT (t, 0)T0 + αT

∫ t

0

UT (t, s)f(y(s))ds

(3.43)

Para demonstrar que o problema (3.42) tem uma única solução “mild”em E , defi-

namos a aplicação,

K : E −→ E

com

K(y)(t) = U(t, 0)y0 +

∫ t

0

U(t, s)f(y(s))ds,
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e em primeiro lugar determinaremos a existência da solução via um processo iterativo

da forma,

cn+1
A = UA(t, 0)cA(0) − αA

∫ t

0

UA(t, s)cn+1
A cn

Bϕ(T n(s))ds (3.44)

cn+1
B = UB(t, 0)cB(0) − αB

∫ t

0

UB(t, s)cn
Acn+1

B ϕ(T n(s))ds (3.45)

T n+1 = UT (t, 0)T (0) + αT

∫ t

0

UT (t, s)cn
Acn

Bϕ(T n(s))ds (3.46)

Sejam KnA e KnB os operadores

KnA = −αA

∫ t

0

cn
B(s)ϕ(T n(s))ds

KnB = −αB

∫ t

0

cn
A(s)ϕ(T n(s))ds

então

cn+1
A = UA(t, 0)cA(0) −Knc

n+1
A

e assim,

cn+1
A = (I −Kn)−1UA(t, 0)cA(0) (3.47)

Analogamente, obtém-se para cn+1
B que

cn+1
B = (I −KnB)−1UB(t, 0)cB(0) (3.48)

Portanto, o sistema iterativo (3.44)-(3.46) fica formulado na forma,

cn+1
A = cAL − αA

∫ t

0

UA(t, s)(I −KnA)−1cn
ALcn

Bϕ(T n(s))ds

cn+1
B = cBL − αB

∫ t

0

UB(t, s)(I −KnB)−1cn
BLcn

Aϕ(T n(s))ds

T n+1 = TL + αT

∫ t

0

UT (t, s)cn
Acn

Bϕ(T n(s))ds

onde cAL = UA(t, 0)cA(0), cBL = UB(t, 0)cB(0) e TL = UT (t, 0)T (0). Portanto, a

solução yn+1 = (cn+1
A , cn+1

B , T n+1) pode ser expressa na forma

yn+1(t) = yn
L + In(yn)
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com In = (In
A, In

B, In
T ), onde

In
A(cn

A) = −αA

∫ t

0

UA(t, s)(I −KnA)−1cn
ALcn

Bϕ(T n(s))ds

In
B(cn

B) = −αB

∫ t

0

UB(t, s)(I −KnB)−1cn
BLcn

Aϕ(T n(s))ds

In
T (T n) = αT

∫ t

0

UT (t, s)cn
Acn

Bϕ(T n(s))ds

Definindo,

cn+1
A = cAL +

n∑
j=1

In
AIn−1

A · · · In−j
A cAL

cn+1
B = cBL +

n∑
j=1

In
BIn−1

B · · · In−j
B cBL

cn+1
A = TL +

n∑
j=1

In
TIn−1

T · · · In−j
T TTL

demonstraremos que a solução y = (cA, cA, T ) existe com

cA(t) = cAL +
∞∑

j=1

In
AIn−1

A · · · In−j
A cAL =

n∑
j=0

SjcA(0) (3.49)

cB(t) = cBL +
∞∑

j=1

In
BIn−1

B · · · In−j
B cBL =

n∑
j=0

SjcB(0) (3.50)

T (t) = TL +
∞∑

j=1

In
TIn−1

T · · · In−j
T TTL =

n∑
j=0

SjT (0) (3.51)

onde Sj = In ◦ In−1 ◦ · · · ◦ In−j

Observe que, se y0 ≡ yL(0) = U(t, 0)y(0), então y0 ∈ E . Por outro

lado, usando o prinćıpio do máximo tem-se que para cada n, 0 ≤ cn
A ≤ 1, 0 ≤

cn
B ≤ 1 e T ≥ 0 (ver Lema 3.4.10). Também tem-se que KnA e KnB são operadores

tipo Volterra e portanto os operadores (I − KnA)−1 e (I − KnB)−1 existem e são

limitados. Demonstraremos que la serie (3.49) es convergente, para las series (3.50)

e (3.51)o procedimento é análogo. Em conseqüência, denotando por M o máximo
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das constantes

‖In
A(cAL)‖ = ‖In

A(UA(t, 0)cA(0))‖

≤ αA

∫ t

0

∥∥U(t, s) (I − K0)
−1 UA(t, 0)cA(0)cB(s)ϕ(T (s))

∥∥ ds

≤ αAkKt = MAt

onde kK = supn ‖I −KnA‖−1 e MA = αAkK. Também,

‖In
A ◦ In(cAL)‖ = ‖In

A (In
A(cAL))‖ ≤

∫ t

0

M2
Asds ≤ (MAt)2

2
.

Procedendo por indução, se

∥∥ n︷ ︸︸ ︷
In ◦ In ◦ · · · ◦ In(y0)

∥∥ ≤ (MAt)n

n!

então

∥∥ n+1︷ ︸︸ ︷
In ◦ In ◦ · · · ◦ In(y0(t))

∥∥ =
∥∥In

( n︷ ︸︸ ︷
In ◦ In ◦ · · · ◦ In(y0(t))

)∥∥
≤

∫ t

0

(MAt)n

n!
sds

=
(MAt)n+1

(n + 1)!
.

Portanto, pelo prinćıpio de indução matemática, para todo n ∈ N,

∥∥ n︷ ︸︸ ︷
In ◦ In ◦ · · · ◦n I(y0)

∥∥ ≤ (MAt)n

n!
.

Assim,

‖Sn+m − Sn‖ ≤
n+m∑
j=m

(MAt)j

j!
→ 0 se j → ∞.

Portanto (Sm)m∈N com Sm =
∑m

j=0 Sj(y0) é a seqüência de Cauchy em E ⊂
C(0, τ ∗, C(Ω)), e portanto convergente. Analogamente se demonstra que las series

(3.50) e (3.51) son convergentes em E . Em conseqüência a solução mild existe e é

da forma (3.43).

Para demonstrar a unicidade, consideramos que exista uma solução da

forma (3.43) e utilzando o fato que f é uma função uniformemente Lipschitz cont́ınua
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sobre E (Lema 3.4.7), obtem-se que para todo m ∈ N

‖(Kmy)(t) − (Kmy∗)(t)‖ ≤ (Kt)m

m!
‖y − y∗‖∞ .

Por tanto, por um Teorema do ponto fixo, y ∈ E é unica.

Observação 3.4.9. É conhecido que uma solução “mild”não é necessariamente

uma solução (clássica) ou uma solução forte, porém se (3.26) tem uma solução

clássica ou uma solução forte, então esta solução é da forma (3.43). Para obter

soluções clássicas ou fortes é necessário considerar condições iniciais apropriadas.

Nos seguintes Lemas assumiremos que y(x, t) = (cA(x, t), cB(x, t), T (x, t)) é uma

solução clássica do problema (3.28) tal que cA, cB, T ∈ C1 (0, τ ∗; C2(Ω))

Lema 3.4.10. Se ci ∈ C1(0, τ ∗, C(Ω)) e ci(x, 0) ≥ 0 sobre Ω̄ × [0, τ ∗], i ∈ {A,B},
ϕ(T ) = e−Ze/T e

∂cA

∂t
+ (−ν1∆ + v̂.∇)cA + αAcBϕ(T )cA = 0 (3.52)

∂cB

∂t
+ (−ν2∆ + v̂.∇)cB + αBcAϕ(T )cB = 0 (3.53)

com

∂ci

∂η̄
= 0 sobre ∂Ω (3.54)

então,

ci(x, t) ≥ 0 sobre Ω̄ × [0, τ ∗] i ∈ {A,B} .

Demonstração. Seja,

h(x, t) = αAcB(x, t)ϕ(T ), sobre Ω×]0, τ ∗].

i) Em primeiro lugar, suponha que h(x, t) ≥ 0 para todo (x, t) ∈ Ω×]0, τ ∗]. Se

cA(x, t) � 0, para todo (x, t) ∈ Ω × [0, τ ∗], então existe (x0, t0) ∈ Ω̄ × [0, τ ∗] tal

que,

cA(x0, t0) = m0,
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com m0 o valor mı́nimo negativo de cA(x, t) em Ω̄ × [0, τ ].

Agora, como cA(x, 0) ≥ 0, então (x0, t0) ∈ Ω×]0, τ ∗] ou (x0, t0) ∈ ∂Ω×]0, τ ∗].

Dado que cA(x, t) não pode assumir um valor constante negativo, então pelo

prinćıpio do máximo (Teorema 2.6.1),

(x0, t0) ∈ ∂Ω×]0, τ ∗],

caso contrário cA(x, t) ≡ m0 sobre Ω×]0, τ ].

Agora, como ∂cA(x, t)/∂η̄ = 0 para todo (x, t) ∈ ∂Ω×]0, τ ∗], em particular

∂

∂η̄
cA(x0, t0) = 0, (3.55)

Pelo prinćıpio do máximo (3.55) é uma contradição, em conseqüência,

cA(x, t) ≥ 0, sobre Ω̄ × [0, τ ∗].

ii) Em geral, como h(x, t) é limitada, existe uma constante C tal que C ≥ −h(x, t)

para todo (x, t) ∈ Ω × [0, τ ∗]. Defina a função

g(x, t) = e−CtcA(x, t),

então

∂g

∂t
− νA∆g + v̂.∇g + (g + h)g = 0 para todo (x, t) ∈ Ω×]0, τ ∗].

En efeito,

∂g

∂t
− νA∆g + v̂.∇g + (g + h)g = e−Ct ∂cA

∂t
− Ce−CtcA − ν1e

−Ct∆cA

+ e−Ct (v̂.∇cA) + (C + h(x, t))e−CtcA

= e−Ct

(
∂cA

∂t
− νA∆cA + v̂.∇cA + h(x, t)cA

)
= 0.

Além disso,

∂g

∂η̄
= e−Ct ∂cA

∂η̄
= 0 e g(x, 0) = cA(x, 0)
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Então, g(x, t) é solução do problema

∂g

∂t
− νA∆g + v̂.∇g + (C + h)g = 0 sobre Ω×]0, τ ∗]

g(x, 0) ≥ 0 sobre Ω

∂g

∂η̄
= 0 sobre ∂Ω × [0, τ ∗].

Dado que C + h(x, t) ≥ 0, pela parte i), g(x, t) = e−CtcA(x, t) ≥ 0 para todo

(x, t) ∈ Ω×]0, τ ]. Assim,

cA(x, t) ≥ 0 sobre Ω × [0, τ ∗].

Analogamente, se demonstra a positividade de cB(x, t) sobre Ω × [0, τ ∗].

Observação 3.4.11. O seguinte Lema pode ser estabelecido sob condições mais

fracas que T ∈ L2(, 0, τ ∗; H1(Ω)).

Lema 3.4.12. Seja T (x, 0) = T0 ≥ 0 q.s. sobre Ω. Se

∂T

∂t
− ν3∆T + v̂.∇T = α3cAcBϕ(T ) (3.56)

então T (x, t) ≥ 0 sobre Ω × [0, τ ∗].

Demonstração. Se u ∈ H1(Ω), então max {u, 0} , min {u, 0} ∈ H1(Ω) (ver seção 2.5

do caṕıtulo 2). Se

T−(t) = max
t

{−T (t), 0} ,

Como T (t) ∈ L2(Ω), tomando em (3.56) o produto interno com T− temos que〈
∂T

∂t
, T−

〉
−

〈
νT ∆T, T−〉 +

〈
(v̂.∇)T, T−〉 =

〈
αT cAcBϕ(T ), T−〉

então,∫
Ω

T−∂T

∂t
dx − ν3

∫
Ω

T−∆Tdx +

∫
Ω

(v.∇T )T−dx = αT

∫
Ω

cAcBϕ(T )T−dx

Agora, usando a fórmula de Green, obtemos que∫
Ω

T−∂T

∂t
dx = −1

2

dT

dt

∥∥T−∥∥2

L2(Ω)

−νT

∫
Ω

T−∆Tdx = −νT

∫
Ω

(∇T−)2dx = −νT

∥∥∇T−∥∥2

L2(Ω)∫
Ω

(v̂.∇T )T−dx = 0.
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Dado que αT ≥ 0, ϕ(T ) ≥ 0 e pelo Lema 3.4.10 ci(x, t) ≥ 0 para i = A,B, então

1

2

d

dt

∥∥T−∥∥2

L2(Ω)
+ νT

∥∥∇T−∥∥2

L2(Ω)
≤ 0

o que é equivalente a

d

dt

∥∥T−∥∥2

L2(Ω)
≤ −2νT

∥∥∇T−∥∥2

L2(Ω)
.

Então, a função t �→ ‖T−‖2
L2(Ω) é decrescente. Assim,

0 ≤
∥∥T−(t)

∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥T−(0)

∥∥
L2(Ω)

. (3.57)

Como, por hipótese, T (x, 0) ≥ 0, e T−(x, 0) = 0 q.s. sobre Ω, então de (3.57)

conclúısse que

T−(x, t) = 0 q.s. sobre Ω e t ∈ [0, τ ∗].

Em conseqüência, como T = T+ − T−,

T (x, t) ≥ 0 q.s sobre Ω e para todo t ∈ [0, τ ∗].

Observação 3.4.13. Considerando que no processo de difusão-reação as con-

centrações iniciais satisfazem a relação
∑

i=A=B=T ci(x, 0) = 1, no seguinte Lema

demonstraremos que 0 ≤ ci(x, t) ≤ 1 sobre Ω e para todo t ∈ [0, τ ∗].

Lema 3.4.14. Se ci(x, t) ≥ 0 e ci ∈ L2(0, τ,H1(Ω)) para i = A,B, T ; então

ci(x, t) ∈ [0, 1] sobre Ω e para todo t ∈ [0, τ ∗].q

Demonstração. Se,

∂ci

∂t
+ (u.∇)ci − νi∆ci = −αicAcBϕ(T ), i ∈ {A,B} (3.58)

então tomando o produto interno da equação (3.58) com (ci − 1)+ =

max {(ci − 1), 0},〈
∂ci

∂t
, (ci − 1)+(t)

〉
+

〈
(v̂.∇)ci, (ci − 1)+

〉
−

〈
νi∆ci(t), (ci − 1)+(t)

〉
=

〈
−αicAcBϕ(T ), (ci − 1)+

〉 (3.59)

Agora, observe que
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i) ∫
Ω

∂ci

∂t
[ci − 1]+ dx =

∫
Ω

[
∂

∂t
(ci − 1)](ci − 1)+dx

=

∫
Ω

∂

∂t

[
(ci − 1)+ − (ci − 1)−

]
(ci − 1)+dx

=

∫
Ω

(ci − 1)+ ∂

∂t
(ci − 1)+dx −

∫
Ω

(ci − 1)+ ∂

∂t
(ci − 1)−dx

=
1

2

d

dt

∥∥(ci − 1)+
∥∥2

L2(Ω)

ii) ∫
Ω

((v̂.∇ci) (ci − 1)+dx = 0

iii) ∫
Ω

νi∆ci(ci − 1)+dx = νi

∫
Ω

∆(ci − 1)(ci − 1)+dx

= νi

∫
Ω

∆(ci − 1)+(ci − 1)+dx −
∫

Ω

∆(ci − 1)−(ci − 1)+dx

= −νi

∫
Ω

∇(ci − 1)+∇(ci − 1)+dx

= −νi

∥∥∇(ci − 1)+
∥∥2

L2(Ω)

iv) Tendo em vista que ci(t, x) ≥ 0 e e−Ze/T ≥ 0 para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ Ω,

αi

∫
Ω

cAcA(ci − 1)+e−Ze/T dx ≥ 0.

Utilizando (i)-(iv), da equação (3.59), tem-se

1

2

d

dt

∥∥(ci − 1)+
∥∥2

+ νi

∥∥∇(ci − 1)+
∥∥2 ≤ 0

de onde,

∥∥(ci − 1)+(t)
∥∥2

L2(Ω)
+ 2νi

∫ t

0

∥∥∇(ci − 1)+
∥∥2

L2(Ω)
ds ≤

∥∥(ci − 1)+(0)
∥∥2

L2(Ω)
.

Posto que (ci − 1)+(0) = maxt {(ci − 1), 0} = 0, então,

∥∥(ci − 1)+(x, t)
∥∥

L2(Ω)
≤

∥∥(ci − 1)+(x, 0)
∥∥

L2(Ω)
= 0.
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Finalmente, como (ci − 1)+(x, t) = 0 e (ci − 1)−(x, t) ≥ 0 q.s. sobre Ω

e para todo t ∈ [0, τ ∗], e dado que

(ci − 1)(x, t) = (ci − 1)+(x, t) − (ci − 1)−(x, t),

então,

(ci − 1)(x, t) ≤ 0, q.s. (3.60)

Em conseqüência, de (3.60) tem-se que para i = A,B,

ci(x, t) ∈ [0, 1], q.s. sobre Ω e para todo t ∈ [0, τ ∗].

Teorema 3.4.15. Sejam cA,cB e T satisfazendo as equações (3.22)- (3.24) com

as respectivas condições iniciais e de fronteira (3.25) e (3.26) tais que cA, cB, T ∈
L2(0, τ ∗, H1(Ω)). Então existem constantes positivas a e b tais que,

‖T (t)‖L2(Ω) ≤ at + b para todo t ≥ 0 (3.61)

Demonstração. Em primeiro lugar definimos: T (t, x) = T̂ (t, x) + T̃ (t), onde

T̃ (t) =
1

|Ω|

∫
Ω

T (t, x)dx

De (3.24) tem-se que T satisfaz,

dT

dt
+ v̂.∇T + νT ∆T = αT cAcBe−Ze/T ,

então,

d

dt

(
T̂ + T̃

)
+ v̂.∇T̂ + νT ∆T̂ = αT cAcBe−Ze/T (3.62)

e

dT̃

dt
=

(
αT cAcBe−Ze/T

)
(3.63)

Dado que b̂(v̂, u, u) =
∫

Ω
[v̂.∇u]φdx = 0 para todo u ∈ H1(Ω), então tomando o

produto interno de (3.62) com T̂ tem-se que,〈
dT̂

dt
, T̂

〉
+

〈
v̂.∇T̂ , T̂

〉
+ νT

〈
∇T̂ ,∇T̂

〉
= αT

〈
cAcBe−Ze/T , T̂

〉
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De onde,

1

2

d

dt
‖T̂‖2

L2(Ω) + νT‖T̂‖H1(Ω) = αT

∫
Ω

cAcBe−Ze/T T̂ dx

Dado que ‖cA‖ ≤ 1, ‖cB‖ ≤ 1 e
∥∥e−Ze/T

∥∥ ≤ 1, então

1

2

d

dt
‖T̂‖2

L2(Ω) + νT‖T̂‖2
H1(Ω) ≤ αT

∫
Ω

T̂ dx

≤ αT

(∫
Ω

dx

)1/2 (∫
Ω

∣∣∣T̂ ∣∣∣2)1/2

= MT‖T̂‖L2(Ω), MT = αT |Ω|1/2

Como, ‖T̂‖L2(Ω) ≤ (λ1)
−1/2‖T̂‖H1(Ω), com λ1 o primeiro autovalor do operador ∆

([71]), então

MT‖T̂‖L2(Ω) ≤ MT (λ1)
−1/2‖T̂‖H1(Ω).

Agora, usando a desigualdade de Young obtemos

MT‖T̂‖L2(Ω) ≤
νT

2
MT‖T̂‖2

H1(Ω) +
M2

T

2νT λ1

.

e conseqüentemente

1

2

d

dt
‖T̂‖2

L2(Ω) + νT‖T̂‖2
H1(Ω) ≤

νT

2
MT‖T̂‖2

H1(Ω) +
M2

T

2νT λ1

ou

1

2

d

dt
‖T̂‖2

L2(Ω) +
νT

2
‖T̂‖2

H1(Ω) ≤
M2

T

2νT λ1

.

Agora como,

λ1‖T̂‖2
L2(Ω) ≤ ‖T̂‖2

H1(Ω),

então

d

dt
‖T̂‖2

L2(Ω) + λ1νT‖T̂‖2
L2(Ω) ≤

M2
T

2νT λ1

. (3.64)

Usando a desigualdade de Gronwall, de (3.64) obtém-se

‖T̂‖2
L2(Ω) ≤ ‖T̂ (0)‖2

L2(Ω)e
−νT λ1t +

1

ν2
T λ2

1

M2
T

(
1 − e−νT λ1t

)
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Então, se t → ∞,

‖T̂‖2
L2(Ω) ≤

M2
T

ν2
T λ2

1

.

Portanto, existe K̂T = MT

νT λ1
+

∥∥∥T̂ (0)
∥∥∥, tal que

‖T̂‖L2(Ω) ≤ K̂T , para todo t ≥ 0. (3.65)

Por outro lado, de (3.63) temos que

T̃ (t) ≤ αT |Ω| t + T̃ (0). (3.66)

Em conseqüência, de (3.65)-(3.66) temos finalmente que,

‖T‖ ≤ ‖T̂ + T̃‖ ≤ ‖T̂‖ + ‖T̃‖

≤ at + b, com a = αT |Ω| e b = K̂T + T̃ (0).

Observação 3.4.16. Observe que T (t) cresce no máximo linearmente em

L2 (0, τ ∗; H1(Ω)). Nossos estudos computacionais indicam certo crescimento com

0, 665 × 10−4 ≤ a ≤ 0, 725 × 10−4, para Re = 103 ( Fig. 4.6).

Observação 3.4.17. Precisamos de estimativas de ordem maior para estabele-

cer a existência de uma única solução forte para o problema (3.28) que é equiv-

alente ao sistema (3.22)-(3.26). Para obter estas estimativas, por simplicidade e

conveniência assumiremos adequada regularidade nos dados iniciais e utilizamos o

Lema de Gronwall. Estes argumentos poderiam ser alterados usando o Lema uni-

forme de Gronwall (Teorema 2.3.1) e estabelecendo a devida regularidade em um

instante τ ′, 0 < τ ′ < τ ∗.

Estas estimativas junto com técnicas bem conhecidas de aproximações

de Galerkin e argumentos de compacidade podem ser utilizadas para estabelecer a

existência de soluções fracas ([43], [71], [70]).

Utilizaremos as notações y = (cA, cB, T ), νmin = min {νA, νB, νT},
αmax = max {αA, αB, αT}, e para as estimativas do gradiente, consideraremos os



47

valores médios de cA, cB e T , respectivamente. Isto é,

c̄A(t) =
1

|Ω|

∫
Ω

cA(x, t)dx

c̄B(t) =
1

|Ω|

∫
Ω

cB(x, t)dx

T̄ (t) =
1

|Ω|

∫
Ω

T (x, t)dx.

assim, pode-se escrever

cA(x, t) = ĉA(x, t) + c̄A(t)

cB(x, t) = ĉB(x, t) + c̄B(t)

T (x, t) = T̂ (x, t) + T̄ (t)

a) Estimativa para ‖y‖L2(Ω).

1

2

d

dt
‖y‖2

L2(Ω) + νA ‖∇y‖2
L2(Ω) ≤ αmax |〈f(y), ŷ〉|L2(Ω) ≤

αmax

2

∫
ω

|y|3 dx

segue-se que

d

dt
‖ŷ‖2 + 2νmin ‖∇y‖2

L2(Ω) ≤ k1αmax ‖ŷ‖H1/3(Ω) , (pela desigualdade de Sobolev)

≤ k1αmax ‖y‖2
L2(Ω) ‖y‖H1(Ω)

(por interpolação entre L2(Ω) e H1(Ω))

≤ νmin ‖y‖2
H1(Ω) +

k1α
2
max

4νmin

‖y‖4

(pela desigualdade de Young)

≤ kA ‖y‖4
L2(Ω) + νmin ‖y‖2 , kA =

k1α
2
max

4νmin

≤ kA

(
‖y‖2

L2(Ω) +
νmin

2kA

)2

Integrando [
− 1

‖y‖2
L2(Ω) + νmin

2kA

]‖y‖L2(Ω)

‖y(0)‖L2(Ω)

≤ kAt,

dado que 0 < t < τ ∗ < 1

kA

(
‖ŷ(0)‖2+

νmin
2kA

) . Então

kAt +
1

‖ŷ‖2 + νmin

2

≥ 1

‖ŷ(0)‖2 + νmin

2

.
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Assim, para 0 ≤ t ≤ τ ∗,

‖ŷ‖L2(Ω) ≤

√√√√√‖ŷ(0)‖2 + νmin

2

(
1 − kAt(‖ŷ(0)‖2 + νmin

2kA
)
)

1 − kAt
(
‖ŷ(0)‖2 + νmin

2kA

) = c0(t).

Estimativa para ‖∇y‖:

1

2

d

dt
‖∇ŷ‖2

L2(Ω) + νmin ‖∆ŷ‖2
L2(Ω) ≤ αmax ‖〈∇f(y), ∆ŷ〉‖ + ‖〈v̂.∇ŷ, ∆ŷ〉‖L2(Ω)

≤ ‖v̂‖ ‖∇ŷ‖L2(Ω) ‖∆ŷ‖L2(Ω) + αmax ‖ŷ‖2
L4(Ω) ‖∆ŷ‖L2(Ω)

≤ νmin

4
+

‖v̂‖2

νmin

‖∇ŷ‖2
L2(Ω) + αmaxk2 ‖ŷ‖2

H1/2(Ω) ‖∆ŷ‖L2(Ω)

≤ νmin

4
‖∆ŷ‖2

L2(Ω) +
‖v̂‖2

νmin

‖∇ŷ‖2
L2(Ω)

+ k1αmin ‖ŷ‖L2(Ω) ‖ŷ‖H1(Ω) ‖∆ŷ‖L2(Ω)

≤ νmin

4
‖∆ŷ‖2

L2(Ω) +
‖v̂‖2

νmin

‖∇ŷ‖2
L2(Ω)

+
k1α

2
max

νmin

c0(t)
4 +

k1α
2
max

νmin

c0(t)
2 ‖∇ŷ‖2

L2(Ω)

então,

d

dt
‖∇ŷ‖2

L2(Ω) ≤ g1(t) ‖∇ŷ‖2
L2(Ω) + h1(t)

onde g1(t) = ‖v̂‖2

νmin
+ k1α2

max

νmin
c0(t)

2 e h1(t) = k1α2
max

νmin
c0(t)

4. Assim,

‖∇ŷ‖2
L2(Ω) ≤ ‖∇ŷ(0)‖2

L2(Ω) e
∫ t
0 g1 +

∫ t

0

h1(s)e
−

∫ s
t gds

Portanto,

‖∇ŷ‖L2(Ω) ≤ c1(t), para 0 ≤ t ≤ τ ∗

com ŷ(t) = ‖∇ŷ(0)‖2
L2(Ω) e

∫ t
0 g1 +

∫ t

0
h1(s)e

−
∫ s

t g.

Estimativa para ∆y: Utilizaremos as estimativas obtidas para y e ‖∇ĉA‖L2(Ω) ≤
c1(t) para 0 ≤ t < τ ∗.

1

2

d

dt
‖∆ŷ‖2

L2(Ω) + νmin |〈∇∆ŷ,∇∆ŷ〉| ≤ αmax ‖〈∇f(y),∇∆ŷ〉‖L2(Ω)

+ ‖〈∇v̂.∇ŷ,∇∆ŷ〉‖L2(Ω) .
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Dado que

‖〈∇v̂.∇ŷ,∇∆ŷ〉‖L2(Ω) ≤ k3
ˆ‖v‖W 1,∞ ‖∆ŷ‖L2(Ω) ‖∇∆ŷ‖L2(Ω)

≤ νmin

4
‖∇∆ŷ‖2

L2(Ω) +
k2 ‖v̂‖2

W 1,∞

νmin

‖∆ŷ‖2
L2(Ω)

e

αmax ‖〈∇(y),∇∆ŷ〉‖ ≤ k4αAc1(t)
(
‖y‖∞ + ‖y‖2

∞
)
‖∇∆ŷ‖L2(Ω)

≤ k4αAc1(t)
(
‖y‖L2(Ω) + ‖∆ŷ‖L2(Ω)

)
+ ‖y‖L2(Ω)

(
‖∆ŷ‖L2(Ω) + ‖y‖L2(Ω)

)
≤ k4αAc1(t)

(
co(t) + c0(t)

2 + (1 + c0(t)) ‖∆ŷ‖L2(Ω)

)
‖∇∆ŷ‖L2(Ω)

≤ νmin

4
‖∇∆ŷ‖2

L2(Ω) +
k1αmaxc1(t)

2c0(t)
2

νmin

(1 + c0(t))
2

+
α2

max

νmin

c1(t)
2 (1 + c0(t))

2 ‖∆ŷ‖2
L2(Ω)

Segue-se que

d

dt
∇∆ŷ2

L2(Ω) ≤ g2(t) ‖∆ŷ‖2
L2(Ω) + h2(t)

e pelo Lema de Gronwall tem-se que existe uma função c2(t) tal que

‖∆ŷ‖ ≤ c2(t)

Estimativa para ∆2y:

1

2

d

dt

∥∥∆2ŷ
∥∥2

L2(Ω)
+ νmin

∥∥∇∆2ŷ
∥∥2

L2(Ω)
≤

∣∣〈∇∆v̂.∇ŷ,∇∆2ŷ
〉∣∣

+ αmax

∣∣〈∇∆f(y),∇∆2ŷ
〉∣∣

Do fato que

‖∇∆v̂.∇ŷ‖L2(Ω) ≤ k5‖v̂‖W 3,∞
∥∥∆2ŷ

∥∥
L2(Ω)

∥∥∇∆2
∥∥

L2(Ω)

≤ νmin

4

∥∥∇∆2ŷ
∥∥2

L2(Ω)
+

k5‖v̂‖2
W 3,∞

νmin

∥∥∆2ŷ
∥∥2
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e

αmax ‖∇∆f(y)‖L2(Ω) ≤ αmaxk6

[
‖y‖2

∞ ‖∇∆ŷ‖L2(Ω) + ‖∆ŷ‖L2(Ω) ‖∇ŷ‖∞ ‖ŷ‖∞ + ‖∇ŷ‖3
∞

]
≤ αmaxk6

[
‖∆ŷ‖2

∞
∥∥∆2ŷ

∥∥
L2(Ω)

+ ‖∆ŷ‖2
L2(Ω) ‖ŷ‖

1/2

L2(Ω) ‖∆ŷ‖1/2

L2(Ω)

+ ‖ŷ‖3/2

L2(Ω) ‖∆ŷ‖3/2

L2(Ω)

]
(Por Sobolev, Poincaré e interpolação)

αmaxk6

[ ∥∥∆2ŷ
∥∥ c2(t)

2 + c2(t)
5/2c0(t)

1/2 + c2(t)
3/2c0(t)

3/2]
]

Segue-se que

1

2

d

dt

∥∥∆2ŷ
∥∥2

L2(Ω)
+

νmin

2
‖∇∆ŷ‖2

L2(Ω) ≤
k6

νmin

(
‖v̂‖2

W 3,∞ + α2
maxc2(t)

2
) ∥∥∆2ŷ

∥∥2

h
il

+ k6αmax

(
c2(t)

5/2c0(t)
1/2 + c2(t)

3/2c0(t)
3/2

)
Assim,

1

dt

∥∥∆2ŷ
∥∥2

L2(Ω)
≤ g4(t)

∥∥∆2ŷ
∥∥2

+ h4(t)

onde

g4(t) =
k6

νmin

(
‖v̂‖2

W 3,∞ + α2
maxc2(t)

2
)

h4(t) = k6αmax

(
c2(t)

5/2c0(t)
1/2 + c2(t)

3/2c0(t)
3/2

)
.

Portanto, usando a desigualdade de Gronwall, existe c4(t) tal que

∥∥∆2ŷ
∥∥

L2(Ω)
≤ c4(t), 0 ≤ t < τ∗.

Em conseqüência, pelas desigualdades de Sobolev ŷ ∈ C2(Ω) e temos uma solução

clássica.

Observação 3.4.18. Das desigualdades mostradas na observação anterior, temos

que existe uma solução clássica local y = (cA, cB, T ) para o problema (3.22)-(3.26).

A dificuldade é para obter uma solução global no tempo. Se assume-se o caso

νA = νB = νT (utilizado nas simulações) e consideramos

χ =
νP He

νA + νB

(cA + cB) + T,
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então das equações (3.22)-(3.24) temos que

∂χ

∂t
+ v̂.∇χ − ν∆χ = 0

é satisfeita no sentido clássico em 0 ≤ t ≤ τ ∗. Então pelo prinćıpio do máximo

0 ≤ T (x, t) ≤ vpHe

vA + vB

+ T (x, 0).

Fazendo,

λ0 = 2

(
vP He

vA + vB

)2

,

tem-se

‖T (t)‖2 ≤ λ0 + 2 ‖T (0)‖2 .

Também tem-se que ‖ci‖2 ≤ ‖ci(0)‖2 para i = A,B. Dado que,

1

kA ‖y‖2 + νmin

>
1

a
(
λ0 + ‖T (0)‖2 + ‖y‖2) + νmin

e fazendo

τ∗ =
1

kA

(
λ0 + ‖T (0)‖2 + ‖y‖2) + νmin

temos que t∗ < τ ∗. Evidentemente, tem-se que

1

kA ‖y(τ∗)‖2 + νmin

> τ∗ e τ∗ < τ ∗.

Por conseqüência, podemos os argumentos anteriores extender a solução clássica ao

intervalo [τ∗, 2τ∗] e assim por iteração construir uma solução clássica global.
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4 SOLUÇÃO NUMÉRICA

Existem, na literatura, publicações que apresentam diversos métodos

para simular a solução da formulação de vorticidade-função de corrente para fluidos

incompresśıveis não estacionários: ver por exemplo Weinan [75], Young et al. [81],

Weinan e Liu [44], etc. O problema em estudo tem sido simulado utilizando o

método de diferenças finitas de segunda ordem para a discretização espacial e o

método de Runge-Kutta para o passo do tempo (Jameson [33]), tendo em conta que

esses métodos são particularmente simples e eficientes, especialmente para o caso

quando as fronteiras do domı́nio são paralelas aos eixos coordenados. Utilizando este

procedimento no artigo [] De Bortoli, Thompson e Zavaleta simulam a rotação de

um flúıdos fracamente viscolelásticos e determinam o comportamento das normas

de Sobolev, e recentemente Zavaleta, De Bortoli e Thompson [] mostram que o

comportamento das soluções do problema (??) são comparables com os resultados

mostrados por Chang et.al. [10].

4.1 Discretização

Para a simulação numérica, consideramos o sistema de equações (3.16)-

(3.21) expresso na forma de função de corrente-vorticidade com suas respectivas

condições iniciais e de fronteira (ver seção 2.7 do caṕıtulo 2). O sistema de equações

tem a forma,

∂ω

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂ω

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂ω

∂x2

− 1

Re
∆ω = 0, ∆ψ = −ω (4.1)

∂cA

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂cA

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂cA

∂x2

− 1

ReScA

∆cA = −vADacAcBe−Ze/T (4.2)

∂cB

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂cB

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂cB

∂x2

− 1

ReScB

∆cB = −vBDacAcBe−Ze/T (4.3)

∂cP

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂cP

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂cP

∂x2

− 1

ReScP

∆cP = vP DacAcBe−Ze/T (4.4)

∂T

∂t
+

∂ψ

∂x2

∂T

∂x1

− ∂ψ

∂x1

∂T

∂x2

− 1

RePr
∆T = vP HeDacAcBe−Ze/T (4.5)
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onde

v̂ =

(
∂ψ

∂x2

,− ∂ψ

∂x1

)
(4.6)

Assumimos, também, que o reator onde produz-se o processo reativo é o quadrado

[0, 1]× [0, 1] ⊂ R2. Para aproximar as soluções consideramos o método de diferenças

finitas com 5 pontos para a discretização espacial e o esquema de Runge-Kutta de

três-estágios para a evolução temporal (Jameson [33]). Então, a discretização do

sistema (1.2)-(1.6) é dado pelo conjunto de equações,

ωn+1 − ωn

∆t
+ D̂yψ

nD̂xω
n − D̂xψ

nD̂yω
n − 1

Re
∆n

hωn = 0 (4.7)

∆hψ
n+1 = −ωn+1 (4.8)

cn+1
A − cn

A

∆t
+ D̂yψ

nD̂xc
n
A − D̂xψ

nD̂yc
n
A =

1

ReScA

∆hc
n
A − vADacn

Acn
Be−Ze/T n

(4.9)

cn+1
B − cn

B

∆t
+ D̂yψ

n.D̂xc
n
B − D̂xψ

nD̂yc
n
B =

1

ReScB

∆hc
n
B − vBDacn

Acn
Be−Ze/T n

(4.10)

cn+1
P − cn

P

∆t
+ D̂yψ

n.D̂xc
n
P − D̂xψ

nD̂yc
n
P =

1

ReScP

∆hc
n
P + vP Dacn

Acn
Be−Ze/T n

(4.11)

T n+1 − T n

∆t
+ D̂yψ

nD̂xT
n − D̂xψ

nD̂yT
n =

1

RePr
∆hc

n
T + vP DaHecn

Acn
Be−Ze/T n

(4.12)

onde D̂x, D̂y e D̂h são tais que

(D̂xg(x, y) =
g(x + h, y) − g(x − h, y)

2∆x

(D̂yg(x, y) =
g(x, y + h) − g(x, y − h)

2∆y

∆hg(x, y) =
g(x − h, y) − 2g(x, y) + g(x + h, y)

(∆x)2

+
g(x, y − h) − 2g(x, y) + g(x, y + h)

(∆y)2

Sem perda de generalidade, assumimos que ∆x = ∆y e usamos a notação i, j para

referir a malha na direção x e y, respectivamente, com i = 1, 2, · · ·N , j = 1, 2, · · ·N .
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As condições de fronteira são discretizadas na forma

g1,j = 2g2,j − g3,j

gM,j = 2gN−1,j − gN−2,j

gi,1 = 2gi,2 − gi,3

gi,N = 2gi,N−1 − gi,N−2

O método de Runge-Kutta simplificado usado para o processo iterativo tem o

seguinte esquema:

W
(0)
i,j = W n

i,j

W
(k)
i,j = W

(0)
i,j − αk∆tR

(k−1)
i,j

W
(n+1)
i,j = W

(k)
i,j ,

onde os αk são (chamados) os coeficientes do passo de tempo de Runge-Kutta e

Ri,j é o vetor residual. Para o esquema de três estágios são usados os seguintes

coeficientes ([33]):

α1 = 1/2, α2 = 1/2, α3 = 1,

e o passo de tempo foi determinado com as variações do número de Reynolds e o

tamanho da malha (Young et al [81]),

1

Re
∆t

(
1

(∆x)2
+

1

(∆y)2

)
≤ 1

2
.

4.2 Resultados

Para obter a solução numérica da evolução na concentração dos

reagentes cA, cB, a temperatura T , assim como a concentração do produto cP ,

consideramos a divisão do domı́nio computacional Ω = [0, 1] × [0, 1] em uma

malha de 31 × 31, com ∆x = ∆y = 1/30 e o passo de tempo ∆t = 0.0001.

Os resultados obtidos foram calculados para os seguintes números: Reynolds:

Re = 100, 500, 1000, 2000 e 3000, Damkhöler: Da = 30, 100, 300 e Zel’dovich:

Ze = 1, 5, 8. A temperatura é considerada na forma absoluta.
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Assumimos que a difusividade D das quantidades que estão participan-

do na mistura são comparáveis à difusividade da vorticidade do fluido, isto é equiv-

alente a assumir que o número de Schimidt Sc ≡ ν/D ≈ 1 ( Dahm et al [16]); tendo

isto em conta, consideramos que Sci = 1 para i ∈ {A,B, P}. Também assumiremos

Pr = 1, He = 10 e os coeficientes molares estequimétricos como vA = vB = vP = 1.

O processo de reação é iniciado em t = 0 tomando como condição inicial para a

vorticidade ω0(i, j) = 0, 01 no interior da malha e ω0(i, j) = 0 nas fronteiras, e as

concentrações iniciais cA(0) = 1/2, cB(0) = 1/2, cP (0) = 0 e T (0) = 1.

Nas Figs. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 mostra-se as variações das con-

centrações, produto, temperatura e taxa de reação, respectivamente, para algumas

das variações dos parâmetros considerados nas simulações computacionais. Dado

que o comportamento dos reagentes A e B durante o processo reativo é similar, só

mostraremos os gráficos do processo evolutivo do reagente A.
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Figura 4.1: A figura da esquerda mostra a variação do reagente cA no processo de
difusão-reação para Re = 500, Ze = 5 e Da = 100 e a figura da direita
o comportamento de cB para os mesmos parâmetros.

A Fig. 4.1 mostra, na esquerda, o decaimento da concentração do

reagente A, e na direita o comportamento da concentração do reagente B a partir

de t = 0s até t=2 s para os valores dos números de Reynolds (Re = 500), Damköler
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(Da = 100) e Zel’dovich (Ze = 5), respectivamente. Observe que tanto o consumo

do reagente A como B vai decrescendo durante o processo de difusão-reação, e os

dois elementos apresentam um comportamento semelhante.
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Figura 4.2: A figura da esquerda mostra a taxa de reação e à da direita a evolução
da formação do produto cP no processo reativo, para Re = 500, Ze = 5
e Da = 300.

O consumo dos reagentes A e B vai originando a formação de um novo

produto, P , com concentração cP cuja formação depende da taxa de reação, que

é dada pela expressão algébrica r = DacAcBe−Ze/T . A taxa de reação, cujo com-

portamento é mostrado na esquerda da Fig. 4.2 é o que determina a velocidade

da formação do produto P . Observe que a taxa de reação apresenta no ińıcio um

crescimento abrupto devido as condições iniciais e de fronteira, para após decair

também abruptamente até alcançar um comportamento tendendo a estabilidade.

Ao contrário, a evolução da formação de P , partindo de zero, apresenta um com-

portamento crescente, como foi demonstrado no caṕıtulo 3. Estes resultados foram

obtidos para Re = 500, Da = 300 e Ze = 5.

Na Fig. 4.3 mostra-se resultados comparativos da evolução da concen-

tração cA para Re = 100, Ze = 5 e diferentes valores do número de Damköhler.
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Considerando Da = 30, 100, 300, observe como as variações de Da influem no de-

caimento de cA. Do processo evolutivo de cA, determina-se que quando aumenta

Da, o consumo de cA se acelera. Do contrário, mantendo fixos Da e Ze, o aumento

do número de Reynolds produz diminuição no consumo de reagente. O reagente cB

apresenta comportamento semelhante.
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Figura 4.3: Variação do reagente cA para Re = 100, Ze = 5 e Da = 30, 100, 300.

Na Fig. 4.4 apresentamos os resultados da evolução da concentração

cA para Re = 1000, Ze = 5 and Da = 30, 100, 300. Observa-se que comparado

com o comportamento de cA, mostrado na Fig. 4.3 para Re = 100, a evolução do

consumo de cA, no mesmo intervalo de tempo diminui, o que significa que o aumento
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Figura 4.4: Variação da concentração cA para Re = 1000, Ze = 5 and Da =
30, 100, 300.

significativo do número de Reynolds produz desaceleração na formação do produto

da reação.

Na Fig. 4.5 apresenta-se a evolução da formação do produto durante o

processo de mistura-difusão-reação para diferentes valores de Da e Re. No gráfico

da esquerda consideramos Re = 100, Ze = 5 e Da = 30, 100, 300, e na direita

Re = 1000, Ze = 5, e Da = 30, 100, 300. A formação do produto também é

influenciada pela variação dos parâmetros Re e Da; observe que para Re = 100 a

concentração do produto P é menor que para Re = 1000. Isto é uma conseqüência
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do fato que o aumento de Re origina que a transferência de massa entre os reagentes

diminua.
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Figura 4.5: À esquerda mostra-se a evolução da formação do produto P , com concen-
tração cP , para Re = 100, Ze = 5 e Da = 30, 100, 300. Considerando os
mesmos valores de Damköhler e Zel’dovich, o gráfico da direita mostra
as variações da concentração cP para Re = 1000.

Na Fig. 4.6 mostra-se a evolução da temperatura; no gráfico da esquer-

da tem-se sua evolução para Re = 100 e à direita para Re = 1000, considerando nos

dois casos Ze = 5 e Da = 30, 100, 300. Observe como a variação da temperatura

é influenciada pela variação dos diferentes parâmetros do problema; note que para

Damköhler relativamente ”pequenos”origina-se um baixo incremento da temperatu-

ra, mas o incremento de Da produz aumento na difusão. Por outro lado, números

de Reynolds relativamente baixos originam decaimento na difusão e transferência

de temperatura.

Para finalizar, a Fig. 4.7 mostra o comportamento da taxa de reação

resultante r = Da(cAcB)e−Ze/T . Ao contrário dos reagentes, o produto e a temper-

atura, observe que a taxa de reação apresenta um comportamento inicial com um

transiente mais pronunciado. Este transiente mostra um pico inicial mais pronunci-

ado quando é aumentado o valor de Da. O transiente apresentado é possivelmente
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Figura 4.6: A Fig. da esquerda mostra a evolução da temperatura para Re = 100,
Ze = 5 e Da = 30, 100, 300. Considerando Re = 1000, o grafo da
direita mostra essas variações para os mesmos Damköhler e Zel’dovich.
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Figura 4.7: O gráfico da esquerda mostra a evolução da taxa de reação r para Re =
100, Ze = 5 e Da = 30, 100, 300. À direita apresenta-se as variações de
r para Re = 1000 e os mesmos números de Damköhler e Zel’dovich.

conseqüência da condição inicial dada. Por outro lado, adiciona-se também que o

aumento do Da produz aumento na taxa de reação e, ao mesmo tempo, acréscimo

do consumo do reagente, aumento da temperatura e de formação do produto.
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5 ESTIMATIVAS LOCAIS

SEMI-DISCRETIZADAS

Existem diferentes métodos numéricos que permitem aproximar a

solução de (3.28), tais como diferenças finitas, elementos finitos, (Galerkin), Colo-

cação, mı́nimos quadrados, etc.; neste caṕıtulo realizaremos um análise da aproxi-

mação entre a solução exata, y, e a solução aproximada, ỹh, utilizando o método de

elementos finitos. Para isto seguimos seguinte estratégia:

a) Estabeleceremos a formulação variacional do problema (3.28) num espaço de

Hilbert apropriado, V .

b) Substituiremos o problema (3.28) por un problema aproximado (problema

semidiscreto), para o qual introduziremos um espaço de dimensão finita, Sh (que

depende do parâmetro h), chamado espaço de elementos finitos.

c) Finalmente, estimaremos o erro local entre a solução exata e a aproximada (erro

da solução exata com a de um problema semi-discreto).

Descrevemos, na continuação, as noções básicas do método de elementos

finitos, estabelecendo apenas as definições e propriedades básicas que serão requeri-

das; os resultados utilizados são somente enunciados e para sua demonstração e

diferentes aplicações pode-se consultar, por exemplo, Ciarlet [12], Strang and Fix,

Hughes [32], Oxelsson-Baker [53], entre outros.

5.1 Elementos finitos

O método de elementos finitos permite aproximar a solução exata de

um problema de valor inicial com valores na fronteira, e caracteriza-se por basear-se

numa formulação variacional do problema. É um processo que consiste em construir

espaços de dimensão finita, chamados espaços de elementos finitos, cujos elementos
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são funções polinomiais. A construção destes espaços tem três aspectos básicos: uma

triangulação do espaço domı́nio, uma base e um conjunto de polinômios definidos

sobre cada elemento da triangulação.

Definição 5.1.1. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado, com fronteira ∂Ω suficiente-

mente regular. Para cada h > 0, uma triangulação, Th, de Ω̄ é uma partição de Ω̄

em “triângulos”κ tais que,

1. Para todo h, Th é um conjunto finito de “triângulos”fechados en Ω̄

2. ∪κ∈Th
κ = Ω̄

3. h = max {hκ : κ ∈ Th} onde hκ = diam(κ)1

4. Se κ1, κ2 ∈ Th, κ1 �= κ2, então 2 κ◦
1 ∩κ◦

2 = ∅ e κ1 ∩κ2 = ∅ ou κ1, κ2 tem

em comum só um lado ou só um vértice.

Definição 5.1.2. Uma famı́lia de triangulações, {Th}h>0, é regular quando h → 0,

se existe uma constante σ > 0, independente de h e κ tal que

σκ ≤ σ para todo κ ∈ Th,

onde σκ = hκ/ρκ, com ρκ = sup {diam(B) : B é uma bola contida em κ} e hκ =

diam(κ).

Definição 5.1.3. Uma famı́lia de triangulações é uniformemente regular conforme

h → 0, se existe uma constante σ′ > 0 tal que

σ′h ≤ hκ ≤ σρκ para todo κ ∈ Th

Definição 5.1.4. Para cada inteiro fixo m ≥ 1, o espaço de elementos finitos Sh, é

um espaço de dimensão finita, definido por,

Sm
h =

{
vh ∈ C0(Ω̄) : vh|κ ∈ Pm para todo κ ∈ Th

}
onde Pm denota o conjunto de polinômios de grau menor ou igual a m.

1diam(κ)= diâmetro de κ
2κ◦ = {x ∈ κ : x é ponto interior de κ }
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Observação 5.1.5. É importante fazer as seguintes observações sobre a teoria de

elementos finitos; para maiores detalhes consultar Ciarlet [12], Girault e Raviart

[23], Quarteroni [59], Thomée [72], Dautray-Lions [17].

i) Uma vez constrúıdo o espaço de elementos finitos Sh, é necessário determinar

uma base para ele, de tal maneira que permita representar os elementos de Sh de

forma ”relativamente”simples. Para isto, deve-se eleger um conjunto de pontos

em cada κ ∈ Th (denominados graus de liberdade), que permitam identificar

de maneira única as funções no espaço Pm. Isto estará em função do grau

de polinômio que se considere para representar os elementos de Sh sobre cada

κ ∈ Th.

ii) Para o nosso problema consideraremos as funções vh|κ ∈ P1 para todo κ ∈ Th,

com P1 = {q : R2 −→ R : q(x1, x2) = αx1 + βx2 + γ, α, β, γ ∈ R}. Observe

que qualquer elemento de P1 fica bem definido e sua representação é única

considerando os valores que assume nos três vértices de cada triângulo. Por-

tanto, é suficiente considerar os valores sobre os vértices de cada triângulo κ, o

que significa que temos três graus de liberdade sobre cada elemento κ ∈ Th.

iii) Uma vez determinados os graus de liberdade e as funções que permitam expres-

sar de maneira simples qualquer função em Sh, está-se em condições de definir

os operadores de interpolação mediante os quais é posśıvel obter estimativas

para o erro entre a solução exata e a aproximada. Quando as funções a serem

interpoladas satisfazem a condição (mı́nima) de serem cont́ınuas, obtém-se es-

timativas ótimas para o erro nas normas de Sobolev. Porém, dado que nas

diferentes aplicações nem sempre tem-se esta condição, introduz-se outros tipos

de operadores de aproximação, tais como as projeções ortogonais sobre L2(Ω)

e H1(Ω).

Se Σh = {Nj}Nh

j=1 é o conjunto de vértices (ou nós) da triangulação Th,

uma função vh ∈ Sh é determinada de maneira única par os valores que assume nos
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pontos Nj e, desta forma, depende dos Nh parâmetros. Isto permite definir uma

base:

Definição 5.1.6. Para cada Nj ∈ Σh defina a função φi, tal que

φi(Nj) = δij i, j = 1, 2, . . . , Nh (5.1)

onde δij é o delta de Kronecker.

Se Bh = {φ1, φ2, . . . , φNh
}, com φi satisfazendo (5.1), então o espaço de

elementos finitos Sh é tal que, Sh = span Bh. Isto quer dizer, o conjunto Bh é uma

base para o espaço de elementos finitos Sh. Portanto, cada elemento vh ∈ Vh pode

ser expresso na forma,

vh(x) =

Nh∑
i=1

vh(Ni)φi(x) x ∈ Ω.

5.1.0.1 Estimativas do erro

Enunciamos, na continuação, as estimativas ótimas de erro nas nor-

mas de Sobolev, estabelecidas para os operadores projeção e que serão usadas

na estimativa do erro local na aproximação da solução do problema (3.28). Se

Pm
h : L2(Ω) −→ Sm

h e Rm
h : H1(Ω) −→ Sm

h são projeções ortogonais, então (ver

[59]):

1. Para todo u ∈ H l+1(Ω) e 0 ≤ l ≤ m, existe uma constante C > 0 tal

que

‖u − Pm
h u‖L2(Ω) + ‖u − Rm

h u‖L2(Ω)

+ h
(
‖u − Pm

h u‖H1(Ω) + ‖u − Rm
h u‖H1(Ω)

)
≤ Chl+1 ‖u‖Hl+1(Ω) (5.2)

2. Como casos particulares de (5.2) tem-se que se P 1
h = Ph e R1

h = Rh,

(a) ‖u − Phu‖L2(Ω) ≤ Ch ‖u‖H1(Ω)
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(b) ‖u − Phu‖L2(Ω) ≤ Ch2 ‖u‖H2(Ω)

(c) ‖u − Rhu‖L2(Ω) ≤ Ch ‖u‖H1(Ω)

(d) ‖u − Rhu‖L2(Ω) ≤ Ch2 ‖u‖H2(Ω)

5.1.1 Aproximação de problemas parabólicos

Dado que o problema (3.22)-(3.26) é um problema parabólico não linear,

descrevemos, na continuação, em forma geral, o tratamento deste tipo de problema

usando elementos finitos.

Seja Ω um domı́nio limitado em Rn com fronteira suave ∂Ω, o problema

semilinear parabólico com condições de fronteira de Neumann e condições iniciais

consiste em encontrar u tal que

∂u

∂t
+ A(t, x, u)u = f(t, x, u) sobre ]0,∞[×Ω (5.3)

B(t, x, u) = g(t, x, u) sobre ]0,∞[×∂Ω (5.4)

u(0, x) = u0 sobre Ω (5.5)

onde u = (u1, u2, . . . , um), x = (x1, x2 . . . , xn) ∈ Rn,

A(t, x, u) = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(t, x, u)

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bj(t, x, u)
∂u

∂xi

B(t, x, u) =
n∑
i,j

aij(t, x, u)ηi.
∂u

∂xi

com η = (η1, η2, . . . , ηn) o vetor unitário normal a ∂Ω.

Segundo as condições que satisfazem aij, f , g e u0 tem-se resultados

de existência e unicidade da solução, assim como estimativas sobre a aproximação

da solução usando os diferentes métodos anaĺıticos e numéricos. Por exemplo, se

∂Ω ∈ C∞ e as funções aij, bi, f, g ∈ C∞ (definidas apropriadamente), com g(t, x, 0) =

0; e A é um operador eĺıptico sobre o espaço de Banach W 1,p(Ω), demonstra-se

que o problema (5.3)-(5.5) tem uma única solução clássica maximal para cada u0 ∈
W 1,p(Ω) ([3]). Além disso, assumindo a hipótese a priori que sup0≤t≤τ∗ ‖u(t, u0)‖ <
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∞, tem-se que (5.3)- (5.5) tem uma única solução global sobre cada intervalo de

tempo [0, τ ∗[ con τ ∗ ≤ ∞. Resultados de estimativas para o erro de problemas

parabólicos não lineares semi-discretizados utilizando o método de elementos finitos

têm sido obtidos por Thomée [72], Johnson et.al [34], Yang [79], Gonzales et.al. [25],

etc.

A formulação variacional do problema (5.3)-(5.5) consiste em encontrar

u ∈ V , com V um espaço de Hilbert apropriado, tal que

d

dt
〈u(t), φ〉 + 〈A(t, x, u), φ〉 = 〈F (t, x, u), φ〉 para todo φ ∈ V (5.6)

u(0, x, u)) = u0(x) (5.7)

Para aproximar a solução de um problema da forma (5.3)-(5.5), é preciso discretizá-

lo com respeito as variáveis espacial e temporal. Consideremos em particular (como

é o caso do problema (3.22)-(3.26), que n = 2, A(t, x, u) ≡ A(t), f(t, x, u) ≡ f(u)).

A discretização espacial, usando o método de elementos finitos, que consiste em

encontrar uh ∈ Sh ⊂ V , com Sh o espaço de elementos finitos, tal que

d

dt
〈uh(t), φh〉 + a(uh(t), φh) = 〈f(u), φh〉 para todo φh ∈ Sh (5.8)

uh(0) = uh0 (5.9)

onde a(uh(t), φ) = 〈uh, φ〉 e uh0 é um elemento aproximado em Vh de u0. O prob-

lema (5.8)-(5.9) é chamado aproximação semi discreta (ou cont́ınua no tempo) do

problema (5.3)-(5.5).

Se B = {φ1, φ2, . . . , φNh
} é uma base de Vh, então

uh(t,x) =

Nh∑
j=1

uj(t)φj(x) para t > 0

uh0(x) =

Nh∑
j=1

u0j(t)φj(x)

Substituindo estas igualdades em (5.8), temos que para todo φh ∈ Sh,

d

dt

〈
Nh∑
j=1

uj(t)φj(x), φh

〉
+ a(

Nh∑
j=1

uj(t)φj(x), φh) =

〈
f(

Nh∑
j=1

uj(t)φj(x)), φh

〉
.
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Fazendo, φh = φj para cada j = 1, 2, . . . , Nh, a igualdade anterior é equivalente ao

sistema de equações

Nh∑
j=1

〈φj(x), φi(x)〉 d

dt
uj(t) +

Nh∑
j=1

a(φj(x), φi(x))uj(t) =

Nh∑
j=1

〈f, φi(x)〉

que na sua forma matricial torna-se,

M
du(t)

dt
+ Au(t) = F (u(t)) (5.10)

onde u = [u1(t) u2(t) . . . uNh
(t)]t, M = (〈φj, φi〉)ij é chamada de matriz massa,

A = (Aij), com Aij = a(φi, φj) a matriz de rigidez e F = 〈f(u), φj〉, para i, j = 1, n.

A solução de (5.10) é chamada solução semi-discreta do problema (5.6)-(5.7).

Para ter a discretização plena também deve-se discretizar no tempo; para isso, a

derivada do problema pode ser discretizada utilizando os esquemas de diferenças

de Euler (para trás ou para frente), de Crank-Nicolson, Adams-Brashfort ou o

θ−esquema para 0 ≤ θ ≤ 1 (que para θ = 0 e θ = 1 corresponde aos métodos

de Euler expĺıcito e impĺıcito, respectivamente) [59], [82].

Para o caso particular que estamos tratando, considere a partição do

intervalo de tempo [0, τ ∗] em N subintervalos [tn, tn+1] para n = 0, 1, . . . , N − 1

tais que ∆t = τ = tn+1 − tn = τ ∗/N , com t0 = 0 e tN = τ ∗. Denotando por un
h a

aproximação de u(t) no instante de tempo tn (observe que un
h é uma função no espaço

de dimensão finita Sh. Então a discretização plena do problema (5.6), utilizando o

θ-esquema, consiste em encontrar un
h ∈ Sh tal que para todo φh ∈ Sh,

1

τ

〈
un+1

h − un
h, φh

〉
+a(θun+1

h + (1 − θ)un
h, φh) (5.11)

=
〈
θf(un+1

h ), φh + (1 − θ)f(un
h, φh

〉
(5.12)

de onde tem-se que, se θ = 1, em cada passo de tempo deve-se resolver um sistema

de equações lineares da forma:

(M + θτA) un+1 = bn

onde bn é considerado conhecido pelos passos prévios.
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5.2 Formulação variacional

Agora, passamos a estabelecer a formulação variacional do problema

(3.28), o que permitirá formular o problema discreto e, posteriormente, usando a

teoria de elementos finitos, obter estimativas do erro entre as soluções exata e aprox-

imada. Para isto, em primeiro lugar define-se o espaço de Hilbert S, por

S =
{
y = (cA, cB, T ) ∈ H1(Ω) × H1(Ω) × H1(Ω)

}
.

S é um espaço de Hilbert. A formulação variacional do problema (3.28), que é

equivalente ao sistema (3.22)- (3.26), consiste dado (c0A, c0B, T0) ∈ X em obter

y = (cA, cB, T ) ∈ H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω) ≡ (H1(Ω))
3

tal que para todo φ ∈ H1(Ω):〈
∂cA

∂t
, φ

〉
+ 〈v̂.∇cA, φ〉 − νA 〈∆cA, φ〉 =

〈
−αAcAcBe−Ze/T , φ

〉
(5.13)〈

∂cB

∂t
, φ

〉
+ 〈v̂.∇cB, φ〉 − νB (∆cB, φ) =

〈
−αBcAcBe−Ze/T , φ

〉
(5.14)〈

∂T

∂t
, φ

〉
+ 〈v̂.∇T, φ〉 − νT 〈∆T, φ〉 =

〈
αT cAcBe−Ze/T , φ

〉
(5.15)

e 〈cA(0), φ〉 = 〈c0A, φ〉 , 〈cB(0), φ〉 = 〈c0B, φ〉 e 〈T (0), φ〉 = 〈T0, φ〉.

5.3 Estimativas locais

Se y é a solução exata do problema (3.28) e ỹh é a solução aproximada

obtida da formulação do problema semi-discreto correspondente a (??), então se

εh = yh − y denota o erro entre a solução exata e a aproximada, definindo o

operador projeção ortogonal sobre L2(Ω), Ph : L2(Ω) −→ Sh, tem-se que

εh = ỹh − y = ỹh − Phy + Phy − y.

Nesta seção estabeleceremos uma estimativa do erro local do problema semi-discreto,

tendo em conta as normas de Sobolev en L2(Ω) (ver Heywood e Rannacher [30]).

Para isto, em primeiro lugar formularemos o problema semi-discreto considerando o

espaço de elementos finitos Sh descrito na seção 5.1 tal que Sh ⊂ H1(Ω).
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Definição 5.3.1. Seja Sh =
{
vh ∈ C0(Ω̄) : vh |κ∈ P1

}
, o operador de Laplace dis-

creto é definido como −∆h : Sh −→ Sh

〈−∆hψ, φ〉 = 〈∇ψ,∇φ〉 para todo φ ∈ Sh.

Se PH é o operador projeção ortogonal sobre L2(Ω), Ph : L2(Ω) −→ Sh

consideraremos que a solução aproximada por elementos finitos ỹh = (c̃hA, c̃hB, T̃h)

para a solução exata y = (cA, cB, T ) satisfaz〈
∂c̃Ah

∂t
, φh

〉
+ 〈v̂.∇c̃Ah, φh〉 − νA 〈∆hc̃Ah, φh〉 =

〈
−αAPhf̃A, φh

〉
〈

∂c̃Bh

∂t
, φh

〉
+ 〈v̂.∇c̃Bh, φh〉 − νB 〈∆hc̃Bh, φh〉 =

〈
−αBPhf̃B, φh

〉
〈

∂T̃h

∂t
, φh

〉
+

〈
v̂.∇T̃h, φh

〉
− νT

〈
∆hT̃h, φh

〉
=

〈
αT Phf̃T , φh

〉 (5.16)

para todo φh ∈ Sh, f̃A = f̃B = f̃T = c̃Ahc̃Bhe
−Ze/ ˜|Th|, c̃Ah(0) = c̃Ah0

, c̃Bh(0) = c̃Bh0

e T̃h(0) = T̃h0, com c̃Ah0
, c̃Bh0

e T̃h0 as projeções de cA0, cB0 e T0 no espaço Sh,

respectivamente. No sistema (5.16) (chamado problema semi-discreto de (3.28)),

〈., .〉 denota o produto interno usual no espaço L2(Ω).

Observação 5.3.2. Seja Ph : L2(Ω) −→ Sh o operador projeção. A projeção da

solução do problema (5.13)-(5.15) satisfaz〈
∂cAh

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv̂.∇cAh, φh〉 +

〈
Phv̂.∇c⊥Ah, φh

〉
− νA 〈∆hcAh, φh〉 = 〈PhfA, φh〉〈

∂cBh

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv̂.∇cBh, φh〉 +

〈
Phv̂.∇c⊥Bh, φh

〉
− νB 〈∆hcBh, φh〉 = 〈PhfB, φh〉〈

∂Th

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv̂.∇Th, φh〉 +

〈
Phv̂.∇T⊥

h , φh

〉
− νT 〈∆Th, φh〉 = 〈PhfT , φh〉

(5.17)

com (chA(0), chB(0), Th(0)) = (PhcA0, PhcB0, PhT0) e onde

fA = −αA

(
cAh + c⊥Ah

) (
cBh + c⊥Bh

)
e−Ze/|Th+T⊥

h |

fB = −αB

(
cAh + c⊥Ah

) (
cBh + c⊥Bh

)
e−Ze/|Th+T⊥

h |

fT = αT

(
cAh + c⊥Ah

) (
cBh + c⊥Bh

)
e−Ze/|Th+T⊥

h |
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Observamos que se cA, cB, T ∈ L2(Ω), então existem funções cAh, cBh, Th ∈
Ph(L

2(Ω)) e funções c⊥Ah, c
⊥
Bh, T

⊥
h ∈ (I − Ph)(L

2(Ω)) tais que

cA = PhcA + (I − Ph)cA ≡ cAh + c⊥Ah

cB = PhcB + (I − Ph)cB ≡ cBh + c⊥Bh

T = PhT + (I − Ph)T ≡ Th + T⊥
h .

Observação 5.3.3. Seja f̃i, e fi como no problema (5.16) e na observação 5.3.2 para

i ∈ {A,B, T}, respectivamente Se wA = cAh − c̃Ah, wB = cBh − c̃Bh e wT = Th − T̃h,

então

fi − f̃i = ±αi

(
wAwB + wAc̃Bh + wAc⊥Bh + wB c̃Ah + c̃Ahc̃Bh + c̃Ahc

⊥
Bh

+ wBc⊥Ah + c⊥Ahc̃Bh + c⊥Ahc
⊥
Bh

)
e−Ze/|T̃h|

− αicAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|
)

,

onde o sinal + corresponde a i = T .

Observamos somente o caso para i = A; o desenvolvimento para i =

B, T é análogo. Sejam

wA = cAh − c̃Ah, wB = cBh − c̃Bh, e wT = Th − T̃h

então

fA − f̃A = −αA

(
cAh + c⊥Ah

) (
cBh + c⊥Bh

)
e−Ze/|Th+T̃⊥

h | + αAc̃Ahc̃Bhe
−Ze/|T̃ |

= −αA

{[ (
wA + c̃Ah + c⊥Ah

) (
wB + c̃Bh + c⊥Bh

)
− c̃Ahc̃Bh

]
e−Ze/|T̃h|

+
(
wA + c̃Ah + c⊥Ah

) (
wB + c̃Bh + c⊥Bh

) (
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|
)}

= −αA

[(
wAwB + wAc̃Bh + wAc⊥Bh + wB c̃Ah + c̃Ahc̃Bh + c̃Ahc

⊥
Bh + wBc⊥Ah

+ c⊥Ahc̃Bh + c⊥Ahc
⊥
Bh

)
e−Ze/|T̃h| + cAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|
) ]

Lema 5.3.4. Se

ϕ(T ) =




e−Ze/|T |, if T �= 0

0, if T = 0

,
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então existe uma constante CT > 0 tal que

|ϕ(T2) − ϕ(T1)| ≤
C

Ze
|T2 − T1|

Demonstração. Se T2 > T1 ≥ 0, então

ϕ(T2) − ϕ(T1) = e−Ze/T2 − e−Ze/T1

=

∫ T2

T1

d

dT
e−Ze/T dT =

∫ T2

T1

Ze

T 2
e−Ze/T dT

=
1

Ze

∫ T2

T1

(Ze)2

T 2
e−Ze/T dT.

Desta forma, existe uma constante C > 0 tal que,

|ϕ(T2) − ϕ(T1)| ≤
C

Ze
|T2 − T1|

Observação 5.3.5. De 5.3.3 e 5.3.4 obtém-se, respectivamente, que:

1. 〈
PhfA − Phf̃Ah, φh

〉
= αA

[ 〈
PhwAcBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
+

〈
PhcAwBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
PhwAwBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
+

〈
PhcAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
Phc

⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
PhwAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, φh

〉
+

〈
Phc

⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
Phc

⊥
AhwBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
PhcAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|), φh

〉 ]
2. Existe uma constante C > 0 tal que∣∣∣e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|
∣∣∣ ≤ C

Ze

∣∣∣∣∣∣wT + T̃h + T⊥
h

∣∣∣− ∣∣∣T̃h

∣∣∣∣∣∣
≤ C

Ze

∣∣wT + T⊥
h

∣∣
O seguinte Teorema é o resultado principal deste caṕıtulo. Utilizando

normas de Sobolev no espaço L2(Ω) e a desigualdade de Gronwall, estabelecemos

uma estimativa do erro local, assumindo que a solução y ∈ H2(Ω).
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Teorema 5.3.6. Seja y a solução do problema (5.13)-(5.15), ỹh a solução do prob-

lema (5.16) e assuma que y ∈ H2(Ω). Então existe uma constante C̃ ≡ C̃(t,y) tal

que

‖y − ỹh‖ ≤ C̃h (5.18)

Demonstração. Se

Ph : L2(Ω) −→ Sh

é o operador projeção, então

y − ỹh = y − Phy + Phy − ỹh,

de onde tem-se que

‖y − ỹh‖L2(Ω) ≤ ‖y − Phy‖L2(Ω) + ‖Phy − ỹh‖L2(Ω) .

Da subseção 5.1.0.1 temos que existe uma constante C1 > 0 tal que

‖Phy − y‖L2(Ω) ≤ C1h ‖y‖H1(Ω) e ‖Phy − y‖L2(Ω) ≤ C1h
2 ‖y‖H2(Ω) ,

portanto, para demonstrar o teorema é suficiente demonstrar que existe C̃1 ≡
C̃1(t,y) tal que

‖Phy − ỹh‖L2(Ω) ≤ C̃1h.

Assim, se w = (wA, wB, wT ), onde

wA = cAh − c̃Ah, wB = cBh − c̃Bh, e wA = Th − T̃h

subtraindo as correspondentes equações de (5.17) e (5.16), obtém-se〈
∂wA

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv.∇wA, φh〉 +

〈
Phv.∇c⊥Ah, φh

〉
− νA 〈∆hwA, φh〉 =

〈
Ph(fA − f̃A), φh

〉
(5.19)〈

∂wB

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv.∇wB, φh〉 +

〈
Phv.∇c⊥Bh, φh

〉
− νB 〈∆hwB, φh〉 =

〈
Ph(fB − f̃A), φh

〉
(5.20)〈

∂wT

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv.∇wT , φh〉+

〈
Phv.∇T⊥

h , φh

〉
−νT 〈∆hwT , φh〉 =

〈
Ph(fT − f̃T ), φh

〉
. (5.21)
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Após substituir a igualdade dada pela equação (1) da observação 5.3.5 na equação

(5.19), obtemos〈
∂wA

∂t
, φh

〉
+ 〈Phv.∇wA, φh〉 +

〈
Phv.∇c⊥Ah, φh

〉
− 〈νA∆hwA, φ〉

= − αA

[ 〈
PhwAcBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
+

〈
PhcAwBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
PhwAwBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
+

〈
PhcAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
Phc

⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
PhwAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, φh

〉
+

〈
Phc

⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
Phc

⊥
AhwBe−Ze/|T̃h|, φh

〉
−

〈
PhcAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|), φh

〉 ]
.

(5.22)

Agora, fazendo wA = φh na equação (5.22) resulta a identidade de energia:

1

2

d

dt
‖wA‖2 +

〈
Phv.∇c⊥Ah, wA

〉
+ νA ‖∇wA‖2

= −αA

[ 〈
PhwAcBe−Ze/|T̃h|, wA

〉
+

〈
PhcAwBe−Ze/|T̃h|, wA

〉
−

〈
PhwAwBe−Ze/|T̃h|, wA

〉
+

〈
PhcAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, wA

〉
+

〈
Phc

⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|, wA

〉
−

〈
PhwAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, wA

〉
+

〈
Phc

⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|, wA

〉
−

〈
c⊥AhwBe−Ze/|T̃h|, wA

〉
+

〈
PhcAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|), wA

〉 ]

(5.23)

Analogamente, para as equações (5.20), (5.21), fazendo wB = φh e wT = φh, respec-

tivamente, temos que

1

2

d

dt
‖wB‖2 +

〈
Phv.∇c⊥Bh, wB

〉
+ νB ‖∇wB‖2

= − αB

[ 〈
PhwAcBe−Ze/|T̃h|, wB

〉
+

〈
PhcAwBe−Ze/|T̃h|, wB

〉
−

〈
PhwAwBe−Ze/|T̃h|, wB

〉
+

〈
PhcAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, wB

〉
+

〈
Phc

⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|, wB

〉
−

〈
PhwAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, wB

〉
+

〈
Phc

⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|, wB

〉
−

〈
c⊥AhwBe−Ze/|T̃h|, wB

〉
+

〈
PhcAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|), wB

〉 ]

(5.24)
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e

1

2

d

dt
‖wT‖2 +

〈
Phv.∇T⊥

h , wT

〉
+ νT ‖∇wT‖2

= − αT

[ 〈
PhwAcBe−Ze/|T̃h|, wT

〉
+

〈
PhcAwBe−Ze/|T̃h|, wT

〉
−

〈
PhwAwBe−Ze/|T̃h|, wT

〉
+

〈
PhcAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, wT

〉
+

〈
Phc

⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|, wT

〉
−

〈
PhwAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|, wT

〉
+

〈
Phc

⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|, wT

〉
−

〈
c⊥AhwBe−Ze/|T̃h|, wT

〉
+

〈
PhcAcB

(
e−Ze/|wT +T̃h+T⊥

h | − e−Ze/|T̃h|), wT

〉 ]

(5.25)

Agora, utilizando o fato que 0 ≤ ‖ci‖ ≤ 1 para i = A,B,
∣∣e−Ze/|T |

∣∣ ≤ 1,

a observação 5.3.5, a desigualdade de Young e as estimativas de erro estabelecidas

na subseção (5.1.0.1), para os termos do segundo membro de (5.23)-(5.25), tem-se

que existem constantes σ,C,C ′, C1, C2, C3, C4, C5 tais que:

i)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(wAcBe−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(wAcBe−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∫

Ω

|wA| |cB| |wj| dx

≤
∑

j=A,B,T

|αj| ‖wA‖ ‖wj‖

= σ ‖w‖2 , σ = max
j

|αj|

ii)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(cAwBe−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(cAwBe−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,b,T

|αj|
∫

Ω

|wB| |wj| dx

≤
∑

j=A,b,T

|αj| ‖wB‖ ‖wj‖ ≤ σ ‖w‖2
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iii)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(wAwBe−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(wAwBe−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,B,T

|αj| ‖wA‖L4(Ω) ‖wB‖L4(Ω) ‖wj‖ dx

≤
∑

j=A,B,T

|αj| ‖w‖2
L4(Ω) ‖wj‖

≤ σC ′ (‖∇w‖2 + ‖w‖2) ‖w‖

= σC ′ (‖∇w‖2 ‖w‖ + ‖w‖3)
iv)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(cAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(cAc⊥Bhe
−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∫

Ω

∣∣c⊥Bh

∣∣ |wj| dx

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∥∥c⊥Bh

∥∥ ‖wj‖

≤ σCh2 ‖y‖H2(Ω) ‖w‖

≤ ε

2
h4 +

C2σ2

2ε
‖y‖2

H2(Ω) ‖w‖2

v)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(c

⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(c
⊥
Ahc

⊥
Bhe

−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∥∥c⊥Ah

∥∥
L4(Ω)

∥∥c⊥Bh

∥∥
L4(Ω)

‖wj‖ dx

≤ σCC ′
1h

2 ‖y‖2
H2(Ω) ‖w‖

≤ σC1h
2 ‖y‖2

H2(Ω) ‖w‖

≤ ε

2
h4 +

1

2ε
C2

1σ
2 ‖y‖4

H2(Ω) ‖w‖2
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vi)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(wAc⊥Bhe

−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(wAc⊥Bhe
−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∫

Ω

|wA|
∣∣c⊥Bh

∣∣ |wj| dx

≤
∑

j=A,B,T

|αj| ‖wA‖L4(Ω)

∥∥c⊥Bh

∥∥
L4(Ω)

‖wj‖

≤ σC ′ ∥∥c⊥Bh

∥∥
H1(Ω)

‖w‖L4(Ω) ‖w‖

≤ σC2h ‖y‖H2(Ω) (‖∇w‖ + ‖w‖) ‖w‖

≤ σC2h ‖y‖H2(Ω) ‖∇w‖ ‖w‖ + σC2h ‖w‖2

≤ ε

2
h2 ‖∇w‖2 +

1

2ε
C2

2σ
2 ‖y‖2

H2(Ω) ‖w‖2

+ σC2h ‖y‖H2(Ω) ‖w‖2

vii)

∑
j=A,B,T

〈
Ph(c

⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|), wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Ph(c
⊥
AhcBe−Ze/|T̃h|)wjdx

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∥∥c⊥Ah

∥∥ ‖wj‖ dx

≤ σCh2 ‖y‖H2(Ω) ‖w‖

≤ ε

2
h4 +

1

2ε
σ2C2 ‖y‖2

H2(Ω) ‖w‖2

viii)

∑
j=A,B,T

〈
Phc

⊥
AhwBe−Ze/|T̃h|, wj

〉
=

∑
j=A,B,T

αj

∫
Ω

Phc
⊥
AhwBe−Ze/|T̃h|wjdx

≤ σ
∥∥c⊥Ah

∥∥
L4(Ω)

‖w‖L4(Ω) ‖w‖

≤ σC3h ‖y‖H2(Ω) ‖∇w‖ ‖w‖ + σC3h ‖y‖H2(Ω) ‖w‖2

≤ ε

2
h2 ‖∇w‖2 +

1

2ε
C2

3σ
2 ‖y‖2

H2(Ω) ‖w‖2

+ σC3h ‖y‖H2(Ω) ‖w‖2



77

ix)

∑
j=A,B,T

〈
Ph

(
cAcB

(
e

−Ze

|wT +T̃h+T⊥
h | − e

−Ze

|T̃h|
))

, wj

〉

≤
∑

j=A,B,T

|αj|
∫

Ω

|cA| |cB|
∣∣∣∣∣(e

−Ze

|wT +T̃h+T⊥
h | − e

−Ze

|T̃h|
)∣∣∣∣∣ |wj| dx

≤ CT

Ze

∑
j=A,B,T

|αj|
∫

Ω

(
|wT | |wj| +

∣∣T⊥
h

∣∣ |wj|
)
dx

≤ CT

Ze

∑
j=A,B,T

|αj|
(∫

Ω

|wT | |wj| dx +

∫
Ω

∣∣T⊥
h

∣∣ |wj| dx

)

≤ CT σ

Ze
‖w‖2 +

εCT

2Ze
h4 +

1

2ε(Ze)2
σ2C4 ‖y‖2

H2(Ω) ‖w‖2

Por outro lado,

∑
j=A,B,T

〈
Phv.∇c⊥jh, wj

〉
=

∑
j=A,B,T

∫
Ω

Phv̂.∇c⊥jhwjdx

≤ ‖v̂‖∞
∑

j=A,B,T

∥∥∇c⊥jh
∥∥ ‖wj‖ dx

≤ C5 ‖v̂‖∞ h ‖y‖H2(Ω) ‖w‖

≤ ε

2
‖v̂‖2

∞ h2 +
1

2ε
C2

5 ‖y‖
2
H2(Ω) ‖w‖2

Desta forma, se ν∗ = min {νA, νB, νT} e w = (wA, wB, wT ), utilizando as desigual-

dades obtidas nos sistema (5.19)-(5.21) temos que,

1

2

d

dt
‖w‖2 + ν∗ ‖∇w‖2 ≤ γ1 ‖w‖2 + γ2 ‖w‖ ‖∇w‖2 + γ2 ‖w‖3 + εh2 ‖∇w‖2

+ ε∗h
4 +

ε

2
‖v‖2

∞ h2.

onde γ1 ≡ γ1

(
σ, ε, C, C ′, C1, C2, C3, C4, C5, Ze, CT , ‖y‖ , ‖y‖H2(Ω)

)
, γ2 = σC ′,

ε∗ = ε(1 + CT /2Ze).

Agora, para ε e h suficientemente pequenos e ν∗ > εh2, se ν∗∗ = ν∗−εh2,

então

1

2

d

dt
‖w‖2 + ν∗∗ ‖∇w‖2 ≤ γ1 ‖w‖2

+ γ2 ‖w‖ ‖∇w‖2 + γ2 ‖w‖3 + ε∗h
4 +

ε

2
‖v‖2

∞ h2. (5.26)
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Por outro lado, o termo 2εh4 pode ser desprezado, desde que seja pequeno se com-

parado com ε
2
‖v‖2

∞ h2. Então, fazendo γ3 = 1
2
ε ‖v‖2

∞ h2+ε∗h
2 a equação (5.26) toma

a forma

d

dt
‖w‖2 + 2ν∗∗ ‖∇w‖2 ≤ 2γ1 ‖w‖2

+ 2γ2 ‖w‖ ‖∇w‖2 + 2γ2 ‖w‖3 + 2γ3h
2 (5.27)

Utilizando a teoria de inequaçãos diferenciais [29] tem-se que para cada (h, τ) existe

um intervalo inicial [0, s] tal que para todo t ∈ [0, s],

‖w‖ ≤ ν∗∗
2γ2

. (5.28)

Então, de (5.27), sobre [0, s] tem-se que

d

dt
‖w‖2 + ν∗∗ ‖∇w‖2 ≤ 2γ4 ‖w‖2 + 2γ3h

2, (5.29)

onde γ4 = (γ1 + ν∗∗/2).

Finalmente, a desigualdade (5.29) é equivalente a,

d

dt
‖w‖2 ≤ 2γ4 ‖w‖2 + 2γ3h

2. (5.30)

Usando o Lema de Gronwall, de (5.30), resulta que

‖w‖2 ≤ 2γ3h
2

∫ t

0

e−
∫ s

t 2γ4drds =
γ3

γ4

(
e2γ4t − 1

)
h2 , (5.31)

Assim se, γ(t) = γ3

γ4
(e2γ4t − 1), então

‖w(t)‖2 ≤ γ(t)h2. (5.32)

Considerando h∗ suficientemente pequeno, de tal maneira que√
γ(τ)h ≤ ν∗∗

2γ2

(5.33)

para (h, τ) com h < h∗ tem-se que ‖w‖ ≤ ν∗∗
2γ2

; pois no caso contrário a desigualdade

(5.27) seria falsa, o qual é uma contradição.

Segue-se que se C̃1 =
√

γ(τ)

‖w(t)‖ ≤ C̃1h para cada t ∈ [0, τ ∗]. (5.34)

Por tanto existe C̃ tal que ‖y − ỹ‖ ≤ C̃h.
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Observação 5.3.7. É importante mencionar que a estimativa de erro local obtido

é de ordem h para t pequeno. Se t não é suficientemente pequeno, em geral a

estimativa do erro aumenta exponencialmente. Na seguinte seção estabeleceremos

estimativas do erro global usando shadowing finito.
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6 A POSTERIORI SHADOWING FINITO

Por conveniência e simplicidade, tratamos aqui a discretização plena,

considerando um problema simplificado de Euler para trás na formulação de elemen-

tos finitos; isto para ficar dentro do contexto das aproximações internas. Observamos

a equivalência da formulação do Laplaciano discreto de cinco pontos e a formulação

em elementos finitos de primeira ordem ( Glowinski [24]). Esta equivalência, no caso

não linear, não é muito clara, mas observamos que essencialmente leva à introdução

de novos erros locais, como será evidente na natureza das demonstrações a seguir.

Em trabalho futuro, propomos extender as estimativas aqui obtidas, utilizando o

método de Runge-Kutta de três estágios e desenvolver as simulações no contexto de

elementos finitos.

6.1 Erro global e shadowing

Um dos métodos para obter a estimativa do erro global da solução

aproximada de equações diferencias não lineares com interesse dinâmico é o shad-

owing, cuja teoria baseia-se no fato que em geral os sistemas dinâmicos apresentam

uma dependência muito senśıvel das condições iniciais; pois, pequenas mudanças

em qualquer ponto da órbita produz uma nova órbita que tende a divergir expo-

nencialmente da órbita original, produzindo-se uma quantidade grande de soluções

diferentes em pequenos intervalos de tempo. Dado que todo método numérico intro-

duz pequenas perturbações originadas dos erros de trancamento e arredondamento,

a pergunta natural é como esses erros afetam a validade dos resultados numéricos

([11], [52], [19], [27], [26], [15], [40]). A idéia de shadowing é simples, pois substitui a

solução exata por uma verdadeira trajetória, de um sistema dinâmico, muito perto

da trajetória numérica.

O shadowing é um ramo da teoria de sistemas dinâmicos que leva a

demonstrar que frente à acumulação exponencial de pequenos erros, as soluções
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numéricas tem alguma validade. Isto se faz mostrando que para qualquer solução

particular calculada (a solução ”ruidosa”), existe uma ”solução verdadeira”com con-

dições iniciais ligeiramente diferentes que permanece uniformemente muito perto da

solução calculada. Se esta solução existe, é chamada shadow verdadeiro da solução

calculada. Uma aproximação ao verdadeiro shadowing é o shadowing numérico.

Pilyugin [56] apresenta uma descrição detalhada do uso de shadowing

para o estudo de sistemas dinâmicos. Hayes [27] desenvolve um método para provar

a existência de “shadows”em tempo finito na integração numérica de equações difer-

encias ordinárias. No tratamento de sistemas de equações de difusão-reação, Larson

e Sanz-Serna [40] usam a teoria de “shadowing”para obter estimativas do erro global

nas normas de L2 e H1 na aproximação da solução de problemas parabólicos não

lineares, Bruno et.al [5] utilizam o shadowing no processamento paralelo como um

artif́ıcio para os defeitos na tolerância dos sistemas. Por outro lado, no artigo [52]

Ostermann-Palencia apresentam resultados de shadowing para sistemas parabólicos

não autônomos estabelecendo estimativas de erro para tempos longos, considerando

a equação de evolução abstrata da forma

y′(t) = A(t)y(t) + f(t) (6.1)

y(0) = y0 (6.2)

onde y : [0, τ ∗] −→ X, com X espaço de Banach complexo. Para obter seus resulta-

dos Ostermann e Palencia adotam certas hipóteses para o operador A(t) definido no

espaço X, demonstrando que se yn é a aproximação numérica da solução do proble-

ma (6.1)- 6.2 no tempo tn = τn, então existe uma nova solução w de (6.1), e uma

constante C que não depende de τ ∗ tal que

max
0≤n≤N

‖w(tn) − yn‖ ≤ Cτ

Estabelecendo hipóteses a posteriori sobre e segundo as idéias de Ostermann e Palen-

cia [52] usamos shadowing finito a posteriori para estimar o erro global do problema

(3.22)-(3.26).
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6.2 Formulação do problema

Levando em conta o problema (3.28) e considerando o eperador projeção

Ph : L2(Ω) −→ Sh, onde Sh é o espaço de elementos finitos, observamos que yh =

Phy satisfaz

d

dt
yh = Ah(t)yh + F h(yh) + Hh(y)

yh(0) = Ph(y0)

(6.3)

onde (expressado em forma matricial),

Ah(t)yh = Ph




νA∆h − v̂.∇ 0 0

0 νB∆h − v̂.∇ 0

0 0 νT ∆h − v̂.∇







cAh

cBh

Th




Fh(yh) = Ph



−αAcAhcBhe

−Ze/|Th|

−αBcAhcBhe
−Ze/|Th|

αT cAhcBhe
−Ze/|Th|




Hh(y) = Ph



−αA

(
cAhcBh + cAhc

⊥
Bh + c⊥AhcBh + c⊥Ahc

⊥
Bh

)
e−Ze/|Th+T⊥

h | + αAcAhcBhe
−Ze/|Th|

−αB

(
cAhcBh + cAhc

⊥
Bh + c⊥AhcBh + c⊥Ahc

⊥
Bh

)
e−Ze/|Th+T⊥

h | + αBcAhcBhe
−Ze/|Th|

αT

(
cAhcBh + cAhc

⊥
Bh + c⊥AhcBh + c⊥Ahc

⊥
Bh

)
e−Ze/|Th+T⊥

h | − αT cAhcBhe
−Ze/|Th|




+ Ph




v̂.∇ 0 0

0 v̂.∇ 0

0 0 v̂.∇







c⊥Ah

c⊥Bh

T⊥
h




y = Phy + (I − Ph)(y) ≡ Phy + Qh(y)

Phy = [cAh cBh Th]
t

Qhy = [c⊥Ah c⊥Bh T⊥
h ]t

Observação 6.2.1. Para estimar o erro global, consideraremos o problema (6.3) e

utilizamos o método de Euler para trás, com tn = nτ , 0 ≤ n ≤ N − 1, 0 ≤ τ ≤ 1.

Se denotamos por yn
h e An

h as aproximações de yh(t) e Ah(t) no passo de tempo
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tn, respectivamente; isto é, yn
h ≈ yh(tn) e An

h ≈ Ah(tn), então as aproximações do

problema (6.3) para cada n = 0, 1, · · · , N − 1 tomam a forma:

yn+1
h − yn

h

τ
= An+1

h yn+1
h + F h(y

n+1
h )

com y0
h = yh(0) = Ph(y0); dado que Hh(y

n+1
h ) = 0.

Aqui ha certa diferença com o trabalho de Ostermann e Palencia [52]

onde hipóteses são assumidas sobre o operador não limitado A(t). Em principio es-

peramos as propriedades de Ah para h pequeno a ser herdadas de A(t) via hipóteses

sobre v̂(t). Para nos é suficiente que a aproximação tenha estas propriedades. Estes

resultados corespondem a estimativas a priori relativamente fracas em um intervalo

fixo de tempo. Nossos resultados combinam tais estimativas junto com hipóteses a

posteriori sobre o que pode ser encarado como sendo a solução calculada yn
h. Estes

resultados operam com hipóteses mais fortes do que Teorema 5.3.6 mais são es-

tabelecidas independentemente destes resultados locais pela circunstância do forte

controle sobre a não linearidade que permite a comparação do algoritmo diretamente

com o problema original. Em problemas mas gerais e dif́ıceis será imprescind́ıvel

utilizar este resultado.

Observamos que hipóteses garantindo a separação do espectro de A(t)

para estes resultados podem ser estabelecidos via perturbação dos resultados em

dimensão infinita.

Hipóteses 6.2.2. Se I é o operador identidade e (Ah(0) + σI), com 0 < σ <

1, denota uma perturbação do operador Ah em t = 0 no problema (6.3), então
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assumiremos que existem constantes C1, C2, C3 e C4 tais que

a) sup
0≤t≤τ∗

∥∥Ah(t) (Ah(0) + σI)−1 yh(t)
∥∥ ≤ C2

b) sup
t

‖(Ah(t)) yh(t)‖ ≤ C3 |λh| , com |λh| = sup
t

|λh(t)| ,

λh(t)o maior autovalor de Ah(t)

c)
∥∥(Ah(t) − Ah(s)) (Ah(0) + σI)−1

∥∥ ≤ C4 |t − s|α 0 < α ≤ 1

d) sup
t

∥∥(Ah(t) − An+1
h

)
(yh(t))

∥∥ ≤ C6 |λh| τα

e) sup
0≤t≤τ∗

‖Ah(0) + σI‖yh(t) ≤ C1

De fato d) e e) são conseqüências de b) e c).

Definição 6.2.3. Para cada t ∈ [0, τ ∗] definimos a função

yh,τ (t) =
1

τ

∫ t

t−τ

yh(s)ds, (6.4)

com yh(t) = 0 para t ≤ 0.

Lema 6.2.4. Se Ah satisfaz as hipótese 6.2.2, então para n = 0, 1, · · · , N −1 existe

uma constante M1 tal que∥∥∥∥1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
Ah(tn + s′) − Ah(tn−1 + s′)

)
(yh(tn + s′))ds′ds

∥∥∥∥ ≤ M1 |λh| τ 1+α

Demonstração. Seja

J1 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
Ah(tn + s′) − Ah(tn−1 + s′)

)
(yh(tn + s′)) ds′ds

então, usando a hipótese (6.2.2) tem-se que existem constantes C1, C4 e 0 < α ≤ 1

tais que

‖J1‖ =≤ 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

∥∥((Ah(tn + s′) − Ah(tn−1 + s′)
)
(Ah(0) + σI)−1)uh

∥∥ds′ds

uh = (Ah(0) + σI) (yh(tn + s′))

≤ C4

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

‖tn + s′ − tn−1 − s′‖α ‖uh‖ ds′ds

≤ |λh|C1C4
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

ταds′ds =
C1C4

2
|λh| τα+1
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Portanto, existe uma constante M1 tal que

‖J1‖ ≤ M1τ
α+1 |λh| .

Lema 6.2.5. Sob as hipóteses do lema 6.2.4, para n = 0, 1, · · · , N − 1, existe uma

constante M4 positiva tal que∥∥∥∥1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

Ah(tn−1 + s′)
(
yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds

∥∥∥∥ ≤ M4τ
2

Demonstração. Em primeiro lugar observe que,

yh(tn + s) − yh(tn−1 + s′) =

∫ tn+s′

tn−1+s′

(
Ah(θ)yh(θ) + F h(yh(θ)) + Hh(yh(θ))

)
dθ

implica que existe uma constante C ′ tal que

‖yh(tn + s) − yh(tn−1 + s′)‖ ≤ C ′τ |λh| sup
[0,τ∗]

‖yh(θ)‖ .

Também tem-se que,

‖y(θ)‖ ≤
∥∥(Ah(0) + σI)−1

∥∥ ‖(Ah(0) + σI) yh(θ)‖

≤ C1

∥∥(Ah(0) + σI)−1
∥∥

≤ CC1

∥∥(Ah(0) + σI)−1
∥∥ |λh|

Agora, se

J2 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

Ah(tn−1 + s′)
(
yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds

então

‖J2‖ ≤ 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

∥∥Ah(tn−1 + s′)
(
yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)

)∥∥ ds′ds

≤ CC1

∥∥(Ah(0) + σI)−1
∥∥ |λh|2 τ 2

Assim, existe uma constante M2 tal que

‖J2‖ ≤ M2 |λh|2 τ 2. (6.5)

Lema 6.2.6. Sob as hipóteses do lema 6.2.4, para n = 0, 1, · · · , N − 1, existe uma

constante M3 tal que∥∥∥∥1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
F h (yh(tn + s′) − F h (yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds

∥∥∥∥ ≤ M3 |λh| τ 2
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Demonstração. Seja

J3 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
F h (yh(tn + s′) − F h (yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds,

então como F h é Lipschitz cont́ınua, existe uma constante M ′ tal que

‖J3‖ ≤ M ′ 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

‖yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)‖ ds′ds

≤ M ′ 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

sup
s′

‖yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)‖ ds′ds

assim usando o Lema 6.2.5 existe uma constante M3 > 0, tal que

‖J3‖ ≤ M3 |λh| τ 2. (6.6)

Lema 6.2.7. Seja yh a solução do problema (6.3). Se Ah satisfaz as hipóteses

6.2.2, então para n = 0, 1, · · · , N − 1 existe uma constante M4 tal que

∥∥∥1

τ

∫ tn+1

tn

(yh(tn+1) − yh(s))ds−1

τ

∫ tn

tn−1

(yh(tn) − yh(s)) ds
∥∥∥

≤ M5(τ
2 |λh|2 + τ 1+α |λh| + |λh| τ 2 + hτ)

Demonstração. Dado que,

1

τ

∫ tn+1

tn

(yh(tn+1) − yh(s)) ds =
1

τ

∫ τ

0

(yh(tn+1) − yh(tn + s)) ds

e

1

τ

∫ tn

tn−1

(yh(tn) − yh(s)) ds =
1

τ

∫ τ

0

(yh(tn) − yh(tn−1 + s)) ds

então

1

τ

∫ tn+1

tn

(yh(tn+1) − yh(tn + s))ds − 1

τ

∫ tn

tn−1

(yh(tn) − yh(s)) ds =

=
1

τ

∫ τ

0

(yh(tn+1) − yh(tn + s) ds − 1

τ

∫ τ

0

(yh(tn) − yh(tn−1 + s)) ds

=
1

τ

∫ τ

0

(yh(tn−1 + 2τ) − yh(tn−1 + τ + s)) ds

− 1

τ

∫ τ

0

(yh(tn−1 + τ) − yh(tn−1 + s)) ds
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=
1

τ

∫ τ

0

∫ tn−1+2τ

tn−1+τ

[Ah(s
′)yh(s

′) + F h(yh(s
′)) + Hh(y(s′))] ds′ds

− 1

τ

∫ τ

0

∫ tn−1+τ

tn−1+s

[Ah(s
′)yh(s

′) + F h(yh(s
′)) + Hh(y(s′))] ds′ds

=
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

[
Ah(tn−1 + τ + s′)yh(tn−1 + τ + s′)

+ F h(yh(tn−1 + τ + s′)) + Hh(y(tn−1 + τ + s′))
]
ds′ds

− 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

[
Ah(tn−1 + s′)yh(tn−1 + s′) + F h(yh(tn−1 + s′))

+ Hh(y(tn−1 + s′))
]
ds′ds

=
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

[
Ah(tn + s′)yh(tn + s′)

+ F h(yh(tn + s′)) + Hh(y(tn + s′))
]
ds′ds

− 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

[
Ah(tn−1 + s′)yh(tn−1 + s′) + F h(yh(tn−1 + s′))

+ Hh(y(tn−1 + s′))
]
ds′ds

=
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

[
(Ah(tn + s′) − Ah(tn−1 + s′) + Ah(tn−1 + s′)) yh(tn + s′)

+ F h(yh(tn + s′)) + Hh(y(tn + s′))
]
ds′ds

− 1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

[
Ah(tn−1 + s′)yh(tn−1 + s′) + F h(yh(tn−1 + s′))

+ Hh(y(tn−1 + s′))
]
ds′ds

=
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
Ah(tn + s′) − Ah(tn−1 + s′)

)
yh(tn + s′)ds′ds

+
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

Ah(tn−1 + s′)
(
yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds

+
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
F h (yh(tn + s′) − F h (yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds

+
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
Hh (y(tn + s′) − Hh (y(tn−1 + s′)

)
ds′ds

= J1 + J2 + J3 + J4

onde

J1 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
Ah(tn + s′) − Ah(tn−1 + s′)

)
yh(tn + s′)ds′ds

J2 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

Ah(tn−1 + s′)
(
yh(tn + s′) − yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds
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J3 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
F h (yh(tn + s′) − F h (yh(tn−1 + s′)

)
ds′ds

J4 =
1

τ

∫ τ

0

∫ τ

s

(
Hh (y(tn + s′) − Hh (y(tn−1 + s′)

)
ds′ds

Pelos Lemas 6.2.4, 6.2.5 e 6.2.6 temos que existem constantes M1, M2 e M3 tais que

‖J1‖ ≤ M1τ
1+α |λh|

‖J2‖ ≤ M2τ
2 |λh|2

‖J3‖ ≤ M3τ
2 |λh|

e utilizando a subsection 5.1.0.1 tem-se que existe uma constante M4 tal que

‖J4‖ ≤ M4hτ

Portanto, existe uma constante M5 = max {M1,M2,M3,M4} tal que

∥∥∥1

τ

∫ tn+1

tn

(yh(tn+1) − yh(s))ds−1

τ

∫ tn

tn−1

(
yh(tn) − yh(s)

)∥∥∥
≤ M5(τ

2 |λh|2 + τ 1+α |λh| + |λh| τ 2 + hτ)

Lema 6.2.8. Seja ζn+1 = yn+1
h − yh,τ (tn+1), com yh,τ (t) como na definição 6.2.3.

Para cada n = 0, 1, · · · , N − 1 tem-se que existem θ, θ′ ∈ [0, 1] tais que∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
−F h

(
yh,τ (s)

))
ds = τF ′

h

(
yn+1

h

)
ζn+1

+

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds

+
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′) F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

) (
δn+1

h,τ (s)
)2

dθ′ds

− 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

onde δn+1
h,τ (s) = yh,τ (s) − yh,τ (tn+1), para n = 0, 1, 2, · · · , N − 1.

Demonstração. Seja

I1 =

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yh,τ (s)

))
ds.
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Se ζn+1 = yn+1
h − yh,τ (tn+1),

yh,τ (s) = yn+1
h + yh,τ (s) − yh,τ (tn+1) − yn+1

h + yh,τ (tn+1)

= yn+1
h + yh,τ (s) − yh,τ (tn+1) − ζn+1

então

I1 =

∫ tn+1

tn

[
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + yh,τ (s) − yh,τ (tn+1) − ζn+1

)]
ds.

Pondo, para n = 0, 1, · · · , N − 1,

δn+1
h,τ (s) = yh,τ (s) − yh,τ (tn+1),

tem-se que

I1 =

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yh,τ (s)

))
ds

=

∫ tn+1

tn

[
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ − ζn+1

)]
ds

=

∫ tn+1

tn

F h

(
yn+1

h

)
ds −

∫ tn+1

tn

F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ − ζn+1

)
ds

Agora, dado que existe a derivada de Fréchet de segunda ordem para F h, utilizando

a fórmula de Taylor, tem-se que existem constantes θ, θ′ ∈ [0, 1] tais que

I1 =

∫ tn+1

tn

F h

(
yn+1

h

)
ds −

∫ tn+1

tn

[
F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

)
− F ′

h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

)
ζn+1

+
1

2

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δh, τn+1(s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθ
]
ds
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=

∫ tn+1

tn

F h

(
yn+1

h

)
ds −

∫ tn+1

tn

F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

)
ds +

∫ tn+1

tn

[
F ′

h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

)
ζn+1

− 1

2

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθ
]
ds

=

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds +

∫ tn+1

tn

F ′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ

)
ζn+1ds

− 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

=

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds +

∫ tn+1

tn

F ′
h

(
yn+1

h

)
ζn+1ds

+
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′) F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

)
(δn+1

h,τ (s))2dθ′ds

− 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

= τF ′
h

(
yn+1

h

)
ζn+1 +

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds

+
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′) F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ

) (
δn+1

h,τ

)2
dθ′ds

− 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds.

Teorema 6.2.9. Suponha que as hipóteses 6.2.2 são validas e que a inversa Jn =(
I − τ

(
An+1

h + F ′
h(y

n+1
h )

))−1
existe para cada n = 0, 1, 2, · · · , N − 1. Então pelo

método de Euler para trás, o erro ζn+1 = yn+1
h − yh,τ (tn+1) satisfaz a relação

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
onde

�(ζn+1) =
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δh,τ,n+1 − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

e

‖Θn+1(h, τ)‖ ≤ O(hτ) + O(τα+1)

Demonstração. Dado que yh satisfaz

d

dt
yh = Ahyh + F h(yh) + Hh(y)

yh(0) = Ph(y0)

(6.7)
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então, pelo método de Euler, tem-se para n = 0, 1, 2, · · · , N − 1 que

yn+1
h − yn

h

τ
= An+1

h yn+1
h + F h(y

n+1
h ). (6.8)

Integrando a primeira equação do problema (6.7) no intervalo de tempo [tn, tn+1],

tem-se para n = 0, 1, · · · , N − 1 que

yh(tn+1) − yh(tn)

τ
=

1

τ

∫ tn+1

tn

Ah(s)yh(s)ds +
1

τ

∫ tn+1

tn

F h (yh(s)) ds

+
1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds

que é equivalente a

yh(tn+1) − yh(tn)

τ
=

1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h + An+1
h

)
yh(s)ds

+
1

τ

∫ tn+1

tn

F h (yh(s)) ds+
1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds

de onde resulta

yh(tn+1) − yh(tn)

τ
= An+1

h

(1

τ

∫ tn+1

tn

yh(s)ds
)

+
1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds (6.9)

+
1

τ

∫ tn+1

tn

F h (yh(s)) ds +
1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds.

Como da definição 6.2.3 tem-se que

yh,τ (t) =
1

τ

∫ t

t−τ

yh(s)ds,

então, (6.9) é equivalente a

yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

τ
= An+1

h yh,τ (tn+1) +
1

τ

∫ tn+1

tn

F h (yh(s)) ds

+
yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

τ
− yh(tn+1) − yh(tn)

τ

+
1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds (6.10)

+
1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds.
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Se para n = 0, 1, · · · , N − 1,

ζn+1 = yn+1
h − yh,τ (tn+1),

então

ζn+1 − ζn

τ
=

yn+1
h − yh,τ (tn+1)

τ
−

yn
h − yh,τ (tn)

τ

=
yn+1

h − yn
h

τ
−

yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

τ
,

e usando a identidade (6.10)

ζn+1 − ζn

τ
= An+1

h yn+1
h + F h

(
yn+1

h

)
− An+1

h yh,τ (tn+1)

− 1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds

− 1

τ

∫ tn+1

tn

F h (yh(s)) ds − 1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds

+
yh(tn+1) − yh(tn)

τ
−

yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

τ

= An+1
h

(
yn+1

h − yh,τ (tn+1)
)
− 1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds

− 1

τ

∫ tn+1

tn

F h (yh(s)) ds + F h(y
n+1
h ) − 1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds

+
yh(tn+1) − yh(tn)

τ
−

yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

τ

= An+1
h ζn+1 −

1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds

− 1

τ

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yh,τ (s)

)
− F h

(
yh,τ (s)

)
+ F h (yh(s))

)
ds

+
1

τ

∫ tn+1

tn

F (yn+1
h )ds − 1

τ

∫ tn+1

tn

Hh (yh(s)) ds

+
yh(tn+1) − yh(tn)

τ
−

yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

τ
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segue-se que

ζn+1 − ζn = τAn+1
h ζn+1 +

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yh,τ (s)

))
ds

−
∫ tn+1

tn

(
F h (yh(s)) − F h

(
yh,τ (s)

))
ds

− 1

τ

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds −

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds

+ (yh(tn+1) − yh(tn)) −
(
yh,τ (tn+1) − yh,τ (tn)

)
ou equivalentemente,

(
I − τAn+1

h

)
ζn+1 = ζn +

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yh,τ (s)

))
ds

+ �1 + �2 + �3 + �4

(6.11)

onde

�n+1
1 (h, τ) = −

∫ tn+1

tn

(
F h (yh(s)) − F h

(
yh,τ (s)

))
ds (6.12)

�n+1
2 (h, τ) = −

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds. (6.13)

�n+1
3 (h, τ) = −

∫ tn+1

tn

Hh (y(s)) ds. (6.14)

�n+1
4 (h, τ) =

1

τ

∫ tn+1

tn

(yh(tn+1) − yh(s)) ds − 1

τ

∫ tn

tn−1

(yh(tn) − yh(s)) ds. (6.15)

Utilizando a representação para a integral obtida no Lema 6.2.8, a equação (6.11)

toma a forma(
I − τ

(
An+1

h

))
ζn+1 = ζn + τF ′

h(y
n+1
h )ζn+1

+

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds

+
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′) F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

) (
δn+1

h,τ (s)
)2

dθ′ds

− 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

+ �1 + �2 + �3 + �4
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Então,

(
I − τ

(
An+1

h + F ′
h(y

n+1
h )

))
ζn+1 = ζn +

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds

+
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′) F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

)
δn+1

h,τ (s)
2
dθ′ds

− 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

+ �1 + �2 + �3 + �4

onde δn+1
h,τ (s) = yh,τ (s) − yh,τ (tn+1) para tn ≤ s ≤ tn+1. Assim,(

I − τ
(
Ã

n+1

h + F ′
h(y

n+1
h )

))
ζn+1 = ζn + �(ζn+1)

+ �1 + �2 + �3 + �4 + �5 + �6,
(6.16)

com �i para i = 1, 2, 3, 4 dados por (6.12)-(6.15) e

�(ζn+1) =
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds. (6.17)

�n+1
5 (h, τ) =

∫ tn+1

tn

(
F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

))
ds. (6.18)

�n+1
6 (h, τ) =

1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′) F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

) (
δn+1

h,τ (s)
)2

dθ′ds. (6.19)

Finalmente, dado que por hipótese Jn =
(
I − τ

(
An+1

h + F ′
h(y

n+1
h )

))−1
existe para

todo n = 0, 1, · · · , N − 1, então

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + �n+1

1 (h, τ)

+ �n+1
2 (h, τ) + �n+1

3 (h, τ) + �n+1
4 (h, τ) + �n+1

5 (h, τ) + �n+1
6 (h, τ)

)
Isto é,

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
(6.20)

onde,

Θn+1(h, τ) =
6∑

k=1

�n+1
k (h, τ)

com �n+1
k (h, τ) dado por (6.12)-(6.15) e (6.18)-(6.19).
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Observação 6.2.10. Procedendo como na demonstração do Lema 6.2.5, existe

uma constante M7

‖yh(s) − yh(r + s − τ)‖ ≤
∫ s

r+s−τ

∥∥Ah(s
′)y(s′) + F h(yh(s

′)) + Hh(y(s′))
∥∥ds′

≤ M7 |λh|2 (τ − r) ≤ M7 |λh|2 τ

Observação 6.2.11. Da observação anterior obtemos que

∥∥yh(s) − yh,τ (s)
∥∥ ≤ M7 |λh|2 τ. (6.21)

Em efeito,

∥∥yh(s) − yh,τ (s)
∥∥ =

∥∥∥∥yh(s) −
1

τ

∫ s

s−τ

yh(r)dr

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

τ

∫ τ

0

yh(s)dr − 1

τ

∫ s

s−τ

yh(r)dr

∥∥∥∥
=

1

τ

∫ τ

0

‖yh(s) − yh(r + s − τ)‖ dr

= M7 |λh|2 τ

Agora, obtemos as estimativas para as �n+1
k :

i) Do fato que F h é uma função Lipschitz cont́ınua, tem-se que existe uma con-

stante M ′ tal que
∥∥F h (yh(s)) − F h

(
yh,τ (s)

)∥∥ ≤ M ′
∥∥yh(s) − yh,τ (s)

∥∥. Então

pela observação 6.2.11

∥∥�n+1
1 (h, τ)

∥∥ ≤
∫ tn+1

tn

∥∥F h (yh(s)) − F h

(
yh,τ (s)

)∥∥ ds

≤ M ′
∫ tn+1

tn

∥∥yh(s) − yh,τ (s)
∥∥ ds

≤ M ′M7 |λh|2 τ

Portanto, existe uma constante M8 tal que

∥∥�n+1
1 (h, τ)

∥∥ ≤ M8 |λh|2 τ 2
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ii) Por (6.13) temos que �n+1
2 (h, τ) = −

∫ tn+1

tn

(
Ah(s) − An+1

h

)
yh(s)ds, então us-

ando a 6.2.2 tem-se

∥∥�n+1
2 (h, τ)

∥∥ ≤
∫ tn+1

tn

∥∥(Ah(s) − An+1
h

)
yh(s)

∥∥ ds

≤ C6 |λh| τ 1+α

iii)

∥∥�n+1
3 (h, τ)

∥∥ =

∥∥∥∥
∫ tn+1

tn

Hh (yh(s)) ds

∥∥∥∥ ≤ Chτ

iv) Pelo Lema 6.2.7

∥∥�n+1
4 (h, τ)

∥∥ ≤ M5(τ
2 |λh|2 + τ 1+α + |λh| τ 2 + hτ)

v) Novamente do fato que F h é Lipschitz cont́ınua, e usando a observação 6.2.11

temos que

∥∥�n+1
5 (h, τ)

∥∥ ≤
∫ tn+1

tn

∥∥F h

(
yn+1

h

)
− F h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s)

)∥∥ ds

≤ M

∫ tn+1

tn

∥∥yh,τ (s) − yh,τ (tn+1)
∥∥ ds

≤ M

∫ tn+1

tn

(∥∥yh(s) − yh,τ (s)
∥∥ +

∥∥yh(s) − yh,τ (tn+1)
∥∥) ds

≤ M9 |λh|2 τ 2

vi) Dado F é duas vezes Fréchet diferenciável, então existe uma constante M > 0

tal que para cada n = 0, 1, 2, · · · , N − 1,

∥∥F ′′
h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

)∥∥ ≤ M,

então existe uma constante M10 tal que

∥∥�n+1
6 (h, τ)

∥∥ ≤ 1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′)
∥∥∥F ′′

h

(
yn+1

h + θ′δn+1
h,τ (s)

) (
δn+1

h,τ (s)
)2

∥∥∥ dθ′ds

≤ M

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ′)
∥∥δn+1

h,τ (s)
∥∥2

dθ′ds, M ≡ const.

≤ M10 |λh|4 τ 3
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Em conseqüência se Mλh
denota o máximo das constantes obtidas para �n+1

k para

k = 2, 3, · · · , 5 temos que

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
(6.22)

com Θn+1(h, τ) tal que

‖Θn+1(h, τ)‖ ≤ O(ht) + O(τα+1) (6.23)

6.3 Shadowing finito a posteriori

Tendo expressado a equação do erro (entre a solução “exata”do proble-

ma (6.3) e a solução aproximada em termos de elementos finitos e usando o método

impĺıcito de Euler), como uma equação algébrica da forma

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
,

nesta seção estimaremos o erro global utilizando hipótese a posteriori, o qual

determina-se baseado fortemente em hipóteses baseadas no algoritmo calculado, o

que de fato dá a informação dispońıvel. Especificamente, demonstramos um resul-

tado de shadowing finito a posteriori para o problema (6.3), e a prova é inspirada no

artigo de Ostermann e Palencia [52], no qual estabelecem resultados de shadowing

para problemas de evolução parabólicos (caso linear). Eles provam, que sob certas

condições, o erro global, é limitado pelas condições iniciais impostas. Utilizaremos

alguns destes resultados para obter uma estimativa do erro global; para isto será

necessário construir espaços apropriados Xi e Yi em termos das projeções ortogonais

Pn e Qn dos elementos ζn, que representam o erro em cada passo de tempo para

n = 0, 1, 2, N − 1. Além disso, será conveniente assumir certas hipóteses para os

operadores Jn, Pn, Qn e as composições entre eles.

Em primeiro lugar, estabeleceremos algumas notações e observações que

serão necessárias para a demonstração de Teorema central desta seção. Como na

seção anterior, Sh = SA
h × SB

h × ST
h denota o espaço de elementos finitos.
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Observação 6.3.1. Na equação algébrica,

ζn+1 = Jnζn + Jn

(
�(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)
ζn denota o vetor

ζn = (ζnA, ζnB, ζnT ),

�(ζn+1) =
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds.

e Θn+1(h, τ) tal que

‖Θn+1(h, τ)‖ ≤ O(ht) + O(τα+1)

Definição 6.3.2. Para n = 0, 1, 2, · · · , N − 1, defina os operadores projeção

Pn : Sh −→ Sh e Qn : Sh −→ Sh

tais que satisfazem as seguintes condições

i) Qn = (I − Pn)

ii) P 2
n = Pn e Q2

n = Qn

iii) ‖Pn‖ ≤ 1 e ‖Qn‖ ≤ 1

iv) Im Pn = Xn e Im Qn = Yn

Observação 6.3.3. Precisamos que consideramos a projeção sobre Si
h para cada

i = A,B, T , esta é denota por P i
n. Assim Si

h pode-se decompor na forma

Si
h = Xni ⊕ Yni

∼= Xni × Yni

Observação 6.3.4. Tendo em conta estas projeções, para i = A,B, T , construamos

os espaços:

Xi = X0i × X1i × · · · × XN−1i

Yi = Y0i × Y1i × · · · × YN−1i
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de onde temos que,

x ∈ Xi ⇒ x = (x0i, x1i, . . . , xN−1i) ∈ X0i × X1i × · · · × X(N−1)i

y ∈ Yi ⇒ y = (y0i, x1i, . . . , yN−1i) ∈ Y0i × Y1i × · · · × Y(N−1)i

Então (x,y) ∈ Xi × Yi é equivalente a ter uma seqüência finita

(ζ0i, ζ1i, . . . , ζN−1i) ∈ Si
h × Si

h × · · · × Si
h
∼= (Si

h)
N

tal que

P i
n(ζni) = xni e Qi

n(ζni) = yni

Definição 6.3.5. Para i = A,B, T ; seja Υi = (ζ0i, ζ1i, . . . , ζ(N−1)i) ∈ (Si
h)

N , a

norma ‖.‖∞ : (Si
h)

N −→ R é definida por

∥∥Υi
∥∥
∞ = max

0≤n≤N−1
‖ζni‖ (6.24)

onde ‖u‖ = maxn {‖P i
nu‖ , ‖Qi

nu‖}

Finalmente, é necessário assumir as seguintes hipóteses a posteriori so-

bre os operadores Jn, Pn e Qn. Estas hipótese essencialmente controlam o espectro

estável e não estável e a oscilação ou “overlap”de projeções em passos de tempo

diferentes e são mais fracas que as condições normais de uniforme hiperbolicidade.

Não obstante não controle o fenômeno f́ısico de problemas de dinâmica de fluidos

o que é de condicional estável ou de singularidades em qual ha mudança de estável

para não estável. Isto é dizer, autovalores atravessando o eixo imaginário no em

dependência em tempo cont́ınuo ou próximo deste na discretização. Aqui entramos

nesta situação com a latitude a nostra disposição dada pelo fato que o campo de

velocidades entra como un controle externo.

Hipóteses 6.3.6. (a posteriori) Para cada n = 0, 1, . . . , N −1 sejam Pn, Qn as pro-

jeções definidas em 6.3.2; consideremos que {Jn}n∈I é uma seqüência de operadores

lineares sobre Sh

Jn(ζn+1) =
(
I − τ

(
An+1

h + F ′
h(y

n+1
h )

))−1
(ζn+1),

e assumamos que existe uma seqüência de números positivos (ρn)n=0,1,··· ,N−1 tal que:
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i)

‖Pn+1JnQn‖ ≤ ρn+1

‖Qn+1JnPn‖ ≤ ρn+1

ii) Qn+1JnQn : Yi −→ Yi são isomorfismos para para n = 0, 1, . . . , N − 2 e existe

uma constante C tal que ∥∥∥∥∥
j−1∐
l=1

(Ql+1JlQl)
−1

∥∥∥∥∥ ≤ C

iii) Existe uma constante Λ > 0 tal que para i ∈ I

i∑
j=0

∥∥∥∥∥
i−1∏
l=j

Pl+1JlPl

∥∥∥∥∥ ≤ Λ (6.25)

N−1∑
j=0

∥∥∥∥∥
j−1∐
l=i

(Ql+1JlQl)
−1

∥∥∥∥∥ ≤ Λ (6.26)

iv) Existe 0 < µ < 1 tal que

i−1∑
j=0

ρj+1

∥∥∥∥∥
i−1∏

l=j+1

Pl+1JlPl

∥∥∥∥∥ ≤ µ, i = 1, 2, . . . , N − 1 (6.27)

N−2∑
j=i

ρj+1

∥∥∥∥∥
j∐

l=i

(Ql+1JlQl)
−1

∥∥∥∥∥ ≤ µ, i = 0, 1, 2, . . . , N − 2 (6.28)

Teorema 6.3.7. Sejam ζ = (ζA, ζB, ζT ), Pnζn = (PA
n ζA, PB

n ζB, P T
n ζT ), e J =

{0, 1, 2, . . . , N − 1}. Para cada n ∈ J e i = A,B, T sejam P i
n, Qi

n as projeções

definidas na observação 6.3.3. Considere a seqüência {δn}n∈I ∈ Sh e as seqüências

de operadores Jn, �n : Sh −→ Sh; onde

Jn =
(
I − τ

(
An+1

h + F ′
h(y

n+1
h )

))−1

�n(ζn+1) =
1

2

∫ tn+1

tn

∫ 1

0

(1 − θ) F ′′
h

(
yn+1

h + δn+1
h,τ (s) − θζn+1

)
ζ2

n+1dθds

e

δn+1(ζn+1, h, τ) = Jn

(
�n(ζn+1) + Θn+1(h, τ)

)



101

Se ξ = (ξA, ξB, ξT ) ∈ Im P0 e e η = (ηA, ηB, ηT ) ∈ Im QN−1 satisfazem

‖ξ‖ ≤ ε e ‖η‖ < ε.

Então o problema discreto de valor no contorno

ζn+1 = Jnζn + δn+1(ζn+1, h, τ) 0 ≤ n ≤ N − 2

P0ζ0 = ξ, e QN−1ζN−1 = η,


 (6.29)

tem uma única solução (ζn)n∈J tal que

max
n∈J

‖ζn‖ ≤ ε

(
Λ

1 − µ
+ 1

)
,

onde µ e Λ são constantes.

Demonstração. Seja ζ = (ζA, ζB, ζT ) ∈ Sh e para cada n ∈ J considere

Pnζn = (PA
n ζA, PB

n ζB, P T
n ζT )

Qnζn = (QA
n ζnA, QB

n ζnB, QT
nζnT )

onde para i = A,B, T os operadores P i
n e Qi

n são as projeções definidas na observação

6.3.3.

Para cada n ∈ J , ζn ∈ Sh pode ser expresso ζ na forma

ζn = Pnζn + Qnζn ≡ pn + qn,

onde pn = Pnζn e qn = Qnζn. Tomando as projeções Pn e Qn na equação (6.29)

temos que

Pn+1ζn+1 = Pn+1Jnζn + Pn+1δn+1(ζn+1, τ, h) (6.30)

Qn+1ζn+1 = Qn+1Jnζn + Qn+1δn+1(ζn+1, τ, h) (6.31)

Fazendo

γn+1 = Pnδn(ζn, h, τ)

βn = Qnδn(ζn, h, τ)
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de (6.30)-(6.31) temos

pn+1 = Pn+1JnPnpn + Pn+1JnQnqn + γn+1 (6.32)

qn+1 = Qn+1JnPnpn + Qn+1JnQnqn + βn+1. (6.33)

Portanto usando a notação

P1(n) = Pn+1JnPn Q1(n) = Qn+1JnPn

P2(n) = Pn+1JnQn Q2(n) = Qn+1JnQn,

tem-se finalmente que o problema (6.29) é equivalente a resolver

pn+1 = P1(n)pn + P2(n)qn + γn+1 (6.34)

qn+1 = Q1(n)pn + Q2(n)qn + βn+1. (6.35)

com as condições de fronteira

P0ζ0 = ξ,

QN−1ζN−1 = η.

para n = 0, 1, · · · , N − 1

Da equação (6.35) e usando 6.3.6-(ii) resolvemos (6.46) para q, obtendo

qn = (Q2(n))−1 qn+1 − (Q2(n))−1 Q1(n)pn − (Q2(n))−1 βn+1. (6.36)

Assim, das equações (6.34) e (6.36) obtemos que o sistema de equações que tem-se

que resolver é;

−P1(n)pn +pn+1 −P2(n)qn = γn+1

(Q2(n))−1 Q1(n)pn +qn− (Q2(n))−1 qn+1 = − (Q2(n))−1 βn+1


 (6.37)

com n = 0, 1, 2, · · · , N − 1, p0 = ξ e qN−1 = η, que corresponde a 3 sistemas de 2N

equações com 2N incógnitas.

Considerando os espaços Xi e Yi para i = A,B, T , descritos na obser-

vação e 6.3.4, definimos os operadores lineares

N ,G : Xi × Yi −→ Xi × Yi
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onde

N =


L 0

0 M


 , G =


 0 E

F 0


 (6.38)

com L,M ,E e F matrizes N × N tais que para 0 ≤ i, j ≤ N − 1 Li,j, Mij, Eij e

Fij:

Lij =



−P1(j), i = j + 1

0 i �= j + 1

Mij =



− (Q2(i))

−1 , i = j − 1

0 i �= j + 1

Eij =



−P2(j), i = j + 1

0 i �= j + 1

Fij =




(Q2(i))
−1 Q2(i), i = j, i �= N − 1

0 i �= j, i �= N − 1.

Fazemos,

Ã = I + N + G,

Ũ i =


Ũ pi

Ũ pi


 , Φ̃i =


Φ̃γi

Φ̃βi




onde

Ũ pi =




p0i

p1i

...

p(N−1)i


 Ũ qi =




q0i

q1i

...

q(N−1)i



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Φ̃γi =




ξi

γ1i

...

γN−1i


 , Φ̃βi =




−(Q2(0))−1β1i

−(Q2(1))−1β2i

...

−(Q2(N − 2))−1β(N−1)i

ηi




,

então o sistema de equações (6.37), com as respectivas condições de fronteira, é

equivalente a resolver o sistema de equações lineares,

ÃiŨ i = Φ̃i (6.39)

para i = A,B, T .

A seguir denotando por Ã, qualquer das matrizes Ãi, e Ã
−1

denota sua

inversa, então
∥∥∥Ã

−1
∥∥∥ é limitada. A prova deste resultado é devida a Ostermann e

Palencia [52] mas para ser completos, descrevemos aqui a demonstração.

Lema 6.3.8. Assumindo as hipótese do Teorema 6.3.7, a matriz Ã do sistema

(6.39) é inverśıvel e existem constantes Λ > 0 e 0 < µ < 1 tal que

∥∥∥Ã
−1

∥∥∥ ≤ C

1 − µ
. (6.40)

Demonstração. Seja Ã = I + N + G, com N e G dadas em ??. Dado que N é

uma matriz nilpotente, então I + N é uma inverśıvel, e, portanto, a matriz matriz

Ã pode ser expressa na forma,

Ã = (I + N )(I + (I + N )−1G)

de onde

Ã
−1

=
(
I + (I + N )−1G

)−1
(I + N )−1 (6.41)

Utilizando a série de Neumann, tem-se que

(
I + (I + N )−1G

)−1
=

∞∑
k=0

(−1)k((I + N )−1G)k, (6.42)
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a qual é absoluta e uniformemente covergente se ‖(I + N )−1G‖ < 1. Além disso

∥∥∥(I + (I + N )−1G
)−1

∥∥∥ ≤ 1

1 − ‖(I + N )−1G‖ . (6.43)

Assim, para provar que A é inverśıvel é suficiente demonstrar que existe uma cons-

tante Λ > 0 tal que,

∥∥(I + N )−1
∥∥ ≤ Λ e

∥∥(I + N )−1G
∥∥ < 1. (6.44)

Em primeiro lugar, demonstraremos que ‖(I + N )−1‖ é limitada.

Em efeito, da que em geral, as entradas de cada bloco não nulo da matriz (I +N)−1

são dadas por:

(I + L)−1
ij =




∏i−1
k=j P1(k), para i ≥ j

0, para i < j

e

(I + M)−1
ij =




∐j−1
k=j Q2(k)−1, para j ≥ i

0, para j < i

Então,

(I + N )−1 =


 (I + L)−1 0

0 (I + M )−1


 .

Somando as normas dos elementos das filas da matriz (I + N )−1, pela hipótese

6.3.6-iii, existe uma constante Λ > 0, tal que

i∑
j=0

∥∥∥∥∥
i−1∏
k=j

P1(k)

∥∥∥∥∥ ≤ Λ para 0 ≤ i ≤ N − 1 e

N−1∑
j=i

∥∥∥∥∥
j−1∐
k=i

Q2(k)−1

∥∥∥∥∥ ≤ Λ para 0 ≤ i ≤ N − 1 .

Então

∥∥(I + N )−1
∥∥ = max

i

{
i∑

j=0

∥∥∥∥∥
i−1∏
k=j

P1(k)

∥∥∥∥∥ ,
N−1∑
j=i

∥∥∥∥∥
j−1∐
k=j

Q2(k)−1

∥∥∥∥∥
}

.



106

Portanto, da hipótese 6.3.6-iii), existe uma constante C tal que∥∥(I + N )−1
∥∥ ≤ Λ. (6.45)

Por outro lado,

(I + N )−1G =


 (I + L)−1 0

0 (I + M )−1





 0 E

F 0




=


 0 (I + L)−1E

(I + M )−1F 0


 ,

cujas entradas de cada bloco não nulo são da forma,

(
(I + L)−1 E

)
ij

=



−

(∏i−1
k=j+1 P1(k)

)
P2(j) para i > j

0 se i ≤ j

e

(
(I + M)−1 F

)
ij

=



−

(∐j
k=i Q2(k)−1

)
Q1(j) para i ≤ j < N − 1

0 se N − 1 ≤ j < i

Dado que para todo 0 ≤ j ≤ N − 1, pela hipótese 6.3.6-i,∥∥∥∥∥
(

i−1∏
k=j+1

P1(k)

)
P2(j)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
(

i−1∏
k=j+1

P1(k)

)∥∥∥∥∥ ‖P2(j)‖

≤ ρj+1

∥∥∥∥∥
i−1∏

k=j+1

P1(k)

∥∥∥∥∥
e ∥∥∥∥∥

(
j∐

k=i

Q2(k)−1

)
Q1(j)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

j∐
k=i

Q2(k)−1

∥∥∥∥∥ ‖Q1(j)‖

≤ ρj+1

∥∥∥∥∥
j∐

k=i

Q2(k)−1

∥∥∥∥∥ ,

então pela hipótese 6.3.6-iv), existe uma constante 0 < µ,< 1 tal que,

i−1∑
j=0

∥∥∥∥∥
(

i−1∏
k=j+1

P1(k)

)
P2(j)

∥∥∥∥∥ ≤ µ para 1 ≤ i ≤ N − 1 e

N−1∑
j=i

∥∥∥∥∥
(

j∐
k=i

Q2(k)−1

)
Q1(j)

∥∥∥∥∥ ≤ µ para 0 ≤ i ≤ N − 2 .
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De onde obtém-se,

∥∥(I + N )−1G
∥∥ = max

i

{
i−1∑
j=0

∥∥∥∥∥
(

i−1∏
k=j+1

P1(k)

)
P2(j)

∥∥∥∥∥ ,
N∑

j+i

∥∥∥∥∥
(

j∐
k=i

Q2(k)−1

)
Q1(j)

∥∥∥∥∥
}

≤ max
i

{
i−1∑
j=0

ρj+1

∥∥∥∥∥
i−1∏

k=j+1

P1(k)

∥∥∥∥∥ ,

N−1∑
j=i

ρj+1

∥∥∥∥∥
j∐

k=i

Q2(k)−1

∥∥∥∥∥
}

Desta forma,

∥∥(I + N )−1G
∥∥ ≤ µ < 1. (6.46)

Finalmente, dado que de (6.41) Ã
−1

= (I + (I + N )−1G)
−1

(I + N )−1, usando

(6.42), (6.43), (6.45) e (6.46) obtemos que

∥∥∥Ã
−1

∥∥∥ =
∥∥∥(I + (I + N )−1G

)−1
(I + N )−1

∥∥∥
≤

∥∥∥(I + (I + N )−1G
)−1

∥∥∥∥∥(I + N−1
)∥∥

≤ Λ

∥∥∥∥∥
∞∑

k=1

(−1)k
(
(I + N )−1G

)k

∥∥∥∥∥
≤ Λ

∞∑
k=1

µk.

Conseqüentemente, como 0 < µ < 1, então Ã é inverśıvel e

∥∥∥Ã
−1

∥∥∥ ≤ Λ

1 − µ
. (6.47)

Voltamos á demonstração do Teorema, e segundo um modelo de demonstração dado

em Stuart e Humphries [68] ( corrigindo um erro presente la e adaptado a nossa

situação), por simplicidade denote por U = (ζn)N−1
n=0 a solução do sistema de equações

para qualquer i = A,B, T , e considermos

U = Ã
−1




ξ

Ψ

η



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Fazendo U0 = Ã
−1




ξ

O

η


 e V = U − U0, então

U = Ã
−1




0

Ψ

o


 + Ã

−1




ξ

O

η




e

V = Ã
−1




0

Ψ(V + U0)

o




com U0 = (un)N+1
n=0 e V = (vn)N+1

n=0 .

Dado que
∥∥∥Ã

−1
∥∥∥ ≤ Λ/1 − µ e ‖ξ‖ ≤ ε, ‖η‖ ≤ ε temos que

∥∥U0
∥∥ ≤ Λ

1 − µ
ε

Por outro lado temos que

‖V ‖ ≤
∥∥∥Ã

−1
∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥




0

Ψ(V + U0)

o



∥∥∥∥∥∥∥∥∥
≤ Λ

1 − µ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




0

Ψ(V + U0)

o



∥∥∥∥∥∥∥∥∥

e existe uma constante k1 tal que

∥∥∥∥�(vn+1 + u0
n+1)

∥∥∥∥ ≤ k1τ
∥∥vn+1 + u0

n+1

∥∥2

≤ 2k1τ(‖vn+1‖2 + ‖un+1‖2)

≤ 2k1τε2(1 +
Λ2

(1 − µ)2
)

Então usando (6.23) e o fato que a norma∥∥∥∥∥∥∥∥∥




0

Ψ(V + U0)

o



∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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é da ordem O(
∥∥�(vn+1 + u0

n+1)
∥∥ , ‖Θn+1‖) tem-se que para τ e h suficientemente

pequenos ‖V ‖ ≤ ε.

Finalmente temos que se U = (ζn)N−1
n=0 e U ′ = (ζ ′

n)N−1
n=0 , então

‖�(ζn+1) − �n(ζ ′ − n + 1)‖ ≤ 1

2
(

Λ

1 − µ
)2ε2τ sup

‖ζn+1‖<ε

‖F ′′′(wn
h − rζn+1)‖

∥∥ζn+1 − ζ ′
n+1

∥∥
+ (

Λ

1 − µ
+ 1)ετ sup

‖ζn+1‖<ε

F ′′(wn
h − rζn+1)

∥∥ζn+1 − ζ ′
n+1

∥∥
≤ k2τ

∥∥ζn+1 − ζ ′
n+1

∥∥ k2=constante

Pelo tanto para τ suficientemente pequeno, Ã
−1




0

Ψ(V + U0)

o


 é uma contração e

conseqüentemente usando o Teorema 2.6.5 existe uma unica solução V = (vn)N+1
n=0

tal que

ζn = un + u0
n e ‖ζn‖ ≤ ε(1 +

c

1 − µ
).

o que também implica que a solução do problema (6.29) é única.
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