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RESUMO

Neste trabalho estudamos um sistema de equagoes diferenciais
parabdlicas que modelam um processo de difusao-reacao em duas dimensoes da
mistura molecular e reacao quimica irreverssivel de um sé passo entre duas espécies
quimicas A e B para formar um produto P. Apresentamos resultados analiticos e
computacionais relacionados a existéncia e unicidade da solugao, assim como estima-
tivas do erro local e global utilizando elementos finitos. Para os resultados analiticos
usamos a teoria de semigrupos e o principio do maximo, e a simulacao numérica é
feita usando diferencas finitas centrais e o esquema simplificado de Ruge-Kutta. As
estimativas do erro local para o problema semi-discretizado sao estabelecidas us-
ando normas de Sobolev, e para estimar o erro global usamos shadowing finito a

posteriori.

Os resultados computacionais obtidos mostram que o comportamento
da solucao esta dentro do esperado e concorda com resultados da referéncias. Assim
mesmo as estimativas do erro local e global sao obtidas para pequenos intervalos
de tempo e assumindo suficiente regularidade sobre a velocidade do fluido no qual
realiza-se o processo. Destacamos que a estimativa do erro global usando shadowing
finito é obtida sob hipdteses a posteriori sobre o operador do problema e o forte

controle da velocidade numa vizinhanca suficientemente pequena.



ABSTRACT

In this work we study a system of parabolic equations that model a
reaction diffusion process in two dimensions. The molecular mixing and chemical
reaction considered is single-step, binary and irreversible, between two species A
and B to yield a product P. We present analytic and computational results on
the existence and uniqueness the solution, and obtain estimates for the local and
global error using finite elements. For the analytic results we use the semigroups
theory and the maximal principle; and for the numerical simulations central finite
differences and the Runge-Kutta simplified schemes. The local error estimates are
established using the Sobolev norms, and for the global error we use a posteriori

shadowing finite.



1 INTRODUCAO

As equacoes de difusao-reacao cobrem uma ampla variedade de mod-
elos fisicos em muitos campos das ciéncias, tais como populagao genética, enzi-
mas, reatores nucleares, reatores quimicos, combustao, astrofisica, movimentacao
subsonica de gases, etc. (ver por exemplo, Buckmaster e Ludford [6], Ludford [45],
Pao [54]). Diversos modelos tém sido propostos para entender a estrutura do es-
paco-tempo dos fenomenos nao lineares originados nas diversas areas da matematica
aplicada, e tem-se desenvolvido diferentes métodos na drea de analise aplicada para
demonstrar a existéncia e unicidade da solugao dos sistemas de equacoes diferenciais

nao lineares que modelam tais fenomenos.

Em geral, as equacoes de difusao-reacao poderiam ser descritas pelo

sistema de equagoes diferenciais parabdlicas semi-lineares da forma,

% + Az, t,u)u = f(x,t,u), sobre Q2x]0,00[xR"
B(z,t)u = ag(z,t,u), sobre 92x]0, co[xR" (1.1)
u(z,0) = ug(x), sobre )
onde
"0 Ju & ou
Az, t,u)u = ”Z_l ir (aij(a:, t, u)a—%> + Z aj(z,t, u)a—%

0
B(z,t,u)u = Z a;i(z,t, u)ﬁ18—u (condigao de fronteira de Neumann para o = 1)

x .
ij=1 J

ou

B(xz,t,u)u =u (condi¢do de Dirichlet para a = 0)

onde € é um dominio no R™ com fronteira 92, n = (71,72, . . ., ) 0 vetor unitario
normal a 92, u = (uq, ug, ..., uy,) € R™ e f uma fungao cinética de R" xR™ em R™.
A variavel u usualmente denota as quantidades tais como densidade de populagao
biolégica em ecologia, as concentragoes de substancias em reagoes quimicas ou as

concentracoes e a temperatura nos processos de difusao-reagao, por exemplo. Para



o caso da mistura de fluidos, o sistema (1.1) deve ser acoplado com as equagdes da

conservacao da massa e as equagoes de Navier-Stokes.

Esta tese tem por objetivo apresentar resultados analiticos e computa-
cionais para um sistema de equacgoes de difusao-reagao que modela um processo de
mistura molecular e reacao quimica irreverssivel de um sé passo entre duas espécies

quimicas A e B, para obter um produto P. Isto é,
UAA + UBB i> UPP

onde v;, i € {A, B, P} sdo os coeficientes molares estequimétricos. A reagao é
considerada de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes, e a taxa da
reacao especifica é, k, é assumida constante e controlada pela cinética de Arrhenius

—B/RT onde E, R e T sio a energia de ativacio, a constante

adotando a forma k = Ze
universal dos gases e a temperatura absoluta, respectivamente. O sistema modelado

tem a forma ([10]),

%+§i§;—gﬁ§;—ém=o, A =—uw (1.2)

857;4 gj; giﬁ - gﬁ g;/; B R€;CA Acy = —vaDacacge™/" (1.3)
B B o e g Tesepn = ~twDacacoe (10
83623 g;i gj: - g;i gz - Regcp Acp = vpDacacge” ™/t (1.5)
or oy 0T oy OT 1 AT = vpHeDacacpe—2eT (1.6)

ot 0xy 014 B 0x1 019 "~ RePr

sobre Q x [0, 7*], onde © é um dominio em R? = {(z,xs) : 71, T2 € R} com fronteira
08 e vetor exterior normal unitario 7 = (71,72). Do ponto de vista da fisica e
quimica ¢;(x,t) : Q x [0,7*] — R, i € {A, B, P} representam as concentragoes
das espécies A, B e P; T(z,t) : Q x [0,7*] — R a temperatura da mistura e as
equagoes (1.2) correspondem as equagoes de Navier-Stokes. As constantes Re é o
numero de Reynolds, Pr o de Prandtl, Ze o de Zel’dovich, S¢; o de Schmidt, Da
o de Damkohler, v; para ¢ € {A, B, P} os coeficientes estequiométricos e He um

parametro de liberacao de calor. Além disso, o sistema estd sujeito as condigoes



iniciais nao negativas
ca(x,0) = cao, cp(x,0)=cpy T(x,0)="1T sobre () (1.7)

tais que ) ,_, 5 pCio = 1, e as condigdes de fronteira

%:%:g—%:o sobre 02, i€ {A,B,P}, j=1,2 (1.8)

Existe uma ampla literatura apresentando métodos analiticos e numéri-
cos para obter solugoes dos diversos modelos propostos, entre estes tem-se as técnicas
de comparacao, estimativas a priori, condi¢oes do tipo Lyapunov, o método de
Galerkin, o método de semigrupos, etc. Estes métodos tém sido usados, por exem-
plo, na teoria de populagdes biologicas (Mayer-Paape e Lauterbach [46], Cantrel e
Cosner [8], Alikakos [2], Mimura e Murray [49], Rothe [63], Levin [42]), neurobiologia
(Henry [28]), dindmica de reatores nucleares (Kastemberg e Chambre [35], Rumble e
Kartemburg [64], Leung [41]), reacoes quimicas (Kouachi [38], Fife [21], Smoller [66],
Cohen e Alexander [13], Lundford [45], Morgan e Hollis [50]), combustao (Buckmas-
ter e Lundford [6], Willams [76], Ei e Mimura [18], Collet e Xin [14], Manley, Marion
e Temam [48], Avrin [4]), movimentac@o de bactérias por (Yang et. al. [78], Raslec

[60], Hillen e Painter [31]), Malham e Xin [47], Wang e Jiang [74].

Em particular, Amann [3] usando a teoria de semigrupos demonstra
que, sob certas condicoes de regularidade para o operador linear A e as funcgoes
f e g, o problema (1.1) tem uma tnica solugdo maximal classica sobre [0, 7.[ com
7. dependendo da condigao inicial. Manley [48], utilizando o método de Galerkin,
demonstra a existéncia e unicidade para um sistema de equagoes que modelam um
processo de combustao em presencga de quimica complexa, estabelece a existéncia de
um atrator global e obtém estimativas para sua dimensao. Neste trabalho, utilizando
a teoria de semigrupos e o principio do maximo, demonstraremos que o problema

(1.2)-(1.8) também tem uma tunica solugao.

Por outro lado, dada a complexidade dos sistemas matematicos que

modelam o comportamento dos diferentes fenomenos da natureza (o que em geral



torna impossivel a obtengao da solugao exata), existe a necessidade continua de de-
senvolver métodos para obter solugoes aproximadas para os diferentes problemas;
entre os métodos desenvolvidos tem-se, por exemplo, o método de Rayleigh-Ritz,
Kantorovich, dos minimos quadrados, da colocacao, de Galerkin, elementos finitos,
etc. O método de elementos finitos, que inicialmente foi desenvolvido para resolver
problemas de mecanica ([61], [12]), tem-se convertido numa ferramenta muito uti-
lizada para aproximar a solugao de diferentes problemas nao lineares, assim como
para obter estimativas do erro entre a solugao exata e a numérica (obtida mediante
métodos computacionais) para problemas parabdlicos da forma (1.1) e para o caso
em que o operador A é independente do ¢, e para fungoes f com suficiente regulari-
dade ( [77], [72], [34], [79], [20]). Tendo em conta que para o problema (1.2)-(1.8) nao
é possivel obter sua solucao exata, utilizando a formulagao variacional do problema

e a teoria elementos finitos, estabelecemos uma estimativa do erro local.

Embora existam métodos numéricos eficientes para a obtencao da
solucdo aproximada de problemas parabdlicos nao lineares da forma (1.1), dificul-
dades podem ser encontradas em situagoes nas quais a evolucao do sistema apresen-
ta uma dependéncia muito grande das condigoes iniciais (como é o caso das reagoes
quimicas), ja4 que pequenas mudangas em qualquer ponto da érbita produzem uma
nova orbita, a qual tende a divergir exponencialmente da érbita original. Isto fornece
solugoes diferentes em pequenos intervalos de tempo, o que origina uma rapida acu-
mulacao do erro em tempo global (Hayes [26], Chow e Van Vleck [11], Pilyugin [56]).
Independentemente quase todos os métodos numéricos para equagoes de evolugao

apresentam problemas de confiabilidade para tempo médio ou grande.

Como uma alternativa para caracterizar os erros globais da solucao
aproximada de um sistema de evolucao tem-se desenvolvido a teoria de shadowing,
que permite determinar uma trajetoria proxima da verdadeira trajetoria de um sis-
tema de evolugao ([27], [40], [52]). Em particular Ostermann e Palencia [52] utilizam

a teoria do shadowing finito para obter estimativas do erro para um problema de



valor inicial da forma,

y'(t) = Al)y(t) + (1) (1.9)

y(0) = yo (1.10)

onde A(t) é um operador linear nao limitado num espago de Banach. Seus resulta-
dos baseiam-se em certas condigoes de controle de flutuacao em tempo que devem
satisfazer o operador A(t). Para o problema (1.2)-(1.8) motivo da tese, usamos o
shadowing finito a posteriori para obter uma estimativa do erro global. Larsson e
Sanz-Serna [40] utilizando o shadowing para obter estimativas do erro das solugdes
de sistemas de difusao-reacao en vizinhancas suficientemente pequenas dos pontos

de equilibrio, utilizando normas nos espacos L? e H'.

Os primeiros resultados relacionados ao estudo analitico e numérico do
sistema de equagoes (1.2)-(1.6), sujeito as condigoes iniciais e de fronteira (1.7) e
(1.8), respectivamente, é apresentado no capitulo 3 e refere-se a existéncia e a unici-
dade da solugao. Para isto, em primeiro lugar, considerando o fraco acoplamento do
campo de velocidade com as reagoes e a temperatura, formulamos o sistema como

um problema abstrato de valor inicial, da forma:

dy + A(t)y = f(y), sobre Qx]0,77]

dt (1.11)
y(0) =y,, sobre Q

onde y = (ca,cp,T) : [0,7"] — X, A(t) = (Aa(t), Ap(t), Ar(t)) um operador

linear sobre X = C(€Q2) x C(Q2) x C(£2) tal que
Ai . Dz — X,

eD; ={ueW?(Q): AueC(Q), p>2,0u/dn=0 } paracadai= A, B,T com
Ai(t) = —v;A+v.V parai = A, B, T; onde v a velocidade do fluido, v; sdo constantes
nao negativas; e f(y) = (fa, [, fr), com f; = a;cacgTp(T) onde p(T) = e~ #</T

e o sinal + corresponde a ¢ =T

Assumindo suficiente regularidade sobre v e utilizando a teoria de semi-

grupos ([55], [17], [7]) demonstramos que para cada t € [0, 7], A(t) é gerador de um



semigrupo analitico sobre X. Este fato permite utilizar um resultado de existéncia
e unicidade de sistemas de evolugao ([80], [9], [39]) e demonstrar que o problema
homogéneo correspondente a (1.11) tem um tnico sistema de evolugao (operador de

evolugao) U(t,s) para 0 <t < s < 7%

Tendo em conta a existéncia e unicidade para o problema homogéneo:

d
A A(t)y =0, sobre|0,7] x 2

dt (1.12)

y(0) = yo, sobre O,
demonstramos que uma solucao classica do problema é uma solugao no cone £ =
{0<es<1,0<cp<1, T>0}CC(0,7%,C(R)), coincidindo com a tinica solu¢ao

mild 1o cone. Esta solucao mild, ¢ da forma,
ca(t) = Ua(t, 0)cao — an /0 Ualt, s)ea(t)en(B)p(T(s))ds
cp(t) = Up(t,0)cpo — ap /0 Un(t, $)ea(tien(D)e(T(s))ds (1.13)
T(t) = Up(t, 00Ty + ay /0 Ur(t, s)ealt)en(D)e(T())ds

Para demonstrar a existéncia de uma solugao deste tipo assumimos maior regulari-
dade da condigao inicial, considerando que para este caso y(0) € H*(Q) x H*(Q) x
H*(Q). Mediante isto, usando o método de Galerkin, demonstramos que o sistema
de equagoes equivalente a (1.11) tem uma solugao satisfazendo 1.13 en um determi-
nado intervalo de tempo. No caso que v4 = vg = v mostramos que esta solucao é

global no tempo.

Dado que nao é possivel obter a solu¢ao exata do problema (1.2)-(1.8),
para determinar o comportamento das solugoes, no capitulo 4, apresentamos algu-
mas simulacoes computacionais do processo reativo. Os resultados foram obtidos
usando o método de diferencas finitas centrais de segunda ordem para a discretizacao
espacial, e o método de Runge-Kutta de trés estagios para o passo do tempo. O
comportamento da solugao é mostrado para alguns valores dos parametros do prob-
lema, restringindo o processo computacional a um ntmero de iteragoes que equivale

a 2 s no processo de reacao. As simulacoes apresentadas mostram como o consumo



dos reagentes que participam no processo de difusao-reacao origina a formacao do
produto da reagao e determina-se que a temperatura apresenta um lento compor-
tamento crescente. Observa-se que nossos resultados sobre o comportamento das
concentragoes dos reagentes, a formacao do produto, a temperatura e a taxa de

reagao sao comparaveis com os obtidos por Chang et.al [10].

Nosso terceiro resultado, apresentado no capitulo 5, refere-se a obtencao
de estimativas do erro local para o problema semi-discretizado formulado no espago
de elementos finitos. Se {Sh}o<n<1 é uma familia de espagos de dimensao finita de
H'(Q), donde cada S, consiste de fungoes polinomiais seccionalmente continuas de
grau menor o igual que 1 com respeito & triangulacao de 2, a solucdo aproximada
G (t) = (Ena(t), éap(t), Th(t)) € Sp = Sp x Sy x S, do problema (1.11) é definida
como a solugao do problema variacional

oYy, . _
<W’ ¢h> +(0.Vy, ¢n) — vi (Any, on) = (Puf(Y), on)
para todo ¢, € Sp. Onde y é a solugio exata de (1.11), B, : L2(2) — S}, é a
projecio ortogonal, §, = Pyy, éan(0) = éa,,, ¢pn(0) = ép,, ¢ Th(0) = Tjo, com
CApy> CBpo © Thg as projecgoes de ¢4, cgg € Ty no espaco Sy, respectivamente. Usando
estimativas de primeira ordem nas normas de Sobolev e o Lemma de Gronwall,

demonstra-se que existe uma constante C' = C(t,y) tal que

ly — §,l| < Ch, para todo t € [0,7*]. (1.14)

Finalmente, o tltimo resultado da anélise do problema, é desenvolvido
no capitulo 6 e corresponde a analise do erro da discretizacao plena do problema
(1.11). Neste caso, por conveniéncia e simplicidade, consideramos um problema
simplificado de Euler implicito na formulacao de elementos finitos. Os resultados
obtidos, neste contexto, estao relacionados com a estimativa do erro global usan-
do shadowing finito a posteriori. Especificamente, estabelecemos um resultado de

shadowing via a andlise do problema discreto,

Cn+1 = jncn + jn (F(CnJrl) + @n-i-l (h7 7—)) ) (115)



comn=20,1,--- N—1,7=1/N (7 < 1), h tal que 0 < h < 1 é parametro que

corresponde a discretizacao espacial, e J,, F e ® operadores definidos sobre Sj,.

Especificamente, a equagao (1.15) corresponde a equagao do erro usando
o método de Euler para trds, do problema simplificado (formulado no espago de

elementos finitos S},):

d
i An(t)yy, + Fr(y,) + Hu(y) v, € Sh
(1.16)

Y,.(0) = Bi(yo)-

Estabelecendo algumas hipdteses sobre os operadores Ay, demonstra-se

em primeiro lugar que
1©4+1(h, 7)|| < o(h7) + o(7°H)

Na continuacao, definindo os operadores projecao P, e ),, = I — P, sobre o espaco
S}, e assumindo hipdteses apropriadas para os operadores 7, P, e Q,, formula-se

a equacao do erro como um problema discreto de valor na fronteira

Cn-l—l = ann + jn (F(Cn-i-l) + ®n+1(h77—)) O S n S N - 1
Py =§, e Qn-1Cn_1 =7

(1.17)

Definindo o conjunto

B = {Y = (C))5 € S\ ¢ 1Tl = max{[I¢, I} < e}
usando um Teorema do ponto fixo para conjuntos fechados e segundo as idéias de

Ostermann e Palencia [52] e Stuart e Humphries [68] sobre shadowing, demonstramos

N-1
n=0

que se ||&]| < e e ||n|| < € o problema (1.17) tem uma tnica solugdo Y = (¢,,)
tal que

el =< (14 o).

com A e p constantes que dependem de hipdteses a posteriori.

Finalizamos esta introducao lembrando que Smale [65] defende o pon-
to de vista que a analise numérica é uma area eclética com fundamentos tedricos
fracos. Encaramos nosso trabalho nesta tese como uma tentativa de construir ests

fundamentos em um exemplo particular.



2 PRELIMINARIES

Neste capitulo estabeleceremos algumas das defini¢oes e notacgoes que
serao utilizadas nos capitulos seguintes. Além disso, enunciaremos os principais

resultados que serao usados, e para sua demonstracao indicamos a bibliografia.

2.1 Definicoes e Notacgoes

Definigao 2.1.1. Sejam z = (z1,22,- - ,2,) € R* e D; = 0/0x;. Se a =
(o1, 9, - ,au,), com aq, g, -+, q, nimeros inteiros nao negativos, D*u (no sen-

tido de distribugoes) é definida como

dlely

81‘?1 .o ax%n ’

[e% _ [e5] o7 —
D% = D" ---Dymu =
onde |a| =>"1 | a;. Para a =0, D°u = u.

Definicao 2.1.2. Seja ) um conjunto aberto e nao vazio em R™, com n > 1. Seja

1<p<ocoem=1,2---

(i) O espago de Lebesgue LP(2) é o conjunto de classes de equivaléncia de fungoes

P dz < oco. Com a norma

mensurdveis u : Q@ — R tal que [, |u(x)

1/p
ol gy = Il = ( / ()P dx) |

L,() é um espaco de Banach.

(ii) L>(2) € o conjunto de classes de equivaléncia de fungoes mensurdveis sobre

Q tais que u — |u(z)| € essencialmente limitada sobre Q2. Com a norma
[ull ooy = Inf{M >0 [u(x)] < M g.s. em Q}
L>(Q) € um espago de Banach.

(7ii) O espago de Sobolev WP () é o conjunto de todas as func¢oes u € LP(S)) que

tem derwada generalizada até a ordem m tal que

D% € LP(Q) para |of < m.
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Para m = 0, Wo(Q) = L?(Q); para cada 1 < p < oo, W™P(Q) € um espago

de Banach com respeito a norma

iy = lilrey = | 3= [ 1D"ula)lda

0<|ar|<m

1/p

Se p =00, W™>(Q) é um espago de Banach com respeito a norma

o o
||U||meoo((z) = ﬁllgﬁ 1D U||Loo(ﬂ) :

Observacao 2.1.3. Se p = 2, W™?(Q) = H™(Q) ¢ um espago de Hilbert com o

produto escalar

= ) / D%u(z) D (z)dx.
C™(2) denota o conjunto das fun(;oes de valor real (ou complexo) m-vezes continu-
amente diferencidveis sobre €2, e C"™(Q) denota o conjunto das funcoes de valor real

(ou complexo) m-vezes continuamente diferenciaveis sobre Q. C°(Q) = C(f2), em

particular, denota o espaco de fungoes continuas.

Definigao 2.1.4. Seja X um espago de Banach e 1 < p < co. LP(a,b; X) € o espago
de classes de fungoes mensurdveis de (a,b) em X com —oo < a < b < +o0, tal que

f |u ()] dt < oo, o qual é um espago de Banach com a norma,

P
i (/ (2 dt)

Se p = 00, L*®(a,b; X) é o espago de classes de fun¢oes mensuraveis de

(a,b) em X tal que t — |u(t)| é essencialmente limitada.

2.2 Imersao de Sobolev

Se €2 ¢ um dominio limitado no espago R™ com fronteira suficientemente
regular, 99, entdo as imersoes L*(Q2) D W2 D W22 5 W32... sao compactas e

para m — k > n/2, a imersao

Wm™2(Q) C CH(Q) (2.1)
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¢ continua (ver Zeidler [82]). Em geral, se {2 é suficientemente regular, tem-se que
WmP(Q) é denso em W™ 1P(Q), e H™(Q) é denso em H™(Q2). Por outro lado,
se 2 é un conjunto aberto no R™, entao C™(£2) é denso no espago W™P(Q)) para

1 <p < oo (Temam [71]).

A imersdo continua W™2?(Q) C C¥(Q) para m — k > n/2 é usada
para demonstrar a regularidade de solucoes generalizadas u, no sentido que se u
pertence ao espago de Sobolev W™2(Q)) para m suficientemente grande, entao para
k < m —n/2 obtém-se u € C*(Q), isto é, u tem uma derivada cléssica da ordem
k. Em particular, no espago R, W™2(Q) C C™ }(Q) para m = 1,2,--- e no R?,
R3, Wm™2(Q) C C™2(Q2) param = 2,3, --. De forma mais geral, tem-se o seguinte
Teorema de imersao de Sobolev (ver Agmon [1], Gilbarg e Trudinger [22], Pazy [55],
Trebel [73] ).

Teorema 2.2.1. (Imersao de Sobolev) Seja Q2 um conjunto aberto em R™ com fron-
teira suficientemente reqular, 0S), entao,
i) WmP(Q) C L™/ (Q)  se mp < n.

i) WmP(Q) C Ck(Q) se 0<k<m—n/p.

2.3 Desigualdades de Poincaré, Young e Gronwall

As desigualdades de Poincaré, Young e Gronwall sao essenciais na de-

terminacao de estimativas a priori nos problemas de evolucao.

i) (Desigualdade de Poincaré): Para todo u € Hj, existe uma constante a(2) = «

tal que

[ll p2ey < o llullyy -
ii) (Desigualdade de Young): Para todo a,b,e >0, 1 <p<ooceq=p/(p—1),

ab < SaP + b,

P qEQ/P
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iii) (Lema de Gronwall): Sejam g, h, y funcoes localmente integraveis sobre [tg, 00),

tais que
dy
— < h t>t
dt = aqy + ) - L0,
entao,
t d ¢ ]
y(t) < yltg)elo?* + / h(s)e  Jeords > 1, (2:2)
to

Lema 2.3.1. (Lema uniforme de Gronwall) Sejam g, h e y trés fungoes positivas
localmente integrdveis sobre |tg, oo[ com % localmente integrable sobre |ty, 00| e que

satisfazem,

d
d—‘gﬁgy—l—h para t > to,

t+r t+r t+r
/ g(s)ds < ay, / h(s)ds < as / y(s)ds < az, parat > tg
t t t

onder e a; para it = 1,2,3 sao constantes positivas. Entao

a
y(t+r) < (—3 + a2> et parat > to.
T

2.4  Semigrupos de Operadores e Sistemas de evolugao

A nocao de semigrupo é uma das mais importantes para descrever pro-
cessos dependentes do tempo em termos da analise funcional. Por exemplo se um

processo fisico é descrito pela equagoa
u'(t) = Au(t), u(0) =up (2.3)

com A o gerador de um semigrupo {G(t)},5, entdao a solucdo do problema (2.3) é

u(t) = G(t)up para todo ug € D(A).

Definigao 2.4.1. Um semigrupo {G(t)},5, sobre um espago de Banach X € uma

familia de operadores lineares e limitados G(t) : X — X para todo t > 0 tal que,

i) G(t +5) = G()G(s), t,s>0
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ii) G(0) =1 com I o operador identidade

O gerador de um semigrupo {G(t)},., ¢ um operador linear

A:D(A) C X — X tal que

= iy CH0 —w
t—0+ t

(2.4)

onde w € D(A) se e somente se o limite (2.4) existe. Um semigrupo {G(t)},5,
é fortemente continuo ou de classe C° se e somente se a aplicagdo t — G(t)w é
continua sobre [0, +00) para todo w € X, isto é,

lim G(t)w = G(s)w para todo w € X.

t—s

Em s = 0 considera-se o limite pela direita (ver Butzer [7], Dautray e Lions [17]).

Teorema 2.4.2. Seja X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador
linear fechado tal que D(A) € denso em X. O operador —A gera um semigrupo
fortemente continuo {G(t)},5, sobre X se e somente se existem constantes M > 0

Yy w tais que

M
(A —w)
para todo X € R tal que A > w com X € p(A), (p(A) = conjunto resolvente de A).

|(A = A)7"|| < n=1,2-- (2.5)

Definicao 2.4.3. Seja X um espaco de Banach complexo e

Zz{zE(C:gol<argz<g02, 1 <0< @o}.

Uma familia {G(2)},c5- de operadores lineares e limitados G(z) € L(X,X) € um

semigrupo analitico se

i) G(z1 + 22) = G(21)G(22) para todo z1,2z9 € > ;
i) G(0) = I;
iii) lim, 0 G(2)w = w para todow € G e z € Y ;

w) z— G(z) é uma aplica¢ao analitica de >, em L(X, X).
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A restricao de um semigrupo analitico ao eixo real é um semigrupo
fortemente continuo. Com respeito a extensao de um semigrupo de classe C° a um

semigrupo analitico tem-se o seguinte teorema (ver [17], [55])

Teorema 2.4.4. Seja {G(t)},5, um semigrupo fortemente continuo uniformemente
limitado com gerador A no espago de Banach X. Entdo as sequintes afirmacies sao

equivalentes:

1. Sep=X+ipe
limsup |p| [|R(1 4 ip)|| < oc.

|| —o00
2. Se p(A) = {peC:(A—pl)~! emiste}, existem constantes a,b > 0,
My > 0 tal que

p(A) D> ={p:Rep>a—b|lmp|}

e para todo p € Y,
M,

L+ |p|

|1R(p, Al <
3. {G(t)},5¢ € diferencidvel para todo t > 0 e limsup,_t[[AG(t)]| < oo.

4. {G(t)},5¢ € extensivel a um semigrupo analitico em um setor ) conti-
do no eizo real positivo e {G(t)},5, € uniformemente limitado em um

sub(setor) do mesmo tipo.

Se X um espago de Banach e A(t) : D(A(t)) € X — X um operador

linear, o problema de valor inicial

dv(t)
10 Atel) -
v(s) = v,

chama-se problema de evolucao.

Se para cada s fixo (2.6) tem uma unica solugao v(.), define-se o propa-

gador ou sistema de evolugao U(t, s) por,

U(t,s)vs =v(t), t>s (2.7)
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que descreve a evolugao do sistema no tempo. Se A(t) = A é independente de ¢, y

A ¢é gerador de um semigrupo {G(?)},5, entao,
v(t) = G(t — s)vs, isto é,
U(t,s) = G(t — s).

Definicao 2.4.5. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares
limitados de dois parametros sobre X, U(s,t) 0 < s < t < 7, é um sistema de
evolugao (ou propagador) se,

i) U(s,s)=1

ii) U(t,s) =U(t,r)U(r,s), para0 < s <r <t <7*
ii1) (s,t) — U(s,t) € fortemente continua para 0 < s <t < 7.

Teorema 2.4.6. Seja X um espaco de Banach, A(t) : D(A(t)) € X — X um
operador linear fechado para cada t € |a,b], tal que D(A(t)) = D ¢ independente de

t e denso em X e seja
Zez{)\:—9<arg/\ <@, m/2<0<m com@ fizo}.
Se para cada t € [0, 7] o conjunto resolvente de —A(t) contém ), e

(AT + A(t)) ||_1 T rey o

com M uma constante positiva independente de X e t; e o operador A(t)A(s)™! ¢

Hoélder continuo em t na topologia uniforme do operador para cada s fixo. Entao, a
equacao de evolugao,

du(t)
dt

+A(t)u(t) =0, wu(s)=us, s<t<b
tem um tnico sistema de evolugdo (ou propagador) U(t,s) tal que

u(t) =U(t,s)us, s<t<b.
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Para a demonstracao deste Teorema ver Yosida [80], Ladas [39] e Pazy

[55).

Definicao 2.4.7. Seja X um espag¢o de Banach, f : [0,7] x X — X e A(t) :
D(A(t)) € X — X wum operador linear com dominio D(A(t)) = D independente

de t e denso en X ; e considere o problema de evolucao,

0u_(t) U= U
o+ Altu = f(tu() s,

u(s) = us € D(A(t))

1. uw € solugio do problema de evolugio (2.8), se u(t) é fortemente
continuamente diferencidvel sobre [s,7*], u(t) € D(A(t)) para cada

t € [s, 7] eu(t) satisfaz o sistema (2.8).

2. u € uma solugdo ‘mild”de (2.8), quando u admite a representagdo in-

tegral da forma,

u(t) = U(t, s)us +/ U(t,r)f(r,u(r))dr (2.9)

onde U(t, s)us) = u(t) € solugao do problema homogéneo

ou
i +A)u =0, u(s) = us.

2.5 Truncamentos

Definigao 2.5.1. Seu: Q C R" — R, as fungoes u™ e u~ sao definidas como,

i) ut = max{u(x),0}
i1) v~ = max {—u(x),0}
Observacgao 2.5.2. Desde que u = u™ —u™,
i) Seue LP(Q), 1 <p < oo, entdo ut,u” € LP(Q), e

||u+||LP(Q) < lull gy - H“iHm(Q) < [Jull oo
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ii) Sew e WhP(Q), 1 < p < oo, entao u™,u~ € WHP(Q) para q.s. todo z € Q, e

ou(x
du(z) %i) se u(z) >0
Oz 0, se u(z) <0
Por tanto,
H ou™ H ou
S
|5, <15
i || o) Oz || 1o

||u+||W17p S Hunlp

™ ||y < utllyprs

2.6 Otros resultados

Uma das ferramentas mais importantes para a demonstracao da ex-
istencia de solugoes positivas é o principio do méaximo, que enunciamos na con-
tinuagao (pode-se consultar, por exemplo, Pao [54], Protter-Weinberger [58] ou
Kinderlehrer-Stampacchia [37]). Também estabelecemos aqui a nogao de fungao

Fréchet diferenciavel ([83]) e o um Teorema de ponto fixo para conjuntos fechados
([68])-

Teorema 2.6.1. (Principio do mdzimo) Seja Q@ C R"™ um dominio limitado com
fronteira 0S) e L o operador uniformemente eliptico Lu = Z?] | @ij(z, t)am o5; T
S bi(w, ) 2. Sew e CH0,7%,C3(RQ)) tal que

j=1
ou .
5 " Lu+cu>0 sobre Q2x]0,77] (2.10)

onde ¢ = c¢(x,t) € uma funcao limitada sobre Qx]0,7*]. Se c¢(x,t) > 0 e u assume
um valor minimo mo < 0 em algum ponto (z,t) € Qx]0,7*|, entdo u(x,t) = my para
todo (x,t) € Qx]0,7*]. Se O tem a propriedade da esfera interior e u alcanga um
valor minimo em algum ponto (to, xo) € INx]0,7*|, entao se u nao € identicamente

constante

0

a—ﬁu‘ (to,zo0) < 0.



18

Definicao 2.6.2. Sejam E, F espacos de Banach, 0 C E um conjunto aberto,
x € Q. Uma aplicacao f : Q) — E € F-diferencidvel em x, se existe um aplicacdo
linear continua @ : E — F e uma aplica¢ao ¢ definida para todo h suficientemente

pequeno em E e com valores em F tal que limy_ g1 (h) =0, e tal que

f(x+h) = f(x) = e(h) + [|h][¥(h)

Observagdo 2.6.3. Sobre as fungoes F-diferencidveis (ou Fréchet diferencidveis)

temos as seguintes observagcoes:

1. Se f é F-diferenciavel em x para todo x € €2, entao f é F-diferenciavel

em Qe Df=f:Q— L(E,F)

2. Se §2 é um conjunto abertoem E e f: Q) — I} x Fy x--- x F, tal que
f=(f1,fas---, fm), entdo f é F-diferencidavel em = € Q) se e somente

se f; é F-diferenciavel em x para cada ¢ =1,2,...,m. Se este é o caso,

3. f"=Df:Q— L(E,L(E,F)) ~ L(E,E; F)

Observacao 2.6.4. (Férmula de Taylor). Sejam E, F' espagos de Banach, um
conjunto aberto e f : @ — F de classe CP. Sejam z € Q e y € Q tal que o

segmento x + ty, para 0 < t < 1, estd contido em Q. Se h* = (h, h, ..., h), entdo

_ f'(x)h feDf (@)t
fla+h) = f@) + o T

+ R,

onde

1 1— p—1
R, = /0 % FO(x + rh)hrdr

Teorema 2.6.5. (Teorema da aplicacao contra¢ao) Seja X um espaco de Banach,
B C X um conjunto fechado e f: B — B. Se existe uma constante 0 < o < 1 tal

que
1f(w) = f)ll < allu=vll, para todo u,v € B,

entao f tem um tnico ponto firo u € B tal que f(u) = u.
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2.7 Equacoes de Navier-Stokes e vorticidade

Considerando um conjunto simplesmente conexo 2 C R™ com fronteira
092, o movimento de um fluido newtoneano, viscoso e incompressivel é governado

pelas equacoes de Navier-Stokes,

a—v+(v.V)v—yA'v+Vp: f, emQ
ot (2.11)

V=0 em{
onde v é a velocidade do escoamento, p a pressao, v a viscosidade do fluido e f
as forcas externas. As equagoes (2.11) deve-se adicionar condigbes iniciais e de
fronteira. Em duas dimensdes as equagoes (2.11) podem ser formuladas na forma da
fungao de corrente-vorticidade (ver Quarteroni [59] e Glowinski [24]) introduzindo a

chamada fungao de corrente. Se v € L*(Q) x L?*(f2), entao existe v» € H'(Q) tal que

o 0y
—curl v — (2 _9Y 2.12
v = curl ¢ <8x2’ (93:'1) ( )
e a vorticidade associada a v € H'(Q) x H*(2) é o campo escalar w € L*(Q) tal que
8122 81}1
—curlv = =2 — 21, 2.13
w = curl v 9o O ( )
Das equagoes (2.12)-(2.13) obtém-se que a Eq. (2.11) é equivalente a
ow o oY
— +(=—,——=—).Vw—-—rvAw =0 2.14
8t+<8x2’ axl) w—vAw =0, (2.14)
A = —w (2.15)
As condigoes de fronteira que acompanham as equagoes (2.14)-(2.15) sao,
0
=0, —%:0 sobre 0f2
an
que equivale a v = 0 sobre 9¢). Introduzindo as notagoes de funcao de corrente,
o __,.  H_,
8x1 N 2 81‘2 - b
o sistema (2.14)-(2.15) fica na forma
%—j + (v.Vw—vAw =0, AYp=-w

onde v = (v1,vy). Para mais detalhes sobre a existéncia da soluc¢ao e aproximagao

ver por exemplo [43], [23], [75], [57]



3 FORMULACAO DO PROBLEMA E
EXISTENCIA DA SOLUCAO

3.1 Formulagao do problema

Muitos problemas na engenharia sao modelados por equagoes do tipo di-
fusao-convecgao-reacao com um termo fonte. Em particular, a mistura de particulas
através de campos de escoamentos turbulentos ou naturais é um dos problemas
mais relevantes da mecanica dos fluidos; neste tipo de processos, a faixa na qual as
particulas sao transportadas e misturadas pelo movimento do fluido é muito diversa.
O estudo analitico ou numérico deste tipo de escoamentos incluindo mistura mole-
cular e reagao quimica torna-se geralmente muito complexo, pois o movimento do
fluido produz incremento da mistura, o qual pode originar que a reacao total acon-
teca com muita rapidez, com a liberagao de calor, sendo que as mudancas da massa
especifica e pressao originadas pela reacao afetam significativamente a mistura (ver

Riley et al. [62] e Moser e Rogers [51]).

Para o caso bi-dimensional, o campo de fluxo, a difusao molecular e o

processo das reagoes quimicas satisfazem um sistema de equacoes da forma,

9
p(y + (@.9)0) —vAD + Vp = f (3.1)
V.o =0 (3.2)
pcy(%—{ + (0.V)T) — kAT = @ (3.3)

801- “ .
( ot + (’UV)CE) — D’LA’LC’L = hi, 1 = 1, 2, oo (34)

onde se assume que o fluxo é incompressivel; © = (vy, v3) é o campo de velocidades,
T a temperatura, ¢; a fracdo de massa da i-ésima espécie quimica, A o operador de
Laplace, V o gradiente, p a massa especifica, ¢, a constante de calor especifico a
volume constante, f uma forca externa, ® uma funcao de dissipacao, h; a taxa das

reacoes quimicas produzidas por ¢;, v o coeficiente de viscosidade, k o coeficiente

20
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de difusividade térmica, D; o coeficiente de difusao dos reagentes e p a pressao

cinematica.

Dado que estamos procurando uma aproximagao suficientemente re-
alista do fenomeno da mistura molecular, estudaremos o modelo considerado por
Chang et al. [10] que corresponde a um processo irreverssivel de um sé passo entre

duas espécies quimicas A e B, para obter um produto P, ou seja,
UAA + 'UBB £> ’UPP

onde v;, i € {A, B, P} sao os coeficientes molares estequiométricos. A taxa total de
reacao é considerada de primeira ordem com respeito a cada um dos reagentes, e a
taxa constante da reacgao especifica é controlada pela cinética de Arrhenius, e tem

a forma:

k= Ze E/ET

onde Z é um fator de freqiiéncia, F a energia de ativacao total, R a constante
universal de gases e T' temperatura absoluta. Para o problema que estudaremos, as

funcoes ® e h; tem a seguinte forma:

= qvpcAcBZe’E/RT,

h; = tv; Zeacge FIET ie{A, B, P}

onde ¢ é a liberacao do calor por unidade de volume; o sinal mais, “ + 7, é para
i = P, e o sinal menos,“ —", é para i € {A, B}. Tendo isto em conta, o sistema de

equagoes assume a forma:

9
a_:: 4 (8.V)0 — vAD =0 (3.5)
V=0 (3.6)
or . —E/RT
cy(a +0.VT) — kAT = vpqcacgZe (3.7)
dei . —E/RT
5 +v.Ve; — v;Ac; = tvjcacgZe (3.8)

que corresponde a um modelo de mistura e reacao em que os reagentes mesclam-

se num reator () adiabaticamente isolado e impenetravel ao fluxo de fluidos. Em
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conseqiliéncia, as condigoes de fronteira associadas ao problema (3.5)-(3.8) sao:

6_Tiaci
Con o om

v=0 =0 sobre 09 (3.9)

onde 7 denota o vetor unitirio normal a 0. Além disso, as equagdes (3.5)-(3.8)

sao complementadas com as condi¢oes iniciais,

v(z,0) =vg(x), T(x,0)=To(z) ci(x,0)=cip(x), sobreld (3.10)
onde
T(Z',O) > O, G0 > O, Z Ciyo(x) =1 (311)
i€{A,B,P}

3.2 Adimensionalizacao

Sejam L*, U*, cf,T* os valores caracteristicos para o comprimento, ve-

locidade, concentracao e temperatura, respectivamente, entao as quantidades adi-
mensionais sao definidas por:

gty vy T, G L
i_L*’ _L*’ i_U*’ _T*’ j—C*’ p_U*Q

onde i = 1,2, v = (vy,v2), ¢ = (x1,22), j = A, B, P. Substituindo essas quanti-
dades no sistema (3.5)-(3.8) obtém-se um sistema adimensioanal de equagoes para

o processo de mistura-reacao. Resulta a:

e Equagao da continuidade:

~ 8?}1 81)2
V.o=0 ou 8—ZE1+3—ZL‘2_0

Fazendo vy = v]U*, vo = vU*, 21 = | L* e xy = 24, L* tem-se que
OwiU") | OwlUr) _
d(x L) O(xyLr)
U* ov} N U* Ovy
L* 0z, L*oxh

Portanto,
ovy Ol

=0. A2
ox 07, 0 (312)
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e Equagao da quantidade de movimento (3.5):

0
a;) 4 (5.V)8) — vAD + Vp = 0
Fazendo
t/L* IU*2
vy = VU vy = 0hU* oy = 2| L, w9 = 2Lt = e p:p ,
U~ L*
e denotando v’ = (v}, vy) temos
8('UIU*) . U*Z
_— U V)'U" —vA@W'U*) + —Vp =0
a(t,L*/U*) + (Iv )’U v ('U ) + L* p )
e entao
U*2 a,v/ U*Q . . vU* U*2 .
L*W—F i (V. V)v' — —5Av' + T Vp' =0.
Multiplicando ambos membros por L*/U*? obtém-se que
ov’
5 + (V. V)v' —U—LA'U +Vp' =0
Portanto segue-se que,
ov’
W + (’U V)’U — R—A’U +Vp =0 (313)
onde Re = YL~ que corresponde ao niimero de Reynolds.

e Equacao da energia (3.7):

T
Cy (%—t + (@.V)T) — kAT = vpgeacg Ze BIRT

Fazendo as substitucoes correspondentes, temos que

c oY) + (WU N)T'T* ) — kA(T'T*) = vpqcyc*cgc* Ze BRI
"\ oL /U") ‘ pamaT e

de onde

Ut aT, U KT™ )
C”( I or I WV)T’) Tog AT = vpgdyc’dpe Ze FITTT,

e multiplicando ambos membros por L*/U*T* tem-se que

or’ K L* -
Cy (875’ + ('U'.V)T') - U*L*AT, = g vpqcypct Ze BT
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De onde

or’ , K qc*  Zc* _ P
v T/ _ AT/ — ) E/RT T
g TV - G T UL

Desta forma,

ot 1 :
o + (0. V)T" - RePrAT/ — vpHeDad ,cge 2T (3.14)
onde
U*L* v qc* zZc*
‘ v T e e, T+ U*/L*

e Equagoes da reagao-advecgao (3.8):

3 C;
ot

+ (0.V)¢; — DiAc; = tu;cacg Ze EIRT

Procedendo de forma analoga aos casos anteriores tem-se que:

U*c*oc, cU*, , D;c*
e V)d, — =
oo T wVa T 7o

/ *2 1 —E/RT'T*
AC, = v, g Ze P/ )

e multiplicando ambos membros por L*/U*c*:

ac, D; L, R
5+ (v'.V)c, — T Ad;, = +u; T °d\Cp Ze  BIRT'T
Assim,
862’ / / 1 / 1) —ZeT’
5 + (u'. V)¢, — ReSc-ACi = +v;D;ac,ce (3.15)
onde
U*L* v
Re = Sc; = —
e , o Ya=p

Em conseqiiéncia, o sistema de equagoes que governa o processo de

difusao-reacao tem a forma adimensional seguinte:

g—;’ +(5.V)b — ém +Vp =0, (3.16)
V. =0 (3.17)
or +0.VT — AT = vpHeDaccpe /T (3.18)
ot RePr F ATB
% +v.Ve; — L Ac; = +v;Dacacge 2T (3.19)

ot ReSc¢;
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onde

U*L* U*L* Zex E gc*
ReSc; = ———: RePr=-—": Da= ———; Ze=——; He=
(o) DZ er’r DT a U*/L* (& RT (& CVT*

Da é o nimero de Damkohler, Ze o de Zel'dovich e He um parametro representativo

da liberacao do calor.

O sistema de equagoes (3.16)-(3.19) estd sujeito as seguintes condigoes

de fronteira:
8_T . 861-
on  on

onde 1) é o vetor unitario normal a 0€2; e as condigoes iniciais nao negativas

V= =0 sobre 02 (3.20)

0(z,0) =vo, ¢(2,0)=cip, T(x,0)=To. (3.21)

3.3 Existéncia e unicidade da solugao

No sistema (3.16)-(3.21), observa-se que o campo de velocidade é de-
senvolvido independentemente das concentracoes dos reagentes e a temperatura, o
que implica que a velocidade © = (v, v) pode ser obtida independentemente das
equagoes da concentracao e da temperatura (ver por exemplo Lions [43]). Para o
problema em estudo assumiremos a existéncia de v com suficiente regularidade sem

especificar as condicoes iniciais sob as quais isto é satisfeito.

Observacao 3.3.1. Para a demonstracao da existéncia e unicidade da solucao
assumiremos que para cada t € [0,7*] a velocidade ¥, é uma fun¢ao conhecida,
limitada e Holder continua em ¢. Isto é, existem constantes M >0e 0 < a <1 tal

que

[0(t) = 0(8)|| ooy < M |t — 5|"  para todo s,t € [0, 7]

Considerando €2 um conjunto aberto e limitado em R™ com fronteira

091, suficientemente regular e normal exterior unitaria 7, o problema em estudo fica
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formulado da seguinte maneira:

3@% + (0.V)ca — R@}%AACA = —w Daccge 2T (3.22)
dcs + (0.V)cp — Acg = —vpDacacpe /T (3.23)
ot ReScp
or + (0.V)T — ! AT = vpHeDaccge 24/T (3.24)
ot ' RePr F ATB '

onde ¢; = ¢;(x,t) : Q x [0, 7] — R, i € {A, B} representam as concentragoes dos
reagentes na reagao de um sé6 passo e T'=T'(z,t) : Q x [0, 7] — R a temperatura

da mistura. Além disso, o sistema estd sujeito as condigOes iniciais
ca(z,0) = ca9, cp(z,0)=cpy T(z,0) =T, sobre ) (3.25)

e as condigoes de fronteira

oT
on

. aCi

0= —"
o

sobre 002 x [0,7*],i= A, B (3.26)

3.4 Existéncia local

Para demonstrar a existéncia da solugao, em primeiro lugar formulare-
mos o sistema (3.22)-(3.26) como um sistema abstrato de primeira ordem sobre o
espaco de Banach X = C(Q) xC(Q) xC(£2). As constantes nio negativas vy Da, vgDa
e v,HeDa serao denotadas, respectivamente, por a4, ap € op; também usaremos a

notacdo vy = 1/ReScy, vg = 1/ReScp e vp = 1/ RePr.
Para cada t € [0, 7*] defina o operador linear
A(t) : D(A(1)) = D(Aa(t)) x D(Ap(t)) x D(Ar(t)) C X — X,

tal que
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com,

AA(t) = —VAACA + (@V)CA

AB(t) = —VBACB + (@V)CB
N (3.27)
AT(t) = —VTAT + (’UV)T
D(A;(t) = {u € W*P(Q) para todop > 1: % =0 sobre 89}
Ui
Entao, o sistema (3.22)-(3.26) é equivalente a
d x
AWy = fly). 0<t<T
t (3.28)

y(0) =y, €X

Onde y : [0,7"] — X, y(0) = y, = (ca0,¢Bo, o) ¢ f: X — X sdo tais que

y(t) = (ca(t),cs(t), T(1))
dy dcy Ocg OT
2 (225
f(y(t)) = (—aaca(t)ep(t)p(T(t)), —agca(t)ca(t)p(T(t)), arca(t)es(t)p(T(t))

com (T) = e~ 2¢/T®

O sistema (3.28) é um problema de evolugao e para determinar a exis-
téncia da solucao utilizaremos os resultados de Yosida-Tanabe. Para isso, em
primeiro lugar demonstra-se que o operador A;(t) para cada i = 1,2,3 é gerador

de um semigrupo analitico (ver Stewart [67], Kato [36], Yosida [80] e Pazy [55]).

Teorema 3.4.1. Seja 2 < p < oo,  um dominio limitado em R™, n = 2, com
fronteira suave 0Q e considere o operador Z,(t) : D(Z,(t)) C LP(Q2) — LP(Q) tal
que

Z,(tu = —vAu+ (0.V)u,

com D(Z,(t)) = {u € W?P(Q) : du/On =0 sobre 00N}, entio —Z,(t) € gerador de

um semigrupo analitico sobre LP(S)) para cada t € [0,7*] fizo.

Demonstragdo. Sejam u € D(Ap(t)), v = (v1,v2), ¢ € Rtal que 1/p+1/¢g=1c¢
(u,u*) denota a relacdo de dualidade entre os elementos u € LP(Q)) e u* € LI().

Entdo, para u € D(Z,(t)), u* = [ul" @ € LI(Q) e (u,u*) = [[ull?-
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Tendo em conta que,

(Zp()u, u") = (=vA + (0.V)) u, u”)
(—vAu,u*) + ((0.V)u,u"),

9 = Loy upt (aﬁ ; u@)

DO | —

8xk

e denotando

ou 2

(p—4)/2 - . 2 2 2

) = ﬁu ol = E « ﬁ - E ﬁa
|U| u(mk) kTR || /S;kl FO || /S; ’

k=1

utilizando integragao por partes tem-se que,

(—vAu,u*) =v (au""?) dz

/S;k 1 8xk 8:(:k
p—2
| o 2| Ju 0u +aé’u 0 |ul

=v

A“

_V/ (p— Daj + 5 +i(p — 2)awfy) do
Q=1

= <(p

— 1+ 3% +i(p—2) Z akﬂkd:v>

Q p=1

Por outro lado,
Re (—vAu,u*) = v ((p — 1)a® + %) (3.29)

Im (—vAu, u* <p 2) Zakﬁkdx) (3.30)

0 k=1
Também,

2

; £y Ou | w2
(v.V)u,u") = /szkaxk |ul"™" udz

k=1

_ 0
[ S
ox
/ka ]u\p/ (o +i0y)dx
Q

k=1
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Entao,
Re ((0.V)u, u” /ka |ul”? apdx (3.31)
k=1
Im ((9.V)u, u* /ka |ul?’? Brda (3.32)
k=1

Agora, observamos que

Z vg [ul"? (o + iBy)dz

Q k=1

S/Z\vk||u|p/2|ak+iﬁk|daz

Q p=1
2

<> ||Uk\|oo/ vk + iy |uf” de
k=1 Q
2

= Z ||Uk||oo/ v+ | [uf"? dx

€ p _
< Z/ (loal? +166) + o ful?) e, e = mass o)

(Z/ || dw+2/ |3 dm) +§k221/9|u|pdx

(laf* + 18" + 4’ (w,u”), onde ' =2¢/v, (u,u”) = |lullf,

[{(0.V)u, u™)| =

l\Dlt

l\Dlt

Segue-se, de (3.29) e (3.31) que,

Re (Z,(t)u, u*) = Re ((—vA + (v.V)) u, u*)
= Re (—vAu, u*) + Re ((v.V)u, u*)
> v ((p—1)laf*+ W) = Sal* +187) = 4w, w)
= vlp~ 3/2) ol + 5 167 ~ i (u,u)
e de (3.30) e (3.32) que
Im (Z,(t)u, u*) = Im ((—vA + (9.V)) u, u*)
= Im (—vAu, u") + Im ((0.V)u, u*)
< 2 (=2l (laf* + 18F) + ol + 8] + 4’ (u,u),
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o que é equivalente a,

Re (—vA + (0.V) + ) w, u*) > v(p — 3/2) af® + % B2 >0 (3.33)

(p—1)
2

Entao, de (3.33), para todo A > 0 e u € D(Z,(1)):

Im ((—vA + (0.V) —ip ) u,u*) < (\04|2 + |ﬁ\2) : (3.34)
Mully, < NI —vA+ (9.V) + p'I)]l,, para todo p > 2 (3.35)
Como A\ —vA+(v.V)+ /I é bijetiva, utilizando (3.35) tem-se que para todo A > 0,

H()\I — VA + (0.V) + u’f)*l‘

< — .
LS5 (3.36)

1
Portanto, pelo Teorema de Hille-Yosida, o operador vA — (v.V) — p/I é gerador de

um semigrupo de contragao sob LP(2) para 2 < p < 0.

Agora demonstraremos que vA — (0.V) — (1) é extensivel a um semi-
grupo analitico. Levando em conta (3.33) e (3.34) e, visto que,
(p—1)/2(lof” +18)
(p—3/2) la* +1/215"
<(-1

Im ((—vA + (0.V) + @' I(1 —7))u, u*)]|
|Re ((—vA+ (0.V) + /(1 — )] )u, u*)|

IN

entdo a imagem numérica S (—Z,(t) — p/(1 —i)I) de vA — (0.V) — /(1 — i) é tal

que

S(=Z,t) — /(1 —i)I) C {\:|arg\| > 7 —0:}
onde 6; = arctan(2p — 1), 0 < 6y < 7/2. Fazendo,

ZG:{)\:\arg)\\ <m—0},com 0 <0<m/2 (3.37)
tem-se que existe uma constante My > 0 tal que

HQI—A+4ﬁvy+MQ—oU*

M
< —, ara todo \ € 3.38

Desta forma, (vA — (0.V) — p/(1 —i)I) é gerador de um semigrupo analitico sobre

LP(Q2) para 2 < p < oo. Pazy [55]).
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Teorema 3.4.2. Seja o operador linear Z(t) : D(Z(t)) — C(2) tal que
Z(t)u=(—vA+ (0.V))u, para todo u € D(A(t)) (3.39)
onde

D(Z(t)) = {u e W?P: Z(tyu € C(Q), para todo p > 2 g—g =0 sobre 8Q} :

Entdo, —Z(t) € gerador de um semigrupo analitico sobre o espaco C(Q) para cada t

fixo.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.4.1, tem-se que —Z,(t) = vA— (0.V) —p/(1 —i)I é
gerador de um semigrupo analitico sobre LP()), p > 2, entao existe uma constante

M > 0 tal que,

H(M A OV f (=) qu < (3.40)

para todo A € Y, e todo u € D(Z(t)). Usando o Teorema de imersao de Sobolev
2.2.1, temos
D(Z(t)) c D(Z,) C C(Q), para todo p > 2

Por outro lado, para todo u € L*(2) temos que
lim full, = [Jul,

para u € L>(2). Entao, de (3.40) resulta que

. M M
lim ”(/\] — A+ (0.V) + /(1 —i)I) 1uH < lim — [fu, = = ull.,
p

p—oc p=oo [A| Y
Desta forma, para todo u € C(),

M
< =

H()\I —A+ V) + A=) UHC(Q) SN [ulle), paratodo A € Za

Em conseqiiéncia, Z(t) = —vA + (0.V) — /(1 — i)I é gerador de um semigrupo
analitico sobre X, para cada t fixo.

Observacgdo 3.4.3. Como conseqiiéncia que Z(t) = —vA+(0.V) —p/(1—i)] é um
semigrupo analitico tem-se que —Z(t) também é gerador de um semigrupo analitico

sobre C(2).
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Observacao 3.4.4. Para resultados mais gerais relacionados com a geracao de

semigrupos analiticos ver Stewart [67] e Amann [3].

Lema 3.4.5. Seja Z(t) = —vA+0.V o0 operador linear do Teorema 3.4.2 ¢ B = ul,
com 0 < p < 1 uma perturbagio do operador Z(t). Se Z,(t) = Z(t) + B entao
Z,(t)Z(0),* € Hélder continua.

Demonstra¢ao. Como por hipétese, ©(t) é Holder continua em ¢, entdo existem

constantes M; >0 e 0 < a <1 tais que

[9() = ()| oo () < M [t = s[*

Por outro lado, dado que —Z,(t) é gerador de um semigrupo analitico, entao

Z,(t)Z(0);' é um operador limitado para todo uw € D(Z,(t)) = D(Z(t)) ([80]).

o
Assim, usando o fato que ||[VZ,(0) " ul| < Ms||u|| para alguma constante My > 0

([22]) tem-se que

12, (8) Z,,(0) " u = Z,(5) 2, (0) | = | Z,,(5)) Z,,(0) |

((Z
= H( VA4 0(t).V 4+ B+ vA —9(s).V — B) Z,(0)'ul|
= || ((

)|

< Jo(t) — o(s) ||Loo 1 [V Z.(0) " | 1 g

< Myt =s|" [VZ,(0) | g,

S Mt = s [[ullg), M = MM,
Em conseqiiéncia, existem constantes M > 0e 0 < a < 1 tais que,
|(Zu(t) = Zu(5)) Z,(0) 7| < M |t — s|*, para todo s,t € [0,7*].
Teorema 3.4.6. Seja A;(t) = —vA + (0(t).V) para cada t € [0,7%] e
A(t) : D(A4(t)) x D(Ag(t)) x D(Ar(t)) — X

, tal que
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onde D(A;(t)) como em 3.27. Entdo o problema homogéneo

dy
AWy =0 o
y(0) =y, X

tem uma unica solugdo y(t) = U(s,t)y, onde U(t,s) = (Ua(s,t),Ugp(s,t),Ur(s,t))

€ um sistema de evolucao sobre X para 0 < s <t < 7%,

Demonstracao. Seja A;(t) = v;,A — 0.V, i = A, B, T e y(t) = (calt),cs(t), T(t)).
Pelo Teorema 3.4.2 para cada t € [0,7], A;(t), i = A, B,T, gera um semigrupo

analitico sobre X, tal que

|(AT + Ai(t))_lﬂxn < %, para todo A € Ze’

onde M é uma constante positiva independente de t e A e >, dado em (3.37).

Entao, pelo Teorema 2.4.6!, existe um tinico sistema de evolucao U(t,s) =

(Ua(t,s),Ug(t,s),Ur(t,s)) tal que y(t) = (ca(t),cp(t),T(t)) com

ca(t) = Ua(t,0)ci(0)
CB(t) = UA(t, O)CQ(O) 0<t<rt*

é solugao do problema (3.41). Portanto, o problema homogéneo (3.41) tem uma

tnica solucao y(t) € X tal que,

y(t) = U(t,0)y(0).

Dado que ésta é uma solugao classica, aplicando o principio do maximo

concluimos que ||U(t,s)| < 1.

Lema 3.4.7. Seja y(t) = (ca,cp,T) € X e f: X — X tal que

Fy) = (iy), f2(y), f3(y))

IPara a geracao de semigrupos de evolucio além das referéncias mencionadas anteriormente ver
[69] onde se demonstra um resultado sobre a geracao de operadores de evolugdo com uma condigéo
mais fraca que a estabelecida em [36]
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onde f; : X — C(Q) com fi(y) = *acacge 2T para i = A, B,T com o sinal
"+7para © = T. FEntao f € uniformemente Lipschitz continua sobre o conjunto

E={0<ca(z,t) <1, 0<cp(x,t) <1, T(x,t) >0}

Demonstracao. Se y, y* € X, demonstraremos que existe uma constante M > 0 tal
que

1F(y) = Fy)llx < My - vl

Assim,

1 (w) = £k = || (faly), Fo(w), fr(y) = (Faly?), fo(t,y7), f7(9)) |5
= [Fa(w) ~ Falw")- Sol) — Fi(w). Frly) — fr(s)],
= Z H(fi(y)—fi(y*))Hcm)

i=A,B,T

—Ze/T

Agora, fazendo ¢(T) = e e definindo

0 siT <0
p(T) =
e Ze/T se T >0,

entdo, p(7T') é uma limitada e |p(T)] < 1.

Dado que parai = A, B 0 < ¢;(t) < 1, entao temos que

1 fi(y) — fi(y*>HC(Q) — max | fily — fily")]

—Ze/T _ x x 7Ze/T*)‘

= max ‘Ozi (cAcBe cicpe

FAS
= |y 1?6884 (ca— ) epp(T) + (e — i) Cyp(T)
+ caep (p(T) — (1)) |

=M |ly—v'll., M =max{N,|o;| i=ABT}.
onde |||, denota a norm de y : [0, 7] — X; seguese que

IF @) — F@)llx= D 1@ = L)l

i=A,B,T

i=A,B,T

~Mly-yl,, M= > M.
i—A.B,T
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Em conseqiiéncia, f ¢ uma funcao uniformemente Lipschitz continua sobre &.

Teorema 3.4.8. Seja y(0) = (cao0, co, To) € X e consideremos o conjunto
E={0<ca(t) <1, 0<cp(t) <1, T(t) >0}.
Entao a solucao cldssica do problema

- TAWyY() = fy(t) 0<t<7 (3.42)

y(0) =y, eX

tem uma formulagao como uma solugao (inica) "mild’y € E.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.4.6, se f = 0, existe um tnico sistema de evolucao
U(t,s) = (Ua(t,s),Ugl(t,s),Ur(t,s)) (3.42), tal que existe uma constante M; > 0
tal que ||U;(t,s)|| < l,parai= A, B,T e

y(t) = U(t,0)y,, paratodo0<t< 77,

é a tnica solugao do problema homogéneo correspondente a (3.42). Agora, pela

defini¢do 2.4.7, uma solucao “mild”do problema (3.28), si existe, é da forma

y(0) = (ealt), cn(t), T() € X,
onde,
e = Ua(t.0)cso — un [ Ut 91 (w(s))ds
e = Unlt. 0 — [ Un(t.5)y(s))s (3.43)
T~ Ur(t0)To +or | Un(t,5) £ (y(5))ds

Para demonstrar que o problema (3.42) tem uma tnica solugao “mild”em &, defi-
namos a aplicacao,

K. &€ —€&

com

umszwm%+AEW@ﬂmww,
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e em primeiro lugar determinaremos a existéncia da solugao via um processo iterativo

da forma,
A = Ua(t,0)ca(0) — aA/ Ua(t,s)ci i cho(T(s))ds (3.44)
5t = Ug(t,0)cp(0) — ag /Ot Ug(t, s)cics™ (T (s))ds (3.45)
T = Up(t,0)T(0) + ar /Ot Ur(t, s)cycho(T"(s))ds (3.46)

Sejam IC,,4 e K,,g 0s operadores

Koun = —as / e (5)p(T"(5))ds
Ko = = | E4(5)p(T"(6))ds
entao
¢4 = Ua(t, 0)e4(0) — Koy
e assim,
i = (1= ) Ua(t,0)ca(0) (3.47)
+1

Analogamente, obtém-se para c™ que
= (I — Kup)'Us(t, 0)cp(0) (3.48)
Portanto, o sistema iterativo (3.44)-(3.46) fica formulado na forma,
= ean = an [ Uat8)(0 = K)ol T (5)ds
At =cpr —ap /Ot Up(t,s)(I — K.p) 'k chip(T(s))ds
T =T+ ar /t Ur(t, s)chco(T"(s))ds
0

onde car, = Ua(t,0)ca(0), cgr = Up(t,0)cp(0) e Ty, = Ur(t,0)T(0). Portanto, a

uga = (c c I expr na form
solugao y" ! ntl et T pode ser expressa na forma

Y

Yyt =yl + I (y")
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com " = (Z%,I%,Z}), onde
UA t,8) (I — Kna) e, cho(T(s))ds

—Qy

—agp UB (t,s)(I — Knp) tchchp(T(s))ds

TE—

THT™) = ar / Un(t, s)csclyo(T7(s))ds

Definindo,

n
n+1 __ § : ngn—1 n—j
j=1

it =cpL+ Y IpIpt I epy
jfl

n+1 =T + Zz'n:z'n— In_jTTL
7j=1

demonstraremos que a solu¢ao y = (ca, ca,T’) existe com

calt) =cap+ > ThTy " Tilean =Y Sca(0) (3.49)
Jj=1 Jj=0
CB(t) = cpL, + ZZEIE_I . - CBL Z SJCB (350)
j=1
T(t)=T,+ Y TiTy "Iy Ty = Z SIT(0) (3.51)
j=1 j=0

onde ' =T" oI lo...0 "7

Observe que, se y° = y,(0) = U(t,0)y(0), entdao y, € £. Por outro
lado, usando o principio do maximo tem-se que para cada n, 0 < ¢4 < 1, 0 <
b <1eT >0 (ver Lema 3.4.10). Também tem-se que K, 4 e K,p sdo operadores
tipo Volterra e portanto os operadores (I — K,1)™! e (I — K,5)"! existem e sdo
limitados. Demonstraremos que la serie (3.49) es convergente, para las series (3.50)

e (3.51)o procedimento é andlogo. Em conseqiiéncia, denotando por M o maximo
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das constantes

125 (car)ll = [IZ3(Ua(t, 0)ca(0)) ]
< aA/O |U(t,s) (I - Ko) ' Ualt, 0)ca(0)es(s)p(T(s))| ds

§ OéAk)Ct = MAt

onde kx = sup,, || — ICnAH*1 e My = askix. Também,

(Mat)?

t
1274 0 % (car)ll = (174 (Th(car))l S/O Mjsds < -—

Procedendo por inducao, se
n

H,I" OI"Q- .- oI”(yO)” <

(Mat)"
n!

entao

n+1 n

ToT o oW W) = |7 (T o T 0 o ")
< /t (MAt)nsds

n!

C (Mat)"™!
 (n+ 1)

Portanto, pelo principio de indugao matematica, para todo n € N,

n

- -~ ~ Mt)"
n:
Assim,
n+m ;
Mty
Jj=m

Portanto (Sy,)men com S, = > S (y°) é a seqiiencia de Cauchy em & C
C(0,7*,C(2)), e portanto convergente. Analogamente se demonstra que las series
(3.50) e (3.51) son convergentes em €. Em conseqiiéncia a solugao mild existe e é

da forma (3.43).

Para demonstrar a unicidade, consideramos que exista uma solugao da

forma (3.43) e utilzando o fato que f é uma fung¢ao uniformemente Lipschitz continua
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sobre £ (Lema 3.4.7), obtem-se que para todo m € N

k)0~ eyl < By g

Por tanto, por um Teorema do ponto fixo, y € £ é unica.

Observacao 3.4.9. E conhecido que uma solucao “mild”nao é necessariamente
uma solugao (cldssica) ou uma solugao forte, porém se (3.26) tem uma solugao
cldssica ou uma solugao forte, entdo esta solugao é da forma (3.43). Para obter
solugoes classicas ou fortes é necessario considerar condigoes iniciais apropriadas.
Nos seguintes Lemas assumiremos que y(z,t) = (ca(x,t),cp(z,t),T(z,t)) é uma

solugao cléssica do problema (3.28) tal que ca,cp, T € C* (0,7%;C*(Q))

Lema 3.4.10. Se ¢; € C*0,7%,C(R2)) e ¢;(z,0) > 0 sobre Q x [0,7%], i € {A, B},
P(T) = e 21T e

0 .
% + (1A +9.V)ea + aacpp(T)ea =0 (3.52)
aCB ~
B + (=1RA +9.V)cp + apcap(T)ep = 0 (3.53)
com
Jc;
;ﬁ =0 sobre 99 (3.54)
entao,

ci(z,t) >0  sobre O x [0,77] i€ {A B}.

Demonstracdo. Seja,

h(z,t) = aacg(z,t)p(T), sobre Q2x]0,7"].

i) Em primeiro lugar, suponha que h(z,t) > 0 para todo (x,t) € 2x]0,7*]. Se
ca(w,t) # 0, para todo (x,t) € Q x [0, 7*], entdo existe (zg,ty) €  x [0, 7] tal
que,

ca(zo, to) = mo,
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com myg o valor minimo negativo de c4(x,t) em Q x [0, 7].
Agora, como ca(z,0) > 0, entdo (xg,ty) € 2x]0,7*] ou (zg,tp) € INx]0, 7*].
Dado que ca(x,t) nao pode assumir um valor constante negativo, entao pelo

principio do maximo (Teorema 2.6.1),
(xo,t0) € 002x]0, 77,

caso contrario c4(z,t) = mg sobre 2x]0, 7).

Agora, como dcy(x,t)/0n = 0 para todo (z,t) € 902x]0,7*], em particular
2c (x0,t0) =0 (3.55)
877 A\L0yL0) — Yy .
Pelo principio do méximo (3.55) é uma contradigao, em conseqiiéncia,

ca(w,t) >0, sobre Q x [0,7].

ii) Em geral, como h(z,t) é limitada, existe uma constante C' tal que C' > —h(x,t)

para todo (z,t) € Q x [0,7*]. Defina a funcao

g(x,t) = e Cleq(x,t),
entao
dg . .
i valAg+v.Vg+ (g+h)g =0 para todo (x,t) € Qx]0,77].
En efeito,
0 0
8_? —VvaAg+v.Vg+ (g+h)g= e_Ct% —Ce ey — e “Acy

+e Y (9.Vea) + (O + h(z, t)e Clea

— 6—Ct (88% — VAACA -+ ’i\)ch + h<x7 t)CA>

Além disso,

o= — ¢ 0 e g(l’,O):CA(l',O)
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Entao, g(x,t) é solugdo do problema

% —vaAg+v.Vg+ (C+h)g=0 sobre 2x]0, 7"
g(x,0) >0 sobre
g—g =0 sobre 092 x [0, 77].

Dado que C + h(x,t) > 0, pela parte i), g(z,t) = e “‘ca(z,t) > 0 para todo
(x,t) € 2x]0, 7]. Assim,

ca(z,t) >0 sobre Q x [0,77].

Analogamente, se demonstra a positividade de c¢g(x,t) sobre 2 x [0, 7*].

Observacao 3.4.11. O seguinte Lema pode ser estabelecido sob condicoes mais

fracas que T € L*(,0,7*; HY(Q)).

Lema 3.4.12. Seja T'(x,0) =Ty > 0 ¢.s. sobre ). Se

T
%—t — AT +0.VT = azcacpp(T) (3.56)

entdo T(x,t) > 0 sobre Q x [0, 7%].

Demonstragdo. Se u € H*(2), entao max {u,0} ,min{u,0} € H*(Q) (ver segao 2.5
do capitulo 2). Se
T (t) = max {-=T(2),0},

Como T'(t) € L*(Q2), tomando em (3.56) o produto interno com T~ temos que

(1Y~ (T 4 @917 = (aeacplT) 1)

entao,

T
/ T_a—dx —v3 / T-ATdx + /(U.VT)T_dl‘ = aT/ cacgp(T)T ™ dx
o Ot Q 0

Q

Agora, usando a formula de Green, obtemos que

0T 1dT 2
|7 G =5 1T

—I/T/ T_Ale’ == _VT/(VT_)QCZ:E = —Ur HVT_Hi2(Q)
Q Q

/(@.VT)Td:c = 0.
Q



42

Dado que ar > 0, ¢(T') > 0 e pelo Lema 3.4.10 ¢;(z,t) > 0 para i = A, B, entao

1d . _
2 dt |7 H2L2(Q) +ur || VT H;(Q) <0
o que é equivalente a
d 2 2
T 20y < =200 VT [y -

Entao, a fungao t — HT‘HiQ(Q) é decrescente. Assim,
0< |77 oy < 77O 2y - (3:57)

Como, por hipétese, T'(z,0) > 0, e T (z,0) = 0 q.s. sobre €, entao de (3.57)
concluisse que

T (x,t) =0 q.s. sobre Q et e [0,77].

Em conseqiiéncia, como T =T+ — T,
T(xz,t) >0 q.ssobre Q e para todo t € [0, 7"].

Observacao 3.4.13. Considerando que no processo de difusao-reacao as con-
centragoes iniciais satisfazem a relacdo ) ._,_z_sci(2,0) = 1, no seguinte Lema

demonstraremos que 0 < ¢;(z,t) < 1 sobre e para todo t € [0, 7%].

Lema 3.4.14. Se c¢j(x,t) > 0 e ¢; € L*0,7,H () para i = A, B,T; entdo
ci(x,t) € 10,1] sobre Q e para todo t € [0,7*].q

Demonstracao. Se,

(9 C;
ot

-+ (UV)CZ — VZ'ACZ‘ = —OéiCACB(,D(T), 1 E {A, B} (358)

entdo tomando o produto interno da equagao (3.58) com (¢ — 1) =

max {(¢; — 1), 0},

<%_t (ci - 1>+<t>> +{(@.V)ei; (e = 1)7) = (mdalt), (e = 1)7 (1)

= <_OéiCACBSO(T)7 (e — 1)+>

(3.59)

Agora, observe que
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i)
oc; . o
o It [Ci - 1] dr = /Q[E(CZ — 1)](61 _ 1)+de‘
= /Q% [(ci =) = (; = 1)7] (e — ) da
1d 2
= 57 llle = D[
if)
/ (0.V¢) (¢ — 1)tde =
Q
i)

/QVZ'AC,'(CZ' — )dz = v /Q Ac; — 1)(c; — 1) dw
=y /Q Ale; — D) (e; — D)Pda — /Q Alc; = 1) (¢; — D)tdx
= —Vi/ V(i —1)"V(e; — 1)tdx
Q

2
= —vi||V(ei - 1)+HL2(Q)
iv) Tendo em vista que ¢;(t,x) > 0 e e=?¢/T > (0 para todo t > 0 e para todo z € €,
ai/ caca(c; — 1) Te2e/Tdy > 0.
Q

Utilizando (i)-(iv), da equacao (3.59), tem-se

1d

s e = DI+ [V (e = D[ <0

de onde,
t
e = D ()20 + 2% / [V Gei = 107 [y ds < [l(es = DT (O)[12(g, -
Posto que (¢; — 1)7(0) = max; {(¢; — 1),0} = 0, entéo,

(e = 1 (@] 2y < (e = DT (@, 0)| oy = 0-
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Finalmente, como (¢; — 1)"(z,t) =0 e (¢; — 1) (x,t) > 0 g.s. sobre Q

e para todo t € [0, 7], e dado que
(ci = D)(z,t) = (¢ = 1)"(2,1) — (e — 1)~ (2, 1),

entao,

(ci —1)(x,t) <0,q.s. (3.60)

Em conseqiiéncia, de (3.60) tem-se que para i = A, B,
¢i(z,t) €0,1], q.s. sobre Q e para todo ¢ € [0, 77].

Teorema 3.4.15. Sejam ca,cp e T satisfazendo as equagoes (3.22)- (3.24) com
as respectivas condigdes iniciais e de fronteira (3.25) e (3.26) tais que ca,cp,T €

L2(0,7*, HY(Y)). Entdo existem constantes positivas a e b tais que,

Tl 2y < at +b  para todo t > 0 (3.61)

Demonstragio. Em primeiro lugar definimos: T(t, z) = T'(t, ) + T(t), onde
() = / T(t, 2)d
= — ,x)dz
9] Jo
De (3.24) tem-se que T satisfaz,

T
+o.VT 4+ v AT = ozTcAcBe_Ze/T,

dt
entao,
d (7 | & e - —ZeT
= (T n T) +0.VT + vpAT = arcacpe (3.62)
(§]
dT
= (arcacpe?T) (3.63)

Dado que b(®,u,u) = Jo[©.Vulpde = 0 para todo v € H'(Q2), entdo tomando o

produto interno de (3.62) com T tem-se que,

<Z—f,T> + <UVTT> +ur <VT, VT> —ar <CACB€_Z€/T7T>
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De onde,

1d

55T+ vl Tlmoy = ar [ cace 2/ s
Q

Dado que [lea]| < 1, [lep| < 1e [Je”#/T]| <1, ento

1d

5| i +vrl Tl <aT/de

Como, HTHLQ(Q) < (Al)_l/QHTHHl(Q), com \; o primeiro autovalor do operador A
([71]), entao
Ml|Tl|z2@) < Mr(h) ™|l ).

Agora, usando a desigualdade de Young obtemos

2
Mg | T <—M T .
1Ty < 2 Ml iy + 5,
e consequentemente
1d < 2
51T s+ w2l Wy < M Tl + 5,
ou
ld 2 vt 2 Mz
3 1y + Iy < 5
Agora como,
MIT N2y < 1T )
entao
d . 2
E”THL2 + )\1VTHTHL2(Q) < m (364)

Usando a desigualdade de Gronwall, de (3.64) obtém-se

HTH%Q(Q) S HT(O)H%Q(Q)eiVT)\lt MT (1 *Z/Tx\lt)

2/\2
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Entao, se t — oo,

. M?
2 T
HT||L2(Q) < V%)\%'

Portanto, existe K7 = VAT/[/(I + HT(O) , tal que
1T 12y < K7, para todo t > 0. (3.65)
Por outro lado, de (3.63) temos que
T(t) < ar|Q|t+T(0). (3.66)

Em conseqiiéncia, de (3.65)-(3.66) temos finalmente que,

T < 1T+ T < 7] + |17

<at+b, coma=ar|Q eb=Kr+T(0).

Observagcdao 3.4.16. Observe que T'(t) cresce no méaximo linearmente em
L% (0,7 H'(Q)). Nossos estudos computacionais indicam certo crescimento com
0,665 x 107* < a < 0,725 x 107*, para Re = 10® ( Fig. 4.6).

Observacao 3.4.17. Precisamos de estimativas de ordem maior para estabele-
cer a existéncia de uma unica soluc¢ao forte para o problema (3.28) que é equiv-
alente ao sistema (3.22)-(3.26). Para obter estas estimativas, por simplicidade e
conveniencia assumiremos adequada regularidade nos dados iniciais e utilizamos o
Lema de Gronwall. Estes argumentos poderiam ser alterados usando o Lema uni-
forme de Gronwall (Teorema 2.3.1) e estabelecendo a devida regularidade em um

instante 7, 0 < 7/ < 7.

Estas estimativas junto com técnicas bem conhecidas de aproximacoes
de Galerkin e argumentos de compacidade podem ser utilizadas para estabelecer a

existéncia de solugoes fracas ([43], [71], [70]).

Utilizaremos as notagoes y = (ca,¢p,T), Vmin = min{va, v, vr},

Qmaz = max {aa, ap,ar}, e para as estimativas do gradiente, consideraremos os
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valores médios de c4, cg e T, respectivamente. Isto é,

assim, pode-se escrever

a) Estimativa para [y,

1d
2dt

~ AOmaz 3
Y1720 + 74 VYl T2y < Qman [(F(©), 8] 1200) < 5 /Iyl dx

segue-se que
d . . . .
7 [91° + 20min ||Vy|\iz(9) < k10maz |9 178y » (Pela desigualdade de Sobolev)

2
< F10mag Hy||L2(Q) HyHHl(Q)
(por interpolacio entre L*(Q2) e H'(9))

F1inge |1

2
< Viin Y[l (@) +

(pela desigualdade de Young)

k Oéma:r
< ka HyHL2 +me”yH ka= o max

4Vm'ln
U 2
2 min
< (Il + 522

Integrando
1 ||y||L2(Q)
[_ 2 v S kAta
||y||L2(Q) + 2ka ||y(0)||L2(Q)
dadoque 0 <t < 7* < — L Entao
ka (1900|242 )
1

kAt+ 12 v Z N P} P
[9[]" + == [[g(0)|]" + =
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Assim, para 0 <t < 7%,

: [5O) + 252 (1 - kat(§(0)|* + %))
1920 = > = co(t).

1=kt (O] + 5

Estimativa para ||Vy]|:

1d . A n
5 IV ) i 189 20y < o 1), A + 6.9, A9) |20
A~ ~ A ~ 112 A
< [0l ||vyHL2 HAyHLQ(Q) + Qma HyHL‘l(Q) HAyHLQ(Q)
Viin H’UH .
< T k2 ||y||H1/2 Q) HAyHLQ(Q)
Vmin A2 ||A||2 ~ 12
< 1 1Ayl + v VY720
+ k1@min |9l 20 1911510 1AY] 120
Vmin ~ 12 || ||
< 2 Ag gy + - [Vl
k Oé?naz k Oé'?naz -~
;7,00(15)4 + 17,00(15)2 HV?/H;(Q)
entao,
d .o
it ||vyHL2(Q) <al(t )HvyHL? + (1)
d — ||'i7||2 klamam 2 h klamax 4 A 3
onde gy (1) = L1 M%hae (12 ¢ (1) = B (1)1, Assim,
2 2 ft t 71‘5
V800 < VGO0 87 + [ o)t s
Portanto,

||V@||L2(Q) <c(t), para0<t<7"

com §(t) = [ VH(0)|[72i0) el + [ h(s)e™ N9

Estimativa para Ay: Utilizaremos as estimativas obtidas para y e [[Véal|2q)

c1(t) para 0 <t < 7*.

1d

555 1891320y + inin [(VAG VAD < s V(). VAD

+ V0.V, VAD) [ 20

<
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Dado que

[(Vo.Vy, VA@)HL?(Q) < ksllvlypre ||A@||L2(Q) ||VA@||L2(Q)

Vi o |19

in ~ 112
< IVAY[[720) +

4 mwn

~ 12
HAyHLQ(Q)

A 2 A
e [V (1), VA < Facaer () (lylle + 1912) 198820
< ksaaer(®) (9l + 1891 ) + 19l 2 (185 2@y + 19l 2oy

< kaaaer(t) (colt) + ot + (14 o)) A7y ) IV AT 120y
kl AmazCl (t)QCO (t)2

Vmin

S Vmin
4

IVAG 720y + (1+co(t)”

2
amax =~
+ c1(t)” (1 + co(t))? ||Ay||i2(9)

min

Segue-se que

d . .
%Vﬁy%%g) < g2(t) ||Ay|’iz(sz) + ha(t)

e pelo Lema de Gronwall tem-se que existe uma fungao cq(t) tal que

1Ay < ea(t)

Estimativa para A%y:

1d . R o A
5% ||A2y 12(9) + Vmin HVA2y iQ(Q) S ‘<VA’U.Vy, VA2y>
+ Qmax }<VAf(y), VA2@>
Do fato que

||VA’(A7V@||L2(Q) < k5||{7||W3°° HAQ@ L2(2) HVAQ

HL2(Q)
Um

4

2

< IV A%

2 1{75”'{’”12/1/3700 HA%
L2(Q) in y
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e

2 ; ; TR o3
Unaz VA (YY)l 2(0) < Qmaake [||y\|oo||VAy||L2(Q)+||AyHL2(Q) VYl 19l + IVl

< amacks [ A2 || A%, oy

~ 1/2
o+ 18911720 191 20y 1891 250,

. 113/2 3 2
+ 1913500 129175 y o)
(Por Sobolev, Poincaré e interpolacao)

Cmacks | ||A%G|| c2(t)? + ca(t)*Peo(t)? + ca(t)*co (t)*?]]

Segue-se que

2A Vmin ~ 112 k6

+ k6amaz (62 (t)5/200(t)1/2 + CQ(t)3/2CO (t)3/2)

2 .
hzl

(191 + amaaca()?) [| A%

Assim,

* - ha(t)

< ga(t) || A%y

1 12
at A%y L2(9)

onde

ke

min

g4<t) - (“@“12/1/300 + agna:pc2(t)2)

h4<t) = kGOémax (02 (t)5/200(t)1/2 + Co (t)3/260(t)3/2) .
Portanto, usando a desigualdade de Gronwall, existe c4(t) tal que

1A%

2y < cu(t), 0<t<m.

Em conseqiiéncia, pelas desigualdades de Sobolev ¢ € C*(Q2) e temos uma solugao

classica.

Observacao 3.4.18. Das desigualdades mostradas na observagao anterior, temos
que existe uma solugao classica local y = (ca,cp,T) para o problema (3.22)-(3.26).
A dificuldade é para obter uma solugao global no tempo. Se assume-se o caso

va = vg = v (utilizado nas simulagoes) e consideramos

vpHe
— T
X VA+VB(CA+CB)+ ;
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entdo das equagoes (3.22)-(3.24) temos que

%‘F’i).VX-VAX:O

é satisfeita no sentido classico em 0 <t < 7*. Entao pelo principio do maximo

H
0< T(a,t) < —22 4+ T(z,0).
VA + U
Fazendo,
H 2
A = 2( vpHe >
VA + Up
tem-se

1T < Ao+ 2| T(0)[*

Também tem-se que ||¢;||* < [|c:(0)||* para i = A, B. Dado que,

1 1
>
Eallyl* + vimin ~ @ (o + ITO) + [[y]%) + vinin

e fazendo

1
" ka o+ ITO) P+ [9)P) + Yiim

Tx

temos que t, < 7. Evidentemente, tem-se que

1
kally(r)I” + v

>T, eT,<T".

Por conseqiiéncia, podemos os argumentos anteriores extender a solucao classica ao

intervalo [7., 27.] e assim por itera¢do construir uma solugao clédssica global.
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4 SOLUCAO NUMERICA

Existem, na literatura, publicacoes que apresentam diversos métodos
para simular a solucao da formulacao de vorticidade-fungao de corrente para fluidos
incompressiveis nao estacionarios: ver por exemplo Weinan [75], Young et al. [81],
Weinan e Liu [44], etc. O problema em estudo tem sido simulado utilizando o
método de diferencas finitas de segunda ordem para a discretizagao espacial e o
método de Runge-Kutta para o passo do tempo (Jameson [33]), tendo em conta que
esses métodos sao particularmente simples e eficientes, especialmente para o caso
quando as fronteiras do dominio sao paralelas aos eixos coordenados. Utilizando este
procedimento no artigo [| De Bortoli, Thompson e Zavaleta simulam a rotacao de
um fluidos fracamente viscolelasticos e determinam o comportamento das normas
de Sobolev, e recentemente Zavaleta, De Bortoli e Thompson [| mostram que o
comportamento das solugdes do problema (??) sdo comparables com os resultados

mostrados por Chang et.al. [10].

4.1 Discretizacao

Para a simulagao numérica, consideramos o sistema de equagoes (3.16)-
(3.21) expresso na forma de fungao de corrente-vorticidade com suas respectivas
condigbes iniciais e de fronteira (ver segao 2.7 do capitulo 2). O sistema de equagoes
tem a forma,
ow Y ow  OY Ow 1
L4 L4 ——Aw=0, AY=-w (4.1)

ot Oxy 011 B O0x10rs Re
80A i 8w aCA 8w 80,4 _ 1 —Ze|T

- Acy = —vaD 42

ot OryOx; Ox10ry ReSca CA vaDacycge (4.2)
dcg OV dcg O Ocp 1 B peir

ot  0xedry Oxry0xe ReScp Acp = —vpDacacpe (4.3)

dcp Oy Ocp O Ocp 1 ,

N - Acp =wvpD o/T 44

Bt | Ows 011 011 0xs ReScp T PTACACES (4.4)

oT a’@D oT a¢ oT 1 AT — UpH@DGCACBG_Ze/T (45)

ot + Oxy 011 B 0z 0% "~ RePr
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onde

(0w oy

Assumimos, também, que o reator onde produz-se o processo reativo é o quadrado
[0,1] x [0, 1] C R%. Para aproximar as solugoes consideramos o método de diferencas
finitas com 5 pontos para a discretizagao espacial e o esquema de Runge-Kutta de
trés-estagios para a evolucao temporal (Jameson [33]). Entao, a discretizagao do

sistema (1.2)-(1.6) é dado pelo conjunto de equagoes,

Wt — " 2 nr n a nyy , n 1 n, n
Ahwn+1 — _wn+1 (48)
CZ—H — Cz A Ty A S ny n 1 n n n _—Ze/T"
A + D" Dyc’y — D" Dyc’y = RTScAAhcA —vaDac’icpe (4.9)
C%—H — C% N A T) N L mT) N 1 n n n _—Ze/T"
AL + D" D,cy — D" Dycly = ReSen Apcy —vpDaccpe (4.10)
Attt —cn A A A 1 Ze)T
—xr + D" .Dycp — D" Dycp = RTSCPA}LC$ +vpDaccpe“¢ (4.11)
-1 IV N AN Al N . T) N 1 n n.n _ —Ze/T"
AL + D" D, T" — D" D, T" = RePTAhCT +vpDaHecche
(4.12)
onde ﬁx, ﬁy e Dy, sao tais que
- g+ hy)—gl@—hy)
Dac ) =
(Dag(z,y) AL
- g(x,y +h) —g(z,y — h)
D —
g9(x —h,y) —29(x,y) + g(z + h,y)
A —
hg<x7 y) (AQ?)Q
L9y —h) =29 y) +g(z.y + 1)

(Ay)?

Sem perda de generalidade, assumimos que Az = Ay e usamos a notagao i, j para

referir a malha na direcao x e y, respectivamente, com:=1,2,---N, j=1,2,--- N.
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As condicoes de fronteira sao discretizadas na forma

915 = 292, — G35
M = 29N-15 — gN-2;j
9i1 = 29i2 — 93
9i,N = 29i N—1 — Gi,N—2

O método de Runge-Kutta simplificado usado para o processo iterativo tem o

seguinte esquema:

0) _ y/n
V[/i,j - WZ,]

W =w — apAtREY
W(’?+1) _ W-(k)

0] VA
onde os aj sdo (chamados) os coeficientes do passo de tempo de Runge-Kutta e

R;; é o vetor residual. Para o esquema de trés estagios sao usados os seguintes

coeficientes ([33]):
0[1:]_/2, a2:1/2, 043:]_,

e o0 passo de tempo foi determinado com as variagoes do nimero de Reynolds e o

tamanho da malha (Young et al [81]),

i (@ + o) <3

4.2 Resultados

Para obter a solugao numérica da evolucao na concentragao dos
reagentes cy, cg, a temperatura 7T', assim como a concentracao do produto cp,
consideramos a divisdo do dominio computacional Q@ = [0,1] x [0,1] em uma
malha de 31 x 31, com Az = Ay = 1/30 e o passo de tempo At = 0.0001.
Os resultados obtidos foram calculados para os seguintes nimeros: Reynolds:
Re = 100,500, 1000,2000 e 3000, Damkholer: Da = 30,100,300 e Zel’dovich:

Ze =1,5,8. A temperatura é considerada na forma absoluta.
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Assumimos que a difusividade D das quantidades que estao participan-
do na mistura sao comparaveis a difusividade da vorticidade do fluido, isto é equiv-
alente a assumir que o nimero de Schimidt S¢ = v/D ~ 1 ( Dahm et al [16]); tendo
isto em conta, consideramos que S¢; = 1 para ¢ € {A, B, P}. Também assumiremos
Pr =1, He = 10 e os coeficientes molares estequimétricos como vy = vg = vp = 1.
O processo de reagao ¢ iniciado em t = 0 tomando como condigao inicial para a
vorticidade wy(i,j) = 0,01 no interior da malha e wy(7,j) = 0 nas fronteiras, e as

concentragoes iniciais c4(0) = 1/2, ¢g(0) = 1/2, c¢p(0) =0 e T(0) = 1.

Nas Figs. 4.1,4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 mostra-se as variagoes das con-
centracoes, produto, temperatura e taxa de reagao, respectivamente, para algumas
das variagoes dos parametros considerados nas simulacoes computacionais. Dado
que o comportamento dos reagentes A e B durante o processo reativo é similar, s6

mostraremos os graficos do processo evolutivo do reagente A.

05

Re=500,Da=100, Ze=5 —— Re=500Da=100, Ze=5 ——

047 1 1 047 |

046 1 1 046 |
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Figura 4.1: A figura da esquerda mostra a variacao do reagente c4 mo processo de
difusdo-reagao para Re = 500, Ze =5 e Da = 100 e a figura da direita
o comportamento de cg para 0s mesmos parametros.

A Fig. 4.1 mostra, na esquerda, o decaimento da concentracao do
reagente A, e na direita o comportamento da concentracao do reagente B a partir

de t = 0s até t=2 s para os valores dos numeros de Reynolds (Re = 500), Damkoler
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(Da = 100) e Zel'dovich (Ze = 5), respectivamente. Observe que tanto o consumo
do reagente A como B vai decrescendo durante o processo de difusao-reacao, e os

dois elementos apresentam um comportamento semelhante.

0.14 007

Re=500,0a300, Z65 —— Re=500,0a=300, 2675

0 | | | 0 | | |
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000

t t

Figura 4.2: A figura da esquerda mostra a taxa de reacao e a da direita a evolugcao
da formacdao do produto cp no processo reativo, para Re = 500, Ze =5
e Da = 300.

O consumo dos reagentes A e B vai originando a formacgao de um novo
produto, P, com concentragao cp cuja formacao depende da taxa de reacao, que
é dada pela expressao algébrica r = Dacacge ?/T. A taxa de reacdo, cujo com-
portamento é mostrado na esquerda da Fig. 4.2 é o que determina a velocidade
da formacao do produto P. Observe que a taxa de reacao apresenta no inicio um
crescimento abrupto devido as condigoes iniciais e de fronteira, para apds decair
também abruptamente até alcancar um comportamento tendendo a estabilidade.
Ao contrario, a evolucao da formacao de P, partindo de zero, apresenta um com-
portamento crescente, como foi demonstrado no capitulo 3. Estes resultados foram

obtidos para Re = 500, Da = 300 e Ze = 5.

Na Fig. 4.3 mostra-se resultados comparativos da evolugao da concen-

tracao cy para Re = 100, Ze = 5 e diferentes valores do nimero de Damkohler.
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Considerando Da = 30,100, 300, observe como as variagoes de Da influem no de-
caimento de c4. Do processo evolutivo de ¢4, determina-se que quando aumenta
Da, o consumo de ¢4 se acelera. Do contrario, mantendo fixos Da e Ze, o aumento
do nimero de Reynolds produz diminui¢ao no consumo de reagente. O reagente cp

apresenta comportamento semelhante.

05 ‘\j‘\\\ T | I
048F LN -

0.46

\ \
. \
\ \
N \
. \
. . \
\ \
. \
. \

| 0.42

ol )

0.38

T
S
kay
1

| \ |

034 | | |
0 5000 10000 15000 20000

t
Figura 4.3: Variacdo do reagente c4 para Re = 100, Ze =5 e Da = 30, 100, 300.

Na Fig. 4.4 apresentamos os resultados da evolugao da concentragao
cyq para Re = 1000, Ze = 5 and Da = 30,100,300. Observa-se que comparado
com o comportamento de c4, mostrado na Fig. 4.3 para Re = 100, a evolucao do

consumo de ¢4, no mesmo intervalo de tempo diminui, o que significa que o aumento
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Figura 4.4: Variacao da concentracao cy para Re = 1000, Ze = 5 and Da =
30, 100, 300.

significativo do nimero de Reynolds produz desaceleracao na formacao do produto

da reagao.

Na Fig. 4.5 apresenta-se a evolugao da formacao do produto durante o
processo de mistura-difusao-reacao para diferentes valores de Da e Re. No grafico
da esquerda consideramos Re = 100, Ze = 5 e Da = 30,100,300, e na direita
Re = 1000, Ze = 5, e Da = 30,100,300. A formacao do produto também é
influenciada pela variacao dos parametros Re e Da; observe que para Re = 100 a

concentracao do produto P é menor que para Re = 1000. Isto é uma conseqiiéncia
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do fato que o aumento de Re origina que a transferéncia de massa entre os reagentes

diminua.
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Figura 4.5: A esquerda mostra-se a evolugao da formagao do produto P, com concen-
tracao cp, para Re = 100, Ze =5 e Da = 30,100, 300. Considerando os
mesmos valores de Damkohler e Zel’dovich, o grdfico da direita mostra
as variagoes da concentracao cp para Re = 1000.

Na Fig. 4.6 mostra-se a evolucao da temperatura; no grafico da esquer-
da tem-se sua evolugao para Re = 100 e a direita para Re = 1000, considerando nos
dois casos Ze = 5 e Da = 30,100,300. Observe como a variacao da temperatura
¢ influenciada pela variacao dos diferentes parametros do problema; note que para
Damkohler relativamente ”pequenos” origina-se um baixo incremento da temperatu-
ra, mas o incremento de Da produz aumento na difusao. Por outro lado, niimeros
de Reynolds relativamente baixos originam decaimento na difusao e transferéncia

de temperatura.

Para finalizar, a Fig. 4.7 mostra o comportamento da taxa de reagao
resultante » = Da(cacg)e™?¢/T. Ao contréario dos reagentes, o produto e a temper-
atura, observe que a taxa de reacao apresenta um comportamento inicial com um
transiente mais pronunciado. Este transiente mostra um pico inicial mais pronunci-

ado quando é aumentado o valor de Da. O transiente apresentado é possivelmente
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Figura 4.6: A Fig. da esquerda mostra a evolucdo da temperatura para Re = 100,
Ze = 5 e Da = 30,100,300. Considerando Re = 1000, o grafo da
direita mostra essas variacoes para os mesmos Damkohler e Zel dovich.
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Figura 4.7: O grdfico da esquerda mostra a evolug¢ao da taxa de reagdo r para Re =
100, Ze =5 e Da = 30,100, 300. A direita apresenta-se as variagoes de
r para Re = 1000 e os mesmos numeros de Damkohler e Zel’dovich.

conseqiiéncia da condicao inicial dada. Por outro lado, adiciona-se também que o
aumento do Da produz aumento na taxa de reacao e, ao mesmo tempo, acréscimo

do consumo do reagente, aumento da temperatura e de formacao do produto.
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5 ESTIMATIVAS LOCAIS
SEMI-DISCRETIZADAS

Existem diferentes métodos numéricos que permitem aproximar a
solugao de (3.28), tais como diferencas finitas, elementos finitos, (Galerkin), Colo-
cacao, minimos quadrados, etc.; neste capitulo realizaremos um analise da aproxi-
magao entre a solugao exata, y, e a solu¢ao aproximada, y;,, utilizando o método de

elementos finitos. Para isto seguimos seguinte estratégia:

a) Estabeleceremos a formulagao variacional do problema (3.28) num espago de

Hilbert apropriado, V.

b) Substituiremos o problema (3.28) por un problema aproximado (problema
semidiscreto), para o qual introduziremos um espago de dimensao finita, S} (que

depende do parametro h), chamado espaco de elementos finitos.

c¢) Finalmente, estimaremos o erro local entre a solugao exata e a aproximada (erro

da solugao exata com a de um problema semi-discreto).

Descrevemos, na continuagao, as nogoes basicas do método de elementos
finitos, estabelecendo apenas as definicoes e propriedades béasicas que serao requeri-
das; os resultados utilizados sao somente enunciados e para sua demonstracao e
diferentes aplicacoes pode-se consultar, por exemplo, Ciarlet [12], Strang and Fix,

Hughes [32], Oxelsson-Baker [53], entre outros.

5.1 Elementos finitos

O método de elementos finitos permite aproximar a solugao exata de
um problema de valor inicial com valores na fronteira, e caracteriza-se por basear-se
numa formulacao variacional do problema. E um processo que consiste em construir

espacos de dimensao finita, chamados espacos de elementos finitos, cujos elementos
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sao funcgoes polinomiais. A construcao destes espacos tem trés aspectos basicos: uma
triangulagao do espago dominio, uma base e um conjunto de polinémios definidos

sobre cada elemento da triangulacao.

Definicao 5.1.1. Seja 2 C R™ um dominio limitado, com fronteira OS2 suficiente-
mente reqular. Para cada h > 0, uma triangulacdo, T, de Q é uma particio de

em “triangulos”k tais que,

1. Para todo h, T;, é um conjunto finito de “triangulos”fechados en
2. UHGT]—LK/ - Q
3. h =max{h, : k € T;,} onde h,, = diam(k)*

4. Se k1, ko € Tpy, k1 # Ko, entdo 2 KSNKS =0 e k1 Nkg =0 ou Ky, ko tem

em comum sé um lado ou sé um vértice.

Definigao 5.1.2. Uma familia de triangulagoes, {7Tp},,, € reqular quando h — 0,

se existe uma constante o > 0, independente de h e Kk tal que
0. <o para todo Kk € Ty,

onde o, = he/ps, com p, = sup{diam(B) : B é uma bola contida em k} e h, =

diam(k).

Definicao 5.1.3. Uma familia de triangulacoes é uniformemente reqular conforme

h — 0, se existe uma constante o’ > 0 tal que
o'h < h,<op. paratodo r €Ty

Definicao 5.1.4. Para cada inteiro fito m > 1, o espaco de elementos finitos Sy, é

um espaco de dimensao finita, definido por,
Syt = {vh cC’Q) : Vn, € Py para todo k € Ty, }

onde P, denota o conjunto de polinomios de grau menor ou igual a m.

Ytdiam(k)= didmetro de r
2k° ={z € k: x € ponto interior de k }
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Observagdo 5.1.5. E importante fazer as seguintes observagoes sobre a teoria de

elementos finitos; para maiores detalhes consultar Ciarlet [12], Girault e Raviart

[23], Quarteroni [59], Thomée [72], Dautray-Lions [17].

i)

if)

iii)

Uma vez construido o espaco de elementos finitos S}, é necessario determinar
uma base para ele, de tal maneira que permita representar os elementos de S, de
forma "relativamente”simples. Para isto, deve-se eleger um conjunto de pontos
em cada k € 7, (denominados graus de liberdade), que permitam identificar
de maneira Unica as funcoes no espago P,,. Isto estard em funcao do grau
de polindomio que se considere para representar os elementos de S} sobre cada

Kk € Ty.

Para o nosso problema consideraremos as fungoes vy, € Py para todo k € 7y,
com P, = {¢:R* — R:q(xy,79) = axy + B2 +7, «,B,7 € R}. Observe
que qualquer elemento de P; fica bem definido e sua representagao é tnica
considerando os valores que assume nos trés vértices de cada triangulo. Por-
tanto, é suficiente considerar os valores sobre os vértices de cada triangulo k, o

que significa que temos trés graus de liberdade sobre cada elemento x € 7.

Uma vez determinados os graus de liberdade e as funcoes que permitam expres-
sar de maneira simples qualquer fungao em .Sy, esta-se em condicoes de definir
os operadores de interpolacao mediante os quais é possivel obter estimativas
para o erro entre a solucao exata e a aproximada. Quando as funcoes a serem
interpoladas satisfazem a condigdo (minima) de serem continuas, obtém-se es-
timativas 6timas para o erro nas normas de Sobolev. Porém, dado que nas
diferentes aplicacoes nem sempre tem-se esta condicao, introduz-se outros tipos

de operadores de aproximacao, tais como as projegoes ortogonais sobre L?(Q)

e H(Q).

Se X = {Nj}j.vzhl ¢ o conjunto de vértices (ou nés) da triangulagao 7y,

uma funcao vy, € S, é determinada de maneira tinica par os valores que assume nos
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pontos N; e, desta forma, depende dos NV}, parametros. Isto permite definir uma

base:

Definicao 5.1.6. Para cada N; € X, defina a funcgao ¢;, tal que

onde 6;; € o delta de Kronecker.

Se B, = {¢1, ¢a, ..., dn, }, com ¢; satisfazendo (5.1), entdo o espago de
elementos finitos S, é tal que, S, = span B),. Isto quer dizer, o conjunto B; é uma
base para o espaco de elementos finitos S,. Portanto, cada elemento v, € V), pode

Ser expresso na forma,

op () = th(zvim(x) z € Q.

5.1.0.1 FEstimativas do erro

Enunciamos, na continuacao, as estimativas 6timas de erro nas nor-
mas de Sobolev, estabelecidas para os operadores projecao e que serao usadas
na estimativa do erro local na aproximagao da solu¢ao do problema (3.28). Se
P L2(Q) — S e R - HY(Q) — S sdo projegoes ortogonais, entao (ver

[59]):
1. Para todo u € H*1(Q) e 0 < I < m, existe uma constante C' > 0 tal
que
lu = Pull 20y + [lu = Ry'ull p2(q)
1 (Jlu = Bull oy + e = Ryl s o)
< Ch™! H“HHHI(Q) (5.2)
2. Como casos particulares de (5.2) tem-se que se P} = P, e R} = Ry,

(@) [[u— Puullpaq) < Chllullgg)
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(b) flu— Phu”L?(Q) <Ch? ||U||H2(Q)
(c) flu— Rhu||L2(Q) <Ch ||U||H1(Q)

(d) flu— Rhu||L2(Q) < Ch? ||U||H2(Q)
5.1.1 Aproximacao de problemas parabdlicos

Dado que o problema (3.22)-(3.26) é um problema parabdlico nao linear,
descrevemos, na continuagao, em forma geral, o tratamento deste tipo de problema

usando elementos finitos.

Seja 2 um dominio limitado em R"™ com fronteira suave 02, o problema
semilinear parabdlico com condigoes de fronteira de Neumann e condicoes iniciais

consiste em encontrar u tal que

% + A(t,z,u)u = f(t,z,u) sobre |0, oc0[x(2 (5.3)
B(t,x,u) = g(t,z,u) sobre |0, oc0[x0 (5.4)
u(0,z) =ug sobre Q (5.5)
onde u = (uy, Uz, ..., Upy), ¢ = (x1,22...,2,) € R,
"0 ou - ou
Alt,x,u) = —UZZI o2, (aij(t’x’u)é)—mj) + ;bj(t’x’u)ﬁ—xi

com 1 = (n1,M2,...,N,) O vetor unitario normal a Jf.

Segundo as condicoes que satisfazem a;;, f, g e ug tem-se resultados
de existéncia e unicidade da solugao, assim como estimativas sobre a aproximacgao
da solucao usando os diferentes métodos analiticos e numéricos. Por exemplo, se
00 € C* e as fungoes a;j, b;, f, g € C* (definidas apropriadamente), com g(t, z,0) =
0; ¢ A ¢ um operador eliptico sobre o espago de Banach W'P(§2), demonstra-se

que o problema (5.3)-(5.5) tem uma tnica solucdo classica maximal para cada uy €

Whr(Q) ([3]). Além disso, assumindo a hipStese a priori que supgc,< - [u(t, uo)|| <
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00, tem-se que (5.3)- (5.5) tem uma tnica solu¢do global sobre cada intervalo de
tempo [0,7*] con 7" < oo. Resultados de estimativas para o erro de problemas
parabdlicos nao lineares semi-discretizados utilizando o método de elementos finitos
tém sido obtidos por Thomée [72], Johnson et.al [34], Yang [79], Gonzales et.al. [25],

etc.

A formulagao variacional do problema (5.3)-(5.5) consiste em encontrar
u €V, com V um espaco de Hilbert apropriado, tal que

d

pr (u(t), ) + (A(t, z,u), d) = (F(t,z,u),p) paratodo ¢ €V (5.6)

(0, z,u)) = up(z) (5.7)

Para aproximar a solugao de um problema da forma (5.3)-(5.5), é preciso discretiza-
lo com respeito as varidveis espacial e temporal. Consideremos em particular (como
é o caso do problema (3.22)-(3.26), que n = 2, A(t,z,u) = A(t), f(t,z,u) = f(u)).
A discretizacao espacial, usando o método de elementos finitos, que consiste em
encontrar u, € S, C V', com S, o espago de elementos finitos, tal que

% (un(t), ¢n) + a(un(t), on) = (f(u),¢n) para todo ¢u € Sy (5:8)

up(0) = uno (5.9)

onde a(up(t), ) = (up, @) e upg é um elemento aproximado em Vj, de uy. O prob-
lema (5.8)-(5.9) é chamado aprozimacdo semi discreta (ou continua no tempo) do

problema (5.3)-(5.5).

Se B ={¢1,pa,...,0n, } ¢ uma base de V}, entao

Np,
up(t, x) = Zuj(t)gb](a:) para t > 0
j=1

Upo(x) = Z to;(t)¢;(x)

Substituindo estas igualdades em (5.8), temos que para todo ¢, € Sp,

% <Zuj(t)¢j<w),¢h> + a(Z u; ()¢ (), ¢n) = <f(z u;(t)o;(x)), ¢h> ,
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Fazendo, ¢5, = ¢; para cada j = 1,2,..., N, a igualdade anterior é equivalente ao

sistema de equagoes

> (@3(e). (@) Gut) + D alo(@).0 Z f e

que na sua forma matricial torna-se,

Mdl;—it) + Au(t) = F(u(t)) (5.10)
onde w = [uy(t) ua(t) ... un,(t)]", M = ((¢j,¢i))i;; é chamada de matriz massa,

A = (A;;), com A;; = a(¢;, ¢;) a matriz de rigidez e F' = (f(u), ¢;), parai,j = 1, n.
A solucao de (5.10) ¢ chamada solucao semi-discreta do problema (5.6)-(5.7).

Para ter a discretizagao plena também deve-se discretizar no tempo; para isso, a
derivada do problema pode ser discretizada utilizando os esquemas de diferencas
de Euler (para tras ou para frente), de Crank-Nicolson, Adams-Brashfort ou o
f—esquema para 0 < # < 1 (que para # = 0 e § = 1 corresponde aos métodos

de Euler explicito e implicito, respectivamente) [59], [82].

Para o caso particular que estamos tratando, considere a particao do
intervalo de tempo [0,7*] em N subintervalos [t,,t,1] para n = 0,1,..., N — 1
tais que At =7 =t —t, = 7°/N, com tg = 0 e ty = 7*. Denotando por u} a
aproximacao de u(t) no instante de tempo t,, (observe que u} é uma fungao no espago
de dimensao finita S,. Entao a discretizagao plena do problema (5.6), utilizando o

f-esquema, consiste em encontrar ujy € S}, tal que para todo ¢y € S,

— <u”+1 — upy, ¢n) +a(Ouptt + (1= O)up, on) (5.11)

= (0f (™), on + (1= 0) f (uiy, dn) (5.12)

de onde tem-se que, se # = 1, em cada passo de tempo deve-se resolver um sistema

de equagoes lineares da forma:
(M +07A)u™! ="

onde b" é considerado conhecido pelos passos prévios.
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5.2 Formulacgao variacional

Agora, passamos a estabelecer a formulacao variacional do problema
(3.28), o que permitird formular o problema discreto e, posteriormente, usando a
teoria de elementos finitos, obter estimativas do erro entre as solugoes exata e aprox-

imada. Para isto, em primeiro lugar define-se o espaco de Hilbert S, por
S ={y=(ca,c5T)€H(Q) x H(Q) x H'(Q)}.

S é um espaco de Hilbert. A formulagao variacional do problema (3.28), que é
equivalente ao sistema (3.22)- (3.26), consiste dado (coa,cop,To) € X em obter

y = (ca,cp,T) € H(Q) x HY(Q) x HY(Q) = (HY(Q)) tal que para todo ¢ € H():

<%47 ¢>> + (0.Vea, ¢) — va (Aca, ¢) = (—aacacge ?/", ¢) (5.13)
(%2.6) + (0.5en.6) = va (3. 6) = (~ameacne *T.6) (519
<83_j,;’¢> +(0.VT, ¢) — vr (AT, ¢) = <aTcAcBe’Ze/T, d)> (5.15)

e (ca(0),9) = {coa, 9}, (c5(0), ¢) = {cos, ¢) e (T(0),d) = (To, §)-

5.3 Estimativas locais

Se y é a solucao exata do problema (3.28) e g,, é a solu¢do aproximada
obtida da formulagdo do problema semi-discreto correspondente a (77?), entao se
€, = Y, — Y denota o erro entre a solugao exata e a aproximada, definindo o

operador projecao ortogonal sobre L?(Q), P, : L*(€)) — S, tem-se que
€n="Y,—Y =Y, — By + by —y.

Nesta secao estabeleceremos uma estimativa do erro local do problema semi-discreto,
tendo em conta as normas de Sobolev en L*(Q) (ver Heywood e Rannacher [30]).
Para isto, em primeiro lugar formularemos o problema semi-discreto considerando o

espago de elementos finitos S}, descrito na secao 5.1 tal que S, C H'(Q).
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Defini¢ao 5.3.1. Seja S, = {vy € C°(Q) : vy, |«€ P1}, 0 operador de Laplace dis-

creto € definido como —Ay : S, — S,

<_Ahw7 ¢> = <V@D> V¢> para todo ¢ S Sh'

Se Py ¢ o operador projegao ortogonal sobre L?(Q2), By, : L*(Q) — Sy,
consideraremos que a solugao aproximada por elementos finitos g, = (¢xa, Chp, Th)

para a solucdo exata y = (ca, cp,T') satisfaz
- - i _
< ;?h’¢h> + (0.VCan, on) — va (AnCan, ¢n) = <_aAthA’¢h>
- - ] _
<—gfh’¢h> + <'U.VCB}L, ¢h> — VB <Athh7 ¢h> = <_aBthB’ ¢h> (516)

<88—j;h,gbh> + <1§.VTh,¢h> —vr <AhTh,¢h> = <@TthT, ¢h>

para todo ¢y, € Sy, fa = fz = fr = Eancpne2e/\Thl, ¢an(0) = Ca,y» €BR(0) = Cpy,
e Th(O) = Th07 com Cgq,,,CR,, © Thg as projecoes de cug,cpo € Ty no espago Sp,
respectivamente. No sistema (5.16) (chamado problema semi-discreto de (3.28)),
(.,.) denota o produto interno usual no espago L*(f2).

Observacao 5.3.2. Seja P, : L*(Q) — S}, o operador projecao. A projecio da
solugao do problema (5.13)-(5.15) satisfaz

<%7 ¢h> -+ <Ph’lAJ.VCAh7 ¢h> + <Ph'i;.chh, ¢h> — VA <AhCAh, (bh) — <thA; (bh)

<%, ¢h> + (Py0.Vegn, on) + <Ph'fJ.Vc§h, gbh> — vg (Dncan, dn) = (Pufp, o)

<%7 ¢h> + <Ph’f).VTh, gbh> + <Ph'lA7.VThL, ¢h> —vr <ATh7 Qsh) — <thT, ¢h>
(5.17)

com (cpa(0), cr5(0), T1(0)) = (Prcao, Puco, PuTp) e onde

fa=—aa(can+cap) (con + cpp) o= Zel | Tt T |
fp=—ap (CAh + th) (CBh + céh) e~ Zel |Th Ty |
fr = ar (can + ckp) (can + cbp) e 2/ Tt
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Observamos que se ca,cg, T € L*(Q), entdao existem fungoes can,cpn,Tn €

Pu(L3()) e funcoes ¢y, ¢y, Tim € (I — Pr)(L2(S2)) tais que

ca= Puca+ (I — Py)ca = can + cip
cg = Pyep+ (I — Py)eg = cpp + cﬁh

T=PT+(—-P)T=T,+Tji.

Observacdo 5.3.3. Seja f;, e f; como no problema (5.16) e na observagao 5.3.2 para
i € {A, B, T}, respectivamente Se wa = cap — Cap, Wp = cpp — Cpp € wr = 1), — Ty,

entao

; ~ L ~ < <L
fi— [i = ®a (wA’wB T WACBL + WACRy, + WBCAR + CARCBA + CARCEy,

1 1 ~ 11 —Ze/|T,
+chAh+CAhCBh+CAhCBh)€ /| h‘

— Q;CACB (6_Ze/wa+Th+ThL‘ — e_Ze/‘Th|) ,

onde o sinal + corresponde a ¢ =1T.

Observamos somente o caso para i = A; o desenvolvimento para i =

B, T é analogo. Sejam
WA = Cap — CAp, WB = Cp — Cph, € wp =Ty =Ty

entao

—Ze/|Th+T}- Ze/|T|

fa—fa=—aa(can+ciy) (can+cgy) e |+ aséanépne”

= —OzA{ [ (’LUA + Can + Cih) (wB + Cpp + Cﬁh) — 6Ah53h} e_Ze/’Th|
+ (wA + Can + cjh) (wB + ¢pp + CJE_ih) (e—Ze/\wT+Th+Thl| . e—Ze/|Th’>}

~ i ~ ~ o~ ~ i i
= —0yg [(wAwB +wacpp + WACEy, + WBCAp + CARCBR + CAnCB, + WPRCyy,

+ Canlon + thcéh) =2/ |Thn] + cacgp (e_Z6/|wT+Th+T’H — e_Ze/’Th|) }

Lema 5.3.4. Se
e 2e/ITl. if T#0
o(T) = ,
0, if T=0
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entao existe uma constante C'T" > 0 tal que
(o(T3) — o)) < 2= [T~ T4
plt2) —PHUD = 7o 1t2 1

Demonstracao. Se Ty > T7 > 0, entao

o(Ty) — o(Ty) = e 7e/T2 — e~ 7¢I

Ty Ts
:/ ie_Ze/TdT:/ @e_ze/TdT
T

r dTl T2
1 T 7 2
_ (Ze) e 2¢/T T
Ze |y, T2

Desta forma, existe uma constante C' > 0 tal que,

C
|90(T2) - @(Tl)‘ < Te ‘TQ - T1|

Observacao 5.3.5. De 5.3.3 e 5.3.4 obtém-se, respectivamente, que:

<thA — Pufan, ¢h>
= ayu| <PthCB€_Ze/|Th|7¢h> + <PhCAwB€_Ze/|Th| , <bh>
- <PthwB€_Ze/|Th|,¢h> + <PhcAc§he_Ze/|Th|,¢h>
- <Phcjhcéheize/|fh|7¢h> - <PthC§heize/|Th|v¢h>
" <Phcjthe—Z6/‘Th”¢h> _ <Phcjthe_Ze/’Th‘ 7 ¢h>

B <PhCACB (72 lur Dt | _ =2el|T), ¢h>}

2. Existe uma constante C' > 0 tal que

~Zeffur+ Tt Tit| _ ~ze/|Thl| < ZEHwT+Th+Ti) _ ‘ThH
€

e
C
< — |lwp + T3
— Ze | 4 h |
O seguinte Teorema ¢ o resultado principal deste capitulo. Utilizando

normas de Sobolev no espago L*(€2) e a desigualdade de Gronwall, estabelecemos

uma estimativa do erro local, assumindo que a solugao y € H?(().
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Teorema 5.3.6. Seja y a solugdo do problema (5.13)-(5.15), y,, a solu¢ao do prob-
lema (5.16) e assuma que y € H*(Q). Entdo existe uma constante C = C(t,y) tal

que
ly — gl < Ch (5.18)
Demonstracao. Se
P, : L*(Q) — S,
¢ o operador projecao, entao
Y—Y,=Y— Py + Py — 9y,

de onde tem-se que

1y = Gnll20) < 1Y — Payllrz) + 1229 — Unll o) -
Da subsecao 5.1.0.1 temos que existe uma constante C; > 0 tal que

1Py — y||L2(Q) < Cih ||y||H1(Q) e [Py - y||L2(Q) < O\h? ||y||H2(Q) ,

portanto, para demonstrar o teorema é suficiente demonstrar que existe ¢ =

C’l(t, y) tal que
1Py — gh”p(ﬂ) < Cih.
Assim, se w = (wy, wp, wr), onde
WA = can — Can, Wp=cpy—Cpn, e wa=T,—T
subtraindo as correspondentes equagoes de (5.17) e (5.16), obtém-se
(% on )+ (Pro-Twa,n) + (ProTehy )
—va{Apwa, ¢n) = <Ph(fA — fa), ¢h> (5.19)
<%, ¢h> + (Py.NVwg, ¢n) + (Pyv.Veg,, dn)
—ve (Bwp, én) = (Pulfo = fa).6n)  (5:20)
<a%, ¢h> + (Pyo.NVwr, ¢p) + (P .NT;, é1)
—vr (Buwr, én) = (Pulfr = fr)on) . (5:21)
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Apo6s substituir a igualdade dada pela equagao (1) da observagao 5.3.5 na equagao

(5.19), obtemos

<88%, ¢h> + (Pov.NVwa, dp) + (Poo.NV e, dn) — (valpwa, )
=—aa [ <PthcBe’Ze/|Th|, ¢h> + <PhCAwBeize/‘Th|7¢h>
— <PthwBe_Ze/‘Th’,¢h> + <PhcAc§he_Ze/‘Th’, ¢h>
_ <Ph0f4hcﬁh6_ze/|fh|a ¢h> _ <Pthc§he_Ze/|Th|,¢h>
+ <PhCiFhCB€_Ze/|Th|,¢h> — <Phcjthe_Ze/|Th|, ¢h>

B <PhCACB(e*Z€/|wT+T’L+T¢| — 6726/|Th|)7¢h> ]

(5.22)

Agora, fazendo wq = ¢y, na equagao (5.22) resulta a identidade de energia:

1d

o7 ||w,4||2 + <th.VcJA‘h,wA> + Uy ||Vw,4||2

R [ <PthCB€_Ze/|fh|,wA> + <PhCAWB6_Z€/|Th‘,wA>
- <PthwB€_Ze/|Th‘ ) wA> + <PhCACJBShe_Ze/’Th‘ , wA>
i ) (5.23)
+ <Phcjhcjéh€_ze/|Th| R ’LUA> — <PthC§h6_Ze/‘Th|7 wA>
N

+ <PhCACB (67Z€/|MT+T}L+T}£‘| . efZe/|'f'h|)’ wA> ]

Analogamente, para as equagoes (5.20), (5.21), fazendo wp = ¢p, e wr = ¢y, respec-

tivamente, temos que

1d
3% ||wBH2 - <th.Vc§h,wB> +vp HVwBH2

=—ap [ <PthCB€7Z€/|Th|7wB> + <PhCAwBefze/|Th| ; wB>
- <PthwB€7Z6/|Th|awB> + <PhCAC§h€726/|T~h|7wB>
i ) (5.24)
+ <Ph6jh6§he_ze/’Th‘,wB> - <Pthc§he‘Z€/\Th’,wB>

+ <Phcjth€_Ze/‘Th|7wB> - <Cﬁhw36_ze/|ﬁ‘,w3>

+ <PhCACB(€—Ze/|wT+T'h+T,f'| _ 6_Z6/|Th|)>w3>]
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1d
5 g lerll” + (PN T3 wr) + vp [ Vur?

= —ar [ <PthcBe_Ze/’Th|,wT> + <PhcAwBe_Z€/|Th|,wT>
— <PthwB€_Ze/|Th’,wT> + <PhCAC§h€_Ze/|Th’,wT>
) ) (5.25)
+ <Phcjhcéhe_ze/|Th|awT> — <PthCJBSh€_Ze/|Th| ) wT>

+ <Phcj:the*Z€/|Th|,wT> — <cf4‘the*Z6/|Th|,wT>

+ <PhCACB (67Z6/|wT+Th+ThL| . 6726/|Th|), wT> i|

Agora, utilizando o fato que 0 < ||¢;|| < 1 parai = A, B, |e </ITl| <1,
a observacao 5.3.5, a desigualdade de Young e as estimativas de erro estabelecidas
na subsegao (5.1.0.1), para os termos do segundo membro de (5.23)-(5.25), tem-se

que existem constantes o, C,C’, Cy, Cy, Cs3, Cy, Cs tais que:

Z <Ph(wAcBefZe/|Th|)7wj>: Z aj/Ph(WACBQZ6/|Th|)Ude$
Q

j:AvaT ]:A,B,T
< Ejkm/wmwmmmm
j=A,B,T Q
< S oyl ffwall ]
j=A,B,T

2
o lwl, o= max|a]
ii)
> (Ptcavne P ) = 5 oy [ Peaune /e
Q

Jj=A,B,T j=AB,T

< 3 o) [ fuwnl sl do

G=AbT

2
< Y oyl [lwsl lwyl| < o [|w]|
G=AbT
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iii)
> (Btwawse ) = 5y [ Fulwawse e
j=A,B,T j=A,B,T
< > lasl hwall gy 1wl agg s | de
j=A,B,T
2
< > ol wlla llwsl
j=A,B,T
< oC' (V| + [[w]?) [lw]
2 3
= oC' (| Vel w] + ||w]®)
iv)
S (Beachie Iy = 3 oy [ uteachie s
j=A,B,T j=A,B,T
< |O‘J|/ ‘CBhHwﬂdI
j=A,B,T
< > oyl lesal| llwl
j=A,B,T

< oCR? [yl 2 1wl
€

C?52
< —h*
- 2 + 2e

yll772 0y 0]l

Z <Ph(0jh0§heize/m|) J> - Z %/Ph CAhCEhe Ze/|Th’)w dx

j=A,B,T j=A,BT

Z | HCAh||L4(Q) HCBhHL4 [Jw; | da
j=A,B,T

< oCCI? ||y oy ]|

IA

A

2
oCil? (Y () w]

IN

€ 1 4 )
§h4 + %CEUQ HyHH2(Q) [|w]]
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vi)
> (Btwache B u) = 3 oy [ Puwachie e
j=A,B,T j=A,B,T
< 3 ool [ foal e s o
j=A,B,T 2
< Z |aj] ||wA||L4(Q) Hcéh”LAL(Q) [|w; ]
j=A,B,T
< UC/ ||CJB_hHH1(Q) HwHL‘l(Q) ”w“
< oOsh|ly gaq) (IVwl| + [lwl]) [Jw]]
2
< 0ol ||yl o) [ Vwl| [lw] + o Coh |[w]|
€ 2 1 2 2
< ShH|[Vwl® + =C0? ||yl lwll
2 2¢
2
+ 0ol |y || g2 ]l
vii)
Z <Ph(cjthe Ze/|Th’ > Z a]/Ph cincBe Ze/lTh|)w]dx
Jj=A,B,T j=A,B,T
< Y layl ekl llwyll da
j=A,B,T
< oCR? ||yl 2oy 0
€ 1
< §h4 + 2—60202 ||?J||12LIZ(Q) [w]”
viii)

g <Phcjthefze/|Th|,wj> E a]/PhcAthe Ze/‘Th|wjdx

j=A,B,T j=A,B,T
< 1
>0 HCAh||L4(Q) ||w||L4(Q) HwH
2
< oCsh||Yll (o) [Vwll lwl] + oCsh [|yl] 2o lw]|

E 2 2
< W IVl + 20 ey e

2
+0Csh Yl 2 1w
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ix)

—Ze _Ze

Z <Ph (CACB (6|wT+Th+ThL| — em))’w]>

j=A,B,T
< 3 el [ leallenl (7T < Pl |y da
j=A,B,T Q
CT 1
< - > eyl [ (el w;| + T3] Jwy]) de
€ CABT Q
Cr
<5 % ool ([ wrllustao+ [ 7 slas )
j=A,B,T Q Q
OTU 2 ECT 4 1 2 2 )
< — h C

Z <th.chLh,wj>: Z /Ph'f).chLhwjdx
Q

j=A,BT j=A,B,T

<lolle > Vel llwllda

J=ABT

< G5 [1o]l P 1Yl 2y

AN
DO ™

1
~ 112 2 2
9112, 2 + 5-C2 1y e ool

Desta forma, se v, = min{va,vp,vr} e w = (wa, wp, wr), utilizando as desigual-
dades obtidas nos sistema (5.19)-(5.21) temos que,

Ld 2 2 2 2 3 2
sz 1wl + v [Vwl” <y flwll” + 92w V] + 72 [[w] +eh? [V

S

onde M= (U,E,C, Olv 017027 037047 05’ Z€7CT, ||y|| ) ||y||H2(Q)>7 T2 = 00/7
€. =€(1+Crp/2Ze).

Agora, para € e h suficientemente pequenos e v, > eh?, se v,, = v, —eh?,

entao

1d

2 2 2
5 Iwl™ + e [[Vwl[” < 1 flwl]

€
+ 32 [w] [Vwl” + 2wl + e’ + S [JollS, 22 (5.26)
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Por outro lado, o termo 2eh?* pode ser desprezado, desde que seja pequeno se com-
parado com § ||v||%, k2. Entdo, fazendo v = Le ||v]|2, h?+e.h? a equagio (5.26) toma
a forma

d 2 2 2

Dol + 20, [V < 29 o

+ 27 [w| [[Vew|* + 27, [[w]” + 27;h (5.27)

Utilizando a teoria de inequagaos diferenciais [29] tem-se que para cada (h, 7) existe
um intervalo inicial [0, s] tal que para todo ¢ € [0, s,

V**

w| < . 5.28
ol < 5 (5.28)
Entao, de (5.27), sobre [0, s] tem-se que
d
pr [w]|* + ve [ Vaw||* < 294 [Jw]|* + 27557, (5.29)
onde v4 = (71 + Vi /2).
Finalmente, a desigualdade (5.29) é equivalente a,
d
= llwl* < 29 Jw]|” + 2955, (5.30)
Usando o Lema de Gronwall, de (5.30), resulta que
t
w|® < 273h2/ e~ i 2udrgg = B (2" — 1) h*, (5.31)
0 Y4
Assim se, y(t) = 2 (71t — 1), entao
lw(8)[[* < ~v(t)h*. (5.32)

Considerando h, suficientemente pequeno, de tal maneira que

VA(r)h < 2”% (5.33)

Vsx .
272

para (h, ) com h < h, tem-se que ||[w]| < pois no caso contrario a desigualdade

(5.27) seria falsa, o qual é uma contradigao.

Segue-se que se C} = /(1)
|w(t)|| < Cih  para cada t € [0, 7). (5.34)

Por tanto existe C tal que ||y — || < Ch.
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Observagdo 5.3.7. E importante mencionar que a estimativa de erro local obtido
é de ordem h para t pequeno. Se t nao é suficientemente pequeno, em geral a

estimativa do erro aumenta exponencialmente. Na seguinte secao estabeleceremos

estimativas do erro global usando shadowing finito.
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6 A POSTERIORI SHADOWING FINITO

Por conveniéncia e simplicidade, tratamos aqui a discretizacao plena,
considerando um problema simplificado de Euler para tras na formulacao de elemen-
tos finitos; isto para ficar dentro do contexto das aproximacoes internas. Observamos
a equivaléncia da formulacao do Laplaciano discreto de cinco pontos e a formulacao
em elementos finitos de primeira ordem ( Glowinski [24]). Esta equivaléncia, no caso
nao linear, nao é muito clara, mas observamos que essencialmente leva a introducao
de novos erros locais, como sera evidente na natureza das demonstragoes a seguir.
Em trabalho futuro, propomos extender as estimativas aqui obtidas, utilizando o
método de Runge-Kutta de trés estdgios e desenvolver as simulagoes no contexto de

elementos finitos.

6.1 Erro global e shadowing

Um dos métodos para obter a estimativa do erro global da solugao
aproximada de equacoes diferencias nao lineares com interesse dinamico é o shad-
owing, cuja teoria baseia-se no fato que em geral os sistemas dinamicos apresentam
uma dependéncia muito sensivel das condigoes iniciais; pois, pequenas mudancas
em qualquer ponto da érbita produz uma nova orbita que tende a divergir expo-
nencialmente da orbita original, produzindo-se uma quantidade grande de solugoes
diferentes em pequenos intervalos de tempo. Dado que todo método numérico intro-
duz pequenas perturbacoes originadas dos erros de trancamento e arredondamento,
a pergunta natural é como esses erros afetam a validade dos resultados numéricos
([11], [52], [19], [27], [26], [15], [40]). A idéia de shadowing é simples, pois substitui a
solucao exata por uma verdadeira trajetéria, de um sistema dinamico, muito perto

da trajetéria numérica.

O shadowing é um ramo da teoria de sistemas dinamicos que leva a

demonstrar que frente a acumulagao exponencial de pequenos erros, as solugoes
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numéricas tem alguma validade. Isto se faz mostrando que para qualquer solucao
particular calculada (a solugao ”ruidosa” ), existe uma ”solugao verdadeira” com con-
digoes iniciais ligeiramente diferentes que permanece uniformemente muito perto da
solucao calculada. Se esta solucao existe, é chamada shadow verdadeiro da solugao

calculada. Uma aproximagao ao verdadeiro shadowing é o shadowing numérico.

Pilyugin [56] apresenta uma descrigdo detalhada do uso de shadowing
para o estudo de sistemas dinamicos. Hayes [27] desenvolve um método para provar
a existéncia de “shadows”em tempo finito na integracao numérica de equacoes difer-
encias ordinarias. No tratamento de sistemas de equacoes de difusao-reagao, Larson
e Sanz-Serna [40] usam a teoria de “shadowing”para obter estimativas do erro global
nas normas de L? e H! na aproximacao da solucao de problemas parabdlicos nao
lineares, Bruno et.al [5] utilizam o shadowing no processamento paralelo como um
artificio para os defeitos na tolerancia dos sistemas. Por outro lado, no artigo [52]
Ostermann-Palencia apresentam resultados de shadowing para sistemas parabdlicos
nao autonomos estabelecendo estimativas de erro para tempos longos, considerando

a equacao de evolucao abstrata da forma

y'(t) = A)y(t) + f(2) (6.1)

y(0) = o (6.2)

onde y : [0,7"] — X, com X espago de Banach complexo. Para obter seus resulta-
dos Ostermann e Palencia adotam certas hipéteses para o operador A(t) definido no
espaco X, demonstrando que se y, ¢ a aproximagao numérica da solugao do proble-
ma (6.1)- 6.2 no tempo ¢, = 7n, entdo existe uma nova solucado w de (6.1), e uma

constante C' que nao depende de 7* tal que

- <
omax Jw(tn) =yl < C7

Estabelecendo hipéteses a posteriori sobre e segundo as idéias de Ostermann e Palen-

cia [52] usamos shadowing finito a posteriori para estimar o erro global do problema

(3.22)-(3.26).
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6.2 Formulagao do problema

Levando em conta o problema (3.28) e considerando o eperador projegao
P, : L*(Q2) — S, onde S, é o espago de elementos finitos, observamos que y; =
P,y satisfaz

d
Y, = An(ys + Faly,) + Hily) (6.3)

Y,,(0) = Pu(yo)

onde (expressado em forma matricial),

VAAh —0v.V 0 0 CAhp
Ah(t>yh =D, 0 VBAh — 0.V 0 CBh
0 0 I/TAh — 0.V Th
_—CYACAhCBhG_Ze”Th‘
Frn(yn) = Pu | —apcancpne 2/
arcapcpne” 7/
‘_OéA (CAhCBh + CAhCJBSh + thCBh -+ thcjéh) 6—Ze/|Th+ThL| + OCACAhCBhe_Ze/‘TH
Hh(y) = Ph —QapR (CAhCBh + CAhCJBSh + CithBh + thcjéh) 6726/|Th+ThL| + CYBCAhCB;lefze/‘Th|
~Ze/|Tu+ Tyt | —~Ze/|Ty|

— 7CARCBRE

L L 1oL

| ar (CAhCBh + CanCpp + CapCBR + CAhCBh) €
. i

v.V. 0 0 CAn

+P | 0 oV 0 Ch

0 0 o.V| |T+
y=hy+UI—P)(y) = by + nl(y)
Pyy = [can cBn Th]t
Qry = [Cih Céh Tiﬂt
Observacdo 6.2.1. Para estimar o erro global, consideraremos o problema (6.3) e

utilizamos o método de Euler para tras, comt, =nr7, 0 < n < N -1, 0<7 < 1.

Se denotamos por y} e A} as aproximacoes de y,(t) e Ax(t) no passo de tempo
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tn, respectivamente; isto é, yi ~ y,(t,) e Ay ~ A,(t,), entdo as aproximagoes do

problema (6.3) para cadan =0,1,--- , N — 1 tomam a forma:
n+1 n
Yy - Y n n n
h - h _ Ah-l-lyh-i-l +Fh<yh+1)

com y9 = y,,(0) = Py(y,); dado que Hp,(y} ™) = 0.

Aqui ha certa diferenga com o trabalho de Ostermann e Palencia [52]
onde hipéteses s@o assumidas sobre o operador nao limitado A(t). Em principio es-
peramos as propriedades de Ay, para h pequeno a ser herdadas de A(t) via hipSteses
sobre v(t). Para nos é suficiente que a aproximagao tenha estas propriedades. Estes
resultados corespondem a estimativas a priori relativamente fracas em um intervalo
fixo de tempo. Nossos resultados combinam tais estimativas junto com hipdteses a
posteriori sobre o que pode ser encarado como sendo a solucao calculada yj. Estes
resultados operam com hipo6teses mais fortes do que Teorema 5.3.6 mais sao es-
tabelecidas independentemente destes resultados locais pela circunstancia do forte
controle sobre a nao linearidade que permite a comparacao do algoritmo diretamente
com o problema original. Em problemas mas gerais e dificeis serd imprescindivel

utilizar este resultado.

Observamos que hipéteses garantindo a separacao do espectro de A(t)
para estes resultados podem ser estabelecidos via perturbacao dos resultados em

dimensao infinita.

Hipdteses 6.2.2. Se I ¢ o operador identidade e (Ax(0)+0l), com 0 < 0 <

1, denota uma perturbagdo do operador A;, em ¢t = 0 no problema (6.3), entao
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assumiremos que existem constantes Cy, Cy, C3 e Cy tais que

a)  sup ||Au(t) (An(0) + o) y,(1)]| < Co

0<t<7*

b)  sup [(An®) YOl < Cs Al com || = sup |An(D)]
An(t)o maior autovalor de Ay (t)

o) [[(An(t) — Au(s)) (An(0) + o) || < Cult —s|* O<a<1

d)  sup || (An(®) = A (0] < Cs Ml 7

e) sup [[An(0)+al|y,(t) < Cy

0<t<r*

De fato d) e e) sdo conseqiiéncias de b) e ¢).

Definicao 6.2.3. Para cada t € [0,7*] definimos a fungdo

w0 =7 [ wlois (6.4

com y,(t) =0 para t <0.
Lema 6.2.4. Se Ay, satisfaz as hipotese 6.2.2, entao paran = 0,1,--- , N —1 existe

uma constante M, tal que

1 [ [7
;/ / (Ah<tn + 3,) — Ah(tn—l + S,))<yh(tn + S/))dS/ds S Ml |Ah| 7_1+a
0 s

Demonstragao. Seja

J, = % /0 ' / (Anltn +8) — An(taos + ) (g (tn + &) ds'ds

entao, usando a hipdtese (6.2.2) tem-se que existem constantes C1, Cy e 0 < a < 1

tais que

]‘ T 4 / / — /
HJ1” :S ;/ / H((Ah(tn—i‘S)—Ah(tnfl—i—S» (Ah(0)+U[) l)uh”ds ds
0 s
up, = (Ap(0) + o) (y,(tn +5))
C T T o ,
< —4/ / e + 5 — ty1 — || ||un|| ds'ds
T 0 s

1 T T
S ‘)\h| 0104_/ / TadS/dS _ 0104 |)\h‘ 7_04+1
T Jo s

2
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Portanto, existe uma constante M; tal que
[l < Mur® .

Lema 6.2.5. Sob as hipdteses do lema 6.2.4, paran =0,1,--- N — 1, existe uma

constante My positiva tal que

1 T T
. / / Ap(th-1+5) (yh(tn +5) —y,(th1 + 3')>ds'ds < M,yr?
0 s

Demonstracao. Em primeiro lugar observe que,

tn+s’

Yp(tn +5) —yp(tno1 +5') = / (Ah(e)yh(9> + Fi(y,(0)) + Hh(yh(‘g)))de

tn—l“l‘S/

implica que existe uma constante C” tal que
[Yn(tn + 8) = Yp(ta—1 + )| < C'7 | A sup lyn(O)]-
0,7*
Também tem-se que,

ly(O)] < [|(A(0) + 1) || |(An(0) + 1)y, (6)]
< Oy [(A(0) + o)
< OCy [[(Aw(0) + o) [ [ Al

Agora, se
Jy = %/OT /ST Aptnr + ) (ypltn +8) —yu(tn1 + §))ds'ds
entao
[ 2] < %/OT /ST |An(tnot + ") (yn(tn + ) — yp(taor + ) || ds'ds
< CCy [[(AR(0) + o) [Af* 72
Assim, existe uma constante My tal que
12l < Mz 2] 72 (6.5)

Lema 6.2.6. Sob as hipdteses do lema 6.2.4, paran =0,1,--- N — 1, existe uma

constante M3 tal que

< Mz || 72

1 T i ! / !
[ w5 = Pyt + 5))asds
0 s
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Demonstragao. Seja

1 T T
Sy = . / / (Fr (yp(tn + 8') = Fr (yp(tn1 + §'))ds'ds,
0 s

entao como F'j, é Lipschitz continua, existe uma constante M’ tal que

90l < 0% [ e+ ) = b + )l 5
w2 [ [ st + o) = alta + ) asds
assim usando o Lema 6.2.5 existe uma constante M3 > 0, tal que
[ Js]| < Ms | An] 72, (6.6)

Lema 6.2.7. Seja y, a solugio do problema (6.3). Se Ay satisfaz as hipdteses

6.2.2, entao paran =0,1,--- , N — 1 existe uma constante My tal que

E / fW(yh(tnm — ()5 / (yiltn) =y (5)) ds|

< Ms(72 | Mn]> 4+ 75 | M| + | M| 72 + A7)

Demonstracao. Dado que,

l /t - Wiltner) = yn(s)) ds = % /OT (Yn(tng1) — yu(tn +5))ds

T

[ ) w0 =2 [ il ~yilta+ o) s

-
entao

l/tw(yh(tm) — yp(tn + 5))ds — %/t (y),(tn) — yu(s)) ds =

T

- ! /OT (Yn(tng1) — yp(tn +5)ds — % /OT (Yn(tn) = Yn(tn-1 + s)) ds

T

1 T
2 | @t 420~ gltaa 4 79 s
0
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tn— 1+27
/ / N Yn(s") + Fr(y,(s)) + Hu(y(s'))] ds'ds
tn— 1+7'
B _/ /t N Yy, (s + Fi(y,(s") + Hu(y(s"))] ds'ds

B / / [An(tna + 7+ )yplln +7+ )
0 s
+ Fi(yp(tna + 7+ 5) + Hy(y(tnr + 7+ 5'))]ds'ds
1 T T , / /
- ;/ / [Ah(tn—l + s )yh(tn_1 + s ) + Fh(yh(tn_l + s ))
0 s
+ Hy(y(tn—1 + §))]ds'ds
1 T T
- _/ / [An(tn + $)yn (8 + )
T Jo s
+ Fi(yp(tn + 8)) + Ho(y(tn + 5))]ds'ds
- / / [An(tnos + )Yy (taes + 8) + Fu(yy(ter + 5))
0 s
+ Hy(y(tn—1 + §))]ds'ds
1 T T
T / / [(An(tn + ') = Ap(tn1 +8) + An(ta1 + ) Yp(tn + &)
0 s
+ Fr(yu(tn + ) + Hu(y(tn + )] ds'ds
1 T T
T / / [An(tn-1 + 5V Yp(tno1 + 5) + Fu(y,(tn + ')
0 s
+ Hy(y(tn—1 + §))]ds'ds
1 T T
= ;/ / (Ap(tn +5") — Ap(tnor + 5)y,(t, + 5')ds'ds
0 s
+ ! / / Ap(tp1+5") (yh(tn +5) —y,(ta1 + s’))ds’ds
T Jo s
1 " ’ !/ /
+ = / / <Fh (yp(tn +5) — Fy(y,(tn_1 + s ))ds ds
T Jo s
1 T T
4= / / (Hh (y(tn + ') — Hy (y(tn_ + s’))ds’ds
T Jo s
=h+L+Jd3+

onde

\H*—‘

\ll}—t
Nc\

/ (Ap(tn +8) — Apltnr + 8))y,(tn, + §')ds'ds

/ Ap(tna+$ (yh(tn + 5 =y, (t1 + 8/)>d8/d8
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1 T T
Bt [ ] (Funt+ o) = Fu it + ) asas
0 s

1 T T
o= [ (Ha e+ ) = Byl + ) dsds
T Jo s

Pelos Lemas 6.2.4, 6.2.5 ¢ 6.2.6 temos que existem constantes My, My e M3 tais que

[J1]| < Mym' 2 |\
| To|| < Mo7? [ My

1 5] < Ma7? | As]
e utilizando a subsection 5.1.0.1 tem-se que existe uma constante M, tal que
HJ4” S M4h7'

Portanto, existe uma constante My = max { My, My, M3, My} tal que

Hl/tj+l(yh(tn+1) - yh(S))dS—%/t::(yh(t”) - yh(5>)H

T

< Ms(72 | Mn]> 4+ 75 M| + | M| 72 + A7)

Lema 6.2.8. Seja €, 1 = yp*' — yp . (tus1), com y, (t) como na definigio 6.2.3.

Para cadan =0,1,--- N — 1 tem-se que existem 0,6 € [0,1] tais que
tna1
[ (B i) ~Fu (9, 6) s = 7B () o
tn
+ (Fin (yi*") = Fu (up™ + 037(5))) ds

1 tnt1 1
+a /t (L= 0) F (g + 067 (5)) (8171 () do'ds

o

1 tnt1 1 ; : )
) / /0 (1= 0) F} (yp ™ + 633 (s) — 0C,11) €y dOds
tn

onde 52?1(5) =Yp.(5) = Yp,(tny1), paran =0,1,2,--- N — 1.

Demonstragao. Seja

= [ (P ) = P e 9) )
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Se Cn—i—l = n+1 - Y, T( n+1)7

yh,T( ) y2+1 + yh,T(s) - yh,‘r (tn-‘rl) - y;zH_l + yh’f(tn—&—l)

- yZ_H + yh,T(S) - yh,T(tn+1> - Cn+1

entao

tn+1
= [ R @) - B wes) = i ltae) — o) s
tn

Pondo, paran =0,1,--- ,N — 1,

62?-1 (S) = yh,T(s) - yh,T(tn+1)7

tem-se que

n= [ t”“( By (31,()) ) ds

e Ly gl
/ [ (?JZJr 52,7 - Cn+1)] ds
tnt1 tnt1
Fy, (yp)ds — / Fy (gt + 00t —¢pq) ds
tn
Agora, dado que existe a derivada de Fréchet de segunda ordem para F'j,, utilizando

a férmula de Taylor, tem-se que existem constantes 6,0" € [0, 1] tais que

tnt1 lnt1
11:/ ’ Fy (y™) ds—/ ’ [F (gt + 87 (s)) — F (yp ! + 87 (s)) Coa
tn in

1 1
+5 / (1= 0) F} (yi ™ + 6h, 7" () = 0Cuta) Cfmd@] ds
0
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tnt1 tnt1 tnt1
:/ Fh( ”H) ds—/ F, (y;frl 52?;1(3)) ds—l—/ [F’ ( ntl 62?;1(3)) Crst
tn tn tn
1 1
- /0 (1= 0) Fy (g™ + 815(5) = 0C,01) ¢2ad0] ds
tn+1 tnt1
_/ (Fr (yp™) — Fr (ypt + 07 (s )))ds+/ F (gt + 67t ¢ ds
tn
tn41
- / + / (1= 0) F) (i + 817 (s) — 0C,,) €210
tn+1 tn+t1
:/ (F (y;b-i-l Fh( n+1 52;1(3)))ds+/ F’ ( n+1) CanS
tn tn
1 tnt1 1
"3, / (1= 0) F (g™ + 0837 (s)) (83 (5))*d'ds
1 i " n+1 n+1
_5/ (1= 0) Fy (gt + 8754 (s) — 0Co11) €2,y dOds
tn
— TF/h n+1 / i (Fh n+1) . F <y2+1 627—:1(8))) ds
1

tnt1
L / (1= 0) F! (g™ + 08050 (80 de'ds

2
tnt1
- —/ / (1= 0) F) (g + 801 (s) — 0C, 1) ¢2,dfds.

Teorema 6.2.9. Suponha que as hipoteses 6.2.2 sao validas e que a inversa J, =
(I -7 (AZJrl + F;L(yZH)))*l existe para cada n = 0,1,2,--- ,N — 1. Entao pelo

método de Euler para trds, o erro {, 1 = yp™" — y,, . (tnt1) satisfaz a relagio

Cn+1 = jncn + jn (F(CnJrl) + @nJrl(ha T))

onde

n+1
Crs1) / / (1—=0)Fy (ypt' + 8prmsr — 0C041) oy rdids

1©ns1(h, Tl < O(h) + O(-**)

Demonstra¢ao. Dado que y,, satisfaz

d
7Y = Ay, + Fi(y,) + Hy(y)
t (6.7)

Y5,(0) = Pa(yo)
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entao, pelo método de Euler, tem-se paran =0,1,2,--- , N — 1 que
n+1 n
) -y n n n
Zh  Th . b= Ayt Fr(yrth. (6.8)

Integrando a primeira equagao do problema (6.7) no intervalo de tempo [t,, tn11],

tem-se paran =20,1,--- ,N — 1 que

tn - tn ]_ t"‘H 1 tn+1
Yn(tnr1) —yultn) 1 An(s)y,(s)ds + — Fi (y,(s)) ds
T T Jtn T
1 tnt1
L E, () as
T tn

que é equivalente a

" i ¢ 1 tn+1
Yn(tna1) = Yn(tn) _ _/ (An(s) — Ayt + Apth) y,(s)ds
tn

T T
1 tn+1 1 tnt1

+= Fy, (yh(s))d5+; Hy, (y(s))ds

T tn tn

de onde resulta

Yy tn -y tn n 1 bnt1
h( -‘rl) h( ):Ah+1<;/ yh<8)d8)
tn

-
1 ft1 n+1
+ - (Ah(s) — A} ) y,(s)ds (6.9)
tn
1 tnt1 1 tn+1
+ = Fi (y,(s))ds + = Hy, (y(s)) ds.
T Jt, T Jt,

Como da definicao 6.2.3 tem-se que

1 t
ymw:—/ yn(s)ds,
T t—T1

entdo, (6.9) é equivalente a

n 1 tn+1
Ay () 42 [ B9 ds
tn

n yh,T(tTH-l) - yh,T(t”> _ Yp(tns1) — yp(tn)

yh,‘r(tn-l-l) - yhﬂ'(tn)
T

T T
1 [t
+ ;/ (An(s) — A7)y, (s)ds (6.10)
tn
1 [t
L [ Hy () as

T Jt,
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Separan=0,1,--- /N —1,

CnJrl = 'UZH - yh,T(tn-i‘l)’
entao
Cn-i—l _ Cn _ yZH - yh,T(tn+1> . yz - yh,T<tn)
T T T
_ yZ—H - Yy _ yh,T(tn-i-l) - yh,r(tn)
T T ’

e usando a identidade (6.10)

Cn - Cn n n n n
+IT — Ah+1yh+1 +Fh (yh+l) _ Ah+1yh77(tn+1>

2 / " (An(s) — AT yy(s)ds

T
1 tn+1

| Pewas = [ i o)

tn
N Y(tnr) = Yn(tn)  Ynr(npr) — Yns(tn)
T T

n n 1 [t n
= Ah+1 (yh+1 _ yh,‘r(t""‘l)) — ;/ (Ah(S) — Ah+1) yh(s)ds
tn

1

T

1 tn+1

[ R s B - [T L ) ds

T tn

4 Yn(ns1) —ypltn) Ynr(tnt1) = Y- (tn)
T T

1 [inr
— A= [ (A = A s

[ P 006) = B (9,9) + Fi (3 (s) ds
e [ R [T H ) ds

yh<tn+1) - yh(tn> . yh,T(tﬂJrl) - yh,T(tn)
T T

+
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segue-se que
tnt1
CnJrl - Cn = TAZJrlCnJrl + / (Fh <y’;11+1> - Fh (yh,‘r(s))) ds
tn

_ /t " (Fr(yn(s)) — Fr, (yn.(s)) ds

1
-

+ (Yn(tns1) — yp(tn)) — (yh,7<tn+1) - yh,T(tn))

ou equivalentemente,

(=AY G =Gt [ (B (0 = Fu(9,,5)) ) s

+F1+Fo+Fs3+F4

1

ST e - Ay [ EL ) as

(6.11)

(6.12)
(6.13)

(6.14)

) == [ @t —w)ds— = [ @t —we) ds (619

Utilizando a representagao para a integral obtida no Lema 6.2.8, a equagao (6.11)

toma a forma
(I -7 (AZH))CnH =GC,+ TF;z(y;zH_l)Cn—l-l

tni1
* / (Fn(yp™) = Fun(yy™ + 051 (s))) ds

tn
INVACE / "o, ntl / sn+1 n+1 2 o0
+ 5 : (1 -0 ) Fh (yh +0 5h,7’ (S)) (6h,7 (S)) df'ds
tn

1 b1 ! " n n
- 5/ /0 (1-0)F, (th + 5};;1(3) - 9Cn+1) ¢
tn

+F1+Fo+Fs+Fy

2 dhds
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Entao,
tni1
(] -7 (AZH + F (yZ“)))CnH ¢, +/ (F <yz+1) — F, (yz-i-l 6;“;1(5))) ds
n+1
/ / 1 . Ql F// n+1 + 0/6n+1( )) 6Zi1(s)2d9,d8
tn
tn+1
- _/ / 1 - F” TL+1 + 5n+1( ) - GCn—H) CnJrldedS
+F1+Fo+Fs3s+Fy
onde 52?;1(5) = Yp,(5) = Yp,(tny1) para t, < s <tpqq. Assim,

(I -7 (Ah + F(y ”“))) Cri1 = G+ F (Gat1)

+F1+Fo+Fs+Fs+Fs5+ Fe,

(6.16)

com f; para i = 1,2, 3,4 dados por (6.12)-(6.15) e
/tnﬂ/ 1=0)F) (yp™ + 63t (s) — 0¢,41) Copydbds.  (6.17)
n+1 n+1 n+1 .
n+1
Fotli(h, 1) = / (Fr (yp™) — Fr (ypt + 67t (s))) ds. (6.18)
tn+1
£ () / / (1= 0) Fl (gt + 06771 (s) (6771(s))  de/ds.  (6.19)

Finalmente, dado que por hipétese 7, = (I — 7 (AP + Fi(y "“)))_1 existe para
todon=0,1,--- N — 1, entao

Cn—i—l = ann + jn (F(Cn-‘rl) + F?—i_l(hJ T)
+ F5 N hr) + F (b)) + F (1) + FEPN (R T) 4+ FEt (R, 7))

Isto é,

Cn+1 an + jn( (Cn—i—l) + @nJrl(ha 7-)) (620)

onde,
©"'(h,7) ZF’,;“ (h,T)

com F ™ (h,7) dado por (6.12)-(6.15) e (6.18)-(6.19).
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Observagcao 6.2.10. Procedendo como na demonstracao do Lema 6.2.5, existe

uma constante My

s

() w45 = < [ AU + Fulun) + Hily(s) o

< Mz WP (1 —7) < Mq M) 7
Observagao 6.2.11. Da observacao anterior obtemos que
1y (s) = yn.(s)]| < Mz |\l 7. (6.21)

Em efeito,

969 = 009 = o) =2 [ witorar

1 S
H r—;/s_Tyh(r)dr
/ J94(9) ~ 9l +5 = )] dr

= M7 |)\h| T

Agora, obtemos as estimativas para as f ), ntl,

i) Do fato que F'j, é uma funcao Lipschitz continua, tem-se que existe uma con-
stante M’ tal que ||Fy (y,(s)) — Fh (yhﬁ(s))” < M’ ||yn(s) — yp.(s)||- Entao
pela observacao 6.2.11

Pl < [P o) = B (o ()

tni1
<M [ ) (9] s

< M' My M) T
Portanto, existe uma constante Mg tal que

|Fitt(h, 1)) < Ms |\ |* 72
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ii) Por (6.13) temos que f 5+ (h,7) = — ti"“ (An(s) — A7) y,(s)ds, entdo us-

ando a 6.2.2 tem-se

tnt1
lrsm < [ (A~ A7) o)

S C%|Ah|T1+a
iii)

tnt1
HF?“(h,T>||=H [ mwenas < onr

iv) Pelo Lema 6.2.7

||FZ+1(h,T>H < ]\45(7'2 |)\h|2 + it 4 A 2 4+ hT)

v) Novamente do fato que F', é Lipschitz continua, e usando a observagao 6.2.11

temos que
remnl < [ IR ) - B i 510 o
<M[ 197 (5) = g (tusn)| s
<M / (l9(5) = 91 () | + [9n(s) = ynr Ctarn)|]) ds

< My |\p|* 72

vi) Dado F' é duas vezes Fréchet diferencidvel, entao existe uma constante M > 0

tal que para cadan=0,1,2,--- N — 1,
[ (yi ™t + 0037 ()) || < M,

entao existe uma constante My, tal que

tn+1 1
[Fet(h,7)|| < %/ + / 1-¢
tn  Jo
tna1 1
< %/ ' / (1-6" H(iZf;l(s)szG’ds, M = const.
tn Jo

< My | M |* 7

)| Fr it 08:56) (635 9))°
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Em conseqiiéncia se M), denota o maximo das constantes obtidas para f Z“ para

k=23,---,5 temos que

Gt = TnCo+ Tu(F(Crar) + O (b)) (6.22)

com O,,,1(h,7) tal que

1©n+1(h, 7)|| < O(ht) + O(7°1) (6.23)

6.3 Shadowing finito a posteriori

Tendo expressado a equagao do erro (entre a solugao “exata’do proble-
ma (6.3) e a solugao aproximada em termos de elementos finitos e usando o método

implicito de Euler), como uma equacao algébrica da forma

Cn—i—l = TInC, +Tn (F(Cn—i-l) +0On1 (h7 T)) )

nesta secao estimaremos o erro global utilizando hipdtese a posteriori, o qual
determina-se baseado fortemente em hipdteses baseadas no algoritmo calculado, o
que de fato da a informacao disponivel. Especificamente, demonstramos um resul-
tado de shadowing finito a posteriori para o problema (6.3), e a prova é inspirada no
artigo de Ostermann e Palencia [52], no qual estabelecem resultados de shadowing
para problemas de evolugao parabdlicos (caso linear). Eles provam, que sob certas
condicoes, o erro global, ¢ limitado pelas condigoes iniciais impostas. Utilizaremos
alguns destes resultados para obter uma estimativa do erro global; para isto sera
necessario construir espagos apropriados X; e Y; em termos das projecoes ortogonais
P, e @, dos elementos (,,, que representam o erro em cada passo de tempo para
n=20,1,2,N — 1. Além disso, sera conveniente assumir certas hipoteses para os

operadores J,, P,, (), € as composicoes entre eles.

Em primeiro lugar, estabeleceremos algumas notagoes e observagoes que
serao necessarias para a demonstracao de Teorema central desta secao. Como na

segao anterior, Sj, = Sit x SP x ST denota o espago de elementos finitos.
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Observacao 6.3.1. Na equagao algébrica,
Cn+1 = jncn + Jn (F(CnJrl) + @n+1(h77-))

¢,, denota o vetor

Cn = (CnA7 CnB7 CnT)7

F(Cpir) = % /t t+ /0 1 (1—=0)F; (yp™ + 63t —0¢,,,,) ¢ ydOds.
e ©,41(h, 7) tal que
1©n+1(h, 7)]| < O(ht) + O(7°1)
Definicao 6.3.2. Paran =0,1,2,--- ,N — 1, defina os operadores proje¢cao
P,:S,— S, e @Q,:5,— S}

tais que satisfazem as sequintes condi¢oes

i) Qn=_(1-F,)

i) Py =Py eQ=Qn
i) |[Fall <1 e [|Qu] <1
w) ImP, =X, elm@, =Y,

Observacgao 6.3.3. Precisamos que consideramos a projecao sobre S} para cada

i=A,B,T, esta ¢ denota por P'. Assim S! pode-se decompor na forma

Observacao 6.3.4. Tendo em conta estas projecoes, parai = A, B, T, construamos
0S espacos:

Xi =X x Xy X -+ X Xy_y

Yi= Yo X Yy; X -+ X Yn_y;
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de onde temos que,

xTr e Xz = T = (IL’OZ',ZL‘M, .. ,I’N_h‘) - XOi X Xli X oo X X(N—l)i

yeY; =y = (YoiTri,---,Yn—1i) € Yoi X Y3 X -+ X Y(v-1)i
Entao (z,y) € X; x Y; é equivalente a ter uma seqiiéncia finita
(Cois Cuis - - - =) € S x Spy x -+ x S = (SN

tal que
Definigao 6.3.5. Para i = A,B,T; seja T' = (€oir C1ir--+» Cv—1)i) € ( DY a

norma ||.|| . : (Si)N — R € definida por

7], =, max [, (6.24)

0<n<N—1

onde |Jull = maxy {[| Fyul , [|Q5ull}

Finalmente, é necessario assumir as seguintes hipdteses a posteriori so-
bre os operadores 7, P, e @0,,. Estas hipotese essencialmente controlam o espectro
estavel e nao estavel e a oscilagao ou “overlap”de projecoes em passos de tempo
diferentes e sao mais fracas que as condigoes normais de uniforme hiperbolicidade.
Nao obstante nao controle o fenomeno fisico de problemas de dinamica de fluidos
o que é de condicional estavel ou de singularidades em qual ha mudanca de estével
para nao estavel. Isto é dizer, autovalores atravessando o eixo imagindrio no em
dependéncia em tempo continuo ou préximo deste na discretizacao. Aqui entramos
nesta situagao com a latitude a nostra disposicao dada pelo fato que o campo de

velocidades entra como un controle externo.

Hipdteses 6.3.6. (a posteriori) Para cadan =0,1,..., N —1 sejam P,, @, as pro-
jecoes definidas em 6.3.2; consideremos que {7, },; ¢ uma seqiiéncia de operadores

lineares sobre S},

Tu(Cnir) = (I =7 (AP + Fi(yi™) 7 (Cop),

e assumamos que existe uma seqiiéncia de nimeros positivos (py, )n—o1.... n—1 tal que:
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| Pros1 Tn@nll < prsa

HQn—‘rljnPnH < Pn+1

i) Qni1Jn@n : Y; — Y, sdo isomorfismos para paran = 0,1,..., N — 2 e existe
uma constante C tal que

7j—1

H(Ql+1u7l@l)_l

=1

iii) Existe uma constante A > 0 tal que para i € [

7 i—1
Yo Pwman| <A (6.25)
J=01ll=y
N-1|l7—-1
[T(@Qua) | <A (6.26)
j=0 || i=i
iv) Existe 0 < pu < 1 tal que
i—1
me I[ Paap| <p, i=12... . N-1 (6.27)
7=0 l=j+1
me ]_[ (Qu12Q) Y| <p, i=0,1,2,...,N -2 (6.28)

Teorema 6.3.7. Sejam C = (CA7CB7CT): PnCn = (PV?CA7PTLBCBJPECT>7 € J =
{0,1,2,...,N —1}. Para cadan € J ei = A,B,T sejam P', Q' as projecies
definidas na observagio 6.3.53. Considere a seqiiéncia {0n},.; € Sy € as seqiiéncias

de operadores Jn, F ,, : S, — Sy, onde
Jo= (I —7 (A + Fi(ypt))

tn41
Crs1) / / (1- F" AR 57}:;1(5) - 9Cn+1) Ciﬂd@ds

5n+1<<n+17 h’? T) = jn (Fn(<n+1> + @”+1(h’ 7—))
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Se & =(€a,¢B,&r) €Im Py e e = (na,np,nr) € ImQn_1 satisfazem
1€l <e e nll<e

Entdo o problema discreto de valor no contorno

Cn+1 = jncn + (Sn—l—l(CnJrl? h> T) 0 S n S N -2
POCO = €7 € QNfICNfl =

(6.29)

tem uma unica solugao (¢,,), - ; tal que

neJ

el < e 2+
a _—
e Ionll = € 1—p ’

onde p e N sdo constantes.

Demonstracao. Seja ¢ = ({4,Cp,Cr) € Sy e para cada n € J considere

PoC, = (Pi¢a, PrCp Py )
QnCn = (QﬁCnAu QanBu QZCnT)

onde parai = A, B, T os operadores P’ e Q' sao as projegoes definidas na observagao

6.3.3.

Para cada n € J, {,, € Sj, pode ser expresso ¢ na forma

Cn = PnCm"’QnCm =p,t+4q,,

onde p, = P.¢,, e q,, = Q.¢,,- Tomando as projecoes P, e (), na equagao (6.29)

temos que

Pn+1Cn+1 = Pn-i—lann + Pn+16n+1(Cn+lv T, h) (630)
Qn+1¢n+1 = Qn+1T0C,, + Qnt10n41 (Cn.H, T, h) (6.31)

Fazendo

7n+1 = Pn(sn(Cn? h? T)
/Bn = Qn(sn(Cnv hv T)
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de (6.30)-(6.31) temos

pn+1 = Pn+1jnPnpn + Pn-i—lannqn + ’YTL-i-l (632)
Gri1 = Qni1In PPy, + Qni1J0Qnq, + B (6.33)

Portanto usando a notagao

Pl(TL) - Pn—i—ljnpn Ql(n) - Qn—i—ljnpn
7)2(”) = PnJrlann QZ(”) = QnJrlanny

tem-se finalmente que o problema (6.29) é equivalente a resolver

Pni1 = 7)1 (n>pn + P2 (n)qn + Yn+1 (634)

qdni1 — Ql(n)pn + QZ(n)qn + ﬁnJrl' (6-35)

com as condicoes de fronteira
POCO = Ea
@N-1Cn_1 =N

paran=20,1,--- , N —1

Da equagao (6.35) e usando 6.3.6-(ii) resolvemos (6.46) para g, obtendo

a4, = (Q2(n) " s — (Q(n)) " Qu(n)p, — (Q(n)) ™' By (6.36)

Assim, das equagoes (6.34) e (6.36) obtemos que o sistema de equagdes que tem-se

que resolver é;

—Pi(n)p, P, —Pa(n)g, = Ynt1
(Q(n) ' Q()p, +q,— () g1 =—(Q(n) ' B,y

comn=0,1,2,--- ,N—1,pg =& e qy_; =mn, que corresponde a 3 sistemas de 2N

(6.37)

equacgoes com 2N incognitas.

Considerando os espacos X; e Y; para ¢ = A, B, T, descritos na obser-

vacao e 6.3.4, definimos os operadores lineares

N,GIXiXYi%XiXYi
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onde

L 0 0 E
N = , G= (6.38)
0 M F 0

com L, M, E e F matrizes N x N tais que para 0 <i,7 < N —1 L;;, M;;, E;; e
fﬁﬁ

0 i£j+1
M _(QQ(Z)) > Z:]_l
ij
0 i#j+1
Eyj =

0 i#Fj+1

(Q2(i)) 71 Qa(i), i=j, i#N-1

Fij =
0 1#j, 1# N —1.
Fazemos,
A=I+N+G
ﬁi = ?pi ) éz = ?W
Upi (pﬂz
onde
DPoi qoi
ﬁpi - pll ﬁqz - qll
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r ‘ T | —(Q2(0)) 18y ]
' —(Q2(1)) 1o
é'yz = 712 5 éﬁl - : 5
—(Qa2(N = 2)) " Bv-1yi
YN-1i
B B i

entdao o sistema de equagoes (6.37), com as respectivas condigoes de fronteira, é

equivalente a resolver o sistema de equacoes lineares,
parai= A, B,T.

~ ~ ~—1
A seguir denotando por A, qualquer das matrizes A;, e A  denota sua

é limitada. A prova deste resultado é devida a Ostermann e

. . ~—1
inversa, entao HA

Palencia [52] mas para ser completos, descrevemos aqui a demonstragao.

Lema 6.3.8. Assumindo as hipdtese do Teorema 6.3.7, a matriz A do sistema

(6.39) € inversivel e existem constantes A >0 e 0 < u <1 tal que

< L. (6.40)

EE
I—p

Demonstracao. Seja A=T+N+ G, com N e G dadas em ??7. Dado que N ¢é
uma matriz nilpotente, entao I + IN é uma inversivel, e, portanto, a matriz matriz

A pode ser expressa na forma,
A=(T+N)I+(I+N)'G)
de onde
A'=(I+(I+N)'G) ' (I+N)" (6.41)
Utilizando a série de Neumann, tem-se que

I+IT+N)'@)" = i(—l)’“((IJrN)lG)’“, (6.42)
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a qual ¢ absoluta e uniformemente covergente se ||(I + N)'G|| < 1. Além disso

1
(I+N)'G|

H(I+ (I+N)—1G)*1H <1 (6.43)

Assim, para provar que A é inversivel é suficiente demonstrar que existe uma cons-

tante A > 0 tal que,
|(T+N) <A e |U+N)'G| <1 (6.44)

Em primeiro lugar, demonstraremos que ||(I + N)™!|| ¢ limitada.
Em efeito, da que em geral, as entradas de cada bloco nao nulo da matriz (I +N)™!

sao dadas por:

[[—, Pi(k), parai>j

(I+1L); =
0, para i < j
e
(I+ M)t = i;; Qy (k)7 para j > i
ij =
0, para j < i
Entao,
(I+N)'= (I+L)™" 0
0 (I+ M)

Somando as normas dos elementos das filas da matriz (I + N)~!, pela hipStese

6.3.6-iii, existe uma constante A > 0, tal que

i ||ie1
ZHPl(k) <A para0<i<N-1 e
J=0 llk=j

N—1|[j—-1

HQg(k)’l <A para0<i<N-1.
7=t || k=i

Entao

i—1

[17:k)

k=j

J

[T

i

H(I+N)_1H = miax{z

J=0

>

-1
j=i

} |
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Portanto, da hipétese 6.3.6-iii), existe uma constante C' tal que

|(I+N)H| <A (6.45)
Por outro lado,
[ (1+L) 0 (0 E
(I+N)''G = ( )
0 (I+M)"* | |F 0
[ 0 (I+L)'E|
(I+ M)'F 0 ’

cujas entradas de cada bloco nao nulo sao da forma,

(ML PR) Pli)  parai>

0 set1 < J

(I+L)E), =

v

(I +M)'F), = _< izigz(k)_l) Q:(j) parai<j<N-—1
0 se N—1<j<i

Dado que para todo 0 < 7 < N — 1, pela hipotese 6.3.6-i,

(o)l <[ (11, eo)

i—1

II 7.

k=j-+1

IP2(5)l

< Pjt1

J

]_[Qg(k)‘lH 121(5)]]

k=i

<

entao pela hipdtese 6.3.6-iv), existe uma constante 0 < u, < 1 tal que,

| (I 7)o

(];[QQ )Ql 7)

<]_[ Qz(k)_1> 1 (5)

k=i

J

[T

k=i

< Pj+1

Y

1—1
<pu paral<i<N-—-1le

<pu para0<i<N—-2.

MM

Jj=ti
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De onde obtém-se,

|(I+N)"'G| = m?x{ ( H Pi(k ) ,Z (H Q2(k‘)_1> Q1(j) }
— k= ]+1 J+i k=i
< max {Z Pj+1 H Pi(k 72 Pj+1 H (k) }
k=j+1 j=i k=i
Desta forma,
[(IT+N)"'G|| <p<1. (6.46)

Finalmente, dado que de (6.41) A = (I+(I+N)"'Q@) "' (I+ N)!, usando
(6.42), (6.43), (6.45) e (6.46) obtemos que

-

— |+ e @y

<|@+u+ne)| @+ N

<A i(—l)’“ (1+N)'G)"
< Aiu’“-

Conseqiientemente, como 0 < p < 1, entao A & inversivel e
A
<

|47 <=
L—p

. (6.47)

Voltamos & demonstragao do Teorema, e segundo um modelo de demonstracao dado
em Stuart e Humphries [68] ( corrigindo um erro presente la e adaptado a nossa
situacio), por simplicidade denote por U = ()Y~ a solucio do sistema de equagdes

para qualquer i = A, B, T, e considermos
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§
Fazendo U° = A_l O| eV =U-U" entao
n
0 §
U=A"|w|+4A " |0
o n

com U° = (u,) M4} e V = (v,))H).

Dado que HAAH <A/T—pelé] <e|nl <etemos que

A
0
<
oo < 12
Por outro lado temos que
0 0
~ -1 A
V] < HA H T(V+U° g—l_u w(V+U°
0 0

e existe uma constante k; tal que

1 @air + ug D[] < Fam [Jomin + uh ]

< 2y ([ o * + [[tmsa 1)
A2
)

< 2k17e?(1
- 1T€<+(1—M)2

Entao usando (6.23) e o fato que a norma

0
(V +U%

(0]
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¢ da ordem O(HF(vn+1 +ud )

,|Ona1|l) tem-se que para 7 e h suficientemente

pequenos ||V <e.

Finalmente temos que se U = (¢,)2) e U' = (¢)N-}, entdo

A
I (G = (¢ =t DI < ST sup [P = G| [Gusn = G

1—p ICn+1ll<e
A
+ (1— +1)er sup F"(w) —rui1) HCn+1 — C}ILHH
— M ICnt1ll<e

< koT HCn+1 — Q’LHH ko=constante

0

Pelo tanto para 7 suficientemente pequeno, A U (V + U%| € uma contracao e
)

N+1

conseqlientemente usando o Teorema 2.6.5 existe uma unica solu¢ao V = (v,),_,

tal que
0 < ] & ‘
C” u” un HCHH _ ( 1 ILL>

o que também implica que a solu¢do do problema (6.29) é tunica.
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