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RESUMO

A defini¢ao das estruturas hierdrquicas envolve uma estrutura que pode ser observada em
escalas de diversos comprimentos, sendo que um elemento estrutural de certa escala ¢
formado por subestruturas periddicas de uma escala menor. Utilizando o método bidirecional
de otimizacdo topologica evoluciondria BESO (Bi-directional Evolutionary Structural
Optimization) em estruturas continuas compostas por materiais unicos € por varios materiais,
modeladas através do método dos elementos finitos, este trabalho implementa os
procedimentos computacionais necessarios com o objetivo de otimizar o comportamento
dinamico do sistema estrutural, através da maximizacgao da frequéncia fundamental bem como
da separagdo de um ou dois pares de frequéncias adjacentes de forma simultinea ou nao,
sujeita a restri¢des de volume estrutural nas diversas fases. Cada nivel hierarquico ¢ assumido
como um meio continuo composto por um ou mais materiais homogéneos, cada um destes
com uma microestrutura associada. No projeto simultdneo com maultiplas fases, as
informag¢des foram transferidas entre a micro e a macroescala através do método da
homogeneizagdo, enquanto que as técnicas de otimizagdo topoldgica visaram encontrar a
melhor distribuicdo de fases em ambas as escalas para a maximizacdo das propriedades
desejadas. Dessa forma se alcangaram uma série de topologias associadas as diversas funcdes
objetivo utilizadas, decorrentes da maximizagao da frequéncia fundamental, do intervalo entre
um par de frequéncias naturais consecutivas, da separacao das frequéncias naturais a partir de
uma frequéncia prescrita e da separacdo de dois pares de frequéncias consecutivas
concomitantemente. Experimentos numéricos também foram realizados buscando o melhor
leiaute na macroescala, na microescala, ou em ambas de forma acoplada, apresentando-se as
discussdes correspondentes. Conjunto de solugdes o6timas foram gerados, baseado no método
dos pesos, os quais possibilitaram por exemplo a identificagdo da perda de integridade
estrutural em alguns casos otimizados. Foram obtidas estruturas com valores de separagdo
entre duas frequéncias consecutivas muito maiores do que nas topologias ndo otimizadas. Por
exemplo quando da otimizagdo utilizando microestrutura Unica com dois materiais, a
maximiza¢do do intervalo entre a terceira e a segunda frequéncias naturais supera em

aproximadamente 520% a diferenca entre as mesmas frequéncias na topologia ndo otimizada.

Palavras-Chave: BESO, Estruturas Hierarquicas, Homogeneizacdo, Separacdo de

Frequéncias.
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ABSTRACT

Hierarchical structures are structures that can be observed at different length scales, where
typically a structural element at a certain scale is composed by periodic substructures at a
smaller scale. Applying the Bi-directional Evolutionary Structural Optimization (BESO)
method to continuous structures made of a single or multiple materials modelled via the finite
element method, this work implements the computational procedures needed in order to
optimize the dynamic behavior of the structural system. The optimization is achieved either
via maximization of the fundamental frequency, or via separation of adjacent natural
frequencies, as well as via separation of one or two pairs of adjacent frequencies,
simultaneously or not, all former cases subjected to volume restrictions in the different
material phases. Each hierarchical level is treated as a continuous medium occupied by one or
more homogeneous material, each material having an associated microstructure. In the
simultaneous project with multiple phases, the information is transferred from the
microstructure to the macrostructure through the homogenization method, while topology
optimization techniques are employed to reach the best material distribution such that the
chose objective function is maximized. In this way, a series of topologies associated to each
optimization type were found, from the maximization of either the fundamental frequency,
the gap between a pair of adjacent natural frequencies, the distance of all natural frequencies
from a prescribed frequency, or the gap of two pairs of adjacent natural frequencies
concurrently. Numerical experiments were conducted in order to find the best layout for the
macrostructure, microstructure, or both simultaneously via a coupled formulation. Following
the results a discussion is presented. Sets of optimal solutions based on the weighed method
were generated, making possible to identify the loss of structural integrity in some optimized
cases. It was possible to obtain structures with separation values between two consecutive
frequencies much higher than the initial values in unoptimized topologies. For example, the
optimization of a single microstructure containing two materials reached a gap maximization
between the third and second natural frequencies approximately 520% bigger than the

difference between these same frequencies in the unoptimized topology.

Keywords: BESO, Hierarchical Structures, Homogenization, Frequency Separation.
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1 INTRODUCAO

Este capitulo adentra o assunto otimizagdo estrutural topoldgica, destacando a
etimologia e alguns pesquisadores que atuam no tema. Também relaciona os principais
métodos aplicados na atualidade, além de definir o problema e apresentar as justificativas para
a escolha do tema. Por fim, delimita o alcance do trabalho, elencando objetivos geral e

especificos.

1.1 Generalidades

Etimologicamente, a palavra otimiza¢do advém do nome atribuido a deusa da antiga
religido romana Ops ou Opis, de origem Sabine, uma divindade da fertilidade e deusa da terra
[Kim et al., 2002], tendo sido usada pela primeira vez, na area das ciéncias exatas, por
Leibiniz no século XVII, a fim de referenciar a melhor de todas as possibilidades. Por sua vez
a palavra topologico provém do termo grego fopos, o qual se refere a local, lugar, espaco ou
dominio [Eschenauer e Olhoff, 2001].

Dessa forma pode ser entendido por otimizagao topoldgica como a melhor de todas as
possibilidades num dado dominio.

Um dos primeiros discursos cientificos sobre otimizacdo ¢ atribuido a Galileu Galilei
no seu livro Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, acerca da forma oOtima de uma viga
engastada-livre sujeita a uma solicitacdo estatica na extremidade livre, conforme mostra a
Figura 1.1. Sobre isso Venkayya,1993, afirma que a nog¢do de uma solugdo 6tima para um
problema de engenharia ¢ intrigante e tem sido investigada por longo tempo. A resisténcia de
uma viga engastada sujeita a flexdo e cisalhamento, tal como formulada por Galileu foi
também uma otimizacao de forma na busca de redugao do volume sob uma restri¢ao de tensao
uniforme. O problema de Galileu foi, provavelmente, um dos problemas mais antigos de

otimizagao.



Figura 1.1 Problema de Galileu: (a) Viga engastada-livre sujeita a uma solicitagao, (b) Viga
otimizada [Petroski, 1994].

Outros nomes também contribuiram nessa busca constante pelo 6timo, como Leonhard
Paul Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), Thomas Clausen (1801-1885),
Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886), entre outros, que iniciaram
investigacao acerca da otimizacao de estruturas sujeitas a carregamentos arbitrarios. Naquela
época a otimizagdo estrutural jd consistia em um tOpico intelectualmente atrativo e
tecnicamente significativo [Eschenauer e Olhoff, 2001]. Num formato mais proximo do que
se conhece atualmente, os principais estudos sdo atribuidos a James Clerk Maxwell (1831-
1879), na aplicacao dos conceitos de otimizacdo em projetos estruturais civis, € Anthony
George Maldon Michell (1870-1959), que observando as ideias de Maxwell, propds a
otimizacdo de uma estrutura bi apoiada sujeita a um carregamento central. A Figura 1.2
exemplifica um estudo do projeto topoldgico para minimizagdo da flexibilidade, na busca da
menor quantidade de em uma estrutura. De forma analitica conforme Figura 1.2b, e de forma

numérica conforme Figura 1.2c.

b) c)

Figura 1.2 Minimizacao da flexibilidade: (a) Dominio de projeto e condi¢cao de contorno (b)
Otimizacao obtida por Michell, 1904 (c) Otimizagao obtida por Sigmund, 2000.

Porto, 2006, considerando as defini¢gdes de Hassani e Hinton, 1999 e Zhou e Rozvany,

1991, caracteriza os tipos de otimizagao e fases de projeto do seguinte modo:



e Otimizagdo topoldgica; também denominada de otimizacdo de forma generalizada.
Ferramenta que visa a determinacdo otima do numero e localizagdo de furos
(vazios) em meios continuos bi e tridimensionais. Tais regides de vazios sdo entdo
desconsideradas do projeto, estabelecendo-se uma nova distribui¢do de material ao
longo do dominio da estrutura. Bastante 1til na fase de concep¢do do produto e
altamente dependente do engenheiro.

e Otimizagdo de forma; técnica que busca a definicdo 6tima dos contornos externos
e internos da estrutura. Uma vez determinada a topologia 6tima, a forma da
estrutura pode ser entdo otimizada. A otimiza¢do de forma pode ser aplicada
durante a fase de projeto preliminar.

e Otimizagdo paramétrica ou dimensional; obtidas topologia ¢ forma otima, o
objetivo seguinte ¢ determinar valores 0timos para os parametros geométricos da
estrutura a ser projetada. Tais parametros podem ser: espessura, comprimento, area
da sec¢do transversal, dentre outros. Ferramenta de grande valia na fase de projeto
detalhado.

e Otimizagdo de leiaute; abordagem de problemas envolvendo estruturas reticuladas,
como trelicas e poérticos, com o objetivo de determinar a topologia, forma e
dimensoes otimas de seus membros estruturais, assim como a localizacdo 6tima
das juntas (unides) que conectam tais membros. Técnica que envolve

simultaneamente as otimizagdes topoldgica de forma e paramétrica.

A Figura 1.3 ilustra cada uma das fases de projeto, além dos tipos de otimizagao

mencionados.



Projeto Detalhado Projeto Conceitual  Projeto Preliminar
Otimizacao Dimensional Otimizacio de Forma
Espessura Inicial Contornos

l

Otimizacdo topologica

-
—

Forma

Figura 1.3 Tipos de otimizagao estrutural e fases de projeto.

Bendsee e Sigmund, 2003, comentam que os métodos de otimizagdo topologica vém
sendo aplicadas em diferentes tipos de sistemas fisicos e mecanicos. Alinhados a esse
pensamento, Deaton e Grandhi, 2014, destacam que a otimizagdo topoldgica passou de
algumas respostas estruturais lineares para aplicagdes em sistemas estruturais, transferéncia de
calor, acustica, fluxo de fluido, aero elasticidade, projeto de materiais, € outras situacdes
multifisicas.

Para exemplificar essa abrangéncia, podem ser citados os seguintes trabalhos:
Ghabraie et al., 2010, otimizagdo topologica simultanea da abertura, e da distribui¢do dos
refor¢os na escavacao de um tinel subterraneo; De Leon et al., 2012, otimizagdo topoldgica
em um sistema, a fim de aumentar a velocidade de flutter em uma placa de compdsito
laminado, através da maximizacdo da frequéncia natural; Molter et al., 2013, um sistema
simultaneo para controle de vibragdo, utilizando atuadores piezelétricos, e otimizagdo
topologica em estruturas, empregando o método SIMP (solid isotropic material with
penalization); Romero e Silva, 2014, no projeto de um rotor para turbomaquinas centrifugas
com o uso de otimizagao topoldgica, entre outros.

Sigmund et al., 2003, definem o problema geral de otimizagdo topologica como
encontrar a melhor distribui¢do do material num dado dominio de projeto, tal que as fungdes
objetivo sdo otimizadas e as restri¢des sdo satisfeitas, i.e., ¢ o processo para determinar a
conectividade, a forma, e a localizagdo dos vazios dentro de um dado dominio de projeto

[Deaton e Grandhi, 2014].



E possivel afirmar que as aplicagdes de otimizagdo sdo inimeras, podendo ser
empregada na busca da melhor solucdo para os mais distintos problemas, tendo como Unico
fator limitante, a existéncia de parametros quantificaveis. Contudo, o crescimento dos estudos
sobre otimizagao s6 foi possivel gracas ao aprimoramento dos métodos numéricos e a
evolucdo dos recursos computacionais. Pesquisadores da area como Sigmund, 2001; Challis,
2010; Huang e Xie, 2010; Andreassen et al., 2011; Andeassen e Andreasen, 2014; Xia e
Breitkopf, 2015; Da et al., 2017a; entre outros, disponibilizaram seus cddigos, objetivando o
desenvolvimento e o aprimoramento de seus estudos.

Cazacu e Grama, 2014, afirmam que a otimizagdo topoldgica ¢ provavelmente o tipo
mais importante de otimizagdo estrutural. Seu uso € crucial para dar aos projetistas um leiaute
inicial da estrutura, otimizada em relagdo as especificacdes funcionais e tecnologicas. O
método mais disseminado, tanto em termos de pesquisa como de implementacdo em
softwares comerciais, ¢ o método SIMP (solid isotropic material with penalization). Outro
muito utilizado pelos pesquisadores ¢ o BESO (bidirectional evolutionary structural
optimization), sendo empregado em muitos trabalhos, mas sem implementagdes comerciais
disponiveis. Contudo, o BESO tem um grande potencial, especialmente considerando os
aprimoramentos mais recentes, € principalmente quando combinados com outras técnicas,
como algoritmos genéticos, visto nos trabalhos de Liu et al., 2008 e Zuo et al., 2009.

O método ESO (evolutionary structural optimization) fora apresentado por Xie e
Steven, 1993, onde num dado dominio de projeto, discretizado por elementos finitos, realiza-
se a remogao gradual dos elementos que menos contribuem com a rigidez estrutural para um
dado carregamento, até a obtencdo do 6timo desejado para a topologia. Chu et al.,, 1996,
objetivando maximizar a rigidez estrutural, reescrevem o método utilizando o critério da
energia de deformacdo elementar. Querin et al., 1998, aprimoram o método para o
bidirecional ESO (BESO), onde os materiais sdo adicionados para regioes de elevados
esforcos e retirados em regides de esforgos baixos, tipicamente implementados pela adigdo e
remog¢do de elementos do modelo de elementos finitos, ou seja, elementos que em algum
momento do processo foram retirados da estrutura, puderam retornar em novas iteragoes.

O método ganhou uma grande popularidade dentre os pesquisadores de otimizacao
estrutural, como pode ser visto em Huang e Xie, 2007, 2010a e 2010b. Segundo Picelli, 2011,
o método ¢ bem estabelecido, e tem alcangado versdes mais complexas, como a versao
bidirecional ESO (BESO) de Huang e Xie, 2007; a versao multiobjetivo baseada em
elementos fixos (MESO) de Tanskanen, 2006; a versao ESO genético (GESO) de Liu et al.,

2008; a versdo para andlise de sistemas fluido-estrutura (BEFSO) de Vicente, 2013; o



smoothing ESO (SESO) de Almeida et al., 2014, que aplica uma técnica de suavizagdo na
forma de retirada dos elementos ineficientes da malha; o método ETO (do inglés evolutionary
topology optimization) de Da et al., 2017a, capaz de gerar um contorno claro e suavizado,

contrastando com o ziguezague do método BESO, entre outros.

1.2 Defini¢io do problema e motivagio

Os corpos, muitas vezes tratados como estruturas discretas, na verdade sdo estruturas
continuas, possuindo infinitos modos de vibracdo. Se num dado componente estrutural,
frequéncias de excitacdo coincidirem com as frequéncias naturais, havera respostas
ressonantes, desencadeando o colapso estrutural.

Grande parte dos equipamentos ndo trabalham numa frequéncia tnica, e sim dentro de
um faixa de frequéncias, como os motores a combustdo, as bombas, as turbinas, os
ventiladores, dentre outros. Em um projeto mecanico adequado, ¢ essencial que as frequéncias
das estruturas estejam mais distantes possiveis da frequéncia de excitagdo do sistema. Isso
vale ndo somente para a frequéncia fundamental, mas também para todas as outras, cabendo
uma discussdo sobre a otimizagao de faixas de frequéncias.

A otimizagdo da frequéncia ¢ importante na engenharia, visto que ¢ desejavel
modificar as frequéncias naturais para evitar respostas ressonantes ocasionadas por excitagdes
externas. Como a frequéncia natural ¢ associada ao desempenho da macroestrutura, a
otimizagdo para as frequéncias na microescala ¢ raramente estudada [Zuo et al., 2013].

Os estudos como os de Zuo et al., 2013, Xu e Xie, 2015, Liu et al., 2016, demonstram
a eficiéncia do emprego de métodos de otimizagdo topoldgica nas andlises dinamicas: de
estruturas fabricadas de materiais celulares, i.e., quando ha apenas um tipo de material e
vazios, € em estruturas compositas, ou seja, quando hd a combinacdo de dois ou mais
materiais

Em muitas aplicacdes, esses materiais, sao formados por um padriao repetitivo
periddico. O comportamento desses materiais heterogéneos periodicos ¢ determinado pelas
propriedades dos materiais constituintes e pelas topologias no nivel microscopico [Calixto,
2015], isso porque a otimizacao de topologia ndao tem sido aplicada somente para o projeto de

estruturas na macroescala, mas também para projetar os materiais (microescala).



Por meio do método da homogeneizagao, ¢ possivel se avaliar as propriedades efetivas
do material da microestrutura considerada, ou do modelo de célula unitdria representativa
RUC (do inglés Representative Unit Cell) [Da et al. 2017b].

A analise de sensibilidade em ambas as escalas deve ser acoplada, cada uma com
informagdo da outra, onde o projeto topologico da macroestrutura ¢ realizado de forma
combinada com o da microestrutura do material.

A pesquisa na otimizagao de projeto multiescala, i.e., considerando simultaneamente
as escalas macro e micro ¢ relativamente recente [Zuo et al., 2013]. Rodrigues et al., 2002, e
Zhang e Sun, 2006, observam que alguns trabalhos apresentam dificuldades na manufatura,
onde a microestrutura do material celular ¢ projetada para cada ponto na macroestrutura.
Outro tipo de abordagem de projeto simultdneo, para ambas as escalas, ¢ considerar apenas

um material na macroestrutura e a uniformidade da microestrutura ¢ assumida para o material

periodico. A Figura 1.4, apresenta um tipico problema de otimiza¢do multiescala.

(c) Célula base
Ys

(b) Microestrutura
(a) Macroestrutura periddica

Figura 1.4: Sistema multiescala: (a) Macroestrutura (b) Microestrutura periodica (c) Célula-

base.

Um bom termOmetro acerca das demandas em pesquisas sdo os congressos, sendo o
World Congress of Structural and Multidisciplinary Optimisation - WCSMO um dos
principais da area. Na edicdo de numero 10 (ocorrida em Orlando/ Florida, USA), Paulino,
2013, elenca dez categorias de assuntos discutidos pelos pesquisadores no evento, ocupando o
primeiro e o segundo lugares, multifisicos e novos métodos de otimizacao, respectivamente, e
educacional e artes como os menos pesquisados. Materiais e microestruturas aparecem na

sétima posi¢do, conforme pode ser apreciado na Figura 1.5.
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Figura 1.5: Categorias das pesquisas em otimizacdo topologica no WCSMOI10, Paulino, 2013.

Motivado pelos fatos previamente expostos, esta pesquisa foca o desenvolvimento de
uma abordagem de projeto para a macro € microestrutura simultaneamente, com o uso do
método BESO (Bi-directional Evolutionary Structural Optimization). Busca-se separar as
frequéncias circunvizinhas de um dado valor de referéncia conhecido, sujeito a um volume
prescrito inferior ao inicial. Como resultado, as topologias da macroestrutura ¢ da
microestrutura do material periddico sao obtidas recebendo dois modelos de elementos
finitos, ou seja, um modelo macro para a macroestrutura ¢ um modelo micro para a
microestrutura do material. Nesse caso o modelo micro descreve o padrdo de geometria da
célula basica do material periddico.

Uma vez que a otimizagdo estrutural ¢ uma ferramenta de projeto que permite nao
apenas diminuir custos de fabrica¢do, mas também diminuir custos de operagdo, ao melhorar
a performance dos componentes e sistemas criados [Coutinho, 2006], considera-se que essas
investigacdes numéricas possam contribuir significativamente nas mais diversas aplicacoes,

em areas como a automobilistica, naval, aeroespacial, entre outras.

1.3 Objetivos do trabalho

O objetivo geral do trabalho ¢ desenvolver uma abordagem para maximizar o intervalo
entre duas frequéncias naturais consecutivas de um sistema estrutural, modelado pelo método
dos elementos finitos, num projeto simultaneo hierarquico de otimizagdo topoldgica com o

método BESO, desdobrando nos seguintes objetivos especificos:



Implementar computacionalmente o método evoluciondrio em uma escala, para
sistemas estruturais, testando a sua aplicagdo para maximizacdo da frequéncia fundamental.

Implementar computacionalmente o método evolucionario em duas escalas (macro e
micro), para sistemas estruturais hierdrquicos, realizando experimentos numéricos, de
maximizagdo da frequéncia fundamental.

Implementar computacionalmente o método evolucionario para separagdao de
frequéncia em uma escala, testando a separagao da frequéncia em sistemas estruturais.

Implementar computacionalmente o método evolucionario para separacao de
frequéncias naturais adjacentes, considerando as escalas micro e macro, testando a separagao

das frequéncias em um sistema estrutural hierarquico.

1.4 Organizacao do trabalho

O presente trabalho esta organizado de acordo com os capitulos descritos a seguir.

O Capitulo 1 inicia o assunto otimizagdo estrutural topoldgica, com a origem
etimoldgica e alguns pesquisadores que atuam no tema, além de relacionar os principais
métodos da atualidade. Também defini o problema tratado neste trabalho, e apresentando as
justificativas para a escolha do tema, bem como o alcance e os objetivos geral e especificos.

O Capitulo 2 traz uma revisdo bibliografica atualizada sobre otimizagdo topologica
aplicada a problemas dindmicos, com o emprego do método ESO. Sdo destacados os
principais trabalhos e pesquisadores, cujas contribuigdes propiciam o alavancar da area.

O Capitulo 3 trata da teoria do método da homogeneizagado, para o calculo de efetivos
parametros constitutivos, de materiais complexos com microestruturas periddicas, sendo
fundamental para a realiza¢do da otimizagdo topoldgica multiescala, uma vez que em sistemas
acoplados, € necessario transferir informagdes da micro para a macroestrutura.

O Capitulo 4 aborda a fundamentacdo teérica do método BESO, mostrando as
formulacdes e os desenvolvimentos das equagdes, para problemas de frequéncia natural, com
a finalidade de empregar o procedimento em otimizacdo estrutural topoldgica de estruturas
composta por material Unico e multiplos materiais de forma acoplada. Também sao
apresentados o descritivo do processo de otimizagdo e o fluxograma a implementacao do
método desenvolvido neste trabalho.

O Capitulo 5 versa sobre ensaios numéricos, a fim de avaliar a robustez da

implementagdo e verificar eventuais instabilidades no algoritmo. Busca-se a valida¢do do
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codigo implementado, testando modelos em estruturas biapoiadas e biengastadas, tendo seus
resultados comparados com referéncias ja consolidadas.

O Capitulo 6 compreende o desenvolvimento da formulagdo para separagao de
frequéncias objetivando maximizar o intervalo entre frequéncias adjacentes, em estruturas
compostas por material unico e por bimateriais.

O Capitulo 7 exibe a aplicagdo da separagdo de frequéncias em sistemas estruturais
com material Gnico e com bimateriais, nas condi¢des biapoiado e biengastado, realizados para
baixas frequéncias (w2 - w1) € (w3-w2).

O Capitulo 8 mostra aplicagdes multiobjetivos em separacdo de frequéncias, com o
uso da soma ponderada, sendo uma aproximagdo para solucdo da otimiza¢do multiobjetivo
que emprega uma combinacao linear de diferentes objetivos conflitantes, auxiliados por pesos
que medem a importancia de um objetivo em relagdo a outro. Sdo perseguidos
simultaneamente a maximiza¢ao do intervalo em baixas e altas frequéncias: (ws - w4) e (w9 -
g), (@3 - m2) € (w9 - w3), (w3 - W2) € (ws - w7), para estruturas compostas por material tnico,
e (w3-w2) e (w11-m10) para estruturas compostas por bimaterial.

O Capitulo 9 apresenta as conclusdes da investigacdo cientifica realizada neste
trabalho, além de sugestdes para continuidade de alguns aspectos observados, mas nao

investigados, podendo gerar bons frutos em trabalhos vindouros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Apresenta-se neste capitulo uma revisdo bibliografica recente sobre o tema. A
pesquisa bibliografica destaca diversos aspectos relativos a analise do comportamento dos
métodos evolucionarios de otimizagdo topoldgica, com o objetivo de caracterizar sua

evolugdo para problemas dinamicos, além de auxiliar na defini¢cao das hipoteses do trabalho.

2.1 O estado da arte do método BESO em problemas dinAmicos

A otimizacao da frequéncia ¢ muito importante em varios campos da engenharia, e.g.,
nas industrias aeroespacial e automotiva. Quando comparado com o extensivo numero de
trabalhos publicados de otimizagdo da rigidez, ¢ percebido um niimero bem menor sobre
otimizacdo topologica para frequéncia natural.

Contribuigdes iniciais sobre o tema, foram desenvolvidas por Xie e Steven, 1994, que
ampliam o método ESO para otimizagdo da frequéncia natural de estruturas, em problemas de
maximizagdo e minimiza¢do da frequéncia. Destacando-se que necessitou de investigagdes
mais profundas sobre a eficiéncia do método proposto.

Logo, Xie e Steven, 1996, aplicam o método em problemas de otimizacao que incluem
maximizacdo de uma frequéncia escolhida, e maximizagdo do intervalo entre duas
frequéncias. O algoritmo ¢ testado com elementos de tensdo plana, em modelos de vigas
curtas, placas retangulares e placas quadradas. O método se mostra eficiente, entretanto ainda
necessitando de ajustes para solucionar problemas como o efeito tabuleiro de xadrez,

conforme pode ser visto na Figura 2.1.

()

Tabuleiro de
xadrez

Figura 2.1 Placa retangular de aluminio (a) Condicao inicial, (b) Otimizada através do método
ESO, Xie e Steven, 1996.
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Zhao et al.,1996, empregam o método ESO, no projeto de uma placa fina sujeita a
vibragao em flexdao. Experimentos numéricos sao realizados para maximizar a primeira ou a
segunda frequéncia natural. Desenvolve-se um critério, que estabelece uma tolerancia da
variagdo da frequéncia natural na iteracdo atual e na anterior. Os resultados demonstram que o
método atende a problemas de vibragao.

Zhao et al., 1997, ampliam a utilizagdo do método ESO, empregando-o na otimizagao
da frequéncia natural de estruturas bidimensionais com massa concentrada. Para isso
estabelecem cinco critérios que eliminam instabilidades do algoritmo: de eficiéncia do
material, da defini¢do de estrutura positiva, da mudancga suave, do valor médio, da remog¢ao
minima de elementos. Em ensaios numéricos realizados em estruturas com massas adicionais,
o algoritmo se mostra capaz de alcangar bons resultados, contudo ainda sdo percebidos
problemas de tabuleiro de xadrez.

Com a versdo inicial do bidirecional ESO (BESO), Yang et al., 1999, realizam a
otimizagdo de estruturas considerando: maximizacao de uma tUnica frequéncia, maximizagao
de frequéncias multiplas e o projeto de estruturas a partir de uma frequéncia prescrita. O
método se mostra adequado, porém ainda muito dependente da geometria inicial.

Rong et al., 2000, utilizam o método BESO para otimizar estruturas sujeitas as
vibragdes aleatdrias. Admite-se a teoria da dindmica aleatéria para construir uma expressao de
restri¢des da resposta, considerando requisitos como a redugdo do peso estrutural. Com base
no método de truncamento modal nas derivadas dos autovalores, um conjunto de formulagdes
para numeros de sensibilidades ¢ definido. Testes numéricos sdo realizados, demostrando
pertinéncia da aplica¢do do método em vibracdes aleatdrias.

Proos et al., 2001, ampliam o método ESO de otimizacdao estrutural para analise
multicritério no projeto de estruturas. O objetivo ¢ a maximizagao da frequéncia fundamental,
e a minimizacao da flexibilidade, simultaneamente. Os resultados mostram a capacidade de se
conseguir um range de solugdes para os exemplos estabelecidos. Todavia, sendo incapaz de
produzir um conjunto de Pareto, e sinalizam para a necessidade de novas pesquisas
estabelecendo outros critérios.

Guan et al., 2003, empregam o método ESO para otimizagdo de pontes suspensas, com
restri¢des de tensdo e deslocamento. Um esquema de refinamento de malha é proposto para
melhorar os detalhes da topologia final sem recorrer a andlise completa de uma malha mais
fina. Também ¢ incorporado um sistema de restricdo de frequéncia com uma técnica de

recortes (nibbling), que alcanca um aumento da frequéncia fundamental da estrutura e
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aprimora os detalhes da topologia final, ou seja, permitindo a topologia ser reformulada sob a
restricdo da frequéncia apds a otimizagdo com as restricdes de tensdo e deslocamento. Os
resultados numéricos revelam que o esquema proposto reduz o tempo de solugdo, pois nao
recorre a analise completa de uma malha refinada. A otimizacdo de frequéncia com a técnica
aplicada também aumenta a frequéncia fundamental das pontes suportadas por cabo, e
melhora os detalhes das topologias ja geradas.

Kim e Grandhi, 2006, desenvolvem um critério multiobjetivo, para otimizacao de uma
estrutura tridimensional, de um sistema de protecdo térmico TPS (Thermal Protection
System). O objetivo ¢ maximizar a frequéncia natural, ¢ minimizar as tensdes térmicas,
simultaneamente. O método ESO ¢ utilizado juntamente com o método da soma dos pesos.
Os resultados comprovam a viabilidade do método para a aplicagao.

Zuo et al.,, 2010, aprimoram o método BESO com uma técnica para remocgao
adaptativa de elementos alternados e elementos singulares. O trabalho ¢ realizado na
otimizacdo multiobjetivo da frequéncia-rigidez, demostrando eficicia na eliminacdo do
padrao tabuleiro de xadrez dos casos apresentados.

Huang et al., 2010a, aperfeicoam o método BESO para aplicagdes em frequéncia
natural, desenvolvendo um novo esquema de interpolagdo de material tanto para a densidade
como para o mddulo de Young, corrigindo o problema com os modos de vibragdo artificiais
que surgem nas areas onde os elementos possuem baixas densidades. As variaveis de projeto
sdo restritas para discretizar os valores em 1 e xuin (e.g. 0,001), o qual corresponde a
elementos solidos e quase vazios respectivamente. A analise da sensibilidade ¢ feita de forma
nodal e elementar. O algoritmo desenvolvido ¢ submetido a varios testes, 2D e 3D, com
material Unico e bimaterial, e em diferentes condi¢des de contorno, provando seu potencial
para aplicacdes desse tema.

Zuo et al., 2011, atualizam o método BESO para aplicagdes em problemas de
otimizacdo da frequéncia em estruturas. A formulagdo se da considerando estruturas
periddicas continuas na macroescala. Uma célula unitaria representativa RUC (Representative
Unit Cell) ¢ criada, tendo suas caracteristicas aplicadas em todo dominio estrutural.
Evidencia-se uma diminuicdo no desempenho do método, devido as caracteristicas de
problemas com materiais periddicos, e os modos locais sdo resolvidos eliminando os
elementos alternados e singulares. Os resultados indicam que o projeto 6timo ¢ afetado
diretamente pelas caracteristicas da célula unitaria.

Outra proposta de ampliagdo do método BESO ¢ feita por Zuo, et al., 2012, para

otimizacdo topoldgica com multiplas restrigdes de frequéncia, deslocamento e volume.
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Utilizando a técnica de relaxacdo Lagrangiana e a condi¢do Kuhn-Tucker de otimizagdo, ¢
possivel se calcular e atualizar os multiplicadores de Lagrange adicionais para cada restri¢ao.
A partir disso, sao resolvidos os problemas de maximizacao de rigidez, obtendo resultados
convergentes e atingindo as restrigcdes adicionais, ao custo do aumento da flexibilidade
quando comparados aos mesmos casos sem restricdes extras. Aplicagdes com a técnica de
relaxagdo Lagrangiana e a condi¢do Kuhn-Tucker em outros métodos de otimizacdo podem
ser conferidos nos trabalhos de Pereira et al., 2004; Chiandussi et al., 2009; Manafi e Shojaee,
2018 entre outros.

Mais recentemente, Zuo et al., 2013, discretizando a estrutura com multiplos materiais
tanto na escala macro como na escala micro, verificam uso do método BESO para a
maximizacdo da frequéncia natural de uma estrutura. O projeto da macroestrutura e da
microestrutura sdo acoplados, utilizando o método da homogeneizagdo para determinar a
matriz elastica. Propriedades do projeto micro sdo aplicadas para andlise da macroestrutura,
enquanto os campos de deslocamento da macroestrutura sdo considerados na analise da
sensibilidade na microescala. A distribui¢ao do material € controlada pelo critério 6timo de
maximizacdo da frequéncia. Diversos experimentos numéricos sdao realizados com o
algoritmo, que se mostra eficiente tanto para materiais ortotrépicos quanto para materiais
anisotropicos.

Picelli, et al., 2015, desenvolvem o método BESO para otimizagdo de sistemas vibro
acusticos, objetivando a maximiza¢ao da primeira frequéncia natural do modelo, essa
extensdo do método BESO permite aos elementos solidos serem substituidos por vazios ou
por elementos fluidos, podendo dessa forma considerar a condi¢do de fronteiras méveis. A
interagdo entre o dominio fluido e o dominio estrutural ¢ discretizado pelas equacdes de onda
e pelas equacgdes de elasticidade linear, respectivamente. As condigdes de acoplamento sdo o
equilibrio e a compatibilidade cinematica entre as interfaces. O algoritmo foi testado em
diferentes exemplos e condi¢des de contorno, se mostrando capaz de minimizar a fungdo
objetivo e convergir para uma topologia otimizada, validando dessa forma a aplicacdo do
método BESO para problemas multifisicos.

Calixto e Pavanello, 2015, empregam o método BESO para projetar um novo material
celular, no dominio da microescala. Com o uso da teoria da homogeneizacao, ¢ considerado
que a macroestrutura € composta por uma célula-base periddica. A fungdo objetivo ¢
minimizar a flexibilidade ou maximizar a frequéncia natural, em problemas predefinidos na

macroescala. Exemplos numéricos sao realizados para validar a efetividade do algoritmo.
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Vicente et al., 2015, aprimoram o método BESO para sistemas multifisicos
envolvendo interagdo fluido-estrutura, onde a fun¢do objetivo ¢ a minimizagdo da resposta em
frequéncia (FRF). A analise por elementos finitos € feita utilizando a formulagdo mista us — py,
na qual o dominio estrutural ¢ governado pela equagdo linear da elasticidade e descrito em
termos do deslocamento us;, o dominio fluido ¢ caracterizado pela equagdo de Helmholtz
somente através da varidvel primaria de pressdo py, o que apresenta uma vantagem, apesar de
gerar um sistema acoplado nao simétrico. Devido a natureza discreta de retirada de elementos
do método e a formulacdo implementada, a interface entre os dominios fluido e estrutura
permanecem bem definidos corroborando para delimitagdo clara entre os dominios. Nos
problemas de variagdo da frequéncia de excitacdo em alguns intervalos a andlise da
sensibilidade, calculada para cada frequéncia, ¢ determinada a partir da média aritmética de
dez frequéncias discretas uniformemente distribuidas dentro desse intervalo, representando
todo o intervalo no célculo da fungdo objetivo. Para diferentes condigdes de contorno e
frequéncias de excitacdo o método se mostrou capaz de minimizar a funcdo objetivo e
convergir para a topologia otimizada.

Xu e Xie, 2015, aperfeicoam o método BESO em problemas de vibragdes randémicas,
propondo um projeto concorrente de otimizacgao topologica, onde a microestrutura, tida como
periddica, ¢ distribuida na macroestrutura do material. A andlise da sensibilidade da resposta
dindmica, com relagdo a variavel de projeto, ¢ realizada em duas escalas, i.e., micro e macro.
A funcdo objetivo ¢ minimizar o deslocamento da resposta em um grau de liberdade
predefinido, sujeito a uma restricdo de volume. Exemplos sdo apresentados comprovando a
eficiéncia da aplicacao.

Vicente, et al., 2016, ampliam o método BESO para encontrar a melhor configuracao
para um sistema hierarquico em dois niveis estruturais, macro e micro, tendo como funcao
objetivo a minimizacdo da funcdo resposta em frequéncia (FRF) da macroestrutura. No
acoplamento do sistema, ¢ assumido que a macroestrutura ¢ composta por um material
periddico, cuja matriz de elasticidade, calculada em cada iteragdo na analise de elementos
finitos, ¢ obtida usando a teoria da homogeneizacao considerando o leiaute da microestrutura,
enquanto a analise da sensibilidade na microestrutura, ¢ calculada para cada frequéncia, e leva
em consideracdo os campos de deslocamento da macroestrutura. Diversos experimentos
numéricos sao realizados, validando o algoritmo implementado.

Liu et al., 2016, baseados no método BESO, desenvolvem um algoritmo de otimizagao
topoldgica concorrente, para maximizar a frequéncia natural de estruturas. Assume-se a

macroestrutura como um material formado por microestrutura periddica, representada por
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uma célula unitéaria periddica PUC (Periodic Unit Cells). O projeto implica na obten¢do das
topologias na escala macro e micro simultaneamente, alcangando dentro de um volume
prescrito a maxima frequéncia natural. Para isso as informagdes da PUC sao homogeneizadas,
e integradas na analise da frequéncia da macroestrutura. A andlise da sensibilidade, com
respeito as varidveis de projeto, ¢ conduzida de forma iterativa, atualizado as topologias em
ambas as escalas sincronizadamente. O método ¢ aplicado em problemas 2D e 3D, alcangando
resultados que comprovam sua eficiéncia para os exemplos apresentados.

Xu et al., 2016, utilizam o método BESO para maximizar a energia de deformacgao
dindmica em estruturas, com o uso de cargas estaticas equivalente ESLs (Equivalent Static
Loads). O projeto ¢ desenvolvido na macro e microescala simultaneamente, com a estrutura
sujeita a um volume prescrito. Exemplos sdo realizados atestando a eficiéncia do método para
esse tipo de aplicacao.

Munk et al., 2017, demonstram que os contornos de tensdes nominais podem ser
derivados das aplicacdes de flambagem, com os campos de deslocamento, e vibragdo, através
dos modos de vibragdo. Apontam que existe uma equivaléncia ente as tensdes dindmicas de
von Mises e os valores de sensibilidade de frequéncia para remocao e adi¢ao de elementos na
otimiza¢do com o método BESO, e demonstram que os contornos da tensdo de von Mises de
flambagem e o niimero de sensibilidade sdo analogos.

O método BESO ¢ aplicado por Lopes et al., 2017, em uma viga biapoiada de material
unico objetivando a maximizacdo do intervalo entre frequéncias adjacentes. Para evitar o
problema de instabilidades, uma otimizacdo multiobjetivo baseado no método da soma
ponderada ¢ implementada, onde um conjunto de frequéncias sdo consideradas na fungdo
objetivo. Os resultados sdo comparados com métodos que forcam a periodicidade, percebendo
que, em relacdo a otimizac¢do normal, a adi¢do da condi¢cdo de periodicidade nao reduziu
significativamente o intervalo entre as frequéncias, mas gera uma maior redu¢ao de material,
implicando em maior manufaturabilidade.

Com base no retrospecto exibido, ¢ possivel detectar que ndo existem pesquisas
realizadas com aplicagdo dos métodos evolucionarios de otimizagdo topoldgica para
maximizacdo da separacdo de duas frequéncias adjacentes numa abordagem de projeto
multiescala acoplada, ou seja, ainda ndo ha um estudo que apresente o melhor leiaute da
macro e da microestrutura, alcangados simultaneamente, capaz de aumentar a separagao entre
duas frequéncias consecutivas.

Além desse, outro ponto que necessita de investigagdes, ¢ o de otimizagdo estrutural

topologica multiobjetivo, sendo eles de maximizagcdo da separacdo entre um par de
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frequéncias baixas (e.g. w3 - @2) € maximizagdo da separagdo entre um par de frequéncias
altas (e.g. w9 - wsg), de forma concomitante.

Dentro desse contexto, este trabalho se presta a preencher a lacuna dessa area de
pesquisa, langando luz sobre a separagao de frequéncias monobjetivo e multiobjetivo em
estruturas compostas por material unico e por multimaterial. No Apéndice A ¢ apresentada a
revisdo bibliogréafica de forma grafica, também ¢ destacado o local que se insere este trabalho

no atual contexto cientifico de pesquisa.
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3 HOMOGENEIZACAO

Estruturas hierarquicas envolvem uma estrutura que pode ser observada em escalas de
diversos comprimentos, sendo que um elemento estrutural de uma certa escala ¢ formado por
subestruturas em uma escala menor, podendo ser periddicas.

Utilizando o método da homogeneizagdo por meio de expansdo assintotica ¢ possivel
se chegar nas propriedades equivalentes de materiais com microestrutura periddica, partindo
da teoria da elasticidade linear. O método se baseia na condi¢do de que o tamanho de uma
célula unitaria periddica ¢ muito menor que o tamanho representativo da estrutura global
[Neves et al., 2000].

Segundo Allaire, 2002, o método de homogeneizagao se deu inicialmente por Murat e
Tartar nos anos 70 na Franga. Além destes, varios outros pesquisadores juntaram esforgos
para o desenvolvimento do método, como os também franceses Cherkaev e Lurie, na Russia
Raitum e Kohn e Strang nos Estados Unidos.

No final da década de 80, Bendsee ¢ Kikuchi, 1988, demonstraram a eficiéncia do
método em otimizagdo, transformando o problema de otimiza¢do de forma em um problema
de distribuicdo material, onde as varidveis de projeto determinam o leiaute de uma
microestrutura associada as propriedades do material utilizado. Assim o objetivo estd em
procurar a melhor condicao de distribui¢do da porosidade, para que o desempenho estrutural
seja otimizado.

Hassani e Hinton, 1998a, explicam que a homogeneizagdo assintotica repousa sobre
uma teoria de limites aplicada na substituicdo de equagdes diferenciais cujos coeficientes
levam a variagdes bruscas, sob o pressuposto de periodicidade usando a expansdo assintotica,
por equagdes diferenciais com coeficientes constantes ou quase constantes.

Conforme Hollister e Kikuchi, 1994, o método da homogeneizagdo assintdtica AH
(asymptotic homogenization) se firma sobre trés pilares. O primeiro diz que o deslocamento
deve ser escrito sob a forma de expansao assintética, o segundo que o material ¢ dividido em
duas escalas, micro e macro, e se correlacionam através de uma dimensdo caracteristica de
heterogeneidade, e o terceiro que os deslocamentos nos limites da célula base tenham os
mesmos valores em faces opostas da célula, o que define a periodicidade.

Este capitulo versa sobre a teoria do método da homogeneizagdo, para o calculo de
efetivos pardmetros constitutivos, de materiais complexos com microestruturas periddicas,

baseado nos trabalhos de Bendsege ¢ Kikuchi, 1988; Hollister ¢ Kikuchi, 1992; ¢ Hassani e
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Hinton, 1998a, 1998b e 1999. Outros detalhes sobre o método e suas aplicagdes podem ser
conferidos em Allaire, 2002, Bendsge e Sigmund, 2003, Andreassen e Andreasen, 2014, entre

outros.

3.1 Periodicidade e expansao assintotica

Um meio heterogéneo ¢ dito ter uma periodicidade regular se as fun¢des que denotam

alguma propriedade fisica do meio (geométrica ou outra) satisfizerem a Equacao (3.1).

F(x+NY )= F(x) (3.1
n 0 0

sendo x = [x1, x2, x3]1, o vetor posicio e, N=| 0 n, 0 |, uma matriz diagonal 3 x 3, com
0 0 n

3

niimeros inteiros arbitrarios. Y= [Y1, Y2, ¥3]" um vetor constante que indica os limites da
estrutura em cada dimensdo. As propriedades descritas na forma da fun¢do F, em um meio
com distribuicdo periodica de heterogeneidades, se repetem para cada célula-base de
dimensdo Y. F pode ser uma func¢do escalar, vetorial, ou tensorial, correspondendo a posi¢ao
do vetor x, que indica a posi¢do global. A Figura 3.1, ilustra um meio composto de célula Y-

periodica, que varia com um periodo Y.

Y1

[——‘ Célula base

Figura 3.1 Ilustragcdo de um meio periddico regular.

Segundo Hollister e Kikuchi, 1994, na teoria da homogeneizacdo, Y ¢ assumido ser
muito pequeno, comparado com as dimensdes de todo o dominio. As funcdes caracteristicas

desse meio, altamente heterogéneo, terdo uma variacdo brusca nas proximidades de x. Esse
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fato leva a considerag¢do de duas escalas diferentes, de dependéncia para todo o dominio: um
nivel macroscépico, aonde hd uma variacdo lenta, e outro microscopico, que descreve
variagoes abruptas.

A razao entre o peso da unidade vetorial da coordenada microscdpica, e o peso do
vetor na unidade macroscopica, ¢ dada pelo pardmetro J, conforme Hollister e Kikuchi, 1992.
Conhecido como dimensdo caracteristica da heterogeneidade, deve ser considerado
suficientemente pequena. A Figura 3.2 ilustra os comportamentos global e local ampliado, de
uma fungdo F(x) arbitraria periddica regular, que se torna também dependente da variavel

local, a partir da relacdo: F(x) = F(dy) = F(X, y).

F(x,y)

Figura 3.2 Comportamentos global e local ampliado, de uma fungao F arbitraria periddica

regular.

A magnitude de 1/ pode ser quantificada através do fator que amplia as dimensdes da
célula base para ser comparada com a dimensdo do material, conforme ilustrado na Figura

3.3.

1/ 0

Figura 3.3 Dimensao caracteristica de ndo-homogeneidade em escala local expandida.
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Na técnica das duas escalas, a equacdo diferencial parcial do problema possui
coeficientes do tipo: F (x / d) ou F (y), onde F' (y) ¢ a funcdo periddica desses argumentos. O
correspondente problema de valor de contorno pode ser tratado pela expansao assintdtica da
solucdao em termos de poténcias do parametro o.

Considerando o sistema de coordenadas x = (x1, x2, x3) em R, definido o dominio ()
do problema do material composto, assumindo periodicidade, o dominio pode ser considerado
com a juncao de células paralelas de idéntica dimensao. oY1, Y2, 0Y3, onde Y1, Y2 e Y3 s@o os
lados da célula base no sistema de coordenadas local (micro) y = (y1, y2, y3) = X/ 0. Para um x
fixo no nivel macroscopico, a dependéncia de y pode ser considerada Y-periddica. Além disso
¢ assumido que a forma e composi¢ao da célula base variam de forma suave com a varidvel
macroscopica X, isso significa que em diferentes pontos, a estrutura pode variar, mas olhando
em uma escala microscopica no ponto x, ¢ encontrado um padrao periodico.

As fungdes que determinam o comportamento do composto pode ser expandida como:
Fx)=Fx,y)+JdF' (x,y)+5*F?(x,y)+..,onde d — 0 e as fungdes F°(x,y), F' (x,
y), ... sdo consideradas suaves em nivel macroscopico e periddicas em nivel microscopico,

assumindo valores iguais nos lados opostos e paralelos da célula base.
3.2 Problema geral de valor de contorno

Viérios sistemas fisicos, os quais ndo mudam com o tempo, por vezes chamados de
problemas de estado estacionarios, podem ser modelados por equacdes elipticas. Como um
problema geral, aplica-se a equagdo do divergente eliptico num meio ndo homogéneo, com
estrutura regular.

Dado Q — R?, um meio ilimitado composto por células unitarias Y, Dy ( x,y ) =Dy
(y) um tensor de segunda ordem, aonde y =x/d e x = (x1 , x2 , x3), ¢ as fungdes D;; sdo
periddicas nas variaveis espaciais y = (1 , V2 , ¥3). O problema de segunda ordem de valor de

contorno pode ser tratado conforme as Equacgdes (3.2) e (3.3):

Ti(u')=—f emQ, (3.2)

u'=0emT,, (3.3)
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sendo 7" um operador diferencial eliptico de segunda ordem. A varidvel independente escalar

u representada o campo de deslocamento, restrito ao longo do dominio local I'q, e /¢ uma
funcdo definida, que corresponde a uma dada componente da for¢a de corpo que atua ao
longo dominio global da estrutura em Q.

Um problema de valor de contorno de segunda ordem também pode ser escrito como

na Equacdo (3.4).

0 x| 0
T'=—|D |x,—|— .
8x,[ s [X 5]8x,] (34)

onde o sobrescrito 0 ¢ usado para mostrar a dependéncia do operador e da solucdo para a

dimensao caracteristica ndo homogénea.

3.3 Analise da microestrutura

Conforme Hollister e Kikuchi, 1992, Usando uma expansao assintotica ¢ possivel se
obter a variavel u como mostra a Equacdo (3.5), em que y representa a variavel espacial da

escala micro e x da escala macroscopica:

u' (x)=u’(x,y)+6'u' (x,y)+ 6% (x,y) (3.5)

A partir da Equacao (3.4), e aplicando a regra da cadeia se alcanca a Equagao (3.6).

-0 0
r'=—ID (y)—
8xj [ Jl (y) aXI

dy 0
+__
Ox Oy,

D,-,(y)%] (3.6)

1

Como y ¢ fung¢do de x, a Equacdo (3.6) pode ser reescrita na forma da Equagdo (3.7),

conforme observado em Hollister e Kikuchi, 1992.

Ox

J

0
D (y)—
Jjl (y) ax

!

10 5,
+5$[Dﬂ (y)a—xl] (3.7)

J

Substituindo as Equagdes (3.5) e (3.7) na Equacao (3.2), obtém-se a Equagao (3.8).
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0 D ou’ +l 0 ou’ 46 0 D ou' 0 ou' N
ox, | "ox ) §dy | " ox ox, | " ox | oy | " ox
3 [ o 9 [ O G5
u u
+6° D +0 D =—
ox | Ox, ] ay, | ox, ] 4
Expandido o a Equacao (3.8), se alcanca a Equacao (3.9).
0 ou'| 10 ou'| 10 ou'| 1 0 ou’
Dj/ += jl += jl t= Dj/
Ox, Ox, | 60y, Ox, | 60y, Ox, | ¢ 0Oy, oy,
0 ou' 0 ou' 0 ou'l| 10 ou'
+6 D, + D + . — . +
Ox, [ " Ox, ] Ox, [ "y, ) oy | 7 ox, ] say, | " oy, (39)
5 0 D.lau —1—68 D.lau —1—68 .lﬁu 0 Y@u _ s
Ox, | " Ox, ox, | " Oy, oy, " ox ) Oy, " oy

Os operadores elipticos 7!, T2 e 73 podem ser definidos com notagio compacta,

conforme as Equagdes (3.10), (3.11) e (3.12), respectivamente.

o(. o
Tr'=—|D, 6 —
o | oy (3.10)
o(. o) af. o
r=%Ip 2|+ % p < ,
o (. o
Y=—|D —
axj[ o (3.12)

Com o uso das Equagdes (3.2), (3.5), (3.10), (3.11), (3.12), a Equacdo (3.9) , pode ser

reescrita como na Equagao (3.13):

W) W T ) ) T )
+1[T2 (w')+7" (“1)]+LTZ (1) =620+ 60— f+-0-—0 (3.13)
5 = 0+8. S0
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e pelo equacionamento dos termos de mesma poténcia do J, obtém-se as Equagdes (3.14),

(3.15) ¢ (3.16):

T'(u')=0 (3.14)
T (u')+ 2 (u')=0 (3.15)
() +7 ')+ 7 () =—f (3.16)

Com x e y consideradas variaveis independentes, essas equagdes formam um sistema

de equagdes diferenciais com a funcio u°, u! e u? parametrizada por x.

Solucio unica para uma equacio Y-periodica

Para a fun¢do Y-periodica escrita na Equacdo (3.17), ' tém uma tnica solucdo,

considerando a Equacao (3.18).

T = p' (3.17)
P:LIPT dy=0 (3.18)
|Y Ys '

onde |Y| representa o volume da célula base microestrutural.

Considerando as Equagdes (3.17) e (3.18), onde P = 0 implica em P’ = 0, conclui-se
que a Equagdo (3.14) possui solugio Unica, i.e., pois u° = f(x) e, portanto, u°(x, y) = u°(x),
provando a dependéncia do primeiro termo da expansdo assintdtica do campo de
deslocamento u exclusivamente da escala macroscopica x, conforme indicado na Equacdo

(3.19).

u’ =u(x) (3.19)

que, substituindo na Equagdo (3.15), pode ser simplificada e apresenta uma relacdo

1 0

diferencial entre as parcela u' e u° conforme mostra a Equagdo (3.20). Como u°

¢ uma

constante em relagdo a escala macroscépica y, o primeiro termo da equagdo sera nulo.
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0 ou'(x)] o ou'(x)] a ou'
—|D. —|D — —|=0
8xj Jjl (y) ayl 8yj Jl (y) ax[ ayj Jl (y) ay[
9 1p (y)a_”l __9 (y)au"(x)J
oy, | " oy, ay,| "7 ox (3.20)
ou'  Ou’(x)
dy,  Ox
Tlul — _Tzuo — 8“ (X) 8_”

Ox, Oy,

Conforme Bourgat, 1977, o desacoplamento do problema entre as duas escalas, macro

e microscopica ¢ realizado com uma fungéo escalar Q/(y) definida como sendo a resposta do

sistema - varidvel independente u, sobre as condi¢des de contorno estabelecidas. Partindo de

um operador bilinear ), correspondente a forma fraca da funcdo ao qual ¢ aplicada, dado pela

Equagao (3.21), onde « e ¢ sdo duas funcdes quaisquer da microescala y.

Ok Og
Or5) = f D, o —dy (3.21)

O emprego de Q/(y) se justifica para construir uma relagdo em u'(x, y), podendo ser

obtida com a solugdo da Equacao (3.22), onde ¢ representa uma fungao de ponderagao.

O(Q -y, h)=0 Vo (3.22)

A Equagao (3.22) também pode ser mostrada como na Equagao (3.23).

09" o o
D, —dY— | D,—dY=0 323
[ " Oy, Oy, :[ "oy, G.23)

Considerando-se ©/(y) uma funcdo Y-periddica, onde Y é o proprio volume da célula

unitaria, decorrem as seguintes relagdes mostradas nas Equagdes (3.24) e (3.25).

f Q'(y)dY =0 (3.24)
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fagj Y gy g (3.25)
vy Oy

Aplicando o operador eliptico T! no operador bi linear Q/(y), seguindo a Equagio

(3.20), alcanga-se uma nova relagdo com a Equacao (3.26).

)
Jy

k

02’ (y)
,

9D, (y)
e (3.26)

J

T(Q)=——|D

kil

A relagio de u'(x, y) é determinada na Equacdo (3.27), obtida reescrevendo a Equagio

(3.26) e aplicando duas integragdes sobre a célula periddica Y.

) ou'|  ou' 9 22’ (y)
ay | " oy, ox, Ay, | " o,
ou' o’ 09 (y)
p & __%p 0 3.27
g 8)}/ ax/ ! ayk " (X) ( )
o ou' (x) «
o (xy)=—0 (v 2 4

ox,

Onde @/(y) é a solu¢do Y-periddica da Equacdo (3.26), e 0 (x) é uma constante
proveniente da integracao realizada em Y.

Retomando & Equagdo (3.19), para u? tendo x como pardmetro. Ponderando uma

solucdo Unica para uma equacdo Y-periodica, considerando a Equacao (3.28).

1
_Mj‘(yzul +T)dY + f =0 (3.28)

Combinando as Equagdes (3.27) e (3.28), chega-se a Equacdo homogeneizada (3.29),
para u(x).

w 0%u(x)
) =—fem¢()
s Ox 0x, fe (3.29)

onde, na Equacdo (3.30),
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W1 92’ (y)
D,=—1|D,(y)+D,(y)———=|dy 3.30
774 [P+ (330)

Passa-se a ter duas diferentes equagdes a serem resolvidas: determinar Q/(y) da

Equagao (3.26), resolvido na célula base; resolve 1 a Equacao (3.29), com u =0 em /4, € 0s

coeficientes homogeneizados D! sdo obtidos da Equagdo (3.30).

3.4 Problema geral de elasticidade

Dado o problema de elasticidade construido a partir de um material com um corpo
poroso com uma microestrutura celular periddica, forgas de corpo f e tragdo t sao aplicadas. Q
¢ assumido como um subconjunto aberto de R*® com uma fronteira suave em I
compreendendo /4, onde os deslocamentos sdo prescritos, € / onde as tragdes sdo prescritas.
A célula base do corpo celular Y ¢ ilustrada na Figura 3.4. Y ¢ assumido como um dominio
retangular aberto em R?, definido como Y =0, Y1[ x 10, Y2[ x ]0, Y3[, possuindo um furo v, o

contorno de v ¢ definido como s (Jv = s), assumido ser suave, podendo as tragdes p existirem

dentro dos furos.

Célula base
)

QOO0
QIOIOI0

Microestrutura
periddica

I

—

Figura 3.4 Problema de elasticidade em um corpo celular com sua célula

A parte solida da célula é denotada por ¥, portanto, a parte solida do dominio pode ser

todas células
definida como Qs = {x € Q| (y=x/0) € ¥}, e S’ = U s, .
i=1
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Considerando as relagdes de tensdo-deformagdo e deformacao-deslocamento,
Equacdes (3.31) e (3.32), respectivamente, o deslocamento virtual pode ser construido pela

Equagao (3.33).

ol = Ele! (3.31)

o =124 00 332

o2l 0x  Ox, (332)

E ‘9—”‘:@(19:ffﬁv.dﬂ+frvdr+fpfvds Wev 333
R . 8xl a'xj 0 Y T, o S e ( ' )

onde V = {v € [H'(Qs)]> e v|ra = 0}, e H' é um espaco de Sobolev.
Ow(X)

H'(Qs) ¢ definido como {w(x)| w(x) € L2 () e € Ly ()}

i

Sendo L,(£2,) = {w(x)]| f[w(x)]z <oo e x€€),}, assume-se: Ejw = Ejin = Ejik = Euij,
Qs

AD>0: E(Sijklekl:D eij, V €jj= eji.

Aplicando a funcdo assintdtica em duas escalas, e as regras de derivagdo indireta

(Apéndice B) na Equacao (3.33), chega-se a Equagao (3.34).

L Ou; Ou, -l-l Ou; Ou, | v, N Ou, Ov, N
6 O0g, dy, 6| Ox, Oy, )Ox, 0Oy, Ox,
[E, | " lan
2, Ou, Ou, | Ov, n Ou, Ou” | Ov, +8(.) (3.34)
Ox, dy, |Ox, | 0x, Oy, | Oy,

— f fivdQ+ f tvdl + f pvdS, Wev,,
0 I, Ss

onde Vaxy = {v(x,y);(X,y) € Qx¥ | v(.,y) Y-periodica; v suficientemente suave e v|ra =0}.

Similarmente Vo e Vy sdo definidos como: Vo = {¥(x) definido em Q | v
suficientemente suave e v = 0} e Vy = {v(y) definido em ¥ | w(y), Y-periddica
suficientemente diferencidvel}.

Para uma func¢do ¢(y) Y-perioddica, quando 6 — 0, emprega-se as Equagdes (3.35) e

(3.36).
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f@[%]dﬂ—|y|ffw(y) dy d9 (3.35)

Q("

/ 90[ ]d@— 6|1Y| [ [ev ds a0 (3.36)

Q s

Assumindo que as fungdes sdo todas suavizadas, quando 0 — 0, todas as integrais

existem. Equacionando os termos de mesma poténcia em J, chega-se as Equacdes (3.37),
(3.38) e (3.39).

Bu ov,
] f z[ :dY dr=0,wWev,, (3.37)
f if ’ [au,f Ou, |Ov, L O, Oy, 47 ko
4 |Y|¥ Ox, Oy, |0y, Oy Ox
(3.38)
:f[%fpvds dQ, Wev,,,
Q K
u° o, (91,11 ou’ | 0v,
B B dY :dQ2
ft|Y|f " O, (9y, Bx dy, * dy, |0y, }
(3.39)

Qx¥

1
= LQ[ [m 3[ fvdy

dQ-l—ftv dr, Wwev,

Sendo v uma fungdo arbitréria, aplica-se v =v(y) (i.e. v € Vy). Integrando por partes e
aplicando o teorema da divergéncia para a integral em ¥, e usando a periodicidade da

Equacao (3.37) , obtém-se a Equacdo (3.40).

ou;]
1/1\1 ayl

sendo v arbitrério, resulta nas Equacdes (3.41) e (3.42).

mfﬂ dY+f

e, ]v dS} dQ2=0, Vv (3.40)
o,
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0 ou’
——|E, —%|=0, Vy e¥ 341
ayj ijkl ay]] y ( )
ou’
E. bpn =0ems
o ay, (3.42)

Considerando que ha solucao unica para uma equagdo Y-periodica, na Equacao (3.41),

chega-se a Equagdo (3.43).

u(x,y) =u"(x) (3.43)

Isso significa que o primeiro termo da expansao assintdtica depende apenas da escala
macroscopica X.
Como v ¢ uma funcdo arbitraria, considerada v = v (x) (i.e. v € somente uma func¢do de

x), dessa forma, a partir da Equagao (3.38), conclui-se a Equacao (3.44).

/

Q

v,(x) d2=0, VeV, (3.44)

1
v

o qual implica que (Equacao (3.45)):

[ p(xy)ds=0 (3.45)

Por outro lado, introduzindo a Equacdo (3.43), na Equacdo (3.38), e aplicando v =

v(y), € obtida a Equacao (3.46).

0 1
Ou,  Ou,

Ox, Oy,

v, (y)
dy,

f Eijk/

¥

dy = [ py, ds, Wwev, (3.46)

Fazendo a integracdo por partes, usando o teorema da divergéncia, e aplicando as

condig¢des de periodicidade nas faces opostas em Y:
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0 ou(x)  Ou, Oou)(x)  Ou,

_fa " 8kx "9 || dY+fE”k' (9kx +8_k 7y ds
* yj 1 yt s 1 yl (347)

:fp,.vl. ds,Vvev,

Sendo v, arbitrario, conclui-se que:
1 0
- 0 E, o, = 0 E, 0, (%) , emY (3.48)
y, | " 9y ) Oy, 0x,
Ou, Ou’ (x
ijkl ayk = _Ezj/kl akx( ) nj + D, ems (349)
1 1

Considerando a Equacdo (3.39), e aplicando v = v (x), resulta em um estado de

equilibrio no nivel macroscopico, conforme a Equagao (3.50).

v, (x)
Ox,

J

dY dQ2

o

1 Ou;  Ou,
— | E. : :
|Y|[ H [ ox, - oy,

-l

(3.50)

ﬁ [ £ a7y [n0d2+ [ty,(x) dT¥v eV,
¥ T,

Uma vez assumido v = v(y) na Equacdo (3.39), chega-se na Equagdo que representa o

equilibrio da célula base no nivel microscopico:

f LfE Ou,  Ou} |0V, (y)dY 0
oY ox ay ) o,

1 (3.51)
:{ mlﬁvi(y) dy [dQ,vv eV,

O procedimento mostrado até o momento pode ser aplicado para termos mais de alta
ordem da expansdo. Segundo Bourgat, 1977, neste caso, os termos de primeira ordem sdo
suficientes. O comportamento mecanico macroscopico é representado por u°, e u' representa o
comportamento mecanico microscopico.

O objetivo € encontrar as constantes elasticas homogeneizadas, de tal forma que a

equagao de equilibrio possa ser construida no sistema de coordenadas macroscopicas. As
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constantes homogeneizadas devem ser tais, de forma que a equagdo de equilibrio
correspondente reflita o comportamento mecanico da microestrutura do material celular, sem
usar explicitamente o parametro ¢. Dessa forma, considera-se novamente a Equacdo (3.46).

Sendo ela linear com relacdo aos parametros u° e p, tem-se:

(i) Sendo 9* e Vy, como solugio da Equacio (3.52).

a ki
[£, 2900 4y [ ) 4y wev, (3.52)
) iipg ay Ay i Oy

Jj i

(1) e ¢ € Vxsolugdo da Equacdo (3.53).

dp, Ov(y)
E, —4L—==dY = | pv(y)dY,VveV, 3.53
i T Oy, Oy, f (3:53)

J

Considerando x como um parametro, a Equacdo (3.54) pode ser solucdo de ', onde ;!

¢ uma constante arbitraria de integracdo emy.

Ou, (X)

T __ DK

—p(X,y)+ 1, (x) (3.54)

!

Introduzindo a Equacao (3.54), na Equacao (3.50), produz-se a Equagao (3.55).

f f 09" 47 Ou; (x) Ou, (x)
|Y EAa Eing 9y, ox,  Ox,
f(;“) a ( | (3.55)
(,0 v (X 1
E, 5 dy A0+ [|— [ £ dY [v(x) dQ+ [1v.(x), Vv eV,
Il Jim! /

7; (%) b (x)

Evidenciando alguns elementos da (3.55), tem-se as Equagdes (3.56), (3.57)e (3.58), em

que Ei, representa a constante elastica homogeneizada, 7; representa as tensdes residuais

média dentro da célula, devido as tragdes p dentro dos furos, e b; as forcas de corpo média.
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; 1 an!
Dijk/(x):Mf[Ey‘kl _Eiqu ayp dy (356)
0
T;‘j(x):fEijk/ ajk dy (3.57)
¥ i
1
bi(X)szfi dy (3.58)

A Equagdo (3.55) pode ser reescrita como na Equacgdo (3.59), que muito se assemelha

a Equacdo (3.33), e representa o equilibrio macroscépico.

o, " ) (3.59)

+ [ 5,(xv,(0)dQ+ [£(x)dl, W eV,

t

o Ouy (x) O, (x) v,(x)
e M LG R mal

Os problemas microscopicos € macroscopicos nao sao acoplados, e para se obter a

solucdo do problema de elasticidade deve se encontrar € e ¢ dentro da célula base,

resolvendo as Equagdes (3.52) e (3.53), encontrar a matriz dos coeficientes eldsticos, com o
uso das Equacgdes (3.56), (3.57) e (3.58), e construir a Equacdo (3.59), nas coordenadas
macroscopicas.

Se todo o dominio do material celular for constituido por uma estrutura celular
uniforme, assim como as aplicagdes de tragdes no limite dos furos das cé€lulas, serd necessario
resolver as Equacdes microscopicas (3.52) e (3.53) uma unica vez. Caso contrario as equagdes

devem ser resolvidas para todo ponto x em Q.
3.5 Solucao das equacdes de homogeneizagio

A teoria da homogeneizacdo ¢ utilizada para se determinar a propriedade mecanica
macroscopica do material. Usualmente ¢ resolvida empregando métodos numéricos, como
elementos finitos.

Apos a determinacdo e discretizacdo do dominio de referéncia com elementos finitos,

assume-se que cada elemento consiste de um material celular, com microestrutura
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especifica. Os parametros geométricos dessa microestrutura sdo as variaveis de projeto do
problema de otimizagao.
O problema ¢ resolvido num dominio fixo, ndo necessitando de alteracdo no modelo

durante a anélise, com o tensor das propriedades elasticas tido conforme Equagao (3.60).

Ellll E1122 O
E = E1122 E2222 0 = [el eZ e3 (3'60)
0 0 E

Contudo, como nao hé restricdo das topologias utilizadas na célula unitaria, as
microestruturas podem ndo apresentar dois planos de simetria (ortotropica). Nesses casos, a
matriz das propriedades homogeneizadas obtida ¢ anisotropica e, para um problema

bidimensional, pode ser escrita conforme a Equacao (3.61) [Calixto, 2015].

DII.II 11 DlI.lIZZ l)ll-lI 12
DH = DII.1122 D;22 DZI-;12 (3 .6 1)
D}, D), D}

1112 2212 1212

Em materiais ortotropicos D112 = DMy =0

A caracteristica microscopica do campo de deslocamento &, é uma solugdo Y-
periddica da Equagdo (3.52), sendo aplicada na Equagdo (3.56), para se alcangar os efetivos
coeficientes de elasticidade. A obtencdo dos termos da matriz elastica homogeneizada se da
expandindo as equagdes com diferentes valores para os indices, que em problemas 2D sao
considerados ijkl = 1 ou 2. Considerou-se: caso (a) k=1[1=1; caso (b) k=/=2; caso (¢) k=

1,/=2.

Caso(a):k=1=1
A expansao da Equacao (3.52), resulta na Equagao (3.62).

ov ov
D' =||E  —E 2 ]dY (3.62)
1111 [ 1111 8)}1 1122 ayz

Considerando i =j = 1, da Equacdo (3.56) se obtém a Equagao (3.63).
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1 agll agll
D1}1{11 :Mf E1111 _E1111 ——F dYy
Y

Para i =; =2, da Equacao (3.56) se obtém a Equacao (3.64).

1 8 11 a 11
D2H211 :Mf[Ezzu _E2211 8% _Ezzzz 8% ]dY
Y

1 2

Caso (b): k=1=2

Seguindo o caso anterior, a Equacdo (3.52) resulta na Equacdo (3.65).

ov ov
Dllfzz = f[Enzz 8_)/1+ E2222 8_)}2] dY

Y

1 2

Parai=j =1, da Equacdo (3.56) se obtém a Equacao (3.66).

DH :Lf E1122 _E1111 8Q _E1122 8Q dY
Y dy Ay

1 2

Se i =j =2, da Equac¢do (3.56) se obtém a Equagdo (3.67).

1 8 22 a 22
Dzlizz :7f[E2222 _E2211 8% _Ezzzz a% ]dY

1 2

Caso(¢): k=1,1=2
Similarmente, a Equac¢do (3.52) resulta na Equacao (3.68).

oA

dy
1212 8)}1 ayz

DII;IZ - f

Y

Parai=1e¢j=2, da Equacdo (3.56) se obtém a Equacao (3.69).

D! :if[1——ag A

1212 | Y| ayz ayl
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(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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Escrevendo as Equacgdes (3.63), (3.66), (3.67)e (3.69) na forma matricial e aplicando o
método dos elementos finitos a nivel elementar, obtém-se as Equacdes (3.70), (3.71), (3.72) e
(3.73) j& de forma simplificada, onde b. ¢ a matriz elementar de deformagdes, enquanto u. € o

campo de deslocamentos elementar.

1
D1}1{11 = MI<E1111 —elTbeue)dY (3.70)
Y
1
Dll?zz _MI(Enzz —elTbeue)dY (3.71)
Y
1
Dzl;zz ZMI(Ezzzz —ezbe“e)dY (3.72)
Y

—e;bu )dY (3.73)
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA METODO BESO

Neste capitulo consta a fundamentacdo tedrica do método BESO para estruturas
sujeitas a vibragdes livres ndo amortecidas, composta por material Unico e multiplos
materiais, com a finalidade de empregar o procedimento em um sistema de otimizagao
estrutural topoldgica multiescala acoplado. Sao abordados aspectos como interpolagdo das
propriedades materiais, andlise da sensibilidade, efeito tabuleiro de xadrez e dependéncia de
malha, critério de parada e implementagdo computacional. Nas referéncias indicadas ao longo

do texto, podem ser encontrados maiores detalhes sobre cada item abordado.

4.1 BESO para otimizac¢ido da frequéncia natural

Versdes mais recentes do método BESO tem alcangado bons resultados em otimizagao
computacional, ndo apenas para problemas de minimizacdo da flexibilidade média estrutural,
mas também em problemas relacionados a vibragdes. Em ambos os casos os algoritmos se
assemelham, mas com a mudanca da fun¢ao objetivo, torna-se necessario inserir os dados da
matriz de massa da estrutura, o que gera um acréscimo dessa varidvel também ao se analisar a
sensibilidade da funcdo no processo de otimizagdo. Além disso, segundo Sepulveda, 1995,
passa-se a trabalhar com uma fung¢ao de comportamento nao monotono.

O comportamento de um sistema ndo amortecido com carregamento dinamico pode

ser analisado pela Equagao (4.1).

Mii+Ku =f 4.1)

onde, M representa a matriz de massa, ii o vetor aceleracao, u o vetor deslocamento, K a
matriz de rigidez e f o vetor de forgas externas.

Assumindo o carregamento igual a zero (sistema homogéneo), a Equacdo (4.1) pode
ser escrita como na Equagdo (4.2), definindo @ como a frequéncia natural de vibracdo, e u o

autovetor correspondente.

(K-—*M)u=0 (4.2)
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Trata-se de um problema geral de autovalores, sendo utilizada para a otimizagdo da
frequéncia natural, uma vez que a k-ésima frequéncia natural w; e seu correspondente
autovetor ux podem ser relacionados através do quociente de Rayleigh, conforme a Equagao

(4.3).

T
) :ukKuk

L S uT M (4.3)

A aplicacdo do método BESO para maximizagdo da k-ésima frequéncia natural,
objetiva encontrar a melhor topologia numa dada estrutura sujeita a um volume prescrito.
Dessa forma num projeto de solido-vazio, o problema de otimiza¢do pode ser representado

pelas Equacdes (4.4) - (4.7).

Encontrar: X | x; = Xpmin v 1

(4.4)

Que maximize: wx 4.5)
N

Sujeito a: Volfrac — Zl xV.=0 (4.6)

K-—owrM)u,=0 4.7)

onde a variavel x descreve o leiaute do macromodelo, composto de x; que ¢ a variavel de
projeto binaria do i-ésimo elemento, € xmix (e.g. 10~*) usada para denotar um elemento vazio.
Volfrac é o volume prescrito, N o numero total de elementos na estrutura e V; o volume do i-

ésimo elemento.

4.1.1 Interpolacao das propriedades materiais

A fim de se obter o gradiente da varidvel de projeto, torna-se necessario interpolar o
material entre x.;» € 1. Dentre os métodos de interpolagao, o SIMP, desenvolvido de forma
independente por Bendsge, 1989, e Zhou e Rozvany, 1991, detém destaque na industria e no
meio académico. Detalhes adicionais sobre formas de penalizacdo, assim como outros
métodos, podem ser conferidos em Sigmund, 2007; Deaton e Grandhi, 2014, entre outros.

Para o projeto solido-vazio, conforme Bendsee e Sigmund, 2003, a massa especifica
do material (p) e o moédulo de Young (F) sdao funcdes da varidvel elementar de projeto x;,

conforme as Equacdes (4.8) e (4.9), respectivamente.
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p(xi) = xi p° (4.8)
E(xi)) =xf E° (4.9)

onde, p° e E° sdo densidade e modulo de elasticidade na condicfo inicial, respectivamente. p ¢
o fator de penalizagdo ¢ 0 < xmin < x; < 1. O valor minimo ¢ requerido para evitar problemas
numéricos associados com o valor zero; as dificuldades incluem matrizes singulares, ¢ em
alguns casos, a incapacidade do material em reocupar uma area com densidade zero.

Para diferentes tipos de aplicagdes em otimizacdo topologica, como de vibracdes,
transferéncia de calor, fluxo eletromagnético, entre outros, sdo requeridas variagdes nos
métodos de interpolagdo que compreendam as nuances dos problemas fisicos em analise
[Deaton e Grandhi, 2014].

As Equacdes (4.8) e (4.9) do método SIMP, ndo devem ser diretamente aplicadas em
problemas de otimizagdo da frequéncia, pois para pequenos valores de x; (em que p >1),
surgem modos artificiais localizados nas regides de baixa densidade [Huang e Xie, 2010a].

Uma solucdo proposta estd em fazer a razdo entre a massa e a rigidez constante, conforme as

Equacdes (4.10) e (4.11), quando x; = Xmin.

p(xmin) = Xmin ,00 (4 10)
EQXmin) = Xmin E° (4.11)

Em decorréncia, outro esquema de interpolagdo do material pode ser expresso
empregando as Equacdes (4.8), para a densidade do material, e (4.12) para o modulo de

elasticidade, conforme Huang e Xie, 2010.

x —x’
E(Xl.>: W(l—xﬁ’)—kxf EO (412)

min

Na Figura 4.1 se observa curvas de penalizagdo referente a Equacio (4.12), (E(x;)/ E°).
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...... p=4
---p:3
coap=2
—p=1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X;

Figura 4.1 Curvas de penalizacdo para xmui» = 0,01.

Ao derivar a matriz global de massa M em relacdo a variavel de projeto x;, obtém-se
uma matriz com apenas os termos de matriz de massa elementar M., Equacao (4.13). Por sua
vez, os termos da matriz de rigidez elementar K.; aparecem derivados da Equacao (4.12) com

respeito a x;, sendo obtida a Equacdo (4.14) (ver Apéndice B).

OM
o M (4.13)

w P T K (4.14)

4.1.2 Analise da sensibilidade

Para se determinar a modificacdo da estrutura, ¢ realizada uma analise do
comportamento da funcao objetivo diante da remocao ou adi¢ao dos elementos. Para tanto, ¢
calculada a derivada desta fung¢do em relacdo a cada variavel elementar, as quais sdo tratadas
como variaveis de projeto. A derivada representa a variagdo do valor da k-ésima frequéncia
natural de vibracdo da estrutura, que ocorre quando um dado elemento ¢ removido ou
adicionado.

Partindo da Equacdo (4.5), e simplificando com base na Equagdo (4.2), se obtém a

Equagdo (4.15).
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T ,_:,0_,
b Tl 2(9“" (K—a)ZM)uk +|u; 8—K—a)ja—M u,
ox, 2mu, Mu, || Ox, Ox, Ox,
(4.15)
1 |OK  , OM
- T u, —0, ——|u,
2wu, M u, ox, ox,

Substituindo as derivadas das matrizes de massa e rigidez, Equacdes (4.13) e (4.14),
respectivamente, e normalizando o vetor u; com respeito a matriz de massa (ux Muy = 1),

chega-se a sensibilidade da k-ésima frequéncia natural com relagdo a i-ésima varidvel de
projeto, conforme a Equagao (4.16).

0w, 1 1 OK , OM
i - T u, k u,
Ox, 2w,u, M u, Ox, ox,
—— ——
A o (4.16)
—_ 1 T p-1 xmin K 2M
- uk pxt P 2 - a)k e uk
2a)k 1 - xmin

Uma vez que o método trata a varidvel de projeto de forma discreta (x; = 1 v Xmin), €

possivel se aplicar simplificagdes (xmin—0) na Equacao (4.16), chegando-se a Equagao (4.17).

1

_ Do, _ Z—a)k[ll: (ng, _Ct)kzMer)llk},xi =1 .
Ox, —%(UZMQ’uJ r—x .

4.2 Otimizacio da frequéncia natural em estruturas hierarquicas

A sele¢do do material para a macroestrutura ¢ um processo complexo que envolve ndo

apenas as propriedades do material, mas também as condi¢des de operagdo, a forma da

estrutura, as cargas aplicadas e as condi¢des de contorno [Yan et al. 2014].

Embora ao longo dos ultimos anos trabalhos de diversos pesquisadores tenham sido

direcionados ao estudo de algoritmos para otimizar estruturas sujeitas a problemas dinamicos,
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abordagens considerando macro e microestrutura do material de forma acoplada, sdo
relativamente limitadas, afirmam Vicente et al., 2015.

Alguns trabalhos como os de Radman et al., 2013; Xia e Breitkopf, 2015, ¢ Huang et
al., 2015, sao direcionados para projetar materiais com propriedades extremas, a fim de que
seu emprego eleve a performance da estrutura, ou seja, desenvolvem diretamente as
microestruturas dos materiais independente das caracteristicas macroestruturais, como pode
ser visto em Moreira et al., 2017a.

No entanto, espera-se que um design 6timo de uma macroestrutura, possua uma
topologia macroscopica ideal, composta de materiais compositos com microestruturas ideais,
tendo o projeto desenvolvido de forma acoplada [Yan et al., 2014], ou seja, deve-se conceber
simultaneamente as topologias da macro e da microestrutura do material.

Dessa forma, no estudo de otimizagdo topoldgica em estruturas hierarquicas, com a
funcdo objetivo de maximizagdo da frequéncia natural, dois tipos de modelos de elementos
finitos sdo empregados, i.e., macromodelo para a macroestrutura e micromodelo para a
microestrutura do material. O micromodelo descreve a geometria padrao da unidade bésica do
material periddico, que ¢ o material da célula base [Zuo et al., 2013]. A Figura 4.2 mostra a

representacdo de um sistema multiescala.

Macroestrutura

Microestrutura

Material periodico

Figura 4.2 Sistema multiescala composto por macroestrutura, material periddico e uma

microestrutura.
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A fun¢do de otimizacdo para problemas de vibragdes livres em estruturas multiescala
em geral, pode ser escrita através das Equacdes (4.7), (4.18) - (4.21), neste caso constituida

por duas microestruturas distintas.

mac mic,1

Encontrar: X = {x™¢, xmic:l ymic2 | xmac — x v 1
| /M = Xin v 1 (4.18)
| xjmic,2 = Xpmin V 1}
Que maximize: wx
Sujeito a: (K— o M) ur =0
M
Volfracmac _ ;ximacVimuc — 0 (4'19)
ic,1 - ic,1 ic,1
Volfrac™ —;xj V=0 (4.20)
ic,2 - ic,2 ic,2
Volfrac™ —;xj Vet =0 (4.21)

mac

Na Equacao (4.18), o vetor X consiste dos submodelos: X", que descreve o leiaute do
macromodelo, x"! que descreve o leiaute do micromodelo 1, na fase 1 do macromodelo
(x4, e x™2 que descreve o leiaute do micromodelo 2, na fase 2 do macromodelo (x"%).

Cada micromodelo corresponde a microestrutura de cada fase do macromodelo, i.e.,
x"! descreve a microestrutura para os elementos x/" = 1, e x"? para x/"% = Xu. Para
macro ¢ micromodelos, as varidveis de projeto assumem o valor de xmix, representando a
presenga de uma fase, ou 1 representando a outra fase.

A Equagdo (4.19) descreve a restrigdo do volume no macromodelo, controlando o
volume da primeira macro fase (x;/"* = 1). V;"““ denota o volume do i-ésimo macro elemento,
e Volfrac™ o volume prescrito da primeira fase na macroescala.

mic, 1

As Equacdes (4.20) e (4.21) descrevem as restrigdes de volume na microescala. V;

micl & a fracdo de volume

¢ o0 volume do j-ésimo elemento do primeiro micromodelo e Volfrac
prescrito na primeira fase deste micromodelo; V/"“? e Volfrac™? sio os correspondentes
termos para o segundo micromodelo.

Os volumes das segundas fases estdo restritos pelos volumes prescritos na primeira
fase, pois a soma das fragdes volumétricas da primeira e segunda fase do modelo devem

atingir 100%. A Figura 4.3 ilustra a aplicagdo de duas microestruturas em uma

macroestrutura.
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Il x"“ = 1. Fase 1 do macromodelo
anc mac — i
X Xmin: Fase 2 do macromodelo

Microestrutura1 Microestrutura 2
do macromodelo do macromodelo

Wl Fase 1: el =1 Il Fase 1: ;"2 =1

; ic 2
x/mic, i xmie2

3 ie2 —
| Fase 2: ngml = Xmin O Fase 2: xj””C,— = Xmin

Figura 4.3 Sistema multiescala composto por duas microestruturas.
4.2.1 Interpolacio das propriedades dos materiais em estruturas bimaterial

A fun¢do objetivo, Equagdo (4.18), depende da variavel de projeto x/"* do
macromodelo, e das varidveis de projeto x/ dos micromodelos (x/¢! e x/™c?),
caracterizando um tipico problema de otimizagao topoldgica multiescala, onde as topologias
da macro e da microestrutura do material devem ser determinadas simultaneamente [Liu et al.
2016].

Aplica-se o processo de interpolagdo para se estabelecer a relagcdo entre as variaveis de

projeto e as propriedades dos materiais nos niveis macro e microestruturais, Equacdes (4.22),
(4.23) e (4.24) [Zuo et al., 2013].

M (xl.mac) = ximchei + [1 — x.’”“”]Mi (4.22)

K ()= () K 41— () |k @)

E(x)=(x") E) + [1 - (X)}E (4.24)
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Os sobrescritos 1 e 2 se referem as fases, para M e K na macroestrutura, e para E na
microestrutura do material, enquanto E representa o tensor das caracteristicas eldsticas. As
derivadas da massa, rigidez e do tensor das caracteristicas elasticas seguem conforme

Equagdes (4.25), (4.26) e (4.27), respectivamente.

oM
PN M, -M] (4.25)
OK Iy
o (xr) " (KL - K (4.26)
OE y
o= pl) (B —E]) 4.27)

4.2.2 Analise da sensibilidade na macroescala

O procedimento realizado de obtencao da sensibilidade na macroescala para estrutura

composta por dois materiais, ¢ analogo ao realizado com material unico, chegando na
Equagdo (4.28).

(K-o’™M)=0
ou; - =
2 (K—&’M)u, |+

X
mac __ aa)k _ 1 1
i o 8xma(‘ - 2a) u'[' M u ] :p<.\',' 11111 ) (KL—K:) :<M1’17M3’1)

i k "k k
o Mu=l | u’ oK — W’ oM (428)
k d mac k d mac k

4.2.3 Analise da sensibilidade na microescala

O tensor homogeneizado de caracteristica elastica do material, denotado D" conforme
Equacdo (4.29), é obtido da integragdo no dominio da célula base, definida pela variavel x™,

Aspectos sobre a implementagio computacional de D" podem ser encontrados em Andreassen
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e Andreasen, 2014. O micromodelo contém a microestrutura do material homogéneo, sendo

utilizado como propriedade do material para os elementos na macroestrutura.

w1
D =me(1—bu)dY (4.29)

onde, |Y] representa o volume da célula base, E o tensor elastico microestrutural, I ¢ uma
matriz identidade 3 x 3, b a matriz das derivadas da fun¢do de forma do micromodelo, u ¢é o
vetor deslocamento da microescala, causado pelos campos de deformagio uniforme [1,0,0]7,
[0,1,0]" e [0,0,1]T. A equagdo de equilibrio da microestrutura pode ser escrita conforme a

Equagdo (4.30).

T o T
[b EbdYu _[b EdY (430)

A matriz de rigidez K global ¢ formada a partir das matrizes elementares de rigidez
K., Equacdo (4.31). E a matriz de massa M global ¢ formada a partir das matrizes

elementares de massa M.;, Equacdo (4.32).

M
K=> xK, (4.31)

M
M= ZXM (4.32)

A matriz de rigidez elementar K.;, do macromodelo pode ser calculada conforme a
Equacdo (4.33). Para casos bidimensionais, os campos de deslocamento u sdo obtidos
impondo uma condi¢do de contorno periddica pelos campos de deformagao uniforme [1, O,

01%, [0, 1, 01%, [0, 0, 1]".

K = | BID"B.dV,
“ fe o (4.33)

onde, B, ¢ a matriz de deformagao, e V;¢é o volume do i-ésimo elemento no macromodelo.
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A matriz de massa M.; ¢ mostrada na Equagdo (4.34), onde N, representa as fungdes
de forma. E p" representa a soma ponderada das densidades dos elementos na célula unitaria,

expresso na Equagdo (4.35).

M — [p"N'NdV
‘ L[p NV (4.34)

P = Allz[plxm +p*(1=x7)] (4.35)

Jj=1

A derivada da matriz elementar de rigidez (K.) com relacdo a varidvel de projeto da
microestrutura (x/"°), pode ser obtida a partir da Equagdo (4.33), resultando na Equagio

(4.36)

0K op"
“ = [BT——BdV,
ox o toxr (4.36)

A derivada da matriz elementar de massa (M.) com relagdo a variavel de projeto da
microestrutura (x;”“), pode ser obtida a partir das Equacdes (4.34) e (4.35), resultando na

Equagao (4.37).

fap NN dV

mlC

ﬁfﬁj { ) p +[1—(xj“)]p}NNdV

VJZ

fi(p p)NNdV

v

(4.37)

(p'—p*)NIN AV,

Il
N%

Derivando a k-ésima frequéncia natural da Equacdo (4.3) do quociente de Rayleigh,

com respeito a i-€sima variavel de projeto da microestrutura, temos a Equacao (4.38).
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9 T %
w, 0 |u Ku,
(9)6;”'6 8x‘;.”"c u: Mu k]
1 dur oK oM
uk 2 T 2
= , _ o M)u, |+ —— ), :
20,u] M u, 8xj””< Jul w5 ‘ax;""] ‘ (4.38)
¢ M ou =1 ‘
1 .| OK , OM
= u, ——, —u,
2m, 8x;”c ax;””

Em problemas multiescala acoplados, a retirada de um elemento x;” na célula base é
relevante para todos os elementos na macroestrutura que contém este tipo de material. Dessa
forma, a sensibilidade da k-ésima frequéncia natural com relacdo a varidvel de projeto
microestrutural x/, pode ser escrita como o somatério da derivada de todas as energias dos
elementos da macroestrutura que contém esta célula-base.

Considerando as Equacdes (4.31), (4.32), (4.36) e (4.37), a Equacdo (4.38) pode ser
expressa como na Equacao (4.39), onde a variavel M para esta equacdo representa o nimero

total de elementos na macroestrutura.

do, 1 & TaKt’, o, TaMe,
X 2w 2 ox" T Zuk’ axme (4.39)

e i=1

Zuo et al., 2010, afirmam que variagdes de massa da microestrutura da célula base do
material em nivel da macroestrutura, podem ser desprezadas, uma vez que mudancas da
matriz de massa elementar no modelo macro, devido a cada elemento no modelo micro,
podem ser assumidas constantes. Com isso, o segundo termo da Equacdo (4.39) ndo tem
efeito na classificacdo da sensibilidade que determina a remog¢ao ou adi¢do dos elementos na
implementa¢ao numérica. De uma forma simplificada, o nimero de sensibilidade pode ser

definido como na Equagao (4.40).

9 oM, | o 9K
e = a)’i:&Z P—u, +—> u, —u,
N A TR YR
= (4.40)
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Considerando a derivada da macro rigidez elementar K.; dada na Equac¢do (4.36), a

Equacao (4.40) pode ser expressa como na Equagdo (4.41).

. Oo, oD*
e — B’ B
Y T 2a, 20 20 B G BT, (4.41)

J

A derivada da matriz elastica homogeneizada com as propriedades do material pode

ser obtida a partir das Equagdes (4.27) e (4.29), gerando a Equagao (4.42).

oD" 1 r OE
=— [ (I-b I—bu)dY
axr‘nic | Y | f( u> ax‘;nic < u>

J Y

(4.42)

p(x;nu.)l’l T 2
:Tf(l—bu) (E! —E2)(I—bu)dY

Y

A otimizacdo deve ser simultanea, ja que cada mudanga em uma parte influencia na
outra diretamente, ou seja, elementos da microestrutura estdo inseridos no calculo da
macroestrutura e vice-versa, mostrando uma dependéncia entre as duas escalas. Dessa forma a
sensibilidade da frequéncia natural na macroestrutura com respeito a variavel de projeto no

micromodelo, ¢ encontrada substituindo a Equacdo (4.42) na Equacdo (4.41), gerando a

Equagdo (4.43).

mic p-1
e P ) ‘

fBT If (1—bu,) Ez)(l—buj)dY]BedVi

u, ] (4.43)

4.3 Efeito tabuleiro de xadrez e dependéncia de malha

O efeito chamado dependéncia de malha trata da incapacidade de se obter
qualitativamente a mesma solugdo para diferentes tamanhos de malhas, i.e., quanto maior a
discretizagdo elementar, maiores serdo os detalhes da estrutura final.

Huang e Xie, 2010, destacam que se trata de problemas numéricos, caracteristicos em
aplicagdes de otimizagao topoldgica, sendo a utilizagdo de filtros, em geral, a solug¢do aplicada

para se evitar problemas dessa ordem.
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A comprovagdo matematica acerca da filtragem de densidades por convolucdo, ¢
apresentada em Bourdin, 2001. Problemas do efeito tabuleiro de xadrez, e de dependéncia de
malha em otimizagao topoldgica sdo avaliados em Sigmund e Petersson, 1998. Com o uso da
equagao de Helmholtz, Lazarov e Sigmund, 2011, aplicam a suavizagdo das sensibilidades,
demonstrando ser uma alternativa mais eficiente em termos computacionais. Sigmund e
Maute, 2012, propdem um filtro de sensibilidades baseado na elasticidade suavizada pelo
gradiente de elasticidade de Askes et al., 2008, a fim de eliminar singularidades no campo de
deformacdes ¢ tensoes.

Sigmund e Petersson, 1998, destacam a tendéncia de surgirem os efeitos de tabuleiro
de xadrez (checkerboard), onde se formam regides com rapida alternancia entre elementos
solidos e vazios. Ordenados como num tabuleiro de xadrez, os elementos sao ligados apenas
por seus vértices, tendo os elementos adjacentes aos seus lados removidos, conforme
exemplificado na Figura 4.4. Segundo Jog e Harber, 1996, problemas dessa natureza ocorrem
quando se emprega elemento finito com fungdes de interpolagdo de baixa ordem, encontrando

um padrao local mais rigido do que qualquer outro arranjo.

Figura 4.4 Efeito tabuleiro de xadrez, (checkerboard).

O método BESO, diferentemente do ESO, permite a adi¢ao dos elementos outrora
removidos, necessitando de um valor de sensibilidade para que os elementos ausentes da
estrutura possam retornar. Entretanto, como estes possuem um valor quase nulo, o calculo de
seus valores de sensibilidade ndo representa a variagdo da fung@o objetivo que seria causada
pela sua adicao a estrutura, necessitando da aplicacao de filtros.

Apesar do filtro numérico ser puramente heuristico, sua aplicacdo ¢ simples e
soluciona muitos problemas em otimizacdo topoldgica, como o tabuleiro de xadrez e
dependéncia da malha [Calixto, 2015]. Os filtros sdo aplicados ap6s o calculo da sensibilidade

de cada elemento, para suavizar os valores dentro de um dominio estabelecido.
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Outros aspectos sobre tipos e aplicagdes de filtros, que fogem do escopo desse
trabalho, podem ser conferidos em Bendsee e Sigmund, 2003; Xia e Breitkopf, 2015, e nas

suas respectivas referéncias.
4.3.1 Filtro de sensibilidade nodal

Para suavizar o valor da sensibilidade, transfere-se o valor encontrado na sensibilidade
do i-ésimo elemento a; para os seus nds, passando a ser chamada de sensibilidade nodal o",
definida pela média ponderada dos numeros de sensibilidade elementar de todos os elementos

préximos, conforme a Equacao (4.44).

=20 (4.44)

onde a variavel m, para esta equacdo, representa o numero total de elementos conectados ao j-

¢simo nd. O fator de ponderacdo nodal Qj, atribuido ao elemento i para o nd j, sendo
Zil Q, =1, € definido conforme a Equagédo (4.45), em que r; € a distancia entre 0 nd j € o

centroide do elemento i.

0= [1

_ m (4.45)
M 1[ Z

i=1

Os valores de sensibilidade nodais a;" sdo entdo projetados no subdominio €2;. Essa
projecdo ¢ baseada em um raio minimo de comprimento 7umi», conforme pode ser visto na
Figura 4.5, o qual, segundo Huang e Xie, 2007, ndo muda com malhas de diferentes graus de

refinamento e garante uniformidade nas topologias geradas da estrutura.
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Figura 4.5 Raio de influéncia para a extrapolagao dos numeros de sensibilidade.

Analisando as diversas malhas da Figura 4.6, cujos elementos possuem as mesmas
dimensdes, se percebe que para cada incremento do raio de filtragem o nimero de elementos

que faz parte do calculo aumenta, onerando o custo computacional.

866 elementos

113 elementos

21 elementos T
5 elementos 1= 4

[A]
[IBE]
(RREZE
raio 1.2

nBEE
raio2.4

raio 6.0

raio12.0

Figura 4.6 Relagao entre o numero de elementos e o raio do filtro.

Como a quantidade de elementos impactados pelo raio de filtragem esta diretamente
relacionada ao tamanho dos elementos, ¢ possivel se estabelecer uma relacdo de dependéncia
entre o raio de filtragem e a maior aresta elementar. Na Equacdo (4.46) ¢ apresentada essa

relacdo, onde a aresta possui comprimento 2a.

T2 20 (4.46)
A Figura 4.7 mostra a geometria de um elemento retangular de quatro nds, com

dimensodes 2b na vertical e 2a na horizontal.



53

v, 77

2b xg

2a

Figura 4.7 Elemento retangular, &= x/ a, n=y/ b [Petyt, 2015].
4.3.2 Filtro de sensibilidade elementar

Os valores de sensibilidade nodal «] retornam ao elemento empregando um sistema

de filtragem que utiliza uma funcdo de ponderagdo W com base em r;;, que € a distancia do nd
j no subdominio €; em relagdo ao centroide do elemento i. Um novo valor de sensibilidade

elementar suavizada a, ¢ calculado conforme a Equagdo (4.47), onde a variavel n para esta

equagao representa o numero total de nos dos elementos pertencentes ao subdominio €.

2_W(r)a;
— _J=l
Tt (4.47)

O fator de ponderagdo elementar W(r;), representado na Figura 4.5, ¢ a diferenga entre
0 raio ¥min do circulo que define o subdominio €; e a distancia r;; do j-ésimo n6 em relagao ao

centroide do i-ésimo elemento), conforme a Equagao (4.48).

(4.48)

4.3.3 Filtragem da sensibilidade via matriz de suavizacio H

Como visto em Lisboa et al. 2016, Moreira et al., 2017b e Link et al., 2017, ap6s o
calculo dos fatores de ponderagdo, a mesmo procedimento para filtragem da sensibilidade

pode ser realizada de uma outra forma, conforme as Equagdes (4.49) e (4.50).
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@ =Qa (4.49)
a=Wa' (4.50)

o ¢ a sdo vetores de dimensdo n x 1, para N igual ao numero de elementos, € possuem
as sensibilidades elementares ndo filtradas a, e filtradas &, respectivamente. o™ representa um
vetor ¥ x 1 que contém as sensibilidades nodais @", em que Y ¢ o numero de nds. Q ¢ uma
matriz ¥ x n, e contém os pesos de ponderagdo nodais Q, enquanto W possui dimensdo n x Y,
e contém a ponderacdo elementar W(r;).

Com a combinac¢ao das Equagdes (4.49) e (4.50), encontra-se a Equagao (4.51).
a=WQa (4.51)

Podendo ser feito como na Equagdo (4.52), onde H ¢ uma matriz de suavizagdo, com

dimensdo n x n.

>
I
=
=]

(4.52)

Esse desenvolvimento, dispensa efetuar o calculo ou armazenamento dos valores de
sensibilidade nodais, ou ainda de duas matrizes separadas.

Apesar da geracdo da matriz de suavizacdo H possuir um elevado -custo
computacional, uma vez definida a malha, torna-se fixa, pois depende apenas dos valores das
coordenadas dos nds e elementos. Apos ser determinada na primeira iteragdo, sera reutilizada
nas iteragdes seguintes.

Como este filtro ndo leva em consideracdo a diferenga de volume, ou area, dos
elementos, sua utilizagdo em sistemas com grande variagdo de area entre elementos vizinhos
pode provocar resultados indesejados. Essa situacao pode ser amenizada efetuando a relacao
entre a sensibilidade e o comprimento elementar (raiz quadrada da area) antes e depois da

aplicacdo do filtro [Moreira et al., 2017b e Link et al., 2017].
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4.3.4 Filtro de estabilizacao

Elementos que outrora continham sensibilidade com valor zero, podem passar a ter um
valor diferente de zero devido a contribuigdo gerada pelos elementos vizinhos, tornando-se
um elemento solido. Huang et al., 2010b, apontam que isso pode causar instabilidades na
funcdo objetivo, pois elementos removidos através da andlise da sensibilidade acabam por
onerar seus vizinhos. Por ordem do processo de filtragem, haverd um aumento nos valores de
sensibilidade dos removidos, causando a reinser¢ao, isso desencadeara o efeito denominado
loop, pois 0os mesmos elementos sdo repetidamente removidos e reinseridos.

Para amenizar esse efeito, emprega-se mais filtro, o de estabilizagdo, que modifica o

valor de sensibilidade de cada elemento, determinando um novo valor para a sensibilidade ¢, ,

com base nas informagdes do historico de cada elemento, ou seja, conforme a Equagdo (4.53),

em que g se refere a iteracao atual.

5 Y ~(g-1)
2, ZE(% +a ) (4.53)
4.4 Atualizacao das variaveis de projeto

O método BESO para sistemas multiescala inicia com arquiteturas distintas para o
macromodelo e para os micromodelos.

A fragdo volumétrica da iteracdo seguinte ¢ determinada para as duas escalas, podendo
ser maior ou menor do que a fracao de volume da iteracao atual, i.e, o volume desejado para a
proxima iteragdo podera aumentar ou diminuir até que se alcance o volume objetivo, dentro
de uma tolerancia pré-estabelecida.

Através de um esquema iterativo, ambos os volumes sdo gradualmente alterados em
direcdo ao volume desejado, segundo os quesitos de sensibilidade macro e microestrutural.

A taxa evoluciondria ER, parametro de entrada do algoritmo de otimizagao, controla a
variagdo do volume das iteragdes subsequentes, no macromodelo conforme a Equagdo (4.54),

e no micromodelo conforme a Equagao (4.55).

Vmac,(q+1) :Vmac,(q)(lj:ERmac) (454)
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Vmi(“(qul) :Vmic,(q)(l:l:ERmic) (4'55)

onde V%@ representa a fragdo do volume alvo macroestrutural da g-ésima iteragdo, e

ymac@ da iteragio anterior. De forma analoga, com J™@*D e y™ic@ para a microestrutura.

Uma vez atingido o volume final, a fragdo de volume da estrutura permanece
constante nas iteragdes seguintes, ou seja, apods o algoritmo atingir o volume prescrito
(Volfrac), alcanga-se um patamar onde o volume ¢ constante, mas a distribuicdo de material
pode variar.

Em cada iteragdo apds o calculo da sensibilidade (Equacao (4.53)), os elementos sao
ordenados de acordo com seus valores de sensibilidade de forma decrescente, individualmente
no macro € nos micromodelos.

at

" para a

Dois limites de sensibilidades sdo adotados, um &}, para a insergéo, e outro a;,

~ath

remocao dos elementos. Elementos com valor de sensibilidade inferior a ), , sdo definidos

vazios (atribuindo x; = xmin), podendo ser atualizados para solidos, conforme condigdo da

~ath

Equacdo (4.57). Elementos com sensibilidade superior a a, sdo definidos como sdlidos

(atribuindo x; = 1), podendo ser alterados para vazios segundo a condi¢do da Equacao (4.56).
G, < Oy (4.56)

&, > dy, (4.57)

ath

Huang e Xie, 2007, apresentam trés passos para a obten¢do dos valores de a‘, e a; :

~ ath

1. Adotar a%) = a“ = a™, determinado a" para o volume de referéncia. Por

exemplo, existindo 1000 elementos a1 > a2 > ... > a1000, com os valores de
sensibilidade ordenados de forma decrescente. Se o volume de referéncia V4D

corresponde a uma fragio de volume com 725 elementos, a®” = o',

2. Determinar a taxa de adicdo volumétrica (4R), partindo da relagdo entre o nimero

de elementos adicionados, pelo numero total de elementos no dominio de projeto.
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Se AR < AR™, sendo AR™™ a taxa maxima prescrita de adicao de volume, pular o

passo 3. Sendo, calcular &, e a;" segundo o passo 3.

Ordenar os numeros de sensibilidade dos elementos vazios e definir &, . O

numero de elementos a serem atualizados de vazios para cheios ¢ igual ao produto

~ath

entre AR™™ e o nimero total de elementos no dominio de projeto. ¢, € o valor de

sensibilidade do elemento ranqueado logo apds o ultimo elemento adicionado.
~ath

a;, ¢ entdo determinado de modo que [(volume de elementos removidos) =

pmic.at) _ pmic(@) + (yolume de elementos adicionados)].

4.5 Critério de parada

Antes de alcangar o volume prescrito, as mudangas na topologia da estrutura podem ser

bruscas. Apos, com as restricdes estruturais ja satisfeitas, ainda ¢ necessario realizar algumas

iteracdes, para alcancar a estrutura final, porém com uma quantidade menor de elementos

modificados.

A otimizagao ¢ concluida mediante a observacao de trés critérios:

i)

i)

iii)

As condicdes restritivas, aplicadas gradativamente, devem ser obedecidas por
completo.

Com o item (i) alcangado, algumas iteracdes ainda sdo executadas, até que a
mudanca no valor da fungdo objetivo seja menor do que um valor de
tolerancia. Apesar de nao haver uma variagdo no volume, a topologia da
estrutura pode mudar enquanto elementos sdo adicionados e removidos.

Apos se alcangar o item (i), e de forma concorrente com (ii), o valor da fungdo
objetivo da iteracdo atual € comparado com o melhor valor encontrado, e caso
esteja numa condicdo mais favoravel, assume com o posto de melhor valor,
tendo a configuragdo da estrutura também salva. Caso haja uma falha para se
alcangar uma condicdo mais favoravel, durante um certo numero de iteragdes,

o processo ¢ finalizado.

Em outras palavras, uma vez alcancado o volume prescrito Volfrac, conforme as

Equacdes (4.6) ou (4.19) para a macroestrutura, e conforme as Equagdes (4.20) e (4.21) para a

microestrutura, o processo de adigdo e remocdo de elementos continuara na busca pela
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maximizagdo da frequéncia natural, conforme Equacdo (4.5), at¢ que ndo haja variacao
significativa na fun¢@o objetivo durante um dado nimero iteracdes, ou seja, verifica-se wy nas
ultimas N iteragdes, observando-se um erro maximo permitido, conforme a Equagdo (4.58),
em que 7 representa o critério de parada, t* o erro maximo admissivel € N o numero de

iteragoes.

N
q—i+l g—N—i+l
Z <wk — )
=t

T _ <r* (4.58)

4.6 Implementacio computacional

A seguir ¢ apresentado o procedimento para a analise do método BESO conforme
implementagao realizada para estruturas sujeitas a vibragdes livres ndo amortecidas, composta
por material inico e multiplos materiais, definindo a distribuicdo 6tima de material para a

estrutura.
4.6.1 Descritivo dos passos do processo de otimizacio

A seguir sdo relacionados os passos empregados na implementagdo do método BESO,

para problemas de frequéncia natural aplicados em estruturas multiescala acoplada.

1- Discretizar o dominio correspondente ao modelo da macroestrutura , definindo o

numero de elementos . Determinar: a restricdo de volume |Volfrac™| (Equagio

(4.19)), taxa de evolucao (Equacao (4.54)), taxa de atualizagdo |AR’"|, raio

minimo (7. | (Equagdo (4.46)) e tolerancia (Equagao (4.58)).

2- Discretizar o dominio correspondente ao modelo das microestruturas ,
definindo o nimero de elementos para ambas. Determinar as restri¢des
dos volumes |Volfrac™'| |Volfrac™*| (Equagdes (4.20) e (4.21)), as taxas
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evolucionarias [ER"*'||[ER"**| (Equagdes (4.54) e (4.55)), taxa de atualizagdo |AR™"

mic,2

e o raio minimo || |r"*| (Equagdo (4.46)).

max min min

Calcular as matrizes constitutivas (Equacao (4.29)) através do método da

homogeneizagao.

Substituir cada matriz constitutiva (Equacao (4.29)) nos elementos do

macromodelo e obter o modo de vibragcdo normalizado com respeito a matriz de

massa , correspondente a k-ésima frequéncia natural do macromodelo.

Calcular a fun¢ao objetivo conforme o processo de otimizagao estabelecido (Equagdes

(4.5), (4.7) ¢ (4.18)).

mac

Calcular a sensibilidade || com relacdo as variaveis de projeto |x“| do

i i

macromodelo (Equagio (4.28)). Calcular as sensibilidades |a""' ||

i i

, com relagdo as

variaveis de projeto |x”*|dos micromodelos (Equagdo (4.43)).

Utilizar o esquema de filtro nodal e determinar a sensibilidade nodal «" (Equacdo),

n,mac n,mic,1 n,mic,2

tanto no macromodelo (@™ lquanto no micromodelo |&; a; (Equacgao (4.44)).

Utilizar o esquema de filtro e determinar a nova sensibilidade elementar (Equagao

~ mac A~ mic,l A mic,2

(4.47)), tanto no macromodelo |, [quanto no micromodelo |,

i

i i

~ mac

Determinar uma nova sensibilidade | |, aplicando o filtro de estabilizacdo (Equacao

i

(4.53)), através da média baseada em informagdes do histérico da sensibilidade a,,

tanto no macromodelo quanto nos micromodelos.

Determinar a fracdo volumétrica alvo da proxima iteragcdo, tanto no macromodelo

(Equagdo (4.54)) quanto nos micromodelos [V"“"*"| [¥"*«*| (Equagdo
(4.55)).
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mac mic,1 mic,2

10- Atualizar as variaveis de projeto (x| |x""||x""| de acordo com as sensibilidades

! J J

(Equagao (4.53)) e volume atual, tanto no macromodelo (Equagdo (4.54)),
quanto nos micromodelos (Equacao (4.55)).

11-Repetir passos de 3 a 10 até que: as restricdes de volume (Equagao (4.19),
(4.20) e (4.21)) e critério de parada (Equacdo (4.58)), sejam satisfeitos.

4.6.2 Fluxograma do processo de otimizacio

O fluxograma apresentado na Figura 4.8 ilustra a forma empregada para

implementagao do algoritmo.

VOLUME
SATISFEITO
EM AMBOS

0S MODELO?

FUNCAO

OBJETIVO

CONVERGIU?

M u
u | (E—E')(I-bu )d7 BdV |u |

K |-o (M

K

B T— Db

e\
317
ST
S

Ly

ESCALAS
ESCALAS
ESTABILIZACAO
ACORDO COM A
SENSIBILIDADE E O NOVO
MODELO

{ a lu
L

CALCULAR A SENSIBILIDADE

ELEMENTAR EM AMBAS AS

APLICAR OS FILTROS NODAL E

ELEMENTAR EM AMBAS AS

VALOR DE VOLUME EM CADA|

APLICAR O FILTRO DE

ATUALIZAR 05

= 28
e Sg ws @ i
222 2k e 8z CEd
¥ 8 = B8E H e
S35 g EIER! =2 SEE
885 |EEo| szl 22| |s:=2

2 £ E £
oEE Laid ol 25 o
@8 2388 <8z sz <88
388 2y $z8 35 228
£ESS < _§§ 28 ggg
& H g & 20 -
g== i3 L) £ <d
a3 82

Figura 4.8 Fluxograma do método implementado.
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5 VERIFICACAO NUMERICA

Com o programa feito, testes foram realizados a fim de avaliar a robustez da
implementagdo e verificar eventuais instabilidades numéricas. Tais testes foram comparados
com referéncias ja consolidadas, e os resultados sdo apresentados a seguir, sendo todas as
malhas discretizadas com elementos lineares quadrilaterais de tensdo plana com quatro nos

cada.

5.1 Maximizacio da frequéncia fundamental em estruturas com material tinico

Os ensaios numéricos se iniciam com validagdo do algoritmo com respeito a
maximizacdo da frequéncia fundamental de estruturas compostas por material unico, sendo
experimentados os modelos dos trabalhos de Du e Olhoff, 2007; Huang et al. 2010a; Steven e
Xie, 1996 e Yaghoobi e Hassani, 2017.

5.1.1 Viga biapoiada

Como primeiro exemplo, foi considerado uma viga biapoiada em ambas as
extremidades, conforme Figura 5.1. O dominio ¢ retangular com dimensdes de 8 m x 1 m,
discretizado com 320 x 40 elementos. O objetivo ¢ maximizar a frequéncia fundamental com
uma fragdo de volume de 50%. Na Tabela 5.1 sdo mostradas as propriedades do material

empregado na viga.

. -
ez
=

f

‘

-

8.0m

~

Figura 5.1 Viga biapoiada em ambas as extremidades
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Tabela 5.1 Propriedades do material empregado na viga biapoiada

Moédulo de Young (E) 1x107 Pa
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Massa especifica (p) 1 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxa evolucionaria ER = 6%, Xmin = 1073,
raio de filtragem 7, = 2, erro maximo admissivel 7* = 0,001 e fator de penalizagdo p = 3,0.

A topologia 6tima encontrado por Du e Olhoff, 2007 pode ser vista na Figura 5.2,
enquanto na Figura 5.3, a alcangada por Huang et al., 2010a. Ja na Figura 5.4 ¢ apresentado o

resultado da otimizag@o obtida com o método BESO, conforme implementado neste trabalho.

Figura 5.2 Viga biapoiada otimizada por Du e Olhoft, 2007.

Figura 5.3 Viga biapoiada otimizada por Huang et al., 2010a.

Figura 5.4 Viga biapoiada otimizada neste trabalho.

Na Figura 5.5 pode ser visto o historico de otimizagdo para as trés primeiras
frequéncias naturais obtidas por Du e Olhoff, 2007. O historico de otimizagcdo com a variagao

da fracdo de volume, alcancado por Huang et al., 2010a, ¢ mostrado na Figura 5.6, enquanto
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na Figura 5.7, sdo apresentadas as trés primeiras frequéncias naturais e a variagdo da fragdo de

volume, obtidos com o algoritmo implementado neste trabalho.

600 . . .
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Figura 5.5 Historico de otimizagdo da viga biapoiada, por Du e Olhoff, 2007.
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Figura 5.6 Historico de otimizagdo da viga biapoiada, por Huang et al. 2010a.
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Figura 5.7 Historicos de otimizacdo viga biapoiada, implementada neste trabalho.

Avaliando os resultados alcangados, observa-se que ha um aumento da primeira
frequéncia natural e um decaimento da segunda a medida que diminui a fragdo do volume.
Sobre a proximidade dos valores da primeira e da segunda frequéncia natural, trata-se de uma
condigdo conhecida como multimodal.

Seyranian et al., 1994, afirmam que ao considerar a diferenciacdo do autovalor em
relacdo a uma Unica varidvel, se as matrizes de massa e rigidez sdo continuamente
diferenciaveis, existem n fungdes continuamente diferenciaveis que representam o0s
autovalores (repetidos) do problema.

Na pratica, quando a diferenca entre um dado autovalor e seu subsequente ¢ muito
pequena, digamos menos de 3%, esses autovalores sdo considerados multiplos [Zuo et al.,

2010]. No entanto, a sensibilidade das frequéncias multiplas ndo ¢ unica, devido a falta de
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propriedades de diferenciagdo usuais do subespago abrangido pelos autovetores associados a
multiplas frequéncias [Ruiz et al., 2017].

Para o caso da viga biapoiada, a topologia 6tima encontrada se assemelha com os
resultados da literatura. Comparando os resultados encontrados (Tabela 5.2), a diferenca entre
os valores da frequéncia fundamental deste trabalho ¢ de 1,6% para o trabalho de Du e Olhoff,
2007 e 3,4% para o trabalho de Huang et al., 2010a. Além disso, o nimero de iteragdes foi

reduzido.

Tabela 5.2 Comparativo das frequéncias naturais em rad/s para viga biapoiada.

Autor Método w1 w2 w3 iteragoes
Du e Olhoff, 2007 SIMP 174,7 174,7 284.9 80
Huang et al., 2010a BESO 171,5 173,3 220 55
Este trabalho BESO 177,5 177,5 502,6 29

5.1.2 Viga biengastada com massa concentrada

O segundo teste foi realizado com base no trabalho desenvolvido por Yaghoobi e
Hassani, 2017, de uma viga biengastada em ambas as extremidades, com uma massa
adicionada em seu centro geométrico, conforme Figura 5.8. O dominio retangular de 14 m x 2
m x 0,01 m, ¢ discretizado com 280 X 40 elementos. O objetivo ¢ maximizar a frequéncia
fundamental com uma fracdo de volume de 50,29%, mesmo valor utilizado em Yaghoobi e

Hassani, 2017. A Tabela 5.3 mostra as propriedades do material empregado na viga.

14 m

Figura 5.8 Caso 2, viga 2D biengastada em ambas as extremidades
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Tabela 5.3 Propriedades do material empregado na viga biengastada

Modulo de Young (E) 25 GPa
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Massa especifica (p) 2.500 kg/m?
Massa concentrada (M) 125 kg

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxa evolucionaria ER = 1,5%, Xmin = 107°,
raio de filtragem 7, = 3, erro maximo admissivel 7* = 0,001 e fator de penalidade p = 6,0.
Na Figura 5.9 pode ser visto a melhor topologia alcancada por Yaghoobi e Hassani,

2017, enquanto na Figura 5.10 ¢ apresentado o resultado da otimizagdo obtida neste trabalho.

Figura 5.9 Viga biengastada, topologia 6tima obtida por Yaghoobi e Hassani, 2017.

Figura 5.10 Viga biengastada, topologia 6tima obtida neste trabalho.

As topologias alcancadas em ambos os trabalhos apresentam diferengas, contudo,
analisando os dados da Tabela 5.4, se percebe uma proximidade entre os resultados

alcangados, com uma diferenga de 0,16% entre os autores.

Tabela 5.4 Comparativo das frequéncias naturais em Hz para a viga biengastada.

Autor M¢étodo w1 w2 iteracdes

Yaghoobi e Hassani, 2017 SIMP 24,35 - -

Este trabalho BESO 24,31 57,5 50
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Como os métodos empregados sdo diferentes, bem como nem todos os dados da

referéncia sdo conhecidos, alteracdes nos dados de entrada implicam em variagdes no

resultado final da topologia e da fungao objetivo, chegando-se numa topologia mais proxima.

Assim, os resultados alcangados nesse trabalho sdo considerados suficientes

A Figura 5.11 apresenta o histérico de otimizacdo para o problema em questdo.

Percebe-se que mesmo retirando material da estrutura, para este caso, o algoritmo

implementado se mostra estdvel, sem variacdes bruscas durante o processo. Além disso, o

processo de otimizagdo confirma sua eficiéncia, uma vez que comparando com o valor inicial

da frequéncia fundamental (24,5 Hz), se reduz ~50% do material inicial para uma diminui¢ao

< 1% da frequéncia.

Frequéncia (11z)

— Vollrac

1 0.9

0

20

25

[teracdo

30

35

Fracio Volumétrica

Figura 5.11 Historico de otimizacao da viga biengastada implementada neste trabalho.
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5.1.3 Placa retangular de aluminio

O terceiro exemplo realizado se baseou no trabalho de Steven e Xie, 1996. Para uma
dada placa retangular de aluminio fixada em dois cantos em diagonal, com dimensdes de 0,15
m x 0,1 m x 1 mm, conforme Figura 5.12.

O objetivo ¢ maximizar a primeira frequéncia natural com uma fracdo de volume
prescrita de 50%. O dominio discretizado conta com 45 x 30 elementos. As propriedades do

material sdo mostradas na Tabela 5.5.

Figura 5.12 Placa retangular de aluminio

Tabela 5.5 Propriedades da placa retangular de aluminio

Modulo de Young (E) 70 GPa
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Massa especifica (p) 2700 kg/m?

Os dados de entrada sdo: taxa evolucionaria ER = 0,06, X = 1075, raio de filtragem
Fmin = 2,5, erro maximo admissivel 7* = 0,001 e fator de penalidade p = 2,0.
Na Figura 5.13 pode ser visto o projeto 6timo alcangcado por Steven e Xie, 1996,

enquanto na Figura 5.14 ¢ apresentado o resultado da otimizagao obtida neste trabalho.
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_—

Figura 5.13 Placa retangular de aluminio otimizada por Steven e Xie, 1996.

Figura 5.14 Placa retangular de aluminio otimizada neste trabalho.

Apbs 22 iteragdes se alcanca uma frequéncia fundamental de 3467,8 Hz, que
comparado ao valor inicial ndo otimizado de 2500 Hz inicial, corresponde a 38,7% de
acréscimo da primeira frequéncia natural da placa, conforme Figura 5.15.

O valor da primeira frequéncia natural se aproxima do valor reportado na literatura,
conforme Tabela 5.6, com uma diferenca de 2,2%. Também se verifica uma redug¢do no

numero de iteragoes.

Tabela 5.6 Comparativo das frequéncias naturais em Hz para a placa retangular de aluminio.

Autor M¢étodo w1 w2 w3 iteragoes

Steven e Xie, 1996 ESO 3392,8 - - 85

Este trabalho BESO 3467,3 4200 6000 22
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Figura 5.15 Historico de otimizacao da placa retangular de aluminio deste trabalho.

5.2 Maximizac¢io da frequéncia fundamental em estruturas hierarquicas acopladas

Nesta se¢do, os ensaios numéricos sdo realizados a fim de validar o algoritmo com
respeito a maximizacdo da frequéncia fundamental de estruturas compostas por varios
materiais, sendo experimentados os modelos do trabalho de Zuo et al., 2013, que trata de uma
viga biengastada, conforme Figura 5.16, discretizada com 80 X 40 elementos na
macroestrutura. Em todos os casos a viga ¢ composta por microestrutura(s), discretizada(s)
com 40 x 40 elementos. Também ¢ atribuido Coeficiente de Poisson v = 0.3 em todos os
Ccasos.

Chamaremos daqui em diante de estrutura mais rigida para aquela possui maior

modulo de Young, e de estrutura menos rigida aquela que possui menor médulo de Young.
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40

80

Figura 5.16 Viga biengastada nas extremidades

5.2.1 Microestrutura peridodica com material inico

Para este caso, objetiva-se alcangar a maxima frequéncia fundamental da estrutura,
tendo ela reduzido em 50% o volume inicial, mas sem alteracdo da macroestrutura. A
otimizagdo se dard buscando o melhor leiaute para uma microestrutura periodica. As

propriedades do material s3o mostradas na Tabela 5.7.

Tabela 5.7 Propriedades do material empregado

Propriedades Material 1
Modulo de Young (E) 1 Pa
Massa especifica (p) 1,0 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO sido: taxas evoluciondrias ER™¢ = 5%, taxa de
adigdo maxima AR"“'= 5%, fragdo de volume prescrito Volfrac™ = 100% e Volfrac™' =
50%, Xmin = 107, raio de filtragem 7min = 4, erro maximo admissivel 7* = 0,01% e fator de
penalidade p = 3,0.

Na Figura 5.17 pode ser visto o projeto 6timo alcangado por Zuo et al., 2013, enquanto

na Figura 5.18 ¢ apresentado o resultado da otimizagao neste trabalho.
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Figura 5.17 Microestrutura periddica otimizada com material tinico por Zuo et al., 2013.

Estrutura

Microestrutura

Figura 5.18 Microestrutura periddica otimizada com material Gnico, neste trabalho.

Na Figura 5.19 ¢ apresentado o histérico de otimizagdo com a evolugdo realizada pela

microestrutura. Enquanto na Tabela 5.8 sdo comparados os resultados alcangados.
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Figura 5.19 Historico de otimizacao da microestrutura peridodica com material Gnico.
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Autor w1 w2 w3 iteragoes
Zuo et al., 2013 0,0148 - - 41
Este trabalho 0,0147 0,0260 0,0289 36

Percebe-se haver uma semelhanca entre as topologias encontradas nas microestruturas,

assim como para os valores alcancados para a frequéncia fundamental da macroestrutura,

idénticos até a terceira casa decimal. Outro item relevante a ser comparado sdo as matrizes

homogeneizadas da microestrutura, nas Equagdes (5.1) e (5.2), sdo apresentadas segundo Zuo

et al., 2013 e conforme este trabalho, respectivamente, sendo os valores entre elas idénticos

até a segunda casa decimal.
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0,3230 0,1148 0
Dl — 0,1255 0 |, [Zuo etal., 2013] (5.1)

simétrica 0,1117

0,3224 0,1155 0
Dl — 0,1243 0 |, estetrabalho (5.2)

simétrica 0,1124

5.2.2 Microestrutura periodica composta por dois materiais

Semelhante ao anterior, neste caso a macroestrutura ndo sera alterada, somente a
microestrutura do material. Objetiva-se alcancar a maxima frequéncia fundamental da
estrutura, com a redu¢do em 50% do volume inicial. A otimiza¢do se da buscando o melhor
leiaute para uma microestrutura periddica composta por dois materiais, em que a fase 1 possui
maior rigidez quando comparado com a fase 2. As propriedades dos materiais da

microestrutura sdo mostradas na Tabela 5.9.

Tabela 5.9 Propriedades dos materiais empregados na microestrutura

Propriedades Material 1 Material 2
Modulo de Young (E) 1 Pa 0,2 Pa
Massa especifica (p) 1,0 kg/m? 2,0 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO sido: taxa evolucionaria ER™¢ = 5%, taxa de
adigdo maxima AR"“'= 5%, fragdo de volume prescrito Volfrac™ = 100% e Volfrac™*!' =
50%, Xmin = 107, raio de filtragem 7min = 4, erro maximo admissivel 7* = 0,01% e fator de
penalidade p = 3,0.

Na Figura 5.20 pode ser visto o projeto 6timo alcangado por Zuo et al., 2013, enquanto

na Figura 5.21 ¢ apresentado o resultado da otimizagao neste trabalho.
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Figura 5.20 Microestrutura periddica otimizada com dois materiais por Zuo et al., 2013.

Estrutura

Microestrutura

Figura 5.21 Microestrutura periddica otimizada com dois materiais, neste trabalho.

Na Figura 5.22 ¢ apresentado o histdrico de otimizagdo com a evolugdo realizada pela

microestrutura. Enquanto na Tabela 5.10 sdo comparados os resultados alcancgados.
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Figura 5.22 Historico de otimizacao, da microestrutura periddica com dois materiais.

Iteracio

¥

Tabela 5.10 Comparativo das frequéncias fundamentais em rad/s.

76

Fracio volumétrica V

Autor w1 w2 w3 iteragoes
Zuo et al., 2013 0,0113 - - 45
Este trabalho 0,0113 0,0209 0,0221 24

As topologias encontradas nas microestruturas para este se assemelham, além disso os

valores alcancados para a frequéncia fundamental da macroestrutura sdo idénticos até a quarta

casa decimal. Nas matrizes homogeneizadas da microestrutura, Equagdes (5.3) e (5.4),

conforme Zuo et al., 2013 e conforme este trabalho, respectivamente, ¢ possivel se notar

valores idénticos entre elas até a segunda casa decimal.
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0,4976  0,1830 0
D — 0,4672 0 ,[Zuo et al.,2013] (5.3)
simétrica 0,1972

0,4899  0,1823 0
Dl — 0,4555 0 |, estetrabalho (5.4)
simétrica 0,1954

5.2.3 Macroestrutura composta por duas microestruturas distintas

Este caso difere dos anteriores, pois a otimiza¢do se da na macroestrutura, enquanto as
microestruturas permanecem inalteradas. Objetiva-se alcancar a maxima frequéncia
fundamental da estrutura, com a redu¢dao em 50% do volume inicial da macroestrutura. A
otimizacdo se dara buscando o melhor leiaute da macroestrutura, onde micro 1 ¢ 2 sao
consideradas a fase mais rigida e menos rigida na macroestrutura, respectivamente. As

propriedades dos materiais das microestruturas sao mostradas na Tabela 5.11.

Tabela 5.11 Propriedades dos materiais empregados nas microestruturas

Propriedades Microestrutura 1 Microestrutura 2
Modulo de Young (E) 1 Pa 0,2 Pa
Massa especifica (p) 1,0 kg/m? 2,0 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO sao: taxa evolucionaria ER"* = 5%, taxa de
adigdo méaxima AR"™ = 5%, fra¢do de volume prescrito Volfrac™ = 50% e Volfrac™*! =
Volfrac™* = 100%, xmin = 107>, raio de filtragem rmin = 4, erro maximo admissivel 7* = 0,01%
e fator de penalidade p = 3,0.

Na Figura 5.23 pode ser visto o projeto 6timo alcangado por Zuo et al., 2013, enquanto

na Figura 5.24 ¢ apresentado o resultado da otimizacao deste trabalho.



Figura 5.23 Macroestrutura otimizada com dois materiais por Zuo et al., 2013.

Estrutura

Microestrutura 1 Microestrutura 2

Figura 5.24 Macroestrutura otimizada com dois materiais neste trabalho.

Na Figura 5.25 ¢ apresentado o histdrico de otimizagdo com a evolugdo realizada pela

macroestrutura. Enquanto na Tabela 5.12 sdo comparados os resultados alcancados.
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Figura 5.25 Historico de otimizacao, da macroestrutura com dois materiais.
Tabela 5.12 Comparativo das frequéncias fundamentais em rad/s.
Autor w1 w2 w3 iteragoes
Zuo et al., 2013 0,0127 - - 44
Este trabalho 0,0126 0,0218 0,0218 47

As topologias encontradas nas macroestruturas para este caso se assemelham, além
disso os valores alcancados para a frequéncia fundamental da macroestrutura sao idénticos até
a terceira casa decimal. As matrizes homogeneizadas da microestrutura, Equagdes (5.5) e
(5.6), por Zuo et al.,, 2013 e conforme este trabalho, respectivamente, possuem valores
idénticos para ambas microestruturas. Neste caso a matriz homogeneizada e nao

homogeneizada sao idénticas.



1,0989
DH,mic,l —
simétrica
0,2198
DH,mic,Z —
simétrica
1,0989
DH,mic,l —
simétrica
0,2198
DH,mic,Z —
simétrica

0,3207 0
1,0989 0
0,3846
0,0659 0
0,2198 0
0,0769)
0,3207 0
1,0989 0
0,3846
0,069 0o
0,2198 0
0,0769)

5.2.4 Modelo sélido-vazio em ambas microestruturas

+,[Zuo et al.,2013]

este trabalho
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(5.5)

(5.6)

Neste caso o processo de otimizacdo se dara tanto na macroestrutura quanto em ambas

microestruturas. Objetiva-se alcancar a maxima frequéncia fundamental da estrutura, com a

redu¢do em 50% do volume inicial. A otimizagdo na macroestrutura se dard buscando a

melhor distribuicdo das microestruturas, em que a micro 1 ¢ considerada mais rigida e 2

menos rigida, enquanto que as microestruturas terdo seus volumes reduzidos em 50%. As

propriedades dos materiais das microestruturas sao mostradas na Tabela 5.13.

Tabela 5.13 Propriedades dos materiais empregados nas microestruturas

Propriedades Microestrutura 1 Microestrutura 2
Modulo de Young (E) 1 Pa 0,2 Pa
Massa especifica (p) 1,0 kg/m? 2,0 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxas evolucionarias ER"% = ER™¢!

ER™e2 = 5%, taxas de adigdo maxima AR™ =AR"'=AR"'= 5%, fra¢do de volume

prescrito Volfrac™® = Volfrac™' = Volfrac™** = 50%, Xmn = 107>, raio de filtragem 7

erro maximo admissivel 7* = 0,01% e fator de penalidade p = 3,0.

:4’
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Na Figura 5.26 pode ser visto o projeto 6timo alcancado por Zuo et al., 2013, enquanto

na Figura 5.27 ¢ apresentado o resultado da otimizagao deste trabalho.

Figura 5.26 Macroestrutura e microestruturas otimizadas por Zuo et al., 2013.

Estrutura

Microestrutura 1 Microestrutura 2

Figura 5.27 Macroestrutura e microestruturas otimizada neste trabalho.
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Na Figura 5.28 ¢ apresentado o histdrico da otimizagao realizada, enquanto na Tabela

5.14 sdao comparados os resultados alcangados.
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Figura 5.28 Historico de otimizacao, da macroestrutura com dois materiais.
Tabela 5.14 Comparativo das frequéncias fundamentais em rad/s.
Autor w1 w2 w3 iteragoes
Zuo et al., 2013 0,0092 - - 45
Este trabalho 0,0092 0,0135 0,0158 42

As topologias encontradas nas macroestruturas para este caso se assemelham, assim
como ambas as microestruturas, ja os valores alcangados para a frequéncia fundamental da
macroestrutura sdo idénticos. Sobre as matrizes homogeneizadas das microestruturas,
Equacdes (5.7) e (5.8), segundo Zuo et al., 2013 e conforme este trabalho, respectivamente,
em ambas as microestruturas os valores sdo idénticos até a segunda casa decimal, verifica-se a

convergéncia dos resultados na busca pela solugdo 6tima.



0,2538
DH,mic,l —
simétrica
0,0650
DH,mic,Z —
simétrica
0,2576
DH,mic,l —
simétrica
0,0636
DH,mic,Z —
simétrica

0,1448
0,1660

0,0222
0,0322

0,1436
0,1635

0,0216
0,0309
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. t,[Zuo et al.,2013] (5.7)

-, este trabalho (5.8)

5.2.5 Microestruturas com dois materiais cada

Neste caso o processo de otimizagdo se da tanto na macroestrutura quanto em ambas

microestruturas. Objetiva-se alcancar a maxima frequéncia fundamental da estrutura, com a

redugdo em 50% do volume inicial. A otimiza¢cdo da macroestrutura busca a melhor leiaute

para a distribui¢do das fases mais rigidas (micro 1) e menos rigidas (micro 2). Enquanto que

as microestruturas, composta por duas fases cada, produzird a busca da melhor distribuicao de

cada fase dentro de cada microestrutura. As propriedades dos materiais das microestruturas

sdo mostradas na Tabela 5.15.

Tabela 5.15 Propriedades dos materiais empregados nas microestruturas

Microestrutura 1 Microestrutura 2
Propriedades
Fase 1 Fase 2 Fase 1 Fase 2
Modulo de Young (E) 1 Pa 0,2 Pa 0,3 Pa 0,05 Pa
Massa especifica (p) 1,0 kg/m? 2,0 kg/m? 1,5 kg/m? 0,8 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxas evolucionarias ER"% = ER™¢! =

ER™e? = 5%, taxas de adigdo maxima AR"=AR"'=AR"'= 5%, fragdo de volume
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prescrito Volfrac™ = Volfrac™' = Volfrac™* = 50%, Xmin = 107, raio de filtragem rmin = 4,
erro maximo admissivel 7* = 0,01% e fator de penalidade p = 3,0.
Na Figura 5.29 pode ser visto o projeto 6timo alcangado por Zuo et al., 2013, enquanto

na Figura 5.30 ¢ apresentado o resultado da otimizacao deste trabalho.

Figura 5.29 Macroestrutura e microestruturas otimizadas por Zuo et al., 2013.

Estrutura

Microestrutura 1 Microestrutura 2

Figura 5.30 Macroestrutura e microestruturas otimizada neste trabalho.



85

Na Figura 5.31 ¢ apresentado o histdrico de otimizagdo, enquanto na Tabela 5.16 sdo

comparados os resultados alcancados.
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Figura 5.31 Historico de otimiza¢ao na macro € microestruturas com dois materiais.

Tabela 5.16 Comparativo das frequéncias fundamentais em rad/s.

Autor w1 w2 w3 iteragoes
Zuo et al., 2013 0,0092 - - 44
Este trabalho 0,0106 0,0173 0,0178 38

As topologias encontradas tanto na macro como nas microestruturas para este caso se
assemelham. As matrizes homogeneizadas das microestruturas, Equacdes (5.9) e (5.10),
apresentadas segundo Zuo et al., 2013 e conforme este trabalho, respectivamente, apresentam
valores idénticos na primeira casa decimal para a microestrutura 1, e valores idénticos até a

segunda casa decimal para a microestrutura 2.



0,6084
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simétrica
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6 SEPARACAO DE FREQUENCIAS

De grande valor no meio cientifico, a maioria dos estudos em otimizagdo estrutural de
frequéncia natural estd associado a maximizagao da frequéncia fundamental para um volume
prescrito, como visto em Lisboa et al., 2017, Hassani ¢ Yaghoobi, 2017, Da et al., 2017b,
entre outros.

Contudo Olhoff e Parbery, 1984, destacam que um projeto estrutural mais eficaz pode
ser obtido pela maximizagdo da separagdo entre duas frequéncias adjacentes, por exemplo,
onde a frequéncia de excitacdo esteja entre duas frequéncias naturais separadas. Isso leva a
redugdo da possibilidade de ocorrer o fenomeno de ressonancia nessa faixa de frequéncia
prescrita [Olhoff et al., 2012].

Um dos precursores desse assunto foi Troitskii, 1976, apresentando uma formulagao
matematica do problema de maximizagao da diferenga entre a primeira e a segunda frequéncia
natural, para um problema de vibragdo axial de uma barra com um dado comprimento e
volume [apud Olhoff e Parbery, 1984]. Olhoff, 1989, apresenta um estudo de otimizacgao
estrutural multicritério via formulacdo de contorno para a maximizagdo do espagamento de
frequéncias naturais adjacentes de uma viga engastada com uma massa na extremidade livre.

Em otimizagdo topologica, os precursores para problemas envolvendo frequéncia
natural foram Diaz e Kikuchi, 1992, com o projeto para a maximiza¢do da frequéncia
empregando o método da homogeneizagao.

Ma et al.,1994, pontuam que o uso de apenas uma unica frequéncia natural como
funcdo objetivo pode gerar problemas de descontinuidade nas sensibilidades da fungao,
devido as altas variacdes que as frequéncias estruturais estdo sujeitas, podendo acarretar em
oscilacdo e divergéncia no processo de otimizacdo. Logo, apresentam uma equacdo
generalizada para problemas de frequéncia natural, que emprega um autovalor intermediario.

No trabalho desenvolvido por Jensen e Pedersen, 2006, foi apresentado um método
para separagdo de duas frequéncias adjacentes quaisquer em modelos continuos uni e
bidimensionais, considerando estruturas compostas por bimateriais. Formulagdes distintas
foram aplicadas para maximizar o intervalo, a diferenca e a razao entre os quadrados das
frequéncias, apontando para um intervalo maior utilizando o critério de diferenga do que a

razao.



88

Ampliando a discussdo sobre problemas de maximizagdo e separacdo de frequéncias
adjacentes, Olhoff e Du (2007) aplicam o método das assintotas moveis (MMA) em vigas
biengastadas e placas tridimensionais com massas concentradas. Para isso, desenvolvem um
método, detectando a multiplicidade dos autovalores e calculando os incrementos das
variaveis para o problema especifico (separacdo ou maximiza¢ao). Os resultados foram
comparados com outras técnicas de separacdo como, por exemplo, a do autovalor
intermediario, se mostrando mais eficiente.

Como o custo computacional ¢ um problema recorrente em otimizagao de frequéncia
natural, Bogomolny, 2010, propde um método baseado no método de aproximacao combinada
(CA) e na andlise de sensibilidade adjunta, para reduzir o tempo computacional necessario em
problemas de otimizag¢do de vibragdo livre. Modos localizados sao resolvidos aplicando um
sistema de penalizagdo. Testes numéricos sdo realizados para maximizagdo da frequéncia
fundamental e separagdo de duas frequéncias conseguintes.

Utilizando o método ESO, problemas de separagdo de frequéncia sdo vistos em Xie e
Steven, 1996, enquanto que em uma abordagem bem mais recente, Lopes et al., 2017, aplicam
o método BESO em uma viga biapoiada com o objetivo de maximizar o intervalo entre
frequéncias adjacentes, sendo este um ponto de ateng¢do no projeto de estruturas, como pode

ser observado em Hassani e Yaghoobi, 2017; Calixto, 2015; Zargham et al., 2016.

6.1 Otimizacgao topolégica para problemas de separacao de frequéncias

A fungdo de otimizagdo para a separacdo de duas frequéncias consecutivas, pode ser

escrita como na Equagdo (6.1), partindo-se das equacdes apresentadas em Ma et al., 1994.

-1 -1

(@, -@)= Z;) —Z;) 6.1)

onde wo representa uma frequéncia entre a n-ésima frequéncia natural e sua consecutiva. A
derivada da Equagdo (6.1), com relagdo a uma variavel de projeto x;, ¢ expressa pela Equagao

(6.2), que representa a sensibilidade da fungao.
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_a):>:< , | (6.2)
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6.2 Otimizacao topolégica para problemas de separacio de frequéncias em estruturas
multiescala acopladas

A fungdo de otimizagdo para problemas de separacdo de frequéncias em estruturas
multiescala acopladas pode ser escrita através das Equagoes (4.7), (4.19) - (4.21) e (6.3),

tomando-se duas microestruturas distintas.

Encontrar: X = {x"%, x™c1 xMic2 | xM¢ = xum v 1
|xjmzc,1 = Xpmin V 1
| xjmlc’z = Xmin V 1}

Que maximize: 4 (6.3)

Sujeito a: (K— i M) ux =0

M
Volf‘racmac _ inma(‘Vimac — 0
i=1

N
VOZ racmic‘l _Zx;nic‘ll/jmic,l — 0
=1 '

N

VolfracmicQ _ Zx;niCQV;mic,Z — 0
Jj=1

A funcdo /4, para um caso desejavel, de minimiza¢cdo de uma frequéncia natural e
maximizagdo da frequéncia consecutiva, ¢ definida na Equagdo (6.4), determinando a

maximizac¢do do intervalo entre a k-ésima frequéncia e a conseguinte, em que k representa a

frequéncia de referéncia.

K+, a)k, ) (64)
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Para o caso de estruturas multiescala acopladas, a sensibilidade na escala
macroestrutural ¢ determinada pela derivagdo da funcdo objetivo com respeito a varidvel de

projeto macro x, conforme apresentada na Equagao (6.5).

g P 0 ()
i 8ximac 8)6;”“ k+1; k;
B ‘o, Jo, (6.5)
- aximac 8ximllc
A Equacdo (6.5) pode ser reescrita como na Equagdo (6.6).
e OA 1 dw;, 1 dw;
ai = mac = mac’ - ma’c (66)
Ox| 20,,, Ox] 20, Ox,

Baseado nas Equacdes (4.28) e (6.6), a sensibilidade da fun¢do de afastamento da k-
¢ésima frequéncia natural e de sua consecutiva, com relacdo a i-ésima variavel de projeto da

macroestrutura, é apresentada na Equagéo (6.7), baseado na hipotese de du/dx, =0 ao longo

das iteragoes.

oA U el () (K K ) e, (M M2 |u, |+
o= = (6.7)
o5 20.,0,)| o |u () (K K)ot (M2 M2 [,

Similarmente, a sensibilidade na microescala se determina pela diferenciacdo da

funcdo objetivo com relacdo a variavel de projeto microestrutural xj".”“, conforme ¢

apresentada na equagao (6.8).

8a)kJrl, 80)/{,
- ox B ox" (6.8)
R dw,., N ow,

20,, " | |20, Ox




91

A partir da Equacdo (6.8), e considerando a Equacdo (4.46), ¢ apresentada a Equagdo
(6.9), que representa a sensibilidade da fungdo 4, de afastamento da k-ésima frequéncia

natural e de sua subsecutiva, com relagdo a j-ésima variavel de projeto da microestrutura.

U, }ﬂL

o] o o mar |

M
2 T
A\ (p-1) wk,z uk+1,
mlc) P

mic __ p(xj
a =
27| (a),fﬂfa),fl )

B! || (P (E'—E*)P [dY|B.dV,
ICICER I LY
M
- Iirljzllu:j

J

(6.9)

sendo P; definido como:

P =(I—bu,) (6.10)
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7 ENSAIOS NUMERICOS

Com a validagao do algoritmo de maximizagdo da frequéncia fundamental para
estruturas compostas por material unico e bimaterial, a implementa¢ao foi ampliada, com a
inserc¢ao das equagdes de separagdo de frequéncia.

Os resultados envolvendo separagdo de frequéncias sdao apresentados a seguir, sendo
todas as malhas discretizadas com elementos lineares quadrilaterais de tensdo plana com

quatro nos cada.

7.1 Separacao de frequéncias em estruturas com material inico

Os ensaios numéricos se iniciam com a verificacdo da separacao de frequéncias para
estruturas compostas por um unico tipo de material, os exemplos aqui utilizados sdo

empregados nos trabalhos de Du e Olhoff, 2007, Lopes et al., 2017 e Steven e Xie, 1996.

7.1.1 Viga biapoiada (w2 - w1).

Como visto na Figura 5.7 e na Tabela 5.2, durante o processo de otimizacao surgem
frequéncias multimodais, que correspondem as frequéncias com autovalores de magnitudes
idénticas ou muito proximas. Com essa motivagdo, parte-se do mesmo modelo utilizado na
Figura 5.1, cujo dominio ¢ retangular com dimensdes de 8 m % 1 m, discretizado com 320 X
40 elementos. O objetivo para este caso ¢ maximizar a separagdo entre as frequéncias naturais
de niimero dois e um, sujeito a uma redugdo de 50% do volume. Na Tabela 5.1 sdo mostradas
as propriedades do material empregado na viga.

Os dados de entrada sdo: taxa evolucionaria ER = 0,05, Xum = 107>, raio de filtragem
Fmin = 3,5, erro maximo admissivel 7%= 0,001, wo = 50 Hz e fator de penalidade p = 6,0.
Na Figura 7.1 ¢ mostrada a topologia obtida por Du e Olhoff para a maximiza¢ao da segunda
frequéncia natural, enquanto que na Figura 7.2 ¢ apresentada a topologia obtida com o método

BESO, conforme implementado neste trabalho, para a maximizagao de (w2 - w1).
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Figura 7.1 Topologia 6tima para a maximizag¢ao de w2, por Du e Olhoff, 2007.

Figura 7.2 Topologia para a maximizacao de (w2 - @1) neste trabalho.

Ao fim de 24 iteragdes se alcanga uma diferenca entre a segunda e a primeira frequéncia
de 70,27 Hz, conforme Figura 7.3. Na Tabela 7.1 sdo comparados os valores encontrados nas
condigdes: (a) ndo otimizada; (b) com a maximizacao da frequéncia fundamental, realizada
neste trabalho (visto na Tabela 5.2), e (¢c) com a maximizagdo da separacdo entre as

frequéncias naturais de nimero dois e um, realizada neste trabalho.
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Figura 7.3 Historico de otimizagdo (w2 - w1) viga biapoiada.



Tabela 7.1 Comparativo das frequéncias (Hz) para a estrutura otimizada.
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Condigao w1 2 3 (w2 - w1) iteracoes
(a) 21,9 80 127,3 58,1 ;
(b) 28,25 28,25 80 0 28
(©) 20 90,27 105 70,27 24

Na Figura 7.4 ¢ destacada a evolucao da funcao

primeira e da segunda frequéncias naturais, neste trabalho.
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Figura 7.4 Evolugao da otimizacao para (w> - w1) deste trabalho.

Em formulagdes de otimizagdo paramétrica, para problemas dessa natureza, as vezes ¢

assumida condi¢do de periodicidade multipla no projeto. No entanto, se percebe ndo ser

necessario, pois em geral, com a maximizagdo do espaco entre duas frequéncias naturais
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consecutivas, chega-se a uma periodicidade de projeto significativa, conforme Olhoff et al.,

2012.
7.1.2 Viga biapoiada (w3 - ®2) — caso 2.

Mesmo sendo semelhante ao caso anterior, a op¢do pela realizacdo desse caso se
justifica por haver um trabalho recente (Lopes et al., 2017) implementado com o mesmo
método BESO, permitindo outras comparagdes.

Foi considerado uma viga biapoiada em ambas as extremidades, conforme Figura 7.5.
O dominio ¢ retangular com dimensdes de 10 m X 1 m, discretizado com 420 x 42 elementos.
O objetivo € maximizar a separagdo entre a terceira e a segunda frequéncias naturais, com
uma fracdo de volume de 60%. Na Tabela 7.2 sdo mostradas as propriedades do material

empregado na estrutura.

10 m

—

|

Figura 7.5 Viga biapoiada em ambas as extremidades

Tabela 7.2 Propriedades do material empregado na viga biapoiada

Médulo de Young (E) 1x10% Pa
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Massa especifica (p) 1 kg/m?

Os dados de entrada do método BESO empregados neste trabalho foram: taxa
evolucionaria ER = 10%, Xmn = 107, raio de filtragem 7 = 3,5 elementos, erro maximo
admissivel 7* = 0,001, wo = 80,57 Hz e fator de penalizacdo p = 5,0. Enquanto que os
utilizados por Lopes et al., 2017, foram: volume prescrito de 60%, ER = 2%, ARmax = 1%, p =

5, Xmin =107%, rpin = 75 mm e erro maximo admissivel * = 0,01%.
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Na Figura 7.6 pode ser vista a topologia 6tima encontrada por Lopes, et al., 2017,
enquanto que na Figura 7.7 ¢ apresentado o resultado da otimizagdo obtida com o método

BESO, conforme implementado neste trabalho.

Figura 7.6 Topologia para separagdo da segunda e terceira frequéncias por Lopes, et al., 2017.

Figura 7.7 Topologia para separagdo da segunda e terceira frequéncias neste trabalho.

Na Figura 7.8 pode ser visto o historico de otimizagdo para as cinco primeiras
frequéncias naturais obtidas por Lopes, et al., 2017, enquanto que na Figura 7.9, sdo
apresentadas as nove primeiras frequéncias naturais, e a variacao da fracdo de volume obtidos
neste trabalho. Ja a evolucdo do crescimento da separagdo entre as frequéncias durante o

processo de iteragao, ¢ destacada na Figura 7.10.
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Figura 7.8 Historico das cinco primeiras frequéncias naturais durante a separa¢cdo da segunda

e terceira frequéncias por Lopes, et al., 2017.
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Figura 7.9 Historico das cinco primeiras frequéncias naturais durante a separagdo da segunda
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Figura 7.10 Evolucao da separagdo da segunda e terceira frequéncias, neste trabalho.
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Avaliando os resultados alcancados, observa-se que a topologia 6tima encontrada
possui diferencas com a de Lopes et al., 2017, contudo comparando os resultados mostrados
na Tabela 7.3, a diferenca entre os valores de (w3 - w2) € superior em 8,97%, enquanto que o
numero de iteragdes estd reduzido em 52,63%, evidenciando uma maior rapidez na obtengao

dos resultados.

Tabela 7.3 Comparativo das frequéncias naturais em Hz, para (w3 - @2).

Autor w1 2 w3 (w3 - @2) iteragdes
Lopes et al., 2017 5,647 | 20,13 | 122,7 102,54 38
Este trabalho 5,232 | 15,029 | 126,77 | 111,74 18

Um novo teste foi realizado com a mesma estrutura, aplicando a Equacao (6.1), que
considera uma frequéncia de entrada, a fim de que a separag@o seja feita em sua vizinhanga,
com isso o algoritmo identifica as frequéncias naturais que precede e sucede o valor de
entrada e passa a distancia-las da frequéncia de referéncia.

Os dados de entrada do método BESO empregados neste trabalho foram: fracao
volumétrica Volfrac = 60%, taxa evolucionaria ER = 5%, Xmin = 107>, raio de filtragem 7 =
2,5 elementos, erro maximo admissivel 7* = 0,001, wo = 120 Hz e fator de penalizacdo p =

6,0. Na Figura 7.11, ¢ apresentado o resultado da topologia 6tima obtida neste trabalho.

Figura 7.11 Topologia para separacao das frequéncias naturais no entorno da frequéncia de

120Hz, neste trabalho.

Na Figura 7.12, sdo apresentadas as quinze primeiras frequéncias naturais, € a variagao
da fracdo de volume obtidos. Ja a evolugao do crescimento da separacdo durante o processo

de iteracdo, ¢ destacada na Figura 7.13.
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7.1.3 Placa retangular de aluminio

O modelo da placa retangular de aluminio € repetido neste caso. As propriedades do
material sdo mostradas na Tabela 5.5, e o dominio conforme Figura 5.12, ¢ discretizado com
45 x 30 elementos.

Para um volume prescrito correspondente a 50% do inicial, objetiva-se a maximizagao
da separacao entre a terceira e a segunda frequéncia natural.

Os dados de entrada sdo: taxa evolucionaria ER = 0,05, xmin = 107, raio de filtragem
rmin = 3,0, erro maximo admissivel 7* = 0,001, wo = 3000 Hz e fator de penalidade p = 5,0.

Steven e Xie, 1996, utilizam esse modelo para a maximiza¢do das trés primeiras
frequéncias, na Figura 7.14 ¢ mostrado o projeto 6timo alcangado, enquanto que na Figura
7.15 ¢ apresentado o resultado da otimizagdo obtida neste trabalho considerando a separagao

de frequéncias (w3 - w2).

Figura 7.14 Topologia 6tima para a maximizagao da trés primeiras frequencias, por Steven e

Xie, 1996.

Figura 7.15 Topologia 6tima para a maximizac¢ao de (w3 - w2) neste trabalho.
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Apos 25 iteragdes se alcanga uma diferenga entre a terceira e a segunda frequéncia de
2.080 Hz, que comparado a um valor inicial ndo otimizado de 100 Hz, corresponde a 1980%

de acréscimo na separacao entre as frequéncias citadas, conforme Figura 7.16.
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Figura 7.16 Historico de otimizagdo (w3 - w2) da placa retangular de aluminio neste trabalho.

Os valores alcangados sdo apresentados na Tabela 7.4, que compara os valores das
frequéncias da placa para as condi¢des: (a) ndo otimizada; (b) com as trés primeiras
frequéncias maximizadas por Steven e Xie, 1996; (¢) com a maximizagdo da frequéncia
fundamental (visto na Tabela 5.6), e (d) com a maximizagdo da separacdo entre a terceira € a

segunda frequéncias, realizada neste trabalho.

Tabela 7.4 Comparativo das frequéncias (Hz) para a placa retangular de aluminio.

Condigao w1 2 3 (w3 - w2) iteracoes
(a) 2.500 4.800 4.900 100 -
(b) 3.308 5.716 6.335 619 85
(c) 3.467,3 4.200 6.000 1.800 22
(d) 3.000 5.120 7.200 2.080 25
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A Figura 7.17, destaca a evolucdo da func¢do objetivo durante a separacdo da segunda e

terceira frequéncias, neste trabalho.
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Figura 7.17 Evolugdo da otimizagdo (w3 - w2) da placa retangular de aluminio neste trabalho.

Percebe-se que a convergéncia da funcao objetivo se mostra suave, conforme a Figura
7.17. Ma et al., 1994, apontam que a otimiza¢ao de um autovalor Unico resulta em oscilagdes
substanciais dos valores estruturais das frequéncias. Durante as iteragdes ¢ observado que,
enquanto as frequéncias naturais de nimero um e trés aumentam, todas as demais diminuem,

se estabilizando com o alcance do volume prescrito.
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7.2 Separacio de frequéncias em estruturas multimaterial

Os ensaios numéricos que seguem refletem uma novidade em pesquisa na area,
langando luz ao desenvolvimento de uma abordagem de projeto para a macro e microestrutura
simultaneamente, com o uso do método BESO (Bi-directional Evolutionary Structural
Optimization), a fim de aumentar a separacao entre duas frequéncias naturais consecutivas em
estruturas compostas por multiplos materiais, sujeito a um volume prescrito inferior ao inicial.

A otimizacao ¢ realizada em ambas as escalas, macro e micro, e de forma acoplada, ou
seja, a0 mesmo tempo em que se projeta a melhor microestrutura do material, a partir das
condi¢gdes de contorno impostas na macroestrutura, se verifica a melhor disposi¢ao de cada
microestrutura na macroestrutura, definindo o leiaute 6timo tanto da micro quanto a
macroestrutura, que levara a maior separagdo entre duas frequéncias naturais consecutivas.

Para todos os experimentos ¢ utilizada uma estrutura biengastada conforme Figura
5.16, discretizada com 80 x 40 elementos na escala macro.

As propriedades materiais sdo calculadas a partir da topologia da microestrutura
através do método da homogeneizagdo, onde o elemento de volume representativo ¢
discretizado pelo método dos elementos finitos em uma malha de 40 x 40 elementos. Também

¢ atribuido Coeficiente de Poisson v = 0.3 em todos os casos.

7.2.1 Projeto microestrutural 6timo para maximizac¢io de (w3-2)

Para este caso, objetiva-se alcangar a melhor topologia microestrutural que
proporcione a maxima separagdo de frequéncias (ws-wz) da estrutura, considerando um
volume final correspondente a 50% do volume inicial, e sem a alteragdo da macroestrutura. A
otimizagdo ¢ realizada na busca do melhor leiaute para uma unica microestrutura perioddica
composta por dois materiais, em que a fase 1 ¢ considerada mais rigida e a fase 2 menos
rigida. As propriedades dos materiais da microestrutura sao mostradas na Tabela 5.9.

Os dados de entrada do método BESO sio: taxa evolucionaria ER™¢ = 5%, taxa de
adigdo méaxima AR"'= 5%, fragdo de volume prescrito Volfrac™ = 100% e Volfrac™*! =
50%, Xmin = 107, raio de filtragem 7min = 4, erro maximo admissivel 7* = 0,01% e fator de
penalidade p = 3,0.

Na Figura 7.18 ¢ apresentada a topologia 6tima alcangada, e na Figura 7.19 o historico

de otimizagao da separagdo de frequéncia.
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Estrutura

Microestrutura

Figura 7.18 Topologia 6tima microestrutural para a maximizacao de (w3 - @2).
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Figura 7.19 Histdrico de otimizagdo para a maximizagao de (w3 - w2).

Os resultados alcangados sao mostrados na Tabela 7.5, que compara aos valores de
(w3-w2) para as condi¢des de: (a) maximizagdo da separagcdo entre a terceira e a segunda

frequéncias, e (b) maximizacdo da frequéncia fundamental (visto na Tabela 5.10).



Tabela 7.5 Comparativo das frequéncias (rad/s) para a microestrutura otimizada.

Condicao (03 - @w2) iteragoes
(a) 0,0052 24
(b) 0,0012 24

Na Figura 7.20 ¢ destacada a evolugdo da funcdo objetivo com o decaimento
volume, enquanto que na Equacdo (7.1) ¢ apresentada a matriz homogeneizada

microestrutura Otima alcancada, e que proporciona a maximizacdo de (w3-w2)

105

do
da

na

macroestrutura, podendo ser comparada com a, alcangada para maximizacao de w1 (Equacao

(5.4)).
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Figura 7.20 Evolu¢do da otimiza¢do microestrutural para a maximizacao de (w3 - w2).
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0,6330 0,1099 0
D — 0,3663 0 |,maximizagdo de (@,- ®,) (7.1)
simétrica 0,1282

0,4899 0,1823 0
D" = 0,4555 0 | maximizagdo de @,
simétrica 0,1954

Conforme os dados apresentados, ¢ percebido que a maximizacao de (w3-w2) supera
em 333% a separagdo alcangada entre as mesmas frequéncias, quando da maximizagdo

somente da frequéncia fundamental.
7.2.2 Projeto 6timo para maximizac¢ao de (w3-®2) em estrutura bimaterial

Diferente do item anterior, neste caso a otimizagdo ¢ realizada na macroestrutura,
enquanto as microestruturas permanecem inalteradas. Objetiva-se alcancar o leiaute
macroestrutural que proporcione a maxima separagdo das frequéncias naturais (ws3-w2) da
estrutura, com a redugdo em 50% do volume inicial da macroestrutura. A otimizagao busca a
melhor distribuicdo de material na macroestrutura, onde as microestruturas 1 e 2 sdo
consideradas a fase mais rigida e menos rigida na macroestrutura, respectivamente. As
propriedades dos materiais das microestruturas sao mostradas na Tabela 5.11.

Os dados de entrada do método BESO sao: taxa evolucionaria ER™* = 5%, taxa de
adigdo méaxima AR = 5%, fracdo de volume prescrito Volfrac™ = 50% e Volfrac™*! =
Volfrac™<* = 100%, xXmin = 107>, raio de filtragem rmin = 4, erro maximo admissivel 7* = 0,01%
e fator de penalidade p = 3,0.

Na Figura 7.21 ¢ apresentada a topologia 6tima alcancada, e na Figura 7.22 o historico

de otimizagao da separagao de frequéncias.
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Estrutura

Microestrutura 1 Microestrutura 2

Figura 7.21 Topologia 6tima macroestrutural para a maximizagao de (w3 - @2).
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Figura 7.22 Historico de otimiza¢ao macroestrutural para a maximizagao de (w3 - @2).

Os resultados alcangados s@o mostrados na Tabela 7.6, que compara os valores de (ws-
w2) para as condi¢des de: (a) maximizacdo da separacdo entre a terceira e a segunda

frequéncias, e (b) maximizagao da frequéncia fundamental (visto na Tabela 5.12).



Tabela 7.6 Comparativo das frequéncias (rad/s) para a macroestrutura otimizada.

Condicao (w3 - w2) iteragoes
(a) 0,0049 61
(b) 0 47
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Na Figura 7.23 ¢ destacada a evolu¢ao da funcdo objetivo com o decaimento do

volume, para uma macroestrutura 6tima alcangada com bimaterial, que proporciona a

maximizag¢do dos valores das frequéncias naturais de nimero trés e dois.
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Figura 7.23 Evolu¢do da otimiza¢do macroestrutural para maximizagao de (w3 - @2).
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Conforme os dados apresentados, ¢ percebido que a maximizagdo efetuada entre a

terceira e a segunda frequéncias naturais possibilita o afastamento de duas frequéncias outrora

multimodais, visto na Figura 5.25.
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7.2.3 Projeto 6timo multiescala acoplado para maximizacio de (w3-®2)

Para este caso sdo abordados os dois casos anteriores de forma simultdnea, uma vez
que o processo de otimizagdo ¢ realizado tanto na macroestrutura quanto em ambas
microestruturas. Objetiva-se alcancar a méxima separacdo das frequéncias naturais (w3-w2),
com a redugdo em 50% do volume inicial.

A otimizacao da macroestrutura busca o melhor leiaute para a distribuigdo das fases
mais rigida (micro 1) e menos rigida (micro 2). Enquanto que as microestruturas, composta
por duas fases cada, busca a melhor distribui¢do de cada fase dentro de cada microestrutura.
Na Tabela 5.15 sd@o mostradas as propriedades dos materiais das microestruturas empregadas.

Os dados de entrada do método BESO sio: taxas evoluciondrias ER™¢ = ER™¢! =
ER™e? = 5%, taxas de adigdo maxima AR"=AR"'=AR"'= 5%, fragdo de volume
prescrito Volfrac™® = Volfrac™' = Volfrac™** = 50%, Xmn = 107>, raio de filtragem 7y = 4,
erro maximo admissivel 7* = 0,01% e fator de penalidade p = 3,0.

Na Figura 7.24 sdo apresentadas as topologias otimas alcancadas, e na Figura 7.25 o

histérico de otimizagao da separagdo de frequéncias.

Estrutura

Microestrutura 1 Microestrutura 2

Figura 7.24 Topologias 6timas para a maximizacao de (w3-w2) em estrutura multiescala

acoplada.
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Figura 7.25 Historico de otimizacao de (w3 - @2) em estrutura multiescala acoplada.

Os resultados alcangados s@o mostrados na Tabela 7.7, que compara os valores de (ws-

w?2) para as condigdes de: (a) maximizagdo da separacdo entre a terceira ¢ a segunda

frequéncias, e (b) maximizagao da frequéncia fundamental (visto na Tabela 5.16).

Tabela 7.7 Comparativo das frequéncias (rad/s) otimizagao efetuada.

Condicao (w3 - w2) iteragoes
(a) 0,0066 28
(b) 0,0003 29

Na Figura 7.26 ¢ destacada a evolu¢ao da funcdo objetivo com o decaimento do

volume, para um projeto 6timo multiescala acoplado, que proporciona a maximizacao da

diferenga entre os valores da terceira e segunda frequéncias naturais.
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multiescala acoplado.

Na Equagado (7.1) sdo apresentadas as matrizes homogeneizadas das microestruturas

otimas 1 e 2 alcancadas, que juntamente com a disposi¢ao Otimas delas no leiaute da

macroestrutura, proporciona a maximizagdo estrutural de (w3-w2), podendo ser comparada

com as matrizes alcancadas para maximizagao de w1 (Equagdo (5.10).
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Conforme os dados apresentados, ¢ percebido que a maximizacdo efetuada entre a

terceira e a segunda frequéncias naturais possibilita o afastamento de duas frequéncias outrora

multimodais, visto na Figura 5.31.

7.2.4 Comparacio entre os resultados do projeto 6timo para maximizacio de (ws3-w2)

em estrutura bimaterial

Os resultados obtidos na otimizacao da estrutura bimaterial para maximizagdao da

separagdo entre a terceira e segunda frequéncias naturais, estdo compilados na Figura 7.27,

sendo:

Caso (a) — Projeto microestrutural bimaterial, conforme Figura 7.20.
Caso (b) — Projeto macroestrutural bimaterial, conforme Figura 7.23.

Caso (c) — Projetos macro e microestrutural bimaterial, conforme Figura 7.26.
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Figura 7.27 Gréafico compilado da maximizagao de (w3-w2) para o projeto 6timo da estrutura

multiescala acoplada.
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A partir dos dados apresentados, € possivel se perceber que o Caso (b) alcanga um
maior valor de separacdo das frequéncias fundamentais (w3-w>) para a estrutura, ao passo que
o Caso (b) alcanca o menor valor.

A diferenca entre a separagdo executada no Caso (b) e no Caso (¢) ¢ de 37,7%, ja entre

o Caso (b) e 0 Caso (a), ¢ de 6,1%.
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8 OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO

Os processos de otimizagdo podem ser classificados de acordo com o nimero de
funcdes objetivo, podendo ser mono ou multiobjetivo. Apesar de otimizacdes do tipo
monobjetivo serem mais pesquisadas, a otimizacdo multiobjetivo estd mais proxima de
problemas reais.

A otimizagdo multiobjetivo (multicritério ou vetorial) ¢ aquela que trabalha as relagdes
do tipo custo-beneficio entre os objetivos conflitantes e as solugdes satisfatorias do problema.
Ela enfoca o problema de uma forma mais suave, oferecendo mais liberdade para a tomada de
decisoes de projeto e opgdes de solucao. Isso evita tratar o problema de uma forma severa que
prejudicaria o andamento de um projeto de engenharia de multiplos critérios [ Drehmer, 2017].

Problemas de otimizacdo multiobjetivo, ao contrdrio de um unico problema de
otimizag¢do objetiva, ndo necessitam necessariamente de uma solu¢do 6tima que minimize
todas as fungdes objetivo simultaneamente. Muitas vezes, diferentes objetivos podem entrar
em conflito entre si e os parametros 6timos de alguns objetivos normalmente ndo levam a
otimizagdo de outros objetivos (as vezes se tornam pior) [Yang, 2010].

Muitos algoritmos de solugdo pretendem combinar todas as fun¢des multiobjetivo em
um objetivo escalar usando a soma ponderada.

A soma ponderada ¢ uma aproximagao para solu¢do da otimizagdo multiobjetivo que
emprega uma combinacgdo linear de diferentes objetivos conflitantes ou ndo, auxiliados por
pesos que medem a importancia de um objetivo em relacdo a outro. Conforme Messac e
Mullur, 2007, a funcao multiobjetivo agregada (Aggregate Objective Function ou AOF) a ser
minimizada combina diferentes indices de performance e agrega-se os objetivos conflitantes
em uma Unica fun¢do. Pesos escalares (4 e B) sdo prescritos conforme a preferéncia de cada
objetivo do projeto, os quais devem ser maiores do que zero, sendo normalizados, ou seja, a
sua soma deve ser igual a 1 (4 + B=1). Assume-se que as unidades das fun¢des multiobjetivo

sejam as mesmas.
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8.1 Otimizacao topologica multiobjetivo de separacio de frequéncias naturais em
estruturas com material unico

Ap0s a investigacdo da separacdo de um par de frequéncias naturais em estruturas
compostas por material inico, ampliou-se a implementagdo para separagdao de dois pares de
frequéncias naturais adjacentes em uma mesma estrutura.

Os resultados sdo apresentados a seguir, sendo todas as malhas discretizadas com
elementos lineares quadrilaterais de tensdo plana com quatro nos cada. Os ensaios numéricos
se iniciam com a verificacdo da separacdo de frequéncias para estruturas compostas por um

unico tipo de material.

8.1.1 Placa retangular de aluminio, (®s - w4) e (w9 - ®s)

Novamente o modelo da placa retangular de aluminio ¢ utilizado. As propriedades do
material s3o mostradas na Tabela 5.5, ¢ o dominio conforme Figura 5.12 ¢ discretizado com
60 x 45 elementos. Para um volume prescrito correspondente a 50% do inicial, objetiva-se um
conjunto de solugdes que mostre maximizagdo das diferencas entre a quinta e a quarta (ws -
w4), € entre a nona e a oitava (w9 - wg) frequéncias naturais simultaneamente.

Os dados de entrada conforme a Equacao (6.1) sdo: taxa evolucionaria ER = 0,05, Xmin

=107%, raio de filtragem rmin = 3,0, erro maximo admissivel 7* = 0,001, @, = 16.000 Hz, ®;

= 25.000 Hz e o fator de penalidade p = 5,0. A Figura 8.1, apresenta o conjunto de solugdes
obtidos.

8000 . * A=0.00
N A=0.05
= 7000 F * A=0.10
+° A=0.15
}m = A=020)
~~ 6000 - A=0.25
@ * * A=0.30
A=035
5000 = . oF Aol
A=0.45
4000 - ¢ A=0.50
s A=0.55
* A=0.60
3000 - . s A=065
. A=0.70
2000 - i A=0.75|
A=0.80
A=0.85
1000 (- * A=0.90
° A=0.95
5 | | | ! . e A=100

0 1000 2000 3000 4000 5000

A-(wﬁfult) Hz

Figura 8.1 Conjunto de solugdes para otimiza¢do multiobjetivo de maximizagao de (ws - w4) €

(w9 - wg).
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A partir das solucdes alcancadas ¢ possivel se perceber alguns pontos distanciados dos
demais, que ndo contribuem com a harmonia do conjunto de solugdes, isso porque que nao
fazem parte do conjunto de solugdes 6timas, € o caso dos pontos 4 = 0,45; 4 =0,25; 4 =0,20.

A Figura 8.2(a-c) apresenta as topologias para os pontos mencionados, onde ¢
percebido a perda da integridade estrutural, por ndo ser possivel alcangar ambos os objetivos,
enquanto que (d-f) apresenta exemplos de topologias 6timas alcangadas dentro do conjunto de

solucdes 6timas. Todas foram plotadas sobre o dominio nao otimizado Figura 5.12.

< < <
. (a) . (b) \ (€)
A A A
’d) ,; If)
Figura 8.2 Estruturas alcancadas para a otimizagdo multiobjetivo fora do conjunto de solugdes

6timas: (a) 4 = 0,20 (b) 4 = 0,25 e (¢) 4 = 0,45, e dentro do conjunto de soluc¢des Otimas: (d)
A=0,10(e)4=0,50¢ (f) 4 =10,95.

Frente aos resultados encontrados, um novo conjunto de solugdes foi buscado
alterando o volume prescrito para 60%, o par de frequéncias superiores para (w9 - wsg) € 0 par
de frequéncias inferiores para (w3 - @2), enquanto os demais dados permaneceram inalterados.

O gréfico do conjunto de solugdes alcancados ¢ apresentado na Figura 8.3, onde ¢
possivel se perceber que todos os valores estdo contidos no conjunto de solugdes 6timas, isso

se confirma por ndo haverem placas com perda da integridade estrutural.
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Figura 8.3 Conjunto de solu¢des para otimizagdo multiobjetivo da maximizagdo de (w3 - w2) e

(w9 - wg).

8.1.2 Viga biapoiada, (w3 - ®2) e (ws - w7)

Neste caso considera-se uma viga biapoiada em ambas as extremidades, conforme
Figura 7.5, com dominio retangular e dimensdes de 10 m x Im, discretizado com 420 x 42
elementos. O objetivo ¢ maximizar de forma concomitante a separacdo entre a terceira € a
segunda, e entre a oitava e a sétima frequéncias naturais, com uma fra¢do de volume de 60%.
Na Tabela 7.2 sdo mostradas as propriedades do material empregado na estrutura.

Os dados de entrada do método BESO empregados neste trabalho foram: taxa
evolucionaria ER = 10%, Xmmn = 107>, raio de filtragem rmin = 3,5 elementos, erro maximo

admissivel 7* = 0,001, o, = 80 Hz, @, = 300 Hz e fator de penalizagéo p = 6,0. A Figura

8.4, apresenta o conjunto de solugdes obtidos.
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Figura 8.4 Conjunto de solugdes para otimizagao multiobjetivo da maximizacao de (w3 - @2) €

(w3 - w7).

A partir dos dados alcangados e apresentados na A Figura 8.4 ¢ possivel se perceber
uma desarmonia do ponto em 4 = 0,70, demonstrando estar fora do conjunto 6timo de
solugdes, sendo confirmado pela Figura 8.5(a), em que se percebe uma perda de integridade
estrutural para a viga alusiva ao ponto, enquanto que (b-c) apresentam exemplos de topologias
Otimas alcancadas dentro do conjunto de solugdes otimas. Foram plotados somente os

contornos das figuras para se acentuar percepcao.
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Figura 8.5 Estruturas alcangadas para a otimizagao multiobjetivo fora do conjunto de solucdes

otimas: (a) 4 = 0,70 e dentro do conjunto de solucdes 6timas: (b) 4 = 0,75 (¢) A =0,25.
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8.2 Otimizacao topologica multiobjetivo de separacio de frequéncias naturais em
estrutura bimaterial

Este trabalho também alcangou estruturas compostas por varios materiais. A
otimizagdo ¢ realizada em ambas as escalas, macro e micro, ¢ de forma simultanea, ou seja, ao
mesmo tempo em que se projeta a melhor microestrutura do material, a partir das condigdes
de contorno impostas na macroestrutura, se verifica a melhor disposi¢do dessa microestrutura
na macroestrutura, definindo o leiaute 6timo.

Em todos os casos ¢ utilizada uma viga biengastada conforme Figura 5.16,
discretizada com 80 x 40 elementos na escala macro, ¢ 40 x 40 elementos na microescala. O

Coeficiente de Poisson v = 0.3 ¢ atribuido em todos os casos.

8.2.1 Otimizacio microestrutural, conjunto o6timo de solu¢des para maximizaciao

simultianea de (w3-w2) e (w11-®10)

A fun¢do multiobjetivo ¢ de maximizacdo da separacdo entre as frequéncias de
numero trés e dois (w3-w2), € entre as frequéncias de numero onze e dez (w11-wo), de forma
simultanea, considerando um volume final correspondente a 50% do volume inicial, e sem a
alteracdo da macroestrutura. A otimizacao ¢ realizada na busca do melhor leiaute para uma
microestrutura periddica unica, composta por dois materiais, em que a fase 1 ¢ considerada
mais rigida e a fase 2 menos rigida. As propriedades dos materiais da microestrutura sao
mostradas na Tabela 5.9.

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxa evoluciondria ER™¢ = 5%, taxa de

adi¢do méaxima AR"'= 5%, fragdo de volume prescrito Volfrac™ = 100% e Volfrac™ =

50%, Xmin = 107>, raio de filtragem rmin = 4, erro maximo admissivel 7* = 0,0001 e fator de

penalidade p = 3,0. A Figura 8.6, apresenta o conjunto de solug¢des obtidos.
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Figura 8.6 Conjunto de solugdes para otimizagdo multiobjetivo de maximizacao da separacao

(w3 - m2) e (w11 - w10), simultaneamente.

8.2.2 Otimizacdo macroestrutural, conjunto otimo de soluc¢des para maximizacio

simultianea de (w3-w2) e (w11-®10)

Diferente da se¢do anterior, neste caso a otimizagdo ¢ realizada na macroestrutura,
enquanto as microestruturas permanecem inalteradas. A fun¢do multiobjetivo ¢ de
maximizacgdo da separacao entre a terceira e a segunda (w3-w2), € entre a décima primeira e a
décima frequéncias naturais (@11-w10), de forma concomitante, considerando um volume final
correspondente a 50% do volume inicial da macroestrutura.

A otimizagdo busca alcancar o leiaute macroestrutural, ou seja, a melhor distribuicao
de material na macroestrutura, onde as microestruturas 1 e 2 sdo consideradas a fase mais
rigida e menos rigida na macroestrutura, respectivamente. As propriedades dos materiais das
microestruturas sao mostradas na Tabela 5.11.

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxa evolucionaria ER™* = 2%, taxa de

adigdo méaxima AR"™ = 2%, fracdo de volume prescrito Volfrac™ = 50% e Volfrac™*! =

Volfrac™<? = 100%, xmin = 107>, raio de filtragem 7 = 4, erro maximo admissivel 7*

0,0001 e fator de penalidade p = 3,0. A Figura 8.7 apresenta o conjunto de solucdes obtidos.
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Figura 8.7 Conjunto de solugdes para otimizagdo multiobjetivo de maximizagao de (w3 - w2) €

(w11 - w10), simultaneamente.

8.2.3 Otimizacio multiescala acoplado, conjunto 6timo de solu¢des para maximizaciao

simultanea de (w3-w2) e (w11-®10)

Para este caso sdo abordados os dois casos anteriores de forma acoplada, uma vez que
o processo de otimizagdo ¢ realizado tanto na macroestrutura quanto em ambas
microestruturas. A funcao multiobjetivo € de separacao entre a terceira e a segunda (w3-w2), €
entre a décima primeira e a décima frequéncias naturais (wii1-w10), de forma conjunta,
considerando um volume final correspondente a 50% do volume inicial.

A otimizacdo da macroestrutura busca o melhor leiaute para a distribuicdo das fases
mais rigida (micro 1) e menos rigida (micro 2). Enquanto que as microestruturas, composta
por duas fases cada, busca a melhor distribui¢ao de cada fase dentro de cada microestrutura.
Na Tabela 5.15 sd@o mostradas as propriedades dos materiais das microestruturas empregadas.

Os dados de entrada do método BESO sdo: taxas evoluciondrias ER™ = ER™¢! =
ER™e? = 5%, taxas de adigdo maxima AR"=AR"'=AR"'= 5%, fragdo de volume

prescrito Volfrac™ = Volfrac™' = Volfrac™* = 50%, Xmin = 107, raio de filtragem rmin = 4,
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erro maximo admissivel 7* = 0,0001 e fator de penalidade p = 3,0. A Figura 8.8, apresenta o

conjunto de solucdes obtidos.
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Figura 8.8 Conjunto de solugdes para otimizagao multiobjetivo de maximizacao de (w3 - @2) €

(w11 - w10), simultaneamente.

8.2.4 Integracao dos resultados do conjunto de solucdes 6timas

Os conjuntos de solugdes do processo de otimizagdo para a estrutura bimaterial, estdo
compilados na Figura 8.9, sendo:

Caso (a) — Projeto microestrutural bimaterial, conforme Figura 8.6.

Caso (b) — Projeto macroestrutural bimaterial, conforme Figura 8.7.

Caso (c) — Projetos macro e microestrutural multimaterial, conforme Figura 8.8.
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Figura 8.9 Compilacdo das solugdes para otimizacdo multiobjetivo de maximizacao de (w3 -

®2) € (w11 - w10), simultaneamente.
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9 CONCLUSOES

O método evolucionario implementado em uma escala foi verificado na maximizacao
da frequéncia fundamental de trés estruturas. No caso de uma viga biapoiada, a topologia
otima encontrada se assemelha com os resultados da literatura, inclusive no que diz respeito a
proximidade das duas primeiras frequéncias caracterizando a condi¢do bimodal. Os valores da
frequéncia fundamental obtidos sdo proximos das referéncias, 1,6% para o trabalho de Du e
Olhoff, 2007 e 3,4% para o trabalho de Huang et al., 2010a. Todavia, o nimero de iteragdes
foi reduzido em 65% e 49%, respectivamente, com a consequente economia computacional.

Para o caso de uma viga biengastada com massa concentrada, embora a topologia
alcancada possua algumas diferengas quando comparada com a de Yaghoobi e Hassani, 2017,
os valores das frequéncias fundamentais apos otimizacdo se mostram idénticos até a primeira
casa decimal, observando-se ainda que a diferenca para o valor da frequéncia fundamental
nao otimizada ¢ de 0,78%.

Quanto a placa retangular de aluminio, o valor alcangado para a frequéncia
fundamental apos otimizagdo se situou 2,2% acima do valor apresentado no trabalho de
Steven e Xie, 1996, e 38,7% acima do valor inicial ndo otimizado da placa. Além disso, as
topologias se assemelham e houve uma reducdo de 74,1% no niimero de iteragoes.

O modelo multiescala foi aplicado em uma viga engastada com diferentes condig¢des
microestruturais. No caso da otimiza¢do da microestrutura periodica com material Unico,
ainda que a topologia da microestrutura alcancada apresenta diferengas com relagdo a
topologia encontrada por Zuo et al., 2013, os valores para as frequéncias fundamentais sao
idénticos com uma redugao de 29,27% no ntimero de iteragdes.

Para o caso de microestrutura periddica composta por dois materiais, a topologia
encontrada se assemelha com o da referéncia, com valores idénticos até a segunda casa
decimal na frequéncia fundamental e uma redugao de 46,67% no niimero de iteragdes.

Quando a macroestrutura ¢ composta por duas microestruturas distintas, as topologias,
encontrada e da referéncia, se assemelham, bem como as frequéncias fundamentais
otimizadas sdo idénticas até a terceira casa decimal.

Em se tratando do modelo solido-vazio em ambas microestruturas, enquanto a
topologia da macroestrutura se mostrou semelhante a encontrada no trabalho de Zuo et al.,
2013, a topologia da microestrutura menos rigida ficou idéntica. Além desta, também a

frequéncia fundamental apds o processo de otimizag@o alcangou valores idénticos.
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Para a condi¢do de microestruturas distintas com dois materiais cada, apds o processo
de otimizagdo, tanto a macro quanto ambas as microestruturas chegaram em topologias
semelhantes as da referéncia. J4 as iteragdes tiveram seu valor reduzido em 34,09%.

O método evolucionario para separacao de frequéncia foi testado em estrutura com
material unico. Para o caso de uma viga biapoiada de Du e Olhoff, 2007, a maximizacdo da
separagdo das frequéncias de nimero dois e um forneceu uma estrutura topoldgica com
periodicidade multipla, além disso constatou-se a possibilidade de um projeto onde as
frequéncias mencionadas nao se caracterizam como bimodais. Ja na maximizacao do intervalo
das frequéncias de nimeros trés e dois, o resultado alcangou um valor de 158,99% maior
quando comparado ao mesmo intervalo para a estrutura nao otimizada.

Em relagdo a viga biapoiada apresentada por Lopes et al., 2017, a maximizagao do
intervalo entre a terceira e a segunda frequéncias naturais apresentou um intervalo maior em
8,97% associada a uma diminui¢ao de 52,63% no nimero de iteragoes.

Para o caso da placa retangular de aluminio, o valor alcangcado com a maximizagao do
intervalo da frequéncia de numero trés e dois superou o mesmo intervalo para a placa nao
otimizada em 1980%.

A separacdo de frequéncias naturais adjacentes, considerando as escalas micro e
macro, empregando o método evolucionario de otimizacdo topologica foi avaliado em uma
estrutura com trés projetos microestruturais diferentes.

Em relagdo a otimizag¢do utilizando microestrutura unica com duas fases, a
maximizac¢do do intervalo entre a terceira e a segunda frequéncias naturais supera em 333% a
diferenca entre as mesmas frequéncias, quando da maximizacdo somente da frequéncia
fundamental, com um mesmo numero de iteragdes.

Quanto ao projeto para maximizacao de (w3 - @2) de uma estrutura bimaterial onde a
otimizagdo ¢ realizada na macroestrutura, enquanto as microestruturas permanecem
inalteradas, verificou-se ser possivel realizar uma separagdo das frequéncias outrora bimodais
na condi¢do ndo otimizada, fato esse também evidenciado para o caso do projeto Otimo
multiescala acoplado para maximizacdo de (ws3-w2), em que ambas microestruturas sao
compostas de duas fases cada.

Na otimizacao multiobjetivo de uma estrutura de material unico, no caso de uma placa
retangular, a separac¢do simultanea das frequéncias de nimeros cinco e quatro ¢ nimeros nove
e oito, ¢ percebido que os pontos que ndo fazem parte do conjunto de solugdes Otimas,
denunciam uma perda de integridade estrutural, enquanto que os demais pontos revelam

solugdes factiveis. O mesmo aspecto de perda de integridade estrutural ¢ percebido para o



126

caso de uma viga biapoiada com separagdo simultanea das frequéncias de numeros trés e dois
e niimeros oito e sete.

Em se tratando da otimizagao multiobjetivo de uma estrutura multiescala hierarquica,
com a separacdo simultanea das frequéncias de ntimeros trés e dois e de nimeros onze ¢ dez,
cujos trés casos verificados foram: otimizagdo microestrutural, otimizagdo macroestrutural e
otimiza¢do multiescala acoplado, em todos os casos se evidenciou que ndo hd perda da
integridade estrutural da viga, por se tratarem de modelos em que a macroestrutura ¢
composta por microestrutura periodica, sendo tratada como continua, e de igual modo as

proprias microestruturas sao elementos continuos.

9.1 Sugestdes para trabalhos futuros

Na sequéncia sao apresentadas algumas sugestdes para continuidade de certos aspectos
observados ao longo desta pesquisa em sistemas multiescala acoplados com ferramentas de
otimizagdo topoldgica, ndo tendo sido abordados aqui, mas que podem ser estudados em
trabalhos futuros.

Investigar sobre novos tipos de filtros e novas formas de aplicagdes, que aderem ao
método evolucionario de otimizagao topoldgica, bem como suas interrelagdes com a topologia
final alcancada pela estrutura.

Avaliar a robustez da otimizacao multiobjectivo para outros intervalos de separacdo de
frequéncias, no intuito de criar superficies de respostas.

Comparar os resultados encontrados de separacao de frequéncias no sistema estrutural
com relagdo a minimizagdo da resposta em frequéncia.

Implementar um codigo para modelagem de estruturas multiescala tridimensionais,
tanto na macroescala, quanto na microescala.

Confeccionar prototipos das topologias finais obtidas de alguns modelos apresentados
no trabalho, por exemplo: placa retangular de aluminio, viga biengastada com massa
concentrada. Realizar ensaios mecanicos nos prototipos comparando os resultados com os

obtidos pela andlise de elementos finitos.
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APENDICE A APRESENTACAO GRAFICA DO ESTADO DA ARTE

BESO multiobjetivo multiescala
Para separacio de frequéncias

BESO para separagio de frequéncia
“—="" aplicado cm material dnico

1
j BESO para avalar a flambagem, com os campos de
| deslocamento, e ibrago. através dos modos devibrasdo

BESO multiescala para maximizar a energia de
deformagdo dinfmica cm estruturas, cargas estéticas
cquivalente ESLs (Equivalent Staric Loads)

BESO multicscala para
maximizagdo da frequéncia
fandamental

BESO multiescala para
minimizagio daresposta em
frequéncia (FRE)

BESO multiescala
com vibragdes
randdmicas

fluido-estrutura para a minimizagdo
|- daresposta em frequéncia (FRF)

ou maximizar a frequéncia natural

para minimizar afl

vibro aciistico, para maximizagio
dafrequéncia fndamental

BESO nuiltiescala para
maximizagdo da frequéncia
fundamental

B Wz BESO para aplicagdes em problemas de ofimizacio da
|"3¢»¢ =z frequéncia em estruturas, considerando uma célula unitiria
R TED  representativa RUC (Representative Unit Cell)

maximizagio da frequéncia fundamental, desemvolvendo
um novo esquema de interpolagio de material tanto para
a densidade como para o médulo de Young

multiobjetivo. estrutura tridimensional. de um sistema de
protecio térmico TPS (Thermal Protection System).
maximizar afrequéncia natural, ¢ minimizar as tenses

T g~ Postes suspensas, com restrighes de tensio ¢

deslocamento,  apés restricdo defrequéncia

Multiobjetivo: masimizagao da Fequéncia
fandamental, < minimizagdo da flexibilidade

otimizar estruturas sujeitas
ds vibragdes aleatérias

maximizagio de uma fmica frequéncia,
maximizagio de frequéncias miltiplas

S ey mizacie dafrequéncia fndamestal
ESO

e et
R BN et BESO
" maximizacio deuma frequéncia escolhida, e MULTIESCALA
[ 9 JE=mrirmepeaer [] MULTIOBJETIVO
xoex SEPARACAO DE FREQUENCIAS

I’ maximizagdo ¢ minimizagdo
dafrequéncia fandamental
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APENDICEB DESENVOLVIMENTOS MATEMATICOS

Regra de derivacio indireta

Se @=d(x, y),
e y depende de x,
entao:

W _ov 00y

dx  Ox dy Ox’

€ como y = x/0,

tem-se:
aw oo 100
dx Ox &9y

Derivada da matriz de rigidez

Matriz de rigidez elementar, i.e., derivada da matriz de rigidez global K com relagdo a
variavel de projeto x;. Partindo da Equacao (4.12) para se obter a Equacao (4.14). Para o caso

apresentado K’ representa a matriz de rigidez elementar para um material com médulo de
Young unitério. E° representa o modulo de Young do material, onde K representa a matriz

de rigidez elementar associada a um elemento com moédulo de Young com um valor qualquer
entre E(xmin) € E° , para a varidvel de projeto x; entre xui ou 1, respectivamente. Por sua vez

K, , representa a matriz de rigidez elementar associada a um material com modulo de Young

E°.



K= ZK; = ZE(xi)KZ
oK OK. OE(x,) K’
ox.  Ox  Ox K

i i i

x —x"
como: E(x,) =|=z—m(]—x?) 4 x! |E°
1 - xZin
entao:
OE 0 ||x —x
- min min 1 xp + xp EO
Ox.  Ox, { l—x" ( ’ ) ’ }
19)) x . —x’
[ xIP*I min min | x.p—l EO
axi P 1- x:in -
) =0
8_E _ pxi}Pl — pxipil’xmin _pxipil‘x:in + pxipil‘x:in Eo
8xi 1— erin
a_E — pxip 1 l?'xi}771 min EO
axi 1- x:in
8_E — p—1 1 — xmin 0
8xi i 1— x:in
8_K — 8K; — xl’ 1 1 xmm EOKO
axi axi Sl x:in ’
a_K — lpfl 1 xmin EO :)
ox, l—x! ~——
a_K — xlpfl l xmin Ke
axi 1- x:in
Derivada de w
0w’ ow
=2w
ox ox
o _ 1 0w’
ox 2w Ox
(K-0™)=0
1 ! K
oo _ - Ou (K—an)u +(u' K _
Ox 2wu Mu ox
[ —
u’ M u=1
00 _ 1 [0k . om
ox 2w ox ox"™
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APENDICE C  DERIVADA DE AUTOVALORES REPETIDOS

Este apéndice mostra a forma de se resolver problemas de autovalores repetidos em
estruturas sujeitas a vibragoes livres nao amortecidas, baseado nos trabalhos de Mahalingan e
Bishop, 1974; Olhoff et al., 1994 e Seyranian et al., 1994.

Dado um autovalor A que possui dois autovetores distintos ¢1 € ¢, onde
¢ =ad + Bp, e &’ 4+ 3* =1, que respeitam as condi¢des de normalizagdo ¢’ M¢p=1e
d'Kop=\.

Substituindo ¢ = a¢, + B¢, na equagdo (K — 4 M) u = 0, e multiplicando por 4", ¢
obtida a expressdo: (ag! + 3¢, )(K—AM)(ad, + B¢,)=0.

Derivando a expressao encontrada em relagdo a variavel de projeto xi, € observando a

condicdo de singularidade do autovetor, chega-se a equacao:

OK 0O oM
L+ 8 )| ———M-A—— + =0.
<aq§1 5@) Ox, Ok, Ox, (Oé(bl ﬁ¢2)
Considerando g =¢' [Z—K—)\g—M]qu, onde m e n varia de 1 até o nimero de
X, X,

autovalores repetidos, a equagao anterior pode ser reescrita no formato:

2 2 24T 24T a)\
o’g, + 58, +20g, = (2’0 Mg, + ¢ Me,) =

Umavez que o’ + (3> =1 ¢ ¢'M¢ =1, a equagio anterior passa a ser escrita da forma

Q =a’g,, +5°g, +28g, , que ao ser derivada em fungdo de a e 8, pode ser apresentada no

Ox

i

gll ng
g21 g22

formato matricial

0
{ﬂ} = {0}, sendo que os autovalores da matriz passam a ser os

autovalores do problema.



