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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta de sequéncia
em problemas de contagem, a partir de situacdes de
feito um Estudo de Caso numa turma de 8° ano do ens
fundamental do Colégio Militar de Porto Alegre e, a
segundo semestre de 2008, quando da aplicagdo desse
fizemos observacbes em relacdo as estratégias de co
relacfes sociais, as distintas formas de organizar
dos problemas que surgiam nas atividades e aos esqu
produzidos pelos alunos. Fundamentados na Teoria do
Conceituais (Vergnaud) e na Zona de Desenvolvimento
(Vygotsky), fazemos uma analise de como esses sujei
comportaram em diferentes contextos que abordavam o
campo conceitual multiplicativo. Ao término dessa p
concluimos que o conjunto das diversas situa¢gbes do
ampliou o leque de representacdes de contagem e que
de sala de aula se tornou mais sociavel, a medida q
alunos se integravam para um objetivo comum.

Palavras-chave:

Problemas de Contagem — Jogos — Ensino de Matemati
Proposta Didatica — Teoria dos Campos Conceituais —
Desenvolvimento Proximal
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ABSTRACT

This work proposes a teaching sequence in counti
problems, from situations of games. Was made a case

class of 8th grade of elementary school of the Mili

of Porto Alegre and, during the second half of 2008
following these games, we made observations on the
strategies, social interaction, different ways of o

the problems that arose in the activities and the s
produced by the students. Based on the Theory of Co
Fields (Vergnaud) and Zone of Proximal Development

we made an analysis of how these individuals behave
different contexts that were on the same multiplica
conceptual field. At the end of this research, we c

that all the different situations of the game expan

range of representations of counting and that the e

of the classroom has become more sociable, as the s
were integrated into a common goal.

Keywords:
Couting Problems — Games — Mathematics Teaching — T
Sequence - Theory of Conceptual Fields - Zone of Pr
Development
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1 INTRODUCAO E JUSTIFICATIVA

Trés meses apds a minha formatura de graduacéo, ti
oportunidade de trabalhar como professor substituto
de Educacdo Tecnolégica de Pelotas (CEFETRS
unidade descentralizada de Sapucaia do Sul (UNED).
de maio de 2003 a junho de 2004, trabalhei em todas

Federal

do Ensino Médio, e no Ensino Tecnologico ministrei
cadeiras de Calculo | e Geometria Analitica e Vetor
julho de 2004, fui aprovado em concurso publico na
escola e além dessas disciplinas do Ensino Tecnoldg
administrei as cadeiras de Calculo Il, Calculo I,
Estatistica Basica.

Até 6 de fevereiro de 2006, foram varias as ativid
no CEFETRS. Dentro da are

Matematica, apresentei, em agosto de 2004, um proje

complementares que exerci

criacdo do Laboratorio de Aprendizagem de Matematic
Fisica, o qual foi aprovado imediatamente, j4 que a
dispunha de ambiente apropriado para as aulas prati
Fisica e de Matematica.

Mesmo sem 0s materiais necessarios, o Laboratoério
tornando um local de discussdo tanto para os profes
Matematica e de Fisica quanto para os alunos. Tive
organizar um quadro horario para que todos pudessem
0 espaco tanto para as aulas regulares quanto para

recuperacédo e plantdo de duvidas.

As atividades do Laboratério seguiram-se até 5 de

fevereiro de 2006 quando, no mesmo dia, fui chamado
Comando do Exército do Sul para homeacdo em cargo p
o Colégio Militar de Porto Alegre (CMPA). Pedi exon
cargo de professor do CEFETRS em 7 de fevereiro de
10 de fevereiro assumi o compromisso com o CMPA.
O ingresso como professor ao CMPA oportunizou um mo

de reflexdo acerca de novas possibilidades de ensin
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adicionaria & minha bagagem profissional. Até entdo , 0 que
sabia sobre a instituicdo era a excelente qualidade de ensino
que se refletia nos indices de aprovagdo em diverso S concursos
vestibulares e concursos militares, bem como o alto nivel de
disciplina exigida de seus alunos. Esse quadro indi ca alguns
dos fatores que levam a escola ao sucesso e, por co nsequéncia,

a admiracao e ao respeito da comunidade.

Todos os colégios militares do Brasil possuem a mes ma
organizacdo curricular, ou seja, o aluno que, por e xemplo,
tiver o pai transferido de Manaus para Curitiba, na 0 sentira,
teoricamente, dificuldades em adaptar-se nas discip linas de

sua “nova” escola.

A organizacdo curricular de cada disciplina esta

registrada no documento denominado PLAEST (Plano de Estudo)
para os anos do Ensino Fundamental e no PLADIS (Pla no da
Disciplina) para os anos do Ensino Médio. Ao inicio de cada
periodo letivo, o discente prepara o PET (Plano de Execucéo de
Trabalho) de cada bimestre baseado no PLAEST ou PLA DIS e deve,
ao maximo, segui-lo a risca. Algumas modificacbes s ao
possiveis desde que ndo alterem drasticamente o pla no inicial

e que ndo venham a prejudicar o planejamento do ano posterior.

No ano de 2007, comecei a lecionar para 8° ano do E nsino
Fundamental (antiga 72 série) e, ao preparar o PET, percebi
que em nenhum momento trabalhavam-se problemas de c ontagem.
Curioso, pesquisei os demais PLAESTSs e identifiquel que apenas
no 6° ano se fazia uma abordagem sobre o assunto. N os demais
anos do Ensino Fundamental, nada encontrei que fize sse

referéncia sobre problemas de contagem ou principio
multiplicativo.

Assim, refleti sobre a possibilidade de elaborar um a
sequéncia de ensino para o 8° ano que abordasse pro blemas de
contagem e que fosse desenvolvida a partir de jogos
previamente selecionados. Retomei os PLAESTs do 6° ano para

verificar como séo abordados os problemas de contag em.
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O primeiro contato que o aluno do CMPA tem com prob lemas
dessa natureza se da no 6° ano do Ensino Fundamenta | quando é
abordado o conjunto dos numeros naturais e suas ope ragbes. O
guadro 1 apresenta uma parte do PLAEST do 6° ano.

A g CARGA HORARIA:
UNIDADE DIDATICA Il — O CONJUNTO “N 20 HORAS
ASSUNTOS OBJETIVOS ESPECIFICOS NR DE
SESSOES
a. Identificar o conjunto dos nimeros naturais (N).
. «pw | D ldentificar antecessor e sucessor de um nimeroahatu
1. O Conjunto “N”. - S : « 02
c. Comparar dois ou mais nimeros naturais, segundagioede
ordem.
a. Efetuar corretamente a adicdo
b. Reconhecer numa adi¢éo as parcelas e as somas.
c. Aplicar as propriedades da adi¢éo.
d. Efetuar corretamente a subtracdo
e. Reconhecer numa subtracdo o minuendo, o subtraerap e
diferenca.
f.  Aplicar a relagdo fundamental da subtracéo.
g. Resolver exercicios.
h. Associar a multiplicagdo a uma adicao de parcglaais.
i.  Reconhecer numa multiplicagdo os fatores e o produto
j-  Aplicar as propriedades da multiplicacao.
I.  Resolver exercicios.
2. Operagdes em “N”. m. Efetuar corretamente a diviséo. 18
n. Reconhecer numa divisao o dividendo, o divisor, aciggnte €
0 resto.
0. Estabelecer a relagdo fundamental da divisao.
p. Associar a potenciacdo a situagbes que representam
multiplicacBes de fatores iguais.
g. Empregar corretamente a terminologia: base, expoent
poténcia.
r.  Associar a radiciagcdo a operacgao inversa da p@aigii
s. Empregar corretamente a terminologia radicandoicéndo
radical e raiz.
t.  Efetuar a radiciacéo, priorizando a raiz quadrada.
u. Resolver exercicios.

Quadro 1: PLAEST 6° ano -

INTR/DEP NR 074, DE 27 DE SETEMBRO DE 2001.

Entende-se por “nimero de sessfes” o total de horas

previstas para determinada unidade. O tempo da hora

45 minutos, o que vale um periodo ou tempo. Ao trab

tépicos, o professor

da série deve levar em conta a

instruc6es metodoldgicas, segundo o quadro 2:

APROVADO PELO ADITAMENTO DEPA AO BOLETIM

-aula

-aula é de

alhar esses
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UNIDADE DIDATICA Il - O CONJUNTO “N” CARGA HORARIA: 20 HORAS
INSTRUCOES METODOLOGICAS

a. Despertar nos alunos a automatizacéo de regrasragiies com numeros naturais, por meio de jogqdesm

b. Utilizar outras formas, como o quadrado magico.

c. Trabalhar com a estimativa do resultado das opesagdgque contribui para a formacéo do senso noméri
Realizar com freqliéncia o uso do calculo mental.

d. Resolver problemas utilizando o principio fundamedsacontagem.

e. Incentivar a pratica de trabalhos em grupo.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Livro (s) Texto (s)

1) Adotado para o discente
Iracema Mori e Dulce Satiko Onaga. MATEMATICA, ldéie Desafias, 102 Edi¢do, Revisada e atualizad 12
Tiragem, Editora Saraiva.

2) Sugerido para o docente
IEZZI, Gelson e outros. MATEMATICA E REALIDADE. 5%sie. Ed. Atual.

BIANCHINI, Edwaldo. MATEMATICA. 52 série. Ed. Modean
GIOVANNI, José Ruy e outro. MATEMATICA PENSAR E DESCOBRI5 série. Ed. FTD.
RAMOS, Luiza Faraco. O SEGREDO DOS NUMEROS. Ed. Atica

Quadro 2: PLAEST 6° ano - APROVADO PELO ADITAMENTO DEPA AO BOLETIM
INTR/DEP NR 074, DE 27 DE SETEMBRO DE 2001.

Vé-se que uma das instrucdbes metodolégicas propde

trabalhar a operacdo multiplicacdo com problemas em gue seja
necessario o0 uso do principio fundamental da contag em, ja
incentivando o aluno a pensar sobre questbes dessa natureza.

O estudo de problemas de contagem fica restrito a e ssa
unidade, na qual o aluno resolve questdes simples e desenha,
num primeiro momento, os dados iniciais da situacéo ou faz
esquemas de facil compreensdo e, posteriormente, us a a
operacdo multiplicacdo para o principio fundamental da
contagem.

Essa abordagem fica limitada a esse ano dentro do e nsino
fundamental. Nos anos seguintes ndo se faz mencao s obre o tema

e tampouco a problemas de contagem.

Somente no 2° ano do Ensino Médio os alunos voltam a
trabalhar com o principio multiplicativo, com a ana lise
combinatéria e com todos 0s outros tipos de context 0S como
arranjos simples, combinacdo simples, permutagdo si mples e
permutacdo com repeticdo. Depois de muito tempo, 0s alunos
encontram dificuldade na interpretacdo e na resolug ao de

problemas desse tipo.
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Nosso trabalho apresenta uma proposta de sequéncia

didatica no estudo de problemas de contagem que pod e ser
desenvolvida em uma turma do 8° ano do Ensino Funda mental do
CMPA com o uso de jogos. Nossa intengdo € propor um a variedade
de problemas que envolvam contagem e que tenham rel acao direta

com as diversas situacfes dos jogos.

A diversidade de situacfes € defendida por Vergnaud (1993)
que propbe o estudo da estrutura multiplicativa e p roblemas
diversos em funcédo da sua resolucdo ou nivel de abs tracdo. O

mesmo autor, no que diz respeito as  estruturas

multiplicativas, estabelece quatro classes: a compa racao
multiplicativa, a proporcionalidade simples, a
proporcionalidade simples composta e a proporcional idade

dupla. Nesta ultima é que focamos nossa pesquisa.
Os problemas de proporcionalidade dupla sdo aqueles nos

quais intervém dois ou mais dominios de (grandezas

independentes. Essas grandezas podem ser discretas ou
continuas. Um exemplo de problema dessa espécie é: Para sair a
noite, Paula tem 4 blusas de cores diferentes assim como 8
calcas distintas. De quantas maneiras Paula podera se vestir

combinando uma cal¢a e uma blusa?

A figura a seguir mostra um esquema que, segundo Ve rgnaud
(1997), representa a classe de proporcionalidade du pla no
campo conceitual multiplicativo e muitas vezes util izado na
resolucao de problemas semelhantes ao citado anteri ormente.

B b
A AB Ab
a aB ab

Figura 1: Esquema de proporcionalidade dupla



Nesse sentido, nossa proposi¢do € a de provocar 0s
dessa turma do 8° ano do Ensino Fundamental do CMPA

16

alunos

em

situacbes de combinatéria que o0s motivem a pensar

organizadamente, utilizando tabelas de dupla entrad
de flechas e, por fim, o principio multiplicativo,
restringindo apenas a problemas meramente corriquei
identificados em livros didaticos.

O uso de jogos foi uma maneira de tratar do assunto
forma atraente e interessante. Para que houvesse um
por parte dos alunos, era necessario que 0s mesmos
motivados e integrados com as diversas situacoes pr

O uso de jogos também propicia uma integracdo entre
estudantes, bem como a prética da socializacéo, da
e da formacdo/resgate de atitudes. Acreditamos que
aproximacao entre jogos e problemas de contagem pos
contribuir em muito na ampliacdo do conjunto de con
campo multiplicativo, dado que possibilitam ao alun
resultados e comparar hipoteses.

Associa-se a estas colocagdes, as de Borin (2004),
defende que a atividade de jogar desempenha papel i
no desenvolvimento de habilidades de raciocinio 16g
dedutivo e indutivo, da linguagem, da criatividade,
e da concentragdo. Habilidades estas, essenciais pa
aprendizado em Matematica.

Assim, visto que os alunos encontram barreiras cogn
ao estudar problemas de cunho combinatério, no 2° a
Ensino Médio, nos dispomos a responder a seguinte q
eixo gerador deste trabalho: o uso de jogos pode fa
melhor compreenséo de problemas de contagem para al

turma do 8° ano do Ensino Fundamental do CMPA?

a, esquemas
nao se

ros

de uma
retorno
estivessem
opostas.
0s
cooperacao
a
sa vir a
ceitos do

0 prever

a qual
mportante
ico,

da atencao

rma O

itivas

no do
uestao,
vorecer

unos de uma

Essa pesquisa €é fundamentada na Teoria dos Campos

Conceituais de Vergnaud, o que da ao professor

responsabilidade de propor distintas situacdes para

a

construcao



de um campo de conceitos; e na Zona de Desenvolvime

Proximal de Vygotsky (1991) que afirma que:
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nto

[...] o aprendizado desperta Vvarios

processos internos de desenvolvimento que sao

capazes de operar somente quando a crianca

interage com pessoas em seu ambiente e quando

em cooperacado com seus companheiros.

1.1 OBJETIVOS

Temos, entdo, como objetivos desse trabalho:

 Propor uma sequéncia didatica que apresente respost
positiva quanto a ampliacio do campo conceitual
multiplicativo, especificamente aos  problemas de
contagem;

* A partir de diversas situa¢des dos jogos, desenvolv
alunos a capacidade de organizar estratégias de con

e organizacao na resolucao dos problemas;

e A partir da atividade coletiva, promover maior

er nos

tagem

socializacdo entre os membros da turma, bem como o

resgate de valores e a formacédo de atitudes positiv

para o bem comum.

1.2 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

O segundo capitulo é dedicado aos referenciais ted
que fundamentam a pesquisa: Teoria dos Campos Conce
(Vergnaud) e Zona de Desenvolvimento Proximal (Vygo
Também nesse capitulo, ha uma breve revisdo de lite
referente a diversos trabalhos realizados nessa are
pesquisa, tendo como foco o0 uso de jogos e andlise
combinatoria. Por fim, relatamos a importancia de s

a jogos nas aulas de matematica.

as

ricos
ituais
tsky).
ratura

a de

€ recorrer



No terceiro capitulo, explicamos a metodologia a s
utilizada descrevendo o0s sujeitos e o0 ambiente onde
realizada a pesquisa. Concluimos o capitulo explica
foi feita a coleta de dados.

No quarto capitulo apresentamos 0s jogos: suas ofri
material a ser utilizado e as regras.

O quinto capitulo destina-se a apresentacdo da prop
sequéncia didatica concebida por nés e executada na
8° ano do Ensino Fundamental do CMPA.

O sexto capitulo contém a anélise dos dados levant
longo das atividades. Além dessa analise, procuramo
proposta da sequéncia didatica e dos jogos, compara
opinides dos jogadores bem como as diferentes forma
resolucao.

No sétimo capitulo, fazemos o fechamento das ideia
apresentadas ao longo do trabalho convergindo para
consideragcbes  finais.  Refletimos sobre o0s  conceitos
construidos, os esquemas utilizados pelos alunos e
de postura ao trabalharem de forma cooperativa. Ter
consideragbes pensando maduramente na possibilidade
continuidade ao trabalho reajustando alguns pontos
gue este contribua, efetivamente, ndo s6 no estudo
para o 8° ano do Ensino Fundamental do CMPA, mas ta
demais anos da educacao basica da institui¢&o.

Complementam a estrutura dessa dissertagcéo as Refe
0s Apéndices e 0s Anexos.
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2 REFERENCIAL TEORICO
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Para este trabalho, teremos como pressupostos teori COS 0S
fundamentos da Teoria dos Campos Conceituais de Ger ard
Vergnaud e a Zona de Desenvolvimento Proximal de Le %
Semenovich Vygotsky.

2.1 TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS DE GERARD VERGNAWD

O préprio Vergnaud define a Teoria dos Campos Conce ituais
como uma teoria cognitivista que visa a fornecer um quadro
coerente e alguns principios de base para o0 estudo do
desenvolvimento e da aprendizagem de competéncias c omplexas,
notadamente das que relevam das ciéncias e das técn icas.

Vergnaud toma como premissa que 0 conhecimento esta
organizado em campos conceituais, cujo dominio, por parte do
sujeito, ocorre ao longo do tempo, da experiéncia, maturidade
e aprendizagem (MOREIRA, 1996, 2002). Assim, um est udante que
gueira aprender um conceito, precisa de tempo e sit uacoes
diversas que possam dar significado a esse conceito

O ponto fundamental da cognicdo, segundo Vergnaud, € o
processo de conceitualizagdo do real. Inserindo o s ujeito em
uma nova situacdo e analisando suas reacfes, € poss ivel
compreender melhor sua evolugdo em seu tempo, a med ida que
aprende, e repensar planejamentos de intervencdo di datica
focados nos contetdos que estdo sendo ou serao estu dados.

O estudante, quando confrontado com uma nova situag ao, usa
conhecimento desenvolvido por uma experiéncia anter ior e tenta

adapta-lo a esta nova situacdo. De forma geral, o c
se da por meio de problemas com os quais o aprendiz
alguma familiaridade.
E necessario que o professor seja um interlocutor d
reacdes comportamentais do aluno. Vergnaud(1993) é
afrmar que €& papel do professor identificar quais
conhecimentos seus alunos tém, explicitamente, e qu
eles usam corretamente, mas ndo os desenvolveu a po

serem explicitos.

onhecimento

ja possui

as

enfatico ao

ais os que

nto de



Para isso, é de fundamental importdncia a comunicag
linguagem exerce um papel importante para que o est
amplie evolutivamente seu dominio num campo conceit
Através dessa, professor e aluno se manifestam adeq
a ponto de o professor identificar equivocos do est
longo do processo, bem como corrigi-los.

Assim, torna-se necessario promover atividades que
estimulem e impliguem a comunicagao oral e escrita,
aluno a verbalizar os seus raciocinios, a explicar,
discutir, a confrontar processos e resultados (ZUCH

Na secdo seguinte,
fundamentais da Teoria dos Campos Conceituais propo

Vergnaud.

2.1.1 A nocao de Campo Conceitual

Vergnaud(1991) define campo conceitual como um con
informal e heterogéneo de problemas, situacdes, con
relacbes, estruturas, conteudos e operacdes de pens
conectados uns aos outros e, provavelmente, entrela
durante o processo de aquisicao.

Ele considera o campo conceitual como uma unidade
estudo para dar sentido as dificuldades observadas
do
argumentos dos quais Vergnaud considerou ao conceit

conceitual (MOREIRA, 2002):

conceitualizacéo real. Para isso, consideremos t

1. um conceito ndo se forma dentro de um sé tipo de si
2. uma situagdo ndo se analisa com um s6 conceito e
3. todos o0s aspectos de uma situagdo Sao processos que

estendem ao longo dos anos, com analogias e mal-ent
entre situacdes, entre concepgbes, entre procedimen

entre significantes.

das estrutura

Como exemplo, tomo o campo conceitual

multiplicativas abordadas nesta pesquisa de investi

Neste campo ha varios conceitos matematicos envolvi
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Entretanto, no que se refere a esta pesquisa, estdo
envolvidos, de forma geral, problemas onde s&do nece ssarias
estratégias de contagem e as operacfes multiplicaca o e divisédo
ou uma combinacao dessas.

Ampliando os conceitos matematicos envolvidos numa situagao
que  constituem 0 campo conceitual das  estruturas
multiplicativas, podemos citar, entre outras,

proporcionalidade, fragao, razao, taxas e funcao li near.

2.1.2 A nocao de Conceito

Vergnaud(1998) define conceito como uma terna de

conjuntos: (S,I,R). O primeiro conjunto — de situac o0es — esta
relacionado aos processos cognitivos e as respostas do sujeito
frente as situacbes com as quais é confrontado (DA SILVA,

2008). Sao estas que dao sentido ao conceito.

O segundo conjunto — de invariantes operatorios -
representa objetos, propriedades e relacbes sobre o S quais
repousa a operacionalidade do conceito ou o0 conjunt o de
invariantes que podem ser reconhecidos e usados pel 0S sujeitos
para analisar e dominar as situacdes do primeiro co njunto. Sao
as estratégias que o sujeito utiliza diante de uma situacao e
que variam de acordo com 0s conhecimentos prévios q ue possui.
Os invariantes operatérios designam-se pelas expres sbes
“conceito-em-acdo” e “teorema-em-acao”. Teorema-em- acdo € uma
proposicao tida como verdadeira sobre o real. Conce ito-em-acao
€ um objeto, uma categoria de pensamento tida como pertinente,
relevante (MOREIRA, 2002).

O terceiro conjunto - de representacbes simbolicas ou
significantes — pode ser usado para indicar e repre sentar
esses invariantes por linguagem natural, gréficos, diagramas,
tabelas, sentencas formais, etc. Consequentemente, essas
representacfes simbolicas ou significantes podem re presentar

as situacoes e os procedimentos para lidar com elas
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Apesar de que sdo as situagcdes que dao sentido aos

conceitos, este sentido ndo esta nelas. Na verdade,
esquemas, outra palavra-chave da teoria de Vergnaud
situagcdo ou representacdo evoca no sujeito que cons
sentido dessa situacao ou representacao.

Vergnaud (1998) chama de esquema a organizacao inva
do comportamento para uma determinada classe de sit
Segundo ele, sdo nos esquemas que se devem pesquisa
conhecimentos-em-acéo, isto é, os elementos cogniti
fazem com que a acdo do sujeito seja operatoria.

Durante o desenvolvimento de alguma atividade, os e
se transformam e séo substituidos dando lugar a nov
e esquemas. Gracas a experiéncia sobre as situacbes
estudante apreende formas mais complexas e eficazes
representacdes. Sendo eficaz o esquema, o aluno é c
simular e antecipar resultados, pondo em jogo
conhecimentos acerca de conceitos e esquemas que me
entendimento e a solu¢do de um dado problema.

Os esquemas se referem, como dito anteriormente, a
classe de situacfes. Na analise de resultados desta
de investigacao, observaremos a sucessiva utilizaca
esquemas que podem chocar-se ao longo das situacdes
ou serem levados a uma acomodac¢ao, combinagao ou re
Em sintese, esquema é a forma como o0 sujeito estrut
atividade e que contém conhecimentos-em-acao implic

A Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud tem for
piagetiana, dado que Vergnaud foi discipulo de Piag
lado, esta teoria tem

outro influéncia vygotskyana,

considera o professor como mediador nNO processo

caracteriza o evolutivo dominio de um campo conceit
estudante. A tarefa do professor resume-se em desen
leque de esquemas e representacdes (significantes).
Percebe-se uma influéncia vygotskyana na teoria de
na importancia atribuida a interacdo social, a ling
simbolizacdo. No caso dos

sujeitos desta pesquisa d
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investigacdo, o professor tem a dificil tarefa de o ferecer
atividades para que desenvolvam seus esquemas ha zo0 na de
desenvolvimento proximal, dado que o0s ambientes que se
encontram, na maioria dos casos, 0s levam a competi tividade e

ao individualismo.

2.2 A ZONA DE DESENVOLVIMENTO PROXIMAL DE VYGOTSKY

Na perspectiva vygotskyana, a constituicdo das fun ¢cOes
complexas do pensamento € veiculada pelas trocas so ciais, e
nesta interagcdo, o fator de maior peso € a linguage m, ou seja,

a comunicacao entre os homens (PALANGANA, 2001).

Uma zona de desenvolvimento proximal € a distancia entre o
nivel de desenvolvimento real e o nivel de desenvol vimento
potencial. Vygotsky define como nivel de desenvolvi mento real
aguele determinado pela solucdo de problemas, indep endente da
ajuda alheia.

O mesmo autor entende que as diferencas quanto a ca pacidade
de desenvolvimento potencial das criancas — definid o pelos
problemas que a criangca consegue resolver com 0 aux ilio de
pessoas mais experientes — devem-se, em grande part e, as
diferencas qualitativas no ambiente social em que v ivem. O
ambiente que possui uma diversidade de condi¢cdes so ciais
promove aprendizagens diversas que, por sua vez, at ivam

diferentes processos de desenvolvimento.

No ambiente onde foi feita esta pesquisa, € necess ario
fazer jus as idéias de Vygotsky, que ressalta que m uito embora
a aprendizagem bem organizada gere desenvolvimento, esses dois

processos nao sao sinbnimos.

As idéias de Vygotsky, principalmente no que dizem

respeito as relagdes interacionais, sejam com o Suj eito, com o

professor, com as regras, ou com seu ambiente, sera 0 abordadas
no oportuno momento em que se verifica um progresso na mudanca
dos esquemas dos alunos frente as respostas e reacd es destes

nas atividades propostas. Como ja citado aqui, o pr ofessor



sera de essencial consideracdo no que for referente
intervencdes, bem como um colaborador para o sucess

pesquisa.

2.3 REVISAO DE LITERATURA

Nesta revisdo de literatura, apresentamos livros,
dissertagbes, artigos de revistas especializadas e
disponiveis na internet que tratam de jogos e ensin
matematica, especificamente, aqueles sobre problema
contagem e analise combinatdria.

Hoje em dia, em época de reforma de ensino, espera
o professor de matematica ensine de uma forma atrae
divertida, que chame a atencdo do aluno. Ja faz alg
que o professor carrega responsabilidades além daqu
Ihe foram atribuidas no seu curso de licenciatura.

Assim, 0 que vemos é uma grande quantidade de trab
que vem a suprir partes dessas necessidades do alun
a melhoria de aprendizagem em sala de aula.

Na dissertacdo “Investigando os fatores que influe
raciocinio combinatério em adolescentes de 14 anos
do Ensino Fundamental’(ESTEVES, 2001),0 principal o
estudar a aquisicio e o desenvolvimento dos primeir
conceitos de analise combinatéria em adolescentes d
de idade, cursando a ultima série do Ensino Fundame
construida uma sequéncia de ensino fundamentada em
psicologicas e educacionais que partem de situagdes
através da contagem direta.

Dois grupos, um experimental e outro de
submeteram-se a um pré-teste antes de serem introdu
esse novo conceito, para, logo apos, estudarem o co
andlise combinatéria, segundo duas abordagens disti
grupo de referéncia era uma turma do 2° ano do Ensi
esta seguiu a abordagem tradicional apresentada por

didaticos e o grupo experimental consistiu uma turm

referéncia
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série do Ensino Fundamental que seguiu uma abordage m
(sequéncia de ensino) elaborada pela autora.

Aplicados os pos-testes, os resultados mostraram ¢ ue 0s
alunos da 82 série apresentaram dificuldade em reso Iver esses
problemas. A autora elenca como causas do fracasso, a confusao
sobre a relevancia da ordem, falta de organizacdo p ara
enumerar os dados sistematicamente, duvidas na iden tificacéo
da operacdo aritmética equivalente e interpretacdo incorreta
do problema, quando este apresenta mais de uma etap a.

Em outra dissertacédo, “As concepc¢des dos professor es de
Matematica sobre o uso da modelagem no desenvolvime nto do
raciocinio combinatério no Ensino Fundamental"(COST A,2003),0
objetivo da pesquisa € estudar e analisar os instru mentos
disponiveis para o professor de matematica ensinar analise
combinatdria no ensino fundamental por processo de modelagem.

A pesquisa foi desenvolvida junto aos professores do
ensino fundamental e médio da rede publica de ensin o do estado
de Sao Paulo, participantes do projeto de formacao continuada
pelo convénio PUC-SP/SEE. Foram objetos de analise 0S
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) de matemat ica do
ensino fundamental, a proposta curricular para o en sino de
matematica do estado de S&o Paulo -1° grau — e duas colecbes
de livros didaticos adotados por professores da red e publica
naquele ano.

A analise dos resultados seguiu uma perspectiva
gualitativa e pode-se constatar dificuldades de est abelecer um
procedimento sistematico, justificar respostas, nao uso ou
pouco uso de representacoes e dificuldades para rec onhecer, na
formagao dos grupos, se a ordem dos mesmos era rele vante ou
nao.

Em “Jogo de regras e construgdo de possiveis: anal ise de
duas situacdes de intervencdo psicopedagdgica’(PIAN TAVINI,
1999) ha uma investigacdo das relagcbes entre 0 jogo de regras

Senha e a construcdo de possiveis L
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no contexto de duas

! A autora chama deossiveisaos tipos de conceitos que podem ser formadastia go jogo Senha.



26

intervencdes psicopedagdgicas. Uma limitada a estru tura do
jogo e outra acrescida de situacbes problematizador as
explicitas.

A fim de proceder a uma analise comparativa, dois grupos
experimentais foram constituidos com 16 sujeitos ca da um.
Estes pertenciam as classes de 12 a 42 série do Ens ino

Fundamental e foram divididos aleatoriamente.

No que se refere ao grupo que sofreu uma intervencg ao do
jogo acrescida de situacdes problematizadoras expli citas,
houve a apresentacdo de perguntas alusivas a uma or ganizacgao
de contagem de elementos, pois estas eram de nature za

combinatéria.

Embasado na teoria epistemoldgica de Piaget, os re sultados
obtidos nos pos-testes, demonstraram que a interven cao baseada
em problematizacbes foi mais eficaz em desencadear nos
sujeitos evolucbes e construcdes mais efetivas dos possiveis,
mediante a analise dos proprios meios empregados no jogo
Senha. Os dados da pesquisa afirmam a importancia d 0 jogo de
regras em um contexto educativo e psicopedagogico, como
desencadeador de reflexdo nos sujeitos, proporciona ndo
construcdes significativas do ponto de vista cognit ivo.

No trabalho de mestrado intitulado “As possibilida des de

um Ensino de Andlise Combinatéria sob uma Abordagem

Alternativa” (STURM,1999), o foco de investigacdo f oi nos
procedimentos adotados pelo professor e pelos aluno s de uma
turma de 2° ano de ensino médio perante uma propost a

alternativa de anéalise combinatéria.

O autor reteve-se a apresentar problemas do assunt 0 em
questao e suas resolugcdes mediante o pensamento com binatério,
fugindo da énfase e memorizacdo de formulas. Fazend 0 uso de
uma analise qualitativa, o autor utilizou um diério no qual
anotava com maximo detalhes o que ocorria durante a s aulas.

Para essa andlise, foram selecionados dois episddi 0S: 0
primeiro, um exercicio de introdu¢do do assunto a c lasse que

valeu debates e discussdes durante e apds as aulas; 0 segundo,
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uma discussao sobre a relacdo entre arranjo e combi nacéo e de

como alguns textos abordavam esse assunto.

Nos resultados finais, o autor identificou que os alunos
encontraram muitas dificuldades na resolugcdo dos pr oblemas,
principalmente no que diz respeito a ordem e repeti cédo. O
autor finalizou seu trabalho chamando a atencédo de que o
principio multiplicativo foi bem utilizado e prop6e aos
leitores de sua pesquisa, uma abordagem diferenciad a de
problemas, fugindo daqueles considerados como tradi cionais.

Na tese de doutorado “O conhecimento matematico e 0 uso de
jogos na sala de aula” (GRANDO,2000), o interesse d a pesquisa
€ sobre o0 jogo pedagdgico, especificamente, 0 jogo pedagogico
no ensino da Matematica. A investigacdo surgiu da n ecessidade
de compreensdo dos aspectos cognitivos envolvidos n a

utilizacdo de jogos na aprendizagem da Matematica.

Nessa pesquisa, a autora investiga 0s processos ge rados na
construcdo e/ou resgate de habilidades matematicas a partir da
intervencao de dois jogos (Nim e Contig60 ®em 8 alunos da 62

série do Ensino Fundamental.

No que diz respeito ao jogo Contig60 ® na andlise dos
dados (qualitativa) foram propostas questdes acerca de
possibilidades das faces dos dados e previsdo/antec ipacdo de
jogadas, sendo que esta abordagem nao foi Unica. Os resultados
indicaram que houve um processo desencadeador na co nstrucao
dos procedimentos e conceitos matematicos, pelos su jeitos, em
situagOes de jogo.

Sobre jogos e problemas de contagem, verificam-se poucos
artigos nas revistas especializadas. Entretanto, o pouco
material encontrado apresenta boa qualidade de inte rvencdes
pedagdgicas acerca do assunto.

Em Educagdo Matemética em Revista — RS, na sua edi céo de
dezembro de 2003, h4 um artigo intitulado “A import ancia dos

jogos e curiosidades matematicas no processo Ensino -
Aprendizagem” (GROENWALD, 2003). Neste artigo, a au tora
abordou ideias para que os professores de matematic a utilizem



jogos e curiosidades mateméticas como forma de conc
comunicar conhecimentos.

A autora apresentou um exemplo de jogo (O Salto da
consiste na troca de posicdo de dois grupos de fich
dispostas sobre um tabuleiro. O objetivo do jogo co
trocar as fichas de lugar; as fichas brancas devem
lugar das fichas pretas e vice-versa, levando em co
regras do jogo. Na figura 2, temos o exemplo de uma
do jogo com trés fichas, sendo duas pretas e uma br

51
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Figura 2: Exemplo de uma situacéo do jogo O salto d

0

Uma sugestdo didatica oferecida pela autora €, apés
familiarizacdo do jogo pelos alunos, contar o nuamer
movimentos que se devem fazer de acordo com o numer
que estdo colocadas em cada parte do tabuleiro. A p
uma simples tabela, € possivel buscar uma regularid
descrever um modelo matematico que permite calcular
minimo de movimentos necessarios para trocar as fic
lugar.

A autora concluiu seu artigo ressaltando a importan
jogos e curiosidades matematicas como um motivador

alunos formem conhecimento e pensem de forma mais a
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“Jogo no ensino de matematica: uma visdo de futuros

professores” (DE MARCO, 2006) € um artigo da FAMAT
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discutiram-se o0s resultados de uma pesquisa realiza
alunos do curso Licenciatura Matematica da Universi
Federal de Uberlandia em que se interpretou a conce
alunos sobre jogos no ensino de matematica apds alg
discussbes tedricas e praticas.

Dois jogos foram utilizados e dentre estes, Contigb
Segundo o artigo, este jogo foi escolhido para anal
tem, como objetivo educacional, a utilizacdo do cal
com as 4 operacgdes, criacdo de estratégias de anali
possibilidades/antecipacao de jogadas e a

combinatéria.

O autor conclui o artigo dizendo que a pesquisa foi

satisfatoria no sentido de que os professores puder

que 0 jogo pode estimular a concentracdo, possibili
desenvolvimento de conhecimentos. Segundo De Marco,
jogo que ensina matematica, mas que este,

intencionalmente  definido, pode promover um

estimulador e desafiante para o pensamento e ser um
didatico na construcao de conceitos matematicos.

O minicurso “Geoplano e Analise Combinatoria: const
matematico no trabalho

conhecimento cooperativo’(MA

LUDWIG & RICO, 2006) apresentado no IX Encontro Gau

Educacdo Matematica em abril de 2006 buscou proporc
professores e estudantes do evento atividades com ¢

analise combinatéria abordados de forma leve e dive

analise

context
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As atividades partiram da construcdo de um geoplano

quadrado 5x5 e, apds, da resolucdo de problemas que
conhecimentos de analise combinatéria. O trabalho e
fundamenta como jogo, mas como salienta Machado (20
ajuda didatica que oferece apoio a representacdo me
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No IX Encontro Nacional de Educa¢do Matematica, em
de Experiéncia, Martins e Goncgalves(2007), apresent
pesquisa “Experiéncias Matematicas com educandos do
Curumim” que faz parte do projeto de extensdo Camp-
de Matematica do UNI-BH.

Com o objetivo de contribuir para a ruptura de cert
paradigmas da matemética da educacdo basica, e muda
concepgOes equivocadas que as pessoas tém dessa dis

foram realizadas, com o0s educandos do programa Curu

atividades que privilegiaram o pensamento matematic
contudo, trabalhar com a matematica escolar.

Estas atividades foram elaboradas e testadas dentro
sequéncia didatica que, segundo as autoras, possibi
surgimento de aprendizagem da matematica. Dentre as
propostas, chamamos a atencdo para as que fardo par
pesquisa de investigacdo: Jogo Senha e A Grande Cor
Cavalos.

Ao final da pesquisa, as autoras sinalizaram que 75
educandos apresentaram certa resisténcia quanto as
propostas. Ainda pela pesquisa, as mesmas acreditam
educandos tivessem dado respostas satisfatérias a p
apresentada, bem como as possibilidades de discussa
determinados assuntos, talvez os resultados fossem
uma forma mais concreta.

Publicado nos anais do VII Encontro Paulista de Edu
Matematica (Regional Sdo Paulo), “Selecdo de jogos”
2004) apresenta uma série de jogos e quais interven
didaticas sdo possiveis para cada um deles. Destaca
de problemas de contagem, o jogo Bicolorido, também
como SIM, para o qual o autor destaca sua natureza
competitiva. Esse jogo, segundo o autor, possibilit
insercdo de algumas exploracbes relativas a aspecto
contagem.

Ao término da descricdo, o autor discutiu as possiv
variagbes durante o jogo e as consequéncias de estr
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que este podera levar se forem mudadas algumas cond icoes
iniciais. Para fins de entendimento, adiante ser&o

explicitadas as regras desse jogo e as possibilidad es de joga-
lo direcionado aos problemas de contagem.

2.4 O RECURSO AOS JOGOS NA AULA DE MATEMATICA

Quando se fala em Matematica, logo vem a cabecga um a aula
cheia de férmulas, conceitos sem sentido, exercicio S
impossiveis e, claro, um momento do dia sem &animo, sem
dindmica, sem prazer.

O uso de jogos como um recurso as aulas de matemat ica
favorece um ambiente adequado para resolucdo de pro blemas,
aplicacdo e exploracdo de conceitos matematicos e/o u para um
aprofundamento destes. Assim, torna-se relevante a pratica de
jogos nas aulas de matematica, pois esses propiciam momentos
de desbloqueios dos estudantes que, normalmente, ap resentam
aversao a essa disciplina.

Esses momentos de jogo contribuem para uma aula
estimulante, desafiadora, provocativa. O desenvolvi mento
potencial, segundo Vygotsky, destaca-se ao longo da S
atividades propostas e da intervencdo do professor. Este se
torna o mediador da construcdo do conhecimento pelo aluno a
tal ponto que o proprio aluno, apos algum tempo, de senvolve
seu desenvolvimento real, ampliando sua zona de
desenvolvimento proximal. Para Vygotsky, o desenvol vimento
cognitivo da crianca resulta da interacdo entre est a e as
pessoas com quem mantém contatos regulares.

Além disso, 0 jogo propicia o0 desenvolvimento de
habilidades como andlise de possibilidades, tomada de deciséo,
trabalho em grupo, saber ganhar e saber perder (MAR CO, 2004).
Neste trabalho verificou-se, na observagdo das aula S, que o0s
alunos, inicialmente em cada jogo, se preocupavam a penas em
ganhar, ndo se preocupando com o tipo de estratégia a ser
utilizada. Ao longo do jogo, com a intervencdo do p rofessor e
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discussdo com os proprios colegas, o ritmo da compe ticdo foi
diminuindo de tal forma que ndo era mais tao import ante ganhar

e sim discutir e descobrir o que havia por trds da situacgao.
JA ao término das atividades, percebia-se que muito S
estudantes deixaram a competicdo de lado para dar | ugar a
cooperacao. Por meio do jogo, a crianga e o jovem d esenvolvem

uma interacdo social que é indispensavel para o

desenvolvimento social, moral e cognitiva (KAMII, 1 991).

Concordo com Tirapegui (2000), quando ela da ao jo go, nas
aulas de matemética, uma funcéo social e socializad ora que vai
ao encontro da aprendizagem; 0 jogo proporciona 0 a juste
emocional. Algumas escolas n&do parecem estar conven cidas da
vantagem dos jogos: hd uma espécie de temor ao intr oduzi-los
em aula, e mais ainda, nas aulas de matematica. Iss 0 esta
associado a consideracdo de que o jogo € uma ativid ade pouco
séria, préxima do entretenimento ou perda de tempo 2,

Ha de salientar que o jogo pelo jogo ndo promove u ma
ampliacdo do campo conceitual que se estuda. O prof essor, além
de mediar, deve tomar o jogo como um auxiliar didat ico de seu
planejamento, tendo clareza nos objetivos a serem a Icancados,
nas competéncias e nas habilidades a serem atingida S, pois, a
introducédo de jogos nas aulas de matematica ndo € g arantia de
aprendizagem. E preciso ter a responsabilidade de q ue 0 jogo

nao se torne apenas uma atividade de recreacao.
Segundo os PCNs (1998),

Os jogos constituem uma forma interessante
de propor problemas, pois permitem que estes
sejam apresentados de modo atrativo e favorecem
a criatividade na elaboracédo de estratégias de
resolucdo e busca de solugdes. Propiciam a
simulacdo de situagbes-problema que exige
solucbes vivas e imediatas, o que estimula o
planejamento das acldes, possibilitam a
construcdo de uma atitude positiva perante os
erros, uma vez que as situacdes sucedem-se
rapidamente e podem ser corrigidas de forma

2 Traducdo do autor



natural, no decorrer da acdo, sem deixar marcas

negativas.

Cabe ao professor planejar e administrar o jogo e

o tipo

de abordagem que se dd a um determinado tema de seu

planejamento didatico. Como visto acima, ndo fica ¢
forma como o professor deve trabalhar os jogos em a
modo de interveng&o mais adequado.
Entretanto, no decorrer das paginas dos PCNs, veri
uma preocupacgado em dispor os jogos a fim de contrib
trabalho de formacdo de atitudes necessarias para

aprendizagem matematica.
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3 METODOLOGIA

3.1 ESTUDO DE CASO

Para que a verificagdo da abordagem metodoldgica d e ensino
baseada na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnau d e na Zona
de Desenvolvimento Proximal de Vygotsky fosse satis fatoria,
produziu-se uma investigagdo fundamentada em Estudo de Caso.

O Estudo de Caso € uma investigagcdo que se assume como
particularistica, isto €, se debruca deliberadament e sobre uma
situacdo especifica que se supbe ser Unica ou espec ial, pelo

menos em certos aspectos (PONTE, 2006).

Tem sempre um forte cunho descritivo, isto €&, diz

simplesmente como é o caso em questdo. Baseia-se em trabalho
de campo no qual se estuda uma entidade no seu cont exto real,
trando todo o partido possivel de fontes multiplas de
evidéncia como entrevistas, observacbes e documento s (YIN,
1984).

Mesmo um estudo de caso nunca estando completo, o autor
procura levar em consideracdo todos o0s aspectos que sao
importantes para a pesquisa, de tal modo a tornar o guanto

possivel completa essa investigacdo (PONTE, 2006).

3.2 SUJEITOS DA PESQUISA

Ao escrever o pré-projeto desta pesquisa, fomos to mados
por curiosidade de como poderiamos aplicar tais jog 0S e em
quais sujeitos. A resolucdo de problemas de contage m esta,
frequentemente, prevista no planejamento curricular do 2° ano
do Ensino Médio. Entretanto, resolvemos por conside rar tal
situagcdo em uma turma do 8° ano do Ensino Fundament al, com 33
alunos de faixa etaria entre 12 e 16 anos, do Colég io Militar
de Porto Alegre, alunos do autor dessa investigacao . Para
registro de fotos e entrevistas, pedimos a autoriza cdo dos

responsaveis dos alunos.
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3.3 O AMBIENTE DOS JOGOS

O Colégio Militar de Porto Alegre esta localizado na zona
urbana da capital galcha e possui cerca de 1100 alu nos, do 6°
ano do Ensino Fundamental até o 3° ano do Ensino Mé dio. Em

altimo  levantamento  (2009), a quantidade de meninos
representava 53% do total de alunos, sendo que ano a ano,

observa-se um crescimento do percentual de meninas.

As aulas regulares sdo ministradas pela manha, num total
de 6 periodos iniciando as 07 horas e 30 minutos e terminando
as 12 horas e 40 minutos. No turno da tarde alguns alunos
assistem aulas de recuperacdo, plantdes de duvidas, apoio

pedagogico e/ou preparacdo aos concursos militares.

A maior parte dos alunos € oriunda da capital gauc ha ou da
regido metropolitana. A minoria tem sua origem em o0 utros
estados que, por motivo de transferéncia dos respon saveis,

estudam no colégio por direito em lei.

O colégio segue uma linha tradicional de educacéo onde
prevalece o conteudismo. As aulas quase sempre sao expositivas
e fundamentadas em livros didaticos. A proposta ped agogica se

particulariza ndo sO na transmissdo dos  conteudos
disciplinares, mas também, pela preparacdo do jovem para a
vida cidadd com todas suas exigéncias em valores mo rais e

afetivos, de ordem, disciplina e respeito.

O Colégio Militar de Porto Alegre € uma instituica o de
destaque no cenario estadual, nacional e internacio nal. Deve-
se esse destaque as participacfes em olimpiadas de matematica,
fisica, quimica, astronomia, entre outras, bem como 0S
resultados satisfatérios que o colégio apresenta no s diversos
concursos vestibulares, ENEM, e Prova Brasil. Além disso,
destacamos a participagdo positiva do colégio em di versas
competicdes esportivas como atletismo, futebol, han debol,

voleibol, esgrima, judd, karaté e xadrez.



3.3.1 Os jogos no contexto dos alunos

Esse trabalho foi desenvolvido em uma turma do 8°
Ensino Fundamental que possui suas aulas regulares
manha. O periodo de aplicacdo dos jogos e das obser
0 segundo semestre de 2008, entre agosto e dezembro
previamente agendadas, uma ou duas vezes por
dependendo do desenvolvimento da pesquisa e do plan
professor em relacdo aos conteudos do Plano de Estu
colégio.

3.4 COLETA DE DADOS

Na coleta de dados foram utilizadas as anotacgdes f
sala de aula, pelo professor, tanto orais como escr
professor testemunhou conversas de alguns grupos de
durante os jogos e de como eles tracavam suas estra
utilizando ou ndo o campo multiplicativo.

Ao inicio de cada encontro, as regras do jogo e su
peculiaridades eram discutidas com o0 grupo maior. N
momentos, 0 professor observava atentamente as dife
expressdes dos alunos frente as suas estratégias de
eles identificavam alguma situacdo vantajosa no mes
oportunas ocasides de discussdo, 0s alunos question
algumas situacdes do jogo e a possibilidade de alte

regra para torna-lo mais atraente e mais divertido.

Tudo que os alunos conversavam e apontavam sobre u

determinado jogo, o professor anotava em seu cadern
questbes dos alunos eram respondidas pelo professor

outra questdo. Muitos alunos sentiam a necessidade

professor para obter a resposta e nédo ficavam muito

satisfeitos quando eram indagados com outra pergunt
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Os jogos foram planejados e referenciados segundo a Teoria
dos Campos Conceituais, especificamente, o campo co nceitual
multiplicativo. O periodo total previsto de aplicag ao dos
jogos foi de 14 encontros, mas outras aulas que nao estavam
destinadas a aplicagdo dos jogos foram utilizadas p ara
debates.

A apresentacéo de cada jogo, das regras e a acgéo d 0 jogo,
propriamente dita, durava em média, 3 encontros. Pa ra nos era
importante discutir com os alunos sobre os jogos, n ao so para
levantar dados da pesquisa, mas também avaliar o jo go aplicado

e replanejar os proximos, se fosse o caso.

Todos o0s quatro jogos foram confeccionados por nés

Fizemos uso de material disponibilizado online para construir
tabuleiros e fichas. Alguns materiais foram comprad os, tais
como copos plasticos, dados, tinta guache, folhas d e laminado,

caixas de lapis de cor e atilhos.
Pode-se dizer que o custo da confeccéo dos jogos f oi baixo
e sugerimos que é possivel, dentro do planejamento, viabilizar

0 uso de material reciclavel.



4 IDENTIFICACAO DOS JOGOS

4.1 JOGO A GRANDE APOSTA

38

Este jogo € uma adaptagdo do jogo “A grande corrid a de
Cavalos” que faz parte do projeto Experiéncias Mate maticas com
Educandos do Programa Curumim (MG) (MARTINS e GONCA LVES,
2007). No jogo original, as criancas eram divididas em
pequenos grupos e dois alunos eram chamados de nego ciadores,
que tinham a funcéo de negociarem as apostas. Um ed ucando era
responsavel pela organizacdo e o restante dos aluno s formava
0s jogadores apostadores. Em um painel era montado um quadro
com 0s numeros dos cavalos, de 2 a 12.

O numero de cada cavalo era a soma das faces volta das para
cima ao jogar dois dados distintos e o cavalo com o namero
apresentado por essa soma andava. Acreditamos que e sse cavalo
ganhava a suposta corrida e assim, as criancas que tivessem
feito suas apostas neste cavalo ganhavam.

O jogo foi aplicado coletivamente e, durante o tem po de
aplicacdo, ocorriam discussbes sobre as regras do |j 0go e
possibilidades de cada cavalo.

Fizemos uma adaptacéo deste jogo para duplas e, co m isso,
tivemos que formular algumas regras, descritas a se guir. Como
0 consideramos um novo jogo, resolvemos também por colocar um
outro nome.

4.1.1 Material do jogo

Para esse jogo, cada dupla necessitava de
a) fichas de numeracao de cada cavalo, de 2 a 12, e m que cada
dupla recebia um total de 11 fichas.

b) dois dados pequenos de cores distintas.
C) um copo plastico para o lancamento dos dados.
d) um pequeno bloco de papel para identificacdo dos cavalos de

cada jogador.



4.1.2. As regras do jogo

Antes do primeiro lancamento de dados, cada jogador
dupla escolhia seus cavalos de tal forma que cada u
com o mesmo numero de fichas. Essa escolha poderia
de forma aleatdria com as fichas voltadas para baix
jogador escolhendo seus cavalos. Deixamos os jogado
para que decidissem a forma de como escolheriam seu
para nao intervir, num primeiro momento, no jogo. A
restava da divisdo seria chamada de “cavalo-curinga
Escolhidos os cavalos, decidia-se quem faria o prim
lancamento dos dados. Vejamos, entdo, como funciona
propriamente dito:
a) O primeiro jogador, que chamaremos de jogador 1,

dados. Trés situacdes podem ocorrer:

D

1. A soma das faces dos dados voltadas para cima
namero de um dos cavalos do jogador 1: Neste caso,
vence o pareo e marca no bloco um traco (J)e o nime

cavalo que saiu a seu favor.

M-

2. A soma das faces dos dados voltadas para cima
namero de um dos cavalos do jogador 2: Neste caso,
vence o pareo e marca no bloco um traco (J)e o nime

cavalo que saiu a seu favor.

M-

3. A soma das faces dos dados voltadas para cima
namero do “cavalo-curinga”. Neste caso, o jogador 1
sua pontuacdo o valor do “cavalo-curinga”. Nesta si
nenhum jogador vence o pareo. Caso seja a jogada do
jogador, este marca os pontos para si.
b) O segundo jogador, que chamaremos de jogador 2,
0 segundo lancamento dos dados. Aqui também podem o
trés situacdes descritas acima e o0 jogo continua no
c) Espera-se que cada jogador realize trés lancamen
dados, 0 que totalizaria seis langamentos correspon
seis pareos disputados.
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d) Ao término da corrida, ou seja, dos seis pareos,
considerado vencedor aquele jogador que venceu mais

e) Em caso de empate, ou seja, se cada jogador tive
trés pareos, sera considerado vencedor aquele jogad
obtiver a maior soma dos numeros de seus cavalos ve
seus respectivos pareos. Caso algum jogador tenha p

o “cavalo-curinga”, o valor deste também entra na s

Vejamos uma situagéo do jogo onde houve empate:

Jogador 1 Jogador 2
Cavalos |3,7,5,9e10 2,6,4,8e11
Pareo 1 | (10)
Pareo 2 | (8)
Pareo 3 | (11)
Pareo 4 | (7)
Pareo 5 | (10)
Pareo 6 | (6)
Soma 27 25

Figura 3: Exemplo da situacéo do jogo “A Grande Apo

Na escolha dos cavalos, o “cavalo-curinga” € o de n
12. Como cada jogador venceu um pareo, entdo a deci

para a soma dos cavalos vencedores de cada pareo.

4.2 JOGO CONTIG60

Para aplicacdo deste jogo, baseamo-nos na experién
GRANDO (2000) quando o estudou em sua tese de douto
como ja citamos na revisao de literatura, Grando in
processos gerados na construcdo e/ou resgate de hab
matematicas a partir da intervencédo do jogo.

No caso de nossa pesquisa, fomos especificos em an
as possiveis situagbes do jogo na ampliacdo do
conceitual multiplicativo, trabalhando com problema
contagem. Grando trabalhou com poucos alunos tendo
de observacdo, enquanto que ndos tivemos um grupo ma

tempo muito menor, comparado com o de Grando.
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Mesmo assim, fizemos uso do trabalho de Grando par a nos
orientar e comparar os dados obtidos em ambos os tr abalhos.
Alteramos uma das regras do jogo, quanto a determin ar o
vencedor. Na regra original, uma das condi¢fes € qu e o jogador
que tiver o menor numero de pontos obtido da subtra ¢céo de 60

sera considerado vencedor.
A nossa alteragdo, nessa condicdo, € de que sera
considerado vencedor o jogador que obtiver o maior namero de

pontos obtidos durante o jogo.

4.2.1 Material do jogo

O jogo € composto por
a) tabuleiro, como mostra a figura 4.
b) 50 fichas, sendo 25 de uma cor e 25 de outra cor distinta.
c) trés dados pequenos indistinguiveis.
d) um copo plastico para lancamento dos dados.

e) papel, lapis e borracha.

0] 1 2 3 4 5167

27 | 28 ) 29 | 30 | 31 | 32|33 | B

26 | 54| 55 | 60 | 64 | 66| 34| 9

25 [ 50 | 120 [ 125 | 144 | 72| 35 | 10

24 [ 48 | 108 | 180 | 150 | 75| 36 | 11

23 1 45 1 100 | 96 o0 | BO | 37|12

22144 |1 42 | 41 40 | 39| 38| 13

21 (20 19 | 18 | 17 |16 | 15| 14

Figura 4: Tabuleiro do Contig60
4.2.2 As regras do jogo
O jogo comeca escolhendo-se qual jogador deveré la ncar os

dados primeiro. Apds, as jogadas alternam-se de jog ador para
jogador. Ao langar os dados,
a) cada jogador constr6i uma sentenca numeérica util izando os
nameros das faces voltadas para cima de cada dado. Nessa

sentenca, cada jogador fard uso de uma ou duas oper acoes



diferentes dentre adigcdo, subtracdo, multiplicacao

Suponha que um dos jogadores tenha lancado os dados
voltadas para cima foram 3, 4 e 6. Assim, ele poder

a sentenca 3+4+6 e ocupar, com uma de suas fichas,
namero 13.

b) se um dos jogadores passar sua jogada, por acred
ndo € possivel fazer uma sentenca numérica com 0s Vv
obtidos do lancamento dos dados, o adversario tera

tomar. Se o adverséario formar uma sentenca com 0s n
obtidos pelo colega, ele ganha o dobro do numero de
nesta situacao e, a seguir, podera fazer sua prépri

c) contagem de pontos: um ponto é ganho por colocar

num espaco desocupado que seja adjacente a um espac
(horizontal, vertical ou diagonalmente). Colocando-
ficha num espaco desocupado adjacente a mais de um
ocupado, mais pontos séo obtidos. Suponha que um jo
formado uma sentenca numérica tal que o resultado t

35. Se os espacos dos numeros 9, 10 e 34 estiverem

por ficha de qualquer cor, este jogador ganha 3 pon
tabuleiro). Salienta-se que a cor das fichas nos es
ocupados néo faz diferenca.

d) O jogo termina quando um jogador conseguir coloc
fichas de mesma cor em linha reta sem nenhuma ficha

adversario intervindo. Essa linha podera ser horizo
vertical ou diagonal. Caso nenhum jogador forme a |
cinco fichas e todas as fichas ja tenham sido usada

0 vencedor sera aquele que obtiver o maior nimero d

4.3 JOGO SENHA

Este jogo foi criado em 1970 pelo israelense Morde
Meirovitz e o objetivo do jogo é descobrir sequénci
gue compOe a senha formada por quatro cores dentre
distintas. Essa senha pode ter cores repetidas ou n
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Especialista em telecomunicacdes, Meirovitz teve s
idéia recusada por quase um ano, quando em 1971, nu
brinquedos em Nuremberg, Alemanha, a Invicta Plasti

todos os direitos intelectuais do brinquedo (Figura

Figura 5:Tabuleiro original do jogo Senha. Fonte:
http://carrosseldaaprendizagem.blogspot.com/2009/04
senha.html

O jogo chegou ao Brasil no inicio dos anos 80 em tr
tamanhos diferentes. A Grow deixou de produzi-lo po
mas hoje ja o encontramos em lojas de brinquedo em
e nome originais.

Este jogo foi aplicado por Piantavini (1999) como
em sua dissertacdo de mestrado, citada por nos na r
literatura. La, Piantavini analisa qualitativamente
jogo na construgdo de possiveis, no campo psicopeda
gerados a partir de uma situacéo-problema. Os 16 su
sua pesquisa foram alunos pertencentes as classes d
série do Ensino Fundamental.

Sendo inviavel a compra de tabuleiros, adaptamos o
para o papel. Em vez de pinos, usamos lapis de core
tabuleiros ficaram de acordo com a figura 6. Combin
alunos de que a senha escolhida deveria ser uma seq

cores distintas.
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Tabuleiro do desafiado Tabuleiro do desafiant
Figura 6: Tabuleiros adaptados do jogo Senha

4.3.1 Material do jogo

Adaptado do jogo original, o material para cada du
composto por
a) tabuleiros indicados na figura 6.

b) lapis de cores.

4.3.2 As regras do jogo

Antes do inicio do jogo, escolhe-se quem
desafiante, ou seja, aquele que formarda a senha,
desafiado, aquele que tentara descobri-la. Escolhid
papeéis de cada jogador, seguem as regras:

a) O desafiante forma uma senha e colore os espacos
para a senha seguindo a direcdo da seta. Por exempl

que o desafiante forme a senha azul-laranja-vermelh

serd o

e

pla era

0S Os

reservados
0, suponha

o-amarelo.
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Entdo, pelo sentido, da esquerda para direita, o de
colore os espacos, ficando com

90 ® O

Figura 7: Exemplo de situacéo do jogo “Senha”

b) O desafiado, entdo, forma uma senha que acredita

formada pelo desafiante. Caso ndo tenha acertado a
desafiante da algumas dicas na coluna da direita do

do desafiado. Se o desafiado acertar alguma cor e a
gue ela esta, o desafiante pinta um dos circulos de

o desafiado acertar apenas alguma cor, mas nao sua
desafiante deixa algum dos circulos em branco. Caso
apresentada pelo desafiado contenha alguma cor

que
coincide com a do desafiante, este marca um “x” em
circulos. Vejamos abaixo um exemplo, onde o desafia
a cor e sua posicédo, mas uma das cores nao faz part
®@0® O O, 7
z| @ O

Figura 8: Exemplo de situacéo do jogo “Senha”

Os circulos que indicam as dicas para o desafiado n

seguem ordem alguma, ou seja, na figura acima, nece
nao € a cor laranja que esta na posicao certa.

c) O desafiado tem nove tentativas para descobrir a
Caso néo acerte a senha em nenhuma das nove oportun
contabiliza nove pontos.

d) alternadamente, os jogadores invertem seus papéi

segue da mesma forma e sera considerado vencedor

aq

descobrir a senha do outro em menos tentativas, ou

aguele que obtiver o menor nimero de pontos.
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4.4 JOGO BICOLORIDO

O jogo Bicolorido é bem semelhante ao famoso jogo da
velha. Também conhecido como “O Sim” em homenagem a 0 seu
inventor, Gustavus |. Simmons, este jogo também pod e ser

jogado por uma s pessoa.
O objetivo do jogo é formar um triangulo cujos lad 0S
possuem uma Unica cor. Os vértices desse triangulo devem ser

0s pontos dados no inicio do jogo.

4.4.1 Material do jogo

a) Alguns tabuleiros, como mostra a Figura 9.

b) Lapis ou canetas esferograficas de cores distint as.
A
A- - D - B A B A
. . . -
- -
B- E C- .F (_.1' G

- - . - - E -

g~ [ C D D E

Figura 9: tabuleiros do jogo Bicolorido

4.4.2 As regras do jogo

Escolhe-se o0 jogador a fazer a primeira jogada e o

tabuleiro a iniciar o jogo. O roteiro do nosso trab alho foi
iniciar com quatro pontos e aumentar, gradativament e, a cada
término de jogo, 0s pontos iniciais. Apds, seguem a S regras:

a) Os jogadores, cada um com um lapis ou uma caneta de cor
distinta, deverdo, sucessiva e alternadamente, cons truir
segmentos de reta com extremos nos pontos dados no inicio do

jogo. Esses segmentos podem ser lados ou diagonais.
b) Sera declarado vencedor aquele jogador que prime iro fechar
um triangulo monocromatico com a cor de seu lapis o u caneta.

Vejamos um exemplo de jogo com 5 pontos iniciais:



C i)
Figura 10: Exemplo de situacéo do jogo Bicolorido

Na situacdo acima, 0 jogador que traca 0 segmento C

vermelha venceu fechando o triangulo ABD.

47
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5 PROPOSTA DIDATICA

Foi executada a seguinte sequéncia didatica, confo rme

planejada por nos:

5.1 JOGO: A GRANDE APOSTA

5.1.1 Questionario

01. Suponha que um dos jogadores tenha o cavalo numero 4. De
quantas formas distintas ele podera ganhar um pareo com esse

cavalo, segundo as regras do jogo?

02. Da mesma forma, de quantas maneiras distintas ele p odera
ganhar um pareo se ele tiver o cavalo nimero 10? E se tiver o

cavalo numero 8?

03. Suponha que o jogador 1 tenha o cavalo nimero 3 e o
jogador 2 tenha o cavalo niumero 12. Quem tem mais ¢ hance de

vencer um pareo? Justifique.

04. Veja, abaixo, uma situagdo do jogo, onde a Ultima | ogada
pode decidir a corrida e o cavalo curinga € o de nu mero 3.
Jogador 1  Jogador 2

Cavalos | 2,4,6,8,10 57,9,11,12

Pareo 1 | (2) 0

Pareo 2 0 | (7)

Pareo 3 | (6) 0

Pareo 4 | (8) 0

Pareo 5 0 | (5)

Soma

Responda:
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Antes das apostas iniciarem, qual dos jogadores tin ha mais

chances de ganhar, segundo as regras do jogo? Justi fique.

05. Veja, a seqguir, os cavalos dos jogadores 1 e 2,

respectivamente:
Jogador 1: 5,6,7,8e 9
Jogador 2: 2,3,10,11 e 12

Antes de iniciarem as apostas, qual dos jogadores t ém mais

chance de ganhar? Justifique.

06. Apods vocé ter jogado algumas vezes, vocé acha que t odos os

cavalos tém as mesmas chances de ganhar?

07. Supondo que a escolha dos cavalos ndo fosse feita
“aleatoriamente” pelos cartes e sim pelo numero ob tido da
soma das faces voltadas para cima dos dois dados. Quais sao

0s possiveis pares dos dados e quantos sdo estes?

08. E, se em vez de serem dois dados, fossem trés. O jo go
deveria ter quantos cavalos? Quantos sao 0s possive is
resultados da forma (d 1,d 2,d 3)onded ,,d, ed 3 séo os possiveis
nameros indicados pela face voltada para cima de ca da dado?

09. E se fossem quatro dados? Quantos cavalos seriam? Quantos
sao os possiveis resultados da forma (d 1,d 2,d 3,d 4) ?

5.2 JOGO: CONTIG60

5.2.1 Questionario

01. Veja, abaixo, uma situacao do jogo, onde apenas 0S espacos
dos numeros 6, 8 e 33 estdo ocupados (em negrito). Para marcar
3 pontos, 0 espago do numero 7 deve ser ocupado. De quantos

modos isso é possivel usando apenas adicao?

6 |7
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33 |8

02. Usando, novamente, apenas adicdo e sabendo que os espagos
36, 37 e 38 sdo o0s Unicos espacos ocupados. De quan tas
maneiras € possivel marcar 1 ponto? Por exemplo, pa ra marcar 1
ponto é necessario marcar os espacos 10 ou 14. Para 0 espago
10 existe, dentre todas as maneiras, 2+3+5; 1+4+5,e tc. Fagca o
mesmo para marcar 2 pontos e 3 pontos.
03. Imagine a situacdo de jogo apresentada na quest ao 01.
Considere os mesmos valores apresentados, porém, fa zendo uso
das operacdes adi¢céo e subtragao.
04. No lancamento dos trés dados, suponha que tenha m saido as
faces 3, 4 e 5. Quais sd0 0s possiveis espacos que podem ser
ocupados fazendo uso da adicdo e da multiplicagéo s egundo as
combinacdes abaixo?

) +

X +
05. Considere que no lancamento dos trés dados, as faces
voltadas para cima foram 2, 5 e 6. Quais sdo 0S pos siveis
espacos que podem ser ocupados fazendo uso da adica o e da

multiplicagdo segundo as combinacdes abaixo?

X +




06. No caso de terem saido as faces 1,2 e 5 quais s
espacos que podem ser ocupados, fazendo uso da subt
multiplicacéo, segundo as combinacdes abaixo?

x -

x -

07. Suponha que, no lancamento dos dados, tenham sa
faces, 3,5 e 6. Com a adicdo e a divisao, quais sao

possiveis de serem ocupados, segundo as combinagdes

-+

+

08. No langamento dos dados, suponha que tenham sai
3, 3 e 6. Fazendo uso da multiplicagcéo e adigao, qu

espagos possiveis de serem ocupados, segundo as com
abaixo?

X +

X +

09. Suponha que, para um dos jogadores, seja vantag
espaco do numero 42. Quais sao as possiveis combina
usando adicdo e multiplicacdo, para que este jogado

espaco pretendido? (Existem varias combinacdes)
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10. Descobrir os divisores de um numero pode ser um
estratégia para formar uma expressdo numérica € ocu
espagco de um determinado numero. Consideremos 0 num
questdo acima. Para descobrir seus divisores, podem

nos pares de numeros inteiros positivos que multipl

como resultado 42: 1x42, 2x21, 3x14 e 6x7. Cada um
apresentados é um divisor de 42. Veja que uma forma

€ (6+1)x6. Assim, encontre os divisores do numero 1
determine quais as possiveis combina¢des para que 0

namero 125 seja ocupado.

11. Suponha que seja vantagem, para um dos jogadore
espaco do numero 50. Como esse jogador tem dificuld
formar uma expressao numérica cujo resultado seja 5

por descobrir os divisores desse numero. Sabendo qu
jogador usou adicdo e multiplicacdo, descubra quais
divisores de 50 e quais as possiveis combinacfes pa

marque o espaco pretendido.

12. Considere uma situacdo semelhante a da questao
porém, o numero pretendido é 66. Determine os divis
e, sabendo que se fez uso da adicdo e da multiplica

as possiveis combina¢des de marcar o espaco pretend

13. Veja a fatoracdo de alguns numeros ja vistos aq

42=2'x3x7%; 125=5 3. 50=2 x52 e 66=2 x3'x11

fatoragdo do numero 100, segundo os modelos anterio
as possiveis combinacbes para marcar o espaco do nu

usando multiplicacao e adicdo?

14. Considere a suposi¢cao de que seja vantagem, par

1, marcar o espago do numero 96. Entretanto, para
jogador, parece ser uma tarefa dificil determinar o

de 96. Sendo assim, ele preferiu determinar apenas

divisores tem o numero e deixar que seu adversario

e
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jogada. Como o jogador 1 fez para determinar a quantidade de

divisores  de 96?7 Uma dica: ele partiu da fatoracdo do numero

15. A partir de um valor, é necessario fazer uso da operacgao
multiplicacdo. Por exemplo, suponha que, para marca r 4 pontos,
vocé tenha a seguinte situacdo, onde 0s numeros esc ritos em

negrito séo os unicos ocupados:

125 144
180 150
96
Usando apenas a operacao multiplicacdo, de quantos modos é

possivel preencher o espaco do numero 1507?

16. Analise os divisores dos numeros encontrados an teriormente
e tente descobrir uma maneira pratica de determinar a
quantidade de divisores do numero 80. Tente fazer o mesmo par a

encontrar a quantidade de divisores do numero 144.

5.3 JOGO: SENHA

5.3.1 Questionario

Situacdo 01 : Considere que estédo sendo utilizadas quatro

cores: laranja, verde, vermelho e amarelo. A senha é formada

por quatro cores distintas dentre estas.

01. Suponha que, na primeira tentativa, o desafiado apr esenta
a seguinte combinacdo de cores e o desafiante preen che o

campo de “dicas” da seguinte forma:

® O @ 0,°2°
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Quais sdo as combinacbes de senhas possiveis para a prox ima

jogada, sabendo que a cor amarela esta na posi¢cao c erta?

02. Na jogada seguinte, o desafiado mantém a cor amarel a, muda
a posicdo das demais cores e o desafiante da a segu inte
“dica”

0 @ @22
1| O O
a)Além da cor amarela, quais sao as possiveis cores que estao
na posicao correta? b) Nesta situacao, quais sdo as possiveis

combinacdes de senha?

03. Na 32 tentativa, qual devera ser a préxima jogada? Havera

uma 42 jogada? Justifigue com suas palavras.

O O, 28
O O 3| O O
04. Antes de o0 jogo iniciar, quais eram as possiveis

combinagdes de senha?

Situagcdo 02: Considere, agora, que estdo sendo utilizadas
cinco cores, por exemplo, verde, vermelho, laranja, amarelo e
azul, e a senha é formada por quatro cores distintas dentre
estas.
01. Na 12 tentativa, o0 desafiado apresenta a seguinte

seqUéncia de cores e o desafiante preenche o campo de “dicas”

da seguinte forma:
T ® O
O ® @ @, ;]

Sabendo que a cor verde esta na posicdo certa e que a cor

vermelha ndo faz parte da senha, quais sdo as combinagdes

possiveis para a proOxima jogada?
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02. Suponha que o desafiado ndo saiba que a cor ver melha néo
faz parte da senha, e ele substitui a cor laranja p ela cor

amarela apresentando a seguinte sequéncia:
—>
®C ® @32
1 ® O

A partir do que foi apresentado pelo desafiante e s abendo que

a cor azul e a cor verde estéo certas, quais sao as possiveis

combinacdes de senhas para a proxima jogada?

03. Sabendo, entdo, que a cor vermelha nao faz part e da senha e
que as cores azul e verde estdo na posicao certa, guais séo

as possiveis combinacdes de senha?

04. Vamos supor um novo jogo. Na 12 tentativa, o de safiado
apresenta a seguinte sequéncia e o desafiante da a “dica
e
OO0 0 e, .
1 © O
Sabendo que a cor laranja ndo faz parte da senha, guantas sao

as possiveis senhas para a proxima jogada?

05. Na 22 tentativa, o desafiado substitui a cor la ranja pela
cor amarela e troca as posicbes das cores verde e a zul.

Assim, o desafiante apresenta a seguinte “dica”:
00 ® @,2?
1| O O

A partir do que apresentou o desafiante e sabendo ue a cor

azul esta correta, quais sao as possiveis cores que estdo na

posicao correta?

06. O desafiado escolhe por manter a cor amarela e a cor azul

em suas posicoes. O desafiante apresenta a dica:



= ® O
O 0 @ @, -

A partir do que apresentou o desafiante, das jogada
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anteriores e sabendo que a cor vermelha nao estad na posicao

certa, quais sao as possiveis senhas para a proxima jogada?

07. Antes de o0 jogo iniciar, quantas eram as possiveis

combinagdes de senha?

08. Originalmente, o jogo Senha foi criado em 1971 por

Mordechai Meirovitz e consistia em determinar uma s

quatro cores (distintas ou nao) dentre seis
Supondo que foram utilizadas estas seis cores, dete
quantas senhas de quatro cores distintas sdo possiveis de

criar.

5.4 JOGO: BICOLORIDO

5.4.1 Questionario

Situacdo 01. Quatro pontos AB,C e D (vértices de u

quadrilatero convexo)

01. Apos ter jogado algumas vezes com seu colega, q
situagdo de resultado que mais apareceu? Situacdo d
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

02. Quais segmentos de reta sdo possiveis de serem
para o colega que faz a primeira jogada, partindo d
A?

03. E quantas restam para o 2° jogador, na segunda
partindo do mesmo vértice A? E se fosse o vértice B

fosse o vértice C? E se fosse o vértice D?

enha de

possiveis.

rmine

ual foi a

tracados,

0 Vvértice

jogada,
? E se



04. Dados os 4 pontos iniciais, quais segmentos de
possiveis de serem tracados?

05. Destes, quais sao lados? Quais sdo diagonais?

06. Quais sao os possiveis triangulos que podemos f
como vértices os pontos A,B,C e D?

Situacdo 02. Cinco pontos AB,C,.D e E (vértices de

pentagono convexo)

01. Apods ter jogado algumas vezes com seu colega, q
situacdo de resultado que mais apareceu? Situacdo d

vitoria/derrota ou situacdo de empate?

02. Quais segmentos de reta sdo possiveis de serem
para o colega que faz a primeira jogada, partindo d
D?

03. E quantos restam para o 2° jogador, na segunda
partindo do mesmo vértice D? E se fosse o vértice B
fosse o vertice C? E se fosse o vertice E? E se fos

vértice A?

04. Dados os 5 pontos iniciais, quais segmentos de
possiveis de serem tracados?

05. Destes, quais sao lados? Quais sdo diagonais?

06. Quais séo os possiveis triangulos que podemos f
como Vvértices os pontos A, B, C, D e E?

Situacdo 03. Seis pontos A, B, C, D, E e F (vértice

hexagono convexo)
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01. Apods ter jogado algumas vezes com seu colega, q ual foi a
situagdo de resultado que mais apareceu? Situacdo d e
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

02. Quais segmentos de reta sdo possiveis de serem tracados,
para o colega que faz a primeira jogada, partindo d 0 Vértice
Cc?

03. E quantos restam para o 2° jogador, na segunda jogada,
partindo do mesmo vértice C? E se fosse o vértice B ? E se
fosse o vértice D? E se fosse o vértice E? E se fos se o

vértice A? E se fosse o vértice F?

04. Dados os 6 pontos iniciais, quais segmentos de reta sao

possiveis de serem tracados?

05. Destes, quais sao lados? Quais sdo diagonais?

06. Quais sao os possiveis triangulos que podemos f ormar tendo

como vertices os pontos A, B, C, D, Ee F?

Situacdo 04. Sete pontos A, B, C, D, E, F, e G (vér tices de um
heptdgono convexo)

01. Apods ter jogado algumas vezes com seu colega, q ual foi a
situagdo de resultado que mais apareceu? Situacdo d e
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

02. Quais segmentos de reta sdo possiveis de serem tracados,
para o colega que faz a primeira jogada, partindo d 0 Vértice

B?

03. E quantos restam para o 2° jogador, na segunda jogada,

partindo do mesmo vértice B? E se fosse o vértice G ? E se
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fosse o vértice D? E se fosse o vértice E? E se fos se o
vértice A? E se fosse o vértice F? E se fosse o vér tice C?
04. Dados os 7 pontos iniciais, quais segmentos de reta séo

possiveis de serem tracados?

05. Destes, quais sao lados? Quais sdo diagonais?

06. Quais sao os possiveis triangulos que podemos f ormar tendo
como vértices os pontos A, B, C, D, E, Fe G?

Vocé ja deve ter notado que, a medida que o numero de
pontos (vértices) aumenta, fica mais dificil listar e contar o
namero de segmentos de reta e o numero de tridngulo S.

Analisando as situacfes anteriores responda:
a) Existe uma maneira mais pratica de calcular o nimero de
segmentos? E o numero de triangulos? Explique com s uas

palavras e com calculos.

b) Vocé conseguiria responder as questdes anteriores n 0 caso
de 8 pontos? Ou seja, quantos segmentos de reta pod emos
formar tendo 8 pontos (vértices de um octégono conv exo0)?

c) E quantos triangulos podemos formar tendo como vért ices 0s

pontos de um octdégono? Justifique.
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6 ANALISE DAS SITUACOES

Analisaremos as diferentes situagbes apresentadas a 0S
alunos para a construcdo e apropriagdo de proprieda des do
campo conceitual multiplicativo e o desenvolvimento em cada

etapa.
O proprio Vergnaud (1990) sugere a necessidade da

diversificacao de atividades de ensino que permitam ao sujeito

a aplicagcdo de um dado conceito em diversas situaco es e que
faca a integracdo entre as partes e o0 todo. Com ess a
diversificacao de situacdes, o aluno pode testar se us modelos
e esquemas em diversos contextos, enriguecendo-os 0 u

reformulando-os.

A analise das situacfes focara os tipos de respost as
(corretas e incorretas) e as formas de resolugcédo qu e os alunos
apresentaram. Exceto o primeiro questionario, todos 0os demais
foram identificados pelos alunos e que aqui, nesta pesquisa,
estdo representados por numeros: aluno 01, aluno 02 , etc.

A classificacdo das respostas, quanto ao tipo, seg ue a

caracterizacao a seguir:

Resposta em Branco (B) : O aluno nao respondeu a questao.
Resposta Correta Parcial (RCP) : O aluno apresenta apenas a
resposta numeérica da questdao sem desenvolvimento ou apenas o

desenvolvimento sem indicac&o da resposta humeérica.
Resposta Incorreta Parcial Negativa (RIPN) : O aluno apresenta
apenas um valor numérico incorreto que ele consider a ser o

correto, sem desenvolvimento.

Resposta Incorreta Parcial Positiva (RIPP) : O aluno apresenta

o desenvolvimento de seu raciocinio listando alguma S
possibilidades corretas e/ou incorretas sem indicag ao de
resposta.

Resposta Esperada (RE) : O aluno apresenta desenvolvimento

completo da questdo bem como o resultado numérico c orreto.
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O quadro 3 indica a organizacédo de cada questao in dicando
o numero de alunos que tiveram suas respostas class ificadas em

um dos tipos descritos anteriormente.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de

alunos

Quadro 3: levantamento quantitativo das respostas p or tipo

Os jogos aplicados seguem certa ordem em relagcdo a 0s

diferentes niveis do campo conceitual multiplicativ 0.
Iniciamos com um jogo onde sao propostas situacdes de
problemas de contagem e terminamos nossa pesquisa ¢ om um jogo
onde ja existe uma provocagdo quanto aos problemas de
combinagdes simples, ndo deixando de explorar outro S conceitos

dentro do raciocinio combinatério.
No quadro 4 temos uma representacdo do conjunto do S
conceitos referentes ao campo conceitual multiplica tivo que

iremos abordar.

Campo Conceitual

Principio Multiplicativo
Multiplicativo

Permutacdes
Simples

Arranjos Simples

Permutacoes
com
repeticdo

Combinacdes
Simples

Quadro 4: Conjunto dos conceitos

A introducéo desses conceitos ocorreu apos a aplic acao dos
questionarios de cada jogo e em nenhum momento defi nia-se
permutacdo, arranjo ou combinacdo. Lembramos que a

apresentacdo desses conceitos aconteceu de uma mane ira
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informal, sem que os alunos soubessem a definicao f ormal de
cada um.

Ao fim de cada jogo, discutia-se, geralmente no en contro
seguinte, sobre as regras do jogo e de como se pode ria pensar
nas estratégias utilizando algum esquema que indica sse as
possibilidades de jogadas futuras. Ao discutir as e stratégias,

o professor provocava os alunos quanto a alguns eve ntos que
poderiam surgir e que fossem fatores condicionantes para uma

boa estratégia.

6.1 ANALISE DO JOGO A GRANDE APOSTA

A Grande Aposta foi o primeiro jogo a ser aplicado na
turma. Curiosos, o0s alunos estavam excitados nesse dia, pois,
desde que ingressaram no colégio, nunca haviam pens ado de que
na aula de Matematica do 8° ano, considerado um ano complicado
para os estudantes % do colégio, o professor iria fazer um jogo
com eles.

Antes de inicia-lo, distribuimos o material necess ario a
cada dupla. Como participaram todos os 33 alunos da turma, foi

necessario formar um trio, 0 que nao prejudicou o
desenvolvimento do jogo, pois, 0s componentes do tr io

alternavam-se a cada partida.

A entrega do material deixou-os animados e muito a gitados,
0 que nos levou a chamar a atencdo varias vezes par a poder
explicar as regras. Alguns alunos mantiveram uma po stura séria
durante todo o momento de entrega de material e a e xplicacéo
do jogo. E importante salientar que ja haviamos tra balhado de
uma forma diferenciada com esses alunos, usando mul timidias,
material concreto e trabalhos coletivos em que era preciso a
participacdo de toda a turma para que um dado assun to fosse

compreendido.

% Justifica-se por iniciar o estudo de &lgebra. Idsos sentem grandes dificuldades em compreeneefagu
letras agora representam nimeros” (fala dos mesmos)



Durante essas aulas diversificadas, alguns jovens
sentiram incomodados a ponto de vir conversar conos
guestionados, respondiam que preferiam uma aula “no
como eles mesmos disseram, “com o professor |14 na f
guadro e escrevendo, sem fazendo perguntas” 4

De qualquer forma, a entrega do material do jogo A
Aposta causou curiosidade e estranheza, pois, ningu
aquele jogo e, tampouco que tipo de perguntas de ma
poderia fazer a partir dele.

A seguir, colocamos no quadro cartazes feitos de ¢
com as regras do jogo. Esses cartazes foram colocad
numeérica e explicamos cada regra com um exemplo de
jogo.

Antes da aplicacéo da atividade, acreditamos que,
primeiras partidas, os alunos perderiam o interesse
lo, j& que se tratava de um jogo muito simples e ra

Mas nédo foi o que ocorreu. Era dificil de progredi
explicacbes das regras, pois, 0s alunos interrompia
instante questionando-nos sobre as possiveis situac
jogo. Nestes momentos, que ndo foram poucos minutos
que parar a explicacdo e orientar os jogadores de q
davida seria respondida ao final de sua explanacao
deveriam manter suas maos erguidas para fazer as pe

Depois de uns vinte minutos, aproximadamente, os a
iniciaram o jogo. Circulamos por entre os jogadores
atencdo em suas falas, expressdes e de como tracava
estratégias para vencer o adversario.

Percebeu-se que, mesmo em se tratando de um jogo,
sentiam uma necessidade de nos chamar para question
estavam jogando certo ou ndo. Fazemos essa observag
inicialmente, eles tentavam ser mais autbnomos e in
as regras naturalmente.

Ao caminhar pela sala, era interessante notar as f
Para

jogadores e as observagbes acerca das regras.

4 Fala dos alunos.
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lancamento dos dados, um copo de plastico era forne
dupla e as fichas de cada cavalo estavam agrupadas
por atilhos coloridos. O barulho, a certo ponto ja

e os atilhos ja haviam se tornado, para alguns, out
brinqguedo. Novamente, chamavamos a atencdo e pediam
continuassem a jogar colaborando com os outros cole

Como escrito anteriormente, esses alunos
presenciado uma aula diferente das convencionais da
colégio. Durante observacbes nessas aulas, era poss
perceber que, para alguns, esse tipo de aula era br
Dificil, dentro desse ambiente no qual eles estao i
propor uma abordagem alternativa que fuja da monoto
eles consideram uma aula de matematica.

Ao término desse primeiro encontro, 0sS
devolveram o material do jogo e alguns até pediram
para levar para casa, pois queriam mostrar e jogar
pais e/ou irmaos.

No encontro seguinte, discutimos com as criangas s
jogo e perguntamos a opinido do grupo, em geral. EIl
perguntaram se jogariam novamente em alguma outra a
Respondemos afirmativamente e pedimos que eles volu
explicassem sobre suas estratégias de jogo.

Ao ouvir os alunos, pudemos perceber quais os “teo
em-acdo” que utilizavam durante 0s jogos e o0s tipos
esquemas internos que tracavam para vencer o advers
Ressaltamos, nessa discussao, que muitos alunos pen
cavalo que possuia o maior numero tinha mais chance
escolha dos cavalos era

um pareo. Assim, a

aleatoriamente, sem que houvesse favorecimento de u
jogadores. Salientamos que outros colegas discordar
idéia de que o cavalo de maior numero tinha vantage
levou a uma outra discussao, agora, entre 0s propri
Lembramos que eles ainda n&o haviam
questionario do jogo e que teriam mais outra oportu

joga-lo.

ja haviam

aprendizes

feita
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No encontro seguinte, a turma poOde jogar novamente

percebemos que alguns ja haviam adotado uma
diferenciada quando do encontro anterior. Por mais

sorte estivesse em jogo, alguns ja desconfiavam que
cavalos eram mais favoraveis a ganhar do que outros

eram os de maior numero. O que faltava era entender

Seguimos com as observacgdes e anotacdes, prestando
mais profundamente no que eles diziam uns para 0s o
motivando aqueles que cansavam do jogo. Nesta aula,
conseguimos entregar 0s questionarios, pois, ja era
tarde e a professora do proximo periodo ja estava a
sinal.

Assim, o questionario foi respondido no encontro s
com tempo disponivel para esclarecimentos e discuss
aluno respondia suas perguntas com seu par. Era per
os jogadores das duplas conversassem entre si e dis
respostas. Esse tipo de interacdo era importante pa
observacao, pois, baseados em Vygotsky (1991), acre
a crianca fara amanha sozinha aquilo que hoje é cap
em cooperacao.

Essa cooperacao vinha ndo somente do colega, mas t
professor que, cuidadosamente, fazia intervencdes a
poder acrescentar duavidas positivas no desenvolvime
participante, fazendo com que este reformulasse seu

de invariantes operatorios.

6.1.1 Desempenho dos alunos

O gquestionario que cada aluno respondeu era compos
perguntas referentes a algumas possiveis situacdes
Nesse momento sdo de nosso interesse as questdes de
02, 03, 04, 07 e 08 que serdo apresentadas a seguir
respectivas andlises. Selecionamos as respostas de
grupo de alunos para fazer estas analises dado que

repetiram.
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Questéo 01:
Apos ter jogado algumas vezes, vocé acha que todos os cavalos

tém a mesma chance?
Resposta esperada:
N&o. Algumas somas saem mais do que outras. Logo, a lguns

cavalos podem sair mais vezes.

As ocorréncias de respostas estdo indicadas no quad ro 5.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |1 0 9 1P 2
alunos
Quadro 5
No dia em que foi proposto o questionario, um aluno faltou
por motivos de saude. Uma das respostas ndo foi con tabilizada

porque apresentou a resposta “mais ou menos”.

Identificamos que os dois alunos que responderam

corretamente o0 que era esperado formavam uma dupla. A
justificativa que apresentaram para a questao veio em forma de
um esquema representado na figura 11. A resposta na 0 estava
totalmente completa, mas esses alunos reconheceram gue alguns

cavalos eram mais favoraveis que outros.

Figura 11: Resposta de aluno

A resposta acima é de um dos alunos dessa dupla. Ob serve
que ele montou um esquema e mesmo desconsiderando o fato de
gue os dados eram distintos, classificou os cavalos guanto as

suas possibilidades de vitoria.



Seu colega de jogo também apresentou esquema semel
entretanto, ndo apresentou as chances dos cavalos.

Evidenciamos o fato de um dos alunos responder “na
guestdo. Veja a figura 12, correspondente a respost

Afividade 1: A grande aposta
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hante,

0" a

01.Apods vocé fer jogado algumas vezes, Vocé acha que fodos os cavalos tm as

Coy@ 0

‘: "'T" hq'-e-‘]ﬂq“\('\ — :“'\ Og E‘i‘rz
mesmas chances de ganhare Nk, ® ‘
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Figura 12: Resposta de aluno

O aluno percebeu que os cavalos ndo tinham as mesm

chances de ganhar e apresentou como exemplo, os cav
namero 8 e 12. Infelizmente, nesse primeiro instant
sem saber se o referido aluno havia ou ndo entendid
justificativa dessa situacdo, mas logo a seguir ele
mostrou que compreendeu a razéo da vantagem de cert
Aqui poderia ter mostrado que o cavalo de numero 8
com as faces 4 e 4 ou 6 e 2; e 0 cavalo de niumero 1
com as faces 6 e 6.

Houve também aqueles alunos que tentaram explicar
resposta, mas ndo encontraram um argumento valido p
Ao analisar as respostas obtidas, nos deparamos com
justificativas sem logica ou fundamentacdo nas prop
do jogo. Um exemplo que citamos é o da figura 13.

Atividade 1: A grande aposta

=

as
alos de
e, ficamos
0 a
nos
os cavalos.
pode sair
2 apenas

sua
ara isso.
muitas

rias regras

01.Apds vocé ter jogado algumas vezes, vocé acha que todos os cavalos tém as

mesmas chances de ganhar? « /.

Figura 13: Resposta de aluno (
algarismos que somando dao o proprio)

N&o, pois h& alguns que tém mais



Veja que ndo existe uma légica para a justificativa
aluno, pois, no conjunto {2,3,...,11,12}, se consid
guantidade de algarismos de cada numero, ndo havera
relagdo com as chances de cada um sair. Talvez, ar
referente aos dados e ndo a quantidade dos algarism
nameros dos cavalos. Ao ser questionado, o aluno ma
explicacdo, mesmo sendo provocado a refletir se o0 q
em jogo era a quantidade de algarismos dos numeros
guantidade de faces de cada dado.

Confessamos que algumas respostas causavam certa c
pois deixavam-nos sem entender o que o aluno queria
longo das andlises das respostas, tragcavamos novos
estratégias para tentar motivar os alunos a pensare
discutirem em conjunto com outros colegas. Aparente
se que esses alunos ndo estavam acostumados a escre
questdo que envolvia matematica. Veja a seguir, na

a resposta de um aluno.
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Figura 14: Resposta de aluno (
vezes nao “saem” muito no dado, mas os nimeros baix

também nao saem muito no dado, mas as vezes “saem”

Observe que o aluno fica em davida ao responder a q
Por fim, ele opta por responder afirmativamente a q

apresentando a justificativa.

Questédo 02:
Suponha que um dos jogadores tenha o cavalo numero
quantas formas distintas ele podera ganhar um pareo

cavalo, segundo as regras do jogo?

Sim, porque 0s numeros altos as

0S as vezes

bastante)

uestao.

uestao

4. De

com esse



Resposta esperada:
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Ele podera ganhar se sair no dado vermelho a face 1 e no azul
a face 3, ou no vermelho a face 2 e no azul também 2 ou no
vermelho sair face 3 e no azul a face 1.Logo, séo 3 formas. Os
resultados apresentados estéo indicados no quadro 6

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |1 0 10 10

alunos

Quadro 6

Nesta questdo, a resposta de dez alunos nédo foi
contabilizada na classificagdo por tipo, pois, esse S
responderam “muitas formas”, “varias” ou “se 0s num eros
somados derem 4 esse cavalo ganha”.

Na andlise dessa questdo, salientamos que o aluno que
apresentou tanto o desenvolvimento quanto a respost a numerica
corretamente, € 0 mesmo aluno que apresentou a just ificativa
descrita na Figura 11. Ele apresentou sua resolucéo semelhante
a utilizacdo de pares ordenados: 1;3, 2;1 e 3;1. T alvez aqui
esse aluno ja tenha se dado conta do que havia escr ito
anteriormente na resposta da questao 1.

Vé-se pelo resultado de desempenho dessa questdo q ue uma
parte dos alunos nédo identificou a distincdo entre os dados
considerando a possibilidade 1;3 igual a possibilid ade 3;1.
Muitos alunos desenharam os dados para indicar as p ossiveis
somas iguais a quatro. Veja abaixo, nas figuras 15, 16,17 e 18,
algumas escritas dos alunos referentes a essa quest ao.

OQ.Subonho que um dos jogadores tenha o cavalo numero 4. De quantas formas

distinfos ele poderd ganhar um pdareo com esse cavalo, segundo as regras do

s 4 a orra sos =

O
jogog TosC~

Figura 15: Resposta de aluno

}_/ej [l
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02.Suponha que um dos Tb@dapér'es"rfeﬁho?o cavalo nimero 4. De gquantas formas

distintas ele poderd ganhar um pdreo com esse cavalo, segundo as regras do

jogo? ] ¥ 3

Figura 16: Resposta de aluno

02.Suponha que um dos jogadores tenha o cavalo nimero 4. De quantas formas

distintas ele ﬁj_od_@“rd ganhar um pdreo com esse cavalo, segundo as regras do
0o U o B

jogo?

Figura 17: Resposta de aluno

5

2, %y
) A u\&

LN}
Figura 18: Resposta de aluno

O erro comum dos alunos, como dito anteriormente, f
identificar a distincdo dos dados. Mas enfatizamos
grupo de alunos respondeu haver muitas formas de es

ganhar, mas sem ao menos explicar o porqué de tanta

0i ndo
gue um
se cavalo

s formas.

Tanto durante o0 jogo quanto durante o momento do

qguestionario, percebiamos que alguns alunos nao lev
seriedade a atividade. Portanto, acreditamos que al
respondido qualquer coisa s6 para ndo deixar a ques
branco. Isso ficou claro um tempo depois, quando al
perguntaram se alguém tinha gabaritado o questionar
valia nota.

A mesma observagdo vale para aqueles que
responderam numericamente, ingressando na classific
em que nao apresentaram a razado de chegar a esse re
Mesmo circulando entre os jogadores, foi dificil id

aqueles que conversavam com outros e discutiam poss

avam com
guns tenham
tdo em
guns nos

io e se

apenas
acao RIPN,
sultado.

entificar

ibilidades
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de resposta para questdo. Notdvamos que alguns simp lesmente
perguntavam 0 que 0 outro colega havia respondido e apenas
anotavam a resposta.

Observemos, nas figuras 19 e 20, as respostas de d ois
alunos referentes a questao 2 do questionario.

02.Suponha que um dos jogadores fenha o cavalo nimero 4. De quantas formas
distintas ele poderd ganhar um pdreo com esse cavalo, segundo as regras do
jogo? #L UO | :

o ,/\[.wl,‘n,‘_ IS 0 ,C’)"‘L‘ ',/",‘ A )<

Figura 19: Resposta de aluno

02.Suponha gque um dos jogadores tenha o cavalo numero 4. De quantas formas
distintas, ele poderd ganhar um pdreo com esse cavalo, segundo as regras do

jogo? QU o Fofws

Figura 20: Resposta de aluno

Em relacdo a resposta da figura 19, veja que o alun 0 nao
se deu conta que havia escrito varias formas. Entre tanto, ele
apresenta duas formas e depois 0 numero 4(?) e depo IS
“varios”. Sera que para esse aluno o numero de poss ibilidades
de sair soma 4 no lancamento de dois dados é mais d 0 que ele
imagina?

Um fator positivo nesse inicio de analise é que al guns
alunos j& utilizaram algum esquema ou representacao para poder

visualizar e entender seu raciocinio.

Questéo 03:
Da mesma forma, de quantas maneiras distintas ele p odera
ganhar um pareo se ele tiver o cavalo nimero 10? E se tiver o

cavalo numero 8?
Resposta esperada:
Para o cavalo de numero 10 temos as possibilidades de (4,6),

(5,5) ou (6,4) (3 maneiras). Para o cavalo de numer 0 8 temos
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as possibilidades de (2,6), (3,5), (4,4), (5,3) ou (6,2) (5
maneiras). As ocorréncias de resultados estdo indic adas no
quadro 7.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |0 0 0 2P 1
alunos
Quadro 7

Nesta questdo ndo contabilizamos as respostas de no ve
alunos que apresentaram “varias formas”, “muitas” o u “idem
guestdo 2”, 0 que nao caracteriza um dos tipos de r espostas.

O aluno que respondeu o que era esperado € 0 mesmo que
apresentou aquela resposta da questao 1, referente a soma dos
algarismos. Ele manteve a forma de listar as possib ilidades
utilizando uma idéia semelhante a de pares ordenado s (Figura

21).

03.Da mesma forma., de quantas maneiras disfintas ele poderd ganhar um péreo se

ele fiver o cavalo numero 102 E se fiver o cavalo nimero 82

()2
(1l B ot Sl o S ‘| 2 B ] 1 ’ ~ e

Figura 21: Resposta de aluno ( cavalo numero 10: 4,6, 5;5 e

6;4. cavalo numero 8: 2;6, 3;5, 4;4, 5;3 e 6;2. )

Dos alunos que responderam parcialmente a questao, alguns
se destacaram pela iniciativa de montar um esquema para
representar a situacdo proposta. Desses vinte e doi s alunos,
identificamos dezessete que responderam haver duas maneiras
para o cavalo de nimero 10 e trés maneiras para o0 C avalo de
namero 8. Isso significa que o que faltou a eles pa ra
responderem completamente a questdo foi identificar que os
pares ordenados eram distintos.

Nesta etapa, com muito da nossa motivagcao e estim ulo,

os alunos

ja conversavam mais entre Si

por
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consideramos que essas respostas tornam-se validas, pois, 0S
jogadores jA& comegcam a estabelecer uma relagdo entr e as
possibilidades das somas e as faces dos dados; néao

completamente, mas esse ja foi um primeiro passo.

Aqui também tivemos respostas interessantes. Como na
guestdo anterior, as expressdes “varias formas”, “m uitas” e
“idem questdo 2” comecaram a se tornar constantes. Mesmo
assim, vemos nas figuras 22,23,24 e 25 as respostas de alguns

desses alunos.

03.Da mesma forma, de quontas maneiras olsfintas ele poderd ganhar um péreo s

A 7R
WA 0
W

ele fiver o cavelo nomero 10¢ E se fiver o cavalo nimero 82 © 7y

\
& N i 4 s
M \“ﬂ "‘\ |

Figura 22: Resposta de aluno

03.Da mesma forma, de quantas maneiras disfintas ele poderd ganhar um pdreo se

: . /. :
ele fiver o cavalo numero 102 E s fiver o cavalo nimero 82 Z’Aﬁfm {oR sifdem NP Mol

Figura 23: Resposta de aluno

03.Da mesma foma, de quantas maneiros disinos ele poderd ganhar um pdreo se

ele fivr o cavalo nimero 102 £ se fiver o cavolo nimero 82 (5 o i j{MW s
208,348,440 52 @b,m%@@mw {sh2u6,345 el 7,

Figura 24: Resposta de aluno

= © ©
e . b | 7 P il
3 IO\S \O'\L\ (&@) %\03 6\3 %{\/L\

Figura 25: Resposta de aluno
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Nas figuras acima, vemos exemplos de respostas que estavam
previstas e de outras que, em nenhum momento, acred itavamos
que iriam figurar na tabulacdo dos dados.

O aluno que apresenta a resposta indicada pela fig ura 23
mantém uma posicdo quanto as vantagens dos numeros serem
maiores. O aluno resposta da figura 22 é coerente ¢ om o que
respondeu na primeira questdo. Logo, para ele, todo S 0s
cavalos tém as mesmas chances de ganhar.

Surpreendente foi a resposta na figura 24. Observe que o
aluno ndo se deu conta de que a numeracgéo dos dados vai até 6.
Assim, ele considerou possibilidades tais como 1,9 ; 2,8 e
3;7. Foi 0 Unico que apresentou essas possibilidade S.

Neste primeiro jogo, como as duplas eram formadas por
alunos que ndo mantinham um contato afetivo em sala de aula,
acreditamos que alguns responderam individualmente seu
questionario sem discutir com o seu companheiro de jogo. Este
tipo de comportamento € habitual no ambiente do col €gio,
geralmente naqueles alunos que sdo considerados bon s. Foi
visivel a competicdo entre alguns desses alunos tan to no jogo
quanto ao responder o0s questionarios, fato esse que nao
favorecia o interacionismo dos jogadores.

Questéo 04:
Suponha que o jogador 1 tenha o cavalo nimero 3 e 0 jogador 2
tenha o cavalo de niumero 12. Quem tem mais chance d e vencer um
pareo? Justifique.
Resposta esperada:
O cavalo de numero 3 pode sair de duas maneiras: (1 ,2) ou
(2,1). O cavalo de numero 12, apenas uma: (6,6). En tdo o
cavalo 3 tem mais chance de vencer um pareo. Os res ultados
apresentados estéo indicados no quadro 8.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |0 4 3 17 1

alunos

Quadro 8
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Duas respostas ndo foram contabilizadas na classifi cacao
acima.

A diferenca desta questao para a anterior esta no tipo de
raciocinio e de pensamento que o aluno deve desenvo lver para
poder respondé-la. Veja que na questdo anterior, pe rguntamos
as possibilidades de dois cavalos e, nesta, o aluno deve

identificar qual tem mais chance de vencer um péareo

Desse modo, estudamos as varia¢cdes nas respostas d e uma e
outra questdo em relacdo as mudangas no enfoque das perguntas.
Por isso foi importante a observacdo direta no ambi ente dos
alunos, especificamente em suas falas, pois, muitos destes ndo
conseguiam escrever o que era pedido ou a explicaca o de seu
proprio raciocinio. Assim, quando queriam construir seus
esquemas, chamavam o professor e respondiam oralmen te.
Vygotsky (1990), em seu trabalho j& mencionava que a fala da
crianca é tdo importante quanto a acdo para atingir um
objetivo. E uma fala dirigida para a solug&o do pro blema.

As dezessete respostas classificadas como RIPP séo

daqueles alunos que listaram as possibilidades de v encer dos
dois cavalos, mas desconsideraram que os dados eram distintos.
Vemos abaixo, nas figuras 26 e 27, a resposta de do is desses
estudantes.

U Winaan, ois 03 Ao fin 00 W of pubaboildoly o

U@”‘" HMMI\»UV .Cﬁﬂi 3 Uf"“ﬂ\_

Figura 26: Resposta de aluno

'l - —

04.Suponha que o jogador 1 tenha o cavalo ndmero 3 e o jogador 2 tenha o cavalo
numero 1% Quenw/ tem mcus chonce de vencer um pdreo? Justifique. &?@L WW)SYWJ
o= U) A\ \ \ 'L(:p \,-\ A
D ; FERT SAvY)

Flgura 27: Resposta de aIuno

O unico aluno que teve sua resposta considerada co mo RE,

na verdade, confundiu os numeros dos cavalos, mas, mesmo



assim, sua resposta foi satisfatoria. Este aluno é

respondeu a questdo 01 com o argumento da soma dos

Veja a justificativa para sua resposta na questao 4

resposta do aluno, questionamos, novamente, a que e
(Figura 28). O al

explicou seu raciocinio mostrando os tais algarismo

referia por “soma dos algarismos”
mais eram do que os numeros das faces dos dados. Po
estava se referindo aos algarismos, mas aos pares d

Assim, tudo ficou mais claro.
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04.Suponha que 0 jogddbk H'e'nho 0 cavalo nUmero'S e 0 jogador 2 tenha o cavalo

‘nomero 12. Quem tem mais chance de vencer um pdreo? Justifique.

o

nrE v 1 . " ~ 1 . 1 Fane

Figura 28: Resposta de aluno

Os quatro alunos que tiveram suas respostas classif icadas
como RCP afirmaram ser o cavalo de niamero 3 aquele com mais
chances de vencer o pareo, mas néo explicaram o por qué.

Questao 07:
Supondo que a escolha dos cavalos nédo fosse feita
“aleatoriamente” pelos cartdes e sim pelo numero ob tido da
soma das faces voltadas para cima dos dois dados. Quais sao 0s
possiveis pares dos dados e quantos sdo estes?
Resposta esperada:
1+1, 1+2, 1+3, 1+4, 1+5, 1+6, 2+1, 242, 2+3, 2+4, 2 +5, 2+6,
3+1, 3+2, 3+3, 3+4, 3+5, 3+6, 4+1, 4+2, 443, 4+4, 4 +5, 4+6,
5+1, 5+2, 5+3, 5+4, 5+5, 5+6, 6+1, 6+2, 6+3, 6+4, 6 +5, 6+6.
Total de 36 maneiras. Os resultados apresentados es tdo
indicados no quadro 9.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |0 1 11 19 1

alunos
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Quadro 9

Neste momento, muitos alunos nos chamaram para pedi r
ajuda. Eles estavam chegando ao fim do questionario e
percebiam que as perguntas exigiam respostas mais e laboradas
do que simplesmente responder por responder.

Ao ver gque os alunos estavam em duavidas sobre algu mas
situacbes do jogo que o0 questionario apresentava, f omos ao
quadro-negro e pedimos um instante de atencdo. Avis amos que
passariamos de mesa em mesa para ajudar nas duavidas , mas
solicitamos que tentassem escrever algo, que se bas eassem nas
respostas anteriores e nas discussdes com o0s colega S.

E assim foi feito e fez efeito. Orientamos algumas duplas
e outras, que haviam requerido ajuda, ja nao mais
necessitavam, pois o0 entendimento da questdo e de s uas
préprias respostas ja tomava um caminho compreensiv el.

Mesmo assim, dezenove alunos mantiveram uma idéia
equivocada quanto a néo distingdo dos dados e apres entaram,
como total de possibilidades, 21 somas. Mesmo que e sses
dezenove representem uma fatia representativa da tu rma,
consideramos suas respostas um progresso, dado que eles
contaram as possibilidades e formalizaram um esquem a proprio
de contagem. Abaixo, nas figuras 29,30 e 31, temos algumas das
respostas desses alunos, sendo a Ultima dessas resp ostas a do

aluno que respondeu corretamente o que era esperado

Figura 29: Resposta de aluno
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Figura 31: Resposta de aluno

Nessa questdo 7 provocamos 0s alunos a pensarem na s
diferentes possibilidades de pares ordenados e suas somas,
tentando induzi-los a pensarem e reformularem seus

esquemas,“teoremas-em-acao” e “conceitos-em-acao”.

Na préxima questdo, exigimos mais e propusemos uma

situagcdo onde o jogo ndo mais era jogado com dois d ados
distintos e sim com trés dados distintos ®. Vejamos o que houve

a seguir com o fechamento do questionario do primei ro jogo e
as discussdes que foram levantadas nessa nova situa cao.

Questao 08:

E se, em vez de serem dois dados, fossem trés. O jo go deveria
ter quantos cavalos? Quantos sdo os possiveis resul tados da

forma (d ,,d,d3) onde d ;,d, e dj3 sdo 0s possiveis numeros

indicados pela face voltada para cima de cada dado?

Resposta esperada:

® Essa informacéao foi dita em sala de aula, pois, ap Os entregue o
questionario, o0 autor se deu conta que nao havia, n esta questéo, a palavra
“distintos” referente aos dados, bem como o ponto d e interrogacgéo no final

da primeira oracao.
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Com dois dados, o cavalo de menor nUmero é 1+1=2 e 0 de maior

numero é 6+6=12, tendo, entdo 11 cavalos.

Com trés dados, o cavalo de menor nimero sera 1+1+1 =3 e 0 de
maior niumero sera 6+6+6=18, tendo entdo 16 cavalos.

Com dois dados, sdo 36 pares, porque para cada face do dado
vermelho, por exemplo, ha 6 para o dado azul. Entao , 6X6=36.
Assim, d& para pensar que, para cada face de um dad 0, ha 6 para

0 2° dado, ou seja, 36. Para cada um destes 36 pare s ha 6 para
0 3° dado. Logo, 36x6=216. As ocorréncias dos resul tados estao

indicadas no quadro 10.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |3 2 9 156 3
alunos

Quadro 10

Aqui nos preocupamos com a possibilidade de o aluno

apresentar alguma operacao que indicasse a quantida de total de
conjuntos da forma (d 1,d 2,d 3). Obtivemos trés alunos que
responderam o que era esperado, tanto na quantidade de cavalos
guanto na quantidade de conjuntos (d 1,d 2,d 3) possiveis.

Um desses alunos apresentou uma formula que envolv ia as

faces dos dados (Figura 32).

Figura 32: Resposta de aluno



Veja que o aluno estabeleceu uma relagdo com a quan

de faces dos dados e as possiveis somas. O seu par,
jogo, ndo entendeu o que ele havia feito e preferiu
outro caminho (Figura 33). Este sabia que, para det
guantidade de conjuntos (d 1,d 2,d 3), deveria
multiplicacdo nesse raciocinio. Porém, ndo obteve é

aconteceu com o colega da figura acima.

Figura 33: Resposta de aluno

A maioria dos alunos manteve-se coerente com aquil

achava estar correto, por mais que tivéssemos expos
nas duplas. De forma geral, neste primeiro jogo, no

os alunos guardaram para si suas opinides e suas ex
Alguns externalizaram suas falas indicando necessit
ajuda, mas alguns internalizaram suas falas, talvez
mesmo de as tornarem falas socializadas. Dando pros

as analises, propusemos 0 segundo jogo, um segundo
problemas. Nessa primeira avaliacdo do trabalho ain
tivemos condi¢bes de afirmar ou suspeitar de que al

ja construiu um conceito. Um aluno ndo constrdi um

torno de um problema, mas constréi um conjunto de c
que lhes dao sentido num campo de problemas (Vergna
Vejamos, entdo, a analise do segundo jogo aplicado
revimos nossa estratégia de observacdo a fim de pro
alunos uma oportunidade de reflexdo e construcdo de

aprendizagens.
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6.2 ANALISE DO JOGO CONTIG60

Antes da explicacdo das regras houve a entrega de material
e este continha, novamente, dados e copos, 0 que ca usou um
grande alvoroco, pois, assim que cada dupla recebia -0s, ja
iniciavam a “muasica” dos copos. Um tabuleiro também foi
entregue e o0s alunos comecaram, sem perda de tempo, a se
perguntarem que jogo era aquele e porque estavam fa ltando

alguns numeros no tabuleiro (figura 34).

CONTIG 60

(0] 1 || 2 3 4 5 6 7
27 28 || 29 30 31 32 33 | 8
26 54 || 55 60 || 64 66 34 || 9
25 50 || 120 125 144 72 35 || 10
24 48 || 108 180 | 150 75 36 || 11
23 45 || 100 96 || 90 80 37 || 12
22 44 || 42 41 || 40 39 38 ||Z
21 20 || 19 18 17 16 15 | 14

Figura 34:Tabuleiro do Contig60®. Fonte:
http://www.pucsp.br/~maze/jogos/americanos/11CONTIG %2060.pdf

Pedimos calma a todos e que, tdo logo entregasse o

material do jogo a cada dupla, iniciariamos as expl icacdes das

regras do jogo e assim prosseguimos como o planejad 0. As
regras foram colocadas no quadro em cartazes feitos de
cartolina e em ordem numeérica. NOs as explicavamos com um

exemplo, a partir de uma situacao do jogo.

O diferencial deste jogo em relacdo ao anterior, a lém de
seus aspectos fisicos, era que neste, os alunos dev eriam néo
s6 pensar no fator sorte como eles mesmos diziam, m as, também,
em uma expressao que indicasse algum valor do tabul eiro.

Depois de um certo tempo tirando as duvidas dos al unos
sobre as regras do jogo, iniciamos as observacdes c irculando

pela sala e testemunhando as falas e expressbes dos
participantes a cada langamento de dados.



Um fato observado e que foi exposto por grande par
jogadores foi a demora do jogo. Eles diziam que o |
tinha a mesma rapidez do jogo anterior. Quando perg
por que, disseram que nesse eles tinham que pensar
jogo. Novamente os questionamos: "Como assim? Quer
no jogo anterior vocés nao pensavam?”’. Eles respond
afirmativamente corrigindo suas falas. O que eles ¢
dizer € que nesse jogo tinham que pensar numa sente
numeérica cujo resultado deveria constar no tabuleir
Ainda

adversario.

tinham que pensar na estratégia para vencer

Neste jogo, sentimos dificuldade em presenciar o q
alunos pensavam acerca de suas estratégias e de com
atividade ia se configurando a medida que as operag
numeéricas eram combinadas. Nossa observacdo estava
processo de contagem, sendo que sO nhas Ultimas ques
questinario provocamos 0s alunos a pensarem no prin
multiplicativo.

Parece que eles nédo ficaram tdo empolgados como nos
anteriores, com o jogo A Grande ApostaEra nitido
cansados muito rapido ou, talvez, aquele ndo era um
aplicar esse jogo. Na verdade, quando terminou o pe
alunos devolveram o material, fizemos uma analise ¢
como eles haviam apreendido essa nova situacao. Nos
era de que os alunos esperavam algo mais interessan
jOogo anterior e que nesses encontros, nos quais hav
nao teriam que pensar logicamente.

Enfim, o jogo ndo foi bem aceito pelo grupo,
precisavamos continuar com nosso planejamento, mesm
falta de motivacdo dos alunos. Portanto, durante o
conseguimos poucas informacdes sobre o que os aluno
pensando e de como formulavam seus esquemas, deixan

andlise para o questionario que estava por vir.

mas
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6.2.1 Desempenho dos alunos

Centramos nossa analise nas questfes de numero 01, 03, 04,
07, 11 e 14. Ao fim da descricdo de cada questao, f azemos uma
analise parcial sobre o questionario apresentado, b em como as

intervencdes e reformulacdes para o proximo jogo.

Questéo 01:

Veja, abaixo, uma situagéo do jogo, onde apenas 0s espacos dos
nameros 6, 8 e 33 estdo ocupados. Para marcar 3 pon tos, o
espagco do numero 7 deve ser ocupado. De quantos mod 0S isso é
possivel usando apenas adicdo com o0S numeros obtido S no

langamento dos dados?

33 8

Resposta esperada:
1+1+5, 1+2+4, 1+3+3 ou 2+2+3 (4 formas). Os result ados estéo

indicados no quadro 11.

Tipo B RIPN RIPP RE
n° de |0 0 2 10 21
alunos

X
@)
o

Quadro 11

Os alunos apresentaram um bom desempenho na primeir a
questdo. Nessa situagdo, em que a operacdo de adica 0 estava
envolvida, os alunos perceberam que nao havia disti ngao entre
os dados, pois, o conjunto {1,2} € o mesmo que {2,1 }
configurando a comutatividade da adicao.

Pudemos observar que vinte um alunos responderam
completamente a questdo, apresentando tanto a quant idade de

modos quanto as possibilidades (Figuras 35,36 e 37)
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Figura 35: Resposta do aluno 01
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a

Figura 36: Resposta do aluno 02

Figura 37: Resposta do aluno 03

A resposta da figura 35, € uma das tantas respostas
surgiram para a questdo 1. Observe que o aluno cons
esquema para listar as possiveis somas, indicando a
em ordem crescente. Muitos alunos se organizaram de
conseguiram responder 0 que era esperado.

Agora, vejamos a resposta indicada pela figura 36,
aluno considerado bom em matematica e que antes de
ja havia nos dito como iria fazé-la. Ele disp6s tod
combinagcfes possiveis montando um esquema segundo u
crescente de numeracao.

Ele listou, em colunas, todas as possibilidades cu
resultava o numero 7. Observe que na primeira colun
coloca como primeira parcela o numero 1, depois,
continuagdo da soma, todos de 1 ao 5 e, por fim, na
parcela, o que completava resultado 7. Na segunda c

Fpoda - AS g

que
troi um
s parcelas

ssa forma e

de um
escrevé-la,
as as

ma ordem

ja soma

a, ele

terceira

oluna, a
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primeira parcela foi o niumero 2, depois, na continu acao da
soma, todos de 1 a 4 e, por fim, na terceira parcel a, 0 que
completava resultado 7.

Ao todo, ele encontrou 15 possibilidades para soma 7,
entretanto, ele riscou aquelas possibilidades que s e
distinguiam apenas pela ordem da parcela, jA que a adicdo é

comutativa para 0s numeros naturais. Ao contar as

possibilidades, ele repetiu a soma 1+2+4 = 1+4+2. M as isso néo

interfere em nossa analise jA que ele conseguiu lis tar as
possibilidades e encontrar uma representacdo para a s demais
guestdes.

Perguntamos ao aluno por que havia usado esse mét odo.
Questionamos se nédo seria melhor pensar em comutati vidade. As
parcelas somadas que dao sete ndo dependem de ordem . O aluno
respondeu que havia encontrado um jeito que, para e le, era
mais acessivel. Ele considerava todas as possibilid ades
possiveis e, depois, ia descartanto aquelas que dif erem apenas
pela ordem. Deixamos 0 aluno prosseguir com seu esq uema pois,

ele encontraria as possibilidades de qualquer jeito

Ao fim desse encontro, chamamos esse aluno a mesa e
pedimos que explicasse com mais detalhes o modo com o havia
pensado em listar as possibilidades. Ele entdo expl icou que *“

a soma tem que dar 7,né? Entéo, as parcelas sO pode mirdela

5 porque se tiver 6, ai ndo da pra fazer com trés p arcelas. Se

a primeira parcela for 1, entdo na segunda eu sO po sso ir até

0 5, por causa do 6. Dai eu completo para chegar no 7, que vai
ser o contrario, 6. Se a primeira parcela for 2, en tdo na
segunda sO posso ir até o 4. Dai eu faco a mesma co isa pro
resto até chegar no 7. Depois eu corto as somas que sao
iguais”  °.

Essas somas iguais referem-se aquelas que possuem as
mesmas parcelas, distintas apenas pela ordem. Essa informacgao
foi apresentada por ele apontando para a sua respos ta,
especificamente as possibilidades riscadas por ele. Antes que

® Fala do aluno
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o aluno saisse para o intervalo, questionamos se na 0 seria
melhor pensar em soma 6 ao invés de 7 e em duas par celas ao
invés de trés. O aluno respondeu “tanto faz” e saiu em
disparada ao encontro de seus colegas que o esperav am na porta
da sala.

Enfim, ele, talvez sem saber, trabalhou com um tip o de
combinagdo com repeticdo. Ao estudar equacbes linea res com
coeficientes unitérios, encontramos que o numero de solugdes

em inteiros positivos de uma equacao do tipo

XQ+Xo+Xg+...+4X =m, m>0 é& dado por Crrn__ll. Veja que o aluno

estava resolvendo uma equacao do tipo X1 +Xo + X3 =7 que, nesse
caso, é possivel resolver utilizando a férmula comb inatéria
simples citada anteriormente, levando em conta a co ndicdo de

que x1,X2,X3<6 nao representa nenhuma restricdo adicional, uma
vezque X +Xo+X3=7, x1,x2,x321=x <5 paratodo .
Vejamos a terceira resposta apresentada na figura 37. Esse

aluno manteve esse esquema até a questdio 4. E uma

representacdo bem semelhante a que geralmente se ut iliza para
resolver equagbes do tipo X +Xo+Xg+...+X =m, m>0 antes de
generalizar uma férmula.

Esse aluno escreveu o niamero 7 como O agrupamento de 7

circulos, isto é,

NGRS ROROROROEY

Figura 38: Estratégia de resolucdo
Depois, separou esses sete circulos em trés parcel as. Para

isso, introduziu quatro barrinhas (|) entre os circ ulos. Um

dos exemplos,

Figura 39: Resolucao de aluno
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indica que uma das possibilidades é a terna (1,3,3) . E assim
seguiu com esse esquema atingindo sucesso na respos ta da
guestao.

Quando o professor perguntou como havia pensado ni Sso, ele
respondeu que “tinha que separar 3 nUmeros que soma dos déao 7.
E melhor botar 7 coisinhas e ir separando de quatro em quatro
barrinhas” /. Nossa duvida era saber se esse aluno ja havia
trabalhado com esse tipo de problema ou alguma outr a pessoa
tivesse |Ihe dito, porque estdvamos impressionados ¢ om a forma
de resolucdo. Afinal, ndo fizéramos nenhuma introdu céo formal
de problemas de contagem.

Questéo 03:
Imagine a situagdo de jogo apresentada na questdo O 1.
Considere os mesmos valores apresentados, porém, fa zendo uso
das operacdes adicao e subtracao.
Respostas esperadas:
6+2-1, 6+3-2, 6+4-3, 6+5-4, 6+6-5, 5+3-1, 5+4-2, 5+ 5-3 ou 4+4-
1 (9 maneiras). As ocorréncias de resultados estao indicadas
no quadro 11.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |1 0 2 2b 5

alunos

Quadro 11
E uma situacdo semelhante a da questdo 01 porém, co m 0 uso

de adicdo e subtracdo simultaneamente. Ao ler as re
alunos, percebemos que alguns ndo compreenderam que
operacdes deveriam ser utilizadas na mesma sentenca

isso ndo tenha ficado claro na pergunta.

" Fala do aluno

spostas dos
as duas

. Talvez



Um grupo consideravel (25 alunos) desenvolveu a re
apresentando algumas possibilidades favoraveis a si
Mesmo que as respostas nao fossem completas, consid
positivo o desempenho desses alunos, pois, signific
estavam pensando sobre a situacdo do jogo dentro de
limitacdo de operagoes.

Os alunos que responderam o que era esperado apres
resolucdo semelhante a que indicamos na figura 40.
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Figura 40: Resposta do aluno 01
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Figura 41: Resposta de aluno 04

As resolugdes classificadas em RE, apresentadas na
figuras acima, caracterizam o tipo de esquema que o
montaram para poder compreender e entender a questa
resposta. Ambos os alunos que apresentaram as resol
nessas figuras mantiveram um esquema, uma represent
suas respostas.

Veja que a primeira operagao inserida nas expresso
adicdo. Quando perguntamos a um desses alunos o por

utilizar a adicdo primeiro, ele nos respondeu que
facil somar antes e depois diminuir” 8
satisfatoria, pelo menos para nos. Insistimos na pe

dessa vez, ele conseguiu ser um pouco mais claro.

8 Fala do aluno
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Assim, respondeu: “ eu sei que a maior soma é doze , por
causa dos dois seis. Eu posso tirar uma face cinco e tirar do
doze, ai da sete. Ai faz o resto. A préxima soma é onze e dai
eu tiro um quatro, depois a soma é dez e eu tiro 3 e assim
vai” °. Dessa forma o aluno pensava apenas nas possibilid ades da
primeira soma sem interferir no valor do subtraendo a seqguir.

Para somar dez, temos duas possibilidades para as duas
parcelas: 6+4 e 5+5. Para se chegar ao resultado se te, basta
diminuir trés de cada uma. Ainda ouvimos um dos col egas
comentar que era mais facil contar assim.

Questéo 04:
No lancamento dos trés dados, suponha que tenham sa ido as
faces 3, 4 e 5 ndo necessariamente nesta ordem. Qua is sdo o0s
possiveis espacos que podem ser ocupados fazendo us o da adicao
e da multiplicacdo segundo as combinac¢des abaixo?

X +

- "= - on

X +
Resposta esperada:
3x4+5=17, 3x5+4=19, 4x5+3=23, 3x(4+5)=27, 4x(3+5)=3 2 ou
5x(3+4)=35. As respostas sdo apresentadas no quadro 12.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |0 0 0 16 18
alunos

Quadro 12
Nesta questdo, obtivemos um desempenho muito bom do S

alunos. Dezoito aluno alunos alcancaram a resposta esperada
identificando a comutatividade tanto da adicdo quan to da

° Fala do aluno



multiplicacdo. Acreditamos que a diferenca do desem
questdo para a anterior deu-se, provavelmente, pelo
termos apresentado uma figura que representasse 0s
fatores/parcelas. Quando os alunos chegaram nessa Q
explicamos que naqueles espacos eles deveriam coloc
nameros 3, 4 e 5 para descobrir 0s possiveis espaco

preenchidos.
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Figura 42: Resposta do aluno 05
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Figura 43: Resposta do aluno 06

Algumas resolucbes se destacaram nao pela

apresentada, mas sim, pela dificuldade de resolver

multiplicacéo.

A medida que formos descrevendo a analise das resp

dos jogos, citaremos tipo de erros que nao se encai
organizacdo combinatéria do aluno, mas, sim, na gén
conhecimentos prévios, no caso desse jogo, o das op

aritméticas.

Questéo 07:
Suponha que, no lancamento dos dados, tenham saido
3,5 e 6, ndo necessariamente nesta ordem. Com a adi
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divisdo, quais sdo 0s espacos possiveis de serem ocC

segundo as combinacdes abaixo?

+

+

u
- -

Resposta esperada:

3:5+6 (X) 19 3:6+5 (X), 5:3+6 (X), 5:6+3 (X), 6:3+5=7, 6:5+3

(X), 3:(5+6) (X), 5:(3+6), ou 6:(3+5) (X). S6 é pos

marcar o espaco do numero 7. Os resultados sé&o apre
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upados,

sivel

sentados no

quadro 13.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |3 1 0 5 24
alunos
Quadro 13
Aqui, o aluno deveria prestar atencdo ao fato de qu e,
apesar das diferentes combinacdes possiveis quanto as posicoes
dos numeros 3, 5 e 6, nem todo resultado final da s entenca
matematica construida resultaria em algum numero ex istente no
tabuleiro.
Felizmente, a maioria dos alunos percebeu isso e e ncontrou
a sentenca que revelaria o Gnico espaco a ser preen chido com
esta combinacdo de operacdes. Nas figuras 49 e 50 a presentamos

duas respostas esperadas.

19 significa que o resultado da expressdo ndo eesuitum nimero pertencente ao tabuleiro.
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Figura 49: Resposta do aluno 07
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Figura 50: Resposta do aluno 06

Observe que estes alunos listaram as combinacgdes po
para os numeros 3, 5 e 6 e, logo apds resolverem ca
sentenca, descobriram qual a Unica que representava
no tabuleiro.

Alguns alunos encontraram a sentenca da qual resul
valor 7, mas na folha de resposta do questionario e
expressdes do tipo “ndo é possivel” ou “ndo da’. Um
alunos, ao ser questionado, respondeu que ndo era p
marcar o0 espaco do numero 7, pois, este jA havia si
preenchido na questéo 1.

Ou seja, ele ndo compreendeu que essa questao 7 ti
outra interpretacdo, diferente da apresentada pela
Mencionamos que a questdo 7 era uma situacdo hipoté
a regra do jogo fosse soé utilizar as operacdes de a
divisdo. Nés queriamos saber a maneira como 0s joga
resolveriam o problema apresentado por essa situaca
deveriam lembrar que a divisdo de numeros naturais
fechada.

O aluno entendeu o que havia sido solicitado, entr

manteve a resposta alegando que “a pergunta ndo ta
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iIsso, professor” 11 De qualquer maneira, ele encontrou o Unico
espaco possivel de ser preenchido e a anélise das s ituacdes do
jogo Contig60 nos surpreendeu, ndo pelas respostas mas pela

(des)motivacdo dos alunos.
Até este ponto, os alunos discutiam as perguntas
apresentadas e as diferentes formas de respondé-las

Captavamos as falas dos alunos e tentavamos compree nder o tipo
de estratégia que tracavam, 0 esquema para responde r as
perguntas. “Faz assim,6!” era uma frase que se escu tava muito

entre as duplas.
Vygotsky (1993) comenta que:

Para compreender a fala de outrem néo
basta entender suas palavras - temos que
entender seu pensamento. Mas nem mesmo iSso é
suficiente — também € preciso que conhegamos
sua motivagéo (p.130).

A analise das questdbes comeca a se tornar incomple ta,
pois, nesse ultimo encontro, os alunos comecam a fi car
desanimados e ndo tém mais paciéncia para responder alguma
pergunta. O jogo, que na sua aplicacao ja havia sid o rotulado

de cansativo, torna-se menos prazeroso ainda.

A proxima questdo tem como eixo central descobir o S
divisores positivos de um numero e, a partir dessa informacéo,
descobrir 0s possiveis espacos a serem preenchidos no
tabuleiro utilizando as operacdes adicao e multipli cacao.

Questéo 11:

Suponha que seja vantagem, para um dos jogadores, m arcar o
espaco do numero 50. Como esse jogador tem dificuld ades em
formar uma expressao numérica cujo resultado seja 5 0, ele opta
por descobrir os divisores desse numero. Sabendo qu e este
jogador usou adicdo e multiplicacdo, descubra quais sao o0s

1 Fala do aluno
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divisores de 50 e quais as possiveis combinacfes pa ra que ele
marque o espaco pretendido.
Resposta esperada:
D(50) => 1x50, 2x25, 5x10 => D(50)={1,2,5,10,25,50}
50=> (4+6)x5 ou (5+5)x5. As ocorréncias dos resulta dos séao
apresentadas no quadro 14.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |13 0 3 1y 0
alunos
Quadro 14

Como dito anteriormente, os alunos ja ndo estavam t ao
animados e motivados a reponderem as questbes apres entadas.
Observe gue treze alunos n&o responderam a questao e quando
guestionamos uma dupla quanto a deixar a questdo em branco,
estes responderam: “ah, sor! E muita coisa, é igual nas outras
perguntas!”. Mesmo que tenhamos dito que ndo era a mesma
coisa, mantiveram sua posi¢do de nao responder. N6s colocamos,
inclusive, algumas possibilidades no quadro, mas de nada

adiantou.

Os dezessete alunos que tiveram suas resolucdes

classificadas em RIPP, apresentaram as possiveis se
resultam no valor 50. Apesar de terem chegado nas s
corretas, faltou apresentar os divisores de 50, poi
referente aos divisores de um numero seria citado n
perguntas posteriores.

Nas figuras 51, 52 e 53 vemos as respostas de alg
alunos que chegaram as sentencas corretas, cujo res
e que utilizaram, na sentenca, adicdo e multiplicac

simultaneamente ou s6 multiplicacao.

AN . 50

e et ) - 5= B
(B5x5)-5B = 50

Figura 51: Resposta do aluno 08

ntencas que
entencas
s esse dado

as

uns
ultado é 50
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Figura 52: Resposta do aluno 09

}\/‘]\\.\\\

S
5.5.0 = B¢
(/f)".,, 5 (. < ey ) & D

(&~91).< = 5 ©
Figura 53: Resposta do aluno 10

Descobrir os divisores positivos de um numero é tra balhar
com o principio multiplicativo. Quando exigimos um pouco mais

nesta etapa, 0 nosso objetivo era de que os alunos

identificassem a relagé&o entre os expoentes de cada fator com

a quantidade de fatores. Por exemplo, na fatoracao do numero
108 encontramos 2 2.3 % . Alguns divisores de 108 sdo 3 22031
21.3 9 etc. Ou seja, nos divisores do niimero 108 o expo ente do
fator 2 pode variar de 0 a 2: (2 021 2 2 e assim, temos 3
possibilidades de expoente para o fator 2; o expoen te do fator

3 pode variar de 0 a 3: (3 °© 31 32 3 3e, assim, temos 4
possibilidades de expoente para o fator 3. Logo, pa ra cada
expoente escolhido para o fator 2 temos 3 possibili dade e 4
possibilidades de escolha para o fator 3.Portanto, 3x4=12

possibilidades ou 12 divisores positivos.

Questéo 14:

Considere a suposicao de que seja vantagem, para o jogador 1,
marcar o espaco do numero 96. Entretanto, para este jogador,
parece ser uma tarefa dificil determinar os divisor es de 96.
Sendo assim, ele preferiu determinar apenas guantos divisores

tem o numero e deixar que seu adversario faca a jog ada. Como o
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jogador 1 fez para determinar a quantidade de divis ores de 967
Uma dica: ele partiu da fatoracdo do namero.
Resposta esperada:
1x96, 2x48, 3x32, 4x24, 6x16 ou 8x12. Total de 12 d ivisores.
Os resultados séo apresentados no quadro 15.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |23 0 1 6 3
alunos
Quadro 15

Nesta etapa, ja é nitido que os alunos ja nédo estéao mais
tdo dispostos a responderem o questionario. Entreta nto, ao
qguestionarmos  alguns desses alunos, recebemos algum as
respostas que nao esperavamos. Um deles disse: “néo estou mais
entendendo. Por que o senhor quer que a gente escre va em forma
de poténcia? Nao é mais facil fazer aquele ‘chiquei rinho’ 2 e
descobrir os divisores?”. Outro respondeu: “a gente aprendeu
assim na quinta série, eu ndo sei como funciona, ma s da certo.
Esse seu jeito € mais facil, professor?”. Por menos que
pudesse parecer, esses eram considerados problemas
combinatdrios e pudemos observar, na pratica que, s e ndo ha
plena compreensdo da situacdo descrita, ndo ha solu cao por
parte dos participantes.

Percebemos que esse questionario extenso tornou-se um
obstaculo na observagdo dos alunos em acdo. Neste m omento eles
ja ndo mais discutiam sobre as perguntas. Deixavam 0 tempo
passar para que a atividade terminasse logo. Também pudemos
observar que os alunos haviam perdido a conexdo com as
perguntas anteriores e até mesmo com o jogo. Para f inalizar,
alguém perguntou se ndo haveria outro jogo parecido com o A
Grande Aposta.

Conscientes da falha que cometemos, terminamos a a nalise
desse jogo apresentando a resolugéo de um aluno den tre os trés

12 Método para descobrir os divisores de um nimeartir de sua fatoracdo em primos.



que responderam o que era esperado. Esse tentou com
expoentes dos fatores primos do nimero 96 com as di
bases (Figura 55).
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Figura 55: Resposta do aluno 07

Ao pedir explicagbes para o aluno, obtivemos a seg
resposta: “Eu fatorei usando o que a professora da
série nos ensinou. Como na questdo de antes o senho
0S expoentes, entdo eu fui trocando expoentes dos f
encontrar algum divisor. Por exemplo, tem cinco fat
Entdo o 2 na 3 vai ser um divisor, 0 2 na 4 também
continua.”. Perguntamos sobre o outro fator, sobre
seria utilizado. Disse: “Ah, depois que fizer com o
3 com cada um que tu achou antes.”.

Podemos dizer que esse aluno conseguiu encontrar u
maneira de descobrir a quantidade de divisores posi
namero a partir do principio da multiplicacéo.

Ao fim dessa segunda etapa, ja pudemos suspeitar qu
estavam ampliando sua zona

alunos, naturalmente,

desenvolvimento proximal. As questbes até aqui prop
eles eram, de forma geral propostas aos alunos do 2
Ensino Médio do colégio.

Sabe-se que o0s processos de desenvolvimento progri
forma mais lenta do que os processos de aprendizage
sequénciacéo, resultam as zonas de desenvolvimento
J& citamos aqui que a ampliacdo dos campos conceitu
d& somente a um tipo de situagdo e, sim, a uma vari

situagdes ou problemas em funcéo de sua resolucéo.
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Desse modo, sigamos com a andlise do terceiro jogo

aplicado, no qual os conceitos da estrutura multipl icativa se
tornam mais relevantes e representativos.
6.3 ANALISE DO JOGO SENHA

Depois que o tempo do jogo Contig60 passou, os alu nos
esperavam que o0 proximo jogo fosse tdo atraente qua nto o
primeiro. Ao entregarmos o0 material do terceiro jog 0,
percebemos que muitos alunos ja se mostravam empolg ados,
motivados a participarem de mais uma etapa de nosso trabalho.

O jogo Senha realmente € um jogo muito divertido. Essa
opinido ndo é de todos os alunos, ja que alguns ain da
prefereriam o primeiro jogo. Um grupo pequeno dos
participantes ja conhecia esse jogo e um deles diss e que o
tinha em casa, mas nado jogava mais.

As regras, assim como as dos anteriores, foram
apresentadas no quadro negro e, dessa vez, nao fize mos uso de
cartazes, pois pensamos que seria melhor explica-la S com giz
colorido. Obviamente, seguimos uma ordem de explica cOes, passo
a passo, lembrando que os alunos jogariam com a sit uacdo da
senha formada por quatro cores distintas.  Nesse jog 0

conseguimos uma melhor observacéo dos alunos, bem ¢
falas e discussdes com seus pares. Apesar eles fica
calados no jogo anterior, do ponto de vista de noss
eles demonstraram, até certo ponto, que estavam int
entre si. Era importante que essa comunicagao se ex

fim de favorecer o aprendizado, pois, este

desperta varios processos

omo de suas
rem mais

a analise,
eragindo
pandisse a

internos de

desenvolvimento que s&o capazes de operar
somente quando a crianga interage com pessoas
em seu ambiente e quando em cooperagao com seus

companheiros. Uma vez

internalizados,

esses

processos tornam-se parte das aquisicbes do

desenvolvimento
(VYGOTSKY,1991, p. 101).

independente da

crianca



Enquanto caminhdvamos entre o0s jogadores
manifestavam suas expressoes, falas e atitudes, um
despertou nossa curiosidade: a desinibicdo de aluno
outras oportunidades, em sala de aula, mostravam-se

timidos.

A cada jogo eram formados novos pares de jogadores

critério que utilizamos para essas formagfes foi de
dupla deveria ser composta de alunos que nao tinham
contato na turma. Entretanto, ndo conseguimos mante
formagdo para todas as duplas, pois, muitos se most
descontentes com o critério adotado. De qualquer fo
discussdo nado se prendia apenas a dupla e, sim, as
estavam a volta.

A interacdo dos alunos ndo estava restrita a seus
ou seja, alunos discutiam as regras e possibilidade
com colegas do outro lado da sala. Isso configurou
positivo para nossa analise tanto no que se refere
conceitual multiplicativo quanto a ampliacdo da zon

desenvolvimento proximal.

6.3.1 Desempenho dos alunos

No questionario sobre o Senha apresentamos duas si
de jogo. Na situacdo 1, a senha é formada por quatr
distintas dentre quatro cores (laranja, verde, verm
amarelo) e, na situagédo 2, a senha € formada por qu
distintas dentre cinco cores (verde, vermelho, lara
amarelo e azul).

Sendo assim, focamos, na situacdo 1, as questdes d
01, 02 (item b) e 04; na situacdo 2, as questdes de
04, 06 e 08. Ao fim dessa analise fazemos um parece

bY

quanto a motivagdo dos alunos e outras intervencoes

pedagogicas possiveis dentro do jogo.
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Situacdo 1: Estdo sendo utilizadas 4 cores e a senh a é formada
por 4 cores distintas

Questéo 01:
Suponha que, na primeira tentativa, o desafiado apr esenta a
seguinte combinacdo de cores e o desafiante preench e 0 campo de

“dicas” da seguinte forma:

0 @ 0,°%°

Quais sdo as combinacbes de senhas possiveis para a prox ima

jogada, sabendo que a cor amarela esta na posi¢cao c erta?

Resposta esperada:
1) VERMELHO - AMARELO- LARANJA- VERDE
2) VERDE- AMARELO- VERMELHO- LARANJA
3) VERDE - AMARELO- LARANJA — VERMELHO
4) LARANJA — AMARELO- VERMELHO - VERDE
5) LARANJA- AMARELO - VERDE - VERMELHO
Os resultados estao apresentados no quadro 16.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |0 0 0 26 8
alunos
Quadro 16
Uma caracteristica marcante nessa primeira questao e gque
segue até o fim do questionario foi a iniciativa do s alunos de
pintar com lapis de cor as possiveis senhas ou util izar
legendas para cada cor. Na questdo acima, a situaca 0 € a mais
simples possivel que pode ocorrer apds a primeira j ogada.
Se uma das cores estiver na posicdo correta, entao o]
préximo jogador poderd adivinhar uma das cinco senh as
possiveis, dado que a senha que se apresenta no mom ento da

dica ja foi contada.
Pelo levantamento quantitativo, podemos observar u ma fatia

significativa de alunos que acertaram completamente a questao
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ou que desenvolveram alguma resolugdo positiva quan to a

resposta esperada.
Nas figuras 56, 57 e 58 vemos as respostas de algu ns dos

alunos cujas respostas se configuram RE.

Quais sGc os combinagdes de senhas p:ssweis para a préxima jogada, schendo cue o cor
amarelaiestd na posicdo cerlas VAL el sl v UELY, S dan A s 10D Jem |

Figura 56: Resposta do aluno 11

Quais sG0 05 combinagdes de senhas passivels para ¢ prox ma Jogadc sabendo Que a cor
Mﬂ ~AlMARGL O - (g RitEHD-Vo A De
AELD | Mu JA~VORMGCLO

U0 - VRDS - v AE 40

a relg es” onq osicdo cer‘o2
mg LG - dAR '—pj EAM}?:’ oI
yERUL :"P.l‘!f?!""‘ "_’} & (.” (’a- L ,-|K( WA ; 5’.»% JC

Figura 57: Resposta do aluno 12

i Vi Y 1?_\‘}‘ 14 - B |
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\, b T ] b P
Q,; e f
Figura 58: Resposta de aluno 13

Podemos afirmar que estes alunos ja possuem uma for ma de
organizacgdo para montar seus esquemas.

Podemos dizer que na primeira resposta(figura56) o aluno
fixou a primeira posicdo e trocou as duas Ultimas, s6 que
nesse caso ele ndo considerou a senha apresentada n a questao.
Ja na resposta da figura 57 e 58, é dificil saber s e os alunos
formalizaram um esquema para suas resolucdes. Pelo gue vemos,

tudo indica que nao.



Na figura 60 temos a resposta de um aluno que lege
cores com figuras, o que ndo deixa de caracterizar

de organizacédo. O aluno respondeu parcialmente a qu
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Questao 02:

Na jogada seguinte, o desafiado mantém a cor amarel

posicdo das demais cores e o desafiante da a seguin

Figura 60: Resposta do aluno 07

a, muda a

te “dica™

—

®@ C @ O,

O O

b) Nesta situacéao, quais

Resposta esperada:
Sendo a correta:

sao as possiveis combinacdes de senha?

- VERDE: A senha é VERDE — AMARELA — LARANJA- VERME LHO.
- VERMELHO: A senha € LARANJA — AMARELA — VERMELHO — VERDE.
Os resultados séo indicados no quadro 17.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

NP de |3 0 0 6 24

alunos

Esperavamos que esse resultado quantitativo ja esti
representado na questdo 1, mas foi aqui na segunda
pudemos manter as perspectivas de que os alunos ter

desempenho melhor em comparacao aos demais jogos. A

e quatro

alunos

exibiram

Quadro 17

vesse
guestdo que

lam um
ssim, vinte
satisfatéria

uma resposta
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considerando as possibilidades para as cores certas . Dentre
estes, destacamos as respostas indicadas nas figura s 61,62,63
e 64.

€y 2 ) Dpdsen A Lo O s PRPEYY LR SRSy e
O L) e

Cpnben oitr: e T =,
LT ‘ D ey B TR
& 8 2
= =7 7252 ’?;{(
e %
*g;;‘ ! e, 6(22%
s>

Figura 61: Resposta do aluno 14

02. Na jegada seguinte, o desofiada man*em a cor amarelg, muda @ posic@io das cemais

cores e o desafian-e da o seguinfe "dica™

e

Figura 62: Resposta do aluno 15

0. No jogada seguinte. ¢ cesafiado mantém a cor amareld. muda A Poscao dns demais

cores ¢ o desafionte da o seguinls “dica™:

e
a4

a)Além da cor amareid, qguais 530 o5 possivels cores que 23180 na posiclc correta? b) Nesta

hEE : L &) & 59
sifuacGo, quais s3o as possiveis combinagdes de se~ha? ] kf,}

bY$E OH / Q?u%"@
Figura 63: Resposta do aluno 07

2) sy N o rsesadla ol Tau AlnaseiBe:
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Figura 64: Resposta do aluno 13

A gquestéo ndo apresenta grandes dificuldades. As re spostas
das ultimas figuras sédo algumas das apresentadas pe los alunos
gue, positivamente, listam as possibilidades de sen ha na

situacao dada.
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O que nos preocupou foi o fato de 4 alunos terem d eixado o
item da questdo em branco, afinal tomamos o cuidado para que
as primeiras questbes de cada questionario ndo desm otivassem
0s participantes quanto ao nivel de complexidade de resolucao.

Conseguimos conversar com dois desses quatro aluno S sobre
nao responder a questdo. Um deles afirmou que nao e stava se
sentindo bem e que preferiu responder o que conside rava as
mais faceis. O outro aluno disse que “a letra b) é igual a
letra a). E a mesma coisa. S6 troca o vermelho com o laranja
depois.” 3. Mesmo assim, o aluno ndo escreveu o que nos disse e

contabilizamos sua resposta como em branco.

Alguns alunos comecaram a apresentar um comportame nto
diferente do que nos estavamos esperando para esse jogo. Sendo
o terceiro a ser aplicado e bem diferente do segund o,
aguardavamos que eles se motivassem mais ndo s a | oga-lo,
mas, também, a responder as questdes sobre possivei s situacoes
dele.

Acreditamos que um dos fatores que estivesse preoc upando
esses alunos era que estdvamos perto da semana de p rovas

bimestrais e, agora, pouco importavam 0S jogos, O0S

questionarios ou nossas observacdes. Nesse ritmo, o s alunos
deixavam de responder algumas das perguntas para qu e 0 tempo
passasse mais rapido e, assim, pudessem tirar suas duvidas do

conteudo de aula.

O cronograma de aplicacdo dos jogos foi planejado

respeitando o periodo de provas bimestrais para néo prejudica-

los. Entretanto, mesmo que faltassem pouco mais de duas
semanas para a época das provas, sentiamos a ansied ade de
alguns alunos, principalmente aqueles que nao estav am tendo um

rendimento satisfatério no ano.

Mesmo assim, teriamos que continuar com 0 que esta va
programado, pois, caso contrario, ndo conseguiriamo s aplicar o
altimo jogo antes das provas do quarto bimestre. No encontro
seguinte, o professor disponibilizou seu e-mail par a que

13 Fala do aluno
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enviassem suas duvidas e sugeriu presenca no plantd o de
davidas. Pelo menos até a data prevista para 0s jog 0s antes da
avaliacdes, os tipos de respostas sofreram uma muda nca em
relacdo aos questiondrios anteriores.

Questéo 04:

Antes de 0 jogo iniciar, quais eram as possiveis combinac¢des de
senha?

Resposta esperada:

Tabela 1: Possiveis senhas com quatro cores distint as
LA-VD-VM-AM VD-LA-VM-VD VM-VD-LA-AM AM-VM-VD-LA
LA-VD-AM-VM VD-LA-VD-VM VM-VD-AM-LA AM-VM-LA-VD
LA-VM-VD-AM VD-AM-LA-VM VM-LA-VD-AM AM-LA-VM-VD
LA-VM-AM-VD VD-AM-VM-LA VM-LA-AM-VD AM-LA-VD-VM
LA-AM-VD-VM VD-VM-AM-LA VM-AM-LA-VD AM-VD-VM-LA
LA-AM-VM-VD VD-VM-LA-AM VM-AM-VD-LA AM-VD-LA-VM
Legenda: LA: LARANJA, VD: VERDE, VM: VERMELHA, AM: AMARELO
As ocorréncias dos resultados estdo indicadas no qu adro 18.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |6 0 6 16 5
alunos

Quadro 18

A tabela 1, como resposta da questdo, foi propost a por
nds, conforme um possivel esquema que os alunos pod eriam
fazer.

Observe que 0 numero de alunos que ndo responderam a
questdo aumentou. Estatisticamente, n&o podemos faz er uma
andlise generalizada desse aumento pelo fato de ser uma
amostra pequena, mas, 0S seis alunos que tiveram su as
respostas classificadas em RIPN também contribuiram para esse
aumento. Mesmo tendo respondido a questdo, incorret amente,
percebeu-se que eles escreveram qualquer coisa como resposta.
Nas figuras 65,66,67 e 68 observamos algumas escrit as

classificadas em RIPN.



04. Antes de o jogo iniciar

i

U > e Q. 1.
Figura 65: Resposta do aluno 04
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uais gram as possiveis combinagdes de senha?

04. Antes de o jogo iniciar, quals eram as passiveis combinacdes de senha? 4

Figura 66: Resposta do aluno 16

04. Antes d= o jogo iniciar, quais eram as possiveis combinagdss de senha? 7 &

Figura 67: Resposta do aluno 02

(4. Antes de ojogo inicicr, quais eram o possives combinacdes de senha?

Figura 68: Resposta do aluno 17

As respostas exibidas nas figuras 65,66 e 67 apres
apenas um valor numeérico o que, num primeiro moment
possibilita saber de que forma os estes alunos pens
desenvolvimento da resolugédo da questdao e de como c
esse valor. Os dois alunos que apresentaram o numer
total de combina¢Bes de senha alegaram que o calcul
foi a multiplicacdo do ndmero de cores pelo numero
a serem preenchidos.

N&do sO estes participantes, mas outros mantiveram
invariante operatério até o fim do jogo. Quando dis
aula sobre as possiveis senhas para quatro cores, s
escrevessem algumas senhas para que encontrassem
regularidade. Essa observacgao, feita em aula, surti
poucos alunos que comecaram a pensar numa forma pré
encontrar a quantidade de senhas sem ter que listar

A resposta apresentada na figura 69 expde o sentim
desinteresse de alguns alunos a refletirem sobre as
propostas. Veja que o aluno escreve algumas possibi

mas conclui com a expressao “...sei 1&”.
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Figura 69: Resposta de aluno

Levantamos alguns aspectos que até entdo eram consi
normais dentro dos conhecimentos prévios dos jogado
vinte quatro possibilidades poderia ser um desses a
Mas os resultados mostraram que muitos alunos relac
algumas possiveis senhas. Logo, a quantidade de com
apresentar ndo deveria ser um obstaculo. Outro fato
examinamos foi que o aluno ndao chamava o professor
possiveis duvidas, ou seja, estando com duvidas, os
discutiam entre si e com outros participantes a sua
nao solicitavam a presenca do professor para confir
corrigir alguma informacdo. Em nenhum momento o pro
excluiu a possibilidade de ajudar o aluno, caso con
de encontro ao seu referencial tedrico.

Situacdo 2: Estéo sendo utilizadas 5 cores. A senh
por 4 cores distintas.
Questéo 01:

Na 12 tentativa, o desafiado apresenta a seguinte s
cores e o desafiante preenche o campo de “dicas” da

forma:
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Sabendo que a cor verde estd na posicdo certa e que a cor
vermelha ndo faz parte da senha, quais sao as combinacdes

possiveis para a proxima jogada?
Resposta esperada:

1) AMARELO — AZUL - LARANJA- VERDE
2) AZUL — LARANJA- AMARELO - VERDE
3) AZUL - AMARELO - LARANJA — VERDE

Os resultados estao indicados no quadro 18.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |5 1 0 20 6
alunos
Quadro 18

A interpretacdo dessa primeira pergunta € muito sem elhante
a da gquestao inicial da situacdo 1. Entretanto,.sab e-se que a
laranja e a azul ndo estdo na posicdo correta, entd 0 resta
substituir a vermelha pela amarela obtendo as trés combinacdes
possiveis onde a laranja e a azul ocuparam suas pos siveis
posicdes. As figuras 70,71 e 72 indicam algumas das respostas

classificadas em RE.

Figura 71: Resposta do aluno 15
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Figura 72: Resposta do aluno 16

Comparando os dados da tabela da questdo 1 na situ acao 1,
vemos que h& uma semelhanca na distribuicAo dos val ores
classificados em RE. Os seis alunos que aqui respon deram
completamente a pergunta também fazem parte do conj unto dos

oito alunos que la escreveram as possiveis senhas.
Abaixo, vemos um exemplo da falta de atencéo do que estava
sendo pedido (figura 73).
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Figura 73: Resposta do aluno 18
O aluno néao deve ter lido que a cor verde faz par te da

senha e que esta na posicdo certa. Possivelmente,

desconsiderou as dicas do desafiante porque dispde de
diferentes posi¢cdes as cores que ali estdo, incluin do, segundo
ele, a outra cor, chegando a seis possibilidades. C ompleta a
questdo indicando que tem mais senhas possiveis, o que nos
leva a crer que ele realmente ndo levou em conta a dica do
desafiante.

Também devemos fazer referéncia ao que um dos joga dores
respondeu quanto ao célculo das possibilidades de s enhas, onde

ele utiliza o principio multiplicativo(Figura 74).
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Figura 74: Resposta do aluno 13

Veja que o numero de senhas a que chegou foi calcu

pelo numero de cores multiplicado pelo ndamero

possibilidades mantendo alguma das 3 cores. Ele man

“teorema-em-acao” até o fim do questionario .

Questao 04:

Vamos supor um novo jogo. Na 12 tentativa, o desafi

apresenta a seguinte sequéncia e o desafiante da a

20 0 o

Sabendo que a cor laranja ndo faz parte da senha,

o O
® O

as possiveis senhas para a proxima jogada?
Resposta esperada:

Substituindo LARANJA por AMARELO, teremos 24 combin
uma questdo parecida com a questao 04 da situagao 1

pode considerar as respostas dos alunos que subtrai
senhas todas as que tém a cor vermelha na 22 posica
sobrasse, subtrair as que tém a cor verde na 32 pos

gue sobrasse, subtrair as que tém a cor azul na 42

resultados estéo indicados no quadro 19.
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Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |2 1 0 26 4

alunos

Quadro 19
Diferentemente dos resultados de desempenho da ques tédo 4

na situacdo 1, os participantes demonstraram maior interesse
em responder esta pergunta. Temos cinco alunos que responderam
positivamente a questdo, apresentando todas as poss ibilidades
de senha ou calculando, via multiplicacdo, o numero das
mesmas.

O aluno que respondeu conforme a figura 74, mostro u, além
de uma listagem de possibilidades, o calculo que ef etuou para
chegar as vinte e quatro senhas (figura 75).
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Figura 75: Resposta do aluno 13
Podemos antecipar que este aluno ja estava utiliza ndo um
esquema seguro de resolucdo, pois ele mantém sua fo rma de
resposta e o0s valores esperados vao surgindo natura Imente.
Nesta ultima, ele relaciona algumas senhas e logo a pos explica
a conta utlizada. Ele determina quantas possibilid ades
existem de senhas para uma cor fixa. Entdo, como pa ra cada cor
fixa ha seis senhas possiveis e distintas, existem vinte e

quatro combinacdes possiveis.
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O colega que formava a dupla com ele ndo obteve o mesmo
resultado, ndo sé nessa questdo, mas nas demais. A este,
perguntamos se havia discussdo com seu par sobre as questdes
do questionario e ele nos respondeu “ah, muito pouc 0, né sor.

O senhor sabe como ‘ele’ é” 4. 0 “ele” referia-se ao
companheiro do jogo que obteve sucesso no questiona rio.

Ao fim dessa aula, conversamos com esse aluno

principalmente sobre ajuda aos colegas. Lembramos ue aquilo
ndo era uma prova e de que nédo tinha o propoésito de avaliar.
Afinal, ele concordou em participar da pesquisa liv remente sem
garantia de quaisquer bonus. A expressao do aluno p ouco mudou
comparado ao inicio da conversa, mas prometeu se es forcar em
ajudar o colega. Alertamos sobre o fato de que nem todos
aprendem na mesma velocidade e com a mesma clareza e que
necessitam de uma atencao especial para que possam prosseguir

com os demais.
Interessante foi notar que alguns alunos, como ess e que

citamos  por  ultimo, criaram ou reformularam  seus

comportamentos para, sozinhas, seguirem seu trabalh 0. Vygotsky
(1991), quando comenta que a maior mudanca ocorre q uando a
crianca internaliza sua fala socializada, propde qu e, nesse
momento, as criancas desenvolvem um método de compo rtamento
para guiarem a si mesmas, organizando suas proprias atividades
de acordo com uma forma social de comportamento imp ondo, a si

mesmas, uma atitude social.

O fator interacionista se destacou entre grande pa rte da
turma, mas alguns ainda preferiram se manter calado s diante
das solicitagbes do professor.

A seguir, nas figuras 76,77,78 e 79, algumas resol ucoes
classificadas em RE e RIPP.

4 Fala do aluno
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Figura 76: Resposta do aluno 19
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Figura 77: Resposta do aluno 11

jabenco que a cor laranja ndo faz parfe do senha, quantes sdo as POsSVEs serhas para
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Figura 78: Resposta do aluno 07
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Figura 79: Resposta de aluno 14

Questéo 07:

Antes de o jogo iniciar, quantas eram as possiveis combinacdes

de senha?
Resposta esperada:

12 espacgo: 5 cores; 2° espaco: 4 cores; 3° espaco:3 cores e 4°

espago: 2 cores
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Para cada escolha das 5 cores no 1° espaco, havera 4 para o 2°
espaco. Ai ja sdo 20. Para cada uma dessas 20, have ra 3 cores
para o 3° espaco. Ai jA sdo 60. Para cada uma dessa s 60,
havera 2 cores para o 4° e ultimo espaco. Ai ja sao 120. Logo,
sdo 120 senhas possiveis. As respostas estdo indica das no
quadro 20.
Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |2 0 0 20 2
alunos
Quadro 20
As figuras 80 e 81 mostra as respostas dos dois alu nos que

responderam satisfatoriamente a questao.

! ) s MY ALy i
07. Artes Ce 0 jogo iniciar, quantas eram as possivels combinages de senha?

e AN 2 AT e
G W5, =120
Figura 80: Resposta do aluno 09
2 ) :T;A" %32 = J - o o 2
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¥
VT IC ey
Figura 81: Resposta do aluno 13
A primeira resposta, a da figura 80 nos leva a crer que o
aluno pensou em algo parecido com arranjo. Veja que ele
utiliza o principio multiplicativo tal qual um alun 0 que ja
viu 0 conteudo de combinatdria, exceto pelo fato de nao usar
formula.
Na segunda resposta, figura 81, o jogador consider a o que
respondeu na questéo 4 e afirma que para cada uma d as vinte e

quatro possibilidades por cor utilizada ha cinco co res, o que
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da um total de cento e vinte senhas. Este jovem é o mesmo que
apresentou a resolugédo na figura 74. Na mesma resol ucéo, ele

apresenta uma multiplicacdo semelhante a arranjo se guindo o
gue o0 colega da resposta anterior apresentou. Estes dois
participantes ndo faziam parte da mesma dupla, mas estavam

perto um do outro.

Desconsiderando os que nao responderam, grande par te dos
restantes mantiveram seus invariantes operatorios, de que o
namero de possibilidades é o produto entre a quanti dade total

de cores e 0 numero de espacgos a serem preenchidos.

Outros valores surgiram para a solugdo da pergunta tais
como “4”, “12” e “29". Sabe-se, por observacéo, que algumas
das respostas foram expostas apenas para que a ques tdo nao
ficasse em branco. Enfatizamos que, na etapa de res ponder os
questionarios, os alunos ndo liam completamente as perguntas
ou se liam, ndo era com a devida atengcdo. Tomamos 0 cuidado de
formular questbes claras para que ndo houvesse duvi da quanto
ao tipo de resolucdo que gostariamos de analisar. C laro que
erros foram inevitaveis, mas a cada jogo reformulav amos nossa
estratégia a partir das hesitacbes dos participante S ao se
depararem com alguma dificuldade, tanto que, nas pr imeiras

abordagens sobre a guantidade de possibilidades,

apresentavamos em negrito a expressao “quais” e, lo go ao fim ,

a expresao “gquantas”, exatamente para que o aluno p udesse, num
primeiro momento, listar essas possibilidades, anal isar 0s
valores obtidos e, em seguida, prever uma quantidad e de

possibilidades usando a operagédo multiplicagéo.

Questéo 08:

Originalmente, o jogo Senha foi criado em 1971 por Mordechai
Meirovitz e consistia em determinar uma senha de qu atro cores
(distintas ou nao) dentre seis possiveis. Supondo que foram
utilizadas estas seis cores, determine guantas senhas de quatro

cores distintas sdo possiveis de criar.
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Resposta esperada:
12 espacgo: 6 cores
2° espaco: 5 cores
3° espaco: 4 cores

4° espaco: 3 cores

Para cada escolha das 6 cores, havera 5 para o0 2° e spaco. Ai
ja séo 30. Para cada uma dessas 30, havera 4 cores para o 3°
espaco. Ai ja sdo 120. Para cada uma dessas 120, ha vera 3
cores para o 4° e ultimo espaco. Ai ja sdo 360. Log 0, sdo 360
senhas possiveis. As ocorréncias dos resultados est ao

indicadas no quadro 21.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |4 0 0 26 3

alunos

Quadro 21
Naturalmente, o0s jogadores que acertaram a questao

anterior também tiveram sucesso nesta. Curiosamente , um aluno
gue errou a questdo 7 acertou essa utilizando corre tamente o
principio multiplicativo. Observe na figura 82 a re spostas da

questao 8 desse aluno.
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Figura 82: Resposta do aluno 19

Veja que na pergunta de numero 7, ele respondeu qu e, para
cinco cores, existiam 24 combinacbes de senhas ant es do

inicio do jogo e, agora, com seis cores, existiam 3 60.



Perguntamos a ele como o numero de possibilidades p
dado um salto como esse e se ele havia utlizado a
estratégia de resolucdo para ambas questbes, ja que
diferenciavam apenas pela quantidade de cores inici

O jogador respondeu cada pergunta com a ajuda de u
diferente. Disse também que o0 grupo estava em duvid
relacdo a cada solugcdo e, por isso, escolheu uma re
diferente para cada questdo. Realgamos nossa observ
a preocupacdo dos estudantes em acertar todas as qu
nao deixar nenhuma em branco. Mesmo assim, o aluno
que o modo de resolucdo da questdo 8 era mais compl
que, como 0 mesmo comentou, “era parecido com as pe
jogos de antes”.
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Os outros dois alunos que responderam satisfatoria mente
apresentaram uma resolucdo semelhante aquela aprese ntada na
questao anterior (figuras 83 e 84).
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Figura 83: Resposta do aluno 13
08. Criginclmente, o ‘ogo Senhc foi criado em 1971 po- Mordechc! Meirovilz e consisio em
determ naruma senha de quatro cores [disfintas ou ndio) derte seis possiveis. Supondo que
forom utilizodas esics sels cores, datermine quantas senhgs de guotro cores distinas s@o
3 o e 5 e Ly
possive s de criar, [ A 0= . g
Figura 84: Resposta do aluno 09 ( 6.5.4.3=360 )

Aqui ainda prevaleceu que o total de senhas possiv eis é
obtido multiplicando-se o numero de cores pelo nume ro de
espacos a serem preenchidos, como podemos ver nas f iguras 85 e

86.



118

hs

b&. Diiginaments, 9 jogo Senha f2 crigdo em 1971 po’ Margsck ai Me’rc-vi!.z.e corsistic en

determinar uma senka de quatre coes [dslintas cU réo! denire seis poss’ve s Supcnda cue

toram utilizaca: sstes seis cares, defermnine quantos senhos de guatto cores dissintas
possiveis d= criar, Feors — 16 sen hay
A el - T30 Sen }‘ﬁ} !
fj corey, — )L, <pn i"!‘_“f

sac

Figura 85: Resposta do aluno 20
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Figura 86: Resposta do aluno 04

Terminamos a analise desse jogo mais satisfeitos ¢ om as
respostas apresentadas. E claro que os alunos deram um grande
passo em comparac¢ao com o jogo anterior, por mais q ue o0 numero
de solugdes classificadas em RE ndo tenham aumentad 0
significativamente. Prendemo-nos ndo s6 a essas, ma s também
aguelas respostas caracterizadas por RIPP, pois, al I estdo as
estratégias, os raciocinios, enfim, as diversas for mas gue 0s
jogadores encontram para tentar responder completam ente as

situacdes propostas.

Igualmente importante foi a captura das falas dos

participantes durante o jogo e na etapa do question ario. Nao é
possivel interpretar um resultado numérico sem que haja um
contato com o autor do calculo numérico prévio dess e
resultado. Com efeito, o que observamos ao longo do trabalho,
nesta fase, é o que Vergnaud (1991) define como cal culos

relacionais, diferente dos calculos numéricos:

Os célculos numéricos séo as relacdes dos
algoritmos propriamente ditos e os calculos
relacionais envolvem operacdes de pensamento
necessarias para compreender os relacionamentos
envolvidos na operacao



Esses relacionamentos envolvidos na operagao séo e
por meio da linguagem e da postura do aluno diante
apresentada. Ao propor diversas situagdes para cons
um campo de conceitos, oportunizamos ao estudante u
de formar esses conceitos dentro de uma piramide de
constantemente oscilando entre duas direcbes, do pa
para o geral e do geral para o particular.

6.4 ANALISE DO JOGO BICOLORIDO

Chegamos a penultima etapa de nossa pratica e de n
observacdo. O cansaco, assim podemos dizer, ja se e
nos rostos dos alunos bem como as preocupagdes norm
de ano, como estudar para provas, fazer trabalhos e
prazos finais do calendario letivo. Felizmente, ess
atividade exigiu o necessario dos jogadores para qu
pudéssemos construir nossas consideracoes finais.

Dentro do jogo Bicolorido foi possivel propor aos
diversas situacbes sem que houvesse modificacbes de
regras. Como citado no capitulo da identificagcdo do
trabalhamos com quatro tabuleiros diferentes e para
apresentamos um questionario.

Na apresentacao das regras, utilizamos o quadro-ne

aluno voluntario como exemplo de jogada. O primeiro

a ser jogado foi o de quatro pontos, vértices de um

quadrilatero convexo. Antes de terminar a explicacd
jogadas e quem seria considerado o vencedor, muitos
comentavam que era parecido com o jogo da velha.

Nessa atividade, nem todos os alunos conseguiram
com os quatro tabuleiros. Como estavamos chegando n
de provas e algumas aulas seriam destinadas a revis
conteudos, o professor optou por fechar o tempo des
esse jogo.

Assim, durante a andlise de desempenho dos partici
0 numero de jogadores em cada situacdo apresentada
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gradualmente, pois, alguns jogadores foram mais rap

outros, tanto dentro do jogo, quanto ao responder a
perguntas.

Nosso objetivo nesse jogo era trabalhar com a idei
combinagao simples, principalmente no que tange ao
namero de segmentos de retas e de triangulos que po
obtidos a partir de uma quantidade de pontos inicia
sendo trés pontos quaisquer colineares. Por isso no
sequéncia segue a ordem de quatro, cinco, seis e se
para, depois, provocar o jogador quanto a quantidad
segmentos de retas e triangulos num poligono convex

lados.

6.4.1 Desempenho dos alunos

Para cada tabuleiro (situacdo), faremos uma analis
questbes de nuamero 01, 04 e 06. A andlise da questa
uma abordagem diferente das demais, que seguem a cl
gquanto ao tipo.

Lembramos que os alunos ja conheciam a formula da
de um poligono convexo trabalhada durante as aulas
geometria no inicio do semestre. Logo, alguns fizer
desse conhecimento prévio para responder as
determinadas ao fim do jogo. Mesmo com o0 pequeno nu
jogadores na ultima situagcdo, em torno de 16 alunos
conseguimos captar algumas falas e escritas acerca

principio multiplicativo.

Situagdo 1: Quatro pontos (quadrilateros)

Questao 01: Apds ter jogado algumas vezes com seu C
foi a situacdo de resultado que mais apareceu? Situ
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

Resposta esperada:

guestde
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Mais casos de empate por haver poucos pontos.

Os 30 participantes identificaram que houve mais em
Como na questao ndo havia pedido de justificativa d
“‘empate”. Mesmo assim, 0s a

eles apenas responderam

estavam convencidos de que era dificil vencer com p
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pates.
e resposta,
lunos

ouco pontos

e 0 mais provavel é que sempre se empataria, iSSO s e algum
jogador néo estivesse desatento.
Questdo 04: Dados os 4 pontos iniciais, quais segme ntos de
reta sdo possiveis de serem tracados?
Resposta esperada:
Sao eles: AB, AC, AD, BC,BD,CD
As ocorréncias dos resultados estdo indicados no qu adro 22.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |0 0 0 6 22

alunos

Quadro 22
Duas respostas nédo foram contabilizadas na tabela, pois
ndo se caracterizaram como um dos tipos apresentado s. Os
alunos apresentaram a palavra diagonal como respost a dessa
questdo. Um deles foi chamado por nés para que pude sse
explicar o que foi apresentado. Rapidamente o aluno desculpou-
se e disse ter entendido que o0 que se pedia era 0 n ome dos
segmentos. “E por que vocé nao colocou lado, ao inv és de
diagonal?”, perguntamos. O jovem ndo soube o que di zer e logo
a seguir saiu para o intervalo sem dar muitos escla recimentos.
Nas respostas classificadas em RIPP, o0s proéprios

estudantes confessaram que esqueceram um ou outro S egmento e
que nao era dificil responder a pergunta. Mesmo ass im,
identificamos algumas solugbes nas quais o aluno co nsiderou
distintos dois segmentos de reta formados pelos veér tices A e
B, por exemplo. Observe nas figuras 88 e 89 a escri ta de dois

alunos que entram nesse caso.
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04. Dados 0s4 pontos iniciais, quais segmentos de tcta sl possveis de serem’ tragados?
"’-\'-]'-'E ! D‘\D kﬁf) lA ‘ [-.z"l [:;lr)" [_,J A L.r’ l“‘){h F—JP J“\a"
Figura 88: Resposta do aluno 08

04. Dados 0s 4 pontos mmais quals Segmentos de reta 80 possivels de serem tragados?
p,t 5 TI‘, f‘&- %) U;A L)) .’Ia‘;.,-‘] 5.‘/ E,\-.I ) UJ,. luh; L ;‘IF.:-,:“ Bl

1 1% TR
Jo W

Figura 89: Resposta do aluno 21

Em ambas as respostas os alunos nado perceberam que AC e
CA representam 0 mesmo segmento de reta e, assim, esc reveram
0s doze segmentos possiveis com quatro pontos. Tive mos a
oportunidade de conversar com ambos o0s jogadores qu e,
coincidentemente, faziam parte da mesma dupla. Perg untamos aos
dois se ndo haviam segmentos de retas demais com qu atro
pontos. Um deles respondeu que sim, e que estava ce rto porque
ele fez todas as combinacdes das letras e que, faze ndo isso,
encontraria 0 numero de segmentos de retas. O seu p ar nada
disse, apenas acenou com a cabeca sobre a opinido d 0 outro.

Antes que os dois alunos se dispersassem, mostramos , NO
quadro-negro, porque algumas daquelas combinagdes i riam gerar
um segmento que ja havia sido contado e pedimos mai s atencéo

no préximo tabuleiro.

Sendo uma pergunta acessivel, ndo identificamos es guemas
complexos para a solugdo. Um grupo optou por seguir uma ordem
alfabética dos veértices, atentando para nao repetir segmentos
ja listados.

Questdao 06: Quais sdo 0s possiveis triangulos que p odemos

formar tendo como vértices os pontos A,B,C e D?

Resposta esperada:
Séo eles: AABC,AABD,AACD e ABCD.

Os resultados estao indicados no quadro 23.
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Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |0 2 3 5 20

alunos

Quadro 23
Para nossa surpresa, comecamos a crer que os alunos da
turma confundem segmento de retas com triangulos. P ara
ilustrar, consideremos as solu¢des apresentadas nas figuras 90
e 91.
.-'"i : .‘f =%
Figura 90: Resposta do aluno 07 ( ACB,ACD,BCDe BAD)

06. Quais séo os possiveis frifingulos que podemos formar tendo come vértices os pontos A,B.C e
D? - By

Figura 91: Resposta do aluno 02 ( ABD, ABC,BCDe CDA)

O estudo dos triangulos foi visto bem antes de a 't urma ter
contato com o jogo Bicolorido, ou seja, eles ja sab iam a
notacéo de triangulo. Por exemplo, triangulo ABC ou AABC, como
o professor ja havia escrito outras vezes. O que es ses dois
alunos apresentaram €, de certa forma, a resposta d a questao,

porém, a notacdo utilizada esta errada.

Com isso, fomos ao quadro e lembramos a notacdo de

triangulo e que a barra vertical na parte superior das letras
(vértices) significava segmento de reta. Pelas resp ostas a
seguir, acreditamos que essa intervencdo pouco Oou n enhum

efeito fez sobre eles.
Dois jogadores responderam corretamente o numero d e
triangulos possiveis, mas ndo mostraram como chegar am a tal

resultado (RCP). Alguns que tiveram suas respostas
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classificadas em RIPP, consideraram distintos os tr iangulos
ABC e BCA, por exemplo e por isso encontraram mais de quatro
tridngulos possiveis. Curiosamente esses alunos nao sdo os
mesmos que apresentaram as respostas nas figuras 9 0 e 91, mas
sao aqueles que responderam a palavra diagonal na q uestao 04.

Os demais alunos seguiram a ordem alfabética das | etras
(vértices) e obtiveram corretamente os possiveis tr iangulos.
Destacamos, dentre as varias solugdes positivas, o esquema
exibido na figura 92, onde o jovem dispde 0s pontos iniciais e

desenha os possiveis triangulos.
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Figura 92: Resposta do aluno 14

A intencdo depois dessa situagéo foi aumentar o nu mero de
pontos iniciais e observar a postura da turma quant o as
estratégias para buscar as solu¢des das perguntas. Mesmo com
alguns equivocos, os alunos foram bem, mas, isso er a
esperado,pois 0S acertos ocorrem em sua maioria com 0S
problemas cuja grandeza numérica € pequena (PESSOA & BORBA,
2007).

Situacgéo 2: Cinco pontos (pentagonos)

Questao 01: Apos ter jogado algumas vezes com seu C olega, qual
foi a situacdo de resultado que mais apareceu? Situ acao de
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

Resposta esperada:
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Aqui teremos uma prevaléncia de possibilidades de s ituacOes de
vitéria/derrota.

Dois alunos (uma dupla) conseguiram empatar mais ve zes e
tivemos vinte e sete casos de vitdria/derrota € um aluno néao

respondeu a questao.

Questdo 04: Dados os 5 pontos iniciais, quais segme ntos de
reta sdo possiveis de serem tracados?
Resposta esperada:

Sdoeles:  AB,AC, AD, AE,BC,BD, BE,CD,CE,DE.

Os resultados estao indicados no quadro 24.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE
ne de |1 2 0 4 20
alunos

Quadro 24

Trés respostas ndo se caracterizaram quanto aos tip 0s
acima e, por isso, ndo foram contabilizadas. As dua S respostas
RCP pertencem a mesma dupla que, mesmo respondendo apenas 10,

identificaram os segmentos e nos mostraram.

Os demais alunos ndo encontraram maiores dificulda des em
responder a questdo, mesmo que alguns tenham esquec ido um ou
outro segmento de reta. Aqui tivemos, novamente, 0 caso de
alguns jogadores repetirem segmentos iguais, altera ndo a ordem

dos vértices como vemos nas figuras 93 e 94.

s

Q) B BC, B Ch e, 6, AL AT, A6 DAb, T, Be

Figura 93: Resposta do aluno 20
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Figura 94: Resposta do aluno 10

Dentre as respostas positivas em nossa observacao,

ressaltamos as que serdo apresentadas nas figuras 9 5e 96. Em
ambas, existe um Unico esquema para resolucado. Os e squemas sao
importantes, pois eles é que evocam no sujeito a co nstituicao

do sentido da situacéo.
4. 73 0C,RD A BC,RDRE CDCe, O
Figura 95: Resposta do aluno 01

04. Dados 0s 5 pontos iniciais, quais segmentos de reta siio possiveis de serem fragados?

== L0 N - Ly PR - —~ . s A

Figura 96: Resposta do aluno 16 ( AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE,CE,CDe DE)
Os esquemas apresentados anteriormente ja haviam s ido

utilizados por grande parte da turma na situacdo de quatro

pontos e consiste em escrever 0s segmentos de reta seguindo a

ordem alfabética das letras (vértices).
Nas figuras 97 e 98 vemos que a organizacao dos al unos foi
em forma de listagem seguindo, também, a ordem alfa bética das

letras (vértices).
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Figura 97: Resposta do aluno 22
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Figura 98: Resposta do aluno 17

O que diferencia esses esquemas dos anteriores (f iguras 95
e 96) é a forma como foram dispostos 0s segmentos. Esse se
assemelha muito ao que chamamos de arvores de possi bilidades,
pois, é facil ver que esses alunos pensaram nas pos sibilidades
para o primeiro vértice e depois para o0 segundo, SO que ja

desconsiderando os segmentos iguais.

Tivemos a oportunidade de presenciar a discussao e ntre
dois desses alunos, que faziam parte da mesma dupla , Sobre
como obter os segmentos. Partiu de um deles a ideia de ordenar
0s segmentos segundo a ordem alfabética das letras (vertices).

A conversa entre os dois, relatada a seguir, indica 0s
“teoremas-em-acdo” e “conceitos-em-acdo” provocados pelos

jogos, nas atividades anteriores.

Aluno A — A gente comeca com a letra A, depois a B e assim
por diante, entendeu?

Aluno B — E escreve reto?

Aluno A — De qualquer jeito. Faz primeiro com a le tra A.
Nesse momento, o aluno olha para o professor e perg unta se
pode ser escrito assim, recebendo uma sinal positiv 0 como
resposta.

Aluno A — T4, agora a B. Faz embaixo.

Aluno B — Ah, agora € facil. Olha aqui, diminui um
segmento por linha!

Aluno A — Viu?

Esse didlogo mostra o quédo importante foi a comuni cacao, a
linguagem utilizada por eles, a postura e iniciativ a de pensar
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organizadamente a questdo. Reforcamos o sucesso des sa e de
outras estratégias positivas também as nossas inter vencdes nos
momentos nos quais 0s jogadores nao refletiam sobre seus

possiveis erros e nao conseguiam seguir adiante nas

atividades.
ey
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Figura 99: Resposta do aluno 19
o
-¥ ,—i i;’ i, = i — T o ;: _:
Lf ‘@T}?_:‘E . ,r.f;g,.’ BE." 5 DC B i Lol
R, 4] Bk £kt oy UF
’ P . o )
"': -"“? .‘ I "
: g "?"‘F—’-‘_'ﬁ*, oY P 2} -"v-.z =
Figura 100: Resposta do aluno 14
Nas figuras acima, a dupla listou todos os segment 0S
possiveis utilizando a figura do pentagono. Seguind o também a
ordem alfabética das letras (vértices), eles desenh avam um
segmento (lado ou diagonal) e notavam o mesmo ao la do da
figura.
Questdo 06: Quais sdo 0s possiveis triangulos que p odemos

formar tendo como vértices os pontos A,B,C,D e E?
Resposta esperada:
Sao eles: AABC,AABD, AABE, AACD, AACE, AADE, ABCD,ABCE,ABDE,ACDE.

As ocorréncias dos resultados estao indicados no qu adro 25.
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Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |1 0 0 24 3
alunos

Quadro 25

Duas respostas nédo foram langcadas na tabela por que nao se
enquadraram na classificacdo quanto ao tipo. Essa d upla néo
havia lido com atengcdo a pergunta e responderam “is Osceles e
equilatero”.

O restante da turma respondeu, de certa forma
satisfatoriamente, apresentando triangulos possivei s de serem
formados. O que nos chamou atencdo foi que um grupo nao
conseguiu relacionar todos os triangulos, mesmo sab endo que os
tridangulos formados pelos vértices era num total de 10.

Também observamos que alguns alunos voltaram a con siderar
triangulos iguais aqueles que diferem pela ordem do S vértices,
bem como respostas que apresentavam, equivocadament e, a
notacdo de triangulo, corrigido anteriormente na si tuacao de
quatro pontos.

A dupla que apresentou a solucdo nas figuras 99 e 100
manteve seu esquema quanto a organizacao dos lados e diagonais
para listar os possiveis triangulos (figura 101).

= . -
(> ) ‘d’ ) i:? _ =
t ' +”"_ g . Ji'-'-':iv—;__s-f: pa :

Figura 101: Resposta do aluno 19
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Sustentando seus esquemas, foi possivel que eles p udessem
prever e antecipar as solugcbes das proximas situacd es,
colocando a prova o que adquiriram de conhecimentos sobre os
conceitos que medeiam a compreensdo e 0s resultados dos
préximos problemas.

Situacgéo 3: Seis pontos (hexagonos)

Questao 01: Apos ter jogado algumas vezes com seu C olega, qual
foi a situacdo de resultado que mais apareceu? Situ acao de
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

Resposta esperada:

Aqui havera uma prevaléncia de situacdes de vitoria /derrota.

Obtivemos vinte e quatro respostas indicando situa cao de
vitéria/derrota, dois casos de empate e dois partic ipantes nao
responderam. Nesse ponto do jogo, alguns alunos ain da jogavam
com o tabuleiro de cinco pontos ou estavam responde ndo as
atividades deste; outros estavam inciando a situaca o de seis
pontos, 0 que causou um decréscimo de jogadores a c ada etapa
do Bicolorido.

Questdo 04: Dados os 6 pontos iniciais, quais segme ntos de
reta sdo possiveis de serem tracados?
Resposta esperada:
Saoeles:  AB,AC,AD, AE,AF, BC, BD, BE,BF,CD,CE,CF, DE,DF e EF.
Os resultados estao indicados no quadro 26.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |3 2 0 6 16

alunos

Quadro 26
Um dos jogadores apresentou a expressao “todos!” co mo

resposta da questdo, porém, sem mostrar todos 0s se gmentos.



Também identificamos que aqueles que responderam a
15, haviam contado 0s segmentos, mas ndo 0S expuser
guestionario. NGs ja haviamos ressaltado que o dese
das questdes era importante para a analise e que as
que eles estavam fazendo nado consistiam em avaliaca
assim fosse, exigiria desenvolvimento da mesma form

Os demais alunos, em parte, sustentaram seus esque
construidos nas situagcfes anteriores, como listar o
segmentos de reta seguindo a ordem alfabética das |
(vértices) ou utilizando a figura do hexagono para
dentre out

primeiro os lados e depois as diagonais,

representacgoes(figuras 101 a 104).

Figura 102: Resposta do aluno 24

—
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Figura 103: Resposta do aluno 01
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Figura 104: Resposta do aluno 09

Questdo 06: Quais sdo 0s possiveis triangulos que p
formar tendo como vértices os pontos A,B,C,D,E e F?
Resposta esperada:

Sao eles:

M”“

odemos

AABC,AABD, AABE,AABF,AACD,AACE,AACF,AADE, AADF,

AAEF,ABCD,ABCE,ABCF,ABDE,ABDF,ABEF,ACDE,ACDF,ACEF e ADEF.
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As ocorréncias de resultados estédo indicadas no qua dro 27.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE

n° de |2 0 0 2P 0

alunos

Quando 27
Quatro solugbes n&o entraram na classificagdo quant 0 ao

tipo. Uma dupla escreveu: “E possivel fazer triangu los com
todas as letras entre elas.”. Outros dois alunos, q ue,
provavelmente, ndo leram novamente a questao ou nao entenderam

0 que estava sendo pedido, responderam “isésceles,
obtusangulo” e

retangulo e

“isésceles, retangulo e quadrilatero

Dessa vez os alunos optaram por listar alguns tria ngulos,
ndo chegando ao total de vinte, como na resposta es perada.
Entretanto, consideramos positiva a tentativa dos a lunos,
pois, percebemos que alguns ja estavam compreendend 0 a idéia
de combinacdes simples e que, trocando a ordem dos vertices,

nao geraria um novo triangulo (Figuras 105,106 e 10 7).

06. Ounie elo G/ poseivaie T mflcd qre podeings folinsl Ehd0 corns verticsn a8 ientes A, K, (1

A BBC ABER ACTR A [ Fp
A A %E’ﬂ‘* A\ cFE A CRE AcDF
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/L BbE [\ BET A Ak

. B bE /\ for ARE C

Figura 105: Resposta do aluno 04

06. Quais s30 cs possiveis tritngulos que podemos formar tendo como vértices os pontos A, B, C,

27 i L i
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Figura 106: Resposta do aluno 09
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Figura 107: Resposta do aluno 01

Situacgéo 4: Sete pontos (Heptagonos)

Questao 01: Apos ter jogado algumas vezes com seu C
foi a situacdo de resultado que mais apareceu? Situ
vitoria/derrota ou situacdo de empate?

Resposta esperada:

olega, qual
acao de

A tendéncia é de que se tenha mais situagbes de
vitoria/derrota, haja vista que o nimero de pontos dificulta a
possibilidades de empates.

O numero de alunos que chegaram neste ponto da ativ idade
caiu bastante comparado a situacdo anterior. Muitos ainda
estavam terminando de jogar com seis pontos e ainda nao haviam
comecado a responder as perguntas do questionario. Assim,
tivemos apenas dezesseis alunos respondendo as ques tbes da
situacdo com sete pontos. Em todos, o caso que prev aleceu foi
de vitéria/derrota.

Para que ndo ficasse muito desgastante, apresentam 0Ss
apenas seis tabuleiros com sete pontos e, na situag ao
anterior, com seis pontos, foram propostos nove tab uleiros.
Questdo 04: Dados os 7 pontos iniciais, quais segme ntos de

reta sdo possiveis de serem tracados?
Resposta esperada:

Sao eles:

FG.
Os resultados estao indicados no quadro 28.
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Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |0 0 2 9 5
alunos

Quadro 28

O aluno que teve sua resposta classificada como RIP N
apresentou apenas o valor 22 para a quantidade de s egmentos de
retas possiveis. Quando perguntado de onde havia en contrado o
resultado, disse que havia contado os segmentos que 0 seu par
de jogo encontrou.

Dos cinco alunos que listaram todos as possibilida des,
apresentamos a resposta de dois alunos que mantiver am a
organizacdo segundo a ordem alfabética das letras ( vértices) e
um que separou o0s que formavam lados e os que forma vam

diagonais (figuras 107,108 e 109).

(4, Dados 0 7 pontos 1m01ms qQuas segmentos de efa o possfves dg seten traqado §]
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Figura 107: Resposta do aluno 23

04. Dados 0s 7 pontos iniciais, quais segmentos de reta so pocswms de serem trag:ado:a‘?

d e

g, 5,56 TPe ¥, 7,300 % 6F, %, 0D G ,CCTh D6 OF DG, CF 66, FT
Figura 108: Resposta do aluno 01

04. Dados 08 7 pontos inicials, quais segmentos de eta sio possivels de seram tragades?
{5

05. Destes, quais so lados? Quais s3o diagonais?

N e T vt B o o A oA o s e i T b A e A ki b s e i Wt e

Figura 109: Resposta do aluno 12

Questdao 06: Quais sdo 0s possiveis triangulos que p odemos
formar tendo como vértices os pontos A,B,C,D,E,F e G?

Resposta esperada:

Sao eles:
AABC,AABD,AABE,AABF,AABG,AACD,AACE,AACF,AACG,AADE,AADF,AADG,



135

AAEF,AAEG,AAFG,ABCD,ABCE,ABCF,ABCG,ABDE,ABDF,ABDG,ABEF,ABEG,
ABFG,ACDE,ACDF,ACDG,ACEF,ACEG,ACFG,ADEF,ADEG,ADFG, AEFG.

Os resultados estao indicados no quadro 29.

Tipo B RCP RIPN RIPP RE
n° de |3 0 2 10 0
alunos

Quadro 29

Um aluno escreveu “é possivel fazer triangulos com todas
as letras” e, por isso, nao teve sua resposta conta bilizada na
tabela acima.

Nessa fase das perguntas, os alunos jA demonstrava m um
pouco de desanimo e de cansaco. Com isso, nenhum al uno listou
todos os triAngulos possiveis, mesmo com a nossa in sisténcia
para que escrevessem todos. Eles ja haviam recebido a
orientacdo de como organizar 0s segmentos de reta e que
poderiam fazer o mesmo no caso dos triangulos. Tamb ém pesou
bastante o fato de o cronograma do jogo ja estar fe chado e os

jogadores souberam tirar proveito disso, demorando
0s questionarios ou até mesmo demorando a jogar. Es
caracterizou-se por conversas paralelas cujos assun
do que se estava trabalhando em sala de aula.

De qualquer forma, tudo nos leva a crer que, mesmo
baixa participacdo de alunos nessa ultima situacao,
da postura dos alunos frente aos problemas de combi

satisfatoria (figuras 110 e 111).

Ub. Chaais 350 0@ poasfvo' s
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Figura 110: Resposta do aluno 25
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06. Quais sfio 03 posa:’%&is triﬁnéulos que podemﬁs formar tendo como vértices os pontos A, B, C.,
D,C,FeGIARoc A och HAefe ADELN £F6 AGL-.
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Figura 111: Resposta do aluno 01
Ao fim das questdes sobre sete pontos, provocamos o aluno

a pensar sobre uma maneira pratica de encontrar a q uantidade
de segmentos de reta e triangulos, dado uma quantid ade inicial
de pontos, sem que houvesse a necessidade de lista- los.
Daqueles que responderam as perguntas sobre heptago nos, apenas
nove participaram dessa etapa e nao totalmente. Vej amos,por

ordem, as perguntas e algumas respostas.

-Vocé ja deve ter notado que, a medida que o numero de pontos
(vértices) aumenta, fica mais dificil listar e cont ar o numero
de segmentos de reta e o numero de triangulos. Anal isando as

situacdes anteriores responda:
d) Existe uma maneira mais pratica de calcular o numero de
segmentos? E o0 numero de triangulos? Explique com s uas

palavras e com célculos.

Obtivemos respostas interessantes para essa pergunt a.
Nossa provocacdo foi a de contar o niumero de segmen tos de
retas e de triangulos para cada situacdo e comparar com o
nimero de pontos dados. Aqueles que ndo refletiram sobre a
guestdo, responderam “ndo”, mesmo ouvindo de outros colegas
gue existia uma maneira pratica, que eles acharam s er pratica.

Na figura 112 vemos que um aluno encontrou uma oper acao
gue resulta na quantidade de segmentos de retas par a o caso de

sete pontos.



137
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Figura 112: Resposta do aluno 25
Questionado sobre como pensou para chegar a tal
procedimento, respondeu: “Eu peguei o numero de pon tos no
inicio e vi que para cada um tem que ter um a menos para fazer
um segmento. Ai fica parecido com diagonal por que a gente
conta tudo duas vezes, entdo divide. SO0 que aqui da lado e
diagonal e ndo sé diagonal. E melhor.”
Quando, em geometria, trabalhou-se nimero de diago nais de
um poligono convexo, o professor explicou a formula utilizando
o principio multiplicativo. Os alunos descobriram q ue de cada
vértice de um poligono de n lados, partem n-3 diagonais e
assim bastaria multiplicar n por n-3. Entretanto, ao fazer

essa multiplicacdo, os alunos perceberam que estava
dobro do valor que seria correto. Entdo, o professo
contar algumas diagonais e 0s jovens notaram que ce
elas iriam repetir duas vezes. Assim, concluiram qu
necessario dividir aguela multiplicacéo por dois.

A préxima figura mostra o calculo utilizado por um
para descobrir o niamero de segmentos de retas possi
partir do caso de sete pontos. Esse aluno ndo se de
num primeiro momento, de que o valor encontrado era

do que havia apresentado na questéo 04.

Figura 113: Resposta do aluno 10

Perguntamos ao jogador como havia pensado
multiplicagcdo e o porqué de sete vezes sete. Sem mu
convicto do que responder, disse que sabia que tinh

m obtendo o
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do ou tarde
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multiplicagdo porque nos jogos anteriores também i nha
multiplicacdo, entdo aqui também teria. Ele ouviu ue era
alguma coisa com os vértices, dai fez sete vezes se te e sabia
que tinha uma multiplicagcdo. Comentamos que sim, ha via uma
multiplicagdo, mas, antes, dissemos a ele que um se gmento de
reta nao poderia ser formado por dois Vvértices igua is.
Interrogamos o aluno sobre se néo teria seis vertic es, em vez
de sete, referindo-se ao segundo fator da multiplic acdo. O
aluno acenou com a cabeca que sim, mas ndo com muit a firmeza.
Ao ser perguntado por quanto deveria ser dividida e ssa
multiplicacédo, ele pensou um instante e respondeu ue deveria
ser por dois. “Por que?”, perguntamos. “Para dar ce rto”,
finalizou o aluno.

O aluno que apresentou a resposta a seguir (Figura 114)
fez uso da férmula para obter o numero de diagonais de um
poligono convexo. Com esse conhecimento prévio, ele entendeu
que a maneira mais pratica, para ele, era calcular a
quantidade de diagonais e depois somar com a de lad 0S.

Figura 114: Resposta do aluno ( Sim. Para calcular o namero de
segmentos é so ver os lados do poligono, calcular s uas
diagonais e somar tudo. Lado do poligono+ —n(nz_ 3 )

A pergunta seguinte foi respondida por quatro jove ns sendo
que apenas um apresentou um valor numérico ou uma
multiplicacéo (Figura 115).

e) Vocé conseguiria responder as questdes anteriores n 0 caso de
8 pontos? Ou seja, quantos segmentos de reta podemo s formar

tendo 8 pontos (vértices de um octdgono convexo)?
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Figura 115: Resposta do aluno 10

Esse aluno é o mesmo que apresentou a solugdo 7x7 para a
pergunta anterior. Entretanto, sua resposta ndo con diz com o
qgue haviamos |he falado anteriormente. Disse ele: “ Ah, é! Eu

me esqueci! Mas o senhor sabe que eu sei”.

Dos outros trés que responderam a questéo, dois es creveram
“Nao, pois sdo muitos” e um escreveu apenas 6. Para os dois
que escreveram haver muitos, pedimos que eles escre vessem,
entdo, alguns segmentos e ndo todos. Mas a resposta dos mesmos

continuou negativa e ndo completaram a questao.

Nenhum aluno respondeu a ultima pergunta.



7 Consideracdes Finais
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Dentro desse periodo de quase quatro meses, buscam 0s
atingir os objetivos elencados inicialmente, assim como
responder as davidas que nos instigavam a medida qu e iamos
desenvolvendo nossa pesquisa.

Como citado no terceiro capitulo, a metodologia ut ilizada
foi o estudo de caso. Um estudo de caso nunca esta completo,
mas, mesmo assim, aquele que investiga deve respeit ar todos os
aspectos para que se chegue ao maximo possivel em u ma pesquisa
completa.

Nesse cronograma tdo comprimido e dentro das
peculiaridades do ambiente dos jogos, podemos afirm ar que
obtivemos sucesso no que se refere aos objetivos do trabalho.

Ao longo das atividades planejadas, pudemos observa r que
algumas perguntas eram respondidas e outras, nem se mpre
previsiveis, surgiam naturalmente.

A analise jogo a jogo indicou um aumento do aprove itamento
da turma frente as novas situacfes propostas. I1sso fica claro
quando voltamos as diferentes formas de resolucéo e distintos
esquemas ou representacdes utilizadas pelos estudan tes da
turma.

Ao propor diversas classes de situacfes que expdem 0 mesmo
campo conceitual, especificamente, as estruturas
multiplicativas em problemas de contagem, percebiam 0S que O
aluno utilizava esquemas que ja havia empregado em jogos
anteriores, reformulando-os ou adaptando-os a nova realidade.

O mesmo aconteceu com 0S invariantes operatorios
(“teoremas-em-acdo” e “conceitos-em acao”) manifest ados em
cada atividade. Ao fechar esse trabalho, podemos ex plicitar
alguns destes, identificados na investigacao:

e “Os cavalos ndo possuem as mesmas chances porque te m
uns que tem somas a mais que outros”, referindo-se as

diferentes possibilidades dos cavalos.



141

“sd0 possiveis 36 pares: um com todos, dois com

todos, trés com todos, quatro com todos, cinco com

todos e seis com todos”, explicando de como obteve as
possiveis somas no lancamento de dois dados

distintos.

“Férmula: Face x Face x Face => numero de somas dos
cavalos”, generalizando o caso para o lancamento de

trés dados.

“a soma tem que dar 7,né? Entao, as parcelas s6 pod em
ir de 1 a 5 porque se tiver 6, ai ndo da pra fazer

com trés parcelas. Se a primeira parcela for 1, ent ao
na segunda eu s6 posso ir até o 5, por causa do 6.

Dai eu completo para chegar no 7, que vai ser o

contrario, 6. Se a primeira parcela for 2, entdo na

segunda s posso ir até o 4. Dai eu faco a mesma

coisa pro resto até chegar no 7. Depois eu corto as

somas que sao iguais”, esclarecendo de como obteve as
possiveis somas iguais a 7, no lancamento de trés

dados.

“Eu fatorei usando o que a professora da quinta sér ie
nos ensinou. Como na questdo de antes o senhor

colocou os expoentes, entdo eu fui trocando expoent es
dos fatores até encontrar algum divisor. Por exempl 0,
tem cinco fatores 2,né? Entdo o 2 na 3 vai ser um

divisor, 0 2 na 4 também e assim continua. Ah, depo IS
gue fizer com o0 2, junta 0 3 com cada um que tu ach ou
antes”, sobre como encontrar a quantidade de

divisores positivos de um namero.

“namero de cores vezes 0 numero de espacos’,
referindo-se a como obter o numero de senhas

possiveis.

“Eu peguei o numero de pontos no inicio e vi que pa ra
cada um tem que ter um a menos para fazer um
segmento. Ai fica parecido com diagonal por que a

gente conta tudo duas vezes, entdo divide. S6 que
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aqui da lado e diagonal e ndo sO diagonal. E

melhor.”, relatando como fez para descobrir o namer

de segmentos de reta possiveis com sete pontos nao

colineares (vértices de um heptagono).

* “Se eu escolher o azul para a regido do coracao, te
duas cores para o heptagono. Para cada um destes te
trés cores para o0 ovo e para cada um de todos, tem
quatro cores para a regiao do retangulo. Faz um vez
dois vezes trés vezes quatro.”, para descobrir
guantas bandeiras sdo possiveis de se formar.

Mesmo com pouco tempo, os alunos conseguiram utiliz
tanto o0s invariantes operatorios como Seus esquemas
desenvolvimento das quatro atividades.

Ao obterem desempenho positivo ao fim da ultima eta
nossa pesquisa, podemos afirmar que a distancia ent
de desenvolvimento real e o de desenvolvimento pote
desses estudantes aumentou, caracterizando uma ampl
Zona de Desenvolvimento Proximal. Ndo temos duvida
proposta da sequéncia de ensino surtiu efeito posit
alunos e, com certeza, colaborou para que eles dese
estratégias de contagem, muito Uteis quando chegare
do ensino médio.

Acreditamos que, para estes alunos e mesmo aqueles
tiveram um desempenho muito satisfatério, a introdu
andlise combinatéria no 2° ano do ensino médio sera
compreensdo comparada a de estudantes que nao tiver
contato prévio desse assunto. Esperamos que néo fag
férmulas ou macetes para resolver os problemas de ¢
la surgirem e que aproveitem essa experiéncia com |
momento de tracar alguma estratégia de resolucao.

Pudemos testemunhar as falas durante as atividades
notamos que a postura dos alunos era bem diferente
guando iniciamos as atividades com 0s jogos. Pratic
trabalharam em duplas durante todo o segundo semest

quando dos encontros dos jogos, mas nos momentos da

es

ar

no

pa de

re o nivel
ncial
lacdo da
de que a
IVO nos
nvolvessem

m no 2° ano

gue nao
¢cado de
de melhor
am um
am uso de
ontagem que

0gos no

daquela de
amente eles
re, nao so

s aulas



regulares. Algumas mudancas foram notaveis quanto a
de cooperacao com o coletivo.

Esse contato mais proximo entre eles ndo sé ajudou
processos internos de desenvolvimento do campo conc
multiplicativo, mas também nos assuntos programados
série. O professor notou que eles estavam interagin
aulas e que alguns jA ndo estavam mais tao inibidos
interacdo com os companheiros de sala colaborou nao
resultado dessa pesquisa, mas, também, para as aqui
desenvolvimento independente de cada um.

Os alunos ficaram mais comunicativos e dependentes
resolucdo de problemas. Suas falas, antes internali
tornaram-se sociais a fim de promover uma discusséo
proprios colegas e analisar cada situacdo de
cooperativa.

Alguns problemas de

persistir, pois, essas atividades que propomos sao

forma
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“demao” no que ainda deve ser feito para retomar va lores e
atitudes que foram esquecidos. E preciso que todo o CMPA se
envolva em trabalhos dessa natureza, na formacéao do carater e
desse resgate de valores que essas criancas precisa m para se
tornarem cidaddos conscientes de seus atos, respeit ando as
diferencas e contribuindo de forma efetiva no seu e spaco
social.

Essa pesquisa atingiu diretamente os alunos de uma turma
do 8° ano do CMPA, mas néo deve se limitar apenas a esse nivel
escolar. Com as devidas alteragOes e transposicdes didaticas,
podem-se trabalhar problemas de contagem em todo o ensino
fundamental, como prevéem os PCNs. E importante pa ra a escola
gue existam pesquisas investigativas de como os alu nos de
diferentes niveis escolares podem superar as divers as
dificuldades na resolucéao de problemas de contagem.

Uma nova pesquisa bem fundamentada e planejada pod e
apontar como se da o desenvolvimento do raciocinio
combinatério ao longo da vida escolar e que, assim,



possibilite as reconfiguracdes e readaptacbes da or
curricular da disciplina de matematica do CMPA.

E indispensavel que a escola preste atengdo ao que
sendo trabalhado com seus alunos, pois, de uma mane
outra, o produto desse trabalho ter4 reflexo no des
geral da instituigcao.

O término desse trabalho é meramente formal, porém
esgota aqui. Levamos adiante nossas intencdes de ad
demais anos do ensino fundamental e ensino médio, c
as alteracdes e adaptacdes necessarias para cada ni

e mantendo os referenciais teéricos utilizados aqui
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Reformulag&o da proposta da sequéncia didatica

Do planejamento & execuc¢éo das atividades, foram
intervencdes e alteragbes. Alguns equivocos foram i
tanto na etapa de organizagcdo dos jogos (ordem dos
regras) quanto na confeccdo dos questionarios. Aqui
haviamos previsto, cedo ou tarde foi revelado pelos

Assim, depois de uma analise do que deu certo e do
errado, apresentamos uma reformulagéo da proposta d
didatica. Acreditamos que a ordem das atividades a
possa ser mais efetiva e que possibilite ao educado

de forma clara os conceitos do campo multiplicativo

-APENDICE A-

(Comentérios)

sendo trabalhados dentro de problemas

situacdes dos jogos.

Desejamos um o6timo trabalho e muito sucesso aquele

utilizarem essa sequéncia didatica em seus planejam

escolares.

Os questionarios reformulados estdo no Apéndice B.

1 Jogo A Grande Aposta

Propomos dois momentos para este jogo. O primeiro
segue a risca 0 que apresentamos em nossa pesquisa.
momento sugerimos que o numero de cada cavalo seja
partir da multiplicacdo das faces voltadas para cim
dado. Nesse caso, € necessario fazer mudancas nas r

jogo.

Material do jogo (2° momento)

a) Fichas de numeracéo de cada cavalo, totalizando

contagem
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As regas do jogo
a) cada jogador recebe nove fichas e ndo ha “cavalo

b) ao lancar os dados, deve-se atentar que agora o
faces voltadas pra cima de cada dado sera o numero

cavalo.

Para essa etapa, sugerimos a conservacado do questi
entretanto, com as modificacbes para a multiplicaca
dessas modificacdes, recomendamos as seguintes alte

dois momentos (soma e produto):

02. “... Quais sédo as formas distintas com que ele

ganhar num pareo com esse cavalo, segundo as regras

03. “Da mesma forma, de quais e quantas maneiras di
poderd ganhar um pareo se ele tiver o cavalo nimero

tiver o cavalo nimero 8?".

05. “Veja, abaixo, uma situacao do jogo.

Responda:

Jogador 1 Jogador 2
Cavalos| 2,4,6,8,10,12, 16,18, 1,3,5,9,15,24,25,30,
20 6

Pareo 1 | (2) 0

Pareo 2 0 | (9)

Pareo 3 | (6) 0

Pareo 4 | (8) 0

Pareo 5 0 | (5)

Pareo 6 | (20) 0

Soma

Antes das apostas iniciarem, qual dos jogadores tin

chances de ganhar, segundo as regras do jogo? Justi

06. “Veja, a seguir, os cavalos dos jogadores 1 e 2

respectivamente:

Jogador 1 : 5,6,8,9,15,24,25,30 e 36.
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Jogador 2 : 1,2,3,4,10,12,16,18 e 20.

Antes de iniciarem as apostas, qual dos jogadores t inha mais

chance de ganhar? Justifique.”.

07. “... e sim pelo numero obtido da multiplicag&o das faces
voltadas para cima dos dois dados. Quais sdo 0s pos siveis

pares dos dados e quantos séo estes?”.

Sugerimos que as questdes 08 e 09 sejam suprimidas nesse caso
de se trabalhar com a multiplicagdo das faces volta das pra
cima.

2 Jogo “Senha”

Sugerimos a manutencdo do material e das regras do jogo.
As modificacbes se restringem a algumas perguntas d 0

questionario.

Situagcdo 2 : Considere, agora, que estao sendo utilizadas cinc 0
cores, por exemplo, verde, vermelho, laranja, amare lo e azul,

e a senha é formada por quatro cores distintas dentre estas.

02. “... A partir do que foi apresentado pelo desaf lante e
sabendo que a cor azul estad certa, quais sdo as possiveis

combinacdes de senhas para a proxima jogada?”.

03. “... Sabendo, entdo, que a cor vermelha nao faz parte da

senha, quais s&o as possiveis combinacdes de senha?”.

04. “... Sabendo que a cor laranja nao faz parte da senha,
quais s&o as possiveis senhas para a proxima jogada?”.

07. Complemente a pergunta pedindo que os alunos li stem todas

as possibilidades.

08. Adicione “Sugestdo: Verifique o nimero de senha S para 0s
casos: a)senhas formadas por uma cor, b)senhas form adas por
duas cores distintas e c)senhas formadas por trés c ores

distintas. Encontre alguma regularidade entre as re spostas de



152

a), b) e ¢) e responda o0 caso em que a senha é form ada por

quatro cores distintas.”.

3 Jogo Contig60  ©

Recomendamos que o material e as regras do jogo se jam
mantidos, exceto pelo numero de fichas, que o quest ionario
tenha uma quantidade menor de perguntas, bem como a

reformulacéo de alguns problemas restantes.

Regras do jogo

d) O jogo termina quando um jogador conseguir coloc ar quatro
fichas de mesma cor em linha reta sem nenhuma ficha do
adversario intervindo. Essa linha podera ser horizo ntal,
vertical ou diagonal. Caso nenhum jogador forme a | inha com
quatro fichas e todas as fichas ja tenham sido usad as no jogo,

0 vencedor sera aquele que obtiver o maior nimero d e pontos.

Em relacdo ao questionario, aconselhamos que se fag am as

seguintes alteracoes:

03. Adicionar, ao final da questdo, a expressao
“simultaneamente”.

09. Adicionar, ao final da questdo, a expressao
“simultaneamente”.

10. Além das possiveis multiplicacbes para o0 numero 42,
apresentar sua fatoragdo em primos. Substituir o na mero 125
pelo nimero 96.

13. Pedir apenas os divisores do numero 100 a patrti r do que
foi sugerido. Nao pedir as possiveis combinacoes.

14. Substitua o nimero 96 por 120.

As questbes de numero 05, 08, 12 e 15 podem ser eli minadas sem

prejuizos para a atividade.

4 Jogo Bicolorido



N&o ha recomendag¢des quanto ao material e as regra
jogo. Entretanto, apresentamos possibilidades para
em todas as situacgoes.
03.
Situacdo 01 : quatro pontos A,B,C e D
“E quantos segmentos restam para o 2° jogador, na s

jogada, sabendo que o primeiro jogador marcou a)o S

AC?, b)o segmento BC?, €) 0 segmento

Situagcdo 02 :cinco pontos AB,C.DeE
“E quantos segmentos restam para o0 2° jogador, na s

jogada, sabendo que o primeiro jogador marcou a)o s
AC?, b)o segmento BC?, ¢) 0 segmento
E_A?”

. seis pontos AB,C,D,Ee F

e)o segmento
Situacgéo 03
“E quantos segmentos restam para o 2° jogador, na s

jogada, sabendo que o primeiro jogador marcou a)o S
AC?, b)o segmento BC?, ¢) 0 segmento

EF ? e f)o segmento FA?”
: sete pontos A,B,C,D,.E,Fe G

“E quantos segmentos restam para o 2° jogador, na S

€)o segmento
Situacédo 04

jogada, sabendo que o primeiro jogador marcou a)o S

AC?, b)o segmento BC?, ¢) 0 segmento

e)o segmento  EF ?, f)o segmento FG? e g)o segmento

Aconselhamos a retirada da questdo de niumero 05 em
as situacoes.

Ao final da situacdo 04, provocamos os alunos a pen
nos casos de 8 pontos, propondo trés questbes. Dest
sugerimos a seguinte alteragéo:

b) Vocé conseguiria

responder quantos segmentos de

podemos formar tendo 8 pontos (vértices de um octég

convexo)?
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egunda
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Acreditamos que um questionério ou uma pequena lis
exercicios diversos deva ser proposto ao fim de cad
dependendo do conceito multiplicativo abordado. Ess
verificagdo continua pode indicar, de uma forma mai
gque a proposta por nos, se o0 aluno estd desenvolven
conhecimentos prévios necessarios para gue possa am

Zona de Desenvolvimento Proximal.
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APENDICE B — Questionarios reformulados
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Questionario A Grande Aposta
Situacdo SOMA

10. ApOs vocé ter jogado algumas vezes, vocé acha que t odos os

cavalos tém as mesmas chances de ganhar?

11. Suponha que um dos jogadores tenha o cavalo numero 4. De
guantas formas distintas ele podera ganhar um pareo com esse

cavalo, segundo as regras do jogo?

12. Da mesma forma, de quantas maneiras distintas ele p odera
ganhar um pareo se ele tiver o cavalo nimero 10? E se tiver o

cavalo nimero 8?

13. Suponha que o jogador 1 tenha o cavalo nimero 3 e 0O
jogador 2 tenha o cavalo niumero 12. Quem tem mais c hance de

vencer um pareo? Justifique.

14. Veja, abaixo, uma situacdo do jogo, onde a ultima | ogada
pode decidir a corrida e o cavalo curinga € o de nu mero 3.
Jogador 1  Jogador 2

Cavalos |2,4,6,8,10 5,7,9,11,12

Péreo 1 I (2) 0

Pareo 2 0 | (7)

Pareo 3 | (6) 0

Pareo 4 I (8) 0

Pareo 5 0 | (5)

Pareo 6 ? ?

Soma

Responda:
Antes das apostas iniciarem, qual dos jogadores tin ha mais
chances de ganhar, segundo as regras do jogo? Justi fique.

15. Veja, a seguir, os cavalos dos jogadores 1 e 2,

respectivamente:
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Jogador 1: 5,6,7,8e 9
Jogador 2: 2,3,10,11 e 12

Antes de iniciarem as apostas, qual dos jogadores t ém mais

chance de ganhar? Justifique.

16. Supondo que a escolha dos cavalos nao fosse feita
“aleatoriamente” pelos cartdes e sim pelo nimero ob tido da
soma das faces voltadas para cima dos dois dados. Quais sao

0S possiveis pares dos dados e quantos sdo estes?

17. E, se em vez de serem dois dados, fossem trés. O jo go
deveria ter quantos cavalos? Quantos sao 0s possive is
resultados da forma (d 1,d 2,d 3)onded ,,d, ed 3 séo os possiveis
nameros indicados pela face voltada para cima de ca da dado?

18. E se fossem quatro dados? Quantos cavalos seriam? Quantos
sao os possiveis resultados da forma (d 1,d 2,d 3,d 4)?

Situacdo PRODUTO

01. ApoOs voceé ter jogado algumas vezes, vocé acha que t odos os

cavalos tém as mesmas chances de ganhar?

02. Suponha que um dos jogadores tenha o cavalo numero 4,
Quais as formas distintas que ele podera ganhar um pareo com

esse cavalo, segundo as regras do jogo?

03. Da mesma forma, de quais e quantas maneiras distint as ele
podera ganhar um pareo se ele tiver o cavalo niumero 10? E se

tiver o cavalo nimero 8?

04. Suponha que o jogador 1 tenha o cavalo nimero 3 e 0 jogador
2 tenha o cavalo nimero 12. Quem tem mais chance de vencer um

pareo? Justifique.

05. Veja, abaixo, uma situacao do jogo.
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Jogador 1 Jogador 2
Cavalos 2,4,6,8,10,12, 1,3,5,9,15,24,
16,18, 20 25,30,36
Pareo 1 | (2) 0
Pareo 2 0 | (9)
Pareo 3 | (6) 0
Pareo 4 | (8) 0
Pareo 5 0 | (5)
Pareo 6 | (20) 0
Soma
Responda:
Antes das apostas iniciarem, qual dos jogadores tin ha mais
chances de ganhar, segundo as regras do jogo? Justi fique.

06. Veja, a seguir, os cavalos dos jogadores 1 e 2,

respectivamente:
Jogador 1 : 5,6,8,9,15,24,25,30 e 36.
Jogador 2 :1,2,3,4,10,12,16,18 e 20.

Antes de iniciarem as apostas, qual dos jogadores t ém mais

chance de ganhar? Justifique.

07. Supondo que a escolha dos cavalos nao fosse feita
“aleatoriamente” pelos cartdes e sim pelo nimero ob tido do
produto das faces voltadas para cima dos dois dados. Quais

sao 0s possiveis pares dos dados e quantos sdo este s?
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Questionario Senha

Situacdo 01 : Considere que estédo sendo utilizadas quatro

cores: laranja, verde, vermelho e amarelo. A senha é formada

por quatro cores distintas dentre estas.

05. Suponha que, na primeira tentativa, o desafiado apr esenta
a seguinte combinacdo de cores e o desafiante preen che o

campo de “dicas” da seguinte forma:

® O @ 0,°2°

Quais sdo as combinacdes de senhas possiveis para a prox ima

jogada, sabendo que a cor amarela est4 na posigéo c erta?

06. Na jogada seguinte, o desafiado mantém a cor amarel a, muda
a posicdo das demais cores e o desafiante d4 a segu inte
“dica

@ 0 @& @,2?
1| OO
a)Além da cor amarela, quais sao as possiveis cores que estao
na posicao correta? b) Nesta situacao, quais sdo as possiveis

combinagdes de senha?

07. Na 32 tentativa, qual devera ser a préxima jogada? Havera

uma 42 jogada? Justifigue com suas palavras.

O O ==
O O 3l O O
08. Antes de o0 jogo iniciar, quais eram as possiveis

combinacgdes de senha?

Situacdo 02: Considere, agora, que estdo sendo utilizadas

cinco cores, por exemplo, verde, vermelho, laranja, amarelo e
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azul, e a senha é formada por quatro cores distintas dentre

estas.

02. Na 12 tentativa, o0 desafiado apresenta a seguinte
sequéncia de cores e o desafiante preenche o campo de “dicas”

da seguinte forma:
T ® O
O . . Oi ® O

Sabendo que a cor verde esta na posicdo certa e que a cor

vermelha ndo faz parte da senha, quais sdo as combinacdes

possiveis para a proxima jogada?

02. Suponha que o desafiado ndo saiba que a cor ver melha néo
faz parte da senha, e ele substitui a cor laranja p ela cor

amarela apresentando a seguinte sequéncia:
—>
®C ® @32
1 ® O

A partir do que foi apresentado pelo desafiante e s abendo que

a cor azul esta na posicao certa, quais sao as possiveis

combinacdes de senhas para a proxima jogada?

03. Sabendo, entdo, que a cor vermelha néo faz part e da senha,
quais séo as possiveis combinac¢des de senha?

04. Vamos supor um novo jogo. Na 12 tentativa, o de safiado
apresenta a seguinte sequiéncia e o desafiante da a “dica”™
e
OO0 0 e, .
1 © O
Sabendo que a cor laranja nao faz parte da senha, quais sao as

possiveis senhas para a proxima jogada?
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05. Na 22 tentativa, o desafiado substitui a cor la ranja pela
cor amarela e troca as posicoes das cores verde e a zul.

Assim, o desafiante apresenta a seguinte “dica”:
00 ® @,2?
1| O O

A partir do que apresentou o desafiante e sabendo ue a cor

azul esta correta, quais sao as possiveis cores que estdo na

posicao correta?

06. O desafiado escolhe por manter a cor amarela e a cor azul
em suas posi¢coes. O desafiante apresenta a dica:

P ® O
O 0 @ @,

A partir do que apresentou o desafiante, das jogada S

anteriores e sabendo que a cor vermelha nao estad na posicao

certa, quais sao as possiveis senhas para a proxima jogada?

07. Antes de o0 jogo iniciar, quantas eram as possiveis

combinagdes de senha? Liste todas as possibilidades

08. Originalmente, o jogo Senha foi criado em 1971 por
Mordechai Meirovitz e consistia em determinar uma s enha de
quatro cores (distintas ou nao) dentre seis  possiveis.
Supondo que foram utilizadas estas seis cores, dete rmine

quantas senhas de quatro cores distintas sdo possiveis de

criar. Sugestao: Verifigue o nimero de senhas para 0S Casos:
a)senhas formadas por uma cor, b)senhas formadas po r duas
cores distintas e c)senhas formadas por trés cores distintas.
Encontre alguma regularidade entre as respostas de a), b) e
c) e responda o caso em que a senha é formada por g uatro

cores distintas.
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01. Veja, abaixo, uma situacao do jogo, onde apenas 0S espacos
dos nameros 6, 8 e 33 estdo ocupados. Para marcar 3 pontos, 0
espagco do numero 7 deve ser ocupado. De quantos mod 0Ss isso é
possivel usando apenas adicdo?

6 |7

33 |8
02. Usando, novamente, apenas adicdo e sabendo que os espacgos
36, 37 e 38 sdo o0s U0nicos espacos ocupados. De quan tas
maneiras € possivel marcar 1 ponto? Por exemplo, pa ra marcar 1
ponto € necesséario marcar os espacos 10 ou 14. Para 0 espaco
10 existe, dentre todas as maneiras, 2+3+5; 1+4+5,e tc. Fagca o
mesmo para marcar 2 pontos e 3 pontos.
03. Imagine a situacdo de jogo apresentada na quest ao 01.
Considere os mesmos valores apresentados, porém, fa zendo uso
das operacdes adi¢cédo e subtragdo,simultaneamente.
04. No lancamento dos trés dados, suponha que tenha m saido as
faces 3, 4 e 5 ndo necessariamente nesta ordem. Qua iS sdo 0s
possiveis espacos que podem ser ocupados fazendo us o da adigéao
e da multiplicacdo segundo as combinacdes abaixo?

X +
o - — m
X +

05. No caso de terem saido as faces 12 e 5, nao
necessariamente nesta ordem, quais sdo 0S espacgos q ue podem
ser ocupados, fazendo uso da subtracdo e multiplica cao,

segundo as combinac¢des abaixo?
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X -

X -
06. Suponha que, no lancamento dos dados, tenham sa idos as
faces, 3,5 e 6, ndo necessariamente nesta ordem. Co m a adigcao
e a divisdo, quais sdo 0s espacos possiveis de sere m ocupados,

segundo as combinac¢des abaixo?

H +
.__.l - — w
H +
» w
07. Suponha que, para um dos jogadores, seja vantag em marcar o
espaco do numero 42. Quais sao as possiveis combina coes,
usando adicdo e multiplicacédo, simultaneamnete, par a que este

jogador ocupe 0 espaco pretendido? (Existem = varias

combinagdes)

08. Descobrir os divisores de um ndamero pode ser um a boa
estratégia para formar uma expressdo numérica e ocu par o
espagco de um determinado numero. Consideremos 0 num ero 42, da
guestdo acima. Para descobrir seus divisores, podem 0S pensar
nos pares de numeros inteiros positivos que multipl icados dao
como resultado 42: 1x42, 2x21, 3x14 e 6x7. Cada um dos fatores
apresentados € um divisor de 42