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Resumo

A partir de uma aplicacao da Forma Canonica de Jordan, construimos uma base para o
espaco atrator para operadores quanticos de dimensao finita. Essa base é formada pelos
autoespacos correspondentes a autovalores de modulo 1. Com essa construcao, descrevemos o
comportamento da dinamica assintética dos operadores quanticos, obtendo assim, o resultado
principal do texto. A dinamica depende dos vetores duais, cuja definicao nao é feita a partir de
uma forma explicita, mas por propriedades relacionadas ao traco. Investigando propriedades
dos operadores estritamente positivos, definimos um produto interno que relaciona o produto
interno de Hilbert-Schmidt com um operador estritamente positivo. Com isso, obtemos uma

forma explicita para os vetores duais.

Palavras-chaves: Operador quantico; Espago atrator; Dinamica assintética; Vetores duais.






Abstract

From an application of the Jordan Canonical Form, we construct a basis for the attractor
space for quantum operations of finite dimension. This basis is formed by eigenspaces
corresponding to eigenvalues of modulus 1. With this construction, we describe the behavior
of the asymptotic dynamics of the quantum operations, thus obtaining the main result of the
text. The dynamics depends on the dual vectors whose definition is not made in an explicit
form, but by properties related to the trace. Investigating the properties of strictly positive
operators, we define an inner product that relates the Hilbert-Schmidt inner product with a

strictly positive operator. Thus, we have an explicit form for the dual vectors.

Keywords: Quantum operation; Attractor space; Asymptotic dynamics; Dual Vectors.
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Introducao

Neste trabalho descreveremos resultados basicos de operadores lineares positivos e
completamente positivos de dimensao finita com o intuito de se estudar operadores quanticos,
elementos basicos da teoria de informagcao quantica (10).

Inicialmente enunciaremos e apresentaremos demonstracgoes de alguns resultados bem
conhecidos de algebra linear. Na sequéncia, faremos uso de uma algebra linear mais aplicavel
a mecanica quantica, cujas demonstracgoes serao feitas com o uso da notacao de Dirac com
o proposito de familiarizar o leitor que ainda nao a conhece. Na sequéncia enunciaremos
os postulados da mecanica quantica. No final deste primeiro capitulo, reformularemos esses
postulados apds uma breve analise das propriedades das matrizes densidade.

No segundo capitulo reunimos algumas propriedades dos operadores positivos a partir
da diagonalizacao assegurada pelo Teorema Espectral. Nesse capitulo introduziremos os mapas
lineares positivos e verificaremos resultados bastante conhecidos de algebra linear.

No terceiro capitulo introduziremos os conceitos de operadores completamente positi-
vos e de um conjunto especifico destes operadores, os operadores quanticos. A linearidade
dos operadores completamente positivos nos permite encontrar diversas propriedades a partir
do emprego da &lgebra linear, como por exemplo, a verificagdo de que o espectro de um
operador quantico esta inserido no circulo unitario e que os blocos de Jordan correspondentes
a autovalores com modulo menor que 1 nao contribuem para a dinamica iterativa assintética.
Assim, essa dinamica s6 depende dos autoespacgos correspondentes a autovalores com raio
espectral maximo.

No final do terceiro capitulo apresentaremos o resultado principal do trabalho, para
isto, seguiremos os resultados de Novotny et al. (12). Serd visto que, dado um operador inicial

X (0) € B(H), a dinamica assintética de um operador quantico P é descrita por

dy
Xoo(n) = > A"X\,Te(XMX(0)), (1)
[ Xoo(n) = PH(X(0))] =0, (2)

onde o7 é o conjunto de autovalores de P de moédulo 1, dy é a dimensao do autoespago
associado ao autovalor A, {X);} denota o conjunto dos autovetores de P, X (0) é um operador
inicial e { X} denota o conjunto de operadores que chamaremos de vetores duais. Os vetores
YA\ N € oy

e para A € oy cada XM é ortogonal a todos os autoespacos Nuc(P — N1) com |X'| < 1.

duais serdao definidos como satisfazendo as propriedades Tr(X*T X, ) = 05,0,
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No quarto capitulo introduziremos um novo produto interno que permitird uma
construcao para a base dual assintética. Assim, poderemos calcular explicitamente os vetores
duais do operador iterado e, consequentemente, teremos todas as ferramentas para calcular o
valor de X, para um operador quantico que satisfaz P(p) < p para algum p € B(H).

No quinto capitulo analisaremos o espaco atrator para um operador quantico particular

em termos de suas matrizes de Kraus.



1 Revisao de Algebra Linear

Neste capitulo faremos uma revisao de algebra linear de acordo com nossas neces-
sidades. Na primeira se¢ao seguiremos alguns resultados de (1) e (8) para expormos alguns
conceitos bem conhecidos de dlgebra linear, enquanto que na segunda secao veremos algumas

propriedades de algebra linear mais usuais no estudo da mecanica quantica (10, 15).

1.1 Ortogonalidade, Notacdo de Dirac e Produto Tensorial

Ao longo do texto estaremos, muitas vezes, interessados em analisar algumas formas
de ortogonalidade, como por exemplo, entre dois vetores, entre diversos espagos vetoriais e
entre vetores e espacos vetoriais. A seguir, apresentamos alguns conceitos e propriedades bem

usuais da algebra linear que serao de suma importancia neste texto.

Definicao 1.1. Sejam V' um espago vetorial com produto interno e u,v € V. Se
(u,v) =0, (1.1)

entao dizemos que o vetor u € ortogonal ao vetor v e escrevemos u L v. Se W CV é um
subespago vetorial e (v, w) = 0,Yw € V, entdo dizemos que o vetor v € ortogonal ao subespago
W. Se A = {ay,as,...a,} € uma base para um espago vetorial V. com (a;,a;) = 0,Vi # j,
entdo dizemos que A € uma base ortogonal de V. Ainda, se A = {ay,as,...a,} € base ortogonal

de V e {a;,a;) = 1,¥i € {1,...,n}, entdo dizemos que A € base ortonormal de V.

Teorema 1.2. (7) Seja A = {uy,...,u,} uma base ortogonal de um espago vetorial V munido

com um produto interno. Entao qualquer v € V' pode ser escrito como

v = i a;u;, (1.2)
i—1

onde
<ui7 U>
<ui7 uz>

NVi=1,...,n. (1.3)

a; =

Demonstra¢ao. Tome A = {uy, ..., u,} uma base ortogonal de V, assim, existem ay, ... a, € C

tais que v = aquy + ... + a,v,, com isto,
(us, v) = (ug, aruy + ... + ayv,) = a;{u;, ug),

portanto,
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]

Definicao 1.3. Seja V' um espaco vetorial com dimensao finita e com produto interno. Se

U CV € nao-vazio, entao
Ut ={z e V|(z,u) =0,Yu € U} (1.4)
€ chamado de complemento ortogonal de U.

Definicao 1.4. Dados Vi, ..., V, subespacos vetoriais de V, o subconjunto Vi + ...+ V, de

V € formado pelas somas
v+ ... +v,v €Vi, oo 0, €V (1.5)

Quando Vi N ...NV, ={0}, entdo escrevemos V1 & ... ®V,, e dizemos que Vi1 & ... ®V, € a

soma direta de Vi,...,V,.

Proposicao 1.5. (8) Sejam Vi,...,V, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V de

dimensao finita com produto interno. Entao

Vi4 ... +V ) =vin...nvt (1.6)

Demonstracdo. Tome z € (Vi-N...NVE)ex, € Vi,...,z, €V, quaisquer. Entao
(z,x14+ ...+ xn) = (z,21) + ...+ (z,2,) =0,

assim, (Vi+...+V,)r 2 Vi n...nV.L

Agora, tome w € (V; + ...+ V,)t. Por definigdo temos que (w,z; + ...+ z,) =
0,Va; € Viyi=1,...,n. Mas 0 € V;,Vi € {1,...,n}, logo, (w,0+...40+2;+0+...+0) =
0,Vi € {1,...,n}, portanto, w € VN ...N V=L assim (Vi +...+ V)t CVin...nVi
Temos entao que (Vi + ...+ V)t =Vin...nV.E O

Teorema 1.6. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita e Vi, Vo CV tais que dim (V') =
dim(Vy) + dim(V3). Entdao

V=WieVeVinl=/{0} (1.7)
Demonstragao. Uma demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em (1). O]

Definicao 1.7. Seja T : V. — V' um operador linear e A um autovalor de T'. O autoespago

de T correspondente a A € definido por
Nuc(T — X)) ={X e VIT(X) = \X}, (1.8)
e a tmagem assoctada ao operador T — A\l é denotada por

Im(T=M)={X eV]AY eV, X =T(Y) = \Y}. (1.9)
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Definicao 1.8. Seja T : V — V' um operador linear e X\ um autovalor de T'. Dizemos que um
vetor x € V nao-nulo é um autovetor generalizado de T correspondente a A\ se Ik € Z

tal que
(T — \)Fz = 0. (1.10)

Agora introduziremos uma notacao muito comum na mecanica quantica, a Notagao
de Dirac.
Se V' é um espaco vetorial de dimensao n, entao V' e C" sao isomorfos. Denotamos

por 1) € V o vetor

(G
)= | i | ¥ Y0 €C, (1.11)
Un
e seu vetor dual (¢| por
Wl = (o)™ = [r, -, ], (1.12)

Tome |¢) ,|¢) € V. Note que
(W) =D iy,
i=1

isto é, a expressao acima representa o produto interno entre os vetores [) e |¢) . Com isso,

podemos a partir de agora usar a notacao (|¢) = (1| |¢) para representar o produto interno

de [) com |).

A norma do vetor é definida por

1)1l = VT9) = | 3 Il (1.13)

Se || |¥) || = 1, entao dizemos que o vetor [¢)) é um estado.
Seja V um espago vetorial de dimensao n. Tome uma base ortonormal |i) de V, assim,
existem vy, ...,v, € C tais que [v) = Y " v;]i). Como a base ¢ ortonormal, temos que

(t1|v) = v;, com isso,
o) =D elih = 3 Gloh i = (Z 9 <ir> o), (119

verificando assim uma decomposicao para o operador identidade:

Z |0) (i = 1. (1.15)

O simbolo “t” sobrescrito é empregado para representar a adjunta do operador, isto é, a transposta do
conjugado do operador. Em mecénica quantica, o uso desta simbologia é bem comum e serd utilizada neste
texto ao invés de “*”.,

1
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Seja V' um espago vetorial de dimensdo n, |i) uma base ortonormal de V' e T' um

operador linear em V. Entao podemos reescrever 1" como
T =Y (ITl)5) (I, (1.16)
ij=1
pois

n

T=ITI=} |j){lTY i) I—ZIJ GITL il = D GITI) 1) Gl
j=1 i=1 EC

i,j=1 i,j=1

Teorema 1.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz (10)). Tome dois vetores quaisquer |v) e

|w) num espago vetorial V munido de um produto interno. Entao temos que

[ (v]w) [* < (vlv) (wlw) . (1.17)

Demonstracao. Pelo processo de Gram- Schmidt podemos construir uma base ortonormal |7)

para o espago vetorial V. Tome |1) = \/_ |w) como primeiro membro da base [i).
Temos

n

(vlo) (wlw) =Y (vli) (ilv) (wlw) > (v]1) (1jv) {w]w).

=1

Além disso,

) b))
(0]1) (o) (wlw) = o’ {w]w) [wlo) (wlw) = (vw) (wlv) = | (v|w) %,
portanto, | (v|w) [* < (v|v) (w|w) , ¥ |v), |w) € V. O

Definigao 1.10. Quando um operador linear A : V — V € igual sua adjunta (A = AT), isto
é

(x, Ax) = (Azx,x),Yx €V, (1.18)

entao dizemos que A é um operador hermitiano.

Definicao 1.11. Seja W um subespaco vetorial de dimensao k de um espaco vetorial V de
dimensdo d. Tome |1),...,|d) base ortonormal de V' de tal forma que {|1),...,|k)} seja uma

base ortonormal de W. Entao o operador P definido por

P:= Z bXd (1.19)

¢ chamado de operador proje¢ao no subespaco W.
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O operador projecio P é hermitiano, pois |i) (i| = (|¢) (i|)T,Vi € {1,...,d}.
O operador
Q=1-P (1.20)

¢ chamado de complemento ortogonal de P. Note que () é o operador projecao do espaco

gerado por |k +1),...,|d), por isso () tem esse nome.
Definicao 1.12. Um operador linear M que satisfaz MTM = MM?' é dito normal.

Definigao 1.13. (10) Seja A um operador linear em um espago vetorial V. Se A admite uma

representacao

A= Z)\m') (il (1.21)

onde |i) é um congunto ortonormal de autovetores de A com autovalores correspondentes \;,

entdo dizemos que A é diagonalizdvel.

01
Op = .
10

Os autovalores dessa matriz sao 1 e —1 com autovetores ortonormais correspondentes |0) e
|1) , onde

Exemplo 1.14. Seja a matriz

1 |1 1 1
0= H e )= [_J , (1.22)

assim, podemos representar o, por o, = |0) (0] —|1) (1].
Podemos agora enunciar o Teorema da Decomposi¢ao Espectral.

Teorema 1.15 (Decomposigao Espectral (10)). Qualquer operador normal M em um espago
vetorial V' é diagonalizavel com respeito a alguma base ortonormal de V. Reciprocamente,

qualquer operador diagonalizdvel é normal.

Demonstracao. Seja M um operador normal. Queremos mostrar que M é diagonalizavel em
relagdo a alguma base ortonormal de V. Por indugao, para d = dim(V'), temos que para
d=1,M € C, logo, MM' = |M|?> = MTM. Suponha que a implicacdo do teorema é vélida
para qualquer dy < d.

Seja A um autovalor de M, P a proje¢ao no autoespago correspondente a A (N7) e Q)

a projecao no complemento ortogonal (Ny). Sabendo que @ = I — P, temos que

M=(P+QM(P+Q)=PMP+PMQ+QMP + QMQ. (1.23)
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Esta equagao pode ser reduzida, para isso, tome |w) € V nao-nulo, logo, M P |w) = AP |w) .

Também sabemos que QP = 0, assim,
QMP |w) = QAP |w) = AQP |lw) =0= QMP = 0. (1.24)

Temos também que PMQ = 0, pois se |v) é um vetor em Ny, entao M (M |v)) =
MM |[v) = MTX|v) = A(MT |v)), ou seja, MT|v) é autovetor de M com autovalor ), assim,
MT|v) estd em N;. Temos entdao que QMTP = 0, mas (PMQ)! = QMTP = 0, portanto,
PMQ = 0.

Assim, a equacgao (1.23) se reduz a
M =PMP+ QMQ. (1.25)
Mas QM@ é normal. De fato, usando que

OM =QM(P+Q)=QMQ (1.26)

QM" = QM'(P+ Q) = QM'Q, (1.27)
temos que

(1.26

QMQQM'Q = QMQMQ "2 QuiqQ = QutvQ "E) QMtQMQ
— QM'QQMQ,

ou seja, QM) é normal.

Por indugao, podemos afirmar que QM (@ é diagonalizavel com respeito a alguma base
ortonormal de Ny, pois sua dimensao serd sempre menor que d, ja que o resto da dimensao é
ocupado por N7, que tem no minimo dimensao 1.

Além disso, PM P é diagonalizavel com respeito a alguma base ortonormal de Ny,
assim, M = PMP + QM( é diagonal com respeito a alguma base ortonormal de V.

Reciprocamente: seja M um operador diagonalizavel. Entao existe uma base ortonor-
mal |7) tal que M = )", \; |i) (i], onde \; € C,Vi. Temos entao:

MIM = (S0 61, A 1) G = S50 M 1 i) G .
= D i AN 1) G =30 NP 1) (]
MM = (322 17) GDCZ A la) G =325 MA7 1) (l) (Gl
= 205NN ) Gl =205 P 1) Gl
Como MTM = MMT, temos que M é normal. O

(1.29)
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Definicao 1.16. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Um operador linear T :

V — V € dito positivo semidefinido se
(v, Tvy > 0,Yv € V. (1.30)

Se vale

(v,Tv) > 0,Yv €V, (1.31)

entao T ¢ dito positivo definido.

No seguimento do texto chamaremos um operador positivo semidefinido, simplesmente,
por operador positivo. Quando o operador for positivo definido, diremos entao que o

operador é estritamente positivo.

Proposicao 1.17. (5) Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. Um operadorT : V — V
¢ hermitiano se e somente se (1, TY) € R Vi € V.

Demonstracdo. Suponha que T é hermitiano, ou seja, T'= T, entdo

(0, Ty) = (Ty, ) = (Y, TW) = (¥, TY),

assim, (¢, Ty) € R,Vy € V.
Agora suponha que (¢, Ty) € R, Vi) € V, entao

(W, Th) = (T, ¥) = (¥, TY) = (¥, Ty),
assim, T = T7. O

Teorema 1.18. (1) Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e T um operadorT : V — V.

Sao equivalentes:

(i) T € positivo;

(ii) T € hermitiano e seus autovalores sao nao-negativos;
(iii) T possui uma raiz quadrada positiva;

(iv) T possui uma raiz quadrada hermitiana;

(v) T pode ser decomposta como STS para algum S :V — V.

Demonstracao. (i) = (ii) Se T' é positivo, entao decorre da Proposi¢ao 1.17 que T' é hermitano.

Agora, tome A\ como sendo um autovalor de T com autovetor correspondente x, entao

Mz, z) = (x, \x) = (x,Tz) > 0.
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Pela positividade do produto interno, temos que A > 0.

(74) = (4i17) Suponha que 7' é hermitiano e seus autovalores sao nao-negativos. O
Teorema Espectral (1.15) assegura a existéncia de uma base ortonormal de V' formada por
autovetores de T'. Sejam vy, ..., v, esses autovetores e A1,..., \, seus respectivos autovalores
correspondentes. Por hipétese, \; > 0,Vi € {1,...,n}, portanto, v/A; € R,Vi € {1,...,n}.
Defina S : V — V por Sv; = /Aww;, Vi € {1,...,n}. Temos entdo que S é positivo, pois

(v, Svy) = (v, \/XUQ = ﬂ(vi,vﬁ > 0.

Ainda,
S%u; = S(Sv;) = SvV/ A = VASu = ViV = A,

assim, S? = T. Temos entao que S é raiz quadrada positiva de 7.

(17i) = (iv) Se S é raiz quadrada positiva de T, entdo S é hermitiana pela primeira
implicagao.

(iv) = (v) Se S é raiz quadrada hermitiana de T, entdao S = ST, logo, T = S? =
SS = St8S.

(v) = (i) Suponha que T possui uma decomposi¢io da forma T' = STS. Tome v € V
qualquer, assim,

(v, Tv) = (v, STSv) = (Sv, Sv) >0,

concluimos assim que 7' é um operador positivo. O
Proposicao 1.19. Seja T : V — V' um operador estritamente positivo. Entao

(1) T € inversivel;

(ii) 77! ¢ hermitiano;

(iii) T2 € hermitiano;

(iv) T~z ¢ hermitiano.

Demonstragao. Suponha que (z, Tx) > 0,Vx € V. Se T nao fosse inversivel, existiria algum
v € V nao-nulo tal que Tv = 0, assim, terfamos (v, Tw) = 0, contradizendo a hipétese de que
T nao seja estritamente positivo, logo, vale (7).

(77) Pelo Teorema 1.18, temos que 7" é hermitiano, assim
(T Y, v) = (T, TT ) = (TT v, T ') = (v, T~ ),

logo, T~ é hermitiano.
(7i1) Foi verificado no Teorema 1.18.

(iv) Basta juntar os itens (i) e (ii). O
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Definicao 1.20. Um operador linear U que satisfaz a propriedade
UlU =1=0U" (1.32)
¢ dito operador unitdrio.

Os operadores unitarios desempenham um papel muito importante na mecanica
quantica, como veremos na secao 1.2.
Denotaremos por M, ,, o conjunto das matrizes n x m(M,,,, = M,,) com entradas

complexas.

Exemplo 1.21. Considere as seguintes matrizes em M :

01 0 — 1 0
O’xi_<10>,0y2_<z_ O>,UZ:—<O _1>. (1.33)

Cada uma dessas matrizes é hermitiana e unitaria. As matrizes o,, 0y, 0, sao chamadas de

Matrizes de Pauli.

Proposicao 1.22. Seja U : V — V um operador unitirio. Entao
(i) U preserva produto interno;

(ii) Todos seus autovalores tém mddulo 1.

Demonstracao. Sejam U : V — V um operador unitario e v, w € V.
(1) (Uv, Uw) = (v, UTUw) = (v, w).

(i7) Se A ¢é autovalor de U associado a um autovalor v, entao
AP ol? = [Jxvl* = (o, Av) = (U, Uv) = (v,v) = o]
Como v é autovetor, é nao-nulo, logo, |A| = 1. ]

Na mecanica quantica, muitas vezes, estamos interessados em unir espacos vetoriais
com o intuito de analisar o comportamento de varias particulas ao mesmo tempo, assim,
utilizamos uma ferramenta que nos permite analisar espagos compostos. Essa ferramenta é o

produto tensorial.
Definicao 1.23. Tome as sequintes matrizes

ayy ... Qip b11 e blp
A= | : | eB=|: . (1.34)

am1 -+ Amn bql ce bqp
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O produto tensorial de A por B ¢ definido por

anB ... a,B
A® B := : : : (1.35)
amB ... am. B
Exemplo 1.24. Sejam
1 2
A:b,ﬂeB: 3 4|, (1.36)
5 6
entao o produto tensorial de A por B é
1 2 1 2 00
1oj@ (3 al=]3 40 0] (1.37)
5 6 5 6 00

Podemos tomar algumas propriedades do produto tensorial (15) que decorrem da

definigao, para isso, tome A € M, ,,,, Be M, ,,C € M, ; e a € C, entao
e A® B € My mg;

e (@A)® B=A® (aB) = a(A® B);

(A+B)@C=A®C+B®C;

AR (B+C)=A®@B+ AR C;

(A®B)@(C=A® (B C);

(A B)T = AT @ BT,

(A® B)* = A* ® B*, onde X* denota o conjugado de uma matriz X com entradas

complexas;
e AeM,, BeM,, positivos = A ® B positivo.

Com essas propriedades podemos verificar, por exemplo,

Tr(A® B) = Tr(B ® A) = Tr(A)Tr(B),VA € M, B € M,, (1.38)

(Ao B)t = AT @ BT, (1.39)

Sejam U e V espacos vetoriais com dimensoes m e n, respectivamente. O produto
tensorial U ® V' é um espago vetorial de dimensao mn cujos elementos sao combinacoes
lineares dos “produtos tensoriais” |u) ® |v) de elementos |u) € U e |v) € V. Assim, se {|u)} é
uma base de U e {|v)} é uma base de V| entao {|u) ® |v)} é uma base de U ® V.
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Proposicao 1.25. Sejam V' um espago vetorial de dimensaon, T :'V — V e |p),|¢) € V.

Entao
(ol (T]y)) = (¢l) T (1.40)
Demonstracao. Sejam |¢) e |1) vetores em V. Podemos representar esses vetores por
b1 U
Gy =] eldy=1]:]. (1.41)
Pn Un
Temos entao
U U1
Ol (T)=1d1--d )T | + | =[6,T---9,T] |
Un Un
U1
= Q1+ 0T =0 --0,) | 1 | T = (g[0) T
Un

1.2 Postulados da Mecanica Quantica

A mecanica quantica trata da descricao dinamica e estatistica de particulas mi-
croscOpicas. Baseado em certas medicoes e resultados experimentais, podemos definir o
que chamaremos de postulados da mecanica quantica, e que servirao como fundamento
matematico da teoria.

Os postulados serao descritos de acordo com (10), bem como o restante do capitulo.

Estaremos interessados em analisar o comportamento de uma particula inserida em
um sistema. Se o sistema nao sofre alteracoes por fenémenos fora do sistema, dizemos que o
sistema é fechado, caso contrario, dizemos que o sistema é aberto.

Postulado 1: Qualquer sistema fisico isolado de dimensao finita possui um espaco
de Hilbert associado, conhecido como o espago de estados do sistema. Esse sistema é
completamente descrito pelos seus estados, que sao vetores unitarios no espaco de estados do
sistema.

Postulado 2: A evolucao temporal do estado de um sistema quantico fechado é

descrita pela Equagao de Schrodinger,

B gy (1.42)

dt



26 CAPITULO 1. REVISAO DE ALGEBRA LINEAR

onde h é a constante de Planck e H denota o operador Hamiltoniano do sistema fechado.

Resolvendo a equagao (1.42), obtemos que

|tha) = U |¢h1), (1.43)

onde U = et ¢ um operador unitério, portanto, a evolucao de um sistema quantico fechado
é descrita por uma transformacgao unitdaria, isto é, o estado |1;) do sistema no tempo ¢;
estd relacionado ao estado |¢)9) do sistema no tempo ¢ por um operador unitario U, que
depende apenas dos tempos t; e ts.

Postulado 3: As medigoes quanticas sao descritas por uma colecao {M,,} de opera-
dores. Estes operadores interferem no espaco de estados do sistema que estd sendo medido. O
indice m denota os resultados da medicao que podem ocorrer no experimento. Se o estado
do sistema quantico é [¢)) imediatamente antes da medigao, entao a probabilidade de que o

resultado m ocorra é dada por

p(m) = (Y[ M}, My |¢) , (1.44)

e o estado do sistema apods medido é

My,

v (1.45)
v (1M Mo )

Esses operadores satisfazem a Relagao de Completude,
> MiM, =1 (1.46)

m

A Relacao de Completude expressa o fato que probabilidades somam 1:

L=) pm)=) ($IMMn|t). (1.47)
m m

Agora, ja temos boas informacoes sobre o comportamento de sistemas que agem de
forma isolada. Mas o que ocorre quando fazemos medicoes em sistemas compostos? Neste
caso, fazemos uso do produto tensorial, como é descrito a seguir.

Postulado 4: O espaco de estados de um sistema fisico composto é descrito pelo
produto tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos componentes. Além disso, se
tivermos sistemas numerados de 1 a n e o sistema ¢ se encontra no estado [¢;), entao o estado
conjunto do sistema total é 1) ® |1g) @ - -+ @ |¥,) .

1.3 Operadores Densidade

Suponha que um sistema quantico esteja em um dos estados [i;) com probabilidade

pi- Chamaremos {p;, [¢;)} de conjunto de estados puros. O operador densidade do sistema
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é definido por
pP= sz‘ |thi) (il - (1.48)

Quando tomamos um sistema quantico cujo estado |¢) é conhecido exatamente,
dizemos que p é um estado puro e é da forma |¢) (] .

Na demonstracao do proximo teorema faremos uso da propriedade

Tr(Al) W) = (W1 Ale), (1.49)

para qualquer operador linear A agindo num espago vetorial que contém o estado [¢) . Essa
propriedade decorre da ordenagao de uma base ortonormal {i}, onde o primeiro termo é |¢)) .

Assim,

Te(A) (¥]) = Y (i A[) (i) = (¥| Ale).

Teorema 1.26. (10) Um operador p é o operador densidade associado a algum conjunto

{pi, |i)} se e somente se satisfaz as sequintes propriedades:
(1) p tem trago igual a 1;
(i) p € um operador positivo.

Demonstra¢ao. Suponha que p = Zpi |t);) (1;] é um operador densidade. Entao

%

=Tr (sz |3) <?/Jz’> = ZTr(pi [0:) (i]) =
—sz Tr |¢Z ¢1 sz W@Dz 22%21

onde a peniltima 1gualdade decorre do fato de Wz> ser um estado. Assim, Tr(p) = 1.

Agora, tome |¢) um vetor arbitrario no espaco de estados, entao
(plple) = (ol Zpl [a) (Wilo) = sz (plebs) (Wilo) = Zpl (pli) > >0,

logo, p é positivo.
Reciprocamente, suponha que p é um operador que satisfaz (i) e (ii). Como p é

positivo, é normal, logo, admite decomposi¢ao espectral
p=> Nl
J
onde os vetores |j) sdo ortogonais e \; sdo autovalores nao-negativos de p. Por (i), vemos que

doN=1
J
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ou seja, um sistema no estado |j) com probabilidade \; terd operador densidade p. Isto é, o

conjunto {A;,[j)} ¢ um conjunto de estados que d4 origem ao operador densidade p. O

O dltimo teorema fornece uma caracterizacao dos operadores densidade, portanto,

podemos estabelecer uma nova definicao para estes operadores.

Definicao 1.27. Um operador linear p positivo e com traco 1 é chamado de operador

densidade.

1.3.1 Reformulacdo dos Postulados

Podemos agora reformular os postulados da mecanica quantica empregando operadores
densidade da seguinte forma:

Postulado 1: Associado a qualquer sistema fisico isolado esta um espago de Hilbert,
conhecido como o espaco de estados do sistema. O sistema é completamente descrito por seu
operador densidade, agindo no espaco de estados do sistema. Se um sistema quantico estd no

estado p; com probabilidade p;, entao o operador densidade do sistema é Z DiPi-

(2
Postulado 2: A evolucao de um sistema quantico fechado é descrita por uma trans-
formacao unitéria, isto é, o estado p do sistema no tempo n esta relacionado ao estado p’ do

sistema no tempo n 4+ 1 por um operador unitario U :
p = UpUt. (1.50)

Postulado 3: As medigoes quanticas sao descritas por uma colecao {M,,} de opera-
dores. Esses operadores agem sobre o espago de estados do sistema que esta sendo medido. O
indice m refere-se aos resultados da medicao que podem ocorrer no experimento. Se o estado
do sistema quantico é p imediatamente antes da medi¢ao, entao a probabilidade de que o

resultado m ocorra é dada por
p(m) = Te(M], Myp), (L51)

e o estado do sistema apods medido é

M, pM?!
f m__ (1.52)
Tr(MpM,,p)
Esses operadores satisfazem a Relacao de Completude, ou seja,
> MM, =1. (1.53)

Postulado 4: O espago de estados de um sistema fisico composto é o produto

tensorial dos espacos estado dos sistemas fisicos componentes. Além disso, se tivermos
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sistemas numerados de 1 a n e o sistema ¢ se encontra no estado p;, entao o estado conjunto

do sistema total é p; ® pa ® - -+ ® py,.

Exemplo 1.28. (10) A principio, poderia-se supor que um sistema quantico com matriz
densidade

=2 j0) (o] + 1) {1

estd no estado |0) com probabilidade 3/4 e no estado |1) com probabilidade 1/4. Entretanto,

isso pode nao ser o caso. De fato, defina

SRVETRRVAT
SEITVEN

onde o sistema quantico estd preparado com probabilidade 1/2 no estado |a) e 1/2 no |b).
Entao

= 2 la) (al + 5 18) (] =

(e ) (e ) ) )

=3 (f0 o gmarfo o gma) = gm o mal

Esse exemplo mostra que é possivel que dois ensaios diferentes de estados quanticos
deem origem a mesma matriz densidade. Em geral, os autovalores e autovetores de uma matriz
densidade indicam apenas uma maneira das vérias possiveis de ensaios que podem dar origem
a uma especifica matriz densidade, nao havendo razao para supor que algum ensaio tenha

esse privilégio especial.






2 Mapas Positivos

Como visto no Teorema 1.18, o conjunto dos operadores positivos é uma subclasse do
conjunto dos operadores hermitianos, cujos espectros sao compostos por valores nao-negativos.
Na fisica estes operadores tém aplicacoes muito importantes, pois quando desempenham o
papel de um objeto observavel, qualquer medicao feita neste observavel retorna um resultado
positivo.

A seguir introduziremos o espaco de Hilbert em que a teoria é elaborada e aplicaremos
matrizes em blocos como ferramenta para obtencao de resultados que envolvem operadores e

mapas positivos.

2.1 Decomposicao de Operadores Diagonalizaveis

Tome um espaco de Hilbert N-dimensional H equipado com um produto escalar. Seja
B(#H) o espago de Hilbert associado a todos os operadores lineares limitados agindo em #H
com o produto escalar de Hilbert-Schmidt (A, B)gg := Tr(ATB).

Como dim(H) < oo, temos que B(H) e My sao isomorfos (6).

Teorema 2.1. (6) Se um operador linear A € B(H) é normal, entao A é unitariamente

diagonalizavel, isto €, existe um operador unitdirio U € B(H) tal que
A=UDUT, (2.1)
onde D € B(H) é uma matriz diagonal e suas entradas sao os autovalores de A.

Demonstracao. Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada, por exemplo, em

(6). 0

Coroldrio 2.2. Se um operador linear A € B(H) é hermitiano, entao existem operadores
positivos Ay, A_ € B(H) tais que

A=A, —A_. (2.2)

Demonstracio. Seja A € B(H) hermitiano, entdao A também é normal, logo, A = UDUT
para algum operador unitario U e D diagonal. Pela Proposi¢ao 1.17 as entradas de D sao
reais. Reescrevendo D = D, — D_, onde D, e D_ sao diagonais que contém os mddulos das
entradas positivas e negativas de D, respectivamente, podemos entao decompor A como
A=UD, U -UD_U", (2.3)

—_— =
Ay A_
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obtendo o resultado desejado. O

Teorema 2.3 (Teorema dos Valores Singulares (10)). Todo operador linear A € B(H) admite

uma decomposicao da forma
A=UDV, (2.4)

onde D é diagonal com entradas reais nao-negativas e U,V € B(H) sdo operadores unitdrios.

Demonstra¢ao. Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada, por exemplo, em

(10). 0

Definicao 2.4. A norma induzida pelo produto interno de Hilbert-Schmidt é dada por

1A]] == V/(A, A)yrs,VA € B(H). (2.5)

Se {|i)} ¢ uma base ortonormal de H, entao também temos que

Al = ‘/Z | (il AL7) 2. (2.6)

(A, A)s = Te(ATA) = Tr (Z GlAL) 1) (1Y (kIAIL [k) <l|>

i kl

De fato,

= D (ilALG) (RIAN) Te(1) Glk) (1) = Y GIAR GLAI Te ((115) = Y (iIAL) (i AL7)

gkl il irj
=D 1Al .
.3
Definicao 2.5. Um operador A € B(H) que satisfaz
A <1 (2.7)
€ chamado de contracgao.

Corolario 2.6. (3) Se um operador linear A € B(H) é uma contragdo, entao existem

operadores unitdrios U,V € B(H) tais que
1
A=SU+V). (2.8)

Demonstracao. Seja A € B(H) uma contragdo e A = XDY a decomposicao assegurada

pelo Teorema 2.3, onde D é diagonal com entradas reais nao-negativas e X,Y € B(H) sao
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operadores unitarios. Como A é contracao, as entradas si,...,s, de D estao entre 0 e 1, logo,
para todo j € {1,...,n}, existe algum real 6; tal que s; = %(ewﬂ' + e, assim,

¢ 3

sy it o~
A=XDY =X Y:% X Y+ X Y
s, oi0n o —i0n

\ I3 S Y

Note que ee~" =1, logo, U e V sao operadores unitarios. O

Proposicao 2.7. (10) Qualquer matriz X € M, pode ser escrita da forma
X =Y +1iZ7, (2.9)
onde Y, Z € M, sao matrizes hermitianas.
Demonstracao. Note que
X = %(X + X1+ %(—z’X +iXT).

Escrevendo Y = (X + XT) e Z = $(—iX +iX") e notando que Y = YT ¢ Z = ZT, obtemos

o resultado desejado. O

2.2 Positividade de Matrizes em Blocos

Proposicao 2.8. (3) Seja um operador linear A € B(H). O operador A é uma contragao se
I A

At € uma matriz positiva.

e somente se a matriz em blocos

Demonstragao. Por indugao, suponha que dim(H) = 1, entao A € C, logo,

I A
At T

1
A1

ou seja, [|Al < 1.
Suponha que vale para dim(H) =n — 1. Tome U,V € B(H) unitarios e D € B(H)

diagonal com entradas d;,i = 1,...,n, onde A = UDYV, assim,
r Ay 1 ubvy] I upv| (U 0 I D||U" 0
At 1| |wpwyt 1 | |viptut 1 | |o Vi||D 1|0 V|
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A matriz [D I] ¢é unitariamente equivalente a soma direta

é[1 di]
— ldi 1
com isso, ||A| <1 se e somente se 1 —d? > 0,Vi € {1,...,n} & d; <1,Vi € {1,...,n}, ou

seja, quando a matriz em blocos é positiva. O

X
X" B
€ positiva se e somente se existe uma contra¢ao C € B(H) tal que X é da forma X =

AV2C B2,

Proposicao 2.9. (3) Sejam A, B € B(H) operadores positivos. A matriz em blocos

Demonstracdo. Se A, B > 0, entao temos a equivaléncia

A X A2 0 A X||ATV2 0
xt Bl | o BWv|xt B|| o B2
A1/2 A71/2X A71/2 0 I A71/2XBfl/2
- B—l/QXT Bl/2 0 B—1/2 - B—1/2XTA—1/2 I

Seja C' = A~Y2XB~1/2 entdo, pela Proposicao 2.8, esta matriz é positiva se e somente

se o operador C' é uma contracao. O caso em que A, B > 0 decorre da continuidade do

operador. O

Teorema 2.10. (3) Sejam A, B € B(H) operadores estritamente positivos. A matriz em
A

blocos [XT ¢ positiva se e somente se A > XB1XT,

Demonstragao. Tome A, B € B(H) estritamente positivos e considere a congruéncia

A X I - XB7'||A X I 0] A—XB71XT 0
xt B 0 I xt B||-B'xt 1| 0 B
: . X,
Assim, a matriz em blocos [XT B] é positiva se e somente se A > XB~1XT. O]

2.3 Mapas Lineares Positivos

Nesta secao serao apresentadas algumas propriedades dos mapas lineares positivos,
que sdo operadores que levam operadores positivos em operadores positivos, isto é, ® : B(H) —
B(H) é um mapa linear positivo se ®(A) > 0, para todo A € B(H) positivo.
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Se S: B(H) — B(H), entao a norma do mapa S é definida por

S(X
1511 = sup DX 5o, x € B, (2.10)
x20 || X 1x[=1

Proposigao 2.11. (5) Se S e T sao mapas agindo em B(H), entdo
@ ST < IS
(i) [[S]I= IS

Demonstracao. (i) Temos que

EReRERS]l

|S]| = sup > VX € B(H), (2.11)
Bz Y] 1]
logo, S| > IS(X)],¥X € B(H). Entio
ST ISTIT O ST X
ST = sup —=7— < sup — ——— < sup — —— = [|S|[|| T (2.12)
xz0 |1 X]] xzo | X] xz0  |IX]]

(17) Se S = 0, entao o resultado é trivial. Suponha entdo que S # 0, assim, pela Desigualdade
de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.9) e pelo item anterior, temos
IS|I* = sup (S(X),S(X)) = sup (X,S'S(X)) < sup [|STS(X)| = [[STS|| < [IST[]S]),

IX1I=1 IX=1 I1X]|=1
(2.13)

o scja, |15 < [}5']|. Analogamente, |S1] < [|S]l, portanto, vale (ii). a
Lema 2.12. (3) Todo mapa linear positivo ® : B(H) — B(H) preserva adjunta, isto €,
(®(X)) = &(XT), VX € B(H). (2.14)

Demonstragao. Seja @ : B(H) — B(H) um mapa positivo. Tome A € B(H) hermitiano. Pelo
Corolario 2.2 existe uma decomposicao A = A, — A_, onde Ay > 0. Temos entao
P(A)=P(A, —A ) =P(A,)—D(A).

—— ——
>0 >0

Temos assim uma diferenca de mapas positivos, ou seja, hermitianos, consequentemente essa
diferenca é um mapa hermitiano. Assim, ®(A4) = (®(A))" para todo A € B(H) hermitiano.
Seja X € B(H) qualquer, entdao podemos escrever X =Y +iZ, onde Y e Z sao

hermitianos, assim,

(@(X)T = (Y +i2))' = (2(Y) +i®(2))T = (V) —i(2(2))T = (V) — i®(Z)
= (Y —iZ) = (X,
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Definigao 2.13. Um mapa P : B(H) — B(H) que satisfaz
PI)=1 (2.15)
¢ chamado de unital.

Teorema 2.14 (Desigualdade de Kadison (3)). Seja ® : B(H) — B(H) positivo e unital. Se
A € B(H) € hermitiano, entao

(B(A))? < B(42). (2.16)
Demonstracao. Se A € B(H) é hermitiano, entdo é normal. Pelo Teorema Espectral (1.15),
existem projecoes P; = |j) (j|, onde {|j)} é uma base ortonormal de H, tais que
A=>"\P;, (2.17)
J

onde cada \; é autovalor de A. Desta relacao obtemos

2
- (Z)\ij> = X\ i) (il Z%A)\ i) (j| = Z/\2 (2.18)
J 2
Temos ainda, pela equagao (1.15), que
> P=1 (2.19)
J

Podemos verificar agora que

D(A?%) ©(A)
o(A) I

AJR(P;) A @(F;)

J

2 .

J ]] é positiva para todo j, assim como ®(FP;). Portanto, a matriz
J

(4% (4
D(A) I
Teorema 2.10, temos que

Note que a matriz

em blocos ¢é a soma de matrizes positivas, com isso, também é positiva. Pelo

O(A%) > ©(A)TH(R(A)T = D(A)D(A) = (D(A))*.
O

Teorema 2.15 (Teorema de Choi (3)). Seja ® : B(H) — B(H) positivo e unital. Se A € B(H)
€ normal, entao

D(A)D(AT) < B(ATA) e D(AT)D(A) < D(ATA). (2.20)
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Demonstragao. Se A € B(H) é normal, entao existem projecoes P; = |j) (j|, onde {|j)} ¢é

uma base ortonormal de H, tais que
A= "\P;, (2.21)
J

onde cada \; é autovalor de A. Ainda

;
Al = (Z Ajpj> => NPI=)"\P (2.22)
J J J

e
ij ij i
Podemos verificar agora que
P(ATA) D(A Nil2®(P) \®(P; Nl N
) o] _ s~ ey aer)) _s~ [N AT g s,
P(AT) 1 - \i®(P) o(P) 7 Ao 1
NP N, o .
Note que a matriz | _ é positiva para todo ¢, assim como ®(F;). Portanto, a matriz
(ATA) ©(A)| . . . e
em blocos ¢ a soma de matrizes positivas, assim, também ¢é positiva. Pelo

P(AT) I
Teorema 2.10, temos que

D(ATA) > &(A)TH(D(A) = d(A)D(AT).
O

Teorema 2.16 (Desigualdade de Choi (3)). Seja @ : B(H) — B(H) estritamente positivo e

unital. Se A € B(H) ¢é estritamente positivo, entdo
(P(A) T <d(A™). (2.24)

Demonstragao. Assim como nas demonstragoes anteriores, tome a decomposigdo A = > ; A\ P;,
onde os autovalores \; sdo estritamente maiores que 0 (Teorema 1.18). Pela Proposicao 1.19,

A é inversivel, logo,
~1
J J

portanto,
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assim,

Teorema 2.17 (Russo-Dye (3)). Seja @ : B(H) — B(H) positivo e unital, entao
|®] = 1. (2.26)

Demonstragao. Tome U € B(H) unitario. Os autovalores \; de U satisfazem |\;| =1 (Pro-

posicao 1.22). Note ainda que, por definicao, U é normal, portanto, possui uma decomposigao
da forma U = Zj A; Pj, assim,

Pela Proposicao 2.8, ||®(U)| < 1.
Tome uma contracdo A € B(H). Pelo Corolario 2.6, o operador A admite uma
decomposi¢ao A = $(V 4+ W), onde V,W € B(H) sao unitérios, logo

o)) = |52 + W) = J1007+W)] = S8+ o0V < Slo0)] + 5le0V)] <1,

com isso, ||®(A)|| < 1, para qualquer contracao A € B(H). Ainda,

12 = Sup, @A) = ([ = 1] = 1.

Concluimos entao que ||| = 1. O



3 Dinamica Assintética Quantica

Neste capitulo introduziremos os conceitos de operadores completamente positivos
e quanticos, associando esses operadores com trés axiomas motivados fisicamente. Veremos
que o espectro de um operador quantico esta contido no circulo unitario, assim, teremos um
resultado crucial na construgao do espaco atrator do operador quantico e, consequentemente,
na dinamica assintética do operador, cujo resultado é central neste texto.

Comegamos introduzindo os operadores quanticos de acordo com (10).

3.1 Introducao

Os sistemas classicos podem ser descritos por processos estocasticos. Com frequéncia,
a andlise de processos em varios estagios pode ser descrita por Cadeias de Markov. Num
processo de apenas um estagio, a probabilidade de saida ¢ esta relacionada a probabilidade

de entrada p pela equagao

q=Ep, (3.1)

onde E é uma matriz de transicao de probabilidades. Temos entao que o estado final do
sistema esta relacionado linearmente ao estado inicial.
Assim como os estados cldssicos podem ser descritos por (3.1), os estados quanticos

podem ser descritos por
p=Ep), (3.2)

onde p é uma matriz densidade e £ é um mapa que denominaremos nas proximas segoes por
operador quantico.

Uma maneira natural de descrever a dinamica de um sistema quantico aberto é
consideréd-lo como decorrente de uma iteragao entre o sistema de interesse, chamado de sistema
principal (A), e um ambiente (B) que, em conjunto, formam um sistema quantico fechado.

A dinamica do sistema decorre de uma evolucao unitaria livre em um sistema
composto, isto é, se p € A € pump € B, entao p ® pamp € um estado do sistema composto
A®B.

Com o intuito de reduzir o sistema composto a um sistema tinico, podemos usar o
trago parcial de um dos sistemas que compoe o sistema composto A ® B. Se |a;), |az) € A e

|b1) , |b2) € B, entao o trago parcial de B é definido por

Trp(|a1) (az| @ [b1) (ba|) := [ar) {az| Tr(|br) (bel). (3.3)
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Assim, utilizando o trago parcial, a dinamica principal do sistema é dada por:

E(p) = TralU(p © pams) U], (3.4)

portanto, temos um sistema que, apds interagir com o operador unitario U, nao interage mais

com o sistema ambiente.

3.2 Operadores Completamente Positivos

Tome um mapa ® : B(H) — B(H) positivo. Podemos entao considerar o operador
induzido (Ixy ® @) : My (B(H)) — My (B(#)) dado por

(In ® ®)([Xi5]) = (®([X4])), Xi; € B(H), (3.5)

| X oo le CI)(XH) ®<X1j)
S T (3.6)

Xo -0 Xy (X)) - B(X,)

Definigao 3.1. Um mapa ® : B(H) — B(H) é dito N-positivo quando (Iy @ ®) :
My (B(H)) — Mn(B(H)) € positivo. Se ® é N-positivo para todo N = 1,2, ..., entdo dizemos

que ® ¢ um operador completamente positivo.

Exemplo 3.2. Tomando H = C? e N = 2, podemos definir um mapa ® : B(C?) — B(C?)
por ®(X) = VXVT onde V € My(C). Se X € B(C?) ¢é positivo, entdao para todo v € C?,
temos

(v, (X)) = (v, VXVT) = (Viy, XVTo) >0,

logo, o mapa ® é positivo (1-positivo).

Agora, tome um operador positivo

Ay A
A= |7 T e B(CY). (3.7)
A21 A22
Entao
(I)<A11) (I)(Alg) VAHVT VAHVT V O AH A12 VT O
(L®®)(A) = = =
D(Ay) D(Ag) VAuVE VARV 0 V| |Ay An| |0 VI

logo, ® é 2-positivo.
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Exemplo 3.3. (3) Nem todo mapa é completamente positivo. Seja T'(X) = XT, onde XT

representa a transposta de X. Tome

Ell E12
E21 E22

. (3.8)

_ o O =
o O O O
o O O O
= o O =
_ o O =
o O O O
o O O O
_ o O =

Note que A é hermitiana e seus autovalores sao nao-negativos, assim, A é positiva. Ja

(I ® T')(A) nao ¢ positiva, pois

T T
Ell E12
T T
E21 E22

o O O =
oS = O O
o O = O
_ o O O

Note que F é hermitiana, porém, um dos autovalores de E é —1, logo, F nao é positiva.

Neste texto, estamos interessados em analisar um tipo especial de operadores comple-
tamente positivos, os operadores quanticos. Antes de definirmos esses operadores, analisaremos
um teorema que nos permite reformular a definicao de operador completamente positivo e,
consequentemente, nos permite dar uma boa definicao de operador quantico.

Seja £ : Q1 — @2, onde () é o espago de entrada, formado por operadores densidade,
e Q2 é 0 espago de saida, formado por operadores operadores positivos. Considere os seguintes
axiomas motivados fisicamente:

Al: O Tr[E(p)] é a probabilidade de ocorréncia do processo representado por £, onde
p € o estado inicial. Assim, 0 < Tr[E(p)] < 1 para qualquer estado p.

A2: £ é um mapa linear no conjunto das matrizes densidade, isto é, para probabilidades

{pi}v
£ (Zpipi) = Zpie(p». (3.9)

A3: € é um operador completamente positivo.
Veremos a seguir que todo operador completamente positivo £ admite uma decom-
posicao que depende de operadores do espaco de entrada de £. Por conveniéncia, podemos

supor que ()1 = Q2 = () na demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 3.4. :(10) O mapa & satisfaz os axiomas Al, A2 e A3 se e somente se possui uma

representacao da forma
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onde {E;} € um conjunto de operadores que leva o espaco de Hilbert de entrada no espaco de

Hilbert de saida e satisfaz a propriedade

> ElE <TI (3.10)

Demonstracao. (<) Seja € um mapa da forma E(p ZEpEZ, onde S FEIE; < I.

Suponha que p é densidade, entao

> EipE]

Tr[€(p)] = Tr

-3 T [EipEﬂ -3 T [EJE,-p] -

> ElEp

Ainda, £(p) é positivo, logo, vale Al.

O mapa & ¢ linear, pois

: (;W) > (zpzpz) = ¥ ]

—sz E;pB} = Zm(Z > sz pi);

logo, vale A2.

Tome dois espagos de Hilbert, R e Q, um operador positivo A := A; ® Ay agindo em
R® Q e |¢) um estado de R ® Q.

Denote por Ig o operador identidade do espaco de Hilbert R e defina

lpi) == (In ® E}) [4), (3.11)
temos entao que
(Wl (Ir ® Bi)A(Ir ® Ef) [4) = (pil Alpi) > 0, (3.12)

com isso,

A ®E(A2)) [¥)
AL @Y, EALE]) )
(A1 ® (B AE )) |[4)

(W I E)(A) ) = (I
(W[ (
(Y]
(Ul (IR ® ;) (A1 © A5)(Ir @ EJ) |¢)
(W
3t

(3.13)

(In ® E;)(A)(Ir ® E)) [1))
il Alps) >0,

logo, vale A3.
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(=) Suponha que & satisfaca os axiomas Al, A2 e A3. Nosso objetivo é encontrar
uma soma de operadores que represente £.

Suponha que introduzimos um sistema, R, com a mesma dimensao do sistema quantico
original, (). Sejam |ig) e |ig) bases ortonormais de R e (), respectivamente. Defina um estado

do espaco estendido R ® @) por

= > lin)lio) (314)

e um operador o no espaco de estados de R ® () por
= (r @ E)(|e) {al). (3.15)

Seja ) = >, ¥; |iq) um estado qualquer do sistema Q e ) = > ¥; ) um estado
correspondente em R. Com isso,

(Wlod) = (| (Ir ® E)(|a) () [) = (] (In ® €) (tha liq) Z Jﬂ(]@\)! )=

= Z (Wlir) (el ® E(lig) Gal) 19) &> (lin) (irld) £(lig) (igl)

i7j

= ZZ% (krlir) ¥y (jrllr) E(liq) (o) Zz¢k¢z5kz 0;€(|iq) (Jal)

2%

= Zwi@jg(licﬁ {ol) = E(l¥) (V])-

Como o é positivo, existe uma decomposicao espectral o = s;) (s;|, onde os
) b1 Y
i
vetores |s;) ndo sao necessariamente normalizados. Defina

Ei(|1)) = (d]ss) . (3.16)

Por definicao, E; é linear, assim, F; é um operador linear no espaco de estados de Q).
Ainda,

ZE [0) (| E = Z (Wlsi) (sild) = (Dlold) = E(lv) ().

Temos entao que

=D Eilv) (Wl E], (8.17)

para todos os estados puros [1)) de Q. Por linearidade e pelo fato de € ser convexa,
E(p) =) EipE], (3.18)

para qualquer estado p € R ® Q).
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A condigao Z EzEj < I decorre do Axioma Al, pois se fosse Z EZEZ > [, entao

1> Tr[€(p)] =Tr =Tr > Tr(p) =1,

que nao pode ocorrer, assim, Z E’ZEZT < I O

(2

Z ElE(p)

Como foi visto no teorema 3.4, todo operador completamente positivo P : B(H) —
B(H) admite uma decomposicio em operadores de Kraus {A4;}*_, C B(H), isto é, P pode

ser escrito da forma
P) =Y Aj()AL (3.19)

Além disso, sua adjunta com respeito ao produto interno de Hilbert-Schmidt também é
um operador completamente positivo, ou seja, seus operadores de Kraus sao {A; ;‘?:1 C B(H),

e o mapa pode ser escrito da forma
k
Pi()=> Al()A;. (3.20)
j=1

De fato, se X € B(H),

(X, PIX)) = (P(X),X) = (X)_, A XALX) =37 (A4, X AL X)
= Y Tr((A4XANIX) =38 Tr(A;XTALY) = 3 Tr(XTAlX A))
= Z?:l <X7 A;XAJ> = <X7 Z?:l A;XAJ>

Defini¢ao 3.5. Um operador completamente positivo P : B(H) — B(H) dado por P(.) =
Z?Zl Aj(-)A; que satisfaz
k
D AA; < (3.21)

Jj=1

€ chamado de operador quantico.

Exemplo 3.6. Seja P um mapa da forma P(.) = Z?:l Aj(.)A}. Para A; = 0, ® 03 com
a, B € {x,y,2}" temos que

k
> AlA; =kl (3.22)
j=1

portanto, P é completamente positivo para qualquer £ = 1,2,..., mas, neste caso, s6 é

operador quantico quando k = 1.

1" 0, e op representam matrizes de Pauli (Exemplo 1.21).
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Definigao 3.7. Dizemos que um mapa P : B(H) — B(H) preserva traco quando Tr[P(X)] =
Te(X),VX € B(H).

A~ . . T o
Quando os operadores de Kraus do operador quantico P satisfazem » i AjA; =1, P

preserva traco, pois

Tr[P(X)] =Tr

> A XAl

J

=T 4, x 4] = DT [ 4f4;x]
J J

=Tr

> ATAX

J

= Tr(X).

No caso em que Zj AjA; < I, dizemos que P é trago nao-crescente, pois nesse caso
Tr [P(X)] < Tr(X).

Definicao 3.8. Um mapa P : B(H) — B(H) que satisfaz
PI)<I (3.23)
é chamado de subunital.

O proximo exemplo auxiliard no entendimento da demonstracao do teorema que

segue esse exemplo.
Exemplo 3.9. (2) Seja n a dimensao de B(H),

X o X ¥n
X=1|1: "~ “lelg=1|:1]. (3.24)
an e er Pn
Por defini¢ao, se X € B(H), entdo X > 0 < (| X|p) > 0,Vy € H. Reescrevendo o produto

interno, temos

N
0< (plX|p) = > (wil Xisles) - (3.25)
ij=1
Tome Y; € B(H) e |¢) € H arbitrarios e defina |p;) := Y; |¢) . Temos entao que X > 0 se e
somente se
N N
Z (il Xijles) = D (@Y XyYile) & VIX;Y; > 0,vY; € B(H). (3.26)
j=1 2,7=1
Matricialmente, para todo Y; € B(H),
N X Xan Y
0< > YVIXuY = ... YY) Lo co. (3.27)

ij=1
XNl XNN YN
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Teorema 3.10. (2) Seja P um operador completamente positivo e subunital. Entao
P(XTX) > P(XDHP(X). (3.28)

Demonstracao. Seja P um operador completamente positivo e subunital. Pelo Teorema 1.18,
um operador A € B(H) é positivo se e somente se possui uma decomposi¢ao da forma

T = S7S,S € B(H). Tome o caso particular de uma matriz em blocos

I X
A= ) 3.29
< Xt XTX ) (3.29)
Note que decompondo A como

I X I o\[1I x
A:(XT XTX):<XT0)<0 o)’ (3.30)

temos pelo Teorema 1.18 que A é positivo.

Denotemos por I a matriz identidade em M. Entao temos que

0<(IL,®P)A) = (,®P) ( )é X)TfX ) P ( 79(; ; 797(39(()8() ) _ (3.31)

Portanto,

PXTX) - PXNHPX) = ([PX)]" —1) ( P(ﬁ(*) 737(3)(()*())() > ( Pg) ) >0, (3.32)

pela positividade de (3.31). O

3.3 Dinamica lterativa de um Operador Quantico

Nesta secao analisaremos algumas propriedades muito interessantes do espectro
de um operador quantico P, isto é, o conjunto dos autovalores de P. Comecamos com um
exemplo que envolve alguns elementos da demonstracao do Teorema 3.4 e que auxiliarao na
demonstracao da propriedade de que o espectro de um operador quantico esta contido no

circulo unitario.

Exemplo 3.11. Se P é um operador quantico e |p) = — SV )iy ]i) € H®H é um estado

positivo do espago de estados, entao pelo Teorema 3.4 o sistema quantico v := I®@P : B(H) —
B(H) agindo em |¢) é positivo. Assim como na demonstragdo do Teorema 3.4, tomando

V) = > _51s|0) agindo em @, onde |3) é uma base ortonormal de @, para o caso particular
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em que @ = H = R e [¢)) pertence a base ortonormal de H, temos que |[¢)) = |¢) . Ainda, o

sistema quantico v admite uma decomposicao da forma
=3 S la) ol (33)
,Y - - N °

e os operadores de Kraus de P satisfazem A, (1)) = (o) = (¥]a) , para qualquer |¢)) contido
na base ortonormal de #H. Assim, se |i) |l),|j) |k) s@o elementos de uma base ortonormal de

H ® H, entao temos a relagao

2

[ G @P)(le) () 17) k) |2 =

[0}

(il (Z 1) <a|> ) 1K)

2

1
v (132 W) tali) 1

& P 6D

%@-@Aa(m ()AL k)

2

Teorema 3.12. (12) Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico. Entdo valem as sequintes

relacoes:
(1) Qualquer autovalor \ de P satisfaz |\ < 1;

(ii) Se A € autovalor satisfazendo |\| =1, entdo

Nuc(P — XI) N Im(P — AI) = {0}. (3.34)

Demonstmg:do (i) Pelo exemplo anterior, o sistema quantico I @ P : B(H) — B(H) agindo no
estado |p) = \F SV 1i) i) € H ® H 6 positivo. Tomando elementos arbitrarios |i) 1), |5) k)
de uma base ortonormal do espaco de Hilbert estendido H ® H, temos pela positividade de

I ®P que
2

[ G @P)(le) () 17) k) 7 = %@\P(W k)| (3.35)

Ainda, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

2

5GP GN 10| < 7 6P 7 (P )16 (336
assim, para todos [, =1,..., N,
S LGP G R P <1, (3.31)

Lk=1
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pois,
N 3.36) LV

> LGP Gk 2 £ > P ) [0) (kIP(1) (1) k) =

ik=1 ik=1

Mz

N
(| P(I1) € Zk‘\PIJ (1) [k) =

= Te(P(|1) AD)Te(P() (1)) < Te([) ANTx(l5) (I) = ) Gla) = 1,

onde usamos a hipotese de que P tem a propriedade de trago nao-crescente e que [ e j sao
ortonormais.
Tome um autovalor A do mapa P correspondente ao autovetor X. Pela equagao
(1.16), podemos escrever
X = (X, (3.38)
1j=1

logo,
2

APIXIP = PO =

P <Z {1X15) 1) <j!>

1j=1

N 2

oy

ik=1

n

> X5 P (1 Gl

l7j:1

llXIJ (RIPAD (1) 1)

< 31X | Z kPO G 1) 12 S xR

Lj=1
Concluimos que se A é autovalor de P, entao |A| < 1.
(ii) Tome A autovalor de P tal que [A\| =1e X € Nuc(P — AI) N Im(P — AI). Por
definicao P(X) — AX =0 e existe Y € B(H) tal que P(Y) — \Y = X.
Afirmamos que P*(Y) = \"Y + nA\"'X V¥n > 1. De fato, por inducao podemos ver
que para n = 1, a hip6tese de inducao é satisfeita pela hipétese P(Y) — A\Y = X. Supondo

valido paran — 1,

PrY) = P(P™YY)) = POM\'Y + (n — DA2X)
N IP(Y) + nA 2P (X) — A 2P(X)

= AHX +NY) + 0\ 20X — A" 2AX (3.39)
= AIX 4 AY A lX - ALY
= \Y +n\" X,
Assim, vale
Wy = A"IX = %P”(Y) — %)\"Y,Vn > 1. (3.40)
—_—— ——

=Hn ‘=Un
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Note que v, decresce mais rapidamente que w, para A € g; quando n — oo.
Agora tome uma base ortonormal {|i)} do espago de Hilbert H, assim, uma base de
B(#H) ¢ dada por {|i) (j]}, entdo temos

N

PHY) =Y (Y] P (1i) (])- (3.41)

ij=1
Ainda, P™ é completamente positivo e traco nao-crescente, portanto,

3.37

(3.37)
0 < [[(UIP™(|&) G W]l < 1,¥n=0,V1 <k, I<N. (3.42)
Verificamos assim que i, =30, logo, wy, 2% 0, portanto, concluimos que X = 0,
pois |A| = 1. O

Exemplo 3.13. Sejam P; : B(H) — B(H) definido por

Pi() = ZAi(.)AI, (3.43)

onde

1[4+ 1 1 1 [=i 0
A= — Ay = — Ay = — 3.44

e Py : B(H) — B(H) definido por

Pa) = > Bi()B], (3.45)

1 1
' aBQZ_
-1 1 3

Temos entao que P; nao ¢é operador quantico, pois Zf’zl AZAZ- = g] > [, enquanto

onde
1 0

1 1+

B, =

1[-i 0
By = - : 3.46
5 3[0 @] (3.46)

1
3
que Py é operador quantico, pois Z?:l BJBi = g[ < I.

Os autovalores de P; sao —%, 0,1e g, e os autovalores de P5 sao —%, 0, % e g, portanto,

operadores completamente positivos que nao sao operadores quanticos podem ter autovalores

com modulo maior que 1.

Definicao 3.14. Seja T um operador linear com autovalor \. A multiplicidade algébrica
de A\, m(A), é a dimensdo do autoespago de T correspondente a \. A multiplicidade

geométrica de \, g(\), é a dimensao do autoespaco generalizado de T correspondente

a A. Sabemos que g(\) < m(\) (6).
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Definicao 3.15. Seja P : B(H) — B(H) um operador quintico. Definimos o espago atrator
de P por
Attr(P) = @D Nuc(P — M). (3.47)
IA=1
Teorema 3.16 (Forma Canodnica de Jordan (1)). Sejam V um espago vetorial complexo
de dimensao finita e T um operador linear em V. Existe uma base de V em que a matriz
correspondente ao operador T tem a forma canonica de Jordan, isto é, T pode ser diagonalizada

por uma matriz em blocos

J1 0
, (3.48)
0 Ip
onde cada J; € uma matriz superior triangular da forma
o -
A1
Ji = . (3.49)
A1
A

Demonstragao. Demonstragoes desse teorema podem ser encontradas, por exemplo, em (1,

8). 0

Seja P um operador quantico. Podemos decompor P de acordo com a Forma Canonica
de Jordan, assim, decorre do Teorema 3.12 que todo bloco de Jordan associado a um autovalor
de médulo 1 é unidimensional. De fato, suponha que A € o é autovalor de P. Para mostrarmos
que um bloco de Jordan é unidimensional, precisamos mostrar que as multiplicidades algébrica
e geométrica coincidem. Por absurdo, suponha que m(A) # g(\), assim, existe um bloco de
Jordan J correspondente a A tal que sua dimensao é maior que 1, ou seja, existe v € B(H)
autovetor generalizado de P, isto é, existe um N inteiro positivo tal que (P — AX[)Yv =0e
(P — ANty £ 0, logo, (P = A)(P = X)V "o =0 = (P —AX)""1v € Nuc(P — \I). Ainda,
note que (P — AXI)V "1y € Im(P — AI), pois N > 1. Temos entao que 0 # (P — A)V 1o €
Nuc(P — M) N Im(P — M), contrariando o Teorema 3.12.

A seguir, utilizaremos a notagao o := {\ € C|P(p) = A\p} para representar o espectro

de um mapa P e oy denotard o subconjunto de o constituido pelos elementos de médulo 1.

Teorema 3.17. (12) Dado um operador inicial X (0) € B(H), assintoticamente, a dindmica
iterativa de qualquer operador quantico P : B(H) — B(H) ¢ dada por

Xoo(n) = 2 A" X Tr(XMTX(0)) (3.50)

A€oy,i=1
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lim || Xoo(n) — P(X(0))] = 0. (3.51)

n—00
Assim, os autovetores Xy, sao determinados pela relacdo P(Xy;) = AXy; parai=1,...,dy,
assim, dy = dim[Nuc(P — X)], com X € ay. Seus vetores duais X' € B(H) com respeito
ao produto escalar de Hilbert-Schmidt sao definidos pelas propriedades Tr(X)"“X/\/J»/) =
Sy 0, YA, N € 01 € para A € 0y cada XM ¢ ortogonal a todos os autoespacos Nuc(P — M)
com |\'| < 1.

Demonstracao. Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico e tome uma forma normal de

Jordan de P em relagio a transformagao de base T' € B(H), isto é,
P=TJT, (3.52)

onde J € B(H) denota a forma normal de Jordan do mapa P. Temos entao que o mapa

iterado P™ pode ser escrito da forma
P =TJ"T (3.53)

Tome agora um bloco de Jordan J; da matriz J na posigao (i,7). O médulo de cada

entrada dessa matriz elevada a n pode ser estimado por

()] = nel 07 ( t ) S L WU
n—(G—i) = (== -9
Pelo Teorema 3.12, |A;| < 1. Podemos entao dividir o problema em dois casos: se |A\;| < 1,
entdo lim |\z|""%n?% = 0. Este resultado é de suma importancia, pois nos permite concluir
que osn%ﬁcos de Jordan correspondentes aos autovalores com moédulo menor que 1 nao
contribuem para a dinamica iterativa do mapa P. Se |A| = 1, entao o bloco de Jordan
associado ¢ unidimensional.

Consequentemente, o mapa P™ pode ser diagonalizado no subespaco atrator

Attr(P) = @D Nue(P — M), (3.54)

=1
que é gerado pelos autovetores Xy ;,2 = 1,...,dy. Esses autovetores X ; satisfazem a relagao
P(Xy;) =AXy;parai=1,...,d\ e X € gy := {A|[A\| = 1} e em geral eles nio sdo ortogonais
(com respeito ao produto escalar de Hilbert-Schmidt). Consequentemente, no limite de um
nimero grande de iteragoes n, é suficiente expandir qualquer operador linear X (0) € B(H)

nos termos desses autovetores, isto €,

X(0) = Z 2 23X +Y(0), (3.55)

A€oy 1=1
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onde z),; € C e Y(0) denota a parte de X (0) que estd contida no autoespaco de autovalores
Al < 1.

Afirmamos que os coeficientes z ; sao dados por
zy; = Tr(XMTX(0)), (3.56)

onde X € B(H) denota a base dual de X ; que satisfaz as relacoes Tr(X X ) = 0,0,
para todos os autovetores generalizados de uma base de Jordan. De fato,

dys

Tr[XMIX(0)] = Tr | XM [ Y 2y Xy +Y(0)

Neoy,i'=1

} dy } (3.57)
= Tr AX'A’”L Z x)\’,i’XX,i/ —|—TI'[X>\’ZTY(0)]

Neoy,i'=1

= T

onde a tltima igualdade segue do fato de que Tr(X*1 X, i) = 00

Temos entao que

l

G dA
= D mN X — PHX(0))
= || D). wuP (X)) - PHX(0)

A€oy,i=1

[Xeo(n) =PHXO) = || Y. A"X\Te(XM1X(0)) — P™(X(0))
= || D P(@niXni— X(0)
= an < i x)\’iX)\’i_X(O)>H

| (3.58)

A€oy,i=1
dx
A€oy,i=1
A€oy,i=1
1P (Y (0))]] = 0.

]

Este teorema nos fornece uma boa caracterizacao para a dinamica assintética do
mapa P", porém, ainda é dificil encontrar o valor de X, j& que conhecemos apenas as
propriedades que compde os vetores duais X*?, e ndo uma forma explicita para eles. Veremos
no préximo capitulo que é possivel encontrar uma forma explicita para os vetores duais, assim,

poderemos calcular o valor de X, explicitamente.



4 Construcao da Base Dual Assintdtica

Neste capitulo buscamos determinar uma base apropriada para o espago dual as-
sintético, com isso feito, poderemos determinar explicitamente os vetores duais X, con-
sequentemente, poderemos calcular o valor de X, explicitamente. Para isso, analisaremos
operadores quanticos P : B(H) — B(H) de modo a satisfazerem a propriedade P(p) < p para
algum p € B(H) estritamente positivo. A partir dessa andlise, faremos uso de um produto
interno que relaciona o produto interno de Hilbert-Schmidt com algum operador estritamente

positivo p € B(H) que satisfaz P(p) < p.

4.1 Espacos p-Ortogonais

Teorema 4.1. (12) Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico que satisfaz a propriedade
P(p) < p para algum p € B(H) estritamente positivo. Entdo para todo autovalor \ € oy,

temos

(i) X € Nuc(P — M) < Xp~t € Nuc(PT — (1/M\)I);
(ii) X € Nuc(P — M) < p~'X € Nuc(Pt — (1/A)]);
(iii) X € Nuce(P —Al) & p~' Xp € Nue(P — Al).

Demonstragao. (i) Tome o mapa S : B(H) — B(H) definido por

S(X) = PH(Xp7)p2. (4.1)
A adjunta de § é dada por
SH(X) =P(Xp2)p 2. (4.2)

De fato,

1 1 1 1

(X,SM(X)) = (S(X),X) = (PI(Xp2)pz, X) = (3, Al(Xp~2)A4;p2, X)
= 3, Tr(pr Alp 2 XTA;X) = Tr(XTA; X p2 Alp2)
= > (X, bep%A}p‘%) =(X,2>_; AjXp%A}p_%>
= (X, P(Xp2)p~2).

Como P é operador quantico, P é subunital, pois

P =Y Al4; <1, (4.4)
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portanto, pelo Teorema 3.10,
PHX)PHXT) < PHXXT),VX € B(H). (4.5)

Note que,

t k
(PH(Xp™'/%)) <ZA* XA ) = 5" Al 2 xh) A, = PH(p V2 XT), VX € B(H),

=1

com isso, se p € B(H) é um operador estritamente positivo satisfazendo P(p) < p, entao

ISP = Tr[(S(X))'S(X)]
= Tr[(PN(Xp~2)pz) " PH(Xp~2)p2]
= Tr[PHp s XPH(Xp2)p)
< Te[PH(p 2 XTXp2)p) (46)
= Tr[p 2 XTXp 2P (p)] |
< Ti(p:X'Xpip)
= Tr(XTX)
= [IX|* VX € B(H).
Obtemos assim que
Prop 2.11
L= sup X[ > sup [S(X)| =[S =[5, (4.7)
X]=1 1 X]=1
logo, os mapas S e ST sdao contracoes.
Se X € Nuc(P — A\), entao
IST(Xp~2)| = [P(Xp~2p2)p 2| = [P(X)p~2 ] = NI Xp 2, (4.8)
além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
ISTXp2)|? = Tr[(SH(Xp2))ISH(Xpm2)] = Te[(Xp~2)ISSH(Xp2)]
ISST(Xp=2)[I[|X 2| < ISIISTIIXp~2 12 (4.9)

<
_1
< [ Xp7z|

Por hipétese, |A| = 1, logo a equacao (4.8) implica que ha igualdade em (4.9),

portanto,
ISSH(Xp2) — Xp 3|2 = (SS'(Xp7) — Xp~2, 88 (Xp2) — Xp73)

= IS8T (Xp~2) | — (Xp 3,88 (Xp~2)) — (SST(Xp~2), Xp~2) + | Xp~2|?
— 88T (Xp2)|12 = 2|ST(Xp~2)|> + | Xp 2| = 0,
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com isso, SST(Xp~2) = Xp~2.
Ainda,
Xp2 = SSI(Xp2) = S[P(Xp 2p2)p 2] = S[P(X)p 7]
= PIP(X)p72p72]pz = PHP(X)p~")p2 = PT(AXp~!)p2 (4.10)
= APH(Xp)p2,
logo,
1 1 1 ]_ 1
APH(Xph)p2 = Xp~2 = PI(Xp !)p2 = 1 Xp~2 (4.11)
= Pl(Xp™) = ;Xp_l = \Xp, (4.12)
ou seja, Xp~t € Nuc(PT — (1/M)1).
Reciprocamente, suponha que Xp~! € Nuc(P' — (1/A)I). Entao
IS(Xp™2)| = IP(Xp~")pz ]| = N[ Xp~ " p2 || = IMIXp2 ], (4.13)
além disso,
IS(Xp~2)[2 = Tr[(S(Xp2))IS(Xp~2)] = Te[(Xp~2)fStS(Xp2)]
< ISTS(Xp72)[[IXp72 [ < ISTIISIIX P22 (4.14)
< [ Xp7z|?,
assim,
ISTS(Xp72) = Xp~ 2| = | SIS(Xp72)[* = 2S(Xp 2)|* + [ Xp72|* = 0,
entao,
Xp2 = S8'8(Xpm2) = S'PI(Xp)p2] = P[P (Xp")plp~
1 1 1 1
=P|=Xp | p 2 =_"P(X)p z.
P L p p} p L P(X)p
Com este resultado temos que
1 1 1
X = XP(X)p_?p5 = P(X) = \X, (4.15)
ou seja, X € Nuc(P — AI), portanto, vale (i).
(i7) Tome agora o mapa T : B(H) — B(H) definido por
T(X) = p*Pl(p"2X) (4.16)
A adjunta de T é dada por
THX) == p 7 P(p2 X) (4.17)
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De fato,
(X, THX)) = (T(X), X) = (p2P(p72X), X) = (P(p72X), p2X) (418)
= =(p 2 X, P(p2X)) = (X, p2P(p2 X))
Como no item (7), podemos calcular
T2 = Ta[(T(X)'T(X)]
= Tr[(p2P(p~2 X)) p2P1(p~2 X))
= Tr[PH(XTp2)pPl(p 2 X)]
_ )t X VP XT s
Te[P'(p ;X)P ()i p2)p) (4.19)
< TPl (p 2 XXTp2)p]
= Tr[(p 2 XXTpm2)P(p)]
< Tr[p 2 XXTp2p)
= Tr(XTX) = || X]|7?,
assim, 7 e T sdo contracoes.
Se X € Nuc(P — M), entao
1T (p 2 )| = [l 2 P(p2p 2 X)|| = [lp 2 P(X)|| = [Alllp~2 X, (4.20)
além disso,
ITHp2X) P = T[T (p 2 X)) T (p 2 X)] = Telp 2 XT T (p~2X)]
ITT ez X)X < (ITIIT o2 X7 (4.21)

<
1
<l X

Por hipétese, |A\| = 1, logo a equagao (4.20) implica que hé igualdade em (4.21),

portanto,
ITTH (o2 X) = p 2 XIP =TT (0 2X) = p 2 X, TT(p 2 X) = p 2 X)
= [TT (o 2 X) | = 2T p 2 X2 + o 2 X > = 0,
com isso, TTT(p~2X) = p~2X. Ainda,

prEX = TTHphX) = Tl 4P(pkp 2X)] = Tlp HP(X)

1
= p X =PI X) = 3p7 X = Pl(p 1 X),

ou seja, p~ X € Nuc(PT — (1/M)I).
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Reciprocamente, se p~*X € Nuc(PT — (1/A)I), entao
IT (™23l = 12 P (o2 X0 = llo* Ao X) | = NI}~ X (4.22)
além disso,
IT (21 = Tel(T(p™2)) T (X)) = Ta[X p3TIT(p2 X))

<IT'T (2 X) e~ 2 X1 < o7 X%,

assim,

ITIT(0™2%) = p72X|* =0, (4.23)
logo,
pEX =TIT(p2X) = THpiPH(p™' X)) = 3T (p72X) = 3p 2 P(p2p 2 X) = Jp 2 P(X)
= \X =P(X),
ou seja, X € Nuc(P — \I).

(iii) X € Nuc(P — ) B p71X € Nue(P — (1/N]) & p~'Xpp~' € Nuc(P' —

/N & p 1 Xp € Nue(P — AD). O

Exemplo 4.2. Considere as seguintes matrizes:

. 1 7 0 . —1 1 0 . 010
Al=— -1 =i 0 |, Ap=—|i 1 0 |, A3=—1{10 0 4.24
= N R VA 1= (4.24)

0 0 1—1 0O 0 —1—12 0 0 1

Temos que AIAl + A$A2 + A£A3 = I, com isso, defina o operador quantico P :
B(H) — B(H) por

3

P)=>_ Ai()AL (4.25)
i=1
Os autovetores de P em o; sao
1 2410 000
Xp=[-2-4 1 0, Xa=1{00 0 (4.26)
0 0 0 0 01
Considere o operador
1 =2+%0
p=|-2-1% 1 0 (4.27)
0 0 1
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O operador p é estritamente positivo, pois é hermitiano e todos seus autovalores sao

positivos e nao-nulos. Ainda, pelo mesmo argumento, podemos verificar que

3 17 |
5 "wmtw 0
p—Plp) = |- & 2 0 >0, (4.28)
0 0 1
assim, P(p) < p.
Como
5 i 64 8 _ 16
Xippt=|-2-1 1 o |2+ 2 2 ol=1|010f, (4.29)
0 0 0 0 0 1 000
temos pelo Teorema 4.1 que
10
0 1 0| € Nue(P" — (1/M)1). (4.30)
0 0

Como Xp~! = p~1 X1, obtemos o mesmo resultado.

Tome um operador estritamente positivo p € B(H). Podemos entao definir o produto

iterno

(X,Y), = (X,Yp )us, (4.31)

onde a inversa de p sempre existe e é hermitiana (Proposi¢ao 1.19). Pela positividade estrita
de p, temos que p~! também é estritamente positiva.
Essa definicao é, de fato, um produto interno, pois para todos X,Y € B(H), as

seguintes propriedades sao satisfeitas:
(1) <X7 Zk akYk)ﬂ = <X’ Zk akYk’p71>H5' = Zk ak<X7 Y;9P71>HS = Zk ak<X7 Yk>p;

(i) (X,Y), = (X, Yp us = Tr(XYp~') = Tr(p~' XTY)
= <Xp717Y>HS = <Y7 Xp_1>HS = O/’ X>p

i) (X, X), = (X, Xp Vs = To(XTXp1) = Te(Xp~1XT) = (X, p 1 XT) g > 0.
P

(iv) (X,X), =0« X = 0. Seja p~! = AAT, B(H) > A > 0 a decomposigao de p~*
assegurada pelo Teorema 1.18. Como A é estritamente positivo, também admite inversa,
logo

(X, X),= (X, Xp Ypgs =Tr(XTXp™!) = Tr(XTXAAT)
Tr(ATXTXA) = (XA XA)ys = || XA

Assim, (X, X),=0< | X4 =0 XA=0c XAA ' =0 X =0.
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Quando (X,Y), =0, escrevemos X 1,Y e dizemos que X e Y sao p — ortogonais.

Teorema 4.3. (12) Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico que satisfaz P(p) < p
para algum p € B(H) estritamente positivo. Entao

(i) Se A € 01 € autovalor de P, entdo

Nuc(P — X)L, Im(P — \I) (4.32)

Nuc(P — X)) Im(P — AI) ={0}; (4.33)

(ii) Se A\, Ae € 01 sao autovalores distintos de P, entiao seus autoespacos associados sao

p — ortogonais, isto €,

Nuc(P — MI)L,Nuc(P — A1). (4.34)

Demonstracao. (i) Tome A\ € oy autovalor de P, N € Nuc(P—AI) e R € Im(P — \I), assim,
existe A € B(H) nao-nulo tal que (P — AI)(A) = R. Temos entao que

(N.R), = (N, Rp™)us = Te(NRp™) = Te[NT(P — AT)(A) ]
= Tr[NTP(A)p~t — ATr[NTAp~1] = Tr[p ' NTP(A)] — NTr[NTAp~!]
= Tr[(PH(Np= )T A] = ATe[NTAp~1] T&" Te[(ANp~ )T A] — ATe[NTAp]
= ATr[p I NTA] — ATr[NTAp~1]
= 0.
(4.35)
(ii) Tome A, Ay € o7 autovalores distintos de P, N3 € Nuc(P — MI) e Ny €
Nuc(P — A1), assim,

(N1, No), = (N1, Nap™) s = Tr(N] Nop™!) = %((P(Nl))TNwl)

1 eo 41 1 _
_ X_Tr(J\fﬁDT(z\gp—l)) Teg i X—Tr(Nj Ay Nop™h) (4.36)
1 1
1 1
= ——Tr(N{Nop™1) = =——(Ny, Nop V) srg = =——(Ny, N),.
~ (N] N2p™) )\1)\2< 1, Nop™ s )\1)\2< 1, Vo),

Temos entdo que A\ (N7, Na), = (N1, Na),, que ocorre se e somente se (N1, Na), = 0,
pois, por hipdtese, A\; # As.

4.2 Uma Base Dual

A partir dos resultados ja vistos no texto, poderemos agora construir uma base

adequada para o espaco dual. Essa construcao é demonstrada no teorema a seguir.
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Teorema 4.4. (12) Seja P : B(H) — B(H) dado por P(.) = ¢ A;()A! wm operador
quantico satisfazendo P(p) < p para algum p € B(H) estritamente positivo. Entao os vetores

duais XM correspondentes aos autovetores Xy, X € 0y, onde i € {1,...,dy\}, sdo dados por
XM = Xop [ Tr(XT Xoap )7L (4.37)
Demonstracao. Aplicando o Teorema do Nicleo e da Imagem ao mapa P — I, temos
dim[Nuc(P — XI)] + dim[Im(P — XI)| = dim[B(H)], (4.38)
assim, aplicando os Teoremas 1.6 e 4.3, obtemos
Nuc(P — M) @ Im(P — X)) = B(H). (4.39)

Tome J; 1= EB Nuc(P —A) e Jg := ﬂ Im(P — AI). Pelo Teorema 4.3, Nuc(P —
A€oy A€o
M) L,Im(P — M), assim, pela Proposicao 1.5, temos que

[Z Nuc(P — )\I)] = [ [Nuc(P =AD" = () Im(P — \I), (4.40)

A€o AEo1 A€ot

ou seja, Ji = Jo, assim,
J1©J2 = B(H). (4.41)

Portanto, o espago Js contém todas as contribui¢oes dos autoespacos Nuc(P — )
com |A| < 1, cujas dindmicas nao contribuem para o mapa iterado P" quando n — oo, logo, o
espaco atrator de P é gerado pelos autoespacgos p-ortogonais Nuc(P — AI) com A € o1, logo,

o espaco atrator é da forma

Attr(P) = @D Nuc(P — A). (4.42)

Se Y € B(H), entao a projegao ortogonal de Y sobre o espaco atrator Attr(P) é
dada por

T(Y) Z oriXni 2 Z Te(XMY) X0 = Y Te(XMY) X,

AEo,i=1 AEo,i=1 A€oy

onde a tltima igualdade decorre de propriedade de Tr(X At X Nir) = OanOiir
Tome uma base p-ortogonal para Attr(P) constituida pelo conjunto de autovetores
{X A € 01,i=1,...,d,\}, onde cada elemento dessa base é um autovetor correspondente a

algum autovalor A € o;.
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Seja p € B(H) um operador estritamente positivo que satisfaz P(p) < p, entdo, pelo
Teorema 1.2, podemos escrever o operador X p como combinacao linear dos elementos em

{X,:} com coeficientes a; dados por

<X>\’,i’7 XA’ip>P

ay; = Kn o X )y (4.43)
Temos também que
(Xnir, XMp), = (Xna, XM pp s = (Xnir, X)) gs = (XM, Xy i) ms
Tr(XMTX i) = Oxw i = Oxndiir
e
(X, Xnvar)p = (Xnvr, Xnop™ s = Te(X], , Xvarp™").
Juntando estes resultados temos que
XM = i axiXys = %: OO0y [T X))
. Neor,i'=1 S Neay,i'=1 TT(XL,Z'/XNJ',OA) T AR ’
(4.44)
consequentemente,
XM = Xop [ Te(X] Xop )70 (4.45)
O

Com este teorema temos uma boa maneira de calcular o operador X, do Teorema 3.17,
pois se temos um operador quantico P e encontramos um operador p € B(H) estritamente
positivo que satisfaz P(p) < p, precisamos apenas encontrar os autovalores de médulo 1, seus
autovetores correspondentes e os vetores duais para obtermos o valor de X, isto é, o valor
de P"(X(0) para n grande e X (0) € B(H) positivo qualquer.

Exemplo 4.5. (12) Seja p € (0,1). Tome os operadores

1 0 0
0 1/2 3)2
0 V3/2 —1/2
0 0 0

1 0 0

B 0 1/2 —3/2
Az=VImp —V3/2 —1/2

0 0 0

A =P (4.46)

_ o O O
_ o O O

Temos que Al A; + Al A, = I, portanto, o mapa P : B(H) — B(H) definido por

2

P) =) Ai()A] (4.47)

i=1

é um operador quantico.
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Os autovalores de P sao {—1, —\/3102 —3p+1, \/Bp2 —3p+1,1}. Como queremos

encontrar o espago atrator de P, precisamos verificar quais sao os autovalores pertencentes a

o1. E claro que —1 e 1 pertencem a oy, j4 os autovalores —/3p2 —3p+1le/3p2—3p+1
nao. De fato, os tinicos valores reais de p que satisfazem 3p? —3p +1 =1 sdo 0 e 1, enquanto
que nenhum p real satisfaz 3p? — 3p + 1 = —1, logo, nao é possivel que estes dois tltimos
autovalores pertencam a o.

Os autovetores correspondentes a —1 e 1 sao:

00 0 0 1000 000 1
00 —1 0 000 0 0000
X 11 = X1 = , X192 = )
01 0 0 000 0 0000
00 0 0 000 0 000 0
000 0 000 0 000 0
010 0 000 0 0000
X5 = Xy = Xy =
B0 10 looool " oo oo
000 0 1000 000 1

Note que os operadores de Kraus que compoem o operador quantico P sao hermitianos,

assim, P(I) = I. Aplicando o Teorema 4.4, verificamos que os vetores duais correspondentes

sao:
0 0 0 0 1000 00 01
-1l _ 0 0 -—-1/2 0 Ll _ 0000 12 _ 0000
0 1/2 0 o0f’ 000 0 000 O0f
0 0 0 0 0000 0000
0 0 0 0 0000 0000
13 _ 0 1/2 0 0 L _ 0000 L5 0000
0 0 1/2 of’ 000 0 0000
0 0 0 0 1 000 0001
Tome um operador inicial positivo
T11 T2 T13 T4
X(0) = |12 T
T13 T23 T33 T34
Ti4 Toa T3a Tag
entao,

Xoo(n) = (=1)"X_1; Te(X X (0) + ) 1"X, Tr(X 71X (0))

=1 =1
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0 0 0 0 T11 00 0 0 00 T14
(=1 |0 0 vy —Tm 0| 00 0f 000 0
2 0 —x93+ To3 0 0 0 0O 00 0 O
0 0 0 0 0O 0 0 O 000 O
0 0 0 0 0O 0 0O 000 O
10 xoy+ 233 0 0 0O 0 0O 000 O
+2 + +
210 0 Too + x33 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 T4 0 0 O 00 0 a2y
-55‘11 0 0 $14-
0 w Ci(—1)"S(ag) O
0 i(—1)"S(x23) % 0
| T14 0 0 vy

onde ¥(z) denota a parte imaginaria de = € C.

Note que, neste caso, o operador X (n) depende do operador inicial X (0). Ainda, as
entrada na segunda linha da terceira coluna e a terceira linha da segunda coluna dependem de
uma entrada de X (0) e de n. Note que fazendo n — oo, o operador X, (n) converge apenas
se Ta3 € R.

Temos ainda que

00 0 O
=g |V 0t (4.48)
01 0 O
0000)
¢ uma base de Nuc(P + I), enquanto que
10 00 0 001 00 0O _OOOO 0 00O
N, = 000070000’01007000070000
0 00O 0 00O 0010 0000 0 00O
00 0O 0 00O 00 0O _1000 0 001
(4.49)

¢ uma base Nuc(P — I). Como —1 e 1 sdo os unicos autovalores de P com médulo 1, temos
que Attr(P) = Nuc(P —I) @ Nuc(P + I), logo, uma base para o espaco atrator é Ny U Nj.

No proximo capitulo sera feita uma construgao para o espago atrator, assim, teremos
propriedades muito interessantes em relagao aos operadores de Kraus, autovetores do operador

quantico e o operador p € B(H) que define o produto interno utilizado neste capitulo.






5 Construcao do Espaco Atrator

Vimos no final do Capitulo 3 que uma base para o espaco atrator de um operador

quantico P : B(H) — B(H) é dada por

Attr(P) = @D Nuc(P — M). (5.1)

|Al=1

Neste capitulo veremos que quando existe um operador estritamente positivo p € B(H)
satisfazendo P(p) = p, entdo uma base para o espago atrator é constituida por operadores em
B(H) que satisfazem propriedades relacionadas aos operadores de Kraus, aos autovalores e ao

ponto fixo p do operador quantico.

Teorema 5.1. (12) Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico dado por P(.) =
S A()AT satisfazendo P(py) < py para algum py € B(H) e Pl(pa) < po para algum
p2 € B(H), onde py, ps sao estritamente positivos. Tome XA € o1 ¢ N € Nuc(P — X\ ), entdo
para todo 1 € {1,...,k}, vale

p2AiNpt = Apa Nyt A;. (5.2)
Demonstragao. Tome N € Nuc(P — \I) e considere o mapa S; : B(H) — B(H) definido por
Si(N) = Ay *Npi* Aipy " = py? AiNpr V2. (5.3)

Podemos entao calcular

[Si(NISAN]T = A >Nyt Aup? — py AN o7 Oy 2 Al ENTpy* — pr VENT AL py/?)

= [APpy 2 Nprt Aipr Al pT N oy — Aoy 2Nt AN T AL py/?
Ay PAN ANty + py AN prENT ATy,
(5.4)
Com este resultado e pelas propriedades do trago, temos

k k
ZTr{S (N7} =Tr [ [A2py "Nt >~ Aipn Alpr ' NTpy/? = oy Npit Y~ ANTAlp
i=1 i=1

+Tr | =\ WZA NA! —1N*p1/2+p1/22A Npy'NTAlps/?

=1 1=1

— APTr[py > Npr ' P(p1) pr N /%) = ATe[py/* N pr ' P(NT) 3]
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—XTi[py *P(N)pr 'N'py/*] + Te [N p ' NPT ()]

= APTe[Npy ' P(p1)pr ' NP pa] — ATe[Npr ' P(NT) o

—ATr[P(N)py ' Nps] + Tr[Npy 'NTPY ()]

< PPTe[Npr prpr ' NTps] — ATe [N pp PP (NT) o]

—ATr[P(N)py ' Nips] + Tr[Npy ' N'p,|

= |APTr[Npy 'NTpo] — ATY[N py AN o]

—ATr[ANp; ' NP po] + Te[Npy ' N py]

= [APTe[Npy 'NTps] — [(APTE[Npy ' N' o]
—APTe[Npy N po] + Te[N py ' N o]
= 0.
Portanto, se N € Nuc(P — AI), entdao S;(N) =0,Vi € {1,...,k}. Temos entao que
AYEN o AgpV? = pl/2 AN 2
= Ay 2oy PN pT Aipy o0 = 20y 2 AN py P pr P

Teorema 5.2. (12) Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico dado por P(.) =
S A()AT satisfazendo P(p) < p para algum p € B(H) estritamente positivo. Entio

se € oy e N € Nuc(P — Al), as sequintes relagoes sao satisfeitas
(i) AiNp™t = ANptA;

(ii) AINp=t = (1/M)Np~t AL

(iii) A;p7IN =X \p INA;

(iv) Alp™'N = (1/0)p ' NAL,

Vie{l,...,k}.
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Demonstracdo. Note que o operador identidade é estritamente positivo. Além disso, PT(I) < I.
Assim, pelo Teorema 5.1, para p; = p e py = I, temos TA;Np~! = A\INp~tA;, logo, vale (i).

Note que Pt é da forma P1(.) = 2% | Al(\)A;. Por hipétese, P(p) < p, logo, PH(I) <
I. Ainda, pelo Teorema 4.1, temos que Np~! € Nuc(P' — (1/\)I), portanto, aplicando o
Teorema 5.1 ao mapa P para p; = I e py = p, temos que

_ 1 _ _ 1
pA}Np IZXpr 1AZT:>A}Np 1:XNp 1AI,

logo, vale (ii). Analogamente, temos que p~*N € Nuc(PT — (1/A)I), entdo para p; = I e
P2 = P,

1 1
pAlp™'N = Spp ' NAT = Alp™'N = £p ' NAJ,

logo, vale (iv).
Pelo Teorema 5.1, a equagao (5.2) vale para qualquer N € Nuc(P — AI). Por hipdtese,
N € Nuc(P — M), assim, pelo Teorema 4.1, p~'Np € Nuc(P — M), portanto, para p; = p e

p2 = 1 em 5.1, temos que
Ai(p 'Np)pt = XNp 'Np)ptA; = Aip ' N = \p ' N A,
logo, vale (ii). O
Seja P : B(H) — B(H) um operador quantico descrito por P(.) = 3¢  A;() Al
Definimos, para i € {1,...,k}, o conjunto

DOp) = {N € B(H) | ANp™t = ANp~ A, AINp™ = (1/0)Np 1 A]

5.5
AipTIN = ApT'NA;, Alp'N = (1/0)p ' N AT} )

Se P satisfaz P(p) < p para algum p € B(H) estritamente positivo e A € oy, entao,
pelo Teorema 5.2, vale

Nuc(P — M) CD(A, p). (5.6)

Veremos no préximo coroldrio que se tomarmos p tal que P(p) = p, entao D (A, p) C
Nuc(P — M), ou seja, Nuc(P — X\) = ©()\, p). Teremos assim uma base para o espago
atrator do operador quantico descrita pelos operadores de Kraus, autovetores e autovalores

(de médulo 1) do operador quantico pelo operador p € B(H) que satisfaz P(p) = p.

Corolario 5.3. (12) Seja P : B(H) — B(H) dado por P(.) = ¢, A;()A! wm operador
quantico satisfazendo P(p) = p para algum p € B(H) estritamente positivo. Entdo

(i) Se A € 01, Nuc(P — \I) =D (A, p);

(ii) Se Ny € Nuc(P — M) e Ny € Nuc(P — \oI), NiNop™' € Nuc(P — MAI).
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Demonstracao. (i) Ja sabemos que Nuc(P — AI) C (), p). Entao seja N € D(\, p), assim,
A;Np~t = ANp~tA;, logo, /1Z-J\fp*1pA;r = )\prlA,-pA;r. Somando esses termos de 1 a k, temos

S AiNpTIpAl = S ANpTA Al
S ANA ANp 'S8 AipAl
P(N) = ANp~'P(p)
= ANp~lp= AN,

Y

(5.7)

4

logo, N € Nuc(P — \).
(7i) Tome Ny € Nuc(P — M) e Ny € Nuc(P — Aa1). Decorre que Ny € D(Aq,p) e
Ny € D (g, p) por (7). Ainda,

k k
P(pNap™) = Aip Nap ' Al = 0>~ AipAINop™ = NP (p) Nap ™" = XapNap™, (5.8)

=1 NoeD(Aa,p) =1

portanto, pNop™t € Nuc(P — Xol) = D (A2, p). Com isso, podemos afirmar que NiNop~t €
D (A2, p) = Nuc(P — MAI). De fato, temos que

Ai(NiNop=)p™t = (AiN1)Nop~'p~' = (MN1p~ ' Aip) Nop~p~*
= MNip  (AipNap™'p~") = MN1p~ ' (AapNap~ ' p~ 1 Ay) (5.9)
= >\1)\2N1P_1PN2P_IP_1A¢ = )\1>\2(N1N2P_I)P_1Ai;

Aip H(NiNop™) = (Aip ' Ni)Nop™ = (Mp 'N1A)) Nop™ = Mip I N1 (AiNop™?)
= Mp N1 (AaNop ™t A;) = Mdap H (N1 Nop™) A;;
(5.10)

Al(NiNap™H)pt = (AIN)Nop~tp~t = (M Ny p LAl p) Noptp
= AN (AlpNop™p7h) = XiNip~ (AapNop~' p L A]) (5.11)
= X1X2Nlp_1PN2P_IP_1AzT = X1X2(]\[1]\72P_I)P_1AI'?

AI’P_I(N1N2/)_1) = (AZTP_INl)sz_l = (le_lNlAzT)Nw_l = le_1N1<A;rNQP_1)
= Alp_lNl()\zNQp_lA,}L) = AlAgp_l(Nlng_l)AI.
(5.12)
O

Agora, tome P : B(H) — B(H) um operador quantico dado por P(.) = 32 | A;()Al
tal que exista p € B(H) estritamente positivo satisfazendo P(p) = p. Pelo Teorema 3.17, uma

base para o espago atrator de P ¢

Attr(P) = @D Nuc(P — M). (5.13)

[Al=1
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Pelo Corolario 5.3, podemos reescrever essa base como

Attr(P) = @ D(A, p),

[Al=1
onde

DA p) ={N | ANp'=ANp4; AINp~'=(1/\)Np 1Al
Aip "N = X\p 'NA;, Alp™'N = (1/A\)p 'NA'},

para A € o;.

(5.14)

(5.15)
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