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RESUMO

Seja S um dominio noetheriano semi-local de dimensao 1. O objetivo principal
deste trabalho & descrever a normalizacio S de S no caso onde S é finita
sobre S . Demonstramos que S pode ser obtido através de um namero finito de
blow-ups no radical de Jacobson. Além disso, se K & um corpo algebricamente
fechado com char (K) =0 e S ¢éum dominio local da forma K{[z,y]]/(F) , onde
F(z,y) € K[[z,y]] & uma série de poténcias formal irredutivel com F(0,0) =0,
demonstramos a existéncia de uma solugao para a equagao F(x,y) =0 utilizando

séries de Puiseux; em particular obtemos S exibindo uma parametrizacao explicita.

ABSTRACT

Let S be a noetherian semi-local domain of dimension 1. The aim of this work
is to describe the normalization S of S in the case where S is finite over S .
We show that S may be obtained by a finite number of blow-ups in the Jacobson
radical. Moreover, if K is an algebraically closed field with char (K) = 0 and
S is a local domain of the form K[z, y]]/(F) , where F(z,y) € Kl[z,y]] is
an irreducible formal power series with F(0,0) = 0, we prove that there exist a
solution for the equation F(x,y) = 0 by using Puiseux series; in particular we

obtain S by exibing an explicit parametrization.
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Introducao

Seja. K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Uma curva
algébrica plana C' C K? ¢é o conjunto de zeros de algum polinémio ndo constante

F € Klz,y], ou seja,
C = {F=0} = {(a,b)e K* | F(a,b)=0} .

A curva C éirredutivel se F' pode ser escolhido irredutivel (observe-se que para

todo n>1, F™ define a mesma curva C'). Um ponto (a,b) € C' & singular se

oF oF
%(CL?b) - a_y(a’a b) =0.

Se F' éirredutivel, o conjunto dos pontos singulares de C':= {F =0} ¢ finito.
Com efeito, se nao fosse assim teriamos aa—i|c = %—§|C =0 (ver, por exemplo, [Re,

Chapter II, Exercise 3.12|). Por Nullstellensatz existiriam nq,ny > 1 tais que

OF\™ OF\"™
(5) (&) =
OF _ OF

Da irredutibilidade de F' seguiria que 7~ = i 0, uma contradi¢ao ja que F'

nao ¢ constante.
Além disso, (a,b) é um ponto singular de C := {F(x,y) =0} se e somente
se (0,0) é ponto singular de C’ := {F(x —a,y —b) =0} . Isto significa que o

conceito de singularidade é invariante por mudancas lineares de variaveis.

Suponhamos que K = C ¢é o corpo dos nimeros complexos e que (0,0) é

um ponto nao singular da curva C := {F =0} C C?* , digamos 88—5(070) 0.



Pelo Teorema da Fun¢ao Implicita (para fungoes analiticas), existe uma solucao da
equagdo F(z,y) =0 da forma y = ¢(z), ¢(0) =0, com ¢ analitica numa
vizinhanca da origem, ou seja,

o0

y:Zaixi,

i=1
onde a série Y .~ a; ' tem raio de convergéncia positivo. Em particular, obtemos

uma parametrizacao local da curva C' num vizinhancga da origem:
o ,
v (2,20 a2t .

Se (0,0) é um ponto singular, o Teorema da Fung¢ao Implicita ndo pode ser
aplicado. Nao obstante, existe uma forma de generalizar a situagdo acima neste

caso.

Mais precisamente, suponhamos que o polinémio F' ¢ irredutivel quando con-
siderado como série de poténcias (formal) em duas variaveis, F(z,y) € K[[z,vy]] .
Fazendo uma mudanca linear de varidveis podemos assumir que, para um certo

m > 1, todas as derivadas parciais de ordem < m —1 se anulam em (0,0) e que

%(0, 0) # 0. Entao temos uma solucdo da equacao F(x,y) =0 da forma
)= Y
i=1
onde z'/™ indica uma raiz do polinémio 7™ —z € K((2))[T] no seu fecho

algébrico ( K((x)) denota o corpo de fracoes de K|[[z]]).

A escrita y = Y o0, a; 2™ ¢ conhecida como Expansio de Puiseux de F
em (0,0) , cuja existéncia demonstraremos em 2.2. Este ¢ o primeiro resultado
fundamental do trabalho. O corolario mais importante deste resultado é que K|[[t]]

é a normalizagao do anel K[z, y]]/(F) .

Por outro lado, A := K[z,y]/(F) ¢é um dominio noetheriano de dimensao

1. Se pi,...,pr € C sao os pontos singulares de C', consideramos os ideais



maximais de Kz, y]
M :={GeKlz,y [Gp)=0}2(F)

e os correspondentes ideais maximais m; = 9, + (F) de A . Tomando o conjunto
multiplicativo S := A\ |J{_, m; , o anel de localizacio S :=S'A & um dominio
noetheriano semi-local de dimensdo 1, com ideais maximais S~'my,..., S 'm, .
Além disso, a normalizacdo S de S é finita sobre S (ver argumento no Exemplo
3.2.4). O segundo resultado fundamental deste trabalho descreve um algoritmo para

obter a normalizagdo de S (Capitulo 3).

O objetivo da dissertacao foi o de estudar em detalhes os resultados das Secoes
1.11, 1.12 e 1.13 de [Ko]|, focando-se na parte algébrica das demonstragoes. A
maioria dos pré-requisitos para a leitura deste trabalho encontra-se em [AM] e na

Secao 6 de [Ma]. Alguns poucos encontram-se nas outras referéncias.

Observemos ainda que em [Ko| os resultados sdo um pouco mais gerais que os
descritos neste trabalho. Mais precisamente, 14 nao se exige que o corpo K do
Teorema 2.2.3 seja de caracteristica zero nem que o anel S do Capitulo 3 seja um

dominio (ver [Ko, Chapter 1, Theorems 1.96 and 1.101]).



Capitulo 1

Esquemas

Neste capitulo descrevemos algumas defini¢coes bésicas e demonstramos algumas

propriedades sobre esquema que serao utilizados no Capitulo 3.

1.1 Feixes

Definicao 1.1.1. Seja X wum espacgo topoldgico. Um pré-feixe F de anéis em

X consiste de,

(a) para cada subconjunto aberto U de X , um anel comutativo com unidade
F(U) e,

(b) para cada inclusio V C U de subconjuntos abertos de X , um homomor-
fismo pyy o F (U) — F (V)
tais que

(i) #(2)=0,

(i) pyy:F U)— Z (U) é aidentidade para todo aberto U de X , e

(iii) se W CV CU sao subconjuntos aberto de X , entio pyw = pvw ©puv -



Os elementos de .# (U) sao chamados segoes do pré-feixe .# no aberto U
e os elementos de % (X) sao chamados segdes globais. As funcdes pyy sao
chamadas fungoes restricio do pré-feixe .7 e, se s € F (U) , denotaremos s/,

em vez de pyy (s) .

Se U é um subconjunto aberto de X , entdao um subconjunto de U é aberto
em U (condiderando a topologia induzida de X ) se e somente se ¢ aberto em X .
Assim, temos um pré-feixe natural % |, no espaco topologico U , onde, para um
aberto V de U, Z|,(V):=.7 (V) e as restricdes de .Z|, sdo as respectivas

restricoes de . .

Definicao 1.1.2. Um pré-feize F em um espaco topoldgico X ¢é um feixe se
para todo subconjunto aberto U de X e toda cobertura U = |JU; de U por

meio de abertos U; de X , tem-se o sequinte:

(iv) se se€ F (U) € tal que s|,, =0 para todo i, entao s =0 ;
v) dados s; € F para cada i, se Sily.ou. = Silv.cv. para todo i e todo
dad 7 da i 0, = 8iluw, para todo i e tod

Ui
j , entao existe s € F (U) tal que s|,, =s; para todo 1 .

E facil verificar que se U é um subconjunto aberto de X e o pré-feixe # é

um feixe em X | entdo o pré-feixe Z|, é um feixe em U .

Definicao 1.1.3. Seja X um espaco topologico, # um pré-feize em X e p

um ponto de X . Definimos o stalk %, de F em p como seque:
Fp = {(U,s) / U ¢é uma vizinhanga de p e SGﬁ(U)} / ~

onde (U,s) ~ (V,t) quando existe uma vizinhanca W de p contida em UNV

tal que sly =ty em F (W) . Denotaremos (U,s) a classe de equivaléncia de

(U,s) .



Proposicao 1.1.4. O stalk .#, € um anel comutativo com unidade.

Demonstragao: Definimos as operacoes de soma e multiplicacdo em .%#, como

segue. Dados (U, s),(V,t) € .%,, pela definigdo de .#, temos
<U7S> = <UHV75’UOV> € <V7t> = <Uﬂvat‘Umv> .
Definimos entao

(U,s) + (V. t) = (UNV,sluav +tloa)
<U7S> . <V7t> = <UOV7S’UOV't|Uﬁ\/>

Estas operacoes sao ambas comutativas e associativas, a multiplicacao é dis-
tributiva em relacao a soma e (X,0) e (X,1) s@o os respectivos elementos
neutros da soma e multiplicacdo. Além disso, se (U, s) € %, entao o elemento

(U, —s) ¢éosimétricode (U,s). O

Definicao 1.1.5. Seja X wm espaco topolégico e F e 4G pré-feizes em
X . Um morfismo de pré-feizes 1 : F — 4 consiste de um homomorfismo
Yy F(U) =9 (U) para cada aberto U de X de forma que, para toda inclusio
V CU de abertos de X , o diagrama

Yy

comuta (as flechas verticais representam as respectivas restricoes de F e 4G ).
Se F e 94 forem ambos feires em X , entao dizemos que 1 € um morfismo
de feizxes.

O morfismo ¢ € um isomorfismo se cada Yy € um isomorfismo.



Notemos que um morfismo de pré-feixes ¢ : . % — 4 em X induz, para cada

ponto p de X , um homomorfismo entre os respectivos stalks:

vyt Fp = Y,

(U,s) = (U, v (s))

De fato, se (U,s) = (V,t) em .%,, entao existe um aberto W de X
contido em U NV | tal que s|y =ty em F (W) . Pela definicdo de morfismo,

temos
(Yo () lw = Yw (slw) = Yw (tlw) = (v (©))lw

em ¢ (W), donde (U,¢y(s)) =(V,¢¥y(t)) em ¥, . Portanto 1, estda bem
definida. Além disso, como cada ¢y ¢ um homomorfismo, é facil verificar que 1,

é um homomorfismo.

Observacio 1.1.6. E possivel demonstrar que se v : F — 4 € um morfismo de
feizes em X , entao 1 € um isomorfismo se e somente se , 1 F, = 9, € um

isomorfismo para todo p € X (ver [Ha, Chapter 2, Proposition 1.1]).

Sejam X e Y espacos topologicos e Fx ¢é um pré-feixe de anéis em X .
Uma funcao continua ¢ : X — Y induz um pré-feixe de anéis ¢,.#x em Y . De
fato, se U é um aberto de Y , entdo ¢! (U) & um aberto de X . Definimos dai
.Fx (U) := Fx (¢~' (U)) e consideramos as respectivas restricoes de ZFx . E
facil verificar que ¢,.#x assim definido satisfaz os axiomas da Definicao 1.1.1, por-
tanto é um pré-feixe de anéis em Y . Também é facil verificar que se .Zx € um feixe
de anéisem X ,entdao ¢,.%x ¢éum feixe de anéis em Y . Para isso basta notar que,
se U=UU; entdo ¢~ (U)=Us " (Ui) e ¢ (UiNT;) = ¢ (U;) No~ " (U)

para todo i e todo j, e que além disso, se V C U é uma inclusao de abertos



de YV e s€ ¢.Fx (U)=Fx(¢7' (U)), entdo por definigdo, o elemento s|,, de
0Fx (V) éoelemento s|,-1,, de Fx (¢ (V)).

Definicao 1.1.7. Um espaco anelado é um par (X, 34’) consistindo de um espaco
topoldgico X e um feixe de anéis F em X .

Um morfismo de espacos anelados (ng, gzﬁ#) : (X, ﬁx) — (Y, ﬁy) € um par
(QS, gb#) consistindo de uma funcdo continua ¢ : X — Y e um morfismo ¢7 :
Fy — 0. Fx de feizes de anéis em Y .

O morfismo (gb, ng#) ¢ um isomorfismo se ¢ ¢é um homeomorfismo de espagos

topoldgicos e ¢* ¢ um isomorfismo de feizes em Y .

Observemos que um morfismo ((b, gb#) : (X, ﬁx) — (Y, ﬁy) de espacos
anelados (X, ﬁX) e (Y, ﬁy) induz, para cada p € X , um homomorfismo entre

os stalks (ﬁy)(b(p) e (ﬁx)pi
¢;%: (‘?Y)Mp) — (ﬁX)p

(s) = (670, 0F (5)),

Antes de tudo, devemos nos convencer que esta aplicacao estd bem definida.
Ora, dado p € X , se U ¢ uma vizinhanga de ¢(p) em Y | entao ¢! (U)
é uma vizinhanca de p em X . Também, pela definicio de morfismo de feixes,
temos um homomorfismo de anéis ¢ : Py (U) = ¢,.Zx (U) = Fx (¢~ (U)) .
Assim se (U,s) é um elemento do stalk (ﬁy)ﬂp) entao <gb‘1 (U), ¢f (s) > é

um elemento do stalk (ﬁ’x)p )

Além disso, se (U,s) = (V,t) em (ﬁy)(ﬁ(p) , entdo existe uma vizinhanca
W de ¢(p) contidaem UNV tal que sl =t|, em Fy (W). Isso implica que
¢~ ' (W) & uma vizinhanga de p contida em ¢! (U)N¢~t (V) e, pela definigao

de morfismo,

(@F (D) lw = &y (slw) = &y (the) = (7 (O)lw  em  §.Fx (W)



ou seja,
(Qb# (3>)’¢>*1<W> = (ﬁ/E (t))|¢*1<W) em Fx (¢_1 (W)) :

Portanto <gz5*1 (1), ¥ (s) > = < o~ (V), ¢¥ (1) > em (ffx)p e ¢f estd bem
definida.

Por outro lado, como cada (b# ¢ um homomorfismo, é facil verificar que cada

qbﬁ é também um homomorfismo.

Definicao 1.1.8. Um espaco anelado (X, ,?X) € um espaco anelado local se,
para cada p € X , o stalk F, ¢ um anel local.

Um morfismo de espacos anelados locais € um morfismo de espacos anelados
(¢, ¢#) ; (X, L@X) — (Y, ﬁ}) , tal que, para cada p € X , o homomorfismo
induzido (bf : (fy)¢(p) — (ﬁx)p é um homomorfismo local.

O morfismo (gb, gb#) ¢ um isomorfismo se ¢ ¢é um homeomorfismo de espagos

topoldgicos e ¢ ¢ um isomorfismo de feizes em Y .

Observacao 1.1.9. Se A e B sdo anéis (comutativos com unidade) locais com

ideais maximais My e mp respectivamente, um homomorfismo ¢ : A — B §é

um homomorfismo local quando ¢~ (mp) =my .

Seja (X, 35) um espaco anelado. E fécil verificar, usando a definicdo de stalk,
que se U éum aberto de X e p é um ponto de U , entao (35|U)p = %,. Em

particular, se (X, ﬁ) ¢ um espaco anelado local entao (U, ff|U) também é.



1.2 Esquemas

1.2.1 Caso afim

Seja A um anel comutativo com unidade. Denotaremos Spec (A) o conjunto dos

ideais primos de A .

Exemplo 1.2.1.
Spec (K) = {(0)} para qualquer corpo K .
Spec (Z) = {(0)} U {(p) /pEZ tal que p € primo }.

Exemplo 1.2.2. Seja K um corpo e seja Klx] o anel de polinémios em uma
varidvel sobre K . O anel Kl[z] ¢é um Dominio de Ideais Principais (DIP) e

portanto um Dominio de Fatoracio Unica (DFU). Assim
Spec (K[z]) = {(0)} U { (p(x)) / p(x) € ménico e irredutivel em K[z] } .

Se além disso K for algebricamente fechado, entao os dnicos polinémios monicos
irredutiveis em Klz] sdo os da forma x —a para algum a € K . Nesse caso

temos
Spec (K[z]) = {(0)} U { (x—a) /aEK}.

Em particular

Spec(Rz]) = {0} U {(z—7)/reR}

U { (x2+ax+b)/a,b€R e 2 + ax 4+ b nao possui raizreal}.

Spec (Clz]) = {(0)} U {(z—a)/aecC}.

Dado um ideal a de A, denotaremos

Va(a) == {peSpec(A) /pDa},
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ou simplesmente V (a) quando ficar subentendido a que anel estamos nos referindo.

Se f éum elemento de A, escreveremos simplesmente V (f) emvezde V ((f)) .

Como mostra a proposicao a seguir, os subconjuntos de Spec (A) da forma
V(a), com a ideal de A, satisfazem os axiomas de subconjuntos fechados de um

espaco topologico. Esta topologia é chamada topologia de Zariski de Spec (A) .

Proposicao 1.2.3. Sejam f € A e (a;)ic; uma familia de ideais de A .

(i) V(4) = @ e V(0) = Spec(A).

(i) NierV (@) = V((Uierm)) = V(i @) -

(ili) V(a;) U V(a;) = V(a;Na;) = V(ma,) .

(iv) V() = V (V&) , onde Ja, = {a€A/a"€a; para algum n>1} ¢
o ideal radical de a; . Em particular V (f) =V (f™) para todo n > 1.

() V@) € Vi) < V&2 v

(vi) V(f) = Spec(A) <= [ ¢é nilpotente;

(

vil) V(f) = @ <= [ € invertivel;

Demonstragao: (i) Trivial

(ii) Um ideal primo p de A pertence a [),.;V (a;) se e somente se p contém

el

cada a; , 0 que acontece se e somente se p O |J._;a; , portanto, se e somente se

iel
peV ((Uiel ai)) . Além disso, ¢ facil verificar que ) ,_,a; é o ideal gerado por
Uierai -
(ili) Se um ideal primo p de A contém a; ou a; entdo p também contém
a intersecao a; N a; , a qual por sua vez contém o produto a;a; . Portanto
\% (Cll) uv (Clj) - % (ai N Clj) - % (aiaj) .

Por outro lado, se p nao contém nem a; nem a; , entao existem a € a;
e b€ a; tais que a,b ¢ p. Dai ab € aa; , mas ab ¢ p (pois p ¢
primo), portanto p nao contém o produto a;a; . Assim, vale também a inclusdo

Vv (aiaj) Q Vv (al) UV (aj) .

11



(iv) Seja p € V (a;) . Dado a € \/a; , existe n € N tal que a” € a; C p. Sendo
p um ideal primo, segue que a € p . Isso mostra que V (a;) C V (\/a;) . Por outro
lado, como a; C /a; , é evidente que V (a;) 2 V ({/a;) .
(v) V(a;) € V (a;) significa que todo ideal primo de A que contém a; também
contém a; . Assim, se V (a;) C V (a;), entao
V= (1 rp2 ] »=Va
pESpec(A) pESpec(A)

p2a; p2a;

(ver [AM, Chapter 1, Proposition 1.14]). Por outro lado, se /a; 2 ,/a; , entdo,

pelo item (iv), temos

Viw) = V(Va) € V(&) = Vi)

(vi) Seja N (A) o conjunto de elementos nilpotentes de A . Temos
N@A) = ) »
pESpec(A)
(ver [AM, Chapter 1, Proposition 1.8|). Assim, f ¢é nilpotente se e somente se f
pertence a todo ideal primo de A | ou seja, se e somente se V (f) = Spec (A) .
(vii) Se f é invertivel entdao (f) = A, donde V (f) = V(A) = @ . Por
outro lado, se f nao é invertivel existe em A um ideal maximal, portanto primo,

que contém f (ver [AM, Chapter 1, Corollary 1.5]). O que implica V (f) #@ . O

Exemplo 1.2.4. Seja A um anel comutativo com unidade. Os inicos pontos
fechados de Spec (A) sdo os ideais maximais de A . Com efeito, se m ¢é um ideal

mazimal de A entao

{m} = V(m).
Por outro lado se p C A € um ideal primo que nao é mazximal entdo existe (pelo
menos) um ideal mazimal m C A tal que p & m (ver [AM, Chapter 1, Corollary
1.4]). Assim o fecho de {p} , que é V (p), contém pelo menos dois pontos, p e

m.

12



Exemplo 1.2.5. Seja K wum corpo algebricamente fechado. Vimos no Exemplo
1.2.2 que
Spec (K[z]) = {(0)} U {(z—a) /aeK }.

O tnico destes ideais que nao € mazimal é (0) . Pelo exemplo anterior (0) € o
inico ponto de Spec (K[z]) que ndo € fechado. Afirmamos que os inicos conjuntos
fechados de Spec (K[x]) além de Spec (K[z]) e @ sao as unides finitas de pontos
que sdo ideais mazimais de Klz| . De fato, seja @ # V(a) & Spec(K|[z])
um subconjunto proprio, nao vazio e fechado de Spec (K|x]) . Entao a # (0) .

Tomando p(x) € a\(0) ele escreve-se unicamente como
plr) = c(lr—ay) - (x —ay) para certos  c,ay,...,a, € K.

Assim os unicos ideais primos de K|x] que contém p(z) sio (z —a1),...,(z —an) .

Em particular
Vi) C {(z—a),....(r—a,)}

e isso demonstra a afirmacao.

Dado f € A, denotaremos D, (f) , ou simplesmente D (f) quando estiver
subentendido o anel a que estamos nos referindo, o aberto complementar de V (f)

em Spec(A) .

Os abertos desse tipo formam uma base de abertos para a topologia de Zariski.

De fato, por definicao, um subconjunto de um espaco topologico é aberto se e

13



somente se seu complementar é fechado. Assim todo aberto de Spec (A) é da forma

Spec (A) — V(a) = Spec(A) — V (U( f)>

fea

= Spec(4) — (\V (/)

féea

= | (Spec(4) =V (1))

f€a

= D)

f€a
para algum ideal a de A.

A proposicao abaixo segue imediatamente da Proposicao 1.2.3, tomando com-

plementares.

Proposicao 1.2.6. Sejam f,ge A.

(i) D(f) n D(g9) = D(fg), em particular D (f) = D (f") para todo n>1;
(ii) D(f) = @ <= [ ¢€ nilpotente;

(i) D(f) = Spec(A) <= f ¢ invertivel;

(iv) D(f) € D(g) < [ € V(9)-

Seja p : A — B um homomorfismo de anéis. Se p é um ideal primo de B,

entdao ' (p) é um ideal primo de A. Assim ¢ induz a aplicagao

©": Spec(B) —  Spec(A)

p = ¢ ' (p)

E imediato verificar que se ¢ : A = B e 1 : B — C sao homomorfismos,

entdo (o) = ¢*oyp* . Além disso, ids* = idgu.(a) para todo anel A . Por
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essa razao diz-se que a correspondéncia

A — Spec(A)

A5 B — Spe(B) L Spec (A)

é um funtor contravariante.

Exemplo 1.2.7. Seja a wm ideal de A . A projecao candnica w: A — Ala
induz a aplicagio m* : Spec (AJa) — Spec (A) , a qual leva fechados de Spec (A/a)
em fechados de Spec (A) . Mais precisamente, um ideal de A/a € da forma b/a
para algum ideal b de A que contém a, e ™ (Vas(b/a)) = Va(b).

Proposigao 1.2.8. Se f € A entdo

(") (Da(f)) = Dp(e(f))-

Em particular ¢* é continua.

Além disso, se ¢ € sobrejetiva, entdo ¢* ¢ um homeomorfismo de Spec(B)
sobre sua imagem Vya (Ker (p)) . Assim, dado um ideal a de A, Spec(A/a)
¢ naturalmente homeomorfo a Vy (a) . Em particular, Spec(A) € naturalmente

homeomorfo a Spec (AJN (A)), onde N (A) ¢é o nilradical de A .

Demonstragio: p € (p*)"' (Da(f)) se e somente se p ¢ um primo de B
tal que ©* (p) = ¢ ' (p) € Da(f), ou seja, tal que ¢ ' (p) é um primo de
A que nao contém f . Mas f ¢ o '(p) se e somente se ¢ (f) ¢ p . Logo
p € (@)1 (Da(f)) seesomentese p € Dp(p(f)) .

Dado entao um aberto qualquer |J Dy (f) de Spec(A) , sua imagem inversa

) (Upan) = U @ath) = UDsle ()
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*

é um aberto de Spec (B) . Logo ¢* é continua.

Supomos agora que ¢ ¢ sobrejetiva. Temos um diagrama comutativo

|

Alker ()

que induz o diagrama comutativo

Spec (A) <2 Spec (B)

ol

Spec (A/ker ()

Como ¢ é sobrejetiva, 1 é um isomorfismo, donde segue imediatamente que

1* €& um homeomorfismo. Por outro lado, pela parte ja demonstrada, 7* ¢ con-
tinua e como leva fechados em fechados (exemplo 1.2.7) é um homeomorfismo sobre
sua imagem V (Ker (¢)) . Logo ¢* = (¢p om)* = 7" o ¢0* é um homeomorfismo

sobre sua imagem V (Ker (¢)) . O

Seja a um ideal de A . Se a® = ¢(a)- B ¢é aextensdo de a em B, estd

bem definido o homomorfismo

p: Ala — B/a°

at+a — ¢a)+a

Temos entao um diagrama comutativo

A—"—=B
|
Afa—= Ba*

que induz o diagrama comutativo

*

Spec (A) 4 Spec (B)

| T

Spec (A/a) N Spec (B/ac)
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Seja & um subconjunto multiplicativo de A . O homomorfismo candnico

s: A — S'A

a
a — -
1

induz a aplicagdo 7% : Spec (S™'A) — Spec (A) , a qual é uma bije¢ao entre os
ideais primos de S7'A e os ideais primos de A que ndo interseptam S . Mais

precisamente, um ideal de S7'A ¢ primo se e somente se é da forma

1. g
S pf{s /aep,sgéS}
para algum ideal primo p de A que nao intersepta S e
TS (Silp) = 75! (Silp) =9

(ver [AM, Chapter 3, Proposition 3.11]).

Um caso particular importante é quando fixamos um elemento f de A e
tomamos o subconjunto multiplicativo S := {1, f, f2,...} . Nesse caso denotamos
Ay := S8 TA . Pelo exposto acima, existe uma correspondéncia biunivoca natural

entre Spec(Ay) e o aberto D (f) de Spec(A) .

Outro caso particular importante é quando fixamos um primo p de A

e tomamos o subconjunto multiplicativo § := A —p . Nesse caso denotamos
A, = 8 1A . Pelo exposto acima, existe uma correspondéncia biunivoca natural
entre Spec (A,) e o conjunto dos ideais primos de A contidos em p . Além disso,
todo ideal proprio de A, deve estar contido na extensdao pA, de p em A, (ver
[AM, Chapter 3, Proposition 3.11|). Assim, A, é um anel local com ideal maximal
pA, . Em particular K (p) := A,/pA, & um corpo, chamado corpo de residuos de
A,

Proposigao 1.2.9. A aplicacio 7% : Spec (S7'A) — Spec (A) é um homeomorfismo
de Spec (S™1A) sobre sua imagem.
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Em particular, se f € um elemento de A e p € um ideal primo de A
existem homeomorfismos naturais entre Spec (Af) e D (f) e entre Spec(Ay) e o

subconjunto dos ideais primos de A contidos em P .

Demonstragao: Ja sabemos que 7§ € continua e injetiva. Mostremos que a imagem
de um aberto em Spec (S7'A) € um aberto em 7* (Spec (ST'A)) .

Tomemos um aberto base Dgs-14(a/s) de Spec (S7'A) . Um ideal primo p de
A pertence & 7* (Ds-14(a/s)) se e somente se nio intersepta S e a/s ¢ S 'p.
Mas a/s ¢ S 'p se e somentese a ¢ p. Portanto p € 7 (Ds-14(a/s)) see
somente se p € 7" (Spec (ST'A)) N Dy (a) .

Assim, a imagem de um aberto |JDs-14(a/s) de Spec (S7'1A) é

(UPsaters) = Ur (Ds-sataf9)
= |J (7 ($pec (5714)) N Da(a))
= 7 (spee (57 4) 0 (JDa )

que é um aberto em 7" (Spec (S71A)) . O

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Fixemos um primo p de A
e tomemos S := A —p . Denotaremos B, o localizado de B no subconjunto
multiplicativo ¢ (A —p) e pB, a extensdo de pA, em B, via homomorfismo

induzido

Proposigdo 1.2.10. A fibra (¢*)7! (p) C Spec (B) de ¢* sobre p ¢é naturalmente
homeomorfa a Spec (By/pBy) .

18



Demonstracao: O diagrama comutativo de anéis

A
A

.5

é

=3

induz o diagrama comutativo

*

Spec (A) <F— Spec (B)

T !

Spec (Ay) o Spec (By)

Dado g € (¢*)™" (p) , temos ™' (q) == ¢*(q) =p . Entdo p(A—p) N q =
@ , donde B, ¢ um primo de B, cuja imagem em Spec(A) é p . Como o
diagrama acima comuta, segue que ¢, " (qBy) = ¢; (4B,) = pA, . Em particular
pB, C qB, . Portanto q pertence a imagem de Vg (pB,) em B .

Reciprocamente, suponhamos que q ¢é um primo de B que pertence a ima-
gem de Vg, (pB,) . Entdo qB, ¢ um primo de B, que contém pB, , donde
on(4By) == @, ' (qBy) & um primo de A, que contém pA, . Como pA, é
maximal, segue que ¢, (qB,) = pA, . Assim, a imagem de qB, em A ¢ p,
donde ¢*(q) = p e portanto q € (¢*)~'(p).

Resumindo, a imagem de Vg, (pB,) em Spec(B) ¢ (¢*)~' (p) . Como a apli-
cacao Spec (By) — Spec (B) é um homeomorfismo de Spec (B,) sobre sua imagem,
concluimos que Vg, (pB,) e (¢*)~'(p) sdo naturalmente homeomorfos.

Por outro lado, segue da Proposicao 1.2.8 que Vg, (pBy) e Spec(B,/pB,) sao

naturalmente homeomorfos. Isso completa a demonstracao. O]

Definiremos agora um feixe de anéis Os,.a) =: O no espago topoldgico
Spec (A) da seguinte maneira. Dado um subconjunto aberto ndo-vazio U de
Spec (A) , uma se¢do s em U ¢ uma fungdo de U na unido disjunta [[ . A4y ,
tal que s(p) € A, , V pe U, e s élocalmente o quociente de elementos de

A . Esta ultima condicao significa que, para cada p € U , existe uma vizinhanca
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V de p contida em U e elementos a,, f, € A com f, ¢ quvq , tais que

s(q) = ap/f, em Ay paratodo qeV .

Definimos entdo ¢ pondo O (@) =0 e, se U é um aberto ndo vazio de

Spec (A) , pondo
oU) = {S:U%]_[A,g / s € uma se¢ao em U} :

Temos uma maneira natural de definir as operacoes de soma e multiplicacao em
O(U): se s,t€0(U), entio (s+1)(p) =s(p)+1(p) e (s-1)(p) = s(p) - (p)
para todo p € U . Ou seja, dado pe U ,se s(p)=a/f e t(p)=0/g em A,,
entdo (s +1) (p) = a/f +b/g = (ag+bf)/fg e (s-1)(p) =a/f-b/g = ab/fg em
A,y .

A estrutura de anel em A, , p € Spec (A) , induz uma estrutura de anel em
O (U) . Em particular, as fungoes Oy, 1y € & (U) , definidas por Oy (p) =0/1 e
1y (p) =1/1 em A, paratodo p € U, s@o os respectivos elementos neutros da
soma e multiplicagdo. Analogamente, se s € € (U) entdo a funcao —s (definida
por (—s)(p) = —s(p) paratodo p € U ) ¢ o elemento simétrico de s . Segue que

O (U) é naturalmente um anel comutativo com unidade.

Definiremos agora as restricoes de ¢ . Para isso sejam V e U abertos
de Spec(A) com V C U . Se V = @ entdo existe um tnico homomorfismo
0 ((U) - ¢ (V) =0. Suponhamos que V # @ | entdo também U # @ . Dado
s€ O (U), arestricdo s|, ,quea p eV associa s(p) em A, ,é um elemento

de O (V). Assim, fica bem definido o homomorfismo de restri¢ao

PUV - ﬁ(U) — ﬁ(V)

s = sl .

Claramente ¢ satisfaz as condigoes da Definicao 1.1.1, e portanto é um pré-
feixe em Spec (A) . Também é evidente que a condigdo (iv) da Definicao 1.1.2 &

satisfeita.
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Quanto a condi¢ao (v), sejam U um subconjunto aberto de Spec (A) e U =
UU; uma cobertura de U por meio de abertos U; de Spec(A) . Suponhamos
dados s; € 0 (U;) para cada i, tais que para todo i e todo j tem-se s[y,qy, =
8jlv,ev, - Isso quer dizer que, sempre que U;NU; # & tem-se s;(p) = s;(p) em

A, paratodo pe U, NU;.

Nessas condiges temos uma funcdo s : U — [[,.; Ay definida por s(p) =

pel
si (p) para p € U; . Como cada s; ¢é localmente o quociente de elementos de A
entdo s também ¢, donde s € € (U) . Além disso, é claro que s|, = s; para
todo 7. Assim ¢ também satisfaz a condi¢ao (v) da Definicao 1.1.2 e por isso é

um feixe de anéis em Spec (4) . Em outras palavras, (Spec(A), ) ¢éum espaco

anelado.

Proposicao 1.2.11.

(i) Para qualquer p € Spec(A) o stalk O, € isomorfo ao anel local A, . Em
particular (5pec (A), ﬁ) ¢ um espacgo anelado local.

(ii) Para qualquer f € A, o anel O (D (f)) € isomorfo ao localizado Ay . Em
particular O (Spec(A)) = A.

Demonstragao: (i) Por definicao de &, , temos uma aplicagdo natural

po: O, — A,
(U,s) = s(p),
que é um homomorfismo de anéis. Vejamos que ¢ é uma bijecao.

Para mostrar a sobrejetividade de ¢ fixemos a/f € A,, a,f €A e fé&p.

Entdao D (f) é uma vizinhanga de p . Além disso, a funcdo

s: D(f) — A,
()



é claramente um elemento de & (D (f)) e ¢ ((D(f),s)) = a/f .

Quanto a injetividade de ¢ , sejam (U, s),(V,t) € 0, tais que s(p) =
e((U,s))=0({V,t))=t(p)=a/f, a,f € A e f¢&p. Da definicdo do feixe
O , segue que existem vizinhancas U’ e V' de p,com U' CU, V' CV , tais
que s(q) =a/f paratodo qe U e t(q) =a/f paratodo q e V' . Entao,
tomando W =U"NV’ temos s|, = t|y . Portanto

<U?3> = <W73‘W> = <W7t‘W> = <V’t> .

(ii) Definimos a aplicacdo ¢ : Ay — O (D (f)) da seguinte maneira. Dado
a/fr e Ay, ¢ (a/f") sera o elemento de O (D (f)) quea p € D(f) associa
a/f* em A, . E facil verificar que esta aplicacio estd bem definida e & um
homomorfismo. Demonstremos que 1 ¢é bijetiva.

Para a injetividade, sejam a/f",b/f™ € Ay tais que ¢ (a/f™) = ¢ (b/f™) .
Entdo, para cada p € D(f), a/f" =b/f™ em A, . Isso significa que, para
cada p € D(f), existe h, ¢ p tal que hy(af™ —0bf") =0 em A, isto é,
h, € a:=ann(af™—0bf").

Resumindo, para todo p € D(f), h, € a\p e portanto a € p . Em outras
palavras, todo ideal primo de A que contém a deve também conter f , ou seja,
V(a) C V(f) . Pela Proposi¢ao 1.2.3 temos f € \/m C v/a . Assim, existe
k>1 tal que f*€a,ouseja, f*(af™—bf")=0,donde a/f"=0>b/f™ em A;.

Para a sobrejetividade, consideremos s € & (D (f)) . Pela defini¢do de &',
existe uma cobertura D (f) = |JU; por abertos U; de Spec(A) de modo que,
para todo i existem a;,g; € A com g; & U,y b, tais que s(p) =a;/g; em A,
para todo p € U; . Em particular temos U; C D (g;) para todo i .

Por outro lado, os subconjuntos de Spec (A) da forma D (h) formam um base
para a topologia de Zariski. Assim, para cada i, U; = J; D (h;;) para certos
hij € A, donde concluimos que D (f) =, ; D (hij) -

Agora observemos que D (f) pode ser coberto por um nimero finito de abertos

D (hij) . De fato, a igualdade D (f) = U,; D (hij) ¢ equivalente a V (f) =
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Ni;V(hij) =V (Z”(hl])> ; oque implica f € \/(f) = />, ;(hi;) (Proposigao
1.2.3). Assim, existe m > 1 tal que f™ € 3, .(hi;) . Isso significa que f™
pode ser expresso como uma soma finita de multiplos de certos h;; . Denotemos

hi,- -+, hy tais elementos. Como (f™) C Zle(hr) , temos

V() = V) 2 V(D)) = V0)n..nV ()
(Proposi¢o 1.2.3) donde
D(f) € D(h)U...UD (k) |
e como D (h,) C D(f) para todo r
D(f) = D(h)U...UD (k) .

Além disso, para cada r € {1,...,k} existe i, talque D (h,) CU; C D (g;,),
o que implica h, € \/@ (Proposicao 1.2.6). Isso significa que existe n, > 1
tal que A" € (g;.) , ou seja, h!' = c.g;. para algum ¢, € A . Portanto
ai, /i, = cra; [hS em A, para todo p € D (h,) C D(g,) -

Pondo entao f, :=h e b, :=c.a;, , obtemos

D(f) = D(h)U...UD(hy) = D(h")U...UD (h*)

= D(f)U...uD ()

(Proposi¢ao 1.2.6) e

a; CrQ; b
s = 2 =T = T em A,, VpeD(h,)=D(f.
W) === 9 =7 b p € D(h)=D(})

para todo r € {1,...,k}.

Fixemos agora r,¢ € {1,...,k} . Se f.f, nao é nilpotente, entao D (f.) N
D (fe) = D (f.fo) # @ (Proposicdo 1.2.6). Segue que

b
fr

s (p) _% em A, Y peD(ff)C D).
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Assim, b./f. e by/f, representam o mesmo elemento s|p;,;,) noanel & (D (f,fr)) .

Pela injetividade de 1 (demonstrada acima) aplicada a D (f, f,)

b, by
— = — em Ay,
fr fé Iof

Isso significa que existe n,, > 1 tal que

(fefo)"“(byfo—bef,) = 0 em A

Caso f,f, seja nilpotente, basta tomar n,, tal que (f.f,)"* = 0 para obter a
igualdade acima.

Tomando entao n := max{ o / rl=1,...,k } , obtemos

(frfé)n(brfé - béfr) = 07 v 7",6

ou seja,
O = ). Y oL

Além disso,

D(f) = D(fi)U...UD(fy)
— D(fFYU...UD(frHY)

(Proposi¢ao 1.2.6) e como vimos acima, isso implica que existem m > 1 e

Qaq,...,q € A tais que
k
fm = Z@rff+l .
r=1
Tomemos a := Ele a,b, f)' . Paratodo ¢ =1,... .k temos

k k
afpth =Y b LT = Y onbfi T = buf
r=1 r=1

ou seja,
fi'(afe=bef™)=0.
Segue que, para todo ¢ =1,... k

b
%:é:s(p) em A,, YV pe€D(f).
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Como D (f)=D(f1)U...UD(f)
— =s(p) em A,, VYV peD(f).

Assim 9 (a/f™) = s . Isso mostra que 1 também é sobrejetiva, portanto um

isomorfismo. ]

Definicao 1.2.12. O espaco anelado local (Spec (A), ﬁ) € chamado espectro de
A.

Definicao 1.2.13. Um esquema afim ¢ um espaco anelado local (X, ff) que €
1somorfo ao espectro de algum anel.
Um esquema € um espaco anelado local (X, ﬁ) em que cada ponto p de X

possui uma vizinhaca U tal que (U, §|U) € um esquema afim.

1.2.2 Caso projetivo

Um anel comutativo com unidade S é dito graduado se admite uma decomposicao

da forma

S = @Si = - PS_ 1 DSyDS, D
1S/

onde cada S; é um grupo abelianoe S;S; C S;4,; paratodo ¢,j € Z. Também

serao considerados anéis graduados da forma

S=PSi=5%085 o

=0

ou seja, aqueles em que S; = 0 para todo 7 <0 .
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Dado um elemento
f=&fadfo® & = - +[atfot L+, Ji €5i

de S, diremos que f; é a componente homogénea de grau 7 de f . Se, para
algum inteiro k , tivermos f, # 0 e f; = 0 para todo ¢ # k, entao diremos
que f é um elemento homogéneo de grau i e escreveremos deg (f) =i . Nesse
caso algumas vezes abusaremos da notagao e escreveremos f =:f; ou fe€.S5;,. O

elemento nulo também serd considerado homogéneo, porém sem grau definido.

Como conjunto, a soma direta €p,.,S; pode ser considerado o subconjunto

dos elementos do produto cartesiano [[..,S; que possuem apenas um ndimero

1EL
finito de componentes nao-nulas. Por isso, muitas vezes escreveremos apenas [ =
fi, + fi, + ...+ fi, , indicando que as demais componentes homogéneas de f sao

nulas.

Nesse sentido, se I ¢é um ideal de S diremos apenas que f; pertence a [
para significar que pertence a I o elemento cuja componente homogénea de grau

i & f; e as demais sao nulas.

Definicao 1.2.14. Um 1ideal de S € chamado homogéneo se ele é gerado por

elementos homogéneos.

Lema 1.2.15. Um ideal I de S ¢ homogéneo se e somente se cada elemento de
I tém todas as suas componente homogéneas em I . Além disso, se I € um ideal

homogéneo entio /I também é homogéneo.

Demonstracao: Suponhamos que [ é um ideal homogéneo de S . Entao, dado
f € I, existem elementos homogéneos ¢i,...,g, em [ e elementos aq,...,a,

em S tais que

f=> ag.
i=1
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Decompondo cada a; em componentes homogéneas a; = a;j + - -+ Qi jy,
podemos escrever

T k;
F=> a0

i=1 (=1

Como cada g; e cada a;;, ¢ homogéneo, cada parcela a;;, g; do somatorio
acima é um elemento homogéneo. Agrupando os termos do somatorio segundo os
graus e igualando as componentes de f , concluimos que cada componente de f
¢ combinacao linear de elementos de [, e portanto estd em I .

Reciprocamente, suponhamos que cada elemento de [ tem todas as suas com-
ponentes homogéneas em [ . Entao cada elemento de I é soma finita de elementos
homogéneos de I . Assim [ é gerado pelo conjunto dos seus elementos homogé-
neos, portanto ¢ um ideal homogéneo.

Supomos agora que [ é um ideal homogéneo de S . Pela parte ji& demonstrada,
basta provar que dado f € /I, cada componente homogénea de f esta em /T .
Faremos isso por indu¢do no ntumero de componentes nao-nulas de [ (pois as
componentes nulas evidentemente estao em VI ), e para isso, consideraremos a

decomposicao de f em elementos homogéneos nao-nulos dada por
f=1fu+-+fi,, fijESij, n<...<itg.

Se d =1, ouseja, se f éhomogéneo, o resultado é trivial. Suponhamos entao
d>1. Existe n>1 tal que f" € I . A decomposicao de f" em elementos

homogéneos é da forma
f" = f," + (elementos de grau maior).
Sendo I homogéneo segue que f;" €I, donde f; € VI . Entéo
f=fi = futotfi € VI

Pela hipotese de indugao temos também f;,,..., fi, € VT . m
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No lema a seguir veremos que, quando restritos a ideais homogéneos de um anel
graduado, é possivel caracterizar um ideal primo impondo a hipétese de primalidade

apenas nos elementos homogéneos.

Lema 1.2.16. Seja B C S um ideal homogéneo. Suponhamos que ab € P
implica a € B ou b €SP, para quaisquer elementos homogéneos a e b de S .

Entao B € primo.

Demonstracao: Sejam f,g elementos quaisquer de S que nao pertencem ‘P .
Queremos demonstrar que fg ¢ B .
Escrevamos
f=a+d
g=10b+1V

com a e b sendo, respectivamente, a soma das componentes homogéneas de f

e ¢ que nao pertencem a P . Como o, b € P, temos fg ¢ P se e somente se

ab & P .

Podemos escrever

a = ag, + (termos de maior grau)

b = b,, + (termos de maior grau)

com ay,,b,, ¢ B, para certos ki,n; € Z . Pela hipotese do Lema, isso implica

g, by, € B . Como P & homogéneo, obtemos

ab = ag,b,, + (termos de maior grau) ¢ P

portanto fg ¢ B . O

Denotaremos Proj (S) o conjunto dos ideais primos homogéneos de S que nao

contém o ideal irrelevante S, = S;® S @ ---. De maneira andloga ao caso afim,
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os subconjuntos de Proj (S) da forma

V() = {Peero(S)/BDI}

para algum ideal homogéneo [ de S , satisfazem os axiomas de subconjuntos

fechados de um espago topolégico, definindo assim uma topologia em Proj (S) .

Evidentemente que se I é um ideal homogéneo de S entao
V() = V()N Proj(S5)

(onde V(I) = {peSpec(S)/p2D1} como antes). Por outro lado se a é um

ideal de S, tomando o ideal homogéneo J gerado pelo conjunto
F = { res / x é componente homogénea de algum elemento de a } ,

temos

Via) N Proj (S) = V(J) .

Assim esta topologia é a topologia induzida de Spec (S) . Em particular, os

subconjuntos abertos do tipo

D(f) = ®oj (S) N D(f) = {PePo(S)/feP}

com f homogéneo, formam uma base de abertos para Proj (S) . Com efeito, se

f = fi,+...+ fi, entao
Proj (S) N D (f) = 2roj (S) N | JD (f,) = |J (20 (S) N D () -

Sejam S = @;°,S; um anel graduado e 7 um subconjunto multiplicativo de
S constituido por elementos homogéneos. O localizado 7 1S tem uma graduacao

natural:

T'S = P(T9),

keZ

onde

(T‘ls)kz{%/aiESi, fies;nT, i—j:k}.
J
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Anéalogo ao caso afim, temos dois casos particulares importantes. Um deles é
quando fixamos P € Proj (S) e tomamos 7T o subconjunto multiplicativo dos

elementos homogéneos de S que nao estao em ‘P . Nesse caso denotamos
Sfp = 7-715.

E importante ressaltar aqui que Sy € o localizado de S com denominadores no
subconjunto multiplicativo dos elementos homogéneos de S —F , nao o localizado
de S com denominadores em S —*8 como no caso afim, pois S —* contém

elementos que nao sao homogéneos.

O outro é quando fixamos um elemento homogéneo f de S e tomamos

T ={1,f,f% ...} . Neste caso denotamos

Sf = 7-715.

Consideremos o homomorfismo canénico 7 : S — 715 . Jasabemos que a apli-
cagao induzida 7* : Spec (T1S) — Spec (S) € um homeomorfismo de Spec (715)
sobre sua imagem, a qual consiste dos ideais primos de S que nao interseptam 7T

(Proposicao 1.2.9). A Proposi¢ao 1.2.17 abaixo mostra que a restri¢do 7*

Proj(T—1S)

tem propriedade analoga.

Proposigao 1.2.17. A restricio 7*|py7-15) € wm homeomorfismo de Proj (T15)
sobre sua imagem, a qual consiste dos elementos de Proj (S) que ndo interseptam
T .

Em particular, se f € um elemento homogéneo de S e P ¢é um elemento
de Proj (S) , existem homeomorfismos naturais entre Proj (Sy) e D(f) e entre

Proj (Sy) e o subconjunto dos elementos de Proj (S) que estio contidos em P .

Demonstracdo: Sabemos que todo ideal primo de 7715 ¢ da forma 7Y para

algum primo P de S que ndo intersecta T , e que

T (T_I‘B) = 771 (’T‘l‘,B) = P.
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Como a topologia de Proj é a topologia iduzida de Spec , basta entao mostrar
que um ideal primo 7B de 7 'S & homogéneo e nao contém (7 19), see
somente se P ¢é homogéneo e ndao contém S, .

Observemos primeiramente que 8 2 Sy se e somente se 7 "B 2 (T19), .
Com efeito, se P 2 S; , existe a € S\P para algum ¢ > 1, o que
implica a/1 € (T 'S)\T 1B, donde 7P 2 (T 'S); . Reciprocamente, se
TR 2 (T'S); ,existem a€S; e feTNS;,com i>j>0, tal que
a/f ¢ TP . Isso implica a € S;\'P, donde P 2 S, .

Além disso, se B é um ideal homogéneo de S, entao é gerado pelo conjunto
dos seus elementos homogéneos. Segue imediatamente que 7T B ¢é o ideal de

T-1S gerado pelo conjunto de elementos homogéneos

{%/ae‘p,fe T},

portanto também é homogéneo.
Reciprocamente, suponhamos que 7 B ¢é um ideal homogéneo de TS .

Dado

i, + -+ ay, Gm, aikeSik com 11 <---<iy
temos
%4—---4—%67’71‘3, %6(7-715)% com iy < - <ig.

Como TP ¢ homogéneo cada a;, /1 pertence a T B , donde cada aj,

pertence a B . Logo P também é homogéneo. O]

Lembremos que se 7 ¢é um subconjunto multiplicativo de S constituido por
elementos homogéneos, (7 1S), denota o subanel dos elementos de grau 0 de
T-1S . Como casos particulares, dados P € Proj (S) e f € S homogéneo,

denotaremos Sy := (Sp)o € S(p) := (Sf)o , respectivamente.

A proposicao a seguir mostra um fato importante que acontece quando o sub-

conjunto multiplicativo 7 contém elementos de grau positivo.
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Proposigao 1.2.18. Suponhamos que T contém algum elemento homogéneo de

grau positivo. Entao a aplicacao

o: Proj (T'S) — Spec ((T7'S)o)
TR — T n (T 19

¢ um homeomorfismo.

Em particular, se f € um elemento homogéneo de grau positivo de S e B
¢ um elemento de Proj (S) , existem homeomorfismos naturais entre Spec (S(f)) ,
Proj (S§) e D(f) e entre Spec (Si)) . Proj (Sp) e o subconjunto dos elementos

de Proj (S) que estao contidos em P .

Demonstragdo: A aplicagio ¢ nada mais ¢ do que a restrigio a Proj (T 15) da
aplicagao induzida pela inclusao (7 1S)y — T 1S . Segue entdao da Proposigao
1.2.8 que o é continua. Assim, s6 falta mostrar que o ¢é uma bijecdo e que a
imagem de um fechado de Proj (T1S) & um fechado de Spec ((T15)o) .
Provaremos primeiro que o ¢ injetiva. Para isso, sejam 7 B e T!'Q

elementos de Proj (T~19) tais que
p =T BN (TS =T7'Qn (T1S),.

Precisamos mostrar que 7 B = 7' . Mostraremos apenas que 7T ¥ C
T-'Q , pois a outra inclusao é analoga. Além disso, como ambos os ideais sdo
homogéneos basta mostrar que todo elemento homogéneo de T B pertence a
T'9.

Seja entdo a um elemento homogéneo de 7', digamos deg (a) =1, e seja
feTnNsS;,com j>1. Temos o//f" € T-"PB com deg(a’/f") =0, portanto
a/ft € pCT'Q,donde o = (a//f")f € T'Q. Como T 'Q & primo isso
implica a € T1Q.

Para provar a sobrejetividade de ¢ devemos mostrar que, dado um ideal primo
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p de (T71S5), existe um ideal primo homogéneo de 7 'S que niao contém o
ideal irrelevante (771S5), , e cuja contragio em (7 1S)y ¢ p . Afirmamos que
p(7T-15) é tal ideal.

Provaremos isso em etapas. Primeiro observemos que p(7-1S) é um ideal
homogéneo, pois é gerado por elementos de grau zero, o que implica que /p(T—15)
¢ um ideal homogéneo (Lema 1.2.15).

Além disso, ¢ claro que p C /p(T-1S) N (T'S) . Quanto & inclusio
contraria, se a € /p(T-19) N (T'S) , entdo existe n > 1 tal que a" €
p(T1S) N (T718)y . Isso quer dizer que existem c € p e x € T 1S, tais que
a" = cx . Como deg(a") = deg (¢) = 0, devemos ter também deg (x) = 0. Assim
v € (T719), donde a" =cx €p. Sendo p um ideal primo, temos a € p . Logo

p(T 9 N(T1S) = p.

Para mostrar que /p(7~1S5) ¢é primo, tomemos elementos homogéneos a,b €
TS, digamos deg (a) =i e deg (b) = j , tais que ab € /p(T-15) . Existe
n>1 tal que (ab)™ € p(T1S) . Por hipotese, existe também f € T NSy , para

algum k£ > 1. Temos entao

nk bnk b nk
ini W - J(L‘C:b(l)_;,_]) S p(T_IS) N (T_IS)O C p(T_ls) N (T_IS)() = p.
Como

() - a(2) -

e p € primo, isso implica

a €Ep ou L €p
fm' fnj
donde
nk nk
at = & CfM e p(T19) ou pE = S fM e p(T19)

fnz f"]
e portanto a € /p(T—1S) ou b€ /p(T-1S). Logo +/p(7-1S) & um ideal

primo (Lema 1.2.16).

Para completar a prova da sobrejetividade de ¢ s6 nos falta mostrar que
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(T7'S)y € /p(T-1S) . De fato, existe f € T NSy, para algum k > 1. Entdo
f/1 € (T718), . Mas como f/1 & invertivel em T 1S | nao pode pertencer a
nenhum ideal primo de 7-'S . Em particular f/1 ¢ /p(T-1S) .

Finalmente, provaremos que a imagem de um fechado de Proj (7-15) ¢é um
fechado de Spec ((T19)g) . Para isso fixemos um fechado V (2A) de Proj (T19),
20 um ideal homogéneo de 715 | e consideremos sua contracao a := 2AN(719)y
em (7715)y. E claro que se 7B D2 entdo 7T BN (T19)y 2 a. Portanto
c(V(A) € Va).

Reciprocamente, suponhamos que p ¢ um ideal primo de (71S)y que con-
tém a . Dado um elemento homogéneo a de 2 , digamos com deg(a) = i ,
tomamos f € TNS,, k>1. Temos a/f" € A com deg (a*/f*) =0,
portanto a*/f € a C p C p(T1S) . Assim, d* = (a*/f)f* € p(T'S) ,
donde a € \/m . Resumindo, todo elemento homogéneo de 2 pertence
a /p(T-1S) . Sendo ambos ideais homogeneos, isso implica +/p(7-1S) 2 A,
donde /p(7T-1S) € V(A). Além disso, vimos acima que 0( p(T‘15)> =p.
Isso mostra que também vale a inclusio o (V(2A)) 2 V (a) , completando a

demonstracgao. O

Corolario 1.2.19. Seja S = @2, S; um anel graduado. Proj (S) = & se e

somente se cada elemento de Sy = @, S; € nilpotente.

Demonstracao: O conjunto dos elementos nilpotentes de S ¢é a interseccao de
todos os ideais primos de S . Assim, se cada elemento de S, é nilpotente, entao
todo ideal primo de S contém o ideal irrelevante S, , o que implica Proj (S) = @ .

Reciprocamente, suponhamos que existe x € S, que nao é nilpotente. Entao
x possui alguma componente homogénea x; , a qual tem grau estritamente positivo,
que nao ¢é nilpotente. Neste caso temos S,y # 0 , e portanto Spec (S(xi)) +O.
Segue da Proposicao 1.2.18 que D (z;) # @ , donde Proj (S) # @ . O

34



Analogo ao caso afim, definiremos um feixe de anéis Opys) =: € em Proj (S) .
Dado um subconjunto aberto nao-vazio U de Proj (S) , uma secdo s em U ¢é
uma funcdo de U na unido disjunta ]_[(BGU Sep) > tal que s(P) € Sy, VPeU,
e s ¢ localmente o quociente de elementos homogéneos de mesmo grau de S .
Esta tltima condicao significa que, para cada P € U , existe uma vizinhanca V
de P contida em U e elementos homogéneos de mesmo grau ayp, fg € S com

fo & Ugey Q , tais que s(Q) = ap/fyy em Sy paratodo Q eV .

Definimos entdo ¢ pondo O (&) = 0 e, se U ¢é um aberto ndo-vazio de

Proj (S) , pondo
oU) = {S:U—>HS@) / s & uma se¢do em U} :
peU

Como no caso afim, é facil verificar que ¢ com as restri¢coes naturais é um

feixe de anéis em Proj (S) .

Proposicao 1.2.20.

(i) Para qualquer P € Proj (S) o stalk Oy € isomorfo ao anel local Sipy . Em
particular (fProj (S), ﬁ) ¢ um espaco anelado local.

(ii) Para qualquer f € S homogéneo de grau positivo, o espago anelado local
(D(f),Oloy)) € isomorfo ao espectro de Sipy . Em particular (Proj (S),0) ¢é

um esquermna.

Demonstra¢ao: (i) A demonstragao de que a aplicagao
p: Op — S
(U,s) = s(P).

é um isomorfismo é analoga a demonstracao do item (i) da Proposigao 1.2.11.

(ii) Como vimos nas Proposi¢oes 1.2.17 e 1.2.18 a aplicacdo

¢: D(f) — Spec(S(yp)
B = PSSy NSy
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é um homeomorfismo. Falta entao definir um isomorfismo

¢# : ﬁjpea(s(f)) — ¢* (ﬁ?roj(S)|'D(f))

de feixes em Spec (S(f)) tal que, para cada P € D(f), o homomorfismo induzido

nos stalks
# .
%3 : (ﬁSP”(SU)))d)(m) - (ﬁi”mj(s)‘f’(f))sn
¢ um homomorfismo local.
Primeiramente observemos que se B € D (f) , entdo os anéis Sy e (S(f))¢(‘43)
sao naturalmente isomorfos. De fato, Sy € contituido das fracdes a/b, com a e
b elementos homogéneos de mesmo graude S e b ¢ P e (S(f))¢ é contituido

(®)
por fracoes do tipo (a/f™)/(b/f™), com a e b elementos homogéneos de S tais

que deg (a) = n deg (), deg (b) = m deg (f) e b/f™ & & (), ou scja, b P.

Como ‘P nao contém [ & facil verificar que a aplicagao

opt (S g — S
a/fm" af™
- - H
b/ fm bfm

estd bem definida e ¢ um homomorfismo. Além disso, (af™)/(bf") =0 em Sy

significa que existe um elemento homogéneo ¢ em S que nao pertence a P tal

que caf™ = 0. Portanto, se deg (c) =k e deg(f) =17 > 1, temos

CTfm
form € S0
CTfm
e ¢ PSSy NSy = 6(P) e
cfmooa
fk+m F =0 em S(f)’

donde (a/f™)/(b/f™) =0 em (S(f))¢(q3) . Logo oy é injetiva.

Quanto a sobrejetividade, dado a/b € S, a e b homogéneos de mesmo
(ab™ )/ f* a
op | —F5— | = —,
br/f* b
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onde r=deg (f)>1.

Agora observemos que, por ser ¢ um homeomorfismo, um subconjunto U de
Spec (S(p)) € aberto se e somente se ¢~' (U) ¢ um aberto de D (f) . Além disso,
se U éum aberto de Spec (S(s)) entdo, por definicdo, ¢, (Opyis)lni) (U) =
Op(s) o) (071 (U)) . Por isso ¢s (Opics)|nis)) (U) € contituido pelas se¢des s :
o (U) — [ype -1y Sepy que sdo localmente um quociente do tipo s (P) = a/b
com a,b € S homogéneos de mesmo grau e b ¢ P . Analogamente, ﬁSpeC(S(f)) (U)
é contituido pelas secoes s : U — H‘BEaﬁ*l(U) (S(f))d>(‘43) que sao localmente um
quociente do tipo s (¢ (B)) = (a/f")/(b/f™) com a,b € S homogéneos, deg (a) =
ndeg (f), deg (b) =mdeg (f) ¢ b&B.

Assim, os homomorfismos oy induzem, para cada aberto U de Spec (S(f)) ,
um homomorfismo ¢ : ﬁjpu(s(f)) (U) = ¢s (Onyiis)loi) (U) , que por ser op
um isomorfismo para todo P € D (f) , cada (/ﬁ também é um isomorfismo. Além
disso, é facil verificar que para cada inclusao V' C U de abertos de Spec (S(f)) , O
diagrama

¢l

ﬁSpeﬁ(S(f)) U) —= 0N (ﬁTrq(S)|D(f)> (U)

| |

ﬁﬁ’“(&f)) (V) df# Ps (@’r@‘(s)’mn) (V)

1%
comuta. Logo ¢ : O e
Spec (S(r)) -

Por outro lado, os stalks (ﬁ51’“(5<f>>)¢(q3) e (ﬁ%j(g)\pm)m sao naturalmentes

(50) — O, (ﬁ%j(sﬂpm) é um isomorfismo de feixes em

isomorfos a (S(f)>¢(‘13) e Sup) , respectivamente (Proposicao 1.2.11 e parte (i)).
Além disso, pela forma como sao dados esses isomorfismos e pela forma como foi
contruido o isomorfismo ¢7 : ﬁspec(sm) — O (ﬁ?mj(s)|p<f)) , para cada ‘P €

D(f) , o homomorfismo induzido ¢§ é na verdade oy . Mais precisamente,

Qﬂg : (ﬁspec(s(ﬂ))d)(m) = (S(f))(p(;p) — (ﬁrpmj(sﬂp(f))m & S(qg)
o (e
b T b T <b/fm) |
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Segue que cada gzﬁg ¢ um isomorfismo. Em particular cada qbfé ¢ um homomor-

fismo local. O

Corolario 1.2.21. Se existe algum elemento homogéneo f em S, que nao

pertence a nenhum elemento de Proj (S) , entao (Proj (S), Opy(s)) € um esquema

afim isomorfo a <5P“ (S(f)) 7ﬁ5pec(5<f>)) ’

Demonstragio: Como nesse caso D (f) = Proj (S) , temos (Proj (S), Opi(s)) =
(D(f), ﬁ?@(s)\pm) . Além disso, pela Proposicao 1.2.20 (D (f) s Onis) o)) =

(Spec (S(f)) ; ﬁSPeC(S(ﬁ)) ’ )
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Capitulo 2

Expansao de Puiseux e normalizacao

de curvas algebroéides planas

2.1 Lema de Hensel e Teorema de Preparacao de

Welerstrass

Comecaremos demonstrando dois lemas que serao tteis para a demonstracao do

Lema de Hensel.

Lema 2.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade e sejam g, h € R tais que
gR + hR = R.

Suponhamos que g nao é um divisor de zero e que foi firado um subconjunto E C R
com exatamente um representante para cada classe residual de R/(g) . Entao dado

f € R existem unicos v E€ E e u € R tais que

f=wug + vh.

Demonstracao: Existem a,b € R tais que ag+bh =f . Se ve E éo

representante da classe residual de b em R/(g) , entdo b = v+ cg para algum
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¢ € R. Assim, tomando u = a+ ch temos
ug + vh = (a+ch)g + (b—cg)h = ag + bh = f

com veEFE e ue R.

Suponhamos agora que
f =ug +vh =ug+ vh
com v,v' € E e u,u’ € R. Isso implica que
(u—1u)g = (v —v)h. (2.1)
Tomando r,s € R tais que rg+sh = 1, temos

vVV—v = (W —v)rg + (V —v)sh
= (W —-v)rg + (u—1u)sg

= [ =v)r + (u—u)s]yg

multiplo de g, portanto v = v . Da igualdade 2.1 obtemos (u—1u')g=0. Como

g nao ¢é divisor de zero cuncluimos que u —u' =0, ou seja, u=1u’. O

Lema 2.1.2. Seja R um anel comutativo com unidade e seja Rl[x]] o anel das

séries de poténcias com coeficientes em R . Se

G(x) = Zglﬂc’ , H(x) = Zhixi

=0

sao duas séries de poténcias em R[[z]] , entdo

ok +hBR =R = G@)R[z] + H(z)R[z]] = R[] .
Demonstragao: Dada P(r) = Y % pja’ € Rl[[z]] devemos provar que existem

Ax) = Zaja:j , B(z) = Z b’ € R[z]]

J=0
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tais que

Faremos isso por inducao.

Por hipotese, existem ag,by € R tais que
Po = aogo + boho -
Suponhamos agora encontrados ag, ..., am,bo,...,b, € R tais que

p; = (aj90 + bjho) + (aj_191 + bj_1h1) + - + (agg; + bohy)

para cada j =0,1,...,m . Existem a,,.1,b,11 € R tais que
m+1
4190 + Drs1ho = Pmr — | O (@ms1—kGk + bms1-rhi)
k=1

Isso implica

Pm+1 = (Am+190 + bms1ho) + (amgr + bmha) + -+ - + (@0 Gm+1 + bohms1)

CcOMO precisavamos. O

Dados uma série de poténcia F(x) = Y .o, fiz' € R[[z]] e um inteiro ndo-

negativo m , denotaremos

a m-ésima soma parcial da série F'(x) .

Teorema 2.1.3 (Lema de Hensel). Seja R um anel comutativo com unidade e
seja F(x) = 32, fiz" € R[[z]] uma série de poténcia com coeficientes em R .
Se

fo = goho e goR + hhR =R

entao existe uma fatoracao

F(z) = G(z) H(x) com G0)=g0 e H(0)=hg. (2.2)
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Além disso, se gy nao for divisor de zero e E C R ¢é um conjunto com ezxa-
tamente um representante para cada classe residual de R/(go) , entdo a fatoragdao

(2.2) é unica se exigirmos g; € E para todo i > 1.

Demonstracao: A existéncia da fatoracao é conseqiiéncia da existéncia de elementos

J1,92,... € E e hy,hy,... € R tais que, se
G(x):gg—i-igixi e H(x):ho—i-ihixi
i=1 i=1
entao, para cada m=1,2,...
Gm(z)H,p(z) = F(z)  mod (2™th) .

Mostraremos isso por indugao em m .

Pelo Lema 2.1.1 existem ¢g; € £ e hy € R tais que higo+ g1ho = f1, donde
Gi(z)Hi(z) = F(z) mod (z?) .

Suponhamos agora m > 1. Suponhamos também que existem elementos g¢q,...,gn €

E., hy,...,h, € R tais que

Gm(z)Hp(x) == <go + Zng) (ho + Z hixi> = F(z) mod (™).

Isso significa que
G (2)Hp(z) = F(z) + az™™ mod (21?) .

para algum a € R . Novamente pelo Lema 2.1.1 sabemos que existem g¢,,11 € F
e hni1 € R tais que
hm+190 + gm1ho = —a .

Assim, se

m~+1
Gmia() = go + Z 9i%" = Gum(2) + gmsrz™ "
1=1

m+1
Hyi(x) = ho + Z hit' = Hp(2) + hypr ™!
i=1
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entao

Grs1(2)Hpir () = F(x)  mod (2™7?) .

Isso completa a demonstracao da existéncia.

Para a parte da unicidade, observemos que devemos ter

fi=higo+ g1ho .

Pelo Lema 2.1.1, g1 € E e hy € R sao os lnicos tais que isso acontece. Isso
determina de maneira Gnica ¢; e h; . Supomos agora que m > 1 e que ja
sabemos serem tnicos os elementos ¢i,...,9m € E, hy,...,h,, € R . Devemos

ter

fmt1 = hmy190 + hingr + - 4+ h1Gm + hoGmia

ou seja,
fm+1 - (hmgl +- hlgm> = hm+1go + h09m+1

com gn,i1 € E e hy,y1 € R. Novamente pelo Lema 2.1.1 concluimos que ¢,,11 €

hmy1 também sao tnicos. Isso demonstra a unicidade. 0

O Lema de Hensel pode ser generalizado para anéis de séries de poténcias em

varias variaveis.

Corolario 2.1.4. Seja R um anel comutativo com unidade e seja

F(I‘l, e ,.Cl,’n) = Z fi17-~~7in LUZf .. I’Zl € RHSEl, e ,ﬂ?n]]

11 yeenyin

uma série de poténcia em n varidveis com coeficientes em R . Se
fo,..o = gh e gR + hR = R
entao existe uma fatoracao

F(zy,...,x,) = G(x1,...,2,) H(z1, ..., 2p) (2.3)



com

Além disso, se g mnao for divisor de zero e FE C R € um conjunto com
exatamente um representante para cada classe residual de R/(g) , entdo a fatoracao

(2.3) é unica se exigirmos g, ., € E sempre que (i1,...,4,) # (0,...,0) .

Demonstragao: Demonstraremos primeiro a existéncia da fatoragao (2.3), uti-
lizando inducao no numero de variaveis n . O caso de uma variavel é o Teorema

2.1.3.
Suponhamos agora o resultado véalido para n — 1 varidveis, e denotemos

S := R[[z,]] . Entao R[[z1,...,x,]] = S[[z1,...,24-1]] e pondo

00
le,...,zn,l (xn) - E fl1,~-72n—171n xn

in=0

podemos escrever

F(Il, . 7In) = Z E17.“7in71 (ajn) ‘T"il RN x;”:ll .

7/13"'7in71
como um série de poténcia em n — 1 variaveis com coeficientes em S := R[[z,]].

Pelo Teorema 2.1.3 existem Go(x,,), Ho(z,) € S tais que
Fo..o(zn) = Gol(zy,) Ho(zy)

com Go(0) =g e Hy(0) =h. Além disso, pelo Lema 2.1.2,
Go(x,)S + Ho(z,)S = S.

Segue entao da hipotese de inducao que existem

G/(.I'l, c. ,an_l) = G(.I'l, c. ,an)
H(xy,...,0p 1) = H(x1,..., %)

em S[[zy,...,2p-1]] = R[[x1,...,2,]] tais que

F(xy,...,2n) = G(z1,...,x01) H(21,...,2,1)
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Portanto

CcOo1m

G(0,...,0) =Go(0) =g e H(0,...,0) = Ho(0) =h .

Quanto a unicidade, procedemos por inducao na soma dos indices dos coefi-

cientes de G e H . Devemos ter

f1,0..0 = h1o..09 + gi10,.0h

e, pelo Lema 2.1.1, g10..0€ E e hip,. o€ [ sao os tnicos tais que isso acontece.
Por argumento analogo demonstra-se a unicidade de cada coeficiente, tanto de H
quanto de G, cuja soma dos indices ¢é igual a 1.

Suponhamos agora m > 1 e demonstrada a unicidade de g;, ; € E e

Ri,...k, € R sempre que j3 +--- 47, <m e ki +---+k, <m . Um coeficiente
firoin de F tal que i3 +---+i, =m+1, & dado por

Jivoin = iy in 9 + Giyin b+ E Gt k1 -

Jrtkr=ir, r=1,...,n
Jit+in<m
ki+-+kn<m

Novamente pelo Lema 2.1.1, sabemos que ¢;, ., € £ e h; _; € R sao Gnicos

tais que isso acontece. Isso completa a demonstracao. O

O seguinte resultado é uma outra versao do Lema de Hensel.

Corolario 2.1.5. Seja K um corpo e seja F(xy,...,x,,y) € K[[z1,...,2,]][y] =
Ky|[[z1, ... xa]] um polinémio em y cujos coeficientes sao séries de poténcias

em n varidveis. Suponhamos que



com g(y), h(y) € Kly] relativamente primos. Entao eziste uma fatoragao
F(x,y) = G(x,y) H(x,y)  com  G(0,y) = g(y) e H(0,y) = h(y) .
Além disso, se exigirmos que seja

deg, (G(x,y) — g(y)) < deg, (9(y))

entdo a fatoracao € unica.

Demonstragao: Basta tomar R = Kly] , g = g(y) , h:= h(y) e E =

{ fly) e Kly) / deg, (f(y)) < deg, (9(y)) } no Lema 2.1.4, e observar que para
todo polinomio p(y) € K[y| existe um tnico r(y) € Kly] tal que

deg, (r(y)) < deg, (9(y)) e ply)=r(y) modg(y).

Um corolario importante do Lema de Hensel é o seguinte:

Corolario 2.1.6 (Teorema de Preparacao de Weierstrass). Seja K um corpo e
seja
F(xy,...,zn,y) € Kl[z1,...,20,Y]]

uma série de poténcia, tal que F(0,...,0,0) = 0. Suponhamos que y™ aparece
em F  com coefictente nao nulo e que m € o menor inteiro para o qual 4SS0

acontece. Entao F pode ser escrito de maneira unica como
F(Xa y) = [ym + um—l(x)ym_l +oe At UO(X)] ' U(X7 y)

com u;(x) € Kl[xy1,...,z,)] e Ux,y) € K[[z1,...,2,,y]] invertivel.

Demonstragao: Nessas condi¢oes nés podemos escrever F(0,y) = y™ - v(y) , onde

v(y) € K[[y]] ¢ invertivel. Tomamos R := Klfy]], g :==y™ , h :=v(y) e
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E = { fly) e K[yl / deg, (f(y)) <m } C R. O Corolario 2.1.4 afirma que existe
uma tnica fatoracao

F(x,y) = G(x,y) H(x,y)

com

se exigirmos que deg, (g;, i (y) . Tomando entao

..........

U(x,y) = H(x,y) e reescrevendo G(x,y) como elemento de Kl[xy,...,z,]]|[[y]]

obtemos o resultado. O

2.2 Extensoes de K((f)) e Expansao de Puiseux

Seja K um corpo. Dado ¢(t) € K[[t]]\{0} , denotaremos
mult (c(t)) :=max{ £ >0 / c(t) = t'b(t) para algum b(t) € K[[t]] } .

Convencionaremos que multg (0) = 400 .

Uma série formal de Laurent sobre K ¢é uma expressao do tipo

oo
Zait’, a €K, re’z.
i=r

Lema 2.2.1. O corpo de fragoes de K][[t]] € o conjunto das séries formais de

Laurent sobre K .

00
i=r

Demonstragdo: Seja > oo a;t' uma série formal de Laurent. Se r > 0 entdo

esta série pertence a K[[t]] , donde pertence a K((t)) = Frac (K[[t]]) . Se r <0,
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entao podemos escrever

i 4t = D ico Gitr t!
i=r v
com Y ooai,t',t7" € k[[t]] . Portanto Y - a;t' € K((t)) também nesse caso.
Reciprocamente, seja a(t)/b(t) € K((t)), a(t),b(t) € K[[t]] com b(t) #0 . Se

0 = multy (b(t)) , entdo
b(t) = "> bt
=0

para certos b; € K com by # 0, donde Y oo b;t" & invertivel em K[[t]] . Assim

alt)  a(t) Q2 bit) T Ysat S et

ot) Iz o

i=—10

para certos ¢; € K , donde a(t)/b(t) é uma série formal de Laurent. O

Teorema 2.2.2. Seja K um corpo algebricamente fechado com char (K) =0 . Se

LD K((t)) € uma extensdo finita de grau m , entdo

L=EK((@tm).

Demonstragio: Primeiramente mostraremos que L C K((tY/N)) para N =
[T~ i, utilizando indugdo no grau de L/K((t)) . Se m =1 o resultado ¢ trivial.
Suponhamos entdao m > 1 e o resultado valido para deg (L/K((t))) <m —1.

Todo y € L\K((t)) satisfaz uma equacdo (polinomial) minimal do tipo
Y+ an ()Y 4+ o+ agt) = 0, com a;(t) € K((t)),

onde 2 <n < m . Paraalgum ¢ € N suficientemente grande, tem-se t* a;(t) €
K|[[t]] , para todo i . Multiplicando entao essa equacdo por t"* e pondo y; = t'y ,

obtemos uma equacao minimal para y; do tipo

Y 4 b)Yt + o+ bo(t) = 0, com  b(t) € K[[t]] .
Tomando ainda vy, := y; + (1/n)b,_1(t) , obtemos uma equacdo minimal para
1o do tipo

Yy + o) ys 2+ -+ () = 0, com ¢(t) € K[[t]] .
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Evidentemente que y € K((t'/V))\K((t)) se e somente se y, € K((t'/V)\K((t)) .

Assim podemos supor que a equacao minimal de y é
Ft,y) == y" + caa®)y" > + - + () =0, com ¢(t) € K[[t]] .

Afirmamos que F(0,y) = (y — )" para algum o € K . De fato, se nao
fosse assim F'(0,y) possuiria pelo menos duas raizes distintas e dai admitiria
uma fatoracao F(0,y) = g(y) h(y) com g(y),h(y) € Kly] relativamente primos.
Pelo Lema de Hensel, F(t,y) admitiria uma fatora¢do nao trivial F(t,y) =
G(t,y) H(t,y) , contradizendo o fato de F(t,y) ser minimal. Portanto F(0,y) =
(y — a)" para algum « € K . Comparando os coeficientes de y"~ ', de F(0,y)
ede (y— )", concluimos que a =0, donde F(0,y) =y" . Logo t|c;(t) para
todo 1 =0,...,n—2.

Como y ¢ K((t)) , devemos ter c¢;(t) # 0 para algum 4 . Assim, fica bem

definido
[t (T
r— min {M} € Q.
i=0,...,n—2 n—1
Além disso, como t|c;(t) para todo i =0,...,n—2, temos r > 0 e podemos

escrever r = u/v com wu e v inteiros positivos relativamente primos. Dividindo

a equacido F(t,y) =0 por t"" obtemos

(y)" L 2(t) <y>”‘2 b By

t_r t2r F tnr

Fixemos ig € {0,...,n—2} tal que r = multo(c;(t))/(n — ip) . Entao

v|(n —iy) . Em particular v|n!, e portanto t",t™" € K((t'/™)). Assim

" (tlg//v)u €K((t"") = ye K@),

Por outro lado, pela definicao de r , temos

@ = r(n—i) < multy(ci(t) , i=0,...,n—2,

valendo a igualdade quando i =i, . Assim, pondo

v cl(t)
dl(tl/ ) = $r(n—i)
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temos d;(t'/V) € K[[t'/"]], para todo i, e d;(0) # 0. Tomando entdo s =t/ e

z =y/t" obtemos a equagao
G(s,2) = 2" + dp_o(s) 2" 2 + -+ + do(s) = 0, com di(s) € K[[s]].

Como d;,(0) # 0, temos G(0,2) # 2" . Pelo argumento utilizado anterior-
mente, sabemos que existem G (s, z), Ga(s, 2) € K[[s]][z] , com deg_(G;(s,2)) <n

para 7 = 1,2, tais que
G(S,Z) = G1(87Z) GQ(sz) :

Em particular, se n; = deg (K((s))(2)/K((s))) entdao n; < m — 1. Pela hipotese

de inducao
= K((S1/(H?:11i!))) = K((tu(v-l'[?:lli!))) C K((tl/(ny:1i1)>> C K((tl/N))7

portanto y = t"z € K((t'/")) . Concluimos assim que L C K((t'/V)).

Agora provaremos que L = K((t'/™)). Ora, K((t'/V)) ¢ o corpo de decom-
posicdo do polinémio y™ —t € K((t))[y] . Portanto, K((t'/))/K((t)) ¢é uma
extensao normal e finita (ver [St, Chapter 17, Theorem 17.10]). Além disso, como
char (K) = 0, esta extensao também ¢é separavel e portanto de Galois. O grupo de
Galois correspondente é ciclico de ordem N . Como todo subgrupo de um grupo
ciclico de ordem N é ciclico de ordem que divide N , da correspondéncia de
Galois concluimos que todo corpo intermediario da extensao acima é o corpo de
decomposi¢ao de um polinomio da forma y" —t¢ € K((t))[y] , para algum n € N
tal que n|N (ver |La, Chapter 6, Theorem 6.2]). Como deg (L/K((t))) = m ,

devemos ter L = K((t'/™)), conforme afirmado. O

Com isso podemos obter uma resolucao de singularidades utilizando séries de

Puiseux.

Teorema 2.2.3 (Expansao de Puiseux). Seja F(x,y) € K|[z,y]] wma série de

poténcia irredutivel sobre um corpo K algebricamente fechado com char (K) =0,
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tal que F(0,0) = 0 . Suponhamos que y™ aparece em F(x,y) com coeficiente
nao-nulo e que m € o menor inteiro tal que isso acontece. Entdo F(x,y) = 0

tem uma solugao da forma

y = iaixi/m e K[[z"/™] .

i=1

Demonstracao: Pelo Teorema de Preparacao de Weierstrass
Flz,y) = [y + uma(@)y" " + - 4+ w(2)] Ulz,y), wlz) € K[z
com U(z,y) € K[[z,y]] invertivel. Como F ¢ irredutivel em Kl[x,v]],
P(z,y) == y™ 4+ Um_1(2)y™ " + - + up(z)

também é irredutivel em KJ[z,y]] . Isso implica que P(z,y) ¢ irredutivel em

K[]]y] -

De fato, suponhamos que

P(z,y) = G(x,y) H(z,y)

CcoI1n

s—1

G(r,y) = gs(2)y* + gsr (@)Y + -+ + go(w)

H(z,y) = he(2)y" + heoa(2) g™ + -+ + ho(x)

gi(z),hi(z) € K[[z]] e s+ r=m. Como P(x,y) émonico, podemos supor que
gs(z) = hy(z) = 1. Sendo P(z,y) irredutivel em K][[z,y]], devemos ter G(z,y)
ou H(x,y) invertivel em KJ[z,y]] . Para fixar as idéias, supomos H(z,y)

invertivel em K|[[z,y]] . Entao

F(‘T?y) = [ys + gs—l(x) ys—l + o+ gO<x>} H(Jf,y) U<x7y)

com H(xz,y)U(x,y) invertivel em K{[z,y]], ou seja, H(0,0)U(0,0) # 0. Assim,
a hipotese que m ¢é o menor inteiro tal que y™ aparece em F(z,y) com coefi-

ciente nao-nulo implica y* + g,_1(0)y** + -+ + go(0) = y™ e portanto s =m .
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Segue entao da unicidade demonstrada no Teorema de Preparacao de Weierstrass
que P(z,y) =G(z,y) e H(z,y) =1. Logo P(z,y) ¢é irredutivel em K]|[z]][y] .

Agora observemos que K[[z]] é um dominio de ideais principais. De fato,
K[[z]] ¢ noetheriano (ver [AM, Chapter 10, Corollary 10.27]). Dado entao um
ideal nao-nulo I = (f1,...,f,) de KJz]] , fi # 0 para todo i , existem in-
teiros nao-negativos ¢y,...,¢, tais que fi(r) = x%g;(z) com g;(x) invertivel,
i=1,...,n. Temos entdao I = (), onde ¢ = min{¢,...,0,}.

Segue do Lema de Gauss (ver |[GL, Capitulo II, Teorema I1.2.1 e Lema 11.3.6])
que P(z,y) éirredutivel como polinomio em K ((x))[y]. Assim, K((x))(y)/K((x))
é uma extensao de corpos de grau m e P(z,y) é o polindomio minimal de y . Pelo
Teorema 2.2.2, y € K((z'/™)) , ou seja, y = . a;x/™ para um certo r € Z e
certos a; € K .

Temos entdo P(x,> >° a;x/™) =0, o que implica a; =0 para todo i <0,
donde y = >7° a;2"/™ € K[[z!/™]] . Por outro lado P(0,0) =0, ou seja, y =0
¢ uma raiz do polinomio P(0,y) = y™ + up_1(0)y™ " + - + ue(0) € Ky| .
Pelo Lema de Hensel, a irredutibilidade de P(z,y) implica P(0,y) = y™ , ou seja,
u;(0) =0 para i=0,1,...,m — 1. Portanto a equagdo P(z,> > a;z"/™) =0

implica também ag =0 . O

A solucao dada pelo teorema acima é chamada a expansao de Puiseur de y em

relagao a F'.

Corolario 2.2.4. Nas hipdteses do Teorema 2.2.3 consideremos o homomorfismo

K-linear
K[z,y]] 5 K[t]
r — "

Yy o= iai t
i=1

onde Y% a;x/™ ¢ a expansio de Puiseur de y em relagio a F . Entio
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ker (p) = (F) . Em particular KI[t]] € a normalizacao de Kl[x,y]]/F(x,y) .

Demonstragio: Seja G(z,y) € K[[z,y]]\{0} tal que G(t™, > = a;t") =0 e seja

r 0 maior inteiro nao negativo tal que

G(z,y) =2"H(z,y), com H(x,y)= Zbﬂ iyt € K[z, y]] .

Temos H(t™, Y., ait') = 0, portanto H(z,> o0, a;z/™) = 0 . Em particular
boo = 0 . Assim, existe um inteiro positivo minimo n tal que y" aparece em
H(z,y) com coeficiente ndo-nulo. Pelo Teorema de Preparacdo de Weierstrass

podemos escrever
H(z,y) = [y" + vanr(@)y"™ 4+ oo+ wo(2)] - Viwyy),  vilz) € K[x]]

com V(x,y) € K|[x,y]] invertivel.

Denotemos Q(z,y) := y"+ v,—1(2) y" 1 +.. .+ vo(z) . Temos Q(t™, > o0 ait') =
0 , o que implica Q(z,>° a;2/™) = 0 . Assim, se P(z,y) ¢é o polinémio
minimal de y = Y"* a /™ | devemos ter Q(z,y) miltiplo de P(z,y) ,
portanto multiplo de F(z,y) (ver demonstracdo do Teorema 2.2.3). Segue que
G(z,y) = 2" Q(z,y) V(z,y) é multiplo de F(z,y) , o que demonstra a primeira
afirmacao.

Mostraremos agora que K][[t]] ¢é a normalizagdo de K[[t™,> 7 a;t']] em
K((t)) . Suponhamos primeiro que p(t) = >.;° b;t" € K((t)) ¢é inteiro sobre
K[[t™, >, a; t']] . Entao existe n € N tal que

(P + vy (7,300 @i t)) (PN + 4 v (1,2 ait!) = 0,

com v;(x,y) € K[[z,y]] . Analizando os coeficientes dos termos de menor grau

desta equagao é facil de ver que b; = 0 para todo i < 0 . Assim p(t) =

Yo bitt € K[[t]] -
Por outro lado, dado p(t) = > ;2, b t" € K[[t]] , podemos escrever

p<t> = meztml + tzbmwrltml + -+ tm_lzbm(prl),ltmi .
1=0 1=0

1=0
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Como #/ ¢é inteiro sobre K[[t™]] (pois satisfaz o polinomio ménico y™ — ™ ),
paratodo j=1,...,m—1, eanormalizacdo de K[[t™, > a;t']] é um anel (ver
|[AM, Chapter 5, Corollary 5.3]), segue que p(t) € inteiro sobre K[[t", > 2, a;t"]] .

Isso completa a demonstracao do corolario. O]

O morfismo de esquemas Spec (K[[t]]) — Spec (K[[z,y]]/F(x,y)) definido por
t— (1™, 307 a;t") chama-se a resolugdo das singularidades da curva algebroide

F(z,y)=0.

Exemplo 2.2.5. Seja F(z,y) = y*> —2® € C[[z,y]] . Uma solugdo de F(x,y) =0

¢ y=a%%c C[[x"?)] e uma resolu¢io da curva y> =2 € t (t2,1%) .

Exemplo 2.2.6. Seja F(x,y) = y*> — z(2®> — 1) € Cl[z,y]] . Uma solugio de
F(z,y)=0 ¢

1 1 1 0%
1/2 5/2 292 L2 20 are

2 S 16 64

onde i =+/—1. Uma resolucio da curva y*> = x (2> —1) ¢

1 1 1 5%}
s (0t — =t° — 1 — — 13 — — 1T )
L LT 64 )
Observemos que a série it — (i/2)t° — (i/8)t? — --- tem raio de convergéncia

positivo, definindo assim uma série convergente (nao formal) numa vizinhanga da

origem.
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Capitulo 3

Normalizacao de dominios
noetherianos semi-locais de

dimensao 1

3.1 Blow-up

Seja S um dominio noetheriano semi-local de dimensao 1 com ideais maximais
my,...,mp,eseja I =myN---Nm; o radical de Jacobson de S . Se p ¢é um
ideal primo de S que contém [ =m;N---Nmy , entdo p deve conter algum m;

(ver [AM, Chapter 1, Proposition 1.11]) e portanto é maximal. Assim
V(D) = {my,... ,my}

e, como S é um dominio de dimensao 1, (0) é o unico primo de S que nao é

maximal. Em particular I # 0 e para todo a € I\{0}
{(0)} = Spec(5)\V (1) = D(a) .

Além disso, é claro que podemos supor que my,..., m; sao dois a dois distintos.

Assim, se i # j , entdo m; e m; sao coprimos, ou seja, m; +m; = (1) , pois
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m; +m; contém ambos os ideais m; e m; e estes sao maximais e distintos. Por

isso temos I =my;N---Nm, =my---my (ver [AM, Chapter 1, Proposition 1.10]).

Definicao 3.1.1. O Blow-up de I em S ¢€ o anel graduado

B/S = SelelPs--- .

Consideremos agora a inclusao canonica

QOZS — B[S

a — ad0p0p---.

Como vimos no Capitulo 1, ¢ induz uma aplicagao natural Spec (B;S) — Spec (S) ,

a qual pode naturalmente ser restringida & Proj (B;S) :

©* 1 Proj (BrS) —  Spec(5)
BT — PNS.

Conforme definido no Capitulo 1, dado um ideal primo p de S , como

p(S\p) = S\PBOBOD - e ¢, (pSy) =pS, OG0B -+,

(BiS),  (p(S\p) " (BiS)
p(B1S), — w(pS,) - (BrS)
S, 0LOLD---
pS, ®pl, OIS -+

Além disso, por construgao, a aplicacao Spec ((B1S),/p(B1S),) — Spec (B1S) leva
ideais homogéneos em ideais homogéneos. Segue da Proposicao 1.2.10 que a fibra

(¢*)7* (p) é homeomorfa a

T'(%@[Mﬁﬁ@ )
roj | — & —D—D---] .
J pSy — ply,  pl]
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Se p=(0),entdao I, =S5, ,jaque I#0 (ver [AM, Chapter 3, Proposition
3.11]), e Sy, = Frac(S) =: K ¢ o corpo de fragoes de S . Nesse caso temos

Sopho ol S S S
pSy ply, T pl? pSy,  pS,  pS,
SP
~ — |t = Klt].
psp” [t]

Assim, a fibra (¢*)7' ((0)) ¢ homeomorfa & Proj (K[t]) o qual é homeomorfo &

Spec (K) , e portanto consiste de um tnico ponto.

Por outro lado, como S ¢é dominio, B;S também é dominio. Em particular,
o ideal nulo de ByS é primo. Além disso, este ideal é homogéneo, nao contém o
ideal irrelevante (BIS) L€ evidentemente se contrai no ideal nulo de S . Logo

(©*)71((0)) é o ideal nulo de B;S .

Se p=m; éum ideal maximal de S, entdo I, = I, = (M), = M; Sy, (ver
[AM, Chapter 3, Proposition 3.11]). Nesse caso, como Sy, /m; Sy, = (S/m;)n, =
S/m; (ver [AM, Chapter 3, Corollary 3.4]), temos

ﬁ i@j_"z@... = Sm, @mismi@mgsmi@...
pS, ~ pl,  pl? M; S, MISm, My,
oS m  m?
= g ) W ) 3 b

7 (2

Portanto, se m; ¢ um maximal de S , entdo (p*)~'(m;) é homeomorfo a

Proj (S/m; @mi/mf @m?/mf @) .

Lema 3.1.2. Proj (S/m; @m;/m? dmZ/m3 @ ---) # & para todo ideal mazimal
m; de S .

Demonstragao: Fixemos i € {1,...,k} . Como S ¢é noetheriano, m; =
(cl, e ,c,,) para certos c¢i,...,c. € 5.
Suponhamos, por absurdo, que Proj (S/m; ®@m;/m?emZ/mid--) = .

Pelo Corolario 1.2.19, todo elemento homogéneo de grau positivo de gr_ S =

S/m; & m;/m;> @ m?/m3 @ - & nilpotente. Portanto, para cada j=1,...,7,
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f]‘+1

existe ¢; > 1 tal que cﬁj €m, Tomando ¢ = ¢, + --- + (. , obtemos

m! = mit .

O anel Sy, ¢ noetheriano local de dimensao 1 com ideal maximal m;Sy, .
Por outro lado, a igualdade m! = m{™ induz (m;Sy,)’ = (M;Sy,)*! o que, pelo
Lema de Nakayama (ver [AM, Chapter 2, Proposition 2.6]), implica m;S,,, = 0 .

Uma contradi¢ao ja que Sy, tem dimensao 1. O

Lema 3.1.3. Seja A wm anel noetheriano. Todo primo minimo de A € associado.

Em particular, se A € semi-local de dimensdo 1, entdo Spec (A) € finito.

Demonstragao: Como todo ideal primo de A contém o zero, temos A, # 0 para
todo p € Spec(A) , portanto Supp (A) := { p € Spec(A) / A, #0 } = Spec(A) .
Por outro lado, o conjunto dos primos associados minimais A é finito e coincide
com o conjunto dos elementos minimais de Supp (A) (ver [Ma, Chapter 2, Theorem
6.5]), donde segue a primeira afirmagao.

Se A tem dimensao 1, entao um primo de A que ndo é minimal tem que ser

maximal, donde segue a segunda afirmacao. O

Lema 3.1.4. Seja A um anel noetheriano semi-local de dimensao 1. Dado um

tdeal maximal m , existe um tdeal m-primdrio principal.

Demonstracao: Pelo Lema 3.1.3, Spec (A) ¢ finito. Assim, existe a € A tal que
m ¢é o Gnico primo de A que contém (a) = ann (A/(a)) (ver [AM, Chapter
1, Proposition 1.11]). Além disso, todo primo associado de A/(a) deve conter
(a) . Como Ass(A/(a)) # @ (ver [Ma, Chapter 2, Theorem 6.1]) isso implica
Ass (A/(a)) = {m} , donde (a) ¢ wm-primério (ver [Ma, Chapter 2, Theorem
6.6]). O
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Lema 3.1.5. Sejam Pi,..., B, elementos distintos de Proj (BS) . Entao existe

algum elemento homogéneo de grau positivo em BS que nao pertence & unidao

Uf:1 f/pz .

Demonstracao: Provaremos isso por inducao em ¢ . Como o ideal irrelevante
(BIS)+ nao pode estar contido em 3, , deve existir algum elemento f;, +---4 f;,
em (BIS)+ , fi. € " e jo<---<jas,quendo pertence a P; . Entdo algum
fj, nao pertence a P, . Isso mostra que o resultado é valido para ¢ =1.

Suponhamos agora que ¢ > 1 e o resultado é vilido para ¢ — 1 ideais. Entao,
paracada ¢ =1,...,¢ existe algum elemento homogéneo f; em (BIS)+ , digamos
de grau n; , tal que

fie UBs
J#
Se, para algum i tivermos também f; ¢ B, , entdo esta terminado. Caso

contrario, se f; € *3; para todo i, entao teremos, em particular,

' ¢
frETe e Py — Umj e [t f € ﬂmﬂ' — B
=2 =2

com deg (f"*7") = deg (f - ") = ni(na+---+ny) . E claro que nessas

condigoes o elemento homogéneo (de grau positivo) 27" 4+ f," ... f/ nao

N ¢
pertence & uniao J,_, B O

Proposi¢ao 3.1.6. Proj (S/m; @ m;/m? dm?/m2 @ ---) € finito.

Demonstragao: Seja q = (a) um ideal my-primario (Lema 3.1.4) e seja n > 1
tal que m? C q (ver [AM, Chapter 7, Corollary 7.16]). Temos um homomorfismo
canonico

2

s
o (S/q)t] — E@%@%@...:qu

t = 0@ap00D---
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que é sobrejetivo (onde ¢ é uma indeterminada). Segue da Proposi¢ao 1.2.8 que
Spec (grqS) ¢ homeomorfo & um subconjunto fechado de Spec ((S/q)[t]) . Em
particular dim (grqS) < dim ((S/q)[t]) . Mas S/q é um um anel noetherino (ver
[AM, Chapter 6, Theorem 6.6]) de dimensao 0 , ja que Spec(S/q) = {m;/q}
devido a escolha de a . Logo dim ((S/q)[t]) =1 (ver [AM, Chapter 11, Exercise
7).

Além disso, como q C m; , fica bem definida a aplicacao canonica de anéis
graduados

q C|2 S m; m;?

S._S .
g, .—E@¥@$@“' — g@—z m =g,

7 7 7
Esta aplicacao tem como imagem o subanel

S q+m? q+md
A::E@ mi2 ® mi3 SRS grmiS7

assim pode ser fatorada como
gr.S LAY gr. S
q m;

com ¢ sobrejetiva (e 1 injetiva). Utilizando novamente a Proposi¢ao 1.2.8 con-
cluimos que Spec (A) é homeomorfo & um subconjunto fechado de Spec (grqS) e
portanto dim (A) < dim <grq5) < dim ((S/q)[t]) = 1.

Mas S ¢é noetheriano. Assim, para cada j=1,...,n , existem xj1,..., T,
em S tais que mg = (xjyl,...,:cj,,n].) . Como m} C q, denotando por x;,; o
elemento homogéneo de grmiS cuja componete homogeénea de grau j é x;, e as
demais sao nulas, o anel grmiS é finitamente gerado, como A-mddulo, pelo con-
junto finito F ={x;,/1<j<n,1<¢<r;}. Logo aextensio A Cgras ¢
inteira (ver [AM, Chapter 5, Proposition 5.1]), donde dim (grmiS) =dim(A) <1
(ver [AM, Chapter 5, Corollary 5.9 and Theorems 5.10 and 5.11]).

Por outro lado, como S/m; é um corpo, o ideal irrelevante ((grmiS)Jr éo
tnico ideal maximal de gr, S, donde todo elemento de Proj <qumiS) deve ser

um primo minimo de gr S (ja que ndo pode conter o ideal irrelevante). Sendo
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Proj (ﬂ%ﬁ) # @ (Lema 3.1.2), segue que dim <grm_5> =1.
Além disso, gr_S ¢ noetheriano (ver [AM, Chapter 10, Proposition 10.7]).
Pelo Lema 3.1.3 temos Spec (grmvS> finito, donde Proj (grm_S> ¢ finito. O

Em particular, a aplicagdo ¢* : Proj (B;S) — Spec(S) ¢é finita (ou seja,
(¢*)"'(p) ¢é finito para todo p € Spec(S)) e como Spec(S) ¢ finito temos
Proj (B;S) também finito.

Corolario 3.1.7. Existe f € (B]S)+ homogéneo tal que (Proj (B;S),0) ¢
1somorfo ao espectro de (BIS) . Em particular, (iProj (B1S), ﬁ) € um esquema

afim.

)

Demonstra¢ao: Como Proj (B;S) ¢ finito, segue do Lema 3.1.5 que existe algum
elemento homogéneo f € (BIS)+ que nao pertence a uniao Ume%j(Bls)‘B . 0O

resultado segue entao do Corolario 1.2.21. [

Além disso, segue também do Corolario 1.2.21 que se g ¢é outro elemento ho-
mogéneo de (BIS)+ que nao pertence nenhum elemento de Proj (B1S) , entdo os

espectros de (BIS) e de (BIS) sao isomorfos.

(f) (9)

Lema 3.1.8. Seja Frac (S) o corpo de fragao de S . Se f € (BIS)+ é homogéneo

e nao-nulo, entao a aplicacao natural

o (B[S)(f) —  Frac(S)
a @
fm fm
¢ um isomorfismo sobre sua imagem BS; = oy ((B[S) (f)) , a qual contém S .

Além disso, se g € (BIS)+ € outro elemento homogéneo e nao-nulo, tal que

D(f)2D(g), entao BSy C BSY, .
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Demonstracao: Por definicao,
(BIS)(f) = { % / a ¢é homogéneo com deg (a) = n deg (f) } :

Primeiramente mostremos que oy estd bem definida. Para isso, suponhamos
que a/f"=0b/f" em (BIS) T Isso significa que existe um inteiro nao negativo
k tal que f¥(af™—bf") =0 em B;S. Como todos estes elementos sio homogé-
neos, podemos considera-los como elementos de S e com tal consideracao é claro
que temos também fX(af™ —bf"*) =0 em S .

Sendo f # 0 (tanto como elemento de B;S como elemento de S ) e sendo
S um dominio, a igualdade f*(af™ —bf") =0 implica af™ —bf" =0 em S,
donde a/f" =b/f™ em Frac(S). Logo oy esta bem definida.

A verificacao de que oy ¢ um homomorfismo é facil. Quanto a injetividade de

or,se a/f" éum elemento de (BIS)( ) tal que a/f" =0 em Frac(S) entdo

f
devemos ter a =0 como elemento de S, o que implica a/f" =0 em (B]S) 0 -
Além disso, é claro que S ¢é a imagem do subconjunto de (B[S) 0 dos ele-

mentos da forma a/1 com a elemento homogéneo de grau 0. Isso demonstra a
primeira parte do lema.

Suponhamos agora que g ¢ outro elemento homogéneo e nao-nulo de (BIS)+ ,
tal que D(f) 2 D(g) . Um elemento a/f™ € (BIS)(f) representa uma sec¢ao
s de O(D(f)) (ver Proposi¢oes 1.2.11 e 1.2.20). Como D (f) 2 D(g) temos
um homomorfismo & (D(f)) — 0 (D(g)) que leva s na restricdo $|p,, , a
qual é representada por algum elemento b/¢™ de (B[S) (Proposigoes 1.2.11

e 1.2.20). Entdo a/f™ =b/g™ em (B;S)

(9)

() » Dara todo P € D(g) . (Notemos

que sendo B;S um dominio e sendo g # 0 temos D(g) # & ). Segue que
or(a/f") =o04(a/f") =04(b/g™) , ouseja, a/f* =0b/g™ € BS, C Frac(S) . O

Denotaremos BS := BS;, onde f é algum elemento homogéneo de (B[S)Jr

que nao pertence a uniao Um@,mj(Bls)‘B . Pelo Teorema 3.1.8, 0 anel BS esta
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bem definido. Além disso, segue do Corolario 1.2.21 que

(_’Proj (B]S) 5 ﬁgpmj(BIS)) = (Spec (BS) ’ ﬁ5P35(BS)) :

Proposicao 3.1.9. O anel BS ¢ finito sobre S . Em particular dim (BS) =
dim (S) .

Demonstragao: Seja f como acima, e seja m = deg (f) . Como S & noethe-
riano, existem ag,...,a, € I"™ nao-nulos tais que [I™ = (al,...,an) . Entao
BS = BSy = Sla1/f,...,a,/f] e BS éuma S-élgebra de tipo finito. Assim,
basta mostrar que a extensao S C BS ¢é inteira, ou seja, que todo anel de valo-
rizacao de Frac (S) que contém S contém também BS (ver [AM, Chapter b5,
Corollary 5.22]).

Pois bem, seja R um anel de valorizagdo de #rac(S) que contém S ;| e
seja. v : Frac(S)" — G uma valoriza¢ao associada a R ( G um grupo orde-
nado). Tomemos a € {ay,...,a,} tal que v(a) < v(a;) para todo i . Entao
v(a;i/a) =v(a;) —v(a) >0 para todo i, portanto a;/a € R para todo i, donde
BS, = Slai/a,...,a,/a] C R.

Como D (f) = Proj (B;S) éclaroque D (f) D D (a). Segue do Lema 3.1.8 que
BS = BSy C BS, C R. Logo a extensao S C BS éinteirae dim (BS) = dim (5)
(ver |AM, Chapter 5, Corollary 5.9 and Theorems 5.10 and 5.11]). ]

Proposicao 3.1.10. BS =S se e somente se S reqular.

Demonstracao: Suponhamos que S é regular, ou seja, que paratodo 1 =1,... k,
m;/m? ¢ um S/m;-espago vetorial de dimensao 1. Isso implica que todo m; é
principal (ver [AM, Chapter 2, Proposition 2.8]), digamos m; = (z;) . Tomando
entdo f = mxy---xp, temos [ =myN---Nm, =my---m = (f) . Segue que

o elemento f € B;S , considerado como elemento homogéneo de grau 1, gera o
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ideal irrelevante (BIS)+ . Portanto f ¢ Um@,mj(BIS) B, 0 que nos permite supor
que BS = BSy.

Como ja sabemos que S C BSy , s6 nos falta mostrar a inclusao contréria. Ora,
um elemento de BSy = oy ((BIS) (f)) escreve-se da forma a/f" para algum
a € I" (ver Lema 3.1.8). Sendo I = (f) , temos I™ = (f™) , portanto existe
ce S tal que a = cf". Isso implica a/f" =c¢ em Frac(S). Em particular
a/fres.

Reciprocamente, suponhamos que BS = § . Precisamos mostrar que cada
m;/m? =2 m;Sy./(M;Sy,)? € um espago vetorial de dimensdo 1 sobre o corpo
S/m; = (S/mi)mi = Sn,/m;Sn, (ver [AM, Chapter 3, Corillary 3.4 and Proposition
3.11]). Como Sy, ¢ um dominio noetheriano local de dimensao 1, é suficiente
mostrar que cada m;S,, ¢ um ideal principal de S, (ver [AM, Chapter 9,
Proposition 9.2]). Demonstraremos apenas para ¢ = 1, pois os demais casos sdo
analogos.

A igualdade BS = S implica que, para cada 7 = 1,...,k , existe um tnico
M, € Proj (Br.S) que se contrai em m; via inclusdo candnica S < BrS , e que os

stalks (B;S) e Sm, sdo iguais (considerados como subanéis de Frac (S) ).

(M)
Para cada i =2,... k , existe y; € m;\ U#i m; (ver [AM, Chapter 1, Propo-
sition 1.11]) e, como S é noetheriano, existem também xzi,...,z, € S tais que
m; = (21,...,2,) . Considerando ys-- -y € ﬂfzz m; como elemento homogéneo
de grau 0 ecada w;y2---yp € [ = my---my como elemento homogéneo de grau
1, temos que cada produto z;y3---y; pertence a ﬂsz m; .
Afirmamos que algum z;y3---y; nao pertence a My . De fato, como 9

nao pode conter o ideal irrelevante, deve existir algum 2z € I = m;---m; que

nao pertence a My (z considerado como elemento homogéneo de grau 1).

Sendo my = (xy1,...,x,) , 2z & um somatorio finito de termos da forma cx,y ,
yemg---my, ceS e fe{l,...,n}. Issoimplica que algum termo cz;y deste
somatorio nao pertence a 9% . Além disso, y; ¢ my , para todo i = 2,... k.

Assim, y3---y? , considerado como elemento homogéneo de grau 0, ndo pertence
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a My , eportanto h = cx;yys---y: ¢ M. Mas h é também o produto de
cy , considerado como elemento homogéneo de grau 0, por z;y3---y7 , conside-
rado como elemento homogéneo de grau 1. Segue que z;y3---yi ¢ M .

Trocando os indices se necessério, podemos supor que [ = z1y5---y; €
N, MADM, . Assim D (f) = {(0),M,} , o que implica BS; = oy ((B]S)(f)> -
(B1S) ) = Sm, (ver Lema 3.1.8).

Dado entdao z/s € mySy, , temos zys---yi/f € BS; C Su (zys - yi
considerado como elemento homogéneo de grau 1). Segue que existem bt € S ,
t ¢ my, tais que xyi---yi/f = b/t em Frac(S) , e portanto zys---yit =
bf =bxyys---y; em S . Como y3---yi ¢ my , este elemento ¢ invertivel em
Sm, , donde obtemos x/s = bx;/st = (b/st)(x1/1) . Logo mySy, = (z1/1) é
principal. O

3.2 Algoritmo de resolucao

Seja S um dominio noetheriano semi-local de dimensao 1 com ideais maximais
my,...,m,,eseja BrS oblow-upde I=m;N...Nm; em S. Como vimos em
3.1, existe uma extensdo natural S C BS C #rac(S) , tal que (2roj (B;S),0) =
(Spec(BS),ﬁ’) . Além disso, o anel BS ¢ também um dominio noetheriano

semi-local de dimensao 1.

Isso nos permite definir uma seqiiéncia de dominios noetheriano semi-locais de

dimensao 1: Sp:= S e, se S; ja esta definido, S;;1 := BS; .

Teorema 3.2.1. Seja S um dominio noetheriano semi-local de dimensao 1. As
sequintes afirmacgoes sao equivalentes.
i) A seqiiéncia Sy =S, S1, So,... estabiliza a partir de um certo { e os dominios

Sy = Spy1 = ... sao requlares.
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ii) A normalizacio S de S ¢ finita sobre S .

Demonstracao: Suponhamos que a seqiiéncia Sy = .5, 57, Ss,... estabiliza e seja
¢ tal que os dominios S, = Syy; = ... sao regulares. Isso quer dizer que para todo
ideal maximal m de S, o localizado (S;), & regular, ou seja,

dim (S)m (M) =1.

m(Sy)m (m<S£)m)2

Mas cada (S¢)m ¢ um dominio noetheriano local de dimensao 1, portanto cada

(S¢)m € integralmente fechado (ver [AM, Chapter 9, Proposition 9.2]), o que implica
Sy integralmente fechado (ver [AM, Chapter 5, Proposition 5.13]). Como S, é
finito sobre S (ver Proposicao 3.1.9 e [AM, Chapter 5, Corollary 5.4]), concluimos
que

Sy CSCS =5.

Logo S =S, , donde S & finito sobre S .

Reciprocamente, suponhamos que S seja finito sobre S . Como cada S; esta
contido em S, o anel |J;°,S; ¢ um S-submoédulo de S . Sendo S noetheriano
e S um S-modulo finitamente gerado, segue que UisgSi € um  S-modulo
finitamente gerado (ver [AM, Chapter 6, Propositions 6.2 and 6.5]).

Sejam xq,...,2, € ;o Si tais que

Gsi — Sy +---+ Sz,

i=0
esejam (q,.... 0, taisque z1 € Sp, ..., . € Sy, . Tomando ¢ = max{/y,... 0}
temos z1,...,x, € Sy, donde

i=0 i=0
Logo a seqiiéncia Sy =S5, Sy, Sa,... estabiliza a partir de ¢ e, pela Proposicao

3.1.10, os dominios Sy = Sypy1 = ... sao regulares. O

66



Exemplo 3.2.2. Seja F € K[[z,y]] como no Teorema 2.2.3 e seja y =Y oo a;x"/™
a expansdo de Puiseur de y em relagio a F . O anel S = K|[[z,y]]/(F) ¢é um

dominio de dimensao 1 e S = K[[t] via t— (t™, >, ait’) .

Exemplo 3.2.3. Seja A um dominio noetheriano de dimensio 1 e sejam
my,...,my ideais mazimais de A . Tomando o subconjunto multiplicativo S =
A\ Ule m; temos que S :=S8'A € um dominio noetheriano semi-local de dimen-
sio 1 com ideais mazimais S~ 'my,...,S7'm, . Se S € finito sobre S, podemos

utilizar o alrgoritmo descrito acima para obter S .

Exemplo 3.2.4. Seja F(z,y) = v* — 2*(x + 1) € K[[z,y]] , K um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero. Como série de poténcia, F nao é
irredutivel, pois x + 1 possui uma raiz quadrada em Kz, ]|,

1= (14t tey 2
X = 255 8:E )

o que nos fornece a fatoracao
v — 2z +1) = (y—a:Vx—l—l) (y—Hc\/x—i—l) .

Por isso Puiseur nao pode ser aplicado a F , mas sim a cada um de seus fa-
tores, que agora sao irredutiveis. (Note-se que mesmo sendo y = =+ T+ 1
solugoes da equacio F(x,y) =0 em K|[z,y]|, o Coroldrio 2.2.4 precisa da irre-
dutibilidade de F para garantir que KI[t]] seja a normalizacao de K[z, y]]/(F) ).

Entretanto, F € irredutivel como elemento de Klz,y| , donde A := K[z,y|/(F)
¢ um dominio noetheriano de dimensao 1. Além disso, como A € uma K-dlgebra
de tipo finito, ¢é possivel demonstrar que A € finito sobre A (ver, por exemplo,
|Ko, Chapter 1, Theorem 1.33]). Segue que o anel S = (K[z,y]/(F))

é um
(z,y)

dominio noetheriano local de dimensio 1 cuja normalizacio S = Ay = Z(I,y) é
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finita (ver |[AM, Chapter 5, Proposition 5.12|). Entao podemos aplicar o algoritmo

acima para obtermos uma normalizacdo desse anel.
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