Equacao-mestra para a distribuicao
de grau de uma rede de Duplicacao e

Divergencia

Vitor Sudbrack (IC), Daniel Gamermann (PhD)

Instituto de Fisica, UFRGS

vitor.sudbrack@ufrgs.br

Resumo

Crescimento de redes descritas pelo modelo de Duplicagao e Di-
vergéncia propoe um ideia genérica simples de dindmica natural de
redes. Em particular, € uma alternativa para o modelo conhecido de
Barabasi-Albert quando aplicadas as redes de proteina.

Nesse trabalho nos derivamos a equagao mestra para a distribui¢cdo
de grau dos ndés de uma rede que cresce conforme dinamica de
Duplicacao e Divergéncia e foi obtida uma expressao para o numero
total de ligacdes como uma fungao do numero de nodos. Usando ferra-
mentas da algebra linear foi investigado o comportamento assintético
da distribui¢ao de grau.

Os resultados analiticos mostram que o grau médio das redes con-
vergem se a taxa de mutacdo total € maior que 0.5 e diverge caso
contrario.

Comparamos as solugdes obtidas com simulagdes numéricas. Es-
ses resultados sao compativeis com os valores esperados a partir das
equacgoes deduzidas. O método desenvolvido € uma ferramenta robusta
para investigar outros classes de dinamica de redes.

Introducao

Como a fisica engloba o estudo e descricao de fendmenos com-
plexos em areas distintas, como biologia ou ciéncias sociais, a
teoria de grafos ¢ comumente aplicada. Nesta abordagem o sis-
tema estudado € descrito como uma rede, que consiste de um
conjunto de nds e um conjunto de ligacoes entre eles.

Neste trabalho, estamos interessados em dinamicas de redes,
isto €, o estudo de uma dinamica por tras de um grafo que
se expande. A motivagao para tal estudo estd na dinamica de
redes bioldgicas. Muitos sistemas bioldgicos encontram uma
descri¢ao natural dentro desse modelo e entendé-lo com as re-
gras da selecao natural que resulta em redes com estruturas to-
pologicas parecidas com as redes reais observadas nos fornece
1deias sobre a dinamica da evolugao das espécies.
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Figura 1: Aqui, usamos uma descri¢ao de processo markoviano para o mo-
delo de dinAmica de redes. Nessa abordagem, o estado de uma rede num dado
instante depende apenas na sua configuragao no momento anterior. Dado um
conjunto de regras que descrevem como a rede muda em cada passo de tempo,
construimos a correspondente equagao mestra que representa a evolucao das
configuracoes do sistema.

A 1mportancia de descrever o comportamento médio de um
processo estocastico dessa maneira esta em poder saber o com-
portamento da rede para diferentes valores de parametros sem
a necessidade de longos tempos de simulacdao numérica para se
obter informacoes estatisticamente relevantes.

Modelo de dinamica: Duplicacao e di-
vergencia

Dado uma pequena rede inicial (trés n0s conectados uns aos ou-
tros formando um triangulo), estudamos o processo markoviano
em que, em cada instante de tempo, repetimos 0 seguinte pro-
CESSO:
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Figura 2: Escolhemos um n6 ao acaso. Adicionamos na rede um idéntico
(com as mesmas ligacdes). Cada ligacao do no original € perdida com uma
probabilidade m,, e cada ligacdao do no duplicado € perdida com uma probabi-
lidade m,. Também, uma ligacdo entre os nos original e duplicado € sempre
criada.

Este modelo € uma adaptacio do modelo proposto por
Vazquez et. al.. Vazquez baseou seu no crescimento de re-
des com regras locais, isto €, regras que requerem informacao
somente de um nd ao invés de outras regras que demandam
informagao sobre toda a rede. Esse modelo de dindmica de re-
des permite que todas as proteinas possam evoluir de um an-
cestral comum através de copia genética (representada pela
duplicacdo) e mutacoes (divergéncia). Portanto, esse modelo
se assemelha toda a historia de um evolucdao do genoma.

Resultados

Grau médio e numero total de ligacoes

Primeiro, analisamos o comportamento do grau médio da rede,
k. Suponha que um n6 de grau médio tenha sido escolhido para
ser duplicado. No instante seguinte, o numero de ligacoes € dado

por:

Lit1 = Ly +k —mok —mgk + 1. (1)

Os termos no lado direito da Eq. (1) representam, da esquerda para direita:
as ligacOes ja existestes, os nos adicionados devido a duplicagao de um no de
grau médio, o numero médio de ligagdes perdidas do no original, 0 nimero

médio de ligacoes perdidas do n6 copia e a criagao da ligacao copia-copiado.

A soma das mutacoOes (parametros de divergéncia) € definida
como a mutacao total, M/ = m,+m . Agora, dado o handshake
lemma, 21 = Zi\il k; = Nk, podemos encontrar uma relacio
entre o grau médio em dois instante da rede. Para longos tempos,
podemos aproximar 0 mapa para a seguinte equagao diferencial

continua, B
ok 1—-2M 7 2

= = 2
of i+l i+ (2)
Para 0 < M < 2, a solu¢dao da EDO acima ¢ dada por
1—2M 2 .
B(t) — co(t + 1) + 517 para M # 0.5; 3)
2log(t+ 1)+ ¢q para M = 0.5,
1—2M 4 .
L(t) — crt(t + 1)( ) + =T para M # 0.5; @)
tlog(t+ 1) + cqt para M = 0.5

onde as constantes c; estao relacionada com as condigdes ini-
ciais da rede.

Interessante notar o comportamento assimptotico t — oo do
grau médio dado por Eq. (3). Para M > 0.5, o grau médio con-
verge para % Para M < 0.5, o grau médio diverge como
tl=2M ¢ logaritmicamente para M = 0.5.

Simula¢des computacionais mostram que redes com 20 mil nos
ja atingiram o grau médio estacionario para aprox. M > 0.8,
compativeis com o esperado pela Eq. ( 3). Quanto mais nos
aproximamos do ponto de transi¢ao de comportamento, maior

devem ser as redes para observarmos o grau médio estacionario.

Distribuicao de grau em tempos finitos

Considerando todas as possiveis ocorréncias e suas probabilida-
des, € possivel escrever a relagdo entre o numero de nds com
grau k, N(k,t), noinstante t e t + 1:

Nk t+1) = N (k. 1) — NU;”
t—1 . t—1 .
+ Y Poli— /f)N(Z’t> + ) Pyli — k)N(l’t)
1=0 i=0
+ R INEZL00 1~ mg
N (k+ 1)Nt(k + 1, t)momd
- B ) mg) + momg

0s termos nessa equagao representam, em ordem: o numero existente de nos
de grau k; a possibilidade de um n6 de grau k ser escolhido para ser dupli-
cado; o primeiro somatorio reflete a probabilidade de um n6 original de grau
1 sofrer duplicacao e divergéncia e se tornar de grau k, o termo anilogo para
o grau duplicado; por fim, os ultimos trés termos referem-se a probabilidade
de que um no vizinho seja escolhido para ser duplicado, vindo dos graus k£ —1
ou k£ + 1 para k, e o fluxo oposto. As probabilidades dentro dos somatoérios
sao dadas por distribui¢Oes binomiais que representam a probabilidade, tanto

para o n6 original quanto copia, de ir de um grau ¢ para k:

Po(i = k) = C%_ (1 — mp)* L (mg)=F 1 (6a)
Py(i — k) = CL_ (1 — mg)* H(mg) "+ (6b)
Como mostra a Fig. 3, a solu¢ao numérica do mapa da Eq. (5)

produz excelentes resultados quando comparado com médias so-
bre simula¢coes numéricas do processo estocastico.
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Figura 3: Comparagao dos resultados da fracao média de nés com grau k
em simulagdes de 5 mil redes comecando com 3 nés até 10° e resultados
analiticos da integracao numérica da equacao S5 para m, = 0.25 e my = 0.40,
e, portanto, M = 0.65.

Distribuicao de grau no limite ¢ — oo

A Eqg. (5) pode ser convenientemente escrita no forma matri-
cial, definindo um vetor coluna N (t), onde N;.(t) = N(k,t). E
possivel escrever %]\7 = %A]\? , onde a matriz A apresenta com-
ponentes constantes no tempo.

Normalizando o vetor N (t), para se obter uma quantidade que
ndo divirja no limite estudado, definimos P(t) = %NZt), que
pode ser interpretada como a fracao de nds de grau £ no ins-
tante . A solug¢do da equacao matricial, pode entio ser es-
crita como a combinacao linear dos autovetores da matriz A,
P = Z;?:l ki)@tAi_l.

Quando existe um estado estacionario, entdo havera um auto-
valor A\ = 1 para a matriz A e este serd o maior autovalor (caso
contrario, P 1iria divergir). Este autovetor associado ao auto-
valor 1 € dito autovetor principal e sera a distribuicao de grau
estacionaria da rede.

Conclusao

NoOs derivamos a equacdao mestra para a rede que cresce via
duplicacdo e divergéncia. A integracao numérica da equacao
forneceu Otimos resultados quando comparada com a média das
simulagdes numéricas para todos os valores de mutagao total.

No6s buscamos uma solu¢ao numérica assintotica, que também
concorda com os dados simulados para valores de muta¢cao mai-
ores que 0, 5, quando € esperado que a distribuigao de grau con-
virja para uma solugao assintotica.
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