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O objetivo deste trabalho é introduzir o conceito
de algebras de Hopf. Uma &algebra de Hopf é um
espaco vetorial com propriedades muito especiais.

Definicao: Uma algebra sobre um corpo K ¢é
um K-espaco vetorial A com uma multiplicacao
m:A® A — A, denotada por m(a,b) = a.b e uma
aplicacao unidade u : K — A tais que sejam trans-
formacgoes K-lineares e satisfacam os diagramas:
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ou seja, m ¢é associativa, a.(b.c) = (a.b).c, e
u(lK) = 1A-

Defini¢ao: Uma codlgebra sobre um corpo K é
um K-espaco vetorial C' com uma comultiplicacao
A:C — C®C, denotada A(c) = ¢ ® ¢z, € uma
counidade € : C' — K tais que sejam transformagcoes
K-lineares e satisfagam os diagramas:
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ou seja, A é coassociativa, » a1 ® az, ® as, =
dYoay, ®a, ®ag, ec= > €(c1)ea =) cre(ca).

Definicao: Uma bialgebra sobre um corpo K ¢é
um K-espaco vetorial B que é uma algebra e uma
coalgebra com as seguintes propriedades de compat-

ibilidade:

A(hg) = > hi1g1 ® hags, para todo h,g € B
Al)=1®1

e(hg) = €(h)e(g), para todo h,g € B
e(l)=1

Definicao: Uma 4&lgebra de Hopf H é uma
bidlgebra com uma transformacao linear S : H —
H, chamada antipoda com a propriedade:

e(h)lg = > S(h1)he = > h1S(hs2), para todo
heH

Esta propriedade é equivalente a H ser a inversa
da identidade em H em relacao ao produto con-
volugao, ou seja, H x [ = I x H = ue.

A antipoda tem as seguintes propriedades:

5(1) =

S(hg) = S(g)S(h), para todo h,g € H
A(S(h)) = >_ S(he) © S(ha)

e(S(h)) = e(h)

Exemplos

Algebra de Grupo: Seja G um grupo e KG sua
algebra de grupo. KG é o K-espago vetorial de

base G, escrito na forma @, ., K. KG é uma Hopf
algebra com:

(ag) - (Bh) = (aB)(gh),
Alg) =g®g, e(g) =1
S(g) =g~

geG

(1]{) =€

Algébra tensorial: Seja V um K-espaco vetorial.
A dlgebra tensorial de VT (V) = @, VE". T(V)
¢ uma algebra de Hopf com: -
V1Q...Q0 U, W R... Wy, = V1 X...Q0V, QW1 X ... Wy,

U(lK) = 1K
A)=v®1+1®wv, e(v) =0
S(v) = —v

Algebra de Hopf de Sweedler: Seja K com
charK # 2. Seja H a algebra dada pelos geradores
cextaisque 2 =1, 22 =0, z¢c = —cz. H tem
dimensao 4 com geradores 1, ¢, x,cx e é uma Hopf
algebra com:
Ae) = ec®c, Alz) =
S(c)=ct, S(x) =

c®r+r®1, €(c) =
—cx

Le(z) =0



