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Resumo

Nesta tese descrevemos as subdlgebras coideais a direita que contém to-
dos elementos group-like dos grupos quanticos multiparametro U (g) e U,(g),
onde g é uma algebra de Lie simples de tipo G5, no caso em que o parametro
principal de quantizacao ¢ nao é raiz da unidade. Se ¢ possui ordem multi-
plicativa finita ¢, t > 4, t # 6, a mesma classificacao vale para as subdalgebras
coideais a direita homogéneas da versao multiparametro do grupo quantico

de Lusztig u,(g).

Abstract

In this thesis we describe the right coideal subalgebras containing all
group-like elements of the multiparameter quantum groups U, (g) and U,(g),
where g is a simple Lie algebra of type G5, while the main parameter of
quantization ¢ is not a root of 1. If the multiplicative order ¢ of ¢ is finite,
t > 4, t # 6, then the same classification remains valid for homogeneous
right coideal subalgebras of the multiparameter version of the small Lusztig

quantum group u,(g).
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Introducao

Algebras comédulo sobre uma algebra de Hopf surgem naturalmente na
Teoria de Galois em que acoes de algebras de Hopf sao os objetos de Ga-
lois; como por exemplo em A. Masuoka e T. Yanai [14], A. Milinski [15],
S. Westreich e T. Yanai [21] e T. Yanai [22, 23]. Em particular, o Teo-
rema de Correspondéncia de Galois para agoes em uma algebra livre fornece
uma correspondéncia um a um entre as subalgebras coideais a direita e as
subalgebras livres intermedidrias; ver V.O. Ferreira, L.S.I. Murakami, e A.
Paques [2]. Além disso, a nogao de subdlgebras coideais unilaterais também é
de importancia fundamental na Teoria de Grupos Quanticos: o trabalho de G.
Letzter [13] fornece um panorama do uso de subélgebras coideais unilaterais
na construcao de pares simétricos quanticos, na formacao de Harish-Chandra
modulos quanticos e na producao de espacos simétricos quanticos.

Recentemente V. K. Kharchenko e A. V. Lara Sagahén [11] forneceram
uma classificagao completa das subdlgebras coideais a direita que contém o
coradical k[G] para o grupo quantico U,(sl,+1), usando o método de con-
stru¢do da base PBW criado [10]. Como consequéncia, eles determinaram
que a dlgebra de Borel quantica U/ (g), g = sl,11, contém (n + 1)! diferentes
subalgebras coideais a direita que incluem o coradical. Pelo mesmo método,
se g = 502,41 ¢ uma algebra de Lie simples de tipo B, entao UJ(g) possui
(2n)!! subdlgebras coideais a direita que incluem o coradical [12]. Em am-
bos casos este nimero coincide com a ordem do grupo de Weyl definido pela

algebra de Lie g. Estes fatos nos induzem a conjecturar que para uma algebra



de Lie de dimensao finita arbitraria g o niimero de subalgebras coideais a di-
reita que incluem o coradical de U (g) coincide com a ordem do grupo de
Weyl definido por g (ver [12]).

Neste trabalho, usando o mesmo método de construcao de base PBW,
provamos esta conjectura para o caso em que g ¢ uma algebra de Lie simples
de tipo G5. Mais precisamente, mostramos que o reticulado de subalgebras

coideais a direita que contém o coradical é dado pela figura:

U; (9)\\1
([[x1, T2], [95; (22, 1]]]) <[9€1; 1)
([T, [m2, [22, 21]]]) ([[z1, 2], [[21, 22], 22]])
([r2, [2, 21]]) ([[x1, 2], 22])
([2, 21]) ([[[z1, 22|, 22], 22])

Nesta figura os elementos representam geradores das subalgebras coideais
a direita que contém o coradical (note que cada subdalgebra coideal a direita
é gerada sobre k[G] por um tnico elemento). Se o parametro principal de
quantizagao ¢ possui ordem multiplicativa finita t, ¢ > 4 e t # 6, entao as
subdlgebras coideais a direita que contém o coradical do grupo quantico de
Lusztig u; (g) formam o mesmo reticulado.

No ultimo capitulo estudamos ainda as subalgebras coideais a direita



que contém o coradical da élgebra de Kac-Moody quantica U,(g). Aqui
novamente determinamos o reticulado completo para o caso G5 e concluimos
que este grupo quantico possui 60 subdlgebras coideais a direita contendo
k[G]. No entanto, neste caso ainda nao se sabe o significado deste nimero,

mas espera-se uma relagao com a algebra de Lie simples deste mesmo tipo.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo daremos as definicoes e os resultados principais usados no
trabalho. Estes resultados ja sao conhecidos e publicados conforme as re-

feréncias dadas.

1.1 Algebra de Hopf

Nesta secao introduziremos os conceitos necessarios para definir uma alge-
bra de Hopf. Estes conceitos sao amplamente conhecidos e podem ser encon-
trados nos livros [17] e [1].

Seja k um corpo. Denotaremos o produto tensorial sobre k por simples-

mente .

Definigao 1.1.1. Uma k-dlgebra (ou simplesmente dlgebra) é um k-espago

vetorial A com duas aplicagoes k-lineares, multiplicacaio m : AR A — A e
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unidade u : k — A, tais que os seguintes diagramas sdo comutativos:

AA@ AT aw A A® A
UW wu
dacm " k® A m A®k
ABA— I \A/

Note que o primeiro diagrama representa a associatividade da multi-

plicagao e o segundo a existéncia de unidade de A, dada por 14 = u(1y).

Definicao 1.1.2. Sejam V, W k-espagos vetoriais. Definimos uma aplicagao

k-linear chamada aplica¢ao twist 7: VW — WV por T(v@w) = wwv.

Definicao 1.1.3. Dizemos que uma algebra A é comutativa se em A ® A

vale mo T =m.

A definicdo acima equivale a dizer que ab = ba para todos a,b € A, ou

seja, coincide com a definicao usual de algebra comutativa.

Definicao 1.1.4. Sejam A e B algebras com multiplicacoes my e mp e
unidades uy4 e up, respectivamente. Uma aplicacao f : A — B é um homo-

morfismo de dlgebras se os seguintes diagramas sao comutativos:

AvA—" _peB K— o4
ma mp up f
A 7 B B

Dualizando a definicao de dlgebra obtemos a definicao de coalgebra.

Definigao 1.1.5. Uma k-codlgebra (ou simplesmente codlgebra) é um k-

espaco vetorial C' com duas aplicacoes k-lineares, comultiplicacao A : C' —
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C ® C e counidade € : C' — k, tais que os seguintes diagramas sao comuta-

tivos:

C A C®C /C\

A AQidc k& C N C ok
C@CWC@C@C ;%C@)C%e

Usaremos a seguinte notagao (conhecida como notagao de Sweedler) para

expressar o coproduto de um elemento ¢ € C"

A(C):ch@)cz, An(C):ch®...®an,

Definigao 1.1.6. Dizemos que uma codlgebra C' é cocomutativa se ToA = A.

Definicao 1.1.7. Dada uma coalgebra C', um subespaco vetorial I C C' é
dito:

1. uma subcodlgebra se A(I) C I ® I;

2. um coideal a direita (respectivamente, a esquerda) se A(I) C I @ C
(A(I)cCeI);

3. um coideal se A(I) CI@C+C®Iee(l)=0.

Note que se I é um coideal, em geral, I nao é um coideal a direita ou a

esquerda. Se I é coideal a direita e a esquerda, entao I é uma subcoalgebra.

Definicao 1.1.8. Sejam C' e D coalgebras com comultiplicacoes Ac e Ap

e counidades ¢ e €p, respectivamente. Uma aplicacao f : C' — D é um

12



homomorfismo de codlgebras se os seguintes diagramas sao comutativos:

C ! D c—I—~p
Ac Ap o ED

Definicao 1.1.9. Um k-espago vetorial B é dito uma bidlgebra se existem
aplicagoes k-lineares m : BB — By,u:k —- B, A: B— B®Bec:B—k
tais que (B, m,u) é uma &dlgebra, (B, A, ¢) é uma codlgebra e vale uma das

seguintes condigoes (equivalentes):
1. A e € sao homomorfismos de algebras,
2. m e u sao homomorfismos de coalgebras.

Definicao 1.1.10. Um subespaco [ C B ¢é um buideal se I é um ideal e um

coideal.

Definigcao 1.1.11. Uma aplicagao f : B — B’ é dita um homomorfismo
de bidlgebras se f é simultaneamente um homomorfismo de algebras e de

coalgebras.
Definigao 1.1.12. Sejam C uma coalgebra e ¢ € C.

1. ¢ é dito um elemento group-like se Ac = c®ce e(c) = 1. O conjunto de
todos elementos group-like de C' é denotado por G(C'), ou simplesmente

por G.

2. Para g,h € G(C), ¢ é dito (g, h)-primitivo se Ac = c® g+ h ® c
e e(¢c) = 0. O conjunto de todos elementos (g, h)-primitivos de C ¢é
denotado por P, ;(C). Se C' = B é uma bialgebra e ¢ = h = 1, os

elementos de P(B) = P, 1(B) sao simplesmente ditos primitivos.
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Definigao 1.1.13. Sejam (C, A, ) uma codlgebra e (A, m,u) uma &lgebra.
Definimos no conjunto Homy(C, A) uma estrutura de &dlgebra em que a
unidade é dada por ue e a multiplicagao é dada pelo produto convolugao
*:

frg=mo(f®g)oA
para todos f,g € Homy(C, A).

Usando a notacao de Sweedler temos:

(f*9)(c) =D fler)glea)

para todos f,g € Homy(C,A) e ce C.

Definigao 1.1.14. Seja (H, m,u, A, ¢) uma bidlgebra. Dizemos que H é uma
dlgebra de Hopf se existe um elemento S € Homy(H, H) que é o inverso de

1dy com relagao ao produto convolugao *, isto é:

D S(ha)hy =e(h)ly =Y hiS(hs)
para todo h € H. A aplicagao S é chamada antipoda de H.

Definicao 1.1.15. Uma algebra de Hopf H é dita um grupo quantico se H

é nao-comutativa como algebra e nao-cocomutativa como coalgebra.

Proposicao 1.1.16. [1, Proposition 4.2.6] Seja H uma dlgebra de Hopf com
antipoda S. Entao:

i) S(hg) = S(9)S(h),

ii) S(1y) =1y,

i) A(S(h)) = 3 S(he) ® S(hy),
iv) e(S(h)) = e(h),

14



para todos g, h € H.

As propriedades i) e ii) significam que S é um antihomomorfismo de
algebras, e as propriedades iii) e iv) que S é um antihomomorfismo de

coalgebras.

Observagao 1.1.17. Se H é uma algebra de Hopf, entao o conjunto G(H)

dos elementos group-like de H é um grupo. De fato:
1. 1y € G(H), pois A(lH) =1lp®lye 6(1[{) = 1.

2. Se g,h € G(H) entao A(gh) = A(g)A(h) = (g ®g)(h®@h) = gh ® gh
e e(gh) = e(g)e(h) = 1, ou seja, gh € G(H).

3. Dado g € G(H), temos g~! = S(g) € G(H) pois, por 1.1.16, A(S(g))
S(g) ® S(g), €(S(g)) = e(g) = 1k e pela definicao de S temos S(g)g
95(9) = (9)lu = 1u.

Definicao 1.1.18. Um subespaco I C H é dito um ideal de Hopf se I é um
biideal e S(I) C I.

Definicao 1.1.19. Uma aplicagao f : H — H' é dita um homomorfismo
de dlgebras de Hopf se é um homomorfismo de bidlgebras e f(Sg(h)) =
Su(f(h)) para todo h € H, onde Sy e Sy denotam respectivamente as
antipodas de H e H'.

Defini¢ao 1.1.20. Uma algebra A é dita uma H-mddulo dlgebra (a esquerda)

se:
1. Aéum H-médulo (a esquerda) via h®@a— h-a
2. h-(ab) = > (hy-a)(hy-b)
3. h-14=c(h)la

para todos h € H,a,b € A.

15



Definicao 1.1.21. Seja A uma H-mdédulo algebra a esquerda. A dlgebra
produto smash A#H é a algebra que coincide com A® H como espaco vetorial

e que tem multiplicacao dada por

(a#h)(b#k) = > a(hy - b)#hsk,

para todos a,b€ Ae h,k € H.

Note que podemos identificar A com A#1y C A#H e H com 1,#H C
A#H, e frequentemente denotamos o elemento a#h = (a#1y)(14#h) por
ah. Usando esta notagao temos ha = (1a#h)(a#1y) = > (hy - a)hs.

1.2 Algebra de Hopf de Caracteres

Defini¢ao 1.2.1. Uma fungao x : G — k\ {0} é dita um caracter do grupo

G se x ¢ um homomorfismo de grupos.

Definicao 1.2.2. Uma &lgebra de Hopf H ¢é dita uma dlgebra de Hopf de
caracteres se o grupo G de todos os elementos group-like é comutativo e H
é gerada sobre k[G] por elementos skew-primitivos semi-invariantes, isto é,
por elementos a;,i € I, de H tais que para cada i € I existem ¢; € G e \*

um caracter do grupo G tais que:
Ala) =a; 1+ g ®a;, g 'ag=x"(g9)a, Vg€ G.

Definicao 1.2.3. Dizemos que z é uma varidavel quantica se um elemento
group-like ¢ € G' e um caracter y, que serao denotados g, e x*, estao associ-

ados a z.

Seja x; uma varidvel quantica associada a a;. No conjunto X = {z;|i € I},
uma palavra u é um monémio com varidaveis em X. Para cada palavra u
em X denotamos por g, o elemento de G obtido de u substituindo cada

x; por g;. Da mesma maneira denotamos por x“ o caracter obtido de u

16



substituindo cada x; por x*. O produto entre duas palavras u,v de X &
definido como a justaposicao de u e v, ou seja, u - v = uv. Definimos um
skew-comutador bilinear nas combinacoes lineares homogéneas de palavras

(ou seja, nas combinagoes lineares de palavras de mesmo grau) pela férmula
[u,v] = uwv — x"(gy)vu, (1.2.1)

onde denotamos x“(g,) por p(u,v) ou simplesmente por p,,. Estes colchetes

estao relacionados com o produto através das seguintes identidades:
[u - v, W] = pyw|u, w] v+ [v,w), (1.2.2)

[u, v - w] = [u,v] - W+ Py - [u, w]. (1.2.3)

O grupo G age na &lgebra livre k(X) por ¢ 'ug = x“(g)u, onde u é
um monoémio arbitrdrio em X. A skew-algebra de grupo G(X) possui uma

estrutura natural de algebra de Hopf de caracteres dada por:

Alz))=2,014+¢g; @z, i€l, Alg) =g®y.

1.3 Super-letras e super-letras duras

Seja H uma algebra de Hopf de caracteres. Em particular, podemos con-
siderar H = G(X), onde X = {x;|i € I}, ou H como sendo a imagem de
G(X) por um homomorfismo de élgebras de Hopf.

Definicao 1.3.1. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Um subcon-
junto Y C X ¢é dito um subconjunto dirigido se todo par de elementos em
Y possui uma cota superior. Dizemos que X é completamente ordenado se

todo subconjunto dirigido Y possui um supremo.

Definicao 1.3.2. A constituicao de uma palavra v em G U X, onde G é o

grupo dos elementos group-like de H e X é o conjunto das varidveis {x;|i €
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I}, é uma familia quase-nula de inteiros nao-negativos {m,,x € X} tais que

u possui m, ocorréncias de x.

Seja 't 0 mondide livre aditivo (comutativo) gerado por X. Dada uma
ordem completa arbitraria > no conjunto X, o mondide I'" torna-se comple-

tamente ordenado com a seguinte ordem:
/ / /!
MiTi, + MaZiy + ...+ Mgy, > MyT, + Moy, + ... + Mo, (1.3.1)

se T, > T, > ... > x;, em X e o primeiro nimero nao-nulo da esquerda para
a direita em (my —mj, mg —mj, ..., my —m}) é positivo. Associamos um
grau D(u) = Y . m,x € I'" a uma palavra v em GU X, onde {m,|z € X}
¢ a constitui¢do de u. Se f =", au; € G(X), com 0 # «o; € k, definimos

D(f) =max{D(u;)|1 <i<n}. (1.3.2)

No conjunto de todas palavras em X fixamos a ordem lexicografica com
prioridade da esquerda para a direita, onde o inicio proprio de uma palavra

¢é considerado maior que a palavra toda.

Definicao 1.3.3. Considere um conjunto de relacoes

onde w; é uma palavra em X e f; é uma combinagao linear de palavras
menores que w;. Dizemos que o sistema (1.3.3) é fechado para composi¢oes

se nenhuma palavra w; possui algum w; como subpalavra para 7 # j.

Proposigao 1.3.4. ([20, Diamond Lemma]) Se o sistema (1.3.3) € fechado
para composi¢oes, entdo as palavras que nao possuem nenhum w; como sub-

palavra formam uma base para a dlgebra definida pelas relagoes (1.3.3).

Definigao 1.3.5. Uma palavra nao-vazia u é dita uma palavra standard (ou

palavra de Lyndon, ou palavra de Lyndon-Shirshov) se vw > wv para toda

18



decomposi¢ao u = vw com v, w Nao-vazios.

Definicao 1.3.6. Uma palavra nao-associativa € uma palavra onde colchetes
[,] (1.2.1) sdo arranjados de alguma forma para definir como aplicar a mul-

tiplicacao.

Se [u] denota uma palavra nao-associativa, denotamos por u a palavra
associativa obtida de [u] removendo os colchetes. Note que cada palavra nao-
associativa [u] gera uma tnica palavra associativa u. No entanto a reciproca
nao é verdadeira, isto é, se temos uma palavra associativa u, em geral pode-
mos obter mais de uma palavra nao-associativa usando diferentes alinhamen-
tos de colchetes.

Por exemplo, se [u] = [[z1, Zo], 23], temos u = z,23. Por outro lado, de

u = z123 podemos gerar [u]; = [[z1, Ta], T2] € [u]y = [z1, [22, To]].

Definicao 1.3.7. O conjunto de palavras standard nao-associativas é o maior
conjunto (denotado SL) que contém todas as varidveis z; e satisfaz as seguin-

tes propriedades:

1. Se [u] = [[v], [w]] € SL entao [v], [w] € SL e v > w sao standard.

2. Se [u] = [[[v1], [vo]], [w]] € SL entdo vy < w.

Teorema 1.3.8. (Teorema de Shirshov, [19, Lemma 2|) Toda palavra stan-
dard uw possui um unico alinhamento de colchetes tal que a palavra nao-

associativa [u] € standard.

Para encontrar o alinhamento de colchetes garantido pelo Teorema de
Shirshov, escolhemos os fatores v, w da decomposi¢ao nao-associativa [u] =
[[v], [w]] de forma que v,w sejam palavras standard tais que u = vw e v
possua comprimento minimal (ver [20]).

No exemplo anterior vimos que a palavra associativa u = ;73 gera [u]; =
[[z1, 2], 2] € [u]s = |21, [x2, 22]]. No entanto, [u]y = [z1, [re, 22]] ndo é uma
palavra nao-associativa standard, pois v = z; e w = 3, ¢ w ndo é uma

palavra associativa standard.
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Definicao 1.3.9. Uma super-letra é um polindbmio que é uma palavra stan-
dard nao-associativa, onde os colchetes significam (1.2.1). Uma super-palavra
¢ uma palavra em super-letras. Uma G-super-palavra é uma super-palavra

multiplicada a esquerda por um elemento group-like.

Podemos verificar que [u] = [x1,22] e [v] = [[x1, 2], 22| sdo super-letras,
pois ambas sao palavras standard nao-associativas. Com isso, os produtos
i[u][v] = [[z1, 2], wo][w1, 2a][[21, 2], 2] € [u][v] = [21, 3a][[w1, 32], 22] sdo
exemplos de super-palavras. Se g € G é um elemento group-like de H,
concluimos que g[[z1, Ta], xo|[T1, Ta][[21, T2, 2] € glx1, 22|71, 2], 2] s80 G-
super-palavras.

Usando o Teorema de Shirshov, toda palavra standard u define uma 1inica
super-letra que sera denotada por [u]. A ordem nas super-letras é definida

da maneira natural: [u] > [v] & u > v.

Definigao 1.3.10. Uma super-letra [u] é dita dura em H se o seu valor em
H nao é uma combinagao linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em

super-letras menores que [u] e G-super-palavras de menor grau.

Se a super-letra [u] ndo é dura em H, diremos que [u] é suave em H. Em
geral, é muito dificil decidir se uma super-letra é dura ou suave. Para isto,

utilizaremos os seguintes resultados conhecidos:

Proposicao 1.3.11. ([6, Corollary 2]) Uma super-letra [u] € dura em H se e
somente se o valor em H da palavra standard u ndo € uma combinacao linear
de wvalores de palavras menores com o mesmo grau (1.3.2) e G-palavras de

menor grau.

Suponhamos por exemplo que estamos numa algebra de Hopf H em que
vale a relacdo [xy, [r1,23]] = 0, onde z1 > z5. Desenvolvendo os colchetes
obtemos l’%l‘g — p12(1 + pr1)z1T071 + p%pnxgx% = 0. Vejamos que a super-

letra [z1, [[z1, z2], z2]] é suave em H. Pela proposi¢ao anterior basta ver que
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r2x3 é6 uma combinagao linear de valores de palavras menores com o0 mesmo

grau. De fato,

2 2 2 2 2
T1Ty = (P12(1 +P11)9€1$2$1 - P12p11$2$1)1’2 = QT1T2T 122 + ﬁ$2$1$2-

Logo, [x1, [[x1, 23], 2]] é suave em H.

Proposicao 1.3.12. ([8, Lemma 4.8]) Seja B um conjunto de super-letras
que contém x1,...,x,. Se cada par [u],[v] € B, u > v satisfaz uma das

sequintes condicoes

1) [[u], [v]] ndo é uma palavra standard nao-associativa;
2) a super letra [[u], [v]] nao é dura em H;

3) [lul, [v]] € B;

entdo o conjunto B contém todas super-letras duras em H.

Definigao 1.3.13. Dizemos que a altura h = h([u]) de uma super-letra [u]

dura em H é o menor niimero inteiro positivo tal que

1. puu € uma raiz t-ésima primitiva da unidade e h =t ou h = tI", onde
[ = char(k),

2. o valor de [u)® em H é uma combinagao linear de super-palavras de
mesmo grau (1.3.2) em super-letras menores que [u] e G-super-palavras

de menor grau.
Se nao existe tal nimero, dizemos que a altura de [u] é infinita.

Definigao 1.3.14. Uma algebra H C G(X) é dita homogénea se H é grad-
uada por I'*, ou seja, H = @+ Hy e Hy H,, C H, 4o, Dizemos que

h € H é um elemento homogéneo se h € H., para algum v € I'".
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Esta definicao pode ser naturalmente estendida. Se H é homogénea e
¢ H — Y é um homomorfismo de algebras, dizemos que I'mé é homogénea
se Ker ¢ um ideal graduado de H, isto é, Ker{ = @+ (Ker§ N H,).

Se H é uma algebra homogénea, podemos desconsiderar as G-super-
palavras em 1.3.10, 1.3.11 e 1.3.13.

1.4 Geradores PBW

Definicao 1.4.1. Sejam S uma k-algebra e A uma subalgebra com uma base
fixada {a;|j € J}. Um subconjunto totalmente ordenado W C S é dito um
conjunto de geradores de Poincaré-Birkhoff-Witt de S sobre A (ou geradores
PBW de S sobre A) se existe uma fun¢ao h : W — Z* U oo, dita funcao

altura, tal que o conjunto de todos produtos
a;witwy? . wek, (1.4.1)

onde j € J, wy <wy <...<wp €W, n; <h(w;), 1 <i<kéuma base de
S. O valor h(w) é dito altura de w em W. Se A = k, entdo chamamos W

simplesmente de conjunto de geradores PBW de S.

Definicao 1.4.2. Seja W um conjunto de geradores PBW de uma algebra S
sobre uma subalgebra A. Suponhamos que o conjunto de todas palavras em
W, como um mondide livre, possui sua prépria ordem < (isto é, a < b implica
cad < cbd para todas palavras a,b,c,d € W). Uma palavra lider de s € S
¢ a palavra maximal m = wi'wy? ... w.* que aparece na decomposicao de s
na base (1.4.1). Um termo lider de s é a soma am de todos os termos a;a;m
que aparecem na decomposicao de s na base (1.4.1), onde m é a palavra lider

de s.

Teorema 1.4.3. ([6, Theorem 2]) Seja H uma dlgebra de Hopf de caracteres.
Os wvalores de todas super-letras duras em H com a func¢ao altura definida em

1.3.13 formam um conjunto de geradores PBW para H sobre k[G].
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Teorema 1.4.4. [10, Theorem 1.1] Seja H uma dlgebra de Hopf de carac-
teres. Toda subdlgebra coideal a direita U que contém todos os elementos
group-like de H possui uma base PBW By sobre K[G] que pode ser estendida
a uma base PBW By, de H sobre k[G].

A base PBW By de U sobre k|G| dada em 1.4.4 pode ser obtida da base
PBW de H dada no Teorema 1.4.3 da maneira descrita a seguir.
Suponho que para uma dada super-letra dura em H, [u], existe um ele-

mento ¢ € U
c=Wf > aWi+> BV, (1.4.2)

onde os W;’s sao super-palavras da base comecando com super-letras menores
que [u], D(W;) = sD(u), e V; sdao G-super-palavras com D(V;) < sD(u). Se
U for uma subdlgebra homogénea podemos supor 3; = 0 para todo j, ou seja,
podemos desconsiderar as G-super-palavras. Fixamos um destes elementos
com s minimal e denotamos por ¢,. Logo, para cada super-letra [u] dura em
H temos no maximo um elemento c,.

Definimos a funcao altura pela seguinte proposicao.

Proposigao 1.4.5. ([10, Lemma 4.3]) Na representag¢io (1.4.2) de um de-
terminado elemento c,, temos s = 1, ou p(u,u) é uma raiz t-ésima primitiva

da unidade e s =t, ou (no caso de caracteristica positiva) s = t(chark)".

Se a altura de [u] em H é infinita, entao a altura de ¢, em U também
¢ definida como infinita. Se a altura de [u] em H é t e p(u,u) é uma raiz
t-ésima primitiva da unidade, entdo, pela proposi¢ao acima, s = ¢ (note que
na representagdo (1.4.2) o nimero s é menor que a altura de [u]). Neste
caso, a altura de ¢, em U é definida também como t. Se a caracteristica [ é
positiva e a altura de [u] em H é tI", entdao definimos a altura de ¢, em U
por tl" /s (logo, em caracteristica zero a altura de ¢, em U é sempre igual a
altura de [u] em H).

Proposicao 1.4.6. ([10, Proposition 4.4]) Seja U uma subdlgebra coideal a

direita. Um elemento ¢ € H pertence a U se e somente se todos geradores
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PBW de ¢ na base By, pertencem a By. Em particular, o conjunto By de
todos elementos c, escolhidos com a funcao altura definida acima forma um

conjunto de geradores PBW para U sobre k[G].

1.5 Matriz de Cartan

Definicao 1.5.1. Uma matriz de Cartan generalizada é uma matriz de

nimeros inteiros C' =|| a;; || tal que:
1. a;; = 2 para todo 1,
2. a;; <0 para todos 7 # j,
3. a;; = 0 se e somente se aj; = 0.

Dada uma algebra de Lie L, podemos construir uma matriz de Cartan

generalizada através de seu diagrama de Dynkin. Para isto fazemos

CLjZ'

d;
R
aij d]’
onde d; ¢ o peso do vértice i e a;ja;; ¢ o numero de linhas que conectam os

vértices ¢ e j. Se os vértices 7 e j nao estao conectados, entao a;; = aj; = 0.

Por exemplo, a algebra de Lie de tipo Az, cujo diagrama de Dynkin é
O—0O—0

possui matriz de Cartan:



e portanto sua matriz de Cartan é da forma:

2 -1
-3 2
1.6 Algebra de Kac-Moody

As definigoes e todos resultados citados nesta secao podem ser encontrados

detalhadamente em [4].

Definicao 1.6.1. Uma realizagdo de uma matriz complexa A = (a;j)nxn

é uma tripla (h,II,1IV), onde h é um espago vetorial complexo, e II =

{ag,...,a,} CH* TV ={af,..., o} C b satisfazem as seguintes condigoes:
1. os conjuntos IT e ITY sao ambos linearmente independentes;

Y
i

2. aj(a)) =a; parai,j=1,...,n.

Duas realizagoes (b, II,11V) e (1,111, IIY) sao ditas isomorfas se existe um
isomorfismo de espagos vetoriais ¢ : h — by tal que ¢(I1V) =TI} e ¢*(I1;) =
II.

Para toda matriz A, ., existe uma tnica realizacao (h,II,1I") a menos de

isomorfismo ([4, Proposition 1.1]).

Definigao 1.6.2. Sejam A = (a;;)nxn, uma matriz complexa e (b, II,1IV)
uma realizacao de A. Definimos a algebra de Lie g(A) pelos geradores e, f;,

comi=1,...,n e b, e pelas relagoes:
L e, fi] = dijad,
2. [h, 1] =0,
3. [h,ei] = a;(h)e;,
4. [h, fil = —ai(h) fi,
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onde h,h’ € b.

Por [4, Theorem 1.2], entre os ideais de g(A) cuja intersec¢ao com b é

trivial, existe um unico ideal maximal t.

Definigao 1.6.3. Sejam A = (a;j)nxn uma matriz complexa, (b, II, IIV) uma
realizacao de A e g(A) a dlgebra de Lie definida em 1.6.2. Definimos a dlgebra

de Lie g(A) como sendo a algebra quociente

g(A) = g(A)/x,

o

onde t é o unico ideal maximal de g(A) cuja interseccao com h é trivial. A
matriz A é dita matriz de Cartan da &lgebra de Lie g(A). No caso em que

A é uma matriz de Cartan generalizada, dizemos que g(A) é uma dlgebra de
Kac-Moody.

A partir deste momento denotaremos as algebras de Kac-Moody por sim-
plesmente g.

Toda &algebra de Kac-Moody g possui a seguinte decomposicao
g=n_shdn,,

onde n, denota a subdlgebra de g gerada por eq,...,e, e n_ denota a

subalgebra de g gerada por fi,..., fn.

Definicao 1.6.4. Seja g uma algebra de Kac-Moody. Chamamos de subélge-
bra de Borel a subélgebra de g definida por g" =h @S n,.

1.7 U/ (g)su,(g)

q
Definigao 1.7.1. Sejam X = {z1,25,...,2,} um conjunto de varidveis,
C =|| a;; || uma matriz de Cartan generalizada simetrizdvel pela matriz
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D = diag(dy, ..., d,), isto é, d;a;; = d;aj;, e g a dlgebra de Kac-Moody deter-
minada por C. Supomos que os parametros de quantizagao p;; = p(z;, ;) =

Xi(gj) sao relacionados por
pi = 4%, pupi=q%, 1<i,j<n. (1.7.1)

A quantizacao multiparametro U, q+ (g) da subdlgebra de Borel g* é uma dlgebra
de Hopf de caracteres definida pelas seguintes rela¢oes (conhecidas como

relagoes de Serre) com skew-comutador (1.2.1) como operacao de Lie:
[ i, 2], 2], . ] 2] =0, 1<i#j<n, (1.7.2)

onde z; aparece 1 — aj; vezes.

Observagao 1.7.2. Por [5, Theorem 6.1], os lados esquerdos de cada uma
destas relagoes (1.7.2) sao elementos skew-primitivos em G(X). Portanto,
o ideal gerado por estes elementos é um ideal de Hopf. De fato, se x é um

skew-primitivo e I = HxH ¢ o ideal gerado por x, temos:
Alz)=z®1lg+g®z, c(x)=0,
para algum g € G. Logo,

A(hxl) = AR)A(z)A(l) = A(h)(z @ DAL + A(h) (g ® 2)A(l) =
= hizly ® holy 4+ higly @ hoxls

e temos A(hzl) € I ® H+ H ® I para todos h,l € H. Além disso, como
> S(h1)he =Y h1S(hy) = e(h)1y, fazendo h = = temos

(@) ly =0=2S(1y) +gS(x) =z + gS(v)
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de onde obtemos S(z) = g~'x € I. Portanto,
S(hxl) = S(1)S(z)S(h) € I

para todos h,l € H.

Observacao 1.7.3. Se ¢ € k nao é raiz da unidade e a matriz de Cartan
C =l a; || é de tipo finito, entdao por [11, Lemma 3.1] U (g) é uma algebra

homogénea.

Proposicao 1.7.4. ([11, Corollary 3.2]) Se ¢ € k nao é raiz da unidade e
a matriz de Cartan C =|| a;; || € de tipo finito, entao toda subdlgebra U de

+ . Ve A
U, (g) contendo G, o grupo dos elementos group-like, € homogénea.

Definicao 1.7.5. Se a ordem multiplicativa ¢ de ¢ é finita, isto é, se ¢ é uma
raiz t-ésima da unidade, definimos u; (g) como sendo a dlgebra quociente
G(X)/A, onde A é o maior ideal de Hopf em G(X)® (G(X)® denota o ideal
dos polindmios ndo comutativos sem termos livres e lineares). Certamente A
contém todos os elementos skew-primitivos de G(X)® (pois cada um deles
gera um ideal de Hopf). Logo, por 1.7.2, as relagoes (1.7.2) também valem

em u, (g).

Observacao 1.7.6. Como u](g) = G(X)/A e por [9, Lemma 2.2] A é um
ideal homogéneo, temos que u;(g) também é uma algebra homogeénea. A
diferenga neste caso é que nao vale a Proposicao 1.7.4, isto é, nem toda

subdlgebra de u; (g) que contém k[G] é homogénea.

1.8 Calculo Diferencial

Definicao 1.8.1. A subalgebra gerada por xzi,...,z, sobre k contida em

+

+(9)) admite um cdlculo diferencial definido por

U/ (g) (respectivamente, u
9i(w;) = 5zja 9i(w) = 0;(u)v + p(u, T;)ud;(v),
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para x; € X.

Proposicao 1.8.2. ([12, Lemma 2.10]) Seja [u] € k(X) um elemento ho-

mogéneo em cada x;. Se Py, € uma raiz t-ésima primitiva da unidade, entao

J/

-~

t

Oi([u]') = p(u, )" [[u], [[u], - - - [[u], O:([u])] . . ]].

1

Proposicao 1.8.3. (Critério de Milinski-Schneider, ver [16]) Se um polinémio
[ € k(X) sem termo livre € tal que 0;(f) = 0 em uj(g) para todo i €
{1,...,n}, entio f =0 em u/(g).

Definicao 1.8.4. Seja S uma subdlgebra de A = k(X). Dizemos que S é
uma subalgebra diferencial se 0;(s) € S para todo s € S e todo z; € X.

Observagao 1.8.5. Por [11, Lemma 2.10], sabemos que existe uma cor-
respondéncia entre as subalgebras coideais a direita homogéneas contendo
k[G] de uma algebra de Hopf de caracteres H e as subdlgebras diferenciais
de A = k(X). Toda subdlgebra coideal a direita homogénea H contendo
k[G] é da forma U = Uu#k|G], onde Uy = ANU.

1.9 U, (g),u,(g)

Seja g a algebra de Kac-Moody definida pela matriz de Cartan generalizada
C=| ay |-

Definicao 1.9.1. Consideremos agora um novo conjunto de variaveis X~ =
{z7,25,..., z,;}. Suponhamos que um grupo abeliano F', gerado pelos el-
ementos fi, fo,..., fn age no espago linear gerado por X~ de forma que
filx;) = pj_ilxi_, onde p;; sdo os mesmos parametros (1.7.1) que definem
US(g). As relagdes (1.7.1) permanecem invariantes se substituimos p;; por
p;il e ¢ por ¢_'. Com isto podemos definir a algebra de Hopf de caracteres

U, (g) por U(;r_l(g) com os caracteres x°, 1 <i < n tais que X" (f;) = pj_il.
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Podemos estender os caracteres x* a G x F por
Xi(fj) =DPji = Xj(gi>‘

De fato, se [[, fi* = 1 em F, aplicando a z; temos [[, p,; " = 1, pois
X' (I, fi) =T, pri - Da mesma maneira, estendemos os caracteres x- a
G x F por

No que segue denotamos por H o grupo quociente (G X F')/N, onde N é
um subgrupo arbitrario satisfazendo x*(N) =1, 1 < i < n. Por exemplo, se
os parametros de quantificagao satisfazem as condigoes de simetria adicionais
Pij = Dji, 1 < 4,7 < n, como em alguns casos de quantificacoes conhecidas,
entao x'(g; ') = Pin Pri = 1, e podemos tomar N como sendo o subgrupo
gerado por gk_lfk, 1 < k < n. Neste caso em particular, os grupos H, G, F
podem ser identificados.

No caso geral podemos supor, sem perda de generalidade, que G, F C H.
Certamente Y%, 1 < i < n sao caracteres de H e H age no espaco gerado por

X U X~ através destes caracteres e seus inversos.

Definigao 1.9.2. Considere a skew-élgebra de grupo H(X U X ™) como uma

algebra de Hopf de caracteres:

Al) =2, @1+ 9@z, Alry)=2; @1g+ fi @1,

g g =x'(9) - xi, g laig=()"9) -2, geH (1.9.1)
Definimos a dlgebra U,(g) como o quociente de H(X U X ™) pelas seguintes
relagoes:

Az 2] 2], Joa] =0, 1<i#j<n,
([ (=i 2] 25] . 2] =0, 1<i#j<n,
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onde z; e T;

aparecem 1 — aj; vezes e
(i, 2;] =6/ (1—gif;), 1<i,j<n, (1.9.2)

onde os colchetes estdo definidos em H (X U X ) pela estrutura de dlgebra
de Hopf de caracteres como em (1.2.1). Por (1.7.1) e [5, Theorem 6.1], todos
polinomios dados pelo lado esquerdo das relacoes acima sao skew-primitivos
em H(X UX7), logo eles definem um ideal de Hopf de H(X U X ™), isto é,

0 homomorfismo natural
H(XUX™) — Ug)

define uma estrutura de algebra de Hopf de caracteres em U,(g).

Definicao 1.9.3. Se ¢ possui ordem multiplicativa finita, entdao wu,(g) é
definido pelas relagoes (1.9.2) e u = 0, u € A, u= = 0, u= € A~ onde
A, A~ sdo os maiores ideais de Hopf em G(X)® e F(X™)®, que sdo os
ideais de polindmios ndo comutativos sem termos livres e lineares de G(X)

e F(X ™), respectivamente.

Observacgao 1.9.4. Nos casos U,(g) e u,(g) ndo estamos mais trabalhando
em G(X) e sim em H(X UX™). Neste contexto, consideraremos como ho-

mogéneas as algebras graduadas por I', o grupo aditivo gerado por I'*.

Se definimos D(z;) = —D(z;) = —x;, D(H) = 0 (pois desta forma
as relagoes (1.9.2) sao homogéneas), por [11] as algebras U,(g) e u,(g) s@o

graduadas por I', ou seja, sao homogéneas.

Proposicao 1.9.5. ([11], Corollary 3.3) Se ¢ ndo € raiz da unidade e a
matriz de Cartan C =|| a;; || € de tipo finito, entdo toda subdlgebra U de

U,(g) contendo H ¢é I'-homogénea.

Este resultado nao é valido para wu,(g) quando ¢ é raiz da unidade.
Neste caso podem existir subdlgebras que contenham H e que nao sejam

homogéneas.
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Por [11], a subdalgebra de U,(g) gerada por G e x1, Za, . .., x, ¢ isomorfa a

UJS(g). Analogamente, a subélgebra de U,(g) gerada por F' e 21,25 ,...,2

¢ isomorfa a U, (g). Mais ainda, temos a seguinte decomposi¢ao (chamada
decomposigao triangular):
Uq(g) = Uy (9) @xir kK[H] ®uia) Uy (9).
Para o caso u,(g) também vale o mesmo resultado:

ug(g) = u, (9) Oxr) kK[H] Qxjay U;(g)

Estes sao os resultados que necessitaremos para os proximos capitulos.
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Capitulo 2

As algebras U, (Ga),u; (Ga) e
seus geradores PBW

Neste capitulo vamos definir e explicitar um conjunto de geradores PBW
para UJ(g) (respectivamente, u/(g), se ¢ = 1 para t > 4, t # 6), onde g ¢
uma algebra de Lie de tipo Gs.

2.1 Definindo U/ (G3), u, (G>)

Seja G5 a algebra de Lie definida pela matriz de Cartan:

(5]

Para descrever U (Gsy) precisamos encontrar as relagoes (1.7.1) entre os
parametros de quantizacao p;; e (1.7.2) entre as varidveis quanticas 1, zs.
Como vale a relagao d;a;; = dja;j;, temos neste caso —d; = —3d, e podemos

supor d; = 3 e dy = 1. Obtemos entao:

P11 = qdl = q37
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P22 = C]d2 =q,
DP12P21 = qdiaij = q_S-

Para obter as relagoes de Serre (1.7.2) note que 1 —ajpa = 2 e 1 — ay = 4.
Logo,
[xla [xla x?]] - O) [[[[ZEth]?xQLxQ]u '7"2] - 07 (211>

pois pela definicao x; aparece 1 — aj; vezes.

No caso em que a ordem multiplicativa ¢ de ¢ é finita, assim como na
Defini¢ao 1.7.5, definimos u} (G2) como G(x1,x2)/A, onde A é o maior ideal
de Hopf em G(z1,25)?, que (recordemos) é o ideal dos polinémios nao co-
mutativos sem termos livres e lineares.

Lembramos que cada skew-primitivo de G(zy,z5)?® gera um ideal de
Hopf, e portanto A contém todos estes elementos. Logo, pela Observacao
1.7.2 valem as relagdes (2.1.1) em u/ (Ga).

No que segue supomos ¢° # 1 e ¢* # 1.

2.2 Super-letras duras em U/ (G2), u, (Ga)

Antes de enunciar a proxima proposicao faremos alguns calculos preparaté-
rios que serao necessarios para sua demonstracao. Usando (1.2.1), as relagoes

em (2.1.1) podem ser escritas como

T1T5 + A1 ToT 1T + AeT3T T3 + a3TET1 Ty + agTyTy = 0, (2.2.1)
l'%l’g + bllﬂll'gilfl -+ b2x2$% = 0, (222)
onde
4 3 4
ar = —pupy, 2 = Dipapn (P + 1), as = —plpihpy, a1 =plph,
(2.2.3)

by = —pi2(1 +p11), b= pfgpn,
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com p” =1+ p+...4+p* . Note que supomos ¢* # 1 e ¢° # 1 para que os

coeficientes explicitados em (2.2.3) nao sejam nulos.

Multiplicamos (2.2.1) & esquerda por x; e (2.2.2) a direita por z3. A

diferenca obtida entre estas duas relagoes gera uma nova relagao
3 2. .2 3 4 2.3
(a1 —b1) X1 Lo T = —AX1T5X1 Ty —A3T1 Ty T Ty — Ay T1ToT1+boxoxirs. (2.2.4)

Agora multiplicamos (2.2.1) a esquerda por (a1 — by)xixe, € (2.2.4) a

direita por x5. Novamente a diferenca fornece uma nova relacao
2. .3 3, .2
{ai(a; — by) — ag}xiasmiay = {ag — ax(ar — by) fryzyz 25

+{ay — ag(a; — b)Yz 252120 — ag(ar — b)) 1250 — boxoaias. (2.2.5)

Da mesma maneira, se multiplicamos (2.2.2) a direita por (a; — by)z 123,
e (2.2.4) a esquerda por xy, a diferenga entre as relagoes obtidas apds a
substituicao de todas subpalavras x%xz por —bix1x0x1 — bga:Qx% define uma

nova relacao

(a2b1 — {b1<a1 — bl) + bz}bl)l‘ll’zl'll’gl’lx% = {b1<a1 - b1> -+ bg}bgl‘ll’%f%x%

—agblxlazgxlx%xlxg — a4blx1x2x1:ﬁ§’x1 + W. (2.2.6)

onde W é uma combinacao linear de palavras com primeira letra .

Agora podemos provar o seguinte resultado.

Proposigao 2.2.1. Todas as super-letras duras em U (Gy) (respectivamente,
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em u; (Go)) estdo contidas na sequinte lista:

[A] = 21,

[B] = [71, 73],

[C] = [[21, z2], [[21, 2], 2] (2.2.7)
(D] = [[w1, w2], w2,

[E] = [[[x1, wa], 3], 2],

[F] = .

Demonstracao. Para provar esta proposi¢ao veremos que este conjunto sa-
tisfaz as condigoes da Proposi¢ao 1.3.12, isto é, para todo par ([X],[Y])
neste conjunto tal que X > Y a palavra nao-associativa [[X], [Y]] pertence a
este conjunto, ou nao é uma palavra standard nao-associativa, ou define uma
super-letra suave em U (G2). Se uma destas 3 possibilidades é satisfeita para
todo par possivel, entao a Proposicao 1.3.12 prova que todas as super-letras
duras em U;(Gs) estdo contidas na lista (2.2.7).

Temos 15 possibilidades. Em 4 casos [[A], [F]] = [B], [[B],[D]] = [C],
1B),[F)] = [D] e ([D},[F]] = [E}. Em 5 outros casos ([4], [B]}, [[4], [C],
[[A], [D]], [[A], [E]] e [|[E], [F]]) a palavra nao-associativa é suave pela Proposi-
¢ao 1.3.11, pois a palavra associativa obtida omitindo os colchetes contém
subpalavras z1x3 ou z3zs, e portanto pelas relagoes (2.2.1) e (2.2.2) é uma
combinagao linear de palavras menores em U (Gy). Em dois casos, [[C], [E]]
e [[C], [F]], a palavra nao ¢é standard como palavra nao-associativa. Restam

entao apenas 4 casos a serem considerados:

e [[D],[E]]: arelagao (2.2.5) mostra que a palavra DE é uma combinagao
linear de palavras menores em U;(Gz). Logo, pela Proposicao 1.3.11,

a super-letra é suave.

e [[B],[C]]: como BC' = (x1x5)31,, arelagdo (2.2.6) mostra que a palavra

BC é uma combinacao linear de palavras menores. Outra vez pela
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Proposicao 1.3.11 obtemos que a super-letra ¢ suave.
e [[B],[E]]: neste caso BE = x1x921 75, e usamos a relagao (2.2.4).

e [[C],[D]]: multiplicamos a relagao (2.2.6) a direita por (a; — by)xs, e
(2.2.4) a esquerda por (agb; — {by(a; — by1) + ba}by)x129. O termo lider

da diferenga ¢ igual a
{&3[)1(&1 — bl) — ag(a2b1 — {bl(al — bl) -+ bg}bl)}ﬂfll’Ql’l.ﬁC%iL‘lQ?g
= _pi2pg2<1 +p§2)(1 —|—p§2)C’D.

Logo, C'D também é uma combinacao linear de palavras menores.

Entao, pela Proposicao 1.3.12, o conjunto {[A], [B], [C], [D], [E], [F]} con-
tém todas as super-letras duras em U (G?2).

Como u; (Gg) ¢ imagem homomorfa de UJS(Gy), todas as super-letras
suaves em US(G) sdo suaves em u/ (G2). Concluimos que a lista (2.2.7)

também contém todas as super-letras duras em u; (Ga). O]

E importante ressaltar que o resultado acima foi provado por V. K.
Kharchenko. Nao indicamos referéncia pois o mesmo nunca foi publicado. A
seguir terminaremos a prova de que as super-letras duras determinadas nesta

proposicao formam realmente uma base PBW para U; (Gy).

2.3 Tabela de derivadas de U/ (G»), u/(G2)

Pela Definigao 1.8.1, a subdlgebra A = k(z1,29) de U (G2) (respectiva-

mente, u; (G2)) admite um célculo diferencial
Oi(x;) =07, Oi(wv) = 05(u) - v + p(u, z:)u - %i(v) (2.3.1)

parat = 1,2.
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Pela Observacao 1.8.5, sabemos que as subalgebras coideais a direita ho-
mogéneas contendo k|G| sdo da forma U = Uu#k[G], onde Uy = ANU
¢ uma subdlgebra diferencial de A = k(x1,22) e G é o conjunto de todos
elementos group-like. Logo, conhecendo as subalgebras diferenciais pode-
mos descrever as subdlgebras coideais a direita homogéneas de U (G2) e de
ut (G2) que contém k[G].

Usando as férmulas (2.3.1) temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.3.1. As derivadas dos elementos da lista (2.2.7) estdo dadas

na figura 2.1.

O 22
[A] 1 0
[B] (1—q7%)z 0
[C] | (1 = q7%)*a2[D] P2 (1-q" )(q ¢ —q)[E]| 0
[D] (1-¢?)(1—q?)a3 0
] 1-¢?)(1—-q )1 ~q ")z} 0
[F] 0 1

Figura 2.1: Tabela de Derivadas

Demonstragao. Como [A] = 1 e [F] = x9, pela definigao, 0i([4]) = 1,
0y([A]) = 0, u([F]) = 0, Ba([F1]) = 1.
Para [B] temos [B] = [z, 23] = x129 — p1axex;. Usando (2.3.1),

81([3]) = al($1$2) - p1281($2$1) =
= 01(21)x2 + p112101(22) — P12(01(22) 21 + P212201 (21)) =

= T2 — P12P21%2 = (1 - q_3)x2,

32([3]) = 82(:171:1;2) - P1232(1U21'1) =
= Oy(@1) @2 + P120102(22) — P12(02(X2) @1 + P22202(21)) =

= p1271 — p1201 = 0.
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Para [D] = [[x1, xs], x2] = [[B], 2] = [B]xs — p1ap2aexs[B] temos

o1 ([D]) = 0i([B]xz) — p12p220i (7] B]) =
= O\([B])z2 + p11p21 [ Bl (22) — p12p22(01 (x2)[B] + pa1220: ([B])) =
= (1 - p12p21)$§ +0—-0- p12p22p21(1 - p12p21)$§ =

= (1 = prapoopa1 ) (1 — prapar)zs = (1 — ¢ %)(1 — ¢ %) 3,

O5([D]) = Oa([B]wz) — p1apala(zo[B]) =
= 0o([B]) g + p12p22[B]02(22) — p12p22(02(22)[B] 4 pas202([B])) =
= 04 p1opa2[B] — prap22[B] — 0 = 0.

Novamente, para [E] = [[[x1, %2], 22, 25] = [[D], 2] = [Dlwa — proplowa[D]

temos

O([E]) = Oi([D]2) — prapis0h (xa[ D)) =
= i([D))z2 + piipsy (D)0 (22) — prap3,(91(22)[D] + para2di ([D])) =
= (1 - ]912]932]?21)(1 - p12p22p21)(1 - plzpm)xZ’ =
=(1-¢ )1 -q¢ >0 —q a3,

O2([E]) = Da([D)a2) — prapsy0a(a2[D]) =
= 0o([D])x2 4 p12p35[D]0(x2) — p12ps(0a(x2)[D] 4 pasa20s([D])) =
= 0+ p1apse[D] — prapys[D] — 0 = 0.

Finalmente, para [C] = [[z1, Z2], [[x1, Z2], 2]] = [B][D] — p11p3sp2103, | D][B]
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temos

ai([C]) = 0([B][D]) — puupiapaipadi ([D][B]) =
= 01([B])[D] + puipar[B]oi([D]) —
— PupiaPaPs (01 ([D])[B] + puupy, [D10([B])) =
= (1 - p12p21)$2 [D] + p11p21(1 - p12p22p21)(1 - p12p21)[3]$g—
- p12p§2(1 — P12p2apar) (1 — P12p21)$§[3] - p21p§2(1 — p12pa1)[D]zs.

Note que os elementos [D]zy e [B]z3 nao sao elementos da base, pois [B] > 5

e [D] > x,. Para escrever 0;([C]) na base PBW, usamos
|[E] = [D]ws — prappza[ D),

[D] = [B]ili'z - p12p22513'2[3},

de onde obtemos
[D]ay = [E] + prapsyaa[D],

[B]SUS = [D]xg + p1apasxa[Blre = [E] + p1apaz(1 + pa) 2| D] +p%2p§2x§[3].

Usando estas relagoes obtemos finalmente

A ([C]) = (1 = prap21)z2[D] + pr1pa1(1 — prapaapar ) (1 — prapar ) ([E]+
+ p1opaa(1 + pa2) o[ D] + plyps, w3 [ B])—
- p12p§2(1 — p1apaapa) (1 — p12p21):€§ [B] — p21p§2<1 — p12pa1) ([E]+
+ p12p3a22[D]) = (1 — prapar)2[D](1 + paa(1 + paz) (1 — prapoopor)—
— p22) + par(1 — prap2) [E](p11(1 — prapaopar) — p32)+
+ P1ap3a (1 — prapaopa ) (1 — prapar) 5[ B)(praprips — 1) =
= ¢*(1— ¢ ) wa[D] + par(1 = ¢°)(¢* — ¢ — ¢)[E],
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05([C]) = 05([B][D]) — pr1piapaips.02([D][B]) =
= 0y([B])[D] + prap22[ Bl92(ID]) — p1aps,(02([D])[B]+
+ p12p3D]5([B])) = 0+0—0—0 = 0.

2.4 Os geradores PBW de U/ (G5)

Nesta secao encontraremos elementos que formam uma base PBW para

U (Gs) e suas respectivas alturas.

Lema 2.4.1. Para [A],[B], [C], D], [E], [F] da lista (2.2.7), temos p(A, A) =
¢, p(B,B) = q, p(C,C) = ¢*, p(D, D) = q, p(E, E) = ¢’ e p(F, F) = q.

Demonstragao. Como [A] = z; e [F] = x5 temos claramente p(A, A) = p1y =

¢ e p(F, F) = p = q. Para [B] = [z1, 23] temos
p(B, B) = p(x122, 2122) = p(x122, 21)p(T122, T2) = prupzipiapae = ¢°¢ °q = q.
Usando que [C] = [[z1, 72, [[1, T3], 72]], obtemos

p(C,C) = p(2127971 %929, 110271 T9T9) = P(T1 797175, 71 )*p(T1 297175, 72)* =

= pLPs PP = 42 %" = ¢°.

Para [D] = [[x1, 23], 5] temos

p(D, D) = p(x12219, 11227) = p(1125, 21)p(1173, 2)° =

= prpPsiPiaPee = ¢°¢ °¢" = q.
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Analogamente, [E] = [[[z1, x2], 2], 2] €

p(E, E) = p($1$2$2x27 $1$2$2$2) = p@ﬂg@ﬂp@ﬂ%; 552)3 =

= pupsipiape = ¢°¢ ¢ = ¢°.

OJ

Teorema 2.4.2. Se q ndo ¢ raiz da unidade, entio os valores em U (G2)

das super-letras

[A] = 24,

[B] = [$17$2],

[C] = [[&1, 2], [[x1, z2], 22]],
[D] = [[z1, z2], 23],

[E] = [[[z1, 22], 2], 2],

[F] = s,

formam um conjunto de geradores PBW para UJ (G3) sobre k[G], e cada
super-letra possui altura infinita. Se supomos x1 > x9, entdo A > B > C' >
D>FE>F.

Demonstracao. Primeiro vejamos que todas estas super-letras sao nao-nulas.
Para os casos [A], [B], [D], [E], [F] temos que nenhuma destas super-letras é
nula em Uf(G?2) pois todas possuem grau menor que 2 para x; € menor que
4 para x5, logo nao satisfazem as relagoes dadas por (2.1.1). Falta analisar a
super-letra [C], que possui grau (2,3). Se [C] = 0 em U, (G), entao [C] =0
na algebra definida apenas pela primeira relacao dada em eqrefrel. Mas, pela
Definicao 1.3.3 esta algebra é fechada para composicoes. Como a palavra
C = m1w97103 nao possui a subpalavra z2xs, pela Proposigao 1.3.4, temos

C] #0.
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Uma super-letra [u] é dura em U;"(G2) se o seu valor em U (G3) nao é
uma combinagao linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em super-
letras meno-res que [u]. Note que basta verificar que [u] ndo é combinagao
linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em super-letras duras menores

que [u]. De fato, uma super-letra suave [u| é uma combinagao linear
[u] = Zai[vil][viz] - ]
i

onde [v;,] < [u] para todos i,j e o grau de [v;][vy,] ... [v;,] € 0 mesmo grau

de [u]. Se uma das super-letras [v;,] é suave, podemos substituir
(o] = 2 Ailun]fwe] . [w,]
!

onde [w;,] < [v;,] para todos [,n e o grau de [wy,|[wy,]. .. [w;,,] é o mesmo
grau de [v;,]. Entao temos [wy,] < [v;;] < [u] e o grau de [w;,] ¢ menor ou
igual ao grau de [v;;] que é menor ou igual ao grau de [u]. Mas temos apenas
um nimero finito de super-letras menores que [u| com grau menor ou igual
ao grau de [u], entdo este processo tem que terminar. Logo, podemos supor
que todos [v;;] sdo duros em U, (G?2), apds fazer as substituigoes necessarias.

Agora vejamos que todas super-letras da lista (2.2.7) sdo duras. Como
[F] é a menor super-letra da lista, nao pode ser escrita como uma combinagao
linear nao-vazia de super-palavras em super-letras duras menores. Logo, [F
¢ dura. A préxima super-letra da lista é [E], que possui grau (1,3). [E]
também nao pode ser escrita como combinacao linear nao-vazia de super-
palavras em super-letras duras menores, pois a tnica é [F] que possui grau
(0,1). Da mesma forma, a super-letra [D] possui grau (1,2), e este grau nao
¢ combinagao dos graus de [E] e [F]. Novamente, analisando os graus de [C],
[B] e [A4] (que sao (2,3), (1,1) e (1,0)), vemos que [A], [B],[C], [D], [E] e [F]
sao super-letras duras.

Como as super-letras da lista (2.2.7) sa@o todas super-letras duras em
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Uf(Gs), pelo Teorema 1.4.3, elas formam um conjunto de geradores PBW
para U (Gy) sobre k[G]. Falta apenas ver que todas as alturas sdo infinitas.

Pelo Lema 2.4.1, sabemos que para toda super-letra dura [u] temos que

p(u,u) = q ou p(u,u) = ¢

unidade. Entao p(u,u) ndo é raiz t-ésima primitiva da unidade para nenhum
t e pela Defini¢ao 1.3.13 temos h([u]) infinita. O

Mas estamos supondo que ¢ nao é raiz da

2.5 O caso u, (Gy)

Nesta segao veremos que U, (G2) e ug (G2) possuem a mesma base PBW,
porém seus elementos possuem alturas distintas.

Antes de irmos para o proximo lema, faremos algumas consideragoes que
serao usadas para demonstra-lo. Sabemos da demonstracao do Teorema 2.4.2
que uma super-letra [u] é dura se o seu valor em H nao é uma combinagao
linear de super-palavras de mesmo grau (1.3.2) em super-letras duras menores
que [u]. Também sabemos da Proposigao 2.2.1 que todas super-letras duras
em u/ (Gg) pertencem a {[A], [B], [C], [D], [E], [F]}.

Como a super-letra [[C], [F]] nao é dura, ela é uma combinagao linear de
super-palavras de mesmo grau em super-letras duras menores que [[C], [F]],
que sao [D], [E] e [F]. O grau de [[C],[F]] é (2,4), a a tnica combinacao
possivel de [D], [E] e [F] com grau (2,4) ¢ [D]?. Concluimos que

[[C],[F]] = a[D)?, «€k. (2.5.1)
Da mesma forma, [[C], [E]] nao é dura e possui grau (3,6), logo,

[C], [E)) = BIDP, B €k (2.5.2)
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Da mesma maneira vejamos que
[[B], [C]] = [[C], [D]] = [[D], [E]] = 0. (2.5.3)

A super-letra [[B], [C]] ndo é dura e possui grau (3,4). Mas nio existe ne-
nhuma combinagao de [C], [D], [E] e [F] (as super-letras duras menores que
[[B], [C]]) com este grau. Portanto, obtemos [[B], [C]] = 0. O mesmo método
pode ser usado para obter [[C], [D]] = [[D], [E]] = 0.

Lema 2.5.1. Seja [u] uma super-letra da lista (2.2.7). Entdo

para | = 1 se [u] € {[A],[E],[F]}, | =2 se[u] = [C], el = 3 se [u] €
{[B], [D1}-

Demonstragao. Inicialmente consideramos [u] = [A] = x;. Neste caso temos
[A], 0. ([AD] = [21,1] = 0.
Se [u] = [B], entao

[1B], 0:([B])] = (1 = ¢7*)[[B], 22] = (1 = ¢7*)[ D],

[[B], [D]} = [C].

Como por (2.5.3) temos [[B],[C]] = 0, obtemos a igualdade desejada para
[=3.
No caso [u] = [C], usando (2.5.1), (2.5.3), (2.5.2) e (1.2.3) temos

[[C], 0 ([C])] = o[[C), 2] - [D] + Ba: - [[C], [D]] +4([C), [E]] = 6[DP,

€], [DY*] = €[[C].[D]} - [D* + 0[D] - [[C], [D]] - [D] + A[DJ* - [[C], [D]] = 0,

com «, 3,7,0,,0, A € k.
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Se [u| = [D], entao
(D], ] = [E], [[D], [E]] =0,
e de (1.2.3) obtemos as seguintes relagoes

(D), [[D], 23]] = [[D], [[D], w2] - 2] + [[D], awy - [ D], 22]] =

[[D], [Elxo] + [[D], o[ E]] =
= [E] - [[D], 25] + BIID], [E]] - w2 + axs - [[D], [E]]+
+9([D], 2] - [E] = 0[E]?,

com «, 3,7,0 €k e

com ¢ € k, de onde obtemos
[[D], [[D]. [[D}, 0: ([DD]]] = 0.

Para [u] = [F] temos
[[E], 22] = 0,

e de (1.2.3) segue que
[1E], 23] = [[E], 2] - 3 + awy - [[E], @] - 22 + B3 - [[E], 22] = 0,

com «, 3 € k. Logo, [[E], i ([E])]

= 0.
Nossa tultima possibilidade é [u] =

[F] = 5. Neste caso,

[[F], 0a([F)] = [w2,1] = 0.
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Falta apenas ver que

[[u], B>([u])] = O
para [u] € {[A], [B], [C], [D], [E]} e

Mas isto é 6ébvio, pois temos Ox([A]) = O([B]) = 0o([C]) = ([D]) =
0 ([E]) = 0i([F]) = 0. O

Teorema 2.5.2. Se g possui ordem multiplicativa finitat, t > 4, t # 6, entao
os valores em u; (G2) das super-letras da lista (2.2.7) formam um conjunto de
geradores PBW para u; (G2) sobre k[G]. A altura h de [u] € {[B], [D], [F]}
¢ igual a t. Para [u] € {[A],[C],[E]} temos h =1t se 3 nao é divisor de t e
h =% caso contrdrio. Para qualquer caso temos [u]" =0 em u} (Gs).
Demonstracao. Da mesma forma que no Teorema 2.4.2 vemos que as super-
letras da lista (2.2.7) sdo todas duras em u; (G>) analisando os seus graus
(para ver que elas nao podem ser combinagoes lineares nao-vazias de super-
palavras de mesmo grau em super-letras menores e que sao nao-nulas). No-
vamente pelo Teorema 1.4.3, elas formam um conjunto de geradores PBW
para u/ (Gg) sobre k[G]. Agora vejamos as suas alturas.

Inicialmente notamos que, se p(u, u) é raiz t,-ésima primitiva da unidade

Entdo, pelo Lema 1.8.2 temos 0;([u]™) = 0 em u/ (G2).

No caso [u] € {[B], [D], [F]}, temos p(u,u) = q. Logo t, = t, pois q é raiz
t-6sima primitiva da unidade. Pelos Lemas 1.8.2 e 2.5.1, temos 9;([u]*) = 0
em uf(Gy) para i = 1,2 et > 5. Agora aplicamos o critério de Milinski-
Schneider (Lema 1.8.3), e obtemos [u]’ = 0. Concluimos que ¢ é a altura de
(B],D), [F).
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Para [u] € {[4],[C], [E]}, temos p(u,u) = ¢>. Novamente q é raiz t-ésima
primitiva da unidade, e portanto ¢, é igual a t se 3 nao é um divisor de t e %
caso contrario. Pelos Lemas 1.8.2 ¢ 2.5.1, temos 9;([u]") = 0 em u/ (G3) para
1=1,2et, >3 Comot>5et+#6,basta termos t, > 3. Novamente o
critério de Milinski-Schneider fornece [u]'™ = 0. Logo, a altura de [A], [C], [E]

étou%. O

Corolario 2.5.3. O expoente s dado em (1.4.2) é 1 para todo gerador PBW

[u].

Demonstragao. Pelo Lema 1.4.5, sabemos que s = 1 ou p(u,u) é raiz t-
ésima primitiva da unidade e s = ¢, ou (no caso de caracteristica positiva)
s = t(chark)". Como pelo Teorema 2.5.2 temos [u]' = 0 se p(u,u) é raiz

t-ésima primitiva da unidade, obtemos s = 1. 0

Agora que jé explicitamos um conjunto de geradores PBW para U (G2) e
para u;(Gg) com suas respectivas alturas, passaremos ao estudo das subalge-

bras coideais a direita e de seus geradores PBW.
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Capitulo 3

O reticulado de coideais de

U, (G),ug (Go)

Neste capitulo vamos descrever todas subdlgebras coideais a direita (ho-
mogeéneas) contendo k|G| do grupo quantico multiparametro U, (G3) (res-

pectivamente, de u; (G?2)).

3.1 Encontrando os possiveis geradores PBW

Proposicao 3.1.1. Seja U uma subdlgebra coideal a direita (homogénea)
de U (G3) (respectivamente, u}(Gs)) que contém k[G]. Entdo os geradores
PBW de U estao contidos na lista

T,

[B] ou [xg,x1],

(D] ou [ma, [z, 2]},
Ty, [Ta, [12, 71]]],

] ou |
[C] ou Hxl’xQ]v[x%[x??xlm?

e

Mazs ainda, cada coideal possui no mazrimo um gerador de cada linha.
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Demonstragao. Seja U uma subdlgebra coideal a direita (homogénea) de
US(Gy) (respectivamente, u; (G2)) que contém k[G]. Pela Proposicao 1.4.6
e pelo Corolario 2.5.3, os geradores PBW de U sao da forma

[u] + > W

onde [u] é uma super-letra dura e os W;’s sdo super-palavras da base iniciando
por super-letras menores que [u] tais que D(W;) = D([u]). Temos entdo as
seguintes possibilidades:

T,

[B] + axaxy,

[D] + axixy 4 Bas[ B,
|E] + axdzy + Ba3[B] + v D],

[C] + ax3x? + Bx2[Blxy + yao[ D]z + dxs|B)? + [ D][B] + 7[E]z1,

Z3.

Além disso, pela construcao desses geradores, o conjunto de geradores
PBW de U nao possui mais do que um gerador de cada um dos seis tipos
listados acima. Em particular, toda subdlgebra coideal a direita homogénea
prépria de U;7(G2) ou uf (G2) possui no maximo cinco geradores PBW.

Nosso objetivo é calcular todos coeficientes possiveis para os geradores da
lista acima.

Suponha que [B] + azsx; é um gerador de U. Como Uy = UN A é uma

subalgebra diferencial, os seguintes elementos estao em U:
1. 82([3] + Oll’gxl) = axry,
2. O1([B] + amaxy) = (1 — ¢ + apar ) xo.

Sea#0e(1—g3+apy) # 0, entdo x; e x5 estao em U, e U = U;(Gg).

Logo, podemos supor que o = 0 ou (1 — ¢~2 + aps;) = 0. No primeiro caso,
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[B] ¢ um gerador para U. No segundo caso, a = (¢~2 — 1) /pa; € o gerador é

(¢% = 1)zomy

[B] + AT 1 = [B] +
P21

-1 -1
= T1X2 — Pg1 L2T1 = —Po1 [W2a xl]'

Suponha agora que [D] + azix; + Br2[B] é um gerador de U. Entao U

contém os seguintes elementos:
1. 05([D] + azixy + Bro[B]) = a1l + q)xezy + B[B],
2. 02([D] + azdzy + Bas[B]) = a(l + q)1,
3. i ([D]+axiey+Pwe[B]) = (1—¢7?)(1—¢ %) +ap3, +Bpar (1—q7%))a3,
4. 0,805(ID] + ey + Bra[B]) = (a1 + ¢)par + B(1 — ¢3))s.

Novamente temos duas possibilidades. Uma é que x5 € U. Neste caso,
pela segunda linha, & = 0. Se = 0, entao [D] é um gerador. Se 3 # 0, entao
[D] também pode ser considerado um gerador. De fato, 02([D] + Bx2[B]) =
B[B], mas [B],z € U implica [D] € U. A segunda possibilidade é que

xr1 € U, e pelas linhas 3 e 4 obtemos
o (1-¢?)(1—q?) +apy + Bpa(l—q?) =0,
o a(l+q)pn+p(1—q?)=0.
Resolvendo este sistema (de duas equagoes e duas varidveis) obtemos

h o 1= g7 PR ¢*)(1+q)

qp3, D214

e o gerador é

(1—¢?)(1 - Q‘2)x§x1 (=g +q)

D] +
(D] qp3, P21q

o[ B] = ¢ 'pa’[wa, w2, 1]

Se [E] + azdzy + Ba3[B] + ya2[D] é um gerador de U, temos:
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L. Oy([E]+aadz, + Bas[ Bl +7xa[D]) = a(14q+¢*) x5z +B(1+q)xa[ B +
v[D],

2. B3 ([El+awyei+ B[ Bl+yas[D]) = a(l+q+¢°) (1+q)zzz1+6(1+4)[B],
3. O3([E]) + ax3zy + Ba3[B] + ya2[D]) = a(l+q+ ¢*)(1 + q)z1,

4. 0103([E] + axday + Ba3[ Bl +ya2[D]) = (1+q)(a(l+q+¢*)pa + B(1 -
q %))z,

5. 010,([E] + axizy + Ba3[B] + y22[D]) = (aps, (1 + g + ¢°) + Bpa(1 +
Q)1 —q7%)+~v(1—q¢%)(1—q?))a3,

6. Oi([E] + axjzy + Ba3[B] + yao[D]) = (1 — ¢ ) (1 —¢*)(1 — ¢ ') +
ap3y + Bp3(1—q73) +ypa (1 — ¢ )1 — ¢2))3.

Se x5 € U, pela linha 3 temos a = 0 e restam 3 possibilidades. Se
B =~ =0, entao [E] é um gerador. Se 3 = 0e~ # 0, entao [E]+~yz,[D] € U,
e
O ([E] +y2[D]) = (1 = ¢7) (1 = ¢ ) (1 = ¢7") +ypar)as,

O ([E] + ya2[D]) = ~[D].

Logo [E] € U e ainda podemos considerar [E] como um gerador. Se (3 # 0,
entao [E] + 3 B] 4+ ya2[D] € U. Neste caso

05([E] + Ba3[B] +~x2[D]) = B(1 + q)[B]

oi([B]) = (1= ¢ %)z

fornecem [E] € U.

Se 1 € U, entao pelas linhas 4, 5 e 6 obtemos
e a(l+q+@)pn+8(1—q?) =0,

e apy(1+q+¢°) + Bpau(1+q)(1 —¢7?) +7(1 = ¢ *)(1 —¢*) =0,
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e (1-¢*)(A—¢H)(1—g ) +aps, +0p5 (1—q ) +ypar(1—¢?)(1—¢ %) =
0.

Resolvendo este sistema temos que o gerador [E]+axiz,+ 613 B]+vyx3[D]
¢ um multiplo de [z, [xg, [x2, 21]]].

Nossa tltima possibilidade é que [C] + azjz? + Sz3[Blxy + ya2[ D]z +
dzo|B)? + €[D][B] + 7[E]x1 é um gerador de U. Entao U contém

1. 020,0%(|C)+axszi+Ba3| Blxy+yae|D]x1 4029 B)*+¢[D][B]+7[E]x) =
1+ @) apa(1+ ¢+ ¢) (1 +¢°) + B(1+q7%))an,

2. 030, ([C]+ ax3z? + Bx3|Blwy +~yxa D)oy + 01y B]? +¢[D][B] +7[E]x,) =
(ap3,(1+¢*) 4+ B3 (1 —q3) + (1 — ¢ ) (1 —qg?) +7(L—¢3)(1—
¢ ) A =g ")A+q+¢) 1+ q)z,

3. 03([C] + axdx? + Bx[Blay + yao[D]xy + 629 B]? +¢[D][B] + 7[E]x,) =
a(l+q+q¢*)(1+ q)t,

4. 930105([C)+axdzi+Ba3[Blxi+7yws D)ar+6xs B)*+¢[D][Bl4+7[Elx:) =
(ap3 (1+q+¢*)(1+¢*) + Bpn (1 +q)(1—q?) +v(1—¢)(1—¢7%))(1+
Q)l'l,

5. 02([C] + ax3x? + Bx3[Blwy + yxo[ D]z + 012 B]? +¢[D][B] + 7[E]x,) =
par(p3y (apsy (1 + %) + B3, (1 — ¢7°) +ypar(1 — ¢ ?) (1 —¢72) +7(1 —
1—q )1 —q") +pu(l —q¢*)(Bp3,¢° + 0pn (1 — ¢7°) + (1 -
1-— q ) 4+ 0parg(1 — ¢7%) + (1 = ¢)(1 = ¢ ) (vp3,4° + ¢*(
051> (1 — q7°) + epng®(1 — 7)) + (1 — ) (1 — ¢7?)(

NP (Epn(1—q?)+1p5 + (1= ¢ )1 —q ' —q7?)))a3,

q )

q°)(

q %) +

q ")

6. 01020, ([C)+axdz?+ a3 Blri+vyxs|D]x1+025[B]*+¢[D][Bl+7[E]x:) =
(5 (1 +g+¢*)(aps, (1 +¢%) + Bp3 (1 —¢7°) +ypar (1 —¢°) (1 — ¢ %) +
T(1—=q¢ )1 —q¢)(1—¢ ") +pul +q¢)1 —q°)(Bp3i¢* + opar(1 —
¢ %) +e(1=¢*) (1 —q ) +0png(1—q¢*) +(1—=¢*)(1—q¢*)*(vp3q+
(1—=q7?)+0p319(1 — ¢%) +epn(1 — ¢7%)))3,
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7. 01030, ([Cl+ax3xi+ a3 Blw+yxe| D]y +015 [ B]*+¢[D][B]+7[E]x:) =
(P21 (1 + ¢ +¢*)(ap3, (1 +¢°) + Bp3, (1 — ¢7%) +ypar (1 — ¢ ) (1 —¢72) +
T(1=¢ )1 =q¢ )1 —=q )+ 1 —q ) (Bp3:¢> +par(1—q %) +e(1 -
¢ ) (1= q7?) + oparg(1 = ¢7*)))(1 + q)z2,

8. 0203([C)+ axdx? + B3| Blay + x| D]xy + 02| B)* +¢[D][B| +7[E]x:) =
pa(1+q)(1+¢*)(apa(1+ g+ ¢*) + 81 — ¢7?%))xa,

9. 0705([C]+axia?+ Bas[Blay +ywe D]wy + 022 B]* +¢[D][B] + [ Jo1) =
P21 (P21 (P, (1+q+¢*) (1 +¢%) + Bpan (1 +q) (1 — ¢ %)+ ( —q ) (1~
¢ )+ (1=q?)(1+q¢)(Bps > +6(1—¢ %) +(1—q*)(1—q?)q (’yp21+
6(1 —q7?)))a3,

10. 81828182([0] + O./QTQZL‘l + ﬁl'Q[ ]1’1 + ’7$2[D]ZL‘1 + (51‘2[B]2 + E[D] [B] +
T[E]r1) = (14 q)(par(ap3 (1 + ¢+ ¢*) (A +¢°) + Bpan (1 + @) (1 —¢7°) +
YA =g )1 —q?)+ 1 —q ) Bp3d® + (1 —q %))

Se x5 € U, entao pelas 4 primeiras igualdades temos
o apo(1+q+¢*)(1+¢*) +B(1+q7%) =0,

o apy (1+¢*) + 005, (1—q )+ (1= ¢ )1 —q ) +7(1 — ¢ 3)(1 -
¢H(1—qt) =0,

e a=0,

o apy (14+q+¢*)1+¢*) +Bpar(1+q)(1—¢ ) +7(1—¢?)(1—¢?) = 0.

Resolvendo este sistema obtemos o« = f = 7 = 7 = 0. Neste caso o

gerador é [C]. Se 6 = e = 0, isto é 6bvio. Se ¢ ou € é diferente de zero, entao
0,01([C] + 0x2[B]* +£[D][B]) = (1= ¢ ") (1+ ) (0pr (1 +q) +&(1— ¢ ))[B],

0u([B]) = (1 = ¢ ),
(D] = [[B], z]
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implicam que [C] pertence a U. Note que se dpo; (14+q)+e(1—¢2) = 0, temos
§ = —;(21&1(’;;)) Logo, 0 # 0 e e # 0, e como 0y0,05([C] + 02| B]* +¢[D][B]) =
—e(1 —q7?)(1 — ¢ 2)p5[B], obtemos [B] € U.

Se x1 € U, pelas igualdades 5 a 10 temos

o 3 (apd (1+¢*) +0p3, (1= ) +9pa(1—¢ ) (A1 =g ) +7(1—¢?)(1 -
¢ =g ") +pa(l =g ?)(Bp3¢° + 0par(1 —q¢ %) +e(1 —¢*)(1 -
¢ ) +0paq(1—q ) +(1=q¢*)(1 =g )@ (vph1q+ (1 —q %) +p3,4(1 -
)+ epn(l—q )+ (1 —=q )1 =g - ¢ ") (Epa(l —¢7?) +
™ +(1—¢?)1-q¢ " —q?) =0,

o p3(1+q+¢*)(ap3(1+¢°) + Bp3, (1 —q %) +ypar(1— ¢ %) (1 —¢ %) +
T(1—=q¢?) 1 —q )1 =g ") +pul+q)(1 —¢*)(Bp3¢° + dpa (1 -
) +e(1—q )1 —q ) +0pag(1—q )+ (1—¢*)(1—q ) ¢*(vp3 g+
(1—q72) +0p31q(1 — ¢ ) +epn(l — ¢ 7)) =0,

o pu(1+q+¢*)(ap3;(1+¢*) + Bp5 (1 —¢7*) +ypa(1 = ¢ ) (1 —¢72) +
T(1=q¢ ) (1 —=q?) A —¢ ")+ (1 —q°)(Bp3¢* +opan(1—q7%) +e(1 —
¢ )1 —q %)+ 0pag(l —q3)) =0,

e apyi(l1+q¢+¢*) +8(1—q?) =0,

o par(aps; (14+q+¢*) (14¢*)+8par (1+q) (1—¢ ) +y(1—¢~°) (1—¢72))+(1—
) A+q) (B3 +0(1—¢2))+*(1—q*)(1—q ) (ypar +0(1—¢7?)) =
0,

e p(apd (1 +q+ @)1+ %) + Bpau(1+q) (L — ¢ 3) +~v(1 — ¢ *)(1 —
q2)+ (1 —=q)(Bpag® + (1 —¢7?)) =0.

Resolvendo este sistema vemos que o gerador [C] + aziz? + Bx3[Blz; +
Y2 D]xy +0x9[B]* +¢[D][B]+ 7[E]x1 é um miltiplo de [[21, xa], [22, [22, 71]]].
Com isto esgotamos todas as possibilidades para os geradores de U e

chegamos a lista desejada. OJ
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3.2 O caso U/ (G>)

Teorema 3.2.1. Se q nao é raiz da unidade, entao o reticulado de subdlgebras
coideais a direita contendo k[G] de US(Gy) € dado pela figura 3.1.

U (Ga).
([[x1, T2], [95;/7 (22, 21]]]) <[1'1; 21)
([T2, [12, [2, 21]]]) ([[z1, 2], [[21, 22], 22]])
([r2, [2, 21]]) ([[x1, 2], 22])
([r2, 21]) ([[[z1, z2], 22], 22])

Figura 3.1: Reticulado de Subdlgebras Coideais a Direita

Demonstragao. Seja U uma subdlgebra coideal a direita que contém k[G].
Por 1.7.4, sabemos que U é homogénea. Logo, pela Proposicao 3.1.1 os
possiveis geradores PBW para U sao

T,

[B] ou [xq, x1],
[D] ou [22, [x2, 4],
[E] ou [, [x2, [w2, z1]]],
[CT ou [[x1, x2], w2, [x2, 21]]],

Z9.
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Observamos que ([u]) significa a menor subalgebra coideal a direita con-
tendo [u] e k[G].

A subdlgebra coideal a direita gerado por xs possui {z2} como conjunto
de geradores PBW. Da mesma maneira, a subalgebra coideal a direita gerada
por x; possui como gerador PBW {z}.

Se [E] € U, entao x2 € U, pois
W(E)=01-q?)1—-q*)1—q )

Logo, ([E]) possui como geradores PBW {zs, [E]}.
Se [D] € U, entao x5 e [E] pertencem a U, pois

(D) =1—q?)(1—q a3

e ([D]) possui como geradores PBW {z4, [D], [E]}.
Se [C] € U, entao xq, [D] e [E] estao em U, pois

9:01([C)) = ¢*(1 — ¢ *)*[D],

de onde obtemos que ([C]) possui como geradores PBW {zs, [C], [D], [E]}.
Se [B] € U, entao z9, [C], [D], [E] € U, pois

01([B]) = (1 = ¢ ")

[C] = [[B], [[B], z2]] = [[B], [D]]-

Logo, obtemos que a subdlgebra coideal a direita gerada por [B] possui ge-
radores PBW {xo, [B], [C], [D], [E]}.

Se incluirmos 7; em qualquer um destes 4 coideais, temos U = U (G?>),
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pois xo pertence a todos eles.

Se [xq,x1] € U, entdo x; € U pois

82([@, 951]) = 82(x2$1) - p2182(x1x2) =
= 0a(22)x1 + Pa2202(x1) — Pa1(02(21) e + pr2x102(x2)) =

= x1 — parp12zy = (1 — qu)l’la

e ([za, x1]) possui como geradores PBW {xy, [x2, 21]}.

Se [xg, [xe, 21]] € U, entdo z1, [z2, x1] € U, pois

Oa([xa, [12, 11]]) = Da(w2[ra, ¥1]) — P2opa1Oa([Te, 21]72) =
= Oy(w2)[T2, T1] + P2o20a([2, 11]) —
— p22p21(Oa([2, 11]) T2 + paapra]T2, 21]02(72)) =
= [m2, 1] + paa(1 — q_3)[x2,x1] —P21p12q2[$2, r1] =
= (1+q)(1 = ¢z, 1]

Portanto, [z, [xg, 21]]) possui como geradores PBW {1, [z, 2], [22, [22, 21]] }

Se [z, [x2, [x2, 21]]] € U, entdo xy, [xa, 1], [T2, [T2, 21]] € U pois

s ([xa, [w2, [x2, :1]]]) = Da(wa[ws, [22, 21]]) — P3P Ba([2, [w2, 21]]22) =
= Oy(w2) (w2, [T2, 11]] + P2ow20a([22, [22, 21]])—
— Paop1 (Da([w2, [, 21]])x + Phopra[a, [X2, 71]]s(2)) =
= [2, [z, 11]] + o2 (1 + @) (1 — ¢72)[2, [, 1]]—

— paap1aq’ (22, [v2, 1)) = ¢*(1 — %) [22, [22, 21]]

implica que os geradores PBW sao {xlu [%, $1]7 [9527 [$2, 901“7 [9527 [x2, [I27 951]“}

Se o elemento [[z1,xs], [x9, [re, x1]]] pertence a U, entdo os elementos
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x1, (X2, 11|, [T2, [T2, 21]] € |22, [T2, [T2, 1]]] também pertencem a U pois

O ([[z1, z2], [w2, [22, :1]]]) = On([w1, o[22, [w2, 21]]) —
- p?zpnp%gpzl@([@, [$2, $1H[$1, 962]) =
= O1([z1, za])[22, 22, 21]]+
+ pripar [, 22|01 ([@2, [22, 1]]) —
— p12@* (01 ([, [w2, 21]]) [21, o]+
+ poipu[a, (22, 11]]01 ([21, 24])) =
= (1 — ¢ %) sz, [0, 2]+
+ popin (1 — %) [, [22, 1))z =
= (1= q7%)[wa, [w2, [, 21]]].

Entao {z1, [za, x1], [xe, [x2, 21]], [22, [T2, [T2, z1]]], [[21, 22|, [T2, [T2, 21]]]} é um
conjunto de geradores PBW para U.

Novamente, se incluirmos x5 em qualquer um destes quatro coideais temos
U = U (Gy).

Pelo fato de uma subélgebra coideal a direita nao possuir mais de dois
geradores da mesma linha da lista de possiveis geradores, concluimos que
estas sdo todas subdlgebras coideais a direita de U (G2) que contém k[G], e

obtemos a figura 3.1. O teorema esta provado. O

3.3 O caso u, (G>)

Teorema 3.3.1. Se q possui ordem multiplicativa finitat > 4, t # 6, entdo a

figura 3.1 representa o reticulado de subdlgebras coideais a direita homogéneas
contendo k[G] de uf (Ga).

Demonstracdo. A prova é andloga a do Teorema 3.2.1. A unica diferenca para

este caso é que nao podemos garantir que toda subalgebra coideal a direita
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contendo k[G] de u] (G2) é homogénea. Temos entdao apenas o reticulado de
subalgebras coideais homogéneas e nao o reticulado completo das subéalgebras

coideais a direita contendo k[G]. 0J
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Capitulo 4

O reticulado de coideais de

Uqg(G2), ug(Go)

Neste capitulo trabalharemos com a algebra U,(G3), definida por quatro

geradores 1, z9, ], 2, € pelas relagoes
[[[[$1,$2],$2],$2],$2] :Oa [331,[-771,1'2]] :Oa

[[HZL‘I_,ZEQ_],I;],IQ_],ZL‘Q_] =0, [1‘1_,[5(31_,1’2_“ =0,
[, 2;] = 6/(1 — gif;), 4.5 =1,2,

como na Defini¢ao 1.9.2.

4.1 A decomposicao triangular

Como vimos na segao 1.7, a subdlgebra de U, (G2) gerada por G e xy, x9
é isomorfa a U (G2). Analogamente, a subélgebra de U,(Gs) gerada por Ff

e 71,7, ¢ isomorfa a U (Gg). Mais ainda, temos a seguinte decomposigao
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(chamada decomposicao triangular):

Uqy(G2) = U, (G2) @uir K[H] Qe Uy (Ga).
Analogamente, se ¢ é raiz da unidade, temos

ug(Ga) = uy (Ga) @uir) k[H] Qe uy (Ga).

Neste momento gostariamos que toda subalgebra coideal a direita de
U,(G3) (ou de uy(G2)) que contém k[H| possua uma decomposigao trian-
gular, e que para duas subdlgebras coideais a direita quaisquer k[F] C U™ C
Uy (Ga) (ou ug (Gy)), k[G] € UT C UF(Gs) (ou uf(G2)) o produto tensorial

U=U" Qk[F] k[H] Rk[q] u* (4.1.1)

seja uma subalgebra coideal a direita. Na verdade temos os seguintes resul-

tados:

Lema 4.1.1. Seja q € k. Se q nao € raiz da unidade, toda subdlgebra coideal
a direita U 2 k[H] de U,(Go) possui uma decomposicio (4.1.1), onde U* D
k[G] e U™ 2 Kk[F] sdo subdlgebras coideais a direita de U, (G2) e U (Ga),
respectivamente. Se q possui ordem multiplicativa finita t, t > 4,t # 6, o

mesmo resultado vale para as subdlgebras coideais a direita homogéneas de
Uq(Gg).

Demonstragao. Pela decomposicao triangular (4.1), o conjunto de super-
letras P = P_ U P, é um conjunto de geradores PBW para U,(G3) sobre
k[H], onde P_ ¢é o conjunto de geradores PBW de U (G2)

{o, g, [or, o oy, aa ) g | [l wg Ly ] ] [l w5 {loy s 22, 22 11}
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e P, é o conjunto de geradores PBW de U/ (G5)
{w1, @a, [0, w2, [[w1, @2], wo], [[[w1, w2, wa], wa], [[w1, w2, [[1, @a], wa]]}-
Fixamos a seguinte ordem nos geradores skew-primitivos
x> To > Ty > Xy (4.1.2)
Pela Proposicao 1.4.6, a subalgebra U possui geradores PBW da forma

W +> aWi+> BV e, (4.1.3)

onde [u] € P, W, sdo as palavras da base que comecam com super-letras
menores que [u], D(W;) = D(u), e V; sao G-super-palavras com D(V;) <
D(u). Pela definicao de grau dada em (1.3.2), todos W;’s possuem a mesma
constituigdo que o termo lider [u]. Logo, todos W;’s e o termo lider [u]
pertencem a mesma componente da decomposigao triangular (isto é, eles
possuem apenas elementos de X, ou apenas elementos de X, nao podem
possuir ambos). Falta provar que nao ha termos V.

Note que a subalgebra U é homogénea. De fato, se ¢ nao é raiz da
unidade, pelo Corolario 1.9.5, a algebra U é homogénea. Se ¢ possui ordem
multiplicativa finita, U é homogénea por hipotese. Logo, todos geradores
PBW podem ser escolhidos I'-homogéneos também. Isto significa que a—c =
a; —cj e b—d=b; —d;, supondo que axy + bry + cx; + dxy é o grau de
[u] e ajxy +bjxe + cjzy +djx, é o grau de V}, para todo j. No entanto, isto
contradiz a hipétese de que D(V;) < D(u), como mostraremos a seguir.

Se o termo lider [u] € P_, entdo a = b = 0, de onde a; = b; = 0, pela
ordem definida em (1.3.1). Entado ¢ = ¢j e d = d;j, e D(V;) = D(u). Se
u] € P, entaioc=d=0e¢ a = a; —c¢j, b =b; —d;. Mas entdo a; > a,
bj > b, c; > ced; >d, e portanto D(V;) > D(u).

Agora podemos ver que todos geradores PBW pertencem a U, (G3) ou a
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Uf(Gy) (analogamente, pertencem a u, (Ga) ou a u; (G2)). Logo, U possui

a decomposicao (4.1.1). O

Lema 4.1.2. ([11, Lemma 9.3]) O produto tensorial (4.1.1) é uma subdlgebra

coideal o direita se e somente se
[U+, U_] c U™ Qx([F] k[H] ®x(q U™,

Observagao 4.1.3. Por [11, Theorem 11.1], para provar que [U", U"] C

U~ Qk[F] k[H] QK[ U™ basta provar que [u*, u*] e U” Qk[F) k[H] QK[ U*
para todos geradores PBW u* de U e v~ de U™.

Estes resultados serao as ferramentas principais para determinar as subal-
gebras coideais a direita de U,(G2) (analogamente, as subalgebras coideais a

direita homogéneas de u,(G2)).

4.2 U;(GQ% uq_(G2>

Para usar o Lema 4.1.2, precisamos conhecer as subalgebras coideais a
direita da dlgebra U (G2). J4 sabemos do capitulo 2 que a algebra US(G»)

¢é definida pelas relagoes

P11 = pgz = (p12p21)_1 =q°

(21, [T1, 22]] =0, [[[[z1, 22|, x2], 2], 2] = 0.

Assim como na Definigao 1.9.1, definimos U (G) por Uqu_l(Gg), ou seja,
consideramos ¢’ = ¢~!. Concluimos entao que o reticulado de coideais de
U, (Gy) é andlogo ao reticulado de coideais de U (Gy) dado na figura 3.1,

apenas substituindo z; por x;, z3 por x; e G por F":
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(o1, 23], [y, [oz, 27 1) ([z1,23])
([, [25, [z, 21 ]]]) (lers 2o ) [[2ys 23], 22]])
(g s [22, 27]]) ([lz1s 23], 25])
([zg ;21 ]) (llzrs 23], 22 ], 25)

Figura 4.1: Reticulado de Subélgebras Coideais a Direita

Novamente aqui o mesmo reticulado vale para as subdalgebras coideais a

direita homogeneas de u_ (G?).

4.3 Os skew-comutadores entre os possiveis
geradores PBW

O objetivo desta secao é apresentar os resultados necessarios para aplicar
o Lema 4.1.2 e a Observacao 4.1.3. Estes célculos estao desenvolvidos no
apéndice do trabalho. Iniciamos com algumas observagoes que serao tuteis.
Seja U' uma subdlgebra coideal & direita (homogénea) que contém k[G]
de U (Gs) (u}(Gs)). Pela Proposicao 3.1.1, os tinicos geradores PBW possi-
veis para U™ sdo:
Iy,

[x1, 5] ou  [x9, 1],
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[[z1, z2], 2] ou  [w2, [2, 1],

[[z1, z2], wo], 2] 0u w3, w2, [w2, 24]]],

[w1, @], [[w1, @2, 2] ou [[w1, @2], [w2, [w2, 4]]],

Z3.

Analogamente, se U™ é uma subdlgebra coideal a direita (homogénea)
que contém k[F] de U, (Ga2) (u, (Ga)), como U, (Gs) = U, (Gs), temos os
seguintes possiveis geradores:

o

[z, 23] ou [z, 2],

[z, 2y ], 23] ou [y, [z5, 27]],

llo7, 25 ) 23) 23] 0w [ag,[ag, [e3, 27 1))

[z, 2y | [l 2z ] 25 )] on [[oy, 23], [z, [og, 2 )],

Ty .

Agora estamos prontos para listar os skew-comutadores entre todos os

possiveis geradores PBW das subdlgebras coideais a direita (homogéneas)
que contém k[H] de U (G2) e U7 (Ga) (uf (Ga) e u, (G)).

(1) [rr2]=1-ah

(2) [z1,25] =0

(3) o1, a7, 23 )l = (L —q*)zy 91 fu

(4) [21, oy, 20 )] = pau(1 = @)y

(5) [on [lzr, 23] 23] = —¢7 ' (1 = ¢*) (1 = ¢*)(22) a1 fo

(6) [z1, [[[zr, 22 ], 23] 23] = ¢ (1 = ¢7°)(1 = ¢7*)(1 = ¢ )22 )’ on fi

(7) [%1, [[*77;7 :c;], Hxi xg]v 1’5]“ = _Q(l_q_S)ng[[va 15]7 $5]91f1 _p21Q(1_
¢ )L+ q—q ller 23] 23] 2391 fr

(8) [#2,27] =0
(9) [w2,25] =1 = gafs
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(10) [w2, [a7, 23] = pra(1 — ¢*)ay

(11) [x2, [z, 27]] = (1 = ¢ )2y g fo

(12) [22, [[z1, 23], 23]l = pr2(l + 0 — ¢* — ¢°) a1, 23]

(13) [w, [y, [z, 27l = L+ a— ¢ " —q7?)[2;, 27]ge fo
(14) [wa, [[[21, 23] 23], 23] = pr2(1 = @) [y, 23], 23]
(15) [wa, 2y, [2y, [22, 21 ][]l = (1 — ¢7°) [z, [wy, 21 Jlg2 o

(16) [zo, [[xy, 23], [25, [25, 21 ]]]] = pla(1—q)(1+q—q " —q )|z, 27 Pgafo—
g’ (1 —q 21 +q—q ' —q %)y [zy, 27|27 gafo + plyg(1 — ¢*) (1 +
q—q " —q ) xy, [y, 272y g2 fo

(A7) [[w1, 22], 1] = —pi2(1 = ¢ ) g1 frwo

(18) [[z1, wo], 5] = (1 = ¢7%)m

(19) [[z1, w2], [wy, 27 )] = (1 = ¢7%)(1 = g1frge fo)

(20) [[z1,22], [25, 25, 21 ] = pu(1 = ¢7°) (1 — ¢*) (1 + @)y

(21) [[wz, 21),a7] = (1 = q7)z2

(22) [[22,21], 23] = —par(1 = ¢ ) g2 o

(23) [[z2, 2], [oy, 23 )] = (1 = ¢7%)(1 = g2 fogu f1)

(24) [[z2, 2], [[ar, 25 ] 25 ] = (1= ¢7) (1 = 7)1 + )y 2 fog fo

(25) [[z2, 21, [[[21, 23], 23], 25 ]] = —a(1 — ¢7°)(1 — ¢*)(23 ) 92291 f1
(26) [[w2, 2], (27, 23], [, 23], 25 1l = (1 = ¢ %) ([, 23 ], 25 Jga fogn
(27) [[[w1, z2], 2o], 27] = [[21, @o] w2, 27 ] — propoofwafr, wo], 27] = —pir(1 —

) (1= q g frrs
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(28) H[xhx?]?x?]’x;] = [[x17$2]x27x2_] —p12p22[1’2[1‘1,1'2],$2_] = (1 +4q—

¢! —q7?) |, 2]
(29) [[[x1, w2), 2o], [22, 27]] = =p12g(1 — %) (1 = ¢ *)(1 + @) g1 frg2 for
(30) [[[z1, x2], w2, [25, [25, 2 | = (1 — ¢ ) (1 — ¢ ) (1 + ) (1 — g1 f163 f3)
(31) [[[z1, 2a], 22l [25, [23, [25 21 )]l = pr (1= 7?) (1 =) (1 +q) (1 — @)z
(32) [[wg, [w2, a]],21] = (L= q7%)(1 = ¢ )3
(33) [[z2, [v2, 2]} 23] = pou(1 — ¢ + 071 — ) g2 folwa, 1]
(34) [[z2, [v2, 21]), [21, 23]l = (1 = ¢7°)(1 = ¢*)(1 + @)z
(35) [[w2, [w2, a]], [[v1, 23] 25 ] = (1 = ¢ ) (1 — ¢ )1+ 0)(1 — g1 f163 f3)
(36) [[22, [z, 1], [[[21, 23], 23], 25 )] = (1= 7°)*(1—¢7?) (1+q) 25 91 [193 f3

(87) [[wo, [xo, z1]], [[o1, 23], [[27, 23 ], 25 ]]] = —prag®(1 = ¢72)*(1 — ¢ ) (1 +
q)[zy, 75 ]

(38) [[[[z1, @], w2, 22], 1] = —pTy(1 — ¢72)(1 — ¢7%)(1 — ") g1 fr23

(39) [[[[z1, z2], 2a], wa], 23] = ¢*(1 — ¢7°)[[21, 2], 22

(40) [[[[1, 2], w2, 22, 23, 21 )] = —pTag* (1 = ¢7°)*(1 — ¢*) g1 frg2 fo)

(41) ([[fwr, o], 20], w2, [27, [23, 27 )] = —pr2¢* (1=¢7°)*(1—q7*) (1+q) g1 fr93 f3 22

(42) [[[[x1, w2], 2a], wa], [25, [25, [25, 27 ] = ¢*(1 — ¢ ?)* (1 —¢72) (1 +¢) (1 —
91f192f2)92.f

(43) [[372, [m27 [va 'Tlmv l’;] = pQIQ(l - q_3)ng2[x2, [$27 1‘1]]
(44) Hva [IQv [1132,1‘1]]], [[1‘1_,332_],:132_]] = (1 - q73)(1 - qu)(l - (]2)(1 + Q)xQ

(45) [[w2, [xa, [2, w1]]], [[[27, 25 ], 25 ] 25 )] = (1 —¢°)* (1 —¢ ) (1 +q)(1 -
91f19513)
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(46) [[[x1, 22], [w2, [22, )]}, 23] = =7 A+ @) (L —q+q7" = ¢*)ga folwa, 21 ]* —

p12* (1 — g+ q7 ' — (1 — ¢3) g2 fora[re, m1]T1 + p12g* (1 —q+q7 ' —

¢*) (L — ¢ %) g2 folwa, 2, 1]]21
(47) [[fz1, 2], [[21, 22], w2]], 23] = (1 = ¢*)(1 — g72)[w1, 2o]?

(48) [Hxhx?]? [[ZE17.I‘2],ZE2]], xl_] = _p%2q3(1_q73)91f1[“l‘1’x2]7x2]’ mQ]_p?2q4(1_
¢ ) (1= q )1+ @)g1 frwa[[x1, 2], 72

(49) [[[z1, z2], [[x1, z2), 2], 73, 27 ]] = —p12g* (1 — ¢ %) g1 frga fol[w1, 2], 2]

(50) [HthQ]? [[:131,1‘2],1‘2]], [I2_7 [$2_’ xl_m = q2(1—q’3)2(1—q’2)(1+q) [xlaIQ]

4.4 Subadlgebras coideais a direita de U,(G2),
uq(Go)

Nesta se¢ao vamos aplicar o Lema 4.1.2 para determinar as subalgebras
coideais a direita (homogéneas) de U,(G2) (uy(G2)).
Lema 4.4.1. Seja U™ wuma subdlgebra coideal a direita (homogénea) de
Uy (G2) (ug(Go)). Entao U™ @yr k[H] @xie) k[G] € uma subdlgebra coideal
a direita (homogénea) de Uy(Ga) (uy(Gz)). Analogamente, se U é uma
subdlgebra coideal a direita (homogénea) de U (G2) (uf(Gs)), entdo k[F|®yr
k[H] ®xjc) UT € uma subdlgebra coideal a direita (homogénea) de Uy(G2)

(ug(G2)).

Demonstragao. Basta notar k[G],U™] = k[G]U™ — U k[G] = U k|G|, pois
ug = x"(g)gu para todos u € U™, g € G. Logo, o resultado decorre do Lema
4.1.2. A prova é ansloga para U™, 0

Teorema 4.4.2. Se q € k nao € raiz da unidade, o reticulado de subdlgebras

coideais & direita de Uy(Ga) € composto pelas 4 figuras a sequir. Se q possui
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ordem multiplicativa finita t, t > 4,t # 6, 0o mesmo reticulado determina as

subdlgebras coideais a direita homogéneas de u,(Gs).

(Uy (G2),U[ (G2))

e AN
Uy (G2),22) (22,U; (G2))
e AN
(U, (G2), 1) (LUS(GY)
| |
<[$1_73:2_]’1> <1,[.171,ZE2]>

<[[331_,372_], [[‘7:1_7552_]7 xQ_]L 1> <1> [[$17 xﬂ’ [[wlu x2]’ 5172]]>
I I

<[[£C;,£L‘5],335],1> <15Hx17$2]7x2]>
I |
<[Hl’;,$5],l’5],l‘;],1> <1,[H$1,$Q],$2],$2]>
\( ) >/

o \<1>
\>/’

(1,1

70



(1°1)

(Tz ‘1)

(1 %m)

(T2 %0 D) (Ta" Ta) (14122 Za [ Za* Ta]]))

\

(1o za) 2a] 1

/ ([tz ca] Ex) (Tz [ Bz <[ B[ Za ¢ Ta]]]) (T4 B[ Za 1a]])
([[[Tz ‘Tx] ‘ex] ‘Tx] ¢ ([[Tz ‘ex] ‘ex] ¢ Cx) ([Tw ex] ‘[ Ca [ L[ Sa* Ta

\
/
/

A:a,_N& N8“H&_ N&AN&, Ty

([Tz ‘2x] ‘| NHA Cx ¢ Iy z]]) (Tz [ ¢ NH Ty ﬁH_ ~NH, T —NH,\HHC
(o) fnn) ([[[1@ ex] ‘ea] ‘Ca] [ Bz ‘[ Bx [ Cx Ta])])([[12 Ca] ‘Ca]

\m N&r H&: ([Tz ‘Ta] ﬁw&ﬁ_mﬁ.a N&r H&: A:uﬁ_m&r H& (1° ANUVWDV

((zp) P« Bx)

[ Lo La])

/\

([[[1e 2a] @] (oo Ta]) T

/-
\
\

_HHFNH FNH ,NHT NHV HH,NH_,NHQ ﬁ\NHA Ty ﬁNHF ﬁH:

\
/
/

([tz ‘Cx] [ Cx ¢ Tx] (Tz (¢

((zo) fn<(zo) n)
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(ex ‘1)

([ez ‘[z ‘[Cx ‘1z

(1°1)

(1 t=z)

(o Ty (1] Ja* )

([7e[za

(7 (2o Ta]]

([ ‘Tzx]*

‘Tx]] ¢

/

‘exix

/\

[ex 1z]] ‘[ex ‘Tz]] ¢ Tx)

() fn 1)

N

([ex ¢Ta] ¢ Ta)

//

(o) fn Tx)

N

Cx ‘Tx

([Cz ‘1z ‘[

\,

([ez ‘[ex ‘[Tz ‘Tz]]] Ta)

\

m& Q& ¢ H&v

/

./

‘ez Tx)

([ex ‘[Cx

\

([ex [ex Tx]] [T Ty« NH

\

ex ta]] [ Za < Ta))

[z« Za])

/

([Cz‘[Cx ‘Tx

N

(e[t Ty« NH

e

[Ta Cx)

N

Sz ‘1x]]

e

To ¢ Ba] ¢ Ba])(

((zo) fn<(zo) n)

W[z ‘[Cx ‘[Tx ‘Tx

/

N& : Ty« m& ¢ N&

\

ﬁH, NH ¢ NH_

/

(e[ te

\

N

_HH,NH,NH,NH_ ﬁH,NHF

P

Tg ¢ Bg)¢ Sa] ¢ Bxl)

Zx ‘(T )

(zz(ep) "n

Za) Ea))

[1o* Fa]* 2] Za)

Za) <[ Bat 1a]))

(1(eo) "n)
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(Uy (G2),UJ (G2))

S AN
(Uy (Ga),x1) (21, U (G2))
S AN

I |
<H$1_,$2_], [x2_7 I$2_>$1_III7 1> <17 Hxlv xQL [I% [x27xl]]]>
I |

<[£L’2_, [ZB2_7 [$2_>$1_m’ 1> <17 [1’2, [x% [x2; 931]“>
I I
<[$2_,[£U2_,£U1_H,1> <17[$2’[$27x1“>
I I
<[$2_7$1_]’1> <1,[372,371]>
\( ) >/

\
<1, $1>
/

(1,1)

/

Note que nas figuras anteriores (™, y) denota a menor subdlgebra coideal

de Uy(G2) que contém z~, y e k[H], isto ¢, (z7) @up k[H]| Qx| (y) se usamos

a decomposicao triangular.

Demonstragao. Pelo Lema 4.1.1, toda subélgebra coideal a direita (homogeé-
nea) que contém k[H]| é da forma (4.1.1). Logo, pela Observagao 4.1.3 e pelo

Lema 4.1.2, basta calcular os skew-comutadores entre os geradores PBW de

Como U, (G2) e U (Ga) (u; (Ga) e u; (Go)) possuem cada um 12 subalge-
bras coideais a direita (homogéneas) contendo respectivamente k[G] e k[F],

pelo Lema 4.1.1 temos 144 casos de possiveis subalgebras coideais a direita

(homogéneas) para analisar.

Pelo Lema 4.4.1, temos 23 subdlgebras coideais a direita:
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10

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. k[F] @yr) k[H] ®x(a) k[G],

. k[F] @uir) k[H] Qg (1),

- K[F] @uqr) K[H] Qe ([22, 71]),

. k[F] ®up k[H] ®u(q) {[72, [22, 21]]),

. K[F] @ur) K[H] Qe (22, [22, [22, 21]]]),

- K[F] @uir) K[H] Qe ([[21, 22], [22, [22, 21]]]),

k[F] Quir k[H] Qe (22),

. k[F] ®k[F] k[H] ®k[G] <H[$17x2]7$2]7 .132]),

. k[F] @ur kK[H] @yja ([[21, 22], 22]),

- K[F] @wir) K[H] @) ([[21, 22, [[21, 22], 22]]),
- k[F] @wr) k[H] @) ([21, 22]),

k[F] @xir k[H] @kje U (Ga),

(1) ®ur) K[H] Qxie) K[G],

([z5, 21]) @ K[H] @xio) K[,

([z3, [73, 27]]) @wir) k[H] @wie k[G,

(22, [zz, [, 27 ]]) @wimy K[H] @) k(G

(r3) ey kK[H] Qi) K[G],
<H[ZL’1_, x2_]7 xQ_]v 1’2_]> ®k[F} k[H] ®k[G] k[G]a

([lz1s 221, 23 ]) ©wiry k[H] @x(e) kG,
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21. ([lzy, z3 ], [y, 25 ], 25 ]]]) @wiry K[H] Qxiep kG,
22. ([z1, 2, ]) @) K[ H] Qe K[G,

Por (1),
[, 20] =1=g1fi € (27) Qur K[H] @iy (21)-
Usando (8) temos

(29, 27] = 0 € (z7) Rur) K[H] ®x(q) (72)

NN N 1N iN-m

Por (38),

[[[[mla xQ]’ ZL‘z], xQ]? xl_] = _pi{)Q(l - q_s)(l - q_2)(1 - q_l)glflwg

N 1N 1NN m
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De (27),

([[z1, 22, xo], 27] = =pls(1 = ) (1 — ¢ )1 frz3
€ (z1) Quir) k[H] ®uiq) ([21, 2], 22])
(1) k[H] ®x(c) ([[21, 2], [[71, 2], 22]])
(1) ®wir) k[H] @y ([1, 22])
(1) k[H] ®ic) U, (Go).

Qk[F)

N 1N 1N

L1 ) Q[F]

Usando (48),
[[[331,.2132], Hml’x?]»:@“’ 331_] = —pzzqg(l - q_g)glfl[[[$1>x2]>$2]7$2]
—pha' (1= ¢ )1 = ¢ ) (A + q)g1 frwa[[z1, 7o), 2]
(1) @uir) k[H] @iy ([[21, z2], [[21, 2], 22]])

H] ®xiq) ([z1, 22])
H] @xj) Uy (Ga).

Com (17) obtemos
[[21, @], 27] = —pia(1 = ¢ *)gLfroa € (a7) @) k[H] @iy {1, 22])
C (27) ®xr) kK[H] @kia) U] (Ga).
Logo, temos 7 subalgebras coideais a direita:
24. (27) Qxpr) kK[H] ®xiq) (1),
25. (x7) Qkr) k[H] Q) (T2),
26. (r) Qur) k[H]| @xjqp ([[[71, 22, 22), 22]),
27. (z7) ®uir) K[H] @ (([21, 22], 22]),

28. (1) @ k[H] ey ([[z1, 22], [[21, 22], 22]]),
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29. (z7) ®xr) k[H] Qg ([1, 72]),
30. (z1) @uir) k[H] @iy U (Ga).

Analogamente, por (2), (9), (18), (22), (28), (33), (39), (43) e (47)

temos mais 6 subalgebras coideais a direita:
31. (z5) Qur k[H] Quje) (22),

32. (x3) @k k[H] ®k(a (71),

33. (zy) @) k[H] Qg ([72, 1)),

34. () @up) kK[H] @kiay ([22, [12, 21]]),

35. (z5) @uir) k[H] ®x(a) ([T2; [T2, [72, 21]]]),
36. (r3) Qwir) K[H] Quie) U (Ga).

Usando (11), (19), (29), (40) e (49), mais os casos que ja foram anal-

isados, obtemos 5 novas subalgebras coideais a direita:
37. ([z5, 27 ]) Qur) kK[H] Q) (22),
38. ([zz, z1]) @wm K[H] @) ([[[21, 22], 22], 22]),
39. ([z5, 21 ]) ®wr k[H] Qxay ([[x1, 22], 22]),
40. ([zg, 21]) e K[H] Qe (21, 2], [[21, 22], 22]]),
41. ([zy, 21]) @xr k[H] Qe (21, 22])-
Por (13), (30) e (41) temos ainda:
42. ([zz, [z5, 27 ]]) ©wr) K[H] Qi) (22),

43. ([zy, [r5, 71 ]]) @uir) K[H] @k (([[[T1, 72], 22], 72]),
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44. ([zy, [z5, 27 ]]) Oxr k[H] Qe ([[21, 22], 22]).

Com (15) e (42) obtemos mais 2 subdlgebras coideais a direita:
45. ([, [y, [2y, 21 ]]) Oxiry K[H] Qe (22),
46. ([zy, [y, [zy, 21 ]]]) @xr) K[H] @iy ([[[21, 2], w2, w2])-

De (6), (25), (36) e (45) obtemos as seguintes subdlgebras coideais a

direita:
47, ([[[z1, 23], 23], 23 ]) @ K[H] Qe (1),
48. ([[[z1, 23], 23], 23 ]) ®uir K[H] Qe ([w2, 21]),
49. ([[[z1, 25 ], 25 ], 23 1) e K[H] @iy ([22, [22, 24]]),
50. ([llz1, 25 ], 23], 25 ]) ©wiry k[H] i) (|22, [22, [22, 21]]])
Por (5), (24) e (35) temos 3 novas subalgebras coideais a direitas
51. ([[a1, 23], 25 ]) Owiry k[H] @iy (1),
52. ([la1, 73], 23 ]) @i K[H] @ugy ([w2, 21]),
53. ([lz1, 73], 75 ]) @iy K[H] @y ([22, [22, 24]])-

Com (7) e (26) concluimos que as seguintes combinagoes sao subédlgebras

coideais a direita:
54. ([lzr, zo ], [[a1, 23], 25]]) @wiry K[H] @iey (21),
55. ([[or, 2z ], [lar, 23], 25 1)) @iy KIH] Qe ([22, 21])-
De (3) e (23) temos mais 2 subdlgebras coideais a direita:
56. ([a1, 23 ]) ®wir k[H] ®xiey (a1),
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57. ([27,75]) @wr K[H] @i ([22, 21])-

Finalmente, por (1) a (3), (5) a (10), (12), (14) e (16), obtemos:
58. U, (G2) ®ur k[H] ®xjg) (21),
59. U, (G2) @k K[H] Qe (22).

Temos até agora 59 subdlgebras coideais a direita. Incluindo o caso tri-
vial Uy(G2) = Uy (G2) @xir k[H] @kig) U (Go) completamos 60. Com estas
subdlgebras coideais formamos os quatro reticulados desejados. O primeiro
reticulado pode ser interpretado como as subalgebras coideais a direita que
surgem de combinagoes do lado direito da Figura 3.1 com o lado direito da
Figura 4.1. No segundo estao as combinacoes do lado esquerdo da Figura 3.1
com o lado direito da Figura 4.1. No terceiro temos as combinacoes do lado
direito da Figura 3.1 com o lado esquerdo da Figura 4.1. No ultimo anali-
samos os lados esquerdos de ambas figuras. Note que algumas subalgebras se
repetem. Por exemplo, U (G2) @) k[H] @y U, (G2) aparece nos quatro
reticulados, e U (G2) ®x(r) k[H] ®xg) (71) aparece em dois.

Para terminar a demonstragao do Teorema faltam ainda 84 casos a serem
considerados. Veremos a seguir que estes casos nao sao subalgebras coideais
a direita.

Como, por (21), [[za, z1],27] = (1 — ¢ 3)zz €

zy &([[21, T3], [22, [T2, 21]]]) 2
([r2, [22, [12, 21]]]) 2

<[$27 [x2>x1]]> 2 <[$2, xl])?
excluimos os seguintes 24 casos:
L. (1) ®ir) k[ H] Qg ([z2, 1),

2. (1) Qur) k[H] ®xq) (72, [T2, 71]]),
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3. (z1) ®wir) K[H] @iy ([22, [22, [w2, :1]])),

4. (zy) e K[H] @y ([[21, 2], [22, [22, 71]]]),

5. ([z2, 27 ]) @y K[H] @k ([22, 21]),

6. ([z3, 21 ]) Ouiry K[H] Qg ([72, [x2, :1]]),

7. [z, 21 ]) @wiry k[H] Qe ([22, [22, [22, 21]]]),

8. ([xz, 27]) @uiry k[H] @iy ([[21, 22, [22, [22, :1]]]),

9. (lzz, [zz, 21 ]]) @ur k[H] @iy (|22, 1)),

10. ([25, [22, 27 ]]) @y K[H] @k ([0, [22, 21]]),

11 (g, [25, 27 1)) e K[H] @xia ([22, [22, [22, 71]]]),

12. ([z5, [z3, 21 ]) @i K[H] Qxig) ([[21, 2], [22, [22, 21]]]),

13. ([zg, [25, [25, 21 ]]) @wiry K[H] @i ([22, 21]),

14. ([wy, [y, [v5, 27 )]]) @y KIH] @i ([22, [22, 21]]),

15 ([25, [22, [y, 27 ]]) @ury K[H] Qe ([22, [22, [22, 21]]]),

16. ([z5, [x5, [25, 21 ]]) @wpry K[H] Qi) ([[21, 2], [22, [22, 21]]]),
17. ([[z1, 23], 25, [, 21 ]]]) Owiry k[H] Qe ([22, 21]),

18. ([[ay, 23], [23, [z, 21 ]]]) @i K[H] @xey (22, [22, 24]]),

19. ([[z1, 23], [25, [5, 2 |]]) @wiey k[H] @iy ([22, [22, [22, 21]]]),
20. ([lzr, x5 ], [y, [vy, 21 ]II) @ugry K[H] Qe ([[21, 22], [22, [2, 24]]]),
21. U, (G2) ®wir) K[H] @i ([22, 21]),

22. U, (G2) @xir) k[H] Qg ([T2, [72, 71]]),
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23. U, (G2) @xir) k[H] ®uiq ([2; [12, [T2, 21]]]),
24. U, (G2) @ur k[H] @xq) ([[21, 2], [22, [12, 21]]]).

Por (39)7 [H[mlv x2]> ZCQ],Z’Q],I;] = q2(1 - q_3)[[:c1,:c2], x2]' Logo, como

[[71, za), 2] & ([[[[71, 72], 72], 72]),

excluimos mais dois casos:
25. (x3) ®xr) kK[H] @xq) ([[[[z1, 22|, 22], 22]),
26. U, (G2) @uir) k[H] @xq) ([[[[71, 2], 72], 22]).

Usando (28), temos [[[x1, Za, 2], 25 ] = (1+¢— ¢ ' — ¢ ?)[x1, 25]. Como

[21, 2] & ([[z1, 22, [[71, T2, 72]]) 2 ([[1, 22, 22]),

entdo os seguintes 4 casos nao sdo subdlgebras coideais a direita:
27. (x3) ®uir) k[H] @ua ([[[21, z2], 72]),
28. (z3) Qur) K[H] Qe ([[[21, 22], 22]),
29. U, (Gy) @wr) K[H] @iy ([[21, 2], [[21, 22], 22]]),
30. U, (Gs) @xir) k[H] @xiay ([[21, 2], [[21, 22], 22]]).-
De (18) sabemos que [[x1, 2], 73] = (1 — ¢~%)a1, 0 que exclui:
31. (x3) Qup K[H] Qke ([21, 22]),
32. U, (G2) @xir) k[H] Qe ([21, 22]).
Por (14), [z2, [[[27, 73], 23], 23] = pr2(1 — ¢*)[[#1 , 23], 23], excluindo:
33. ([lll1, 23] 23], 23 ]) @uir) K[ H] @iy (x2),
34. ([[[lar, 3], 751, 23 ]) @wiry K[H] ke ([, w2], 7], 22]),
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35. ([[[lz1, 23] 23], 23 ]) @ur k[ H] Qe ([[21, 22], 22]),

36. ([[[lz1, 7], 23], 23 ]) Qwiry K[H] @k ([[21, 22, [[21, 2], 22]]),
37. ([llzr, 25 ], 23], 23 ]) ey K[H] Qe ([21, 22]),

38. ([[[lz1, =5 ], 23], 23 1) @i K[H] @iy U (Ga).-

Em (12) temos [zo, [[r1, 25 ], 25]] = pra(1 + ¢ = ¢* = ¢*) [z, 23], 0 que

exclui:

39. ([[lz1, 2], 25 1) @wiry k[H] @i (22),

40. ([[[z1, =], 25 ]) ®ur) k[H] @g) ([[[21, 2], 2], 22]),

AL, ([[[zy, 5], 25 ]) @uir) K[H] @) ([[21, 72, 72]),

42. ([[[z1, 22 ], 23]) ®ur K[H] @iey ([[v1, 22], [[21, 2], 22]]),

43. ([[[zy, 2, ], 25 ]) ®ury k[H] Qe ([21, 72]),

44. ([[[z7, =3 ], 23]) Owr) K[H] @kiey U (Go),

45. ([[ry, 23] [[[ry, 23], 22 ]]) ®uiry k[H] ®yiay (22),

46. ([[21, 23], [[[o1, 23], 23]]) @i K[H] @uqa ([[[21, 22, 22, w2]),
47, (([z1, 23] [[[o1. 22 ], 22 ]]) @wgry K[H] @k ([[21, 72], 22]),

48. ([[z, 5], [[le1, 72, 25 1]) @y KIH] @y (01, w2, [[21, 72), 72]]),
49. (([z1, 23] [[[r1, 22, 23 ]1) @uiry k[H] @y (21, 72]),

50. ([[z1, 23], [[[21, 23], 25]]) @wiry K[H] @xiey U (Go).

Usando (10), sabemos que [z9, [27, 75 ]] = p12(1—¢*)z] e excluimos mais

6 casos:
51. ([zy, x5 ]) @uir k[H] @x(g) (22),
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52. ([z1, 25]) Qi k[H] @xiq) ([[[21, 2], 22], 22]),

53. ([x1, 25 ]) @i K[H] Qe ([[21, 2], 22]),

54. ([x1, 23 ]) @y KIH] Qi ([[21, w2, [[21, 2], 22]]),
55. ([z1,25]) Qur K[H] Quia) ([21, 22]),

56. ([z1,75]) Qur k[H] Qie) Uy (Ga).

A igualdade dada por (4), [z, [z5,2]]] = pa1(1 — ¢*)z;, elimina mais 8

57. ([zy, 21]) ®uir) K[H] @iy (21),

58. ([2y, 21 ]) Qwir) K[H] @xjey U (Ga),

59. ([z3, [z3, 21]]) @wiry K[H] @iy (21),

60. ([z3, [z5,27]]) Qe K[H] Qe U (Ga),

61. ([z3, [z, [z, 21 ]]]) Quimy K[H] Qg (21),

62. (x5, [25, [z2, 21 ]]]) @i k[H] ®xic) U (Ga),

62. ([[z1,25], [25, [2y, 21 1]]) @ur K[H] Qi (21),
64. ([[x1, 251, [75, [z3, 2 ]]]) ®ur k[H] ®kic) U (Ga).

De (44) sabemos que [[xa, [o, [T2, 21]]], [[21, 25 ], 25]] = (1 — ¢73)(1 —
¢ 2)(1 — ¢*)(1 + q)2, o que exclui:

65. ([[x1, 23], 25 ]) @wir) K[H] Qe ([22, [22, [22, 2:1]]]),
66. ([[x1, 23], 2;]) @wir KIH] Qwiey ([[21, 2], [22, [22, 21]]])-

Por (37) [[‘r% [xQ’ xl“? [[Il_,l‘;], [[xl_7m2_]’ 902_”] = _p12q3(1 - q73)2(1 -
¢ ) (1 + q)[z], x5 ], excluindo:
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67. ([[z1, 23], [[z7, 73], 25 1]) @uir K[H] @x(g) ([2, [22, 21]]),
68. ([[x1, 2y ], [z, 23], 23 ]]) @up K[H]| @xia ([22, [22, [12, 21]]]),
69. ([[z1, 23], [[z1, 25 ] 23]]) @ K[H] @ka ([[21, 22], [22, [22, 21]]])-

Pela igualdade dada por (34), [[xa, [ze, 21]],[z7,25]] = (1 — ¢73)(1 —

g 2)(1 + q)xa, 0s seguintes casos nio sao subdlgebras coideais a direita:
70. ([z7, 25 ]) Qur) K[H] @k ([22, [T2, 21]]),

T1. ([x), 75 ]) e K[H] @i ([72, [22, [v2, 21]]]),

72. ([27, 25]) @) k[H] Quig ([[21, 22], [72, [22, 71]]]).

Em (31) temos [[[x1, 2o, 23], [z5, [15, [25, 27]]]] = p2r(1—¢73)(1—¢72)(1+
q)(1 — ¢*)z, , eliminando os casos:

73. [z, [xg, [zy, 21 ]]]) @uiry K[H] Qi ([[21, 22, 22]),
74. <H£L’1_, ZL‘2_], [x2_7 [w2_’ 951_“]> ®k[F] k[H] ®k[G] <[[$1,$Q],l‘g]>.

De (50) obtemos [Hxth]? Hxlv xQ]: 1’2”, [.172_, [I2_7x1_]” = C]2(1 - (]73)2(1 -
¢ ) (1 + q)[z1, z2], 0 que exclui:

75. ([2y, [zy, 27 ]]) ey K[H] Qe ([[21, 22, [[21, 22, 22]]),
76. ([x5, [z5, [z, 21 ]]) ©wiry K[H] @i ([[21, 22, [[21, 22, w2]]),
77. ([ley, 23], g, [2y, 21 ]]]) @wiry K[H] Qi ([[21, 2], [[21, 22], 22]]).

Usando (20)7 [[$17$2]7 [x2_7 [372_7371_]“ = p21(1 - qu)(l - qz)(l + q)x2_7
eliminando:

78. ([z3, [z5, 27 ]]) ®wr) K[H] @xa ([71, 72]),
79. ([23, [7y, [z5, 21 ]]]) @upry kK[H] @k(a ([21, 22]),
80. ([[zy, 7y ][5, [y, 21 ]]]) @i k[H] ®xia) ([71, 72])-
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Para os tltimos 4 casos usaremos a Proposi¢ao 1.4.6. Temos em (46),
(1, wo], [w2, [22, 21]]], 23] = =p126*(1=q+q ' =¢*) (1=q %) g2 fowa |2, 1)1+
¢’ (1—q+q " = @)1 =g *)gafolre, [w2, w1)Jtr — ¢ (1 + @)1 =g+ ¢~ —
q*)ga fo[r2, z1]2. Como zo & {[[x1,xa], [xa, [T2,71]]]), usando a proposicao,

excluimos:
81. () Q) K[H] Quiq ([[1, T2], [12, [22, 71]]]),
82. ([[[x1, 23], 23], 23 ]) @uiry K[H] Qe ([[21, 2], [w2, [22, 21]]])-

Analogamente, por (16) temos [z, [, 23], [75, [z5, 21 ]]]] = p3o(l —
Q) (1+q—q " =722y, 27 Pgafo=plaq (1=q %) (I4-q—q ' —q )2y 25, 27 oy
gofo + Pl — )1 +q — ¢ — ¢7)[xy, [z5, 21 |]x7 gofo.  Sabendo que
xy & ([[z1, 23], [z5, [r3, 27 ]]]), novamente pela Proposigao 1.4.6 excluimos

as ultimas duas possibilidades:
83. <[[va SL’;], [:C;, [SLE? xﬂ]b Qx[F) k[H] ZYNe) <$2>7
84. ([[z1, 2], [x3, [zy, 21 1]]) Quir K[H] Qe ([[[21, 2], w2], 22]).

Com isto esgotamos todas as possibilidades e provamos que os 60 casos ini-

ciais s@o todas as subdlgebras coideais a direita (homogéneas) que contém
k[H] de Uy(G2) (ug(G2)).

Em resumo, temos a seguinte tabela:
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U (U | Uz | Uy | Us | Us | Uy | Ug | Ug | Urg | Uny | Uso

i v
U VvV
Us Vv
Uy VAR VAN VAR VAN e v
Us VI I VIV VIVvI]VY v v
Ug |V |V IV IV IV IV IV IV IV ]|V v v
U VAR VAN VAN VAR VAN IvE v
Ug Vv vV
Uy Jvviv
Us, Vv
U Vv
U, Vv v
onde

Ur = ([[21, z2], [x2, [22, 24]]]),

Uz = ([w2, [2, [w2, 21]]]),

Us = ([x2, [r2, 21]]),

Uy = ([m2, 21]),

Us = (z1),

U6_k[G]>

Ur = (z2),

Us = ([[[z1, z2], 22], 72]),

Uy = ([[21, z2], 22]),

Uro = ([[z1, 2], [[21, 2], 22]]),

Ui = ([z1, 22]),

Usy = UF(Ga),
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e usamos notacao analoga para as subalgebras coideais a direita U™. O

teorema esta provado. O
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Apeéndice

Neste apéndice estao desenvolvidos todos os skew-comutadores que foram
apenas listados na Segao 4.3.

Note que, de acordo com a Definicao 1.9.2, temos:
P(u,0) = puv,  P(U,07) = Pou,  Pu”,v) =Py, P(u™,07) = p,.
Temos também as seguintes relagoes, que decorrem de (1.9.1):

T1g1 = P11gi%1, T1G2 = Pi12921, T1f1 = pufizr1, 1fe = parforn,

Tagi = P21G1%2, TaG2 = P22gaT2, Taf1 = piafi®a, Tafs = Daafota,
1Ty =DPuTi g1, G, = Di12%1 G2, f1xy = puwy fi,  for] = paxy fo,
91Ty = D21%5 §1, oy = P22T5 G2, f1T5 = Di12%y f1,  foxy = paaty fo.

Para simplificar os céalculos, usaremos ainda as férmulas

Hu7 U]? wi] = [u? [U’ wi]] + pwv[[“ﬂ wi]a U],

[u> [U 7w—]] = Huv U_]’ w_] + pvu[v_a [u7 w_“’

[u- v, w] = ppwlu, w] - v+u- |[v,wl,

88



[u, v - w] = [u,v] - W+ Puv - [u, w].

Agora estamos prontos para realizar os calculos necessarios.

(1) [z, z7]=1-aq1fa
(2) [71,25] =0

(3) [‘/L‘h [xl_’xQ_H = [[xlvxl_Lx;] +pll[l‘l_’ [$1,5L‘Q_H = (1 - glfl)wZ_ - I2_(1 -
afi) =—gifizy a1 f1 = —ppars gifi+tas g fi = 1—q¢ s g fi

(4) [1‘1, [x2_’ xl_” = [‘Tla JZQ_LE;] _p1_21['r1v $1_£L‘2_] = [xth_]xl_ + P21Ty [.171, xl_] -
pra [, 277y — prapuay (21,25 ] = puay (1—guf1) —p (L= g1 f)ay =
P21y —Pa1Ty §1f1—Pia Ty +D1a PP Ty g1f1 = (Po1 — 1o )Ty = par(1—

¢°)zy

(5) [xb [[ml_> 5132_], xQ_H = Hxh [3:1_7 xQ_]]’ $2_] + pnpm[[ﬂff, 332_], [‘7317 562_]] = (1 -
q x5 g1 frzvy —py vy (1—¢ x5 g1 fr = (1—¢72) (prapor—p2 ) (@3 ) 291 fr =
—¢ ' (1=q?) (1 —q?) (x5’ fr

(6) [x1, [[[x7, 23], 23], 25]] = [[2, [[o7, 23], 23 )], w3 |+ [[[27, 23], 23], [21, 25 |puap3, =
—q ' (1—=¢?)(A—q ) (23 2o freg +q7 2  (1—q ) (1—q ) (23 )P fr =
1 =g )1 -¢)A =g ")(z3)’0fa

(7) [%1, [[371 71‘5]? Hxi xg]v xﬂ“ = _Q(l_q_S)ng[[va :1:5], 555]91f1 _p21Q(1_
)L+ q—q lllzr, 73] 23] 23 ]ou i

(8) [x2,27]=0
(9) [2,25] =1—gaf>
(10) [z, [z7,235]] = pra(1 — ¢*)ay

(11) [zo, [z, 21 )] = (1 = ¢7*)a1 gafo
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(12) [za, [[27, 23], 23] = [2a, 27, 23 |25 | =o' Pag (22, 25 [27, 25 )] = [wa, [27, 25 ]]Jas +
Prapae[ay, w3 |[T2, 25 | =Dy Doy (w2, 23 ][27 , 25 | =Dy P Py [a, [a7, 23] =
pr2(1 = ¢*)ay x5 + propmlrr, 23 1(1— gofa) — poi' Py (1 — gafo) a7, 23] —

Paa Dot D22 pro(1=*) ey = pro(1—¢®) [y, 25 | 4praqlay, 25 | —prag®ley, 25—
P12q[x7 2592 f2 + Pr2@P g2 folat, 23] = (P12q*a ™ — p12@)ga folay, w3 ] +
p2(l+q—¢ — @)y, 23] =pr(l+q—¢* — )|z, 23]

(13) [, [25, [25, 27 ]I] = [w2, 25 25, 27 || =poo ia (2, [, w7 5 | = [, 25wy, a7 |+
Pasy [Xa, [25, 27 || =P i [0, [25, 27 )25 —pos pro poopralay s a7 |[we, 23] =
(1—gafo)lrs, 27|+ P2y (1 — q72) 27 gofo — Py p1o (1 — ¢ 327 g oy —

(25, 27](1 — gofo) = (25,27 — gafolrg, 27] + poa(l — ¢ )z 27 g2 f2 —
poopiy (1—=q7)ay @y ga fo— [y, ay [+ (25, 21 |go fo = (1—q ) [xy, 27 g2 fot
q(1—q?)|ag,27]g2fo= 1 +q—q ' —q?)|xg,27]92f2

(14) [, [[[a7, 23], 23], 23] = [wa, [[a7, 23], 23 )23 | =pos pay [0, w5 [[a7, 23], 23] =
(o, [[a7, 23], 25 1) +prapdollay s 23 ), 25 |[we, 25 | —pos pai (w2, w5 )[[27, 25 ], 5] —
Pas Dot D22y [, [[27, 23], 25 ] = pra(14q—¢°—¢®)[a7, w5 |y +p1apBylfar , 23], 73]
(1 = g2fa) — Pos ot (1 — gafo)ll2y, 23], 25 ] — Py Poo Pr2(1 + ¢ — ¢ —
)y [x7, 25| = pra(l+q—*—¢®)[[21, w5 |, 25 [+ (p12g® —prag) [[7 , 5 |, w5 | =
(p12q2 - p12q2)[[x1_,:132_], 952_]92f2 = p12(1 - q3>[[$1_7$2_]»$2_]

(15) [wo, [3, [3, [y, a7 ])]] = [0, 25 (25, (25, a7 )] =pas ia [, [23, [25, a7 |25 ] =
[, 75 ][5, [25, @7 |l 4paay [, [25, [25, 7 ]| =pos pra [, [25, [, 27 ]y —
Pas Pra Paapr2ly s (o5, 7 ||[we, 23] = (1= gafo) |23, [25, 7 ]] + paa(1+q—
¢ —q )y vy, w0 )gefe — P pis U4+ ¢ — ¢ — ¢y, 2y |gafory —
[z, (x5, 27 ]](L = g2fa) = P2l +q — ¢ " — q7)[xy, [25, 27 ]]gafo =
¢*(1 = q%)[xy, [x5, 21 ]]g2fo

(16) [zo, [[27, 23], [23, 25, 27 )] = ([, [27, 23 ]); [23, [23 , a7 ]+ prapaalfat , 23],
(w2, [23, [25, a7 )1l = Pro(1=¢*)a7 [23, [25 , a7 ]| ——PBapr2pay’ Do P1i P P12 (1
@)y, vy, oy ]ley + prape(l +q — 7' — ¢ ?)|ry, 25 [ry, 27 ]gafo —

P13 P2 Pt Pos P11 D1z Prapee(1+q—q ' =) w5, 27 ] g2 folmy, 25 ] = pra(1—

90



¢*)(Pr2q®(1—q7?) [y, 2y P4plad’(ny, [25, 27 |2y ) —plag® (1—¢) [25, [25, 2y ||y +
P12q(1 4+ ¢ — ¢ = q¢*)(pra(l — ¢*)zgay — profes, 27 ])[zy, 27 ]gafo —
pa(l+q—q ' — ¢ )|y, 27 (p12(1 — ¢)xg 2] — prafzy, 27])g2fe =
—Phd"(1—q ) (I+q—q " —q )y vy, a7 ]ay gafo+pla(l1—q)(1+q—
¢ ' =g )z, 27 Pga fotplhq(1=¢*) (1+q—q ' —q )2y, [25, 21 |2 gafo

(A7) [[w1, 22, 27] = [2120, 27| — Prof[Toz1, 7] = profay, 77 |w2 + 21[20, 27| —
P12p11[$2,$1_]xl - ]912$2[$17$1_] = p12(1 - 91f1)$2 - p12$2(1 - 91f1) =
p%2p2191f1x2 — P21 f1ira = —p12(1 - q_g)glfﬂz

(18) [[z1, @a], x5 | = [x129, x5 | — Prof[vaxy, x5 ] = poolr1, x5 |Ta + x1[T2, 25| —
Pr2Pa1 T2, T3 |11 — praa|ze, 25| = 21(1 — gofa) — prapai(l — gafo)rr =
(1 - qig)xl

(19) [[z1, 2], [z5, 27 )] = [w122, [x5, 27 ]| =prafwazs, (x5, 27 ]] = prapae|zy, [z, 27 [Ja+
x1 (22, [13, 7 || =prapuipar [Xa, (25, 27 o1 —prawa[zy, (25, 27]] = praparg(1—
)y v+ (1—q7?) 2127 go fo— (1—q7%) 27 g2 for1 — prapa1q(1— ¢ )zowy =
(@ =Dy z1g2fo+(1—q %) g2 fo— (1= %) g1 frga fo— (1—q7?)x] go for1 —
1 =)+ ¢ = )gafo= (1= ¢ )1 = g1fi92/2)

(20) [[z1, zo], [25, [y, 27 ]] = [[[21, 2], 23 ], (23, 2y [|4porpaalzy ), [[21, wo], x5, 21 ])] =
(1—q ) an[z5, 7] — paipaapriprapas Pra (1 — g %) [y , &7 1 + parpaa(1 —
g )y (1= g1f192f2) — poapaa(1 — ¢72)pay' v P2 s (1 — g1 frgafo)as =
(1 =g 7)o, [25, 27]] + parpae(1 = ¢ )1 = @2y = par(l —¢7*)(1 —
¢ )2y +Paup2q(l —¢7°)(1 — @)z =pau(l—¢°)(1+q—¢* —¢°)zy

(21) [[zg, 21],27] = (1 — ¢ %)z
(22) [[z2, z1],25] = —par(1 — ¢7°)ga for
(28) [[wo, 1], [27,25]] = (1 = ¢7°)(1 = gafoqn f1)

(24) [[va xl]? [x1_7 ZE;], I2_] = H L2, xl]’ [171_, 5(32_]], I2_]+p12p11p22p21[[x1_7 xQ_]v ng, xl]’ :L‘2_H =

(1= ¢ ) (1 = g2fogq1 f1)25 — Poopaipat' P (1 — ¢)a5 (1 — g2 fogifr) —
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qpa1(1=q~*) a7, 25 )92 for1+qpar (1= %) p3 Do 1o D1y Paa ot g foa [y, 5] =
(1 — ¢ )1 =g 392 fo01f1 — parg(l — ¢72) a7, 25 ]ga foxr + ¢ (1 —

") g2 fo(1=q%) 25 g1 frtpupa [y, 25 ]21) = (1=¢72) (1=~ " )25 ga fog1 fr—
pzl@l(l—q_?’)[ﬂff, 25 192 for1+q(1—q )25 g2 fogn fr+p210* (1—q %) prapar ¢
(21, 25 ]g2fors = (1= ¢7%)(1 — ¢ ) (1 — @)z5 91 f192.f2

(25) [z, z1], [[[21, 23], 25 ) 25 )] = [[[w, 2], [[21, 25 ] 25 1], 25 |+ prapiipsops:
(1, 23], 23], [[2, 21], 25 )] = (1 = ¢7°)(1 = ¢ ) (1 + @)z g1 frg2 fory —
PaopnPar s (1=q72) (1=q %) (14q) (23 )* g1 frga fa—5 ¢ [[27, 25 ], 23] (1—

0 2)g2.fat1 + P316°(1 — ¢3)pia iy Pas Par Dot Pas G2 fora [, 5], 5] =
—5.¢°(1=q*)[z7, 23], 23 g2 forr+q > (1=q %) go fo(pirpur (27, 3 |, 5 |1 —

¢ 1—q¢ )1 —q)(23)20f1) = —q(1 — ¢ ) (1 — ¢ ) (23 )2g1 [192 />

(26) [[22, 2], [[21, 23], [[21, 23], 23]]] = [[[wo, 2], [2r, 22 )], [[2, 23] 22 )] +
P12P11P22P21[[5U§a$ﬂ [[561,56'2] (21, 25 ], 25]]] = (1=¢7°) (1—ga fag f1) [[21, 22 ], 25 | =
p12p11p22p21p11 p12 p21 P23 (1 —q )[xy, 23], 25 J(1 — gafagi f1) 4 pa2(1 —

)1 = ¢ )+ @)lzy, x5 ]zy gafogr fr — pae(l — ¢%)(1 — ¢*)(1 +

Q)pfz pﬂ p52 p51 pﬁ pf2 pgl p52 r3 9o fogi filey, 23] = (1=q)(1=q %)z, 23], 23]
g1f192f2 + p22(1 = %) (1 = ¢ 2) (1 + @)[z1, 25|25 gafagi fr — Prapie(1 —

¢ ) (1=q ) (1+q)zy [x1, 25 g2 fogr fr = (1—=q)(1—q*)[[z7, 25|, 25 91 frga fot
P2(1=¢°)1=q2)(1+q)[[z1, 22 ] 22 lg2 frg1 fr = (1—q7°)(1—gq+q(1-

¢ )L+ )y, 23] 25192 fogi fr = (1 — ¢ 7)1, 22|, 23] 91 frg2.fo

(27) [[[z1, 2], z2], 27| = [[71, w222, 7 | —pr2paz|@a|x1, o], 27| = p12[[z1, T2], 27 |22+
[371,332][302,931] —Prap2ap1iPi2|Ta, 1 |[T1, T2)—Drapaatal[T1, 2], 27 ] = —piy(1—
N g1f1x3 + phapaip(l — ¢ ) g fres = —ply(1 — ¢7°) (1 — ¢ ) g1 i}

(28) [[[1, wa), o], 25| = [[21, w2)wa, 25 | —propas[wa[r1, 2], 25| = pao[[w1, Ta), 5 |22+
[$1,$2][$2,I2] p12p22p21p22[$2,$2][301,$2]—p12p22$2[[$17$2],$2_] = p22(1—
q ) r1wy + (21, 2] (1 — gafo) — ¢ (1 — gof2) — Prap2a(l — ¢72) 20y =
(I4+q—q " =q )21, 29

(29) [[[z1, o], o], [v5, 27 ]] = [[21, 2], [0, [23, 27 |||+ p2apral[[w1, o], [25, 27 ]], 2] =
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(1—q7?)[w1, x2)a] gofo— P12P22p21p22p11p12(1 q %)x] gafolz, To)+prapas(1—

¢ ) (1=g1f192f2)T2—P12p2apr2paspa; P1a (1—q *)za(1—g1 f1g2f2) = (1—

q (p12p115171 (21, 22 =p12(1—q~ )91f11'2)92f2 p12q2(1—q_3)$f92f2[$17352]—

(1=¢ Np12g(1=q7*)g1 frg2 fore = —p12(1-47%)*¢ g1 frg2 fowa—pr2q(1—

¢ (1= ¢ ) g frgafors = —pr2(1 — ¢ %)q(1 — ¢ ) (1 + @) g1 f192fox2

(30) [[[9517952]75162] 75, [2g, 21 |]] = [z, ), wo], [23, 27 ||+ @[, [0, 2], 22]] =
(14+q—q' =g ?)[rs, o[y, 27] — poy p1_21p2129%2p11p%2(1 +q—-q' -
q %) zy oy w1, 2] — porg®praq(L — ¢7°) (1 — ¢ ) (1 + q) 25 g1 frg2 foxa +
(1= ¢ *)(1 = ¢*) (1 + Q)py Pia PaPsP1PIogL [192fow2; = (14 ¢ —
¢ =) ((1=¢°)(A = g1figafa) + gy, 27 ][0, 22]) —q(1+q—q " —
q?) [y, oy |[rr, o) = (1—¢7°) (1=q ) (14+q) 75 g1 frga fora+(1—¢77) (1~
)1+ a)g1frgefo(l—g2fo+qryaa) = (1+q—q ' —q?)(1—q)(1—
gifigafo) = (1 = ¢°)(1 — ¢*)(1 + Q)$2_91f192f2$2 + (1 —-¢)1 -
A+ Qg frg2fo(1 = gafo) + (1 —=q72)(1 =g ) (1 + @) 25 g1 frg2fors =
1=¢?) (1 -g )1+~ glflg2f2)

(81) [[fxr, 2], 22, [25, 23, [25, a7 ]| = [[[21, wa), wa), 25, [25, [25, 27 ]| +p21g?
[2g, [[[#1, o], ], [25, [25, 2 || = (Lbg—q~ =g~ 2)[x1, 2o [y, [, 27 ]|~
P3Psap1Phps P (L+ ¢ — ¢ — ¢ 2)[ay, [ag, oy )] [0, 22] + png?(1 —
)1 =q¢?) A+ @)z (1= g1f195f3) — P q® p21 P Doz P1a (1 —q73) (1 —
)1+ —gnhgsfi)rs = A +q—q" = ¢ ?)(pa(l — ¢ ?)(1 -
q 2)(1 +q)ry +p21p22p11p12[x2 oy, 2y ][, 29)) _p2lqz(1 +q—q ' —
¢ )|y, [ry, wy]l[v, wo] + 2?1 =)A= ¢ )1 ¢ ) (1 + @)y =
pa(l—q~ )(1+Q)((1—Q‘2)(1+q—q‘1—Q‘z)+q2(1—Q‘1)(1—Q‘2))$5 =

PPA+ (1 —q )y

(32) [[wa, [T2, 1]], 27| = [w2]xe, 1], 2] | —pazpar[[2, X1] T2, 27| = prapi[2e, 27 |[T2, 1]+
Ta[[T2, 1], 21| — Poapropar|[[T2, 1], 21 |x2 — poopor[®a, 21][z2, 7] = (1 —
¢ )5 —q (1 —q %oy = (1 —¢°)(1 — ¢ )3

(33) [[z2, [, 21]], 25| = [@a]Xa, 21], X5 | —Doopor [[T2, ¥1]@2, T3] = paopor[22, x5 |[T2, 1]+

Ta[[T2, 1], T3 | —Poapaopar [[T2, T1], X5 | T2 —Ppaopor [Xa, 21][T2, 5| = Poopar (1—
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92 f2)[2, 21| =po1 (1—q ) 2292 for1+ 35505 (1—q ) o for129—paopor [Xa, 21] (1—
g2f2) = —P21q2(1 - q_3)g2f2[$2, 951] —pzlqg2f2[l“2, xl] + p2192 fo [$27 $1] =
pr(1—q+q ' —¢*)gafolws, 1]

(34) [[z2, [w2, 2], [27, 25]] = [22, [[w2, 21], [27, 25 ||| +p12p1ipaepan [[2, (27, 25 ], [22, 24]] =
(1=¢7)22(1=ga f291f1) = Paap2rprapaa(1—q ) (1 = g1 figa f2) T2+ pra(1—
)21 [x2, 1] = Pasparpis Py Pz Do Pr2(1 — ) [wa, 1]y = (1—¢7%)(1 -
¢ ) xo+pra(1—¢*)ay (22, 21) — ¢ (1=¢*) (1—q )22+ prag® ey 12, 1]) =
(1—=¢) (A =g (1 +q)ry

(85) [[wo, [wa, 21]], [[21, 23], 25 )] = [, [[w2, 1], [[27, 25 ] 25 ]]] + prap3apiindy
[[*1'2’ [[l‘;, x5]>x5]]’ [$2>x1]] = (1 - q_s)(l - C]_2)(1 + Q)x2$592f291f1 -
PP P12Pss(1—¢ ) (1— g 2)(1+q)x5 g2 fog1 frxa + pa1*pr2(1+q— ¢* —
@)y, 2 |72, 21]—q P22poapis 1 Pa P’ (144 —¢" =), 2] [y, 73] =
(1 —=¢) 1= ¢ )1+ )1 — g2fa + quywa)gafoqn fr — (1 — ¢7*)(1 -
)1+ Q)xy gafogr e+ (14 q = ¢* — ¢°)[xy, 25 ][x2, 1] — ¢ (1 +
q— ¢ — @)1= q )1 = g2fa91f1) + Prapupaepa [, 35 |[22, 21]) =
1= =g A+ a1 — g1 fig55)

(36) [[xa, [z, 2], [[[21, 23], 23], 23 )] = [[[wa, [wa, 2], [[27, 23], 22 ], 25 ] +pis
pubsopi 7, 25 ], 25 ], [[22, [22, 21]], 25 )] = (1—¢ ) (1 —¢7)(1+q) (1~
9 I39111)x5 — P3apaipar'Pas (1=~ (1= ¢ 21+ @)y (1= g3 f591.f1) +
a2 (1=q+q~ =) [[x7, 23], 25192 fol2, 1] =15 D11 Doy Dot Pan D qp2n (1=
q+q " = @P)gafolre, w25 ] 2] = (1 —¢7?) (1= ¢*) (1 +¢)(1 -
Q)3 95 f391 fr+pana(1—q+q " =) [[x1, 25|, 25 |ga fola, 21] —q 2 (1—q+
¢ =4*) g2 f2((1=q%)(A—=q~*)(1+q)x5 g5 [3 91 [iFPr12p1ipaapsy [T, 25 ], 25 [0, 21]) =
1=¢?)A=q¢?)A+q)(l—qg=14+qg+q" =g g finh =
(1= ¢ —q¢ )+ Qv 901 f195 13

(87) [[wo, [x, z1]], [[oy, 25 ], [[27, 23 ], 25 ]]] = —prag®(1 — ¢72)*(1 — ¢ ) (1 +
q)[zy, 7y ]

(88) [[[[x1, w2], w2], wo), 21| = [[[w1, 2], wa]we, w1 | —prapio[wal[r1, 2], xa], 7] =
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pro[[[w1, z2), o], w7 |wo (w1, 2], o] [w2, 27 | —Pr2p3ap11PTs T2, 21 | [[21, 2], 2] —
Prapyaal[[1, wa), zo], 27 ] = —pih(1 — ¢73)(1 — ¢ *)gufrxl + plyd®(1 —
q_3)(1 - q_2)p12p2191f1x§’ = —p:{’Q(l - Q_S)(l - q_Q)(l — q_l)glflsc%

(89) [[[[w1, wa], wa], wa], w5y ] = [[[w1, w2], wa)wa, 25 | =praphs[wal[w1, 2o, o], 25| =
pall[w1, o), o), 5 Jwo+ (w1, wa], wo] [w2, 5 | —Prophopor [v2, x5 ][[21, 2], 2] —
Prapsoa[[1, 2o, 2], 15| = paa(14q—q " —q72) w1, a]wo+[[21, 2], 22] (1
92f2) — q(1 = gafo)[[z1, 2], wa] — P1o@®(1 + ¢ — ¢71 — ¢ %) wa[wy, 20) =
q(1+q— qg'— q_2)[[x1, 1), o] 4 (1 —q)[[x1, 22, 22| — [[71, 2], w2] g2 f2 +
g2 fal[x1, 2], wa] = ¢*(1 — q7%)[[21, 2], 2]

(40) [[[[z1, zo], @a, wo], [25, 21 ]] = [[[w1, wal, @2], [22, [25, 21 [|[+p2opra[[[[21, 2], 22],
[vg,xy ] o] = (1 — q7°)[[w1, wa], 2a] 2y g2fo — Prap3opapiapipia(l —
¢ °)ry g fol[wr, w2), wa] — phag*(1 — ¢72)(1 = ¢ *)(1 + @)g1 frgaford +
P1aP5aPa Pra Prad> (1= %) (1=¢72) (14q)wag1 frga fors = (1= %) (—pP,(1—
¢ ) (A=q?)grhizs+pupiory [[21, 22), 22]) 92 fo—plaq* (1—q72) w1 ga fol[21, 2], 22] =
—p1a(1 = ¢ (1 = ¢ )" g1 frg2 for3

(41) [[[[x1, 2], 22], wa, [25, [25, 2 )]) = [[[w1, 2], wa, [, 25, 25, 27 ])]]+phapic
([[[z1, 22], 22, [25, [25, 21 1)), 2] = (1+g—q~" —q ) [[21, 22], 225, 27 |ga fo—
P12P3oD31 PaapPia(14+q — g7 = q72)[2g , 27 |ga fol w1, 2], o] +pr2g* (1 —
¢ ) (1= ¢ )+ @) (1 — 91/1955) w2 — Prapsapas Pro Pr2g*(1 — ¢ °)
21+ Qra(1 = g1f165f3) = (1 +q—q" —q?)(—p12g(1 — ¢?)
a7 %) (L+q)g1 f192fows + p2p5apipislas , a1 [0, 2], T2]) g2 fo — P12¢°
q—q " = q )y, wr]g2fol[wr, o), wa] — prag®(1 — ¢7?)(1 — ¢7*)(1 +
Qo1 fr95 30 + p12(1 = ¢°)(A = ¢ )1 + @) g1 frgs f3za = —prag®(1 —
A=) (1+q)(1+q—q ' —q 2 +¢ ' = 1)1 /195 f372 = —prag* (1 —
(1= q ) (14 qQ)g1f195 f322

(1-
(1-
(1-

(42) [H[xlv x2]> x2]7x2]7 [SC;, [.’L‘;, [x5>xf]]]] = [Hxhx?]?x?]v ['r% [x;, [SC;, [l’;, xf]]]]]+
p%2p12[[[[371’ xQ]v 1‘2], [232_, [332_, [3:2_7 5171_]]]]7 xQ} = Q2(1_q_3)[[x17 xQ]’xQ] [332_, [x2_’ :171_]]

92.f2—D12D59031 P99P1107 002 (1—q ) (25, [x5 , 27 )] g2 fo[[1, @], o] +P12¢°par (1—
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31— q 31+ q)(1 — ¢*)xy 22 — Prapaapas Pra P12¢°pai (1 — ¢~
A+ — ¢P)rary; = (1 - ¢ )1 —-q¢ )1 —-qg (1 +g
91165 3)+P31p2p1ipTalry , (25, ] [[21, 22), 22]ga fo—q* (1 3)[362 , [332 oy ]
gafol[x1, xa], xa] +(1—q7°)(1—q7*)(1+q)(1—¢*)xy 22— ¢ 1(1 q°
a1+ q)(1 = @)1 = gafa + preasze) = (1 — ¢ ) (1 — ¢ )1 +
O(92f2 — 91195 f3) + q* (1 — ¢ %)y, [25, 21 | ga fol [x1, 2], 2] — ¢

¢ %) [ag [v2, a1 )|ga fallrr, o) 2] —q M (1= 7?)(1=¢*) (1 +q)(1-¢*) (1~
g2f2) = (1 = q (1 = ¢ )1+ q)(1 — g1 /165 5)

(43) ([x2, [22, [22, 21]]], 23] = [wa[2, [w2, 1)), 25 ] —PFopan [[w2, [22, 2] 22, 23] =
P3op1 (2, T3 ][, (02, 21 ]| 4o [[2, (22, 21]], 25 | —P3opor[[T2, [22, 1]], 25 |22 —
P3ap2 (2, X2, 11]][22, 23] = pa1g®(1—ga fo) w2, [2, 1] +par (1—q+q ' —
q2)33292f2 22, xl]—qugl(1—Q+C]_1—q2)g2f2[$2, 3?1}562—]921612[332, [z, 21]](1—
92f2) = —pn@Pgafolra, [22, 21]] + P21@’ g2 fola, [w2, 21]] + p2g®(1 — g +
¢ = @) g2 fara o, 11] = P31 ° (1 — g+ ¢~ = ¢*)ga folwa, 1] ws = Parq(1 —

q %) g2 folws, [0, 21]]

(44) ([, [v2, [w2, 2]]], [[o7, 23], 25 )] = [[[w2, [w2, [22, 21]]], [27, 25 ], 25 [+pT5p0
Paopar (a1, 23], [, [, [vo, mi]l], 25 )] = ¢*(1 — ¢7%)*(1 — ¢ ?)adwy —
p22p21p51 P22 *(1—q~ ) (1=q )5 25+p72¢* pnq(1=¢*)[27, 23] g2 folxa, [2, 71]]—
p12 p11 Do pgl p21 p22 p12q p21Q(1 q3)92f2[$2’ [$2,$1]][$1; I;] = q2(1_
)1 =g ) ((1+ @2 — (1 + q)ga fors + Py a3) — ¢* (1 —¢72)*(1 —
q )y w5 +p12q(1=¢*) (27, 25 ] g2 fol v, (w2, 21]] = (1—¢%) ga fo(1—¢ (1~
q 2 (1+q)za+piapiopuipa [21, 75 ][22, [22, 1] = ¢*(1—¢7%)*(1—¢7?) (1+
Q2 — (1 = q¢°)* (1 = ¢*) (1 + q)gafora + ¢*(1 — ¢*)*(1 — ¢7*)(1 +
Q)92 22 = ¢*(1 = ¢*)(1 = ¢*)(1 + @)z

(45) [[.1’2, [3327 [952»951]]]7 [H:L‘l_,$2_],x2] ‘1'2“ [sza[%»[iﬂ%xl]]] [[xf,z;],x;]],x;]—i—
p?2p11p32p%1[[[xfax2_]’xQ_]v [[mQ’ [$2’ [vawl]]]v H q (1 q )2(1_q72)(1+
Q)25 — PhoPorPa Doy °(1 — ¢ %) (1 —q )(1 ‘|‘ Q)xg_@ —|—p12q parg(l —

q73)(1_q72)(1+Q)(1—91f19§f2)+p12p11p22p21“$1 ;o ], Ty ][5527 (22, 21]]) =
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Cl—q?)P1-q?A+q)(1—g2f2) —¢ ' 1=)1—¢?)(1—q?)(1+
O)(g2f2 — 911193 f3) = 21— q?)PA— ¢ )1+ )1 — g1./19513)

(46) [[[z1, 2], [w2, [w2, 21|}, 5] = [[w1, @3], (w2, [22, 21]], 25 ]|+ p2rpBo[[[1, 72], 73],
(%2, [22, 21]]] = par (L — g+ a7 = ¢*)[w1, 22] g2 fo[ w2, 1] — PTop11p3ap3; (1 —
4+q " =q%) g2 folwa, w11, o] 4p21¢° (1—=q72 )1 [22, [, 21)| =Plop11D3apo1Pes Doy P21 ¢7 (1~
q %) [xa, [22, 21]]21 = porg (L= g+ ¢ = ¢*) g2 fa(@Ppr2(1 — ¢7°) 2211 —
P12q3[$2,131])[$2,xl]—pzl(l—Q+q_1—q2)g2f2[$2,Il]q3p12(1—q_3)$2$1—
P12@° (2, 1)) +p216° (1—q72) (Pr2g([a, 21 *+pTo0% (22, 22, 21]]@1) —p1ag? (1—
q %) [xa, [T, 21]]r1 = —p12@® (1= q+q7" =) (1 —q7°)ga fowala, 1] +
p@®(1 = q+q " = @)1 = q %) g2 folwa, (22, 21]]J21 — ¢ (1 +¢)(1 — g+
' — @) g2 folre, 21)?

(21, wo], [[1, wo], 2], w3 | = ([0, 2], [0, 2], 2], 25 ||+ p21p3s [[71, 2], 25 ],
(21, 2a], 22]] = (1+q—q ' —q72)[21, T2 —p1103opa1P3op21 P22 (1Hq—q 1 —

g 2) (@1, 2] 4+ porg* (1 — ¢ 321 [[1, 2, To] — Pripiap21P3apa; P P21¢* (1 —

¢ )[w1, 22), 2o]wr = —p12g® (1=q7°)[[21, 22], Bo]21+p21g*(1—¢ %) (P12g(1—
q )|

2 X1, $2]2 —|—p%2q3[[x1, xz], $2]$1) = (1 - q_3)(1 - q_2)[:c1, 1’2]2

(47)

(48) [[[z1, 22l, [[x1, 2o], o], 27 ] = [[w1, w2, [[[21, w2], @2, 27 ]| +pripra|[[21, z2], 7],
1, 22], 22]] = —pio(1—¢ ) (1—q2) @1, T2] g1 [r23+P11pTaP21 P3aP11P12PT2 (1—
q73)(1—q72)91f1$§ [z1, IBQ]—pfzpll(1—q73)91f1$2[[$1, o], 332]‘1']7111?%2]9212952
Pir Pio Pia P (1= 3([21, ], w2]g1 frae = —pha® (1—q72) (1—=q ) gu f([[[x1, w2], 22], 2]+
P12q(1+q)@2[[x1, wa], wo] +plag® a3 (a1, o] ) 4p1oq’ (1-¢72) (1= 72) g1 fra3[xy, 2o] —
L@ (1 —q %) g1 frwo|[wr, 2a], mo] + p12g® (1 — ¢72) g1 fr([[[21, 2], 22], 2] +
P1aq’ws[[x1, 2o], 1a]) = —plag® (1 — ¢ ) gu full[z1, w2], wa], x2] — plhq* (1 —
) (1 —q )1+ q)g1 fraa[x1, 22], 2]

(49) [[[z1, 22], [[x1, 2o], 2], [25, 27 ]] = [[w1, 2], [[[21, 2], [25 . 27 || +P21p22p11p12
[[z1, 2], [25, 27 )], [[21, ], o] = —prag(1—¢~2)(1—¢~2)(1+q)[w1, z2] g1 f1g2 fowa+
PP PaP21P22011P12p12 (1 — ¢7°) (L — ¢ %) (L4 q) g1 frg2 fora |1, 2] +
9(1 = ¢*)(1 — gufigafo)l[x1, w2], ] — Pr1pTaparDiepa; Pas D1 Pra (1 —
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(50) [HthQ]? Hxh'r?]’w?]]a [335, [x;, l’fm [[1'17 x2] H[ L1,T

¢ *[[21, 22], 22 (1=g1 frg2 f2) = —p—12¢*(1—q7°)(1=q"*)(1+q) g1 frga fo([[1, T2], 7o) -
Praqa|ry, o)) + ploq (1 — ¢72) (1 = ¢72) (1 + ) g1 frg2 fowal w1, 0] 4+ q(1 —
q)(A=g1frga fo)llz1, 22), 2] —q(1—q72)[[1, 22], 22]+q(1=q~%)qg1 frga fol[21, 22), 2] =
—p12q* (1 — )1 frga fol[w1, 2], 2]

o], o), [y, [xo, 2y ]]]]+

PaiDsepuPiall[en, 22, [25, [2g, 2 1)), [[21, 2], 2] = (1-¢7%)(1—¢72) (1+
q)[z1, 22 (1 - glflg fz) p11p12p21p22p21p22p11p12(1 - )(1 q )(1 +

(1 = g1f1g5f3) 1, 902] +apar(l = ¢ ) (1 = ¢*)(1 + Q)xz [[z1, za], 2] —
PuPiapa P32l po v Pz apan (L — ¢ )1 = )1+ ) (1 +q— g —

¢ )r1, w9] + pugPry (w1, 2], 20]) = (1= ¢°)(1 — ¢ ?)(1 + ¢)(1 —
Q)[z1, 22 +p21g(1 = ¢7°) (1 = ¢*) (1 + @)y [[w1, 2], w2] =g~ (1 —q%)(1 -
¢*)(1+q)(1+q—q7 =g %) [1, 22| +P21¢(1—q7%) (1—¢*) (1+q) 2 [[21, 22], 2] =
(1 =g (1 +q)(1 — ¢ 7?)[x1, 2]
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