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RESUMO

A Teoria dos Registros de Representacdo, de Duval, compreende e analisa a
peculiaridade dos objetos matematicos, acessiveis através de suas diferentes
representacfes. Fischbein e Hershkowitz, entre outros teoricos, desenvolveram as
nocdes de Imagem Mental e Imagem Conceitual como a interpretacédo de um dado
conceito matematico por um sujeito. Esta dissertacdo estabelece conexdes entre
estas duas discussodes tedricas e, a partir disto, faz uma proposta de ensino para
alguns conceitos de Geometria Analitica através do uso dos registros dindmicos no
software GeoGebra. A proposta, na forma de sequéncia didatica, foi implementada
em turma do terceiro ano do Ensino Médio de uma escola da rede particular de ensino
do municipio de Porto Alegre. A analise da producdo dos estudantes estabelece
dialogo constante com os referenciais tedricos escolhidos. E uma pesquisa, sob a
forma de estudo de caso, que busca investigar como ocorre 0 processo de
aprendizagem de Geometria Analitica através utilizagdo do software GeoGebra no
ensino e aprendizagem de matematica, apresentando e discutindo os resultados
obtidos de modo a contribuir para esta area de pesquisa.

Palavras-chave: Geometria dindmica; registros de representacdo semiotica; imagem
conceitual; GeoGebra; geometria analitica.



ABSTRACT

The Registers of Representation Theory, from Duval, understands and analysis the
peculiarity of mathematics objects, accessible through its different representations.
Fischbein and Hershkowitz, among others researchers, developed the notions of
Mental Image and Conceptual Image to explain the construction process of
mathematical concepts by the subject. This dissertation establishes connections
between these theories and uses this approach to propose a didactic sequence for
teaching some concepts of Analytic Geometry using dynamic representation offered
by the GeoGebra software. The proposal was implemented in a 3™ grade private high
school. The research is a case study. The analysis of students’ production establishes
constant dialog with the theoretical approach and presents results that can be a
contribution to research in the area of dynamic representations and learning of school
mathematics.

Keywords: Dynamic geometry; registers of semiotic representation; conceptual
images; GeoGebra; analytic geometry.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho representa a formalizacdo de uma pesquisa em Educacao
Matematica que trata de assunto que permeia minha atuacéo profissional, desde o
periodo de formacéo inicial em curso de Licenciatura em Matematica na Universidade
Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), concluido no final de 2011. Durante minha
graduacéo tive a oportunidade de conhecer e me apropriar de diferentes recursos
computacionais para a aprendizagem de matematica; desde aplicativos e ferramentas
virtuais de repositorios nacionais e internacionais, até softwares de diferentes légicas
de funcionalidade. De forma muito especial, foi de extrema importancia para minha
formacdo inicial como professor — e seguiu sendo posteriormente — a utilizacado da
matematica dindmica proporcionada pelo software GeoGebra.

Mesmo buscando, obviamente, desenvolver uma formacao completa em todas
as areas da matematica, foi a geometria que me motivou a desenvolver uma pesquisa
para meu Trabalho de Conclusdo de Curso, quando na graduacdo. A tematica foi
justamente a utilizacdo de geometria dinAmica para o ensino de topicos de geometria
plana, através da nocdo de Imagem Conceitual — que sera explorada a seguir neste
trabalho.

Durante meus primeiros trés anos apos ter concluido o curso de licenciatura
em matematica, trabalhei em trés escolas da rede particular de ensino de Porto Alegre,
além de um cursinho pré-vestibular, concomitantemente em pelo menos duas ou trés
destas instituicdes, em cada ano. Esta caracteristica — trabalhar em mais do que uma
instituicdo — é relativamente comum na forma como € estabelecido o ensino particular
no Brasil, na qual docentes sdo horistas. Felizmente, é interessante registrar que as
trocas entre as instituicbes sempre foram positivas do ponto de vista profissional,
visando evolugéo na carreira e a vivéncia das melhores oportunidades, avaliadas por
mim na época.

Neste referido periodo, nas escolas, trabalhei com turmas de oitava série do
Ensino Fundamental — ainda antes da implementacao do curriculo de nove anos ter
sido concluida — a terceiro ano do Ensino Médio. Desta forma, pode-se dizer que pude
trabalhar alguns dos principais assuntos da matematica escolar e, em particular, da

geometria escolar. Sempre que possivel, dadas as condi¢bes de trabalho em cada
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escola e suas respectivas peculiaridades, busquei inserir 0 uso da geometria dindmica
nas minhas salas de aula. O uso foi variado: desde exploracdes apenas por parte do
professor, em aulas expositivas, até a realizacado de sequéncias de atividades pelos
estudantes interagindo diretamente com o software GeoGebra.

A utilizacdo da matematica dindmica na pratica docente reiteradamente rendeu
frutos interessantes nas minhas aulas. Os estudantes demonstravam interesse pelo
uso de recursos computacionais, e diversas vezes manifestaram que a forma como
aprendiam com o GeoGebra contribuia para a compreensao dos conceitos.

Tal constatacao se verificou ndo somente nas instituicdes de educacao basica,
mas também nas aulas que lecionei e ainda leciono em um curso preparatorio para
vestibulares e Enem. Nesta modalidade, caracterizada por ritmo acelerado de avanco
nos assuntos, o dinamismo proporcionado nos arquivos explorados no GeoGebra
contribuiu e segue contribuindo de modo determinante. Em especial, é uma
ferramenta extremamente Util para a sistematizacdo de assuntos e generalizacao de
conceitos, sejam eles de natureza algébrica ou geométrica. Portanto, mesmo néo se
tratando da aprendizagem inicial dos estudantes na escola, mas sim num momento
de revisdo e aprofundamento de conhecimentos, o uso da matemética dindmica
contribui para a aprendizagem — aspecto apontado por meus estudantes no curso
reiteradamente.

Quando decidi retomar os estudos académicos, no Programa de PO&s-
Graduacdo em Ensino de Matematica da UFRGS, no inicio de 2015, tinha diversos
objetivos. Evidentemente, o retorno em si ao ambiente universitario era um deste
objetivos, visto que estar em constante processo de aprimoramento profissional é
fundamental para a acdo docente. Além disso, tinha forte interesse em poder
aprofundar os conhecimentos relativos ao uso de tecnologias no ensino e
aprendizagem de matematica. Em particular, possivelmente dar continuidade a
tematica da pesquisa de meu trabalho académico da época da graduacdo, com
geometria dindmica — evidentemente, com novos olhares e maior profundidade.

O periodo de trés semestres da pds-graduacao relativo a cursar disciplinas do
programa foi extremamente proveitoso, tendo contribuido de forma determinante para
0 objetivo de aprimoramento académico. Esta constatacdo se deve ao fato de ter
permitido a aprendizagem de diversos aspectos importantes da Educacgao
Matematica: novas tendéncias e estratégias de aprendizagem, aprofundamento de
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areas da matematica, estudo critico sobre historia da educacdo matematica, entre
diversos outros.

Durante este periodo, conforme cronologicamente ficava mais proximo o
momento de definir a tematica de pesquisa para a dissertacao, ficava também mais
claro o desejo de tratar de geometria dindmica, porém com novas concepc¢des e
objetivos, que foram sendo aos poucos sendo delimitados. As definicbes ocorreram
com a contribuicdo de uma orientacdo precisa e competente, associada as minhas
reflexdes pessoais e busca por responder a meus questionamentos acerca do ensino
de matemética.

A pesquisa que aqui apresento tem como tema a aprendizagem matemética
associada ao uso de registros dinamicos de representacdo, tendo como contetdo
topicos de Geometria Analitica. Ela foi operacionalizada através de uma sequéncia
didatica realizada com alunos do terceiro ano do Ensino Médio de uma escola da rede
particular de ensino de Porto Alegre — da qual eu era, a época, docente — e fazendo
uso do software GeoGebra. A sequéncia proposta teve o intuito de proporcionar aos
estudantes a aprendizagem das primeiras noc¢des de geometria analitica:
coordenadas de pontos, equacOes da reta e posicOes relativas de retas e
correspondentes equacdoes.

Ambientes de matemética dindmica, em particular o GeoGebra, tém potencial
de proporcionar uma forma de aprendizagem distinta do que se pode fazer com lapis
e papel. Em especial, quando tratamos de geometria, a visualizacdo dos objetos
matematicos € um dos fatores mais determinantes para a efetiva compreensédo dos
conceitos. Neste sentido, defendo que a utilizagdo deste software permite um estudo
através de representacdes dindmicas, ou seja, formas de representar objetos com um
tipo de movimento peculiar. Um movimento associado as propriedades que o conceito
representado possui, as evidenciando.

O complexo conjunto de acdes e compreensdes relativo a representar
conceitos, em matematica, € um dos grandes interesses e objetivos da pesquisa.
Assim, o referencial tedrico aborda duas concepc¢des a respeito do carater cognitivo e
psicologico da representacdo matematica. A primeira delas é a Teoria dos Registros
de Representacdo Semiotica, desenvolvida por Raymond Duval (2003, 2009, 2012).
A segunda se constitui a partir das no¢des de Imagem Mental e Imagem Conceitual
desenvolvidas, respectivamente, por Fischbein (1993) e Hershkowitz (1994); sao

nocdes similares e que esclarecem a compreenséo do tema sob investigacao.
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O principal objetivo deste trabalho trata de investigar as possibilidades e
contribui¢cdes do uso de softwares de geometria dindmica para a aprendizagem de
conceitos de Geometria Analitica. Assim, formulamos como pergunta norteadora para
a pesquisa:

Como ocorre o processo de aprendizagem da Geometria Analitica no
Ensino Médio quando se faz uso de registros dindmicos de representacao?

Sao objetivos deste trabalho:1. Estabelecer conexdes entre a Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica e as no¢bes de Imagem Mental/lmagem
Conceitual, e interpretar tais construtos tedricos no contexto da tecnologia digital com
a introducao da nocao de registros dinamicos de representacao.

2. A partir das referidas teorias apresentar uma sequéncia didatica direcionada
ao ensino e aprendizagem de conceitos de geometria analitica, fazendo uso do
software GeoGebra.

3. Operacionalizar esta sequéncia didatica numa escola da rede particular de
ensino de Porto Alegre, na qual o pesquisador era docente, constituindo uma pesquisa
na metodologia de estudo de caso.

4. Analisar os dados obtidos durante a realizacdo da sequéncia didatica de
forma a trazer uma contribuicdo ao entendimento do processo de aprendizagem
guando os estudantes fazem uso de registros dinamicos de representacao.

A dissertacao se organiza em cinco capitulos, visando desenvolver a tematica
da pesquisa e tratar dos quatro objetivos elencados acima. Neste capitulo introdutério,
o capitulo 1, apresentei minha trajetoria profissional e, em linhas gerais, o contexto e
objetivos da pesquisa.

O capitulo 2 contém a fundamentagédo tedrica que sustentara a sequéncia
didatica elaborada, desenvolvida e analisada. Contempla, por um lado, a Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica, de Duval (2003, 2009, 2012), com interesse
particular em registros dindmicos. Por outro lado, explora as nocdes de Imagem
Mental e Imagem Conceitual, presentes nas obras de Fischbein (1993) e Hershkowitz
(1994). Este capitulo, ainda, revisa a literatura — sobretudo nacional — buscando
estabelecer conexdes com a tematica da pesquisa, especialmente quanto ao uso de
registros dindmicos de representacédo na aprendizagem de matematica.

O capitulo 3 apresenta a metodologia de pesquisa, sob a forma de estudo de

caso, e a elaboracdo da sequéncia didatica implementada. Além de fornecer com
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clareza de informagbes todas as atividades que seriam realizadas ao longo da
operacionalizacdo da sequéncia didatica, sdo também apresentados os sujeitos da
pesquisa e 0 contexto no qual ela se desenvolveu.

O capitulo 4 trata da analise dos dados obtidos durante o desenvolvimento da
sequéncia didatica. A partir da producdo dos alunos — acessadas a partir de arquivos
salvos do software GeoGebra —, registros de falas via diario de bordo e imagens e
videos registrados durante as aulas, analisei de que forma ocorreram as
aprendizagens ao longo das atividades. Sobretudo, busquei estabelecer continuas
relacbes com a fundamentacado tedrica, verificando de que forma o dinamismo da
representacao contribui para a formagao de imagens conceituais precisas das no¢coes
sob estudo.

O capitulo 5 traz as consideracdes finais da pesquisa e, como neste capitulo
introdutério, faco uso deliberado da conjugacao verbal na primeira pessoa do singular.
Nele apresento minhas reflexdes pessoais a respeito do desenvolvimento da pesquisa
como um todo, retomo os elementos chave da fundamentacéao teorica e os relaciono
com a sequéncia didatica implementada.

Como apéndice, incluo o produto didatico da dissertacdo, o qual fica a
disposicdo de professores que venham a ter interesse em implementar um
experimento similar em outros contextos escolares. Considero assim que esta
dissertacdo também pode contribuir para a disseminacao do uso de tecnologia digital

no dia-a-dia da sala de aula.
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2. REFERENCIAL TEORICO

As abordagens psicolégicas da aprendizagem de matematica tiveram
crescimento significativo durante o século XX, em especial nas suas ultimas décadas,
e assim continuaram durante o século XXI. Segundo Falcédo (2000), tais abordagens
tém raizes nas obras de Piaget e Vygotsky, que costumeiramente sao a base para o
desenvolvimento de correntes de pesquisa em Educacdo Matematica.

Por psicologia da educacdo matematica, entendemos a abordagem dada por
Brito (2011), quando propde que “a psicologia da educacdo matematica trata,
basicamente, da aplicacdo da psicologia educacional a matematica, prioritariamente
a matematica escolar”. A partir de nomenclaturas distintas e com diferentes
concepgdes epistemoldgicas, a psicologia da educagdo matematica “discorre sobre
temas como maturacdo, desenvolvimento, aprendizagem, ensino e solucdo de
problemas” (Brito, 2011, p. 33).

Em particular, nos interessa investigar a aprendizagem de mateméatica do ponto
de vista da forma de representar os conceitos matematicos. E neste sentido que nossa
fundamentacéo tedrica se debruca sobre dois aspectos psicolégicos da aprendizagem
de matematica, abordados nas duas primeiras secfes deste capitulo.

O primeiro trata das diferentes maneiras de representar um mesmo conceito, e
se insere na tematica desenvolvida por Duval na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (2003, 2009, 2012), com énfase no uso de registros
din&micos.

O segundo aborda as nogdes correlatas desenvolvidas por Fischbein (1993) e
Hershkowitz (1994) denominados Imagem Mental e Imagem Conceitual,
respectivamente, e suas conexdes com a geometria dinamica.

A terceira se¢do do capitulo sera dedicada a andlise de trabalhos correlatos —
Bernd (2011, 2016), Borsoi (2016), Carlos (2017), Monzon (2012) e Neto (2010) —
numa perspectiva que contribua para a nossa concepcao teorica do assunto. Nestes
trabalhos nossa énfase sera observar as potencialidades do uso do GeoGebra sob a
Otica dos Registros de Representacao Semibdtica e a formacao de imagens conceituais

precisas.
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2.1 Registros Dinamicos de Representacao

A aprendizagem de matematica apresenta caracteristicas préprias. Mais
precisamente, 0s objetos da matematica ndo sdo acessiveis de modo imediato —
somente suas diferentes representacdes o sdo. S&o as diferentes representacoes,
com significados e consequéncias distintas, que possibilitam ampliar o conhecimento
relativo a um objeto e a auséncia de representacoes distintas pode impedir tal avanco.

Moretti (2002, p. 344) nos lembra que “a histdria mostra varios exemplos em
que determinadas noc¢des sO puderam alcancar um certo nivel de desenvolvimento a
partirdo momento em que uma notacao adequada foi criada”, ao registrar a dificuldade
dos matematicos da Grécia Antiga ao tratar com notacfes algébricas — o que
ocasionou 0 ndo avango em uma geometria de coordenadas.

Foi no contexto de estudo de notagdes mateméaticas que Duval (2003, 2009,
2012) desenvolveu a Teoria dos Registros de Representacdes Semiodticas, a partir do
interesse em compreender a coordenacdo entre diferentes representacdes e suas
implicancias para o funcionamento do pensamento humano — em geral — e matematico
— em patrticular.

Na teoria de Duval, um conceito chave na aprendizagem de matematica é o de

representacdo. Sobre este conceito, Duval (2012) declara que

Ha uma palavra as vezes importante e marginal em matematica, é a palavra
“representagdo”. Ela &, na maioria das vezes, empregada sob a forma verbal
“representar”. Uma escrita, uma notag&o, um simbolo representam um objeto
matematico: um ndmero, uma funcdo, um vetor... Do mesmo modo, 0s
tracados e figuras representam objetos matematicos: um segmento, um
ponto, um circulo. Isto quer dizer que o0s objetos matematicos ndo devem ser
jamais confundidos com a representacdo que se faz dele. (Duval, 2012, p.
268).

Segundo Duval (2003, p. 21), “o acesso aos objetos matematicos passa
necessariamente por representacbes semioticas”. Entendemos que Duval propde,
com tal afirmacgéo, explicitar que a unica forma de compreender um objeto ou conceito
matematico — como uma reta, por exemplo — depende fundamentalmente da forma
como esse objeto sera representado. No caso da reta, podemos descrevé-la, no
contexto da geometria analitica, como um conjunto de pares ordenados (X, y) em RxR
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que respeita uma equacgdo do tipo y = ax + b. J& no contexto da geometria sintética
trata-se de um desenho que respeita uma certa forma, uma idealizacado de objetos
que estdo no mundo fisico.

Duval (2012) explica que objetos matematicos ndo sdo perceptiveis de
imediato, diferentemente do que ocorre com objetos “reais”. Neste sentido, se faz
necessario significar com mais precisdo o que sao as representacdes semidticas de

um objeto, segundo este autor:

Sdo producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um
sistema de representagfes que tem inconvenientes préprios de significacao
e de funcionamento. Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural,
uma férmula algébrica, um gréfico séo representa¢des semidticas que exibem
sistemas semiédticos diferentes. (...) As representa¢des ndo sdo somente
necessérias para fins de comunicacdo, elas sdo igualmente essenciais a

atividade cognitiva do pensamento. (Duval, 2012, p. 269).

Aqui, lembrando do exemplo do conceito de reta, observamos atributos
diferentes ao tratar a reta de forma algébrica ou de forma geométrica, proporcionando
aprendizagens diferentes. Portanto, é importante frisar que o conceito reta ndo pode
ser confundido com nenhuma dessas duas representacdes suas. Concordando com
Duval (2003),

Podemos entdo formular o paradoxo da compreensdo em matematica da
seguinte forma: como podemos n&o confundir um objeto e sua representacao
se ndo temos acesso a esse objeto a ndo ser por meio de sua representacdo?
(Duval, 2003, p. 21).

Duval (2006) propde que a efetiva aprendizagem das propriedades de um
objeto ocorre justamente na utilizacdo de diferentes tipos de representacdo semiotica
e, em especial, de tipos especificos, chamados registros de representacdo. Registro
€ uma forma bastante particular de representacdo. Conforme Duval, “nem todos os
sistemas semioticos sdo registros, somente aqueles que permitem a transformacao
de representag¢des” (Duval, 2006, p. 111).

Assim, Duval (2006) destaca uma instancia fundamental da representacao

semidtica e sua importancia para a matematica: “o fato de que elas podem ser
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trocadas de uma para a outra, mantendo a mesma denotacéo” (p. 110). A nocéo de
registro de representagdo € tdo fundamental que Duval afirma que “o conteudo de
uma representacdo depende mais do registro de representacdo do que do objeto
representado” (Duval 2006, apud Duval 1999, traduc&o nossa).

Duval (2012, p. 271) caracteriza a natureza dos registros através de trés
atividades cognitivas que se fazem presentes quando se trabalha com tal tipo de
representacdo. Em primeiro lugar, deve existir a possibilidade de formacédo de uma
representacdo identificavel — seja numa lingua natural especifica, através de uma
férmula, por meio de uma figura geométrica.

As outras duas atividades cognitivas que caracterizam um tal sistema semiotico
sao os transformacdes de registros, seja de forma interna — os tratamentos, ou de
forma externa — as conversoes. A seguir, definiremos com maior clareza estas duas
formas de transformacgéo apresentando também exemplos.

Dada esta existéncia de diferentes registros de representacao para um mesmo
conceito, Duval (2012, p. 270) defende que “é essencial, na atividade matematica,
poder mobilizar muitos registros de representacdo semidtica (figuras, graficos,
escrituras simbdlicas, lingua natural, etc...) no decorrer de um mesmo passo, poder
escolher um registro no lugar de outro”.

Os diferentes registros de representacdo possuem regras de funcionamento
particulares. Notare e Gravina (2013), neste sentido, destacam: em registros
algébricos, as manipulacbes necessarias para a resolucdo de uma equacdo; em
registros geomeétricos, a identificacdo dos elementos e a possibilidade de realizar o
registro em natureza gréfica (que particularmente nos interessa); em registros em
linguagem natural, os simbolos e regras de comunicagéo.

Conforme Duval (2009), existem dois tipos de transformacdes de
representacoes:

- Tratamentos: séo transformacdes que ficam dentro do mesmo sistema, como
as sucessivas equivaléncias algébricas utilizadas na resolucdo de uma equacao.
Exemplificando: considere a equacdo 2x + 3 = 7. Somando -3 aos dois lados da
equacao, obtemos a equacao equivalente 2x = 4. Multiplicando por 1/2 os dois lados
da equacdo, obtemos x = 2. E importante observar que essas sucessivas
transformacdes sempre conservaram o objeto no mesmo sistema de representacao;

no caso, um sistema algébrico.
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- Conversfes: sao transformacdes que mudam a representacédo do objeto,
como por exemplo a conversao de linguagem algébrica para linguagem grafica. Para
ilustrar, considere a equacéo x2 + y2 = 4 e um sistema de coordenadas cartesianas.
Tal equacédo diz respeito a uma circunferéncia, com centro na origem do sistema de
coordenadas e com raio com medida 2, gerando a seguinte representacdo grafica
(Figura 1).

34

Figura 1 — Circunferéncia x2 + y2 = 4 representada no plano cartesiano. Acervo pessoal.

A conversdo — passagem de um registro para outro — constitui-se, para Duval,
como a “a unica possibilidade de que se dispde para nao confundir o conteudo de uma
representacdo com o objeto representado” (Duval, 2009, p. 22). De fato; um objeto,
em formas de registros diferentes, apresenta atributos distintos. E a transformacéo de
um tipo de registro para outro que ajuda na compreenséao efetiva do objeto, de modo
a nao confundi-lo com sua representacdo ou mesmo limita-lo a uma Unica
representacado. Duval (2009, p. 22) enfatiza que “é a articulagdo dos registros que
constitui uma condigdo de acesso a compreensao em matematica, € ndo o inverso,
qual seja, o “enclausuramento” de cada registro”.

Os diferentes registros de representacdo apresentam conteudos e atributos
distintos sobre um mesmo objeto. Assim, pode-se inferir que a compreensao em
matematica contempla a utilizacdo de diferentes formas de representacdes semidticas
relativas a um mesmo conceito/objeto, bem como as transformacdes realizadas
nestas representagoes.

Uma proposta didatica que proporcione aos estudantes a coordenagdo entre
diferentes registros de representacbes semidticas se baseia em dois importantes

aspectos destacados por Duval (2012). Um deles é a economia de trabalho e explica
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0 autor que “a mudanga de registro tem por objetivo permitir a realizacdo de
tratamentos de uma maneira mais econémica e mais potencializada” (p. 279). O outro
aspecto, a complementaridade dos registros, e aqui 0 autor destaca que “toda
representacdo € cognitivamente parcial em relacdo ao que ela representa, e que de
um registro a outro ndo estdo os mesmos aspectos do conteldo de uma situacao que
estéo representados” (p. 280).

Segundo Palles e Silva (2012, p. 1-2), pesquisas em Educacdo Matematica
“tém indicado algumas tendéncias, principalmente, a respeito da influéncia da
tecnologia no pensamento visual e dos aspectos semidticos e representacionais na
visualizagdo matematica”. Neste contexto de utilizacdo de recursos tecnolégicos na
educacdo matematica, a geometria dinamica surge como possibilidade para tratar da
aprendizagem de matematica sob a otica de registros semioticos. Nao somente por
permitir a conversao entre registros geométricos e algébricos, mas também por fazer
uso de registros dinamicos, conceito o qual definiremos com clareza a seguir.

A utilizacdo de ferramentas tecnolégicas no ensino e aprendizagem de
matematica € uma tendéncia na Educacdo Matematica, ndo somente por estar
associado ao contexto de inovacdes tecnoldgicas contemporaneas — e que
inegavelmente esta cada vez mais presente no ambiente escolar —, mas
especialmente pelo rico potencial que sua utilizacado promove. Gravina e Basso (2010)

explicam que,

A tecnologia digital coloca a nossa disposicao ferramentas interativas que
incorporam sistemas dindmicos de representacdo na forma de objetos
concretoabstratos. S&o concretos porgue existem na tela do computador e
podem ser manipulados e sdo abstratos porque respondem as nossas

elaboracdes e construcdes mentais. (Gravina, Basso, 2010, p. 14).

Dentre as ferramentas interativas disponiveis, optamos pelo uso do software
GeoGebra. O GeoGebra possui inUmeros recursos para trabalhar nas mais diferentes
areas da matematica. Inicialmente voltado ao estudo da geometria em duas
dimensdes e da algebra utilizando sistemas de coordenadas cartesianas com dois
eixos, atualizagbes mais recentes do software |lhe conferem ambientes de geometria
espacial e sistemas de coordenadas com trés eixos, planilhas eletrénicas, conceitos

de probabilidades, entre outros. Ainda, trata-se de um software livre e associado a ele
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tem-se um site de compartilhamento de trabalhos — 0 GeoGebra Tube (disponivel em
geogebra.org). Neste site tem-se um interessante repertorio de construcdes que
exploram conceitos em diferentes areas da matematica.

Vamos agora tratar os Registros de Representacdes Semioticas sob a otica do
GeoGebra de forma a mostrar aspectos que podem muito contribuir no processo de
aprendizagem da matemética. Conforme Stormowski e outros (2015), uma importante

caracteristica da utilizacdo da geometria dindmica se observa

(...) no dinamismo das representacdes, que se caracteriza pela possibilidade
de mover elementos matematicos representados, sem que estes percam as
propriedades subjacentes (propriedades oriundas de sua representacéo no
software). Na verdade, é movimentando o0s pontos e elementos
representados (dinamismo), que as propriedades podem ser observadas,

mesmo quando ndo sdo muito evidentes. (Stormowski e outros 2015, p. 4).

Os pesquisadores avancam no assunto, afirmando que as

(...) peculiaridades da representacdo dindmica, conferem a ela uma distingéo
dos registros previamente apresentados (lingua natural, geométrico, grafico,
sistemas de numeracdo). Para evidenciar estas peculiaridades, o mesmo
serd denominado de registro de representacdo dindmica. (Stormowski,
Gravina e Lima 2015, p. 6).

Assim, a partir deste momento, consideraremos que a utilizacdo de ambientes
dindmicos de aprendizagem matematica — em particular ambientes de geometria
dindmica, como o0 GeoGebra — d& origem a um tipo distinto de representacao: registro
de representacdo dinamica ou, de modo simplificado, registro dindmico. Distinto pois
tal forma de representacédo revela atributos do objeto que outros registros né&o
apresentam — ao menos, ndo do mesmo modo ou com a mesma versatilidade.

Para aprofundar a concepcéo de registro dinamico retomamos a caracterizacao
de um registro, tratada anteriormente. Reiteramos: um registro é uma forma peculiar
de representacao, caracterizada pela existéncia de uma representacao identificavel,
com transformacdes internas (tratamentos) e possibilidade de transformagbes

externas (conversdes) para outros registros.
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Os registros dinamicos, utilizadas em ambientes de matematica dindmica como
0 GeoGebra, constituem uma representacéo identificavel, no sentido de que um objeto
representado sob a forma de registro dinamico é identificado pelo sujeito que o
visualiza — e 0 manipula.

A manipulagdo de uma construgéo dinamica constitui a segunda instancia que
a caracteriza como registro: um continuo tratamento dentro do registro geométrico.
Cada movimento aplicado na construcdo promove uma nova representacdo que
conserva os atributos criticos da ideia/conceito ali representados.

Para efeito de comparacao, resgatemos a compreensao de que um tratamento
algébrico em uma equacao pode ser a obtencdo de uma equacgao equivalente, porém
simplificada. No caso de um tratamento dinamico, no registro geométrico, pode ser a
obtencdo de uma figura equivalente, tendo os mesmos atributos criticos, porém em
configuracbes que variam. E é justamente a modificagdo do desenho, mas com
conservagao de certas propriedades, que permite a identificacdo dos atributos
relevantes para o conceito.

Para ilustrar as conversdes de registros e os tratamentos dentro de um registro
possiveis no GeoGebra, considere uma sequéncia de passos para a construcao da

circunferéncia circunscrita a um triangulo (Figura 2).

~ Janela de Visualizagao 2 | * Protocole de Construcio X
- B |8~ R &|0
N. [Nome | Descricio |
1 Fonto A ~

2Ponto B

3/Segmento f Segmento [4, B]

4 Ponto C

5/Segmento g Segmento [B, C]

G Segmento h Segmento [C, A]

7|Ponto D Ponte médio de

8Retai Reta passando por D e perpendiculara f
9/Ponto E Ponto médio de g

10 Reta Reta passando por E e perpendiculara g

11/Ponto F Intersecio dei, |

12 Circulo © Circulo por B com centro F b

Figura 2 — Janela de Visualizagcdo e Protocolo de Construcdo. Acervo pessoal.

No GeoGebra tem-se a versatilidade de sincronizacdo da Janelas de

Visualizacdo. A descricdo dos passos exibida na janela Protocolo de Construcéo
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realiza uma automética conversédo do registro geométrico para o registro em lingua
natural. Assim, € possivel dentro do proprio GeoGebra realizar conversées entre
registros.

Ainda, tornando visivel a Janela de Algebra (Figura 3), temos a presenca de
registros algébricos referentes aos mesmos objetos representados: coordenadas dos
vértices do triangulo, as equacgfes das retas e a equacao do circulo. Conforme é

manipulado um vértice do triangulo, as informacdes no registro algébrico se atualizam.

Janela de Aigebra X | Janela de Visualizacio

- Chnica B~ o~ v~

L (x-0.60F+ (y- 2437 =3,
Fonto

@ A=(-1.02,1.76)

@ B={0.7,4.26)

@ C=(248,2.04)

@ D=(-0.16,3.01)
@ E={159,3.15)
® F=(0.69,243)
R

@ E-1T2x-25y=-7.25
@ T8x+2.22y=4.16
Segmento
® =303
@ g=285
@ n=351

Figura 3 — Janela de Algebra e Janela de Visualizaco. Acervo pessoal.

A figura da construcdo descrita acima passa a constituir um registro dinamico
no momento em que damos “movimento” a figura. Ao manipular um dos elementos
primitivos da construcdo (um dos vértices A, B e C), o aspecto da figura é alterado,
mas 0s atributos relevantes da construcdo sdo conservados. A seguir, temos outras

configuragbes da mesma construgdo ao ser manipulada (Figura 4).

Figura 4 — Registros dindmicos no GeoGebra. Acervo pessoal.
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Para obter estas configuracées manipulamos o vértice A, mas as propriedades
da figura foram mantidas: as retas “continuam” perpendiculares aos lados e o triangulo
“continua” inscrito na circunferéncia. Inclusive, a manipulacdo da figura dinamica
permite a compreensdo do centro da circunferéncia em situa¢cdes ndo usuais, como
fora do triangulo. Assim, a exploragdo da figura constitui um continuo tratamento no
registro dinamico, por caracterizar sucessivas transformac¢des dentro do mesmo
registro e que tem por consequéncia a observacdo dos atributos relevantes para o
conceito.

Assim, finalizamos esta secdo destacando as potencialidades observadas no
uso dos registros dinamicos no GeoGebra, que identificamos nas possibilidades de
conversdes e tratamentos em registros dentro do préprio software. Consideramos que
0 uso dos registros dinamicos pode contribuir para a aprendizagem da matematica
por potencializar o didlogo entre os diferentes registros, permitindo associar aspectos
conceituais e as representacdes visuais associadas. E nessa perspectiva —
compreender as relagbes entre conceitos e suas imagens — que avangamos na

préoxima secao.

2.2 Imagem Conceitual e Imagem Mental

A aprendizagem da matemética envolve processos mentais complexos que
objetivam a formacé&o de conceitos relativos a objetos, propriedades ou rela¢cdes. Em
outras palavras, construir um conceito com clareza de significado é fundamental para
gue se possa identificar aprendizagem matematica.

Fischbein (1993) explica que diversas teorias psicologicas — relacionadas direta
ou indiretamente a educacdo matematica — tém buscado diferenciar conceitos e
imagens mentais. De um modo simplificado, o tedrico distingue estas duas nocoes,

ao afirmar que

O que, entdo, caracteriza um conceito € o fato que ele expressa uma ideia,
uma geral e ideal representacdo de uma classe de objetos, baseada em suas
caracteristicas comuns. Em contraste, uma imagem (n6s aqui nos referimos
a imagens mentais) € uma representacdo sensorial de um objeto ou

fenébmeno. (Fischbein, 1993, p. 139, traducdo nossa)
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Assim, compreendemos que esta distincdo entre conceito e imagem mental &
fundamental para a educacdo matematica e em particular para a geometria, por se
tratar de uma éarea na qual a utlizacdo desta forma sensorial — visual — de
representacdo é fortemente presente na aprendizagem; e ndo poderia ser diferente,
assim pensamos. Mais precisamente: pode-se dizer que o conceito esta inserido em
saber consolidado e que imagem mental € a interpretacdo sensorial do conceito por
um sujeito.

Fischbein (1993) fornece mais subsidios para percebermos a diferenca entre
conceitos e imagens mentais através de uma série de consideracfes pertinentes.
Entre elas, temos o fato de que entidades geométricas ndo possuem, efetivamente,
uma correspondéncia com o mundo material; basta notar que pontos, linhas e planos
nao existem no “mundo real”. Paralelamente, também destaca que um triangulo, como
conceito, jamais pode ser tratado com equivaléncia a uma copia particular — imagem
mental —, porque nao existe possibilidade de um “certo tridngulo” representar todos os
atributos pertencentes a essa classe infinita.

Gravina (1996) também trata desta situacdo aparentemente conflitante entre

um conceito e sua representacdo. A autora afirma que

Se por um lado o desenho €& um suporte concreto de expressdo e
entendimento do objeto geométrico - o que fica transparente na nossa atitude
frente a um problema: a primeira coisa que fazemos é desenhar a situacéao,
quer numa folha de papel ou quer na tela de um computador - por outro lado,

pode ser um obstaculo a este entendimento. (Gravina, 1996, p. 4).

A diferenciacdo entre conceito e imagem mental ndo € definitiva e nem
conflitante. Na verdade, sdo nogdes que estdo vinculadas e se “alimentam”
mutuamente. Hershkowitz tem trabalhos (1994), além de producdes com coautores
(Hershkowitz e outros, 1994) que vao ao encontro da nocao de imagem mental — a
qual, em traducdes, costuma ser denominada Imagem Conceitual — explorada por
Fischbein.

Entre outros aspectos, Hershkowitz (1994) discute o papel da visualizacdo na
aprendizagem de geometria, explicando sua alta complexidade e que vai em dois

caminhos nao dicotbmicos, mas que causam certa perplexidade, pois “por um lado,
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nés ndo podemos formar uma imagem de um conceito e de seus exemplos sem
visualizar seus elementos. Mas por outro lado, estes elementos visuais podem limitar
e empobrecer a imagem conceitual” (Hershkowitz, 1994, p. 45).

Ao abordar a diferenciacdo entre conceito e imagem conceitual, Hershkowitz
também busca caracterizar os elementos que compde e dao significado ao conceito,
e de que forma uma imagem conceitual esta relacionada com a existéncia — ou ndo —
destes elementos em completude. Utilizando a nomenclatura atributos para se referir

a tais elementos, Hershkowitz (1994) afirma que um dado conceito

(...) possui atributos relevantes (criticos) — aqueles atributos que devem ser
satisfeitos para termos um exemplo positivo do conceito — e atributos nao-
criticos — aqueles atributos que apenas alguns dos exemplos positivos
possuem. (Hershkowitz, 1994, p. 16)

Acreditando que o uso do GeoGebra pode contribuir para a construgao de
imagens mentais adequadas, realizamos (2011) uma pesquisa com estudantes do
Ensino Médio utilizando o GeoGebra para a aprendizagem de topicos de geometria
plana. Entre diversas atividades realizadas, destacamos uma sequéncia de
construgcdes que acompanhavam a sequéncia de teoremas da obra Os Elementos, de
Euclides (Commandino, 2009). A proposi¢cao chave para a compreenséo do conceito
de altura em paralelogramos e tridngulos é apresentada na Figura, que mostra —
através de registros dindmicos — que paralelogramos postos sobre a mesma base e

compreendidos entre as mesmas retas tém mesma area.

Figura 5 — Paralelogramos equivalentes. Fonte: Bernd, 2011.

Seguindo as proposicdes decorrentes dessa, 0 elemento altura é obtido. Os

estudantes, manipulando um arquivo dinamico, puderam perceber, afinal, quais séo
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os atributos criticos do conceito ‘altura de um triangulo’. Uma imagem retirada da

construcdo dindmica € apresentada na Figura 6.

Figura 6 — Altura de triangulo. Fonte: Bernd, 2011.

Um dos fendmenos mais relevantes quando se trata dos aspectos psicoldgicos
da aprendizagem da geometria, segundo Hershkowitz (1994), é o da formacao de
exemplos prototipicos. Segundo a autora,

Cada conceito possui um conjunto de atributos criticos (aspectos relevantes)
e um conjunto de exemplos. Todos os exemplos do conceito sao
matematicamente equivalentes, no sentido de que eles satisfazem a defini¢éo
do conceito e contém todos os seus atributos criticos, mas eles séo diferentes
uns dos outros visualmente e psicologicamente. Existem “super”’-exemplos —
protétipos — que tendem a ser muito mais populares do que todos 0s outros.
(Hershkowitz, 1994, p. 47).

Para que se compreenda com clareza a diferenca entre um dado conceito e
uma imagem conceitual que um sujeito forma sobre o conceito, trazemos o
experimento realizado por Gravina (1996) com estudantes de licenciatura em
matematica. Aos participantes de uma das atividades da pesquisa, foi solicitado que
fosse determinado o ‘segmento altura relativa ao lado AB’ em diferentes tridngulos. A

Figura 7 apresenta ‘solu¢des’ dadas por um dos estudantes.

(a) (b) (c)

Figura 7 — “Alturas” de tridngulos desenhadas por um estudante. Fonte: Gravina, 1996.
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Claramente, observa-se uma imagem conceitual deturpada quanto ao conceito
altura, em cada um dos erros deste estudante — e que sao bastante comuns. No caso
(a), temos a determinacdo do elemento altura como sendo um segmento vertical,
portanto, um julgamento prototipico. Nos casos (b) e (c), temos a perturbacao causada
por um triangulo obtuséngulo, no qual a altura ndo € um segmento interno ao triangulo.

E fundamental que no ensino e aprendizagem de geometria o educador esteja
atento para evitar a formacéo de exemplos prototipicos, pois estes comprometem a
efetiva compreensdo do conceito, no momento em que “forcam” a existéncia de
atributos ndo-criticos e, consequentemente, levam a formacgéo de imagens conceituais
imprecisas. Evidentemente é bastante complicado escapar da utilizacdo destes super-
exemplos; afinal, conforme apontado por Hershkowitz, € impossivel tratar de um
conceito sem visualizar seus elementos em algum exemplo.

Neste contexto, Fischbein (1993) propde, para cada conceito geométrico, a
existéncia de uma componente conceitual — que descreve o conceito a partir da sua
definicdo, de sua idealizacdo — e uma componente figural — uma representacao
particular deste conceito, sob a forma de desenho. As duas componentes atuam na
formacdo da imagem mental do conceito. A componente conceitual define as
propriedades que devem ser satisfeitas, enquanto a componente figural constitui o
construto visual que deve contemplar as propriedades conceituais.

Essas componentes tém caracteristicas distintas e, simultaneamente, é
impossivel tratar delas de forma isolada: ndo existe imagem pura ou conceito puro.
Conforme bem esclarece Fischbein (1993), “conceitos ndo giram, ndo se movem, e
imagens, da mesma forma, ndo possuem a perfeicéo, a generalizacéo, a abstracéo,
a pureza que sao supostas quando realizamos calculos” (p. 141-142, traducéo nossa).

As componentes conceitual e figural, sempre associadas, possuem limitadores
guando a aprendizagem é feita a partir de registros estaticos. Aqui, cabe lembrar do
conceito altura de tridangulo: registros estaticos tendem a se limitar ao caso prototipico
de altura como um segmento interno ao triangulo. Desta forma, temos uma nao
correspondéncia entre as componentes conceitual e figural devido a insuficiéncia do
registro utilizado.

A concepcao quanto ao uso de registros dindmicos através do uso de softwares
de geometria dindmica, que abordamos na sec¢éo anterior, possibilita a criacdo de um
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vinculo significativo as componentes conceitual e figural de um conceito. Gravina

(2015), em didlogo com as ideias de Fischbein (1993), propbe que

A manipulacdo da figura dindmica introduz um novo tratamento para o
registro desenho. A ‘estabilidade do desenho sob agdo de movimento’ € um
registro dindmico que desafia para constru¢cdes com controle geométrico e
este processo propicia a fusdo entre o0s componentes conceitual
/proposicional e figural. Uma familia de ‘desenhos em movimento’ substitui o
particular desenho como expressdo do componente figural,
descaracterizando as particularidades néo relevantes, tdo presentes na

formacéo de inadequadas imagens mentais. (Gravina, 2015, p.244).

A pesquisadora, na oportunidade em uma disciplina de um curso de formagéao
inicial de professores, investigou sob a 6tica do uso de registros dinAmicos de que
forma o GeoGebra pode contribuir para o aprofundamento do pensamento geométrico
dedutivo. As conclusbes da experiéncia, apontam que o uso das figuras dinamicas
“transforma, de forma concomitante, as formas de pensar e as formas de veicular o
conhecimento”, pois ao serem manipuladas num software como o GeoGebra, de
“interface interativa, aberta a exploracao e a experimentacgao, provoca experimento de
pensamento, diferentes daqueles que acontecem com o suporte do lapis e papel”
(Gravina, 2015, p. 252).

Tais consideragfes nos sugerem que o uso de registros dinamicos, portanto,
possibilita o estabelecimento de um vinculo muito bem delineado entre as
componentes figural e conceitual, de uma forma que nenhum registro em forma de
desenho — particular e estéatico — possibilitaria.

E nesta dificuldade imposta quanto ao aspecto de visualizag&do que se insere a
alternativa do uso de ambientes de geometria dinamica. A utilizacdo de registros
dindmicos permite uma visualizacdo que jamais seria acessivel de forma estatica, pois
permite que uma simples manipulacdo forneca uma variedade incrivel de exemplos e,

assim, criando ideias generalizadoras, ao invés de prototipicas.

2.3 Trabalhos Correlatos

Nesta secado, fazemos referéncias a trabalhos que tratam de experiéncias de
ensino que fazem uso do GeoGebra e no quais identificamos o0 uso de registros
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dindmicos de representagdo. Estes trabalhos contribuem para ilustrar nossa
discussdo tedrica no que diz respeito ao potencial dos registros dindmicos em
situacdes de aprendizagem.

Borsoi (2016) traz registros dinamicos na aprendizagem matematica. A
pesquisadora desenvolveu uma experiéncia com estudantes de Ensino Médio e sua
investigacdo é no contexto da geometria espacial. As atividades propostas séo do tipo
que, quando representadas de forma estatica, geram muitas dificuldades aos
estudantes e a autora observa que as principais dificuldades dos alunos dizem
respeito a visualizacdo, pois a representacdo de objetos tridimensionais em
perspectiva exige agdes cognitivas bastante complexas.

Ao propor que o uso da geometria dindmica pode contribuir nesta questao da
representacdo e visualizacdo 3D, ela traz, entre outras justificativas, a interface do
software. A Figura 8, tomada de seu trabalho, mostra trés janelas de representacoes
de um sélido: a Janela de Algebra, a Janela de Visualizagdo 3D e a Vista de um plano

de corte.
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Figura 8 — Janela de Algebra, Janela de Visualizag&o e Vista de plano de corte. Fonte: Borsoi, 2016.

Aqui, destacamos a converséo dinamica de registro algébrico para geométrico
nas duas primeiras janelas proporcionada pelo GeoGebra. A manipulagcéo do objeto a
partir de rotagcOes atualiza as coordenadas dos pontos e a equacgéo do plano de corte,
constituindo um efeito sincronizado que registros estaticos ndo poderiam reproduzir.

Também temos a presenca de tratamentos dinamicos, que podem ser constatadas
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guando a movimentagcédo de pontos na visualizacao tridimensional (segunda janela)
atualiza o plano de corte da terceira janela.

E mais, a riqueza de detalhes da construcdo tridimensional no software
dificilmente seria executada com lapis e papel. A possibilidade de rotacédo do objeto
espacial, fazendo o uso do dinamismo do software, também favorece a visualizagéo.
Conforme Borsoi (2016),

O software permite explorar e visualizar uma infinidade de situacbes
espaciais, que sao fonte de dificuldades quando tratadas em um suporte
estatico como o livro impresso. Por exemplo, através de rotacdes espaciais,
pode-se explorar situagdes virtuais que acionam habilidades de visualizagédo
muito similares aquelas decorrentes da manipulacao de objetos 3D no espaco
real. (Borsoi, 2016, p. 25).

As transformacg0des na Janela de Visualizacao 3D, quando se manipula a figura,
constituem tratamentos nas figuras de registro dindmico, pois fazem emergir 0s
atributos dos objetos estudados, de uma forma distinta daquela que poderia ser
realizada em registros estaticos.

Em Bernd (2016) tem-se um trabalho realizado com estudantes do ensino
médio, tratando de geometria analitica, no qual foi incentivado a realizacdo de
conversdes entre registros graficos e algébricos. A titulo de exemplo trazemos uma

das atividades proposta, uma questdo do concurso vestibular da UFRGS de 2014:

Resolva a seguinte questao do CV UFRGS 2014

Construidas no mesmo sistema de coordenadas cartesianas, as inequacgdes
X2 +y2<4ey<x+1delimitam uma regido no plano. O nimero de pontos
gue estao no interior dessa regido e possuem coordenadas inteiras é

(A)5 (B)6 €7 (D)8 B9

O uso do GeoGebra na resolugcdo da questdo permitiu uma resolucao dentro
do registro geométrico, antes que fossem iniciadas, quase que de forma automatica,
as manipulagbes algébricas. Na Figura 9, apresentamos uma das solucdes
apresentadas por duas alunas — na rede quadriculada identificaram facilmente os

pontos com coordenadas inteiras que pertencem a interseccao das duas regides.
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Figura 9 — Solugéo de questdo do CV UFRGS 2014 no GeoGebra. Fonte: Bernd, 2016.

As estudantes declararam que “a solugéo deste problema somente é acessivel,
pensando numa resolucdo econdmica, a partir da representacdo grafica, pois nao
sabemos como seria a resolugao algébrica”. Em outras palavras, a conversédo do
registro algébrico para o gréafico foi fundamental para a compreenséo da situacao dada
e, consequentemente, para a resolucdo do problema. A importancia do software,
neste caso, reside na otimizacao do registro grafico e, também, na forma de incentivar
0s estudantes a realizar este tipo de registro, que ndo € natural.

Carlos (2017) desenvolveu sua pesquisa sob a oOtica dos Registros de
Representacdo Semibdtica, utilizando o GeoGebra para a aprendizagem de
circunferéncia no ambito da geometria analitica. As agbBes no software foram
propostas no sentido da utilizagdo de parametros, visando a formacao de raciocinios
generalizadores.

O uso de recursos digitais e, em especial, da geometria dinamica contribuem
na aprendizagem da matematica pois, conforme Carlos (2017), séo “ferramentas que
possibilitam exteriorizar, diversificar e ampliar os pensamentos”. Desta forma, as

atividades propostas pela pesquisadora tinham como objetivo

“Explorar as generalizac6es de sequéncias de circunferéncias que podem ser
feitas por meio do  GeoGebra, utiizando-o como  uma
ferramentaparapensamentos. Na cultura tedrica, os alunos néo teriam esta
possibilidade de pensar Matematica utilizando ferramentas estéaticas, como

lapis e papel. (Carlos, 2017, p. 28).
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Uma das atividades desenvolvidas por ela e seus estudantes na proposta
didatica utilizou um recurso do GeoGebra chamado sequéncia, um comando que
permite a construcdo de uma sucessao de figuras dinamicas a partir de parametros.
O uso do recurso, enfatiza ela, permite “criar a representacdo geométrica de uma
familia de circunferéncias, provocando nos alunos o desenvolvimento de um raciocinio
generalizador”. A Figura 10 apresenta o resultado de uma construcéo feita pelos
estudantes utilizando o recurso, revelando o potencial dos registros das figuras no
GeoGebra.

v Janela de Algebra 2 v Janela de Visualizagio
Lista 10
® listal={(x-1F +[y-1F=1,(x -3+ [y -1F =101

® listaZ={(x-3F +(y-3F=1,(x-6F+(y-5F=1,1 g O
® listad ={(x-10) +(y-3fF=1, (x-100 +(y-3)' =4 O

|I ista listal: Sequénciaf(x -ayf +(y-1¥=1%a,1,5, 7]|

[Lista lista2: Sequéncial(x - a) + (y - a* = 1%, a, 3, 10, 2| N
[Lista lista3: Sequénciaix- 10F + (y-3F =a%a. 1,3, 1]|

1 2 X i a1 12

Figura 10 — Conjunto de circunferéncias construidas com o recurso sequéncia. Fonte: Carlos, 2017.

As possibilidades de uso do dinamismo do GeoGebra n&o se limitam, de modo
algum, a aprendizagem de geometria — plana, espacial ou analitica. Monzon (2012)
realizou uma proposta didatica com estudantes de Ensino Médio abordando o assunto
de funcdes de variavel complexa, fazendo o uso deste software. Sua pesquisa foi
fundamentada no potencial do GeoGebra em possibilitar o uso de registros dinamicos
na aprendizagem das fun¢des de varidvel complexa, tendo ainda um olhar atendo as
imagens mentais dos estudantes durante a realizacdo das acoes didaticas.

Os sujeitos participantes da pesquisa de Monzon (2012) fizeram o uso de
objetos de aprendizagem criados no GeoGebra. Como ilustragdo de uma das
atividades que utilizaram registros dinamicos para a compreensao de conceitos,

temos a imagem disposta na Figura 11.
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Figura 11 — NUumeros complexos no GeoGebra. Fonte: Monzon, 2012.

Apébs a exploracdo do arquivo dindmico, na qual cada manipulacdo gera uma
nova configuracdo na figura — portanto, sdo efetuados sucessivos tratamentos no
registro dindmico — os alunos deveriam responder perguntas utilizando registros
algébricos e na lingua materna. Portanto, observamos a converséo entre registros
diferentes, facilitadas pelo dinamismo do software, relacionando as componentes
conceitual e figural do conceito em estudo.

Ainda, embora ndo seja a abordagem da pesquisadora, podemos inferir que a
sequéncia de atividades proposta encaminha seus estudantes para a formacgéo de
imagens conceituais adequadas, uma vez que as figuras dinamicas relacionam
corretamente o conceito e sua representacdo figural. Conforme Monzon (2012), a

utilizacao do objeto de aprendizagem construido no GeoGebra foi

Adequado para desencadear processo de aprendizagem que contempla
trabalho com os registros algébrico e geométrico. E mais, foi possivel
observar que, via a manipulacdo das animacdes, os alunos foram
constantemente provocados nas conversdes de registro e assim
desenvolveram esquemas de uso na dire¢do do ensino almejado — entender
as ideias matematicas em diferentes sistemas de representagao” (Monzon,
2012, p. 114).

Portanto, observamos nessa experiéncia o potencial dos registros dinamicos
para compreender conceitos que possuem um grau de complexidade relativamente
alto, em especial pela dificuldade em se formar imagens conceituais adequadas

através de desenhos estaticos.
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Também observamos a utilizacdo da Teoria de Registros de Representacéo
Semiodtica como subsidio tedrico para a utilizacdo do GeoGebra para a aprendizagem
de matematica na pesquisa de Neto (2010). O pesquisador identifica dificuldades
inerentes ao processo de aprendizagem de conceitos em matematica pelos

estudantes, pois

O mundo que os cerca é cheio de objetos concretos para iniciarem sua
aprendizagem, de maneira mais espontanea, nessa area do conhecimento.
Porém ao se defrontarem com a necessidade de elaborar conceitos mais
complexos e abstratos necessitam da “concretizacdo mental’, que nem

sempre é simples (Neto, 2010, p. 64)

A utilizacéo de ambientes de matematica dindmica é considerada, entdo, uma
possibilidade de contribuir para os processos de concretizacdo mental dos estudantes;
aqui, compreendemos vinculo estreito entre essa no¢cdo e as nocdes de imagens
mentais e imagens conceituais, que abordamos anteriormente. Para Neto (2010), a

utilizacao do dinamismo possibilitada por este tipo de ambiente

apresenta algumas vantagens como por exemplo o fato de poder realizar
varios experimentos em pouco tempo, diferentemente da manipulacdo
concreta. Assim a acdo pode favorecer ainda mais o processo de
investigacao e abstracdo, com a consequente construcdo de conceitos e
relacdes. (Neto, 2010, p. 65)

Neto (2010) realizou uma oficina com estudantes de curso técnico integrado ao
Ensino Médio durante a disciplina de Eletricidade. Utllizando o GeoGebra, foi
desenvolvida uma sequéncia didatica tratando de funcbes trigonométricas, funcdes
em geral e o circulo trigopnométrico.

Em uma das atividades da oficina, o software foi utilizado para, a partir do
circulo trigonomeétrico, identificar a variagado das fungdes seno e cosseno (Figura 12).
Uma constru¢gdo como essa, de modo estatico, ndo somente seria extremamente
trabalhosa, como nao forneceria a riqueza de processos mentais vinculados aos

registros dindmicos envolvidos.
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Figura 12 — Fung&o trigonométrica no GeoGebra. Fonte: Neto, 2010.

Avaliando as experiéncias realizadas, Neto (2010) afirma que seus estudantes,
manipulado de forma dinadmica objetos abstratos como sdo as funcodes
trigonométricas, “puderam perceber que tais abstracdes possuem uma ‘concretude’,
gue pode ser manipulada através das suas diferentes representacdes”. (Neto, 2010,
p. 100).

Os diferentes estudos que analisamos — Bernd (2011, 2016), Borsoi (2016),
Carlos (2017), Monzon (2012) e Neto (2010), dentre outros que contribuiram para o
alinhamento tedrico de nossa pesquisa — exemplificam de modo contundente a
utilizacdo da matematica dinAmica como uma ferramenta com muitas possibilidades

de contribuicdo para a aprendizagem de matematica.

A geometria analitica, assunto que iremos abordar na nossa proposta didatica,
também pode fazer o uso do GeoGebra e seus recursos dinamicos de representacéo
para contribuir para a formacdo de imagens conceituais adequadas. Considerando
gue a geometria analitica relaciona a geometria com a algebra, ponderamos que a
escolha pelo software GeoGebra é pertinente.

Gravina e outros (2010) enfatizam as possibilidades do estudo de geometria
analitica com a utilizacao deste software, destacando que isso se observa a partir do
préprio nome do software que funde geometria (Geo) com algebra (Gebra). Com o
GeoGebra também é possivel trabalhar as figuras sob o ponto de vista analitico. Para
isso, basta selecionar os menus “Exibir Eixos” e “Exibir Janela de Algebra” e aos

objetos geométricos construidos sdo associados, por exemplo, as coordenadas dos
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pontos, as equacdes das retas, as equacdes dos circulos. (Gravina e outros, 2010, p.
44).

Assim, concluimos nossa fundamentacdo tedrica, compreendo-a como
subsidio fundamental para a concepcao da sequéncia didatica proposta a seguir, bem

como o referencial para sua devida analise e validacéo.
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3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, inicialmente, descrevemos com detalhes o contexto da
pesquisa: escola, estudantes, recursos e estruturas disponiveis para o0
desenvolvimento dos encontros. Definiremos, também, a metodologia de estudo de
caso para o desenvolvimento da pesquisa, justificando tal escolha.

Na segunda sec¢do do capitulo, apresentamos a sequéncia didatica proposta.
Para cada um dos momentos de aprendizagem, descreveremos as atividades que
serdo realizadas e os seus objetivos, sempre fazendo referéncias a fundamentacéo

tedrica estabelecida no capitulo 2.

3.1 Contexto e metodologia da pesquisa

O publico participante do experimento foi formado por alunos de uma escola da
rede particular de ensino de Porto Alegre, da qual o autor da dissertacao era, entao,
docente — o Colégio Monteiro Lobato. Esta escola situa-se no Bairro Boa Vista, bairro
de classe média-alta do referido municipio. Em seus primordios, em meados dos anos
1970, a escola — entdo chamada Trenzinho Alegre — oferecia apenas Educacao
Infantil. No inicio dos anos 1990, devido ao grande interesse por parte das familias,
teve seu nome alterado para o atual, Colégio Monteiro Lobato, e passou a oferecer a
educacao referente ao Ensino Fundamental e, ao final da mesma década, implantou
o Ensino Médio.

Trata-se, portanto, de uma escola cuja histéria em Ensino Fundamental e Médio
€ bastante recente; especialmente, se comparada a outras escolas de mesmo porte
econdmico-social e da mesma regido da cidade. Porém, desde sua concepcao, 0
Projeto Politico Pedagodgico desta instituicdo era bastante inovador e diferenciado,
fornecendo amplo espaco para o desenvolvimento de ag¢fes didaticas voltadas a
pesquisa. Inclusive, tal marca é efetivamente atrelada ao nome da escola em slogans
publicitarios: “Colégio Monteiro Lobato — Aprender pela Pesquisa”.

Por conseguinte, avaliamos que o ambiente escolar no qual nossa pesquisa
esteve inserida pode ser descrito com bastante propicio para uma acdo didatica

diferente do que costuma ser considerado convencional, dado que a propria instituicao
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valoriza e incentiva a realizacdo de projetos. Ndo entraremos na discussao de que
tipo de projetos sdo esses, enquanto concepcdo teodrica; tal discusséo
indubitavelmente incorreria em outra dissertacao.

A sequéncia didatica projetada para o experimento trata de topicos de
Geometria Analitica. Foram estudados conceitos relativos a sistemas de coordenadas
cartesianas, diferentes equacoes de retas e posi¢oes relativas entre retas. Explorando
de forma ludica os registros dinamicos do GeoGebra, foi realizada uma primeira
atividade que denominamos “numeros comandando pontos” — em associacdo as
nocdes de geometria analitica que foram tratadas posteriormente na sequéncia
didatica.

Participaram do experimento vinte e dois alunos e a sequéncia didatica foi
desenvolvida durante o horario regular da turma. Na escola os estudantes
costumeiramente sentam em duplas; nas nossas atividades, sentariam em grupos.
Foram formados 6 grupos, com trés ou quatro alunos cada, que seriam definidos por
eles no inicio do trabalho. Utilizando notebooks e tablets, eles realizaram as diferentes
atividades da sequéncia didatica.

A sala de aula tem um computador com tela de grandes dimensdes no fundo
da sala, que permitiria, no ambito do nosso projeto, uma visualizacdo coletiva de
construgdes no software. Este teldo — como passaremos a nos referir — seria usado,
em especial, no momento de sistematizacdo e formalizacdo de conceitos, com o
professor manipulando construcdes e discutindo ideias com os estudantes utilizando
seus dispositivos. Detalharemos esta acdo didatica mais adiante.

Os encontros de implementacdo da sequéncia didatica tiveram diferentes
momentos de aprendizagem, num total de 11 horas-aula. Algumas aulas tiveram a
duracéo de 50 minutos — uma hora aula — e outras tiveram a duragao de 100 minutos
— duas horas aula, ndo necessariamente no mesmo dia. A peculiaridade da diviséo
das aulas foi motivada pelo horario da componente curricular Matematica para essa
turma; 4 periodos semanais, sendo 2 num mesmo dia e 2 em dias distintos.

O experimento foi antecedido por um momento inicial de aprimoramento do
conhecimento dos estudantes em relacdo ao GeoGebra, pois pouco sabiam sobre o
software. No periodo letivo anterior, quando entdo no Segundo Ano do Ensino Médio,
haviam utilizado esta ferramenta uma primeira vez, no estudo das funcdes
trigonométricas. Naquela oportunidade, construiram no plano cartesiano os graficos

das funcdes e analisaram os movimentos de translacao horizontal, translagéo vertical,
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reflexdo horizontal, reflexdo vertical, e demais transformacgdes tipicas das funcdes
seno e cosseno, de acordo com a alteragdo de parametros.

Ainda, durante o decorrer do ano letivo de 2016 — ano da realizacdo da nossa
pratica e os alunos no Terceiro Ano do Ensino Médio — em diversas situacfes
proveitosamente utilizamos o software GeoGebra em nossas aulas. Em certas
ocasifes, tal utilizacdo foi mediante exposi¢cdo do professor, em complemento a
demais acdes didaticas dos assuntos estudados em Geometria Plana e em Geometria
Espacial. J& em outras, os préprios estudantes exploraram o software, visando
compreender algum tema em particular e que, por nosso julgamento, necessitava de
manipulagéo e reflex&do individual ou junto a seus pares.

No que diz respeito ao objeto de estudo da sequéncia didatica — conceitos de
Geometria Analitica —, destacamos que se trata de um contetdo a ser introduzido,
tendo como conhecimentos prévios dos estudantes as no¢fes de plano cartesiano e
de funcao afim trabalhadas no Primeiro Ano do Ensino Médio.

Importante também destacar que os estudantes, no mesmo ano letivo em que
nossa sequéncia didatica foi desenvolvida, ja haviam estudado diversos conceitos de
geometria plana — que € um assunto pertencente ao curriculo do Terceiro Ano do
Ensino Médio na escola em questéo — e, portanto, j& estavam familiarizados com as
nocodes de paralelismo, concorréncia e perpendicularidade entre retas no plano. Logo,
as atividades propostas para este momento j4 partem diretamente para o estudo
analitico de retas: primeiramente paralelas, seguido do caso de perpendiculares.

A coleta de dados ocorreu durante a operacionalizacdo da sequéncia didatica
por parte do professor e autor desta pesquisa. Foram utilizados: diario de bordo,
producdes dos estudantes — incluindo os arquivos contendo as constru¢des no
software GeoGebra —, formalizacdes coletivas elaboradas por alunos e professor,
imagens em geral, fotos e pequenos videos dos momentos de aprendizagem e
declaracdes dos estudantes participantes.

Nossa pesquisa teve como opcado metodoldgica o estudo de caso. Conforme
Ponte (2006):

Na Educacdo Matemética, os estudos de caso tém sido usados para
investigar questdes de aprendizagem dos alunos bem como do conhecimento

e das praticas profissionais de professores, programas de formacao inicial e
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continua de professores, projetos de inovagédo curricular, novos curriculos,
etc. (Ponte, 2006, p. 3).

Por estudo de caso no ambito de pesquisas sobre aprendizagem matematica,
consideramos a definicdo usada por Ponte (2006, p.7), como sendo “uma investigacéo
de natureza empirica. Baseia-se fortemente em trabalho de campo ou em analise
documental. Estuda uma dada entidade no seu contexto real”.

N&o necessariamente, mas preferencialmente, uma pesquisa do tipo estudo de
caso busca desenvolver, segundo Ponte (2016, p. 8) “um profundo alcance analitico,
interrogando a situacao, confrontando-a com outras situacfes ja conhecidas e com as
teorias existentes. Pode assim ajudar a gerar novas teorias e novas questdes para
futura investigagao”. Contribuir para o debate no campo da Educacdo Matemaética, a
partir de uma experiéncia particular, mas estabelecendo vinculos com a
fundamentacéo tedrica estabelecida, determina nossa op¢ao metodoldgica.

A escolha por tal metodologia, ainda, se fundamenta em aspectos do uso de
tecnologias na educacdo mateméatica que serdo explorados a partir dos referenciais
tedricos da pesquisa. A saber, 0s registros de representacdo semidtica e, em especial,
registros dinamicos, assim como a andlise das imagens conceituais que estariam
sendo formadas pelos estudantes durante desenvolvimento de novas habilidades e
conhecimentos matematicos. Avaliamos que a analise destes aspectos cognitivos da
aprendizagem matematica pode ser melhor desenvolvida num trabalho de campo com

forte carater documental e analitico, caracteristicos do estudo de caso.

3.2 Sequéncia didatica

Na aula imediatamente anterior a implementacédo da sequéncia didatica, os
estudantes fizeram pequenas atividades orientadas e outras acdes de livre
manipulacdo, além de terem acompanhado a apresentacédo, por parte do professor,
de como proceder para fazer uso da ferramenta controle deslizante. A opcao de
realizar este momento anterior ao inicio efetivo da sequéncia se justifica pelo fato de
os estudantes ndo conhecerem este comando do software. E, para tirar maior proveito

da proposta de atividades para o inicio do experimento, optamos por proporcionar a
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familiarizacdo dos estudantes com essa ferramenta do GeoGebra — a qual seré
apresentada a sequir.

Nesta secdo descreveremos as atividades que compdem a sequéncia didatica
implementada, bem como as correspondentes acdes didaticas. As atividades serdo
agrupadas em Momentos — numerados de 1 a 5 —, de acordo com o tema em estudo.
Os Momentos se caracterizam por diferentes acbes didaticas, sempre visando a
aprendizagem do tema em questdo. Estas acOes didaticas sdo caracterizadas a
seqguir.

- O trabalho referente a um dado tema inicia com a realizac&o de atividades de
cunho exploratério, que fazem uso de arquivos GeoGebra construidos previamente
pelo professor. O objetivo € provocar, ainda de forma intuitiva, a formacao de primeiras
ideias sobre o assunto.

- Segue-se entdo a acao didatica que propde a realizacdo de atividades que
exigem pensamento generalizador, aqui com a producdo de construcdes pelos
estudantes ou exploracdo de outros arquivos. Estas atividades possuem maior grau
de complexidade; os estudantes, junto a seus pares, devem encontrar solucdes para
as perguntas que conduzem a compreensédo de determinados conceitos. Nesta fase
o professor busca ter interferéncia minima, tratando de responder as perguntas dos
estudantes com novos gquestionamentos e provocagoes.

- A terceira acdo didatica é marcada pela sistematizacdo e formalizacédo de
ideias. O professor tem um importante papel e geralmente faz uso do teldo; ele busca
incentivar os alunos para que apresentem suas conclusdes quanto a conceito
aprendido e as propriedades observadas e para que explicitem suas davidas. Sempre
fazendo o uso de algum arquivo GeoGebra, o professor estimula a discusséo para
gue desta forma se finalize o tema do Momento, na medida do possivel, com a
formacao de imagens conceituais corretas.

Nem todos os Momentos de Aprendizagem possuem as trés acfes didaticas,
gue variam conforme as intencionalidades particulares de cada Momento. O Quadro
1 apresenta os contetudos desenvolvidos ao longo do experimento, as atividades

propostas e as acoes didaticas necessarias em cada Momento de Aprendizagem.

MOMENTOS DE APRENDIZAGEM
CONTEUDOS ATIVIDADES ACOES DIDATICAS
Momento 1: Coordenadas de | Atividades do tipo “Numeros | Utilizagdo de controle
pontos no plano. comandando pontos”, com a | deslizantes para a criagdo de
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construcdo de figuras a partir de
pontos dindmicos.

pontos que, variando conforme
0 ndmero do controle
deslizante, geram figuras. As
acGes variam de exploracdo
intuitiva a  utilizacdo de
pensamento generalizador.
Devem ser criadas estratégias
visando produzir os efeitos
necessarios para as figuras,
utilizando a todo momento o
conceito de coordenadas de
pontos e a conversdo entre
registro algébrico e grafico.

Momento 2: Equacdes de retas
em casos particulares: retas
verticais, retas horizontais,
retas na forma “y = ax” (sem
fazer mencdo ao coeficiente
angular).

Atividades de exploragdo de
figuras dindmicas construidas
com controle deslizante, nas
guais um ponto da origem a
uma linha reta, dando
significado primitivo a equagéo
da reta como “uma expressao
gue caracteriza 0s pontos que
pertencem a reta”.

As acbes sdo do tipo
exploragdo intuitiva, visando
formar as primeiras ideias a
respeito de equacdes de retas.
O dinamismo do software é
utilizado para produzir o efeito

de linha reta a partir de
controles deslizantes, e o
objetivo é obter de modo
incipiente a expressao

algébrica que caracteriza retas
em casos particulares.

Momento 3: Significado do
coeficiente angular e equacdes
de retas na forma “y = ax’,
significado do coeficiente linear
e equagdes de retas na forma “y
=x+b”, e equagdes de retas na
forma “y = ax + b”.

Atividades sequenciais,
utilizando arquivos dinamicos e
construcdo de arquivos com
conversbes entre registros
algébricos e registros graficos,
para identificacdo dos
significados de  coeficiente
angular e de coeficiente linear,
culminando na equacao de reta
na forma y = ax + b, e a
obtencao de equagdes de retas
dados dois pontos.

As primeiras acdes sdo de
generalizagdo de ideias sobre
coeficiente angular, passando
para acfes de sistematizacéo e
formalizacdo das ideias a partir
do uso de registros dinamicos.
A seguir, tem-se a¢bes em trés
etapas — exploragdo intuitiva,
generalizagéo e sistematiza¢éo
— para o conceito de coeficiente
linear.

As Ultimas ac¢bBes sdo de
sistematizacdo de conceitos
relativos a retas com equacdes
na forma “y = ax + b”, em
discussdo coletiva conduzida
pelo professor.

Momento 4: Posicdes relativas
entre retas: retas paralelas e
retas perpendiculares.

Atividades sequenciais,
utilizando arquivos dindmicos e
construcdo de arquivos com
conversbes entre registros
algébricos e registros graficos,
para a identificagdo dos
atributos analiticos que
caracterizam retas paralelas e
retas perpendiculares, e a
obtencdo de retas paralelas e
retas perpendiculares a uma
reta dada.

Para retas paralelas, as
primeiras acdes sdo de
exploracdo intuitiva em figuras
dindmicas. Com as mesmas
figuras, a partir da manipulacéo,
tem-se a (generalizacdo e
sistematizacéo de ideias.

Para retas perpendiculares, a
exploracéo intuitiva é feita para
casos particulares. A seguir,
figuras dindmicas ddo suporte
para as acfes de generalizacdo
e sistematizacdo de ideias.

Momento 5: Vetores no plano,
ortogonalidade de vetores e
equacdes de retas na forma “Ax
+ By + C = 0” via vetor normal.

Atividades sequenciais
conceituando vetores no plano
e a obtencdo da relacdo que
caracteriza a ortogonalidade de
vetores através de conversdes

As primeiras acBes sdo de
exploracao intuitiva do conceito
de vetor através da
manipulacao de figuras
din@micas. A seguir, 0 conceito
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entre registros din&micos e
registros algébricos e
tratamentos nos dois tipos de
registros.

Apés, exploracdo de arquivo
dindmico e tratamentos
algébricos obtendo a equacéo
de uma reta via vetor normal.
Ao final, tem-se atividades de
verificacdo de aprendizagem,
com a construcao de retas dado
o vetor normal, através de
conversbes entre registros
graficos e algébricos.

€ sistematizado em discusséo
coletiva conduzida pelo
professor.

A seguir, tem-se atividades de
exploracdo intuitiva, seguidas
de atividades de generalizacao
de ideias, sobre ortogonalidade
de vetores, através de registros
dindmicos e conversdes para
registro algébrico.

Na sequéncia, acbes de
sistematizacéo de ideias para a
obtencédo da equacdo na forma
“Ax + By + C = 0” via vetor

normal, em discussao coletiva
conduzida pelo professor.

Quadro 1 — Conteudos, atividades e a¢bes didaticas dos Momentos. Acervo pessoal.

Tem-se ao longo dos diferentes momentos, dois tipos de intervencdo do
professor. O primeiro tipo ocorre quando os alunos, organizados em grupos, exploram
o tema e tratam de resolver as atividades propostas; aqui a agao do professor tem o
intuito de verificar o desenvolvimento das atividades e ele circula pela sala registrando
anotacdes no diario de bordo, capturando imagens ou videos, e, simultaneamente
troca ideias com os estudantes sobre as atividades, mas sem fornecer respostas.

O segundo tipo de intervencao do professor é apds os alunos terem feito as
atividades que provocam a generalizacdo de ideias e a construcdo de arquivos
relativos as resolucbes das questdes propostas. E a etapa de sistematizacdo das
exploracdes feitas pelos alunos, intencionalmente, de forma bastante independente.
Julgamos necesséria esta acdo docente, mais propositiva e de formalizacédo, pois é
agui que o professor discute com os alunos os equivocos que podem comprometer a
adequada construcao de imagens conceituais.

Evidentemente, ndo se trata de situacdo de mera exposicao feita pelo
professor; os alunos sao incentivados a participar e atuar ativamente, trazendo suas
conclusBes sobre os conceitos: E com a manipulagdo de arquivos construidos
previamente — professor junto a tela de computador, e alunos nos seus dispositivos —
acompanhada de discusséao coletiva que é finalizado o tema do Momento.

A respeito dos arquivos “construidos previamente”, uma expressao a ser usada
na descricdo de algumas atividades: tal expressao indica que a atividade consiste em

explorar um arquivo GeoGebra ja construido pelo professor. Ou seja, a figura dindmica
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pronta na tela do computador possui atributos de forma a evidenciar aspectos do
objeto de estudo.
A seguir detalhamos as atividades dos cinco Momentos que constituem a

sequéncia didatica.
3.2.1 Momento 1

Este momento, com duragcdo de duas horas-aula, é planejado objetivando a
compreensao da representacdo de pontos no plano a partir da conversédo entre
registros algébricos (par ordenado) e graficos (representacéo no plano cartesiano). No
caso dos alunos da nossa sequéncia didatica, o conceito de par ordenado ja é
conhecido. Além de ter sido abordado no estudo de funcdes, no Primeiro Ano do
Ensino Médio, também foi usado durante a aprendizagem de fun¢fes trigonométricas,
no Segundo Ano do Ensino Médio, ocasido em que fui professor da turma. Na época,
foi enfatizado o caréater de localizacdo que o par ordenado de nimeros reais fornece
a um ponto no plano, bem como a conversdo entre o registro algébrico e o registro
grafico.

As atividades do Momento 1 propdem aos alunos uma série de construcdes do
tipo numeros comandando pontos, a partir da criacdo de controles deslizantes. Este é
um recurso disponivel no menu de constru¢cdes do GeoGebra (Figura 13), a ser
apresentado aos alunos. De forma breve apresentamos este recurso, fazendo uso de

uma sequéncia de imagens da tela do GeoGebra.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Intervalo  Controle Deslizante  Animaco V

min: -5 max: |5 Incremento:

oK Cancelar

Entrada:

Figura 13 — O recurso controle deslizante do software GeoGebra. Acervo pessoal.
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O controle deslizante € um ndmero (pode ser um &angulo ou um ndamero
estritamente inteiro, mas ndo nos aprofundaremos nessa distingdo). Seu uso é
realizado da seguinte forma: uma vez criado o controle deslizante, podemos criar
objetos que s&o controlados por este numero. Estes objetos podem ser diversos:
pontos, fungdes, segmentos com medida especifica, circulo cujo raio € uma medida
especifica, conforme a intencionalidade da construcédo. Por exemplo, se o controle
deslizante for denominado a, se construirmos o ponto (a, 2), este ponto terd sua
abscissa numericamente igual ao valor a; se o numero a for alterado, o ponto (a, 2)
tem suas coordenadas — e sua representacdo no plano - atualizadas
automaticamente.

A segquir, deve ser criado um ponto no plano, de modo que uma de suas

coordenadas seja determinada pelo nimero a do controle deslizante (Figura 14).
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Arquivo Editar Exibir Opchies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A Y . re i 5 | a=2
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€ Redefinir X
° Ponto A

(a,2) a

Propriedades 0K Cancelar Aplicar

Entrada

Figura 14 — Ponto controlado por um nimero. Acervo pessoal.

Ainda, podemos ativar a funcao habilitar rastro, que revela o percurso de um
objeto que varia de acordo com um numero, ou seja, mostra a sucessao de posi¢cdes
no plano ocupadas pelo objeto, cuja definicdo € estabelecida a partir do niamero
definido pelo controle deslizante.

Modificando o valor do controle deslizante, observa-se o que ocorre com 0
ponto. (Figura 15). A intencd@o é criar uma linha reta com determinada “medida”, a

partir de um ponto dinamico controlado por um namero que varia.
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Figura 15 — Funcéo habilitar rastro. Acervo pessoal.

E neste espirito de construcéo de segmentos a partir de pontos controlando por
ndameros que os estudantes devem reproduzir as diferentes imagens da Figura 16,
que ficou disponivel no teldo durante a toda realizagéo deste Momento. N&do sdo dados
os tamanhos dos lados das figuras e a proporgcao entre eles, decisdo a ser tomada

pelos estudantes, o que ja constitui parte de estratégia de resolucéao.

Utilizando controles deslizantes, realize cada uma das construgées sugeridas a partir das imagens abaixo.

Figura 16 — Atividades 1, 2, 3, 4 e 5 do Momento 1. Acervo pessoal.

Esta atividade provoca o uso do dinamismo do software. Ainda, o seu
dinamismo permite construcdo de pontos em variadas posi¢cdes no plano cartesiano,
abrangendo situa¢cdes que geralmente geram davidas nos estudantes — pontos sobre
0 eixo OX? pontos sobre o eixo OY? ordem das coordenadas do par ordenado?
coordenadas com sinais negativos? entre outras davidas.

Para melhor compreenséo da atividade proposta, vamos detalhar a construcéo
da terceira imagem, a de cor azul. Como € um poligono com oito lados, séo
necessarios oito pontos a serem comandados por um unico controle deslizante (Figura
17).
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Figura 17 — Controle deslizante para a Atividade 3. Acervo pessoal.

Escolhemos o numero variando entre 0 e 4 para permitir a construgdo de um
lado com medida 4, cinco lados com medida 2 e dois lados com medida 1, seguindo
a proporcao que sugere a imagem orientadora da atividade. A Figura 18 ilustra a

construcdo que a ser realizada.

Figura 18 — Construcao por etapas da figura da Atividade 3 do Momento 1. Acervo pessoal.

Inicialmente, construiremos o lado a;,. Como este lado € horizontal e com

medida 4, construiremos um ponto dinamico de coordenadas (a, 0), de modo que a
abscissa varie de 0 a 4 e a ordenada fique estatica. Assim, temos o inicio da

construcdo, conforme a Figura 19.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.

Entrada;

Figura 19 — Construcao do primeiro lado da figura da Atividade 3 do Momento 1. Acervo pessoal.
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A seguir, construiremos o lado a, a partir de um ponto dinamico com

coordenadas (4, a/2), de modo que a abscissa seja estatica (e igual a 4, para encontrar
o lado ai) e que a ordenada tenha medida 2 — pois com a variando de 0 a 4, a/2 varia

de 0/2 a 4/2. A Figura 20 ilustra o resultado obtido.

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

Entrada

Figura 20 — Construcdo do segundo lado da figura da Atividade 3 do Momento 1. Acervo pessoal.

A seguir, devemos construir o lado a;, com medida 1, e consecutivo ao lado az.

Para tanto, construiremos um ponto dindmico com coordenadas (4 — a/4, 2), de modo
gue a abscissa varie entre 3 e 4, pois com a variando entre 0 e 4 temos que 4 — a/4

varia de 4 a 3, e que a ordenada fique estatica e igual a 2. Fazendo isto, obtemos a

imagem ilustrada a seguir (Figura 21).
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Entrada:

Figura 21 — Construcao do terceiro lado da figura da Atividade 3 do Momento 1. Acervo pessoal.

As construcdes dos demais lados da figura segue a légica das construcdes

anteriores. Evidentemente, ndo ha forma Unica de realizar cada uma das partes que
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compde a figura. Como ilustracdo desta afirmacdo, o lado as poderia ter sido
construido utilizando um ponto de coordenadas (3 + a/4, 2), pois a abscissa também
iria variar entre 3 e 4, conforme desejado.

A expectativa com a resolucdo das atividades é que o0s estudantes
desenvolvam um raciocinio generalizador que relacione com clareza pontos as suas
coordenadas, no sentido de compreender o caréater algébrico, suas coordenadas, e
grafico, sua representacdo no plano. Neste Momento, as acdes didaticas se
caracterizam por construcéo de total autoria dos estudantes, pois sao eles que devem
criar os numeros — controles deslizantes — e 0s pontos controlados por eles, e devem
fazé-lo com a intencionalidade de provocar o efeito geométrico solicitado pela tarefa.

Ainda, as acbes dos estudantes neste Momento incluem sucessivas
conversdes entre registros algébricos e geométricos. Devem ser criados pontos com
coordenadas que, alteradas por um namero variavel, realizem o desenho desejado.
Avaliamos que se trata de um conjunto de ac¢des de alto grau de complexidade quanto

a conversao entre registros.

3.2.2 Momento 2

O Momento 2, com duracdo de duas horas-aula, € o inicio do estudo da
equacao da reta “y = ax” no plano cartesiano. Sao seis atividades evoluindo quanto a
complexidade, que tratam de caracterizar a reta como “um conjunto de pontos do
plano, dados por pares ordenados de numeros, com certa caracteristica”.

Este Momento tem como objetivo elabora¢éo do conceito de coeficiente angular
de modo bastante exploratorio, empirico e ainda sem formalizagdo explicita. Em
outras palavras, trata da primeira das trés etapas que compunham, de um modo geral,
0S N0ssos conjuntos de atividades: a exploracdo intuitiva por parte dos estudantes,
fazendo uso do dinamismo do software e dando inicio a formagéo de suas primeiras
conjecturas sobre o tema e, consequentemente, iniciando a formagéo das imagens
conceituais das noc¢des sob estudo.

Nas Atividades 1 e 2, ao manipular o controle deslizante, os alunos devem
observar que o ponto A desenha linhas horizontais e verticais (Figuras 22 e 23). A

pergunta colocada para os alunos é:
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Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo ponto

A?

MOVA

Como vocé poderia caractarizar o conjunto de pontos assumidos palo ponto A7

1 [ 1 2 3 3 5 [ 7 [ 1] 10 n [H

MOVA
=

Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pentos assumidos pelo ponto A?

Figura 22 — Atividade 1 do Momento 2. Acervo pessoal.

MOVA

Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo ponto B?

MOVA

Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontes assumidos pelo ponto B?

Figura 23 — Atividade 2 do Momento 2. Acervo pessoal.

Espera-se como respostas, no caso da linha horizontal: “pontos com y igual a

3” ou, entdo, a equacao da reta “y = 3”. Esta exploracgao intuitiva prepara para a ideia

generalizadora de equacgdo de reta horizontal “y = constante”. No caso da linha

vertical, espera-se: “pontos com x igual a 2” ou, entédo, a equagao da reta “x = 2”. De

forma analoga, esta exploracédo intuitiva prepara para a ideia generalizadora de

equacao de reta vertical “x = constante”.

Nas quatro atividades seguintes (3,4,5 e 6), de forma similar os alunos devem

observar o desenho produzido pelo ponto A ao manipular o controle deslizante.

Novamente, a pergunta colocada é:

Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo ponto

A?
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As Figuras 24, 25, 26 e 27 ilustram as linhas a serem observadas.

MOVA i MOVA

- ——

- 6
Comb votd podaia caracterizar o coninto da panios Essumidos palo ponts G7 Como vocé poderia caractenzar o conjunto de pontos assumidos pelo ponto D?

Figura 24 — Atividade 3 do Momento 2. Acervo | Figura 25 — Atividade 4 do Momento 2. Acervo
pessoal. pessoal.

¢ MOVA MOVA
. ! ! I

Como vocé poderia caracterizar o conjunte de pontos assumides pelo ponto £7
5 Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo pente F?

. . . . - ! . . . — 3 2 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10 1
1 l“- 1 ] H § 5 & H 1] H 0 1
-
2
i .

Figura 26 — Atividade 5 do Momento 2. Acervo | Figura 27 — Atividade 6 do Momento 2. Acervo
pessoal. pessoal.

Na Atividade 3 (Figura 24) tem-se uma reta muito particular e espera-se que 0s
estudantes, durante a acdo de exploracdo intuitiva, possam concluir que todos os
pontos gerados tém como caracteristica “ordenada igual a abscissa” ou, ainda, “y =
X"

Da mesma forma, na Atividade 4 (Figura 25) ainda se tem uma reta um tanto
particular. Espera-se que aqui os estudantes possam responder de forma similar
“ordenada igual ao oposto da abscissa” ou, ainda, “y = - x".

Na Atividade 5 (Figura 26) observa-se uma reta de tipo similar aquela da
Atividade 3, mas com inclinacdo diferente. Espera-se que os estudantes, durante a
acdo de exploracdo intuitiva, possam constatar que todos os pontos gerados tém
como caracteristica “ordenada igual ao dobro da abscissa” ou, ainda, “y = 2x”. Na
Atividade 6 (Figura 27) ainda se tem uma reta do tipo crescente, e a agora a resposta

dos alunos seria a equagao “y = x/3”.
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Este Momento é marcado por acdes didaticas caracterizadas por exploracao
intuitiva de arquivos construidos previamente (com a existéncia do ponto dinamico e
do controle deslizante que o altera). Portanto, cabe aos estudantes observar os
registros dinamicos — o0 que inclui a sequéncia de tratamentos no registro dinamico —
e, a partir desta observacdo, comecar a formar as primeiras no¢des sobre 0 assunto
sob estudo.

A sequéncia das atividades propostas até aqui objetiva que os estudantes
comecem a formar ideias generalizadoras para retas na forma “y = ax”. Nossa
hipétese é de que a variedade de situacbes propostas e o0 aspecto visual da
construgéo, proporcionado pelo dinamismo do software, permita aos estudantes
conjecturar que retas com diferentes inclinacdes seréo descritas algebricamente (ou
em lingua natural, se for o caso) de modo analogo.

Ainda, destacamos o papel do dinamismo do GeoGebra como facilitador da
conversao entre registros gréficos — a linha reta desenhada no plano — e registros

algébricos — a expressao que caracteriza 0s pontos que pertencem a essa linha reta.

3.3.3 Momento 3

Neste Momento de Aprendizagem, com duas horas-aula de duracéo, o conceito
de equacdo de reta no plano cartesiano é entendido e definido com maior
generalidade e rigor. A Atividade 1 € sobre a equacao generalizadora “y = ax” e visa
a compreensdo do conceito de coeficiente angular. Depois, € realizado o estudo de
retas com equacéao “y = x + b”. Ao final do momento, os estudantes identificam o
significado dos coeficientes angular e linear para retas na forma “y = ax + b”, com a
sistematizacdo dos conceitos.

A Atividade 1 (Figura 28) pede que os alunos agora escrevam as equacgoes de
uma familia de retas que passam pela origem do sistema de coordenadas; ou seja,
trata-se de conversao de registro geometrico para registro algébrico, porém agora na
representacao algébrica dada pela equacgao. A atividade, dada através de arquivo no

GeoGebra, diz:

Determine as equacfes que geram a composicdo indicada na figura abaixo.

Feita a construcao, construa pontos dinamicos sobre as retas.
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/

Usando equacgées faca a composigéo indicada na figura abaixo
Feita a construgéo, construa pontos dindmicos sobre as retas

Figura 28 — Atividade 1 do Momento 3. Acervo pessoal.

Os alunos devem identificar a inclinacdo de cada uma das quatro retas e
escrever suas equacgdes na forma “y = ax” (sdo as equacdbesy =X, y=-X,y=2xey =
x/2). O objetivo é, portanto, realizar a conversao de registro grafico para algébrico,
contribuindo para a formacdo da imagem conceitual de coeficiente angular. O
dinamismo do software é explorado, especialmente, na construcdo de pontos
dindmicos, cujas coordenadas variam de acordo com certa propriedade — por
exemplo, para a reta “y = 2x” o ponto dindmico tem coordenadas (k, 2k). Esta
caracteristica quanto as coordenadas do ponto dinAmico seré incentivada, caso nao
ocorra com naturalidade

Na Atividade 2 (Figura 29), os alunos manipulam uma constru¢éo previamente
feita pelo professor no GeoGebra. A atividade constitui a etapa de discussao coletiva
na qual o objetivo é atribuir significado ao coeficiente ‘a’ na equacao da reta y = ax.

N&o h& enunciado explicito para a atividade, que € explorada por professor e alunos.

coeficiente angular

Figura 29 — Atividade 2 do Momento 3. Acervo pessoal.
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Apbs a exploracgédo feita pelos alunos, tem-se a acdo didatica de sistematizacao
e formalizacdo. O professor usa o teldo e, em discussdo com os alunos, manipula
inicialmente o controle deslizante, enquanto os alunos fazem o mesmo nos seus
laptops e tablets. E o momento de formalizac&do do conceito de coeficiente angular. A
Figura 30 representa uma sequéncia de possibilidades conforme é manipulado o

arquivo.

4 coeficiente angular 4
coefigiente angular coeficiente angular

= 3
a=x3 3 p=1 a=34 3

-2

Figura 30 — Sequéncia de imagens da manipulacdo na Atividade 2 do Momento 3. Acervo pessoal.

A manipulagéo do controle deslizante muda a inclinagéo da reta: a informacao
da inclinacdo esta no ponto (1, a), destacado em azul, que determina um muito
particular triangulo retangulo associado a reta. Para todas as retas sempre o triangulo
tem cateto no eixo OX medindo 1 e o cateto paralelo ao eixo OY medindo a.

Depois o professor, junto com os alunos, aplica movimento no ponto vermelho
sobre determinada reta. O objetivo € observar que existe propor¢cdo entre 0S
“triangulos retangulos” determinados por diferentes pontos de uma mesma reta,
obtidos a partir da manipulagéo do ponto vermelho em destaque (Figura 31). A malha
quadriculada contribui para o entendimento.

@ I . . . P it e e 4

5 59— ————
coeficiente angular coeficiente angular - i /

5
B . cosficiente angula /

3 2 4 / o 1

Figura 31 — Segunda sequéncia de imagens. Acervo pessoal.
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Esta semelhanca de triangulos prepara para a compreensao de que “para todos
0s pontos de uma mesma reta, tem-se uma razdo constante entre variagdes de
ordenadas e abcissas”. Esta estratégia € importante para a obtengao da equacéao de
uma reta dados dois pontos, acdo que sera realizada na atividade a seguir.

Na Atividade 3 (Figura 32) os alunos sao provocados a construir retas a partir
de suas equacdes, dados dois de seus pontos. A atividade, disponibilizada via arquivo
do GeoGebra, diz:

a) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (0,0) e

(8, 24).

b) Construa, a partir da sua equacgéo, a reta que passa pelos pontos (0,0) e
(36, 27).

¢) Construa, a partir da sua equagéo, a reta que passa pelos pontos (0,0) e (-
30, 45).

a) Construa, a partir da sua equacgéo, a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (8, 24)

b) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (36, 27)

c) Construa, a partir da sua equacao, a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (-30, -45)

Figura 32 — Atividade 3 do Momento 3. Acervo pessoal.

A formalizagdo do conceito de coeficiente angular, realizada na atividade
anterior, contribui para a realizacao desta atividade. Os estudantes precisam observar
a proporgao da variagcao entre abscissas e ordenadas e, a partir desta proporcgao,
determinar o coeficiente angular. Os pontos escolhidos tém coordenadas com valores
numeéricos “grandes” exigindo a utilizagdo na nogao de proporcionalidade.

Na Atividade 4 o objetivo € a compreenséo do significado de coeficiente linear.
Os alunos recebem um arquivo GeoGebra com um feixe de retas paralelas, uma delas

passando pela origem (Figura 33), com a seguinte orientag&o:

a) Determinar as equacgfes que geram a composicdo indicada na figura
abaixo. Feita a construcéo, construa pontos dindmicos sobre as retas.
b) Determinar uma equacdo com o uso do recurso ‘controle deslizante’

gerando a composicao indicada na figura.
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a) Usando equacdes faca a composicéo indicada na figura abaixe.
-2 Feita a construgéo, construa pontos dindmicos sobre as retas

-3 b) Usando equagdes e o recurso 'controle deslizante’,
faca a composicéo indicada na figura

Figura 33 — Atividade 4 do Momento 3. Acervo pessoal.

A construcao das retas a partir de suas equacfes tem como objetivo mostrar
gue as retas, por serem paralelas, ttm o mesmo coeficiente angular. Neste feixe de
retas os alunos devem identificar translacées da reta de equacdo “y = x”, ou seja,
devem identificar as relacBes algébricas “ordenada igual a abscissa mais um”,
“ordenada igual a abscissa menos 27, etc., e obter as equagdes na forma “y = x + 17,
‘v =x—2", etc. A atividade provoca a exploracao intuitiva por parte dos estudantes —
é de forma experimental que trabalham com conceito de coeficiente linear.

J& a construcdo por meio de controle deslizante tem o intuito de, através do
dinamismo do software, mostrar que essa familia de retas difere apenas por certo
valor. Espera-se que 0s alunos, por si proprios, concluam que o valor coincide com a
ordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo OY. Portanto, esta segunda etapa
constitui a etapa de generalizacéo das ideias.

Na sequéncia, o professor conduz a acéo didatica de sistematizar e formalizar
o conceito de coeficiente linear. O arquivo, previamente construido pelo professor, tem
um controle deslizante que, ao ser manipulado, da origem ao mesmo feixe de retas
da atividade anterior. O professor usando o teldo e os estudantes utilizando os seus

dispositivos exploram a construcéo (Figura 34) a estabelecem a troca de ideias.
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Figura 34 — Sistematizacdo do conceito de coeficiente linear. Acervo pessoal.

A partir da discussdo coletiva, o coeficiente b da equacédo “v = x + b” é
identificado como sendo o coeficiente linear da reta e € igual a ordenada do ponto em
gue a reta intercepta o eixo OY.

A Atividade 5 (Figura 35) pede a construcao de retas conhecendo-se dois de

seus pontos. Diz o enunciado da atividade, disponibilizado via arquivo GeoGebra:

a) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (0, 3) e
(11, 36).
b) Construa, a partir da sua equagéo, a reta que passa pelos pontos (0, 2) e
(30, -13).
¢) Construa, a partir da sua equacao, a reta que passa pelos pontos (-4, 1) e
(29, 45).

a) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (0, 3) e (11, 26).
b) Construa, a partir da sua equacdo, a reta que passa pelos pontas (0, 2) e (30,-13)

c) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (-4, 1) e (29, 45).

1} 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12

Figura 35 — Atividade 5 do Momento 3. Acervo pessoal.

Os estudantes devem identificar os coeficientes angular e linear e, entéo,
escrever a equacao da reta. Aqui, sao utilizados os conceitos estudados ao longo das
atividades anteriores iniciando o estudo do caso geral de retas na forma “y = ax + b”.

Nos trés itens, o coeficiente angular deve ser obtido seguindo a estratégia utilizada na
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Atividade 2 deste Momento. Nos itens (a) e (b) o coeficiente linear € dado a partir dos
pontos na forma (0, b).

O item (c) tem a exigéncia de etapas de resolucdo algébrica — tratamentos
sobre o registro algébrico — para se obter o coeficiente linear. Ele deve ser obtido a
partir do uso do coeficiente angular, determinado inicialmente, na variagcado entre o
ponto (-4, 1) conhecido e o ponto (0, b) que se deseja determinar.

A Atividade 6 do Momento 3 (Figura 36) sistematiza e formaliza a equacao da
reta na sua forma reduzida “y = ax + b”. Faz uso de um arquivo GeoGebra construido
previamente, com dois controles deslizantes. Nado ha enunciado, pois se trata de

momento coletivo em que o professor atua junto ao teldo.

a=2 7
e

coeficiente angular 6

I

coeficiente linear

Figura 36 — Atividade 6 do Momento 3. Acervo pessoal.

Esta € a acdo didatica que constitui uma discussdo coletiva: o professor
manipula os controles, os alunos fazem o mesmo em seus dispositivos e se
manifestam sobre o que esta sendo observado na representacdo dinamica. Os
controles deslizantes, quando manipulados, mostram um registro dinamico que pode
ajudar os alunos na formacao de imagem conceitual adequada para os coeficientes a
e b da equagéo “y=ax + b”.

Podemos resumir a proposta de trabalho para o Momento 3 da seguinte forma:
entendimento do conceito de coeficiente angular; entendimento do conceito de
coeficiente linear; equagao de reta na forma “y = ax + b”. Para os dois primeiros
objetivos, séo realizadas as ac¢des didaticas de exploracao intuitiva, generalizacéo de
ideias e sistematizacao do conceito. Para o terceiro, temos a realizacao de atividades
cldssicas da geometria analitica, seguida da sistematizacdo do conceito a partir de

discussao coletiva.
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3.3.4 Momento 4

O Momento 4, composto por duas horas-aula, tem como assunto as posicoes
relativas entre retas no plano cartesiano. A Atividade 1 trata de retas paralelas e &
realizada a partir da manipulagéo de arquivo construido previamente no GeoGebra
(Figura 37). Tem-se na tela um triangulo retangulo destacado nas retas r e s,
inicialmente sobrepostas. E o triangulo retdngulo como visto na dltima atividade do
Momento 3. Tem-se, ainda, um controle deslizante que ao ser manipulado modifica a
reta s a partir de translacdes verticais (Figura 38). O objetivo € que o dinamismo do
software mostre que a familia de retas paralelas gerada possui 0 mesmo coeficiente
angular, dado que os triangulos retangulos destacados sdo congruentes. Diz o

enunciado da atividade:

1) Qual a equacéo (ha formay = ax + b) da reta r?
2) Mova o controle deslizante b e observe a reta s, paralela a reta r. Que
caracteristica analitica vocé observa?

3) Qual a equacédo (na formay = ax + b) da reta s?

b=

1) Qual & equagso (na forma y = a +b) da retar?

Resposta

2) Mova o controle desizants o' e absarve a retas, pacalela a reta ¢
# Que ceracteristica analtica vocd observa?

Resposta

b=3
—

1) Qual 2 equaggo (naformay = ax +b) da reta 17

desiizanta 'b' 8 observa & rata s, paralela  retar
istica analtica vocé observa?

3) Qual a equagéo (na formay = ax +b) da reta 57

3) Qual a cquagéo (nafommay = & +b) da rela 7 Resposta?

Resposta

EYAE] [ 7 3 [ 3 [] 7 [] 5 0 IS 3
3 : E § 7 [] i " 13 /

Figura 37 — Atividade 1 do Momento 4. Acervo Figura 38 — Manipulacéo da figura da
pessoal. Atividade 1 do Momento 4. Acervo pessoal.

Esta atividade contempla duas etapas da formacdo da imagem conceitual
relativa ao conceito de retas paralelas: exploracdo intuitiva e generalizacdo de ideias.
A resposta esperada para o primeiro questionamento é: “y = 2x + 3". Para o segundo
guestionamento, temos a realizacdo de tratamentos no registro dinamico, pois cada
figura gerada durante a manipulacdo contribui para a compreensdo do conceito. A

resposta esperada é “as retas possuem mesmo coeficiente angular”, ou alguma

sentenca similar. Finalmente, para o item (3), espera-se que a resposta seja “y = 2x +
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b”, possibilitando que os estudantes compreendam que esta equagao determina um
feixe de retas paralelas com coeficiente angular igual a 2.

A Atividade 2 (Figura 39) tem como o0 objetivo a sistematizacdo das ideias —
pede que seja feita a construcéo de uma reta paralela a uma reta dada, passando por

um ponto externo a reta dada. Diz o enunciado, disponibilizado via arquivo GeoGebra:

Construir, a partir de sua equagao, a reta que é paralela a reta r e passa pelo
ponto dado, em cada caso:

a) (0, 0)

b) (1, 3)

4 Construir, a partir da equagéo, a reta s que é paralela & retar e passa pelo ponto:
a)(00)
b)(13)

Figura 39 — Atividade 2 do Momento 4. Acervo pessoal.

Os alunos devem identificar que o atributo “coeficiente angular igual” é
suficiente para que se tenha o paralelismo entre retas. A resolucéo da atividade exige
a obtencao do coeficiente angular da reta r a partir da sua representacéo grafica —
uma conversao de registro gréafico para algébrico. Depois, em cada um dos itens, sao
necessarios tratamentos algébricos, para obter a equacdo da reta s dado o seu
coeficiente angular (igual ao de r) e um de seus pontos.

A Atividade 3 (Figura 40) introduz a situacao de retas perpendiculares. Por se
tratar de um conceito mais complexo do que o anterior, aqui a exploracéo intuitiva
parte do caso particular para, depois, tratar de generalizagbes. Diz o enunciado,

disponibilizado via arquivo GeoGebra:

Construir, a partir de sua equacao, a reta que é perpendicular a reta r e passa
pelo ponto, em cada caso:

a) (0, 0)

b) (2, 2)
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a partir da equagdo, areta s que & perpendicular & reta r no ponto:

Figura 40 — Atividade 3 do Momento 4. Acervo pessoal.

Aqui, propomos que o estudo comece com a reta r na forma “y = x”, pois se
trata de uma situacédo bastante simples para determinar que reta perpendicular tem
equacgao “y = - X’ e portanto seu coeficiente angular -1. Para a resolucéo do item (b),
é esperado que os alunos concluam, dado o coeficiente angular -1 e o ponto (2, 2),
gue a reta deve passar pelos pontos (1, 3), (0, 4), e assim sucessivamente, sendo o
ponto (0, 4) o relevante para a equacao.

Portanto, a resolucédo da atividade exige a obtencéo do coeficiente angular da
reta r em registro algébrico, a partir de uma dada reta em registro grafico. Como no
item (@) a reta passa pela origem, apenas no item (b) é necesséria a estratégia referida
acima.

A Atividade 4 (Figura 41) apresenta outra situagdo com uma reta r dada, agora

com coeficiente angular 2. O texto de orientagcdo é similar ao anterior:

Construir, a partir de sua equacao, a reta que € perpendicular a retar e passa
pelo ponto, em cada caso:

a) (0, 0)

b) (2, 4)

r Construir, a partir da equacéo, a reta s que ¢ perpendicular & reta r no ponto:
2 a)(00)
b)(24)

Figura 41 — Atividade 4 do Momento 4. Acervo pessoal.
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Como neste caso o coeficiente angular da reta r é igual a 2, os estudantes
precisam perceber que o coeficiente angular da reta s, em cada um dos itens, devera
ser -1/2. Temos a expectativa de que esta conclusdo néo seja imediata. Espera-se
gue a observacao de que o coeficiente angular da reta s deve ser negativo. Concluida
esta observacdo, acredita-se que o uso da malha quadriculada contribua para a
constatacdo de qual deve ser o coeficiente angular correto. Espera-se uma estratégia
do tipo “como na reta r a ordenada varia conforme o dobro da abscissa, na reta s a
ordenada deve variar conforme a metade, porém com sinal contrario”.

Para o item (b), espera-se que com o uso da malha e a obtencéao do coeficiente
angular -1/2 os estudantes observem que a reta deve passar pelo ponto (0, 5). Assim
como nas atividades anteriores, temos também aqui conversdes de registro grafico
para algébrico e tratamentos em registro algébrico.

Apbs a realizacao de exploracdes em casos particulares, o estudo do caso de
perpendicularidade entre retas passa a fase de generalizacdo e sistematizacdo de
ideias. Temos, entdo, a Atividade 5, na qual, os estudantes devem manipular um
controle deslizante em arquivo construido previamente (Figura 42) e responder

guestionamentos. Diz o enunciado, disponibilizado via arquivo GeoGebra:

1) Mova o controle deslizante a,, coeficiente angular da retar (azul), e observe
a configuracdo das retas r e s.

2) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) quando a = 3?
3) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) quando a, = - 0.5?

4) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) em funcdo de a ?

r .
a=2

-—

1) Mova o controle deslizante a, coeficiente angular da reta r (azul), e observe a configuracao das retasre s

2) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) quando & =37
Resposta:

3) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) quando ar:ro 57
Resposta

! 3) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) em funcéo de a.?
Resposta:

1

-2

a

Figura 42 — Atividade 5 do Momento 4. Acervo pessoal.
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A animacéo funciona da seguinte forma: & medida que o controle deslizante é
alterado, a reta r tem o coeficiente angular atualizado (graficamente), assim como a
reta s é atualizada (graficamente) para que a configuracdo de perpendicularidade se
mantenha. Espera-se que a partir da orientacdo do item (1) os estudantes observem
que as diversas configuracdes possiveis sempre apresentam as retas r e s
perpendiculares.

Os itens 2 e 3 questionam os estudantes sobre o coeficiente angular da reta s
em casos particulares da reta r — distintos daqueles das atividades anteriores. As
respostam esperadas séo, respectivamente, “y = - x/3” e “y = 2x”. Aqui, temos a etapa
de generalizagao de ideias, pois 0 movimento da figura proporciona a visualiza¢ao da
propriedade sob estudo.

ApoOs a exploracao intuitiva das atividades anteriores e o efeito produzido a
partir do controle deslizante — provocando transformacdes no registro dinamico —, 0os
estudantes respondem ao ultimo questionamento. Esperamos, como resposta, a

identidade “a; = -1/a,” ou alguma equivalente. Aqui, se tem a sistematizagédo do

conceito.

O Momento 4 finaliza com a Atividade 6 (Figura 43), que verifica a compreensao
da propriedade estudada na Atividade 5. Diz o enunciado, disponibilizado via arquivo
GeoGebra:

A reta r passa pelos pontos (-3 5) e (12, 35). Areta s é perpendicular aretar

e passa pelo ponto (1, 5). Construa, a partir das equacdes, as retasre s.

A reta r passa pelos pontos (-3, 5) e (12, 35).
Areta s e perpendicular & retar e passa pelo ponto (1, 5).
Construa, a partir das equactes, asretasres.

Figura 43 — Atividade 5 do Momento 4. Acervo pessoal.

Aqui, inicialmente, é retomado um dos assuntos do Momento 3: obtencédo de
equacao de reta dados dois pontos. A seguir, S&o necessarios tratamentos algébricos
visando a obtencdo da equacgéo da reta s, fazendo uso da propriedade de retas

perpendiculares verificada na atividade anterior.
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Esta atividade final € um classico problema da geometria analitica estéatica. Os
objetivos aqui sdo de duas ordens. A primeira é relativa a verificacdo da aprendizagem
dos conceitos, mostrando que as acdes didaticas realizadas no GeoGebra sao
condizentes com as aplicacdes tradicionais do objeto de estudo. A segunda diz
respeito ao fato de que a escola tem, entre suas intencionalidades, a preparacéo para
concursos vestibulares, e os estudantes possuem a expectativa de constatar iSso ao
longo de suas aulas.

O Momento 4 foi estruturado para constituir o estudo de retas paralelas e retas
perpendiculares seguindo as trés etapas de acdes didaticas: exploracao intuitiva,
generalizacdo de ideias e sistematizagdo do conceito. As estratégias e as formas de
uso dos registros dindmicos para cada um dos casos sao distintas, em virtude das
particularidades de cada caso e a maior complexidade do caso de retas

perpendiculares.

3.3.5 Momento 5

O Momento 5 da sequéncia didatica, composto por trés horas-aula, propde o
estudo de vetores no plano cartesiano, culminando na obtencao de equacdes de retas
via vetor normal. Esta proposta distingue-se bastante do que muitas vezes ocorre na
aprendizagem de equacdes de retas em geometria analitica, na qual a equacao na
forma “Ax + By + C = 0” ndo possui significado geométrico.

A Atividade 1 usa um arquivo construido previamente no GeoGebra (Figura 44),
a ser manipulado pelos estudantes. Trata-se de uma construcdo dinamica - uma
“familia de segmentos orientados equivalentes”, para esta etapa inicial de exploragao

intuitiva do conceito. Diz 0 enunciado:

Manipule o ponto “MOVA” e observe a configuragdo. Responda: que

significado vocé atribui para um vetor no plano cartesiano?
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Maripule o ponto ‘MOVA" & observe a configuragéo

%

Responds que = orificads wed alibu para o velor 1o plane cates o7

sx:tstcut:

Figura 44 — Atividade 1 do Momento 5. Acervo _Figura 45 — Manipulag&o na figura da
pessoal. Atividade 1 do Momento 5. Acervo pessoal.

Quando a seta azul € manipulada, as setas vermelhas sdo atualizadas no
registro dindmico da janela de visualizacdo. A Figura 45 exemplifica o efeito da
manipulagdo, que constitui uma série de tratamentos no registro geométrico dindmico.
Este dinamismo pode contribuir para a formagédo da imagem conceitual do que € um
vetor no plano. Espera-se que a resposta para o questionamento seja do tipo “um
vetor € um conjunto de segmentos congruentes e com mesma orientacao” ou similar.

A Atividade 2 trata de introduzir o conceito de vetor através de par coordenado
no plano cartesiano — é o registro algébrico relativo ao conceito de vetor. Faz uso um
arquivo GeoGebra construido previamente pelo professor (Figura 46). Diz o

enunciado:

Costumamos escrever um vetor no plano a partir de um nimero na forma

1.64
(3 42J . O vetor escrito & apenas um exemplo para coincidir com a figura;

trata-se de um registro que é alterado, conforme sera detalhado a seguir.

(Grifo nosso).

Costumamos escrever um vetor no plano
a partir de um nimero na forma

4 1.64
3.42

-1

Figura 46 — Atividade 2 do Momento 5. Acervo pessoal.
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Aqui, trata-se entdo de uma formalizacao do conceito, a partir do dinamismo da
construgdo, que revela a importancia da ordem, sinal e medidas das duas
componentes, caracterizando o registro grafico do vetor. Esta formalizacdo ocorre a
partir de discusséo coletiva entre professor e alunos; o professor conduz a discussao
e manipula o vetor no teldo e os alunos manipulam e observam o efeito produzido. A
manipulacdo do ponto azul modifica o vetor (registro grafico) e atualiza o par
coordenado (registro algébrico). Tem-se, ainda o objetivo de esclarecer que a escolha
da construcao do vetor com origem no ponto (0, 0) facilita a obtencéo da extremidade.

A Atividade 3 (Figura 47) inicia a abordagem de vetores ortogonais, a partir da
exploracéo intuitiva — acdo didatica caracteristica da fase inicial do estudo de cada
conceito novo. O conceito de vetores ortogonais vai ser fundamental para a
interpretacdo da equacéao geral da reta “Ax + By + C = 0” via vetor normal a reta. Diz

0 enunciado, disponibilizado a partir de arquivo GeoGebra construido previamente:

Mova o ponto B e observe a configuracdo. O que se pode afirmar sobre os

vetores u e v?

Mova o ponto B e cbserve a configuragéo. O que se pode afimmar sobre os vetores u e v7
Mova o ponto B & cbserve a configurage. O que se pode afimar sobre os vetores u e v? | Resposta
Resposta

Figura 47 — Atividade 3 do Momento 5. Acervo Figura 48 — Manipulacéo da figura da
pessoal. Atividade 3 do Momento 5. Acervo pessoal.

Ao manipular o ponto B, o vetor v (vermelho) é atualizado, e o vetor u (azul) é
ajustado de modo a manter a configuracdo de ortogonalidade, conforme ilustra a
Figura 48. Espera-se que os estudantes respondam ao questionamento na forma “os
vetores sdo ortogonais” ou similar.

A Atividade 4 (Figura 49) trata da obtencédo da relagéo algébrica caracteristica
da ortogonalidade entre vetores. Para tanto, os estudantes realizardo uma sequéncia
de acbes orientadas, com apoio no dinamismo do software e uso de diferentes
registros de representacdo de vetores. Diz o enunciado, disponibilizado em arquivo

GeoGebra construido previamente:
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Responda as perguntas em uma folha para entregar.

1) Clique para exibir o tridangulo de hipotenusa AB. Qual a medida de AB em
funcédo de 'a' e 'b'?

2) Clique para exibir o triangulo de hipotenusa AC. Qual a medida de AC em
funcéo de 'c' e 'd'?

3) Clique para exibir o tridngulo de hipotenusa BC. Qual a medida de BC em
funcdo de 'a', 'b','c'e 'd' ?

4) Aplique o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, utilizando como lados

medidas em funcao de 'a’, 'b', 'c' e 'd". Que relagéo € obtida?

Responda as perguntas em uma folha para entregar
1) Clique para exibir o triéngulo de hipolenusa AB. Qual a medida de AB sm fungdo de'a’ e 'b'?

2) Clique para exibir o tridngula de hipotenusa AC. Qual a medida de AC em funco de 'c' & 'd”?
3) Clique para exibir o tridngulo de hipotenusa BC. Qual a medida de BC emfungéode'a’, b’ 'c'e’d' ?

4) Aplique o Teorema de Pitagoras no tidngulo ABC, tiizando como
b lados medidas emfuncdo de 'a', b, 'c’ 8 'd" Que relagdo & obtida’?

~— | |trigngulo de hipotenusa AB

|triangulo de hipotenusa AC

tridngulo de hipotenusa BC

|
|
|
|
4
4

Figura 49 — Atividade 4 do Momento 5. Acervo pessoal.

Além do texto e da imagem inicial, a construgdo permite “Exibir/esconder”
objetos a partir de comandos disponibilizados na Janela de Visualizacdo, que seréo
selecionados conforme o avanco na atividade. A Figura 50 a seguir mostra as trés
situacdes, conforme a selecao: triangulo de hipotenusa AB, tridangulo de hipotenusa

AC ou triangulo de hipotenusa BC.

| | riznguio se hipotenusa 4B
tianguio de hipoleruisa AC

tridngulo de hipotenusa BC

Figura 50 — Sequéncia de imagens da Atividade 4 do Momento 5. Acervo pessoal.

Em cada uma das quatro etapas desta atividade sdo necessarios tratamentos
em registros algébricos, além do ponto de partida inicial de cada uma delas: converséo

de registro geométrico (triangulo retangulo) para algébrico (Teorema de Pitagoras).
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Ao final da atividade, deve ser obtida a relacdo: “dois vetores (bj e (d) sao

ortogonais se, e somente se, ac + bd = 0”, escrita nessa forma ou similar.

A Atividade 5 trata da obtencao da equacéo de uma reta via vetor normal. Aqui,
temos a grande finalidade deste Momento, a partir da exploragdo de arquivo
construido previamente. A atividade é disponibilizada em arquivo GeoGebra (Figura

51), sem enunciado escrito, pois sera tratada em discussao coletiva.

Figura 51 — Atividade 5 do Momento 5. Acervo pessoal.

O professor conduz a atividade manipulando a construcao no teldo, enquanto
0s estudantes em seus dispositivos observam a situagao. A construcao da figura sera
detalhada com os estudantes: deve ser considerada a existéncia de um vetor u dado,
e 0 ponto Po. A equacédo da reta é obtida a partir da ortogonalidade entre o vetor u e
0 vetor v, cujas componentes sdo obtidas a partir do ponto Po e do ponto P (x, y)
pertencente a reta. A manipulacdo dos controles deslizantes modifica a configuracéo
da figura dindmica, dando sentido aos papeis dos coeficientes dos vetores.

A obtencao da reta via vetor normal faz uso da relacéo de ortogonalidade obtida
na atividade anterior e de tratamentos algébricos a partir da identidade “a(x — xo0) +
b(y — yo) = 0”, culminando na equacgao “Ax + By + C = 0”. Esta ultima utiliza letras
maiusculas A e B apenas para diferenciacdo em relacdo a equacao “y = ax + b”.

A sequéncia de tratamentos algébricos necessarios é relativamente abstrata,
por isso a atividade é pensada de modo a ser executada em discussao continua entre
professor e alunos, estabelecendo conexfes com as propriedades verificadas
anteriormente e utilizando conhecimentos algébricos prévios. Se trata, portanto, nao
de uma exposicdo centrada no professor, mas sim de uma construcédo coletiva

mediada por este.
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As Atividades 6 e 7 finalizam este Momento. Dizem o0s enunciados,

respectivamente, em arquivos GeoGebra disponibilizados:

Atividade 6

1) Construa o vetor u = [Zj .
3

2) Construa, a partir da sua equacao, a reta de vetor normal u e que passa
pela origem.
3) Construa, a partir da sua equacéo, a reta de vetor normal u e que passa

pelo ponto (3, 1).

Atividade 7

1) Construa o vetor u = (_ 3] .
1

2) Construa, a partir da sua equacao, a reta de vetor normal u e que passa
pela origem.
3) Construa, a partir da sua equacéo, a reta de vetor normal u e que passa

pelo ponto (2, -2).

A resolucao da atividade exige, inicialmente, a construcéo do vetor u: obtencao
do registro gréafico através de converséao a partir do registro algébrico. Na sequéncia,
sdo construidas duas retas que tem u como vetor normal, acbes que exigem
tratamentos no registro algébrico, fazendo uso da relagédo obtida na Atividade 5 e das
estratégias de resolucéo aprendidas no Momento 4.

Ap6s a realizacdo das atividades, é realizada discussdo coletiva,
sistematizando a estratégia de resolucao para constru¢des do tipo proposto: obtencao
de equacdes de retas via vetor normal. Estas atividades finais, classicas da geometria
analitica estética, se justificam da mesma forma que fizemos na atividade final do
Momento 4: trata-se de uma verificacdo da aprendizagem do conceito sob estudo,

com as intencionalidades referidas.

Assim, encerramos a descricdo da sequéncia didatica. A sequéncia, de uma
forma geral, busca a aprendizagem dos conceitos de geometria analitica através de
registros dinamicos no GeoGebra. Conforme discutido no Capitulo 2, a expectativa é
de que o uso do software contribua para a conversao entre os registros algébricos e

gréficos, formando imagens conceituais adequadas aos assuntos sob estudo. As
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atividades que formam os Momentos de Aprendizagem passam por etapas de
exploragéo intuitiva, generalizagdo de ideias e sistematizagdo de conceitos, e 0s
recursos do GeoGebra sao utilizados conforme a necessidade de cada uma das
etapas.

Passamos, no proximo capitulo, a analise dos resultados do experimento.
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4. ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo, passamos a anélise do desenvolvimento da sequéncia didatica
operacionalizada. Utilizaremos: arquivos construidos/respondidos pelos estudantes;
didlogos e observacbes do andamento dos momentos de aprendizagem, captados
durante a pratica por meio de diario de bordo; e fotos e videos dos estudantes em
acao.

Esclarecemos a forma de andlise desses diferentes tipos de dados, seguindo a
hierarquia do mais relevante para o menos relevante. Em relacdo aos arquivos
construidos, a énfase serd observar a existéncia dos atributos necessarios as
construcbes em questdo e analisar tipos de erros, buscando identificar o que
potencialmente os ocasionou. No caso de didlogos e observacdes das acbes dos
estudantes, iremos expor e analisar discursos dos estudantes, nos momentos em que
tal acdo analitica se mostrar interessante. As fotos e videos da realizacdo dos
encontros servirdo como suporte para a analise, complementando os registros do
diario de bordo.

Nossa andlise sera fundamentada em nossos referenciais teoricos,
desenvolvidos no capitulo 2, a fim de buscar responder o problema de pesquisa
delimitado no capitulo 1:

Como ocorre o processo de aprendizagem da Geometria Analitica no Ensino

Médio através da utilizacdo da geometria dinamica?

Queremos observar se as producbes dos alunos e seus resultados estao
alinhados com as expectativas que tinhamos para o desenvolvimento das atividades,
estabelecidas no capitulo 3.

Nosso olhar analitico busca identificar e valorizar a construcdo de imagens
conceituais. Em especial, queremos observar tais imagens no contexto dos registros
dindmicos e, na medida do possivel, justificar a sua utilizacdo como facilitador de
relacdes entre componentes figural e conceitual que constituem um objeto geométrico.
Queremos, ainda, analisar de que modo o dinamismo do GeoGebra favorece os
tratamentos — transformacdes internas aos registros das figuras dinamicas utilizadas

— e, também, conversodes entre registros algeébricos, graficos e na lingua natural.
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Lembramos que os estudantes se organizaram em 6 grupos de 3 ou 4
componentes, aos quais iremos nos referir como Grupo 1, Grupo 2, e assim
sucessivamente. De um modo geral, nossa analise das produ¢des dos estudantes
seguindo esta hierarquia: primeiro discute-se os acertos, depois 0s erros (quando
existirem); primeiro discute-se solugdes simples, depois as mais complexas. Quando

houver equivaléncia de solucbes apresentadas, escolhe-se uma como exemplo.

4. 1. Analise do Momento 1

Durante as duas horas-aulas que compuseram o Momento 1, os estudantes
realizaram cinco construcdes, estudando conceitos relativos a coordenadas de
pontos. As atividades, do tipo nimeros comandando pontos, pediam aos estudantes
a construcéo de figuras a partir de pontos modificados por controles deslizantes.

Os Grupos 2, 4, 5 e 6 resolveram as atividades do modo mais natural: um
arquivo diferente por constru¢do, com um controle deslizante em cada. A Figura 52

traz as construcdes do Grupo 6, para as trés primeiras atividades.

0 1 5 5 H - In 1 2 3 S H [ .y L . - - 3 3

Figura 52 — Resolucéo das Atividades 1, 2 e 3 do Momento 1 pelo Grupo 6. Fonte: Produg&o do
Grupo 6.

A Atividade 2 e a Atividade 3 tem grau de exigéncia maior, pois 0s lados com
medidas menores devem surgir a partir de pontos com coordenadas que deem conta
desta caracteristica. Para ilustrar como os estudantes lidaram com esta situacao,
trazemos a definicdo que o Grupo 6 (Figura 53) atribuiu ao ponto E da Atividade 3 (0
ponto que gera o segmento de extremidades (0, 2) e (1, 2). Como o nimero do controle
deslizante varia de 0 a 4, as coordenadas do ponto E s&o (a/4, 2), de modo que a

abscissa varia 0 a 1 e a ordenada é fixa, igual a 2.
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Mome: E

Definicio: (a/4, 2)

Figura 53 — Uso do controle deslizante pelo Grupo 6. Fonte: Producdo do Grupo 6.

As atividades 4 e 5 tinham como diferencial a construgcdo de segmentos
diagonais. Desta forma, os pontos dinamicos que dao origem a estes segmentos
precisam ter ambas as coordenadas determinadas pelo numero do controle

deslizante. A Figura 54 traz as solu¢des do Grupo 6.

Figura 54 — Resolucéo das Atividades 4 e 5 do Momento 1 pelo Grupo 6. Fonte: Producéo do Grupo
6.

Para ilustrar a estratégia utilizada pelos estudantes, a Figura 55 traz a definicéo
dada pelo Grupo 6 para o ponto C — diagonal do retangulo, de extremidades (0,0) e
(4, 3). O numero do controle deslizante varia de 0 a 4, e as coordenadas do ponto
dinamico C sao (a, 3a/4), de modo que abscissa varia de 0 a 4, enquanto a ordenada

variade 0 a 3.

Mome: C

Definicao: (a, (3a)/4)

Figura 55 — Uso do controle deslizante pelo Grupo 6 (2). Fonte: Producéo do Grupo 6.

Os Grupos 2, 4 e 5, que também criaram um arquivo para cada atividade,
fizeram as construgdes definindo os pontos de modo similar ao que foi feito pelo Grupo
6. O Grupo 3 optou por utilizar um Unico arquivo para as cinco atividades, com um
controle deslizante para cada. Esta estratégia tem como unico complicador adicional
0 uso de coordenadas mais distantes da origem.

J& o Grupo 1 realizou todas as constru¢cdes na mesma janela e utilizou trés

controles deslizantes para realizar as constru¢des. As Figuras, retiradas do arquivo
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construido pelo grupo, mostram as constru¢cées em dois momentos, para que se possa

observar que os pontos efetivamente tém suas coordenadas modificadas a partir dos

controles deslizantes. Nas imagens aparecem o plano cartesiano e, a direita, a Janela

de Algebra mostra os objetos criados.

2 Aulal Atvidcdel Gropo.ggb

Arquvo Editar Exibir Ope

s Al Al s
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r

» Janela de Algebra

Nimero
® JK=0
JK, =0
®a=0
® jota=6
Porta

® (15.02,2.7)=(15,2)

® A=(0,0)
® A =(18,0)
® B=(0,4)
® B,=(22,0)
® Cc=(10,0)
® C =i24,0)
® D=(4,0)
® D,=(24,0)
® E=(4,0)
® E, =(24,0)
®F=(2,4)
® F,=(24,3)
® G=(6,0)
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Figura 56 — Resolucéo das atividades do Momento 1 pelo Grupo 1. Fonte: Produc¢éo do Grupo 1.
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Figura 57 — Resolucao das atividades do Momento 1 pelo Grupo 1 (2). Fonte: Producao do Grupo 1.

Esta escolha do Grupo 1 de realizar as constru¢gées no mesmo arquivo e com

7

mais do que uma figura construida por um mesmo controle deslizante é mais

complexa. Para compreendermos a construcao feita, acessamos o arquivo dos alunos

para identificar as expressdes utilizadas. Como exemplo, temos a Figura 58, que

revela a expressao utilizada para o ponto V (localizado, na imagem, proximo ao centro

do quadrado azul) e que constrdi a diagonal decrescente. Os estudantes utilizaram o

controle deslizante JK para as trés construcdes reveladas pela imagem. Os outros

dois controles deslizantes foram utilizados para cada uma das duas outras

construcoes.
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Figura 58 — Uso do controle deslizante pelo Grupo 1. Fonte: Produc¢éo do Grupo 1.

No caso do ponto O (que constréi um dos segmentos verticais do poligono
marrom, no canto inferior direito do poligono) foi expresso na forma (16, JK — 1/ 2),
de modo que a ordenada é multiplicada por 1/2 para que o lado tenha metade da
medida vertical. Outras estratégias de resolucdo tiveram que ser realizadas para
cumprir as exigéncias das construgdes. Para lidar com o problema da diagonal, os
estudantes criaram o ponto dinamico V, com uma das coordenadas variando com sinal
negativo: a expressao utilizada foi (JK + 18, 4 — JK).

Na verdade, ndo havia regra explicita quanto a utilizar um mesmo arquivo. Por
um lado, é possivel inferir que a elaboracdo de todas as figuras no mesmo arquivo
revela a compreensdo de que as construgcdes lado a lado nédo teriam mudancas
estruturais significativas, apenas as coordenadas-base dos pontos deveriam variar.
Por outro lado, a construcdo de cada imagem num arquivo distinto ndo implica
necessariamente em desconhecimento do plano cartesiano, visto que coordenadas
numericamente maiores significam apenas isso: nUmeros maiores, mas a estrutura de
construgao é idéntica.

Durante a observagdo das acles e estratégias dos grupos nesta atividade,
constatamos a existéncia de dialogos constantes entre os componentes dos grupos e
sua interacdo com o software nos diferentes dispositivos utilizados. Na Figura 59,
temos uma imagem retirada de video registrado durante o Momento. No video

observamos a manipulacdo da figura e a comunicagéo entre os estudantes.
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Figura 59 — Estudantes em a¢do no Momento 1. Acervo pessoal.

Nesta imagem, temos os estudantes conjecturando a respeito da definicdo dos
pontos a partir do controle deslizante, de modo a gerar o efeito esperado na
construcao.

Todos os grupos conseguiram realizar todas as atividades propostas para o
Momento 1, porém em tempos e tendo dificuldades diferentes. Em especial, as
construcBes das quarta e quinta figuras — que possuiam diagonais — exigiam pontos
com coordenadas variando simultaneamente e, portanto, ja aproximando oS
estudantes, ainda que timidamente, da noc¢éo de reta. Estas duas ultimas atividades
geraram, portanto, maiores dificuldades.

Ainda, registramos falas revelando estranheza na constru¢cdo do ponto que
daria origem a diagonal decrescente: “como fazer uma aumentar e outra diminuir? ”
(Aluno 4B), tendo dificuldade na elaboracdo de uma ideia de par ordenada na forma
(a, -a), sendo a o controle deslizante utilizado.

Quanto aos diferentes registros usados, observamos que os estudantes fizeram
conversdes entre o0 algébrico e o gréafico especialmente do primeiro para o segundo.
Os lados das figuras construidas, a partir de pontos comandados por ndameros,
conferem um novo significado ao objeto “ponto no plano cartesiano” em virtude de
este registro dinamico de representacédo ser completamente distinto do que seria feito
numa construcao com lapis e papel.

Quanto a formacdo com precisdo tedrica da imagem conceitual relativa ao
conceito “ponto no plano cartesiano”, entendemos que os alunos formaram tal imagem

de modo satisfatorio, a partir das aprendizagens realizadas com tentativas e erros,
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seguidos de novas interpretagbes, com posterior sucesso. As principais dificuldades
— que podem sugerir uma imagem conceitual ainda pouco distante do conceito preciso
— estiveram mais associadas a necessidade de fazer o ponto mudar de lugar, em
alguns casos de modo nada imediato; em especial, o caso do ponto (a, -a) citado
anteriormente. Aqui, consideramos que se trata, sim, de uma imagem conceitual ainda
em formacao, contudo a respeito de uma compreensao de coordenadas cartesianas
bastante mais complexa do que a usual e mera representacdo de pontos estaticos a

partir de suas coordenadas numericas.

4. 2. Analise do Momento 2

Os alunos tinham que explorar seis construcbes, em arquivos criados
previamente por n0s, com retas com as seguintes caracteristicas do ponto de vista de
inclinacdo: horizontal, vertical, bissetriz dos quadrantes impares, bissetriz dos
guadrantes pares, e duas outras retas com inclinacfes positivas.

As atividades, disponibilizadas em arquivos GeoGebra, traziam a pergunta
“Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos desenhado pelo ponto A?%. O
Quadro 2 traz as seis atividades, com o resultado da manipulacdo dos controles

deslizantes.

Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3
"’*""*‘_:”" L & podans caractarizer e corunta de portos sssumidos pelo parks 79
i J
N\, ,
N\ F
\. / /
Q\ |
ST I L
AN ._,-" / |
\. i :
Atividade 4 Atividade 5 Atividade 6

Quadro 2 — Atividades do Momento 2. Fonte: Acervo pessoal e Producdo dos estudantes.
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Quanto a Atividade 1, todos os grupos, a excegéo do Grupo 6, responderam “y
=3”. O Grupo 6 respondeu “x = a, y = 3”, fazendo referéncia ao fato de que usualmente
o controle deslizante utilizado nas constru¢cdes das atividades do Momento 1 era
denotado pela letra a. Aqui, percebemos que a resposta do Grupo 6 esta de acordo
com a pergunta, pois de fato o ponto que é deslocado e da origem a figura tem
coordenadas (a, 3). Porém, tal resposta nos sugere que a imagem conceitual de
equacdao da reta ainda ndo esta formada para estes estudantes.

Por se tratar de uma fase ainda inicial de aprendizagem, julgamos ser normal
alguns estudantes ndo terem desenvolvido com clareza este conceito. As acdes
didaticas de generalizacéo de ideias e de sistematizacdo de conceitos, que seguiriam
logo ao inicio do Momento 3, constituem-se como potenciais espacgos para formar de
modo adequado a imagem conceitual relativa ao conceito de equacao da reta. De toda
forma, o registro dinAmico de pontos com coordenadas controladas por nimeros se
mostra evidente, 0 que constitui uma aprendizagem importante.

Na Atividade 2, novamente a excegao do Grupo 6, todos responderam “x = 2.
O Grupo 6 repetiu 0 padréo de resposta verificado anteriormente, ao caracterizar sua
observagao afirmando ser “x = 2, y = a”. Reiteramos que tal resposta faz sentido no
que diz respeito a imagem conceitual de ponto dindmico; todavia, segue sem
apresentar uma caracteristica analitica de reta — o que era esperado para este
conjunto de atividades.

Neste momento de analise, emerge certa curiosidade sobre quais seriam as
respostas dos grupos para as proximas situacdes de retas, agora com equacao do
tipo “y = ax”. Em especial, como seria a resposta dos estudantes do Grupo 6, que nos
casos anteriores, ndo haviam alcancado o registro algébrico esperado que se
assemelhasse ao de equacao de uma reta.

Na Atividade 3 os Grupos 1 e 3 responderam “y = x” e 0os demais grupos
responderam “x = y”. Aqui, ndo nos parece haver diferenca alguma na imagem
conceitual dos estudantes que optaram por uma forma ou outra pois, na verdade, a
escrita preferencial na forma “y = x” € mera padronizagdo. Julgamos que 0 sucesso
nas respostas dos diferentes grupos tem como uma das razbes o momento de
exploracéo intuitiva em que fizeram uso do dinamismo do software — ouvimos reagdes

dos alunos tais como “o y acompanha direitinho o x”.
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Na Atividade 4, constatamos que os grupos 1 e 6 responderam “y = - X" e 0s
demais grupos optaram pela resposta “x = - y”. Novamente essa diferenca nas
repostas ndo nos sugere qualquer tipo de imagem conceitual equivocada. Ficava
evidente a necessidade de, no momento de formalizacdo e sistematizacdo de
conceitos, seria pertinente discutir com os alunos que uma padronizagédo — tipica da
matematica — se fazia necessaria.

Para a Atividade 5, os Grupos 1, 4 e 6 responderam corretamente “y = 2x”.
Aqui, pela primeira vez neste Momento, observamos equivocos efetivos na forma de
registro algébrico. Os Grupo 2, 3 e 5, deram como resposta a equagao “x = 2y’.
Avaliamos que os erros dos estudantes destes grupos podem estar relacionados com
a dificuldade mais evidente na resolucdo das constru¢cbes do Momento 1: as
diagonais, especialmente no caso em que a proporcdo nao era 1:1 entre abscissa e
ordenada.

Com a intencdo de minima interferéncia na producdo dos estudantes, durante
nossa acdo mediadora, circulando pelo ambiente de trabalho, constatamos
afirmacdes do tipo “o y é o dobro de x”. A Imagem Conceitual de que a
correspondéncia era esta — ordenada sendo o dobro da abscissa — estava correta; ou
seja, 0 registro em lingua natural, obtido a partir do registro dindmico na manipulacéo
da construcdo, estava coerente. Porém, no momento da conversdo para o registro
algébrico, surgiram problemas, a serem solucionados no momento de sistematizacao
de ideias.

Para a Atividade 6, as respostas dos grupos foram as mais variadas, sendo
algumas corretas — mesmo que escritas de forma n&do convencional —, enquanto outras
apresentando equivocos. Os Grupos 2 e 6 responderam corretamente, expressando
suas equacgbes nas formas “x = 3y” e “y = x/3” — ambas matematicamente corretas,
embora a primeira huma forma nao usual. Aqui, cabe a valorizacao desta forma nao
usual de escrita, pois indica uma correta imagem conceitual que ndo é igual a
convencional.

Os Grupos 3, 4 e 5 responderam de modo idéntico: “3x = y”. Para estes grupos,
identificamos uma Imagem Conceitual parcialmente correta, pois a compreenséo de
que uma coordenada varia de acordo com o triplo da outra foi identificado pelos
estudantes, porém houve erro na identificacdo de qual a correspondéncia correta.

Vé-se que os estudantes tém dificuldades na conversao do registro grafico para

0 registro algébrico, mesmo tendo se expressado corretamente no registro lingua
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natural — durante suas trocas de ideias declararam que “x € o triplo de y” e escreveram
de modo incorreto “3x = y”.

Ja o Grupo 1 respondeu “y = x/2”, e analisar o que gerou este equivoco nos
parece um tanto complicado. Talvez a resposta seja reflexo de uma exploracéo rapida
por parte dos estudantes que, associada a atividade anterior envolvendo as equacdes
‘y = 2x”, levou-0s a concluir que se tratava de caso similar — inclusive pelo fato de este
grupo ter respondido com precisédo ao caso anterior.

A avaliacdo geral para o Momento 2 € a de que 0s casos de retas verticais,
horizontais e nas formas “y = x” e “y = - X" estavam bem compreendidos. Os casos de
retas com diferentes inclinagcbes, na forma “y = ax”, precisavam de melhor
entendimento, o que ocorreria no desenvolvimento do Momento 3. De todo modo,
julgamos que o uso dos registros dinamicos, a partir da manipulacédo dos pontos, foi
satisfatorio: os estudantes estavam, aos poucos, formando a Imagem Conceitual de
que a equacao da reta é uma expressao algébrica que caracteriza 0os pontos que

pertencem a ela.
4. 3. Anélise do Momento 3

Neste Momento 3 o objeto de estudo é o significado dos coeficientes angular e
coeficiente linear com equacao de retas na forma reduzida y = ax + b.

A Atividade 1 resgatava o assunto discutido ao longo das atividades do
Momento 2. Tem-se na tela do GeoGebra uma configuracdo com diversas retas
passando pela origem, que deveria ser reproduzida pelos alunos, usando equacao de

reta do tipo “y = ax”. A Figura 60 foi retirada do arquivo gerado pelo Grupo 1.
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Figura 60 - Resolucéo da Atividade 1 do Momento 3 pelo Grupo 1. Fonte: Producéo do Grupo 1.
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Podemos observar a construcdo das retas realizada com precisdo — cujas
equacdes estdo na Janela de Algebra, & esquerda —, e a inclusdo de pontos
dindmicos. Quando estes pontos sdo manipulados suas coordenadas séo atualizadas,
destacando que a equacgdo da reta estd diretamente associada aos numeros que
caracterizam abscissa e ordenada de cada ponto. Ainda, o dinamismo contribui para
um vinculo imediato entre o registro algébrico (coordenadas) e o registro gréafico
(representacao no plano).

Todos os grupos realizaram a atividade com sucesso, em construgdes que
ficaram similares as do Grupo 1. Esse momento constituiu a segunda etapa do estudo
sobre coeficiente angular: a elaboracéo de ideias generalizadoras, fazendo o uso do
dinamismo do software.

A Atividade 2 continha a exploragdo de um arquivo construido previamente pelo
professor, e que tinha como objetivo a sistematizacao e formalizagéo do conceito de
coeficiente angular. Professor no teldo e estudantes em seus dispositivos utilizam os
registros dindmicos presentes na constru¢cdo (Figura 61), contribuindo para a

formacao de Imagem Conceitual adequada.

a=28
- .

g
coeficients angular

Figura 61 - Sistematizacdo do conceito de coeficiente angular. Acervo pessoal.

A discussao coletiva, resultado das exploragdes e formulacdo de hipéteses dos
estudantes, iniciadas desde o Momento 2, proporcionou a formalizacdo do conceito
de coeficiente angular. Tal conceito, compreendido no registro dinamico da construcao
da figura, pode ser convertido a registro em lingua natural, como sendo “a variagcao

do y para a variagao de uma unidade em x”.
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Esta definicdo foi sendo formada ap6s algumas trocas de ideias e noc¢des
similares, com falas de estudantes nas formas: “é a proporgédo entre oy e o X”; “é o
quanto multiplica o x para dar o y”. O papel do professor consistiu em auxiliar os
estudantes a formalizarem o atributo verificado conforme exposto acima.

A exploragcdo do arquivo gerava uma familia de triangulos semelhantes,

formados a partir dos pontos que pertencem a reta (Figura 62).

a=25 a=25 y

jndll | ‘ ™ a=zs | ]

5 5
coeficiente angular coeficiente angular - /

1 i 0

3 a2 4 / COE

Figura 62 — Manipula¢éo da figura dindmica para sistematiza¢do do conceito de coeficiente angular.
Acervo pessoal.

A discusséo coletiva foi conduzida de modo a observar que as razdes entre as
variacdes de ordenadas e abscissas eram proporcionais. Os estudantes observavam,
a partir da manipulagéo, que “para a variagao de 1 unidade em x, o y varia 2,5, e para
a variacao de 2 unidades em x, 0 y varia 5, e assim por diante”. Nossa fala, entéo, foi

no sentido de chamar a atencéo para a relacao entre essas razdes e o0 valor numérico

do coeficiente angular, definindo a ordem % Este registro algébrico, com uma ideia
X

de taxa de variacado, seria importante para as atividades seguintes.

Na Atividade 3, os estudantes deveriam construir retas a partir de suas
equacgdes, sendo dados dois pontos. Tivemos o interesse de fornecer pontos que
tivessem coordenadas que “fugissem ao campo de visao”, exigindo, assim, que os
estudantes colocassem em pratica a ideia de proporcionalidade, presente no registro
algébrico. A Figura 63 mostra a construcao feita pelo Grupo 2, na qual aparecem as
equacdes das retas na Janela de Algebra e suas respectivas representacées gréaficas

na Janela de Visualizacao.
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Entrada:

Figura 63 — Resolucéo da Atividade 3 do Momento 3 pelo Grupo 2. Fonte: Produg&o do Grupo 3.

Todos 0s grupos conseguiram realizar esta atividade, tendo apenas divergido
quanto ao tempo necessario e eventuais dificuldades em compreender qual seria a
proporcéo que forneceria o coeficiente angular das retas. Observando as agdes dos
estudantes, constatamos que a estratégia comum era: (l) verificar a variacdo entre as
ordenadas; (Il) verificar a variacdo entre as abscissas; (lll) estabelecer a razao entre
essas variacoes; (IV) a razdo representa o coeficiente angular, e a equacao € escrita
na forma “y = ax”.

Como autocritica, refletimos e percebemos que no item (c) erramos; a proposta
era, na verdade, que o segundo ponto fosse (-30, 45), para que em pelo menos uma
das retas construidas o coeficiente angular fosse negativa. Durante o decorrer da
atividade, ao perceber isto, foi comentado com os alunos qual era o real propdsito do
item (c), e discutimos sobre como se caracterizariam as coordenadas e, portanto, a
equacgao da reta no caso de passar pela origem e pelo ponto (-30, 45).

A Atividade 4 deu inicio a abordagem a respeito do conceito de coeficiente
linear. Propomos uma atividade de construcdo para os estudantes a partir do
enunciado presente na Figura 64, em arquivo disponibilizado para os estudantes em

arquivo GeoGebra.
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a) Usando equacées faga a composicac indicada na figura abaixo
-2, Feita a construgéo, construa pontos dindmicos sobre as retas

-3 b) Usando equag6es e o recurso 'controle deslizante’,
faga a composi¢éo indicada na figura

Figura 64 — Atividade 4 do Momento 3 (2). Acervo pessoal.

De um modo geral, 0s grupos conseguiram realizar tanto a construcao a partir
das equacdes quanto a construcdo a partir do controle deslizante. A explicitacdo da
figura a ser obtida na tela do GeoGebra pode ter contribuido para o bom desempenho
dos alunos, assim como para a construcdo dos mesmos feixes de retas por todos 0s
grupos.

Durante a realizacdo da atividade, vimos momentos de hesitacdo em alguns
grupos, especialmente na construgcdo a ser feita a partir das equagbes — uma
conversao do registro algébrico para o gréfico. Falas na forma “o y € uma unidade
maior do que 0 X, entdo é y + 1 = X, semelhantes ao que observamos em outros
Momentos, estiveram presentes. Abaixo temos a Figura 65, que apresenta a
construcdo do Grupo 3, usando equacdes para cada uma das retas e criando pontos

dinAmicos sobre as retas.

Aoruren Edhiar Enbit Opgles Femamentas Janels Apxds Ertrai

L = & s LI A s " =
. . PO (A N

ol de Alged = Janela de Vissalizagio

Enirada

Figura 65 — Resolucéo da Atividade 4 do Momento 3 pelo Grupo 3. Fonte: Producéo do Grupo 3.

A segunda etapa da atividade, que propunha a construcdo a partir de um

controle deslizante alterando uma Unica equacao — dando origem, consequentemente,
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a uma unica reta dindmica — também foi realizada com bastante eficacia pelos grupos.
Em nossa observacgédo, percebemos os grupos criando o controle deslizante e
escrevendo a equacdo da reta na forma a partir do numero do controle. Como

exemplo, temos a Figura 66, que mostra a construcéo feita pelo Grupo 1.

MOWE =-2 I>r1_
ICE ' ! ' o

MOVE =0

Figura 66 — Resolucao da Atividade 4 do Momento 3 pelo Grupo 1. Fonte: Producdo do Grupo 1.

As retas vao ‘aparecendo’ conforme o valor numeérico do controle deslizante é
alterado, a partir da funcao habilitar rastro selecionada. Ainda, os estudantes tiveram
de modo bastante evidente a relacdo entre este coeficiente e a equagao da reta
determinada ao observar a Janela de Algebra, na qual a equacdo acompanha o valor
numeérico deste coeficiente. Para criar esta construcdo dinamica, os estudantes
criaram o controle deslizante “MOVE” e a reta “A” definida conforme ilustra a Figura
67.

Nome: A
Definicdo: y =x+ MOVE

Figura 67 — Coeficiente linear por controle deslizante. Fonte: Producdo do Grupo 1.
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De modo similar, todos os grupos construiram o controle deslizante e
mostraram entendimento sobre a variacao de certo elemento — a ser formalizado como
coeficiente linear. Julgamos que o dinamismo do software e 0s consequentes registros
dindmicos permitiram uma compreensao, com maior clareza, da equagao “yv = x + b”
para as retas estudadas. A manipulacdo do controle deslizante constitui sucessivos
tratamentos no registro dinamico, contribuindo para a formacdo de uma imagem
conceitual adequada para o conceito de coeficiente linear.

E importante destacar, novamente, esta caracteristica do conjunto de janelas
gue constitui 0 ambiente de trabalho no GeoGebra. Os estudantes tiveram acesso aos
registros algébricos e graficos, de forma dinamica, e assim estabeleceram vinculos
entre componente figural e componente conceitual relativos a equacédo da reta e sua
posicéo no plano cartesiano.

Ap6s as exploracbes e generalizacBes vivenciadas pelos estudantes, o
professor conduziu a acdo de sistematizacdo e formalizacdo do conceito de
coeficiente linear, em discussao apoiado em construcdo feita no GeoGebra com
controle deslizante, similar aquela apresentada pelos estudantes. Professor,
utilizando o teldo, e estudantes, os seus dispositivos, exploraram o arquivo dinamico
e estabeleceram a discusséao coletiva que formalizou o conceito de coeficiente linear.

Ouvimos dos estudantes consideracgdes do tipo “o b mostra onde a reta corta o
eixo y” e, também, “é o quanto a reta sobe ou desce” (em relacao a origem). Nogcdes
que, embora pouco formais, estavam corretas, e tiveram a devida formalizacao
mediada pelo professor. Aqui, a observacdo que fizemos das manifestacbes dos
diferentes grupos sugere a formacg&o de imagens conceituais adequadas para o
conceito de coeficiente linear, pois estavam de acordo com os atributos criticos do
conceito.

A Atividade 5 era uma avaliacdo de conhecimentos, na forma como tipicamente
aparece nos livros didaticos. Nesta atividade ndo séo utilizados registros dinamicos; o
apoio do software se limita ao uso da malha quadriculada. O enunciado pedia a
construcdo de retas a partir de suas equacgoes, dados dois pontos.

A escolha de pontos com coordenadas cujos numeros nao apareciam no
‘campo de visao’ foi proposital, exigindo a nogao de proporcionalidade estudada. Além

disso, o item (c) ndo fornecia o ponto que determina o coeficiente linear. Conforme
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previmos, a resolucao deste item ndo somente constituiu maiores dificuldades, como
também constru¢cdes que foram finalizadas apresentando erros.

Mostraremos as imagens obtidas a partir das construcées dos grupos. Os
Grupos 2, 3, 4 e 5, realizaram a atividade corretamente. A Figura 68, retirada do
arquivo do Grupo 5, cuja construcdo esta correta para os trés itens da atividade. A
imagem mostra as equacées na Janela de Algebra e as retas no plano, na Janela de

Visualizacéo.
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Figura 68 — Resolucao da Atividade 5 do Momento 3 pelo Grupo 5. Fonte: Produg&o do Grupo 5.

Importante registrar que o referido grupo, assim como outros, contou com o
auxilio do professor na resolucédo do item (c). O auxilio foi necessario na obtencao do
ponto (0, b). Nossa interferéncia consistiu em sugerir aos alunos que era possivel
identificar o ponto (0O, b) a partir de uma variagéo proporcional ao coeficiente angular
tomada a partir do ponto (-4, 1).

O Grupo 1, cuja construcéo apresentamos na Figura 69, foi o Unico a construir
corretamente o item (c) e, simultaneamente, apresentar uma configuragao equivocada
para uma das retas anteriores; no caso, a reta do item (b), que deveria ser

decrescente.
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Figura 69 — Resolucéo da Atividade 5 do Momento 3 pelo Grupo 1. Fonte: Produg&o do Grupo 1.

Julgamos que este grupo, embora tenha observado que a variagdo de uma
ordenada 2 para uma ordenada -13 é de 15 unidades, ndo levou em consideracédo o
fato de tal variacdo ocorrer com sinal contrario ao da variacdo de abscissa 0 para
abscissa 30. Fica a duvida sobre o porqué de os estudantes ndo terem se questionado
sobre a reta claramente n&o passar pelo ponto (30, -13), uma exigéncia no enunciado
da atividade.

Diferentemente do Grupo 1, que apresentou erro no item (b), o Grupo 6 realizou
corretamente as construcdes dos dois primeiros itens e apresentou dificuldades no

item (c). A imagem que apresentamos na Figura 70 contém a construcao do grupo.
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Figura 70 — Resolucao da Atividade 5 do Momento 3 pelo Grupo 6. Fonte: Producdo do Grupo 6.

Assim como 0 outro grupo, este também concluiu sua atividade com uma

construcéo equivocada e 0s seus componentes ndo pareceram ter se questionado a
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respeito do fato de que a reta construida claramente ndo passa pelo ponto (-4, 1).
Dado que a reta construida pelo grupo para este item tem coeficiente angular correto,
avaliamos que a dificuldade foi na obtencdo do ponto (0, b), assim como 0s outros
grupos que realizaram corretamente, porém com interferéncia do professor.

A Atividade 6 constituiu a etapa de formalizacéo e sistematizacédo de conceitos
relativos a equagdes de reta na forma “y = ax + b”. Nossa forma de promover esta
etapa foi a partir da manipulacdo de um arquivo construido previamente, contendo
controles deslizantes para os coeficientes angular e linear.

Professor no teldo e estudantes nos seus respectivos dispositivos discutiram
ideias e exploraram o arquivo dindmico. A Figura 71 mostra uma sequéncia de
imagens obtidas a partir da manipulacdo do controle deslizante referente ao

coeficiente angular.

coeficients angular

coeficients angular

coeficiente linear

a=2
*

coeficiente angular

o
1
w

coeficiente linear

coeficiente linear

o

1

2

3

Figura 71 — Conceito de coeficiente angular na equagédo “y = ax + b”. Acervo pessoal.

O dialogo tratou da observacdo de que o triangulo retangulo a ser observado
tem sutil diferenca em relagéo ao caso de retas na forma “y = ax”. Aqui, comentaram
os estudantes, “o tridangulo é deslocado para cima ou para baixo”, de acordo com o
coeficiente linear, mas o coeficiente angular segue representando “a variagdo da
ordenada para uma unidade de variagao na abscissa”.

A Figura 72 mostra uma sequéncia de imagens obtidas a partir da manipulacdo

do controle deslizante referente ao coeficiente linear.
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Figura 72 — Conceito de coeficiente linear na equacao “y = ax + b”. Acervo pessoal.

Aqui, a discussao coletiva destacou o fato de que o coeficiente linear segue
representando a “ordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo OY”.

Evidentemente, salientamos com os estudantes que poderiam ser incrementos
com mais casas decimais, ou mesmo com numeros irracionais, mas que para uma
exploragdo com melhor visualizagdo numeérica optamos por manter a precisdo na
primeira casa decimal. Podemos nos referir a esta preferéncia — associado ao devido
esclarecimento junto aos alunos — como ‘suficientemente genérica’.

Na manipulacdo deste arquivo, o dinamismo do software nos permitiu usar
registros dinamicos para formalizar os conceitos de coeficiente angular e de
coeficiente linear. As sucessivas manipulacbes geram tratamentos no registro
dindmico, permitindo a visualizacdo de grande variedade de retas, e facilitam as

conversdes entre registro grafico e algébrico.

4. 4. Analise do Momento 4

O Momento 4 tratou de posicdes relativas entre retas. A Atividade 1 consistia
em explorar uma constru¢cdo que apresentava duas retas, r (vermelha) e s (azul),
visualmente paralelas, e um controle deslizante que provocava uma translagao na reta
s. A partir dessa exploragdo, deveriam ser respondidas as perguntas disponiveis na

Janela de Visualizagdo, conforme a Figura 73.
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1) Qual a equagdo (na formay = ax +b) da reta r?
Resposta:

2) Mova o controle deslizante 'b' e observe areta s, paralela a retar
Que caracteristica analitica vocé observa?

Resposta:

3) Qual a equagdo (na forma y = ax +b) da retas?
Resposta?

/ -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1 12 13
-1
-2

Figura 73 — Atividade 1 do Momento 4 (2). Acervo pessoal.

A primeira pergunta tinha o intuito de resgatar o assunto do Momento 3, a saber,
equacgdes de retas na forma ‘y = ax + b’. Em particular, exigia dos estudantes a
conversdo do registro grafico para o algébrico, fazendo uso das aprendizagens
relativas aos conceitos de coeficiente angular e coeficiente linear.

Todos os grupos responderam, com preciséo, ‘y = 2x + 3’, 0 que nos sugere a
evolucdo no sentido de formacdo de uma imagem conceitual adequada para os
conceitos em questdo. N&o é possivel afirmar com certeza absoluta que 0 momento
coletivo de sistematizacao e formalizacdo de conceitos tenha sido suficiente para a
superacao das dificuldades apresentadas durante o decorrer do Momento 3. Todavia,
dadas as respostas corretas para esta atividade, consideramos que houve evolucao.

Chamamos apenas atencdo para os alunos Grupo 2, que ndo somente
respondeu a pergunta, como também fizeram questao de revelar os tratamentos feitos
no registro algébrico que permitiram identificar o coeficiente angular.

J& a segunda pergunta era relacionada a posicao relativa entre as retas r e s;
engquanto a reta r era estatica, a reta s era dinamica, alterada a partir do controle
deslizante. Essa manipulacdo por parte dos alunos, gerando este registro dinamico
carregado de significado, permitiu que todos 0s grupos constatassem o atributo
fundamental do conceito de paralelismo de retas: as retas precisam ter mesmo
coeficiente angular.

A forma de redigir a propriedade verificada variou bastante. Para ilustrar,
trazemos algumas respostas dos grupos. O Grupo 1 respondeu: “O coeficiente
angular das retas € igual, enquanto o linear varia. Se o linear também fosse igual elas
seriam retas coincidentes”. A resposta do Grupo 2 foi: “O controle deslizante altera o

coeficiente linear, enquanto o restante da equagado permanece igual a reta r’. A
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resposta do Grupo 5 foi mais enxuta: “Tem o mesmo coeficiente angular”. A partir das
respostas, julgamos que a formacdo da imagem conceitual do conceito de retas
paralelas esta pertinente, restando maior formalidade para que fique devidamente
adequada.

Para a terceira pergunta, a maioria dos grupos respondeu que a equagao da
reta s € 'y = 2x + b’, 0 que esta correto. Nos impressionou bastante, contudo, a
resposta do grupo 5, a saber, ‘y = x + 2’. Essa equagédo dada pelo grupo para aretas
nao faz sentido com a resposta para o item anterior, para a qual os alunos foram
enfaticos: “tem o mesmo coeficiente angular”. A ndo ser pela possibilidade de terem
digitado errado, ndo sabemos avaliar outro motivo que justificasse este erro.

A Atividade 2 do Momento 4 buscava avaliar se 0s estudantes haviam
compreendido a condicdo de paralelismo entre retas, de tal modo que seja possivel
construir uma reta s dada uma reta r, paralela a s, e um ponto ndo pertencente a reta.

Quase que imediatamente, diversos grupos apontaram para certa falta de
clareza no enunciado; questionaram de modo semelhante ao aluno que disse
“Professor, sao duas retas ‘s’, certo? Pois ndo tem como passar pelos pontos (0, 0) e
(1, 3) e ser paralela a reta r’. Esta fala foi estendida como resposta para os demais
grupos e, a partir deste momento, a atividade transcorreu normalmente, com todos os
grupos resolvendo a atividade de modo correto — inclusive 0s grupos que tiveram
dificuldades ou auséncia de registro na atividade anterior. Apresentamos, na Figura

74, a construcao do Grupo 6, semelhante as dos demais grupos.

Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A NI . a=2
DR SclEFEAN S
» Janelade Algebra >4 | = Janela de Visualizacéo >
Reta
® ay=-0.33x
@ biy=-033x+3.33
@ ny=-033%x+3

Entrada

Figura 74 — Resolucao da Atividade 2 do Momento 4 pelo Grupo 6. Fonte: Producéo do Grupo 6.



96

A imagem apresenta as equacdes das retas e suas representacdes gréficas,
todas corretas. A resolucao da atividade exigiu conversdes entre registros graficos e
algébricos, assim como tratamentos no registro algébrico. Observamos nas
estratégias dos estudantes a utilizacdo de procedimentos aprendidos nas tarefas do
Momento 3, especialmente para o item (b). Em virtude de ser uma reta passando pelo
ponto (1, 3), exigiu que os estudantes novamente langcassem mao da compreensao
de coeficiente angular para estabelecer uma proporcéo que relacionasse os pontos
(1, 3) e (0, b). Assim, julgamos que a sistematizacao de conceitos e a discussdo com
os estudantes no final do Momento 3 parece ter surtido efeito.

Em particular, o Grupo 2 novamente optou por preservar na sua construgédo o
registro algébrico e os tratamentos utilizados, assim como a conversao entre o registro

na lingua materna e registro algébrico, conforme mostramos na Figura 75.

r (9,0 e (0,3

a=(3-0)[0-9)=-1/3

h=3

y=-03+3

para ser paralela, mantém-se a (coeficiente angular) e altera-se b (coeficiente linear).
sA (00 =0

y=-%3

sB: (1,3

3=-13+bh=10i3

y=-x3+10/3

Figura 75 — Resolucao da Atividade 2 do Momento 4 pelo Grupo 2. Fonte: Producdo do Grupo 2.

Especialmente conforme a pendltima linha mostra, nos parece importante
destacar que a escrita em forma de texto no software ndo é a mais adequada do ponto
de vista de clareza visual. Contudo, isso em nada afeta a precisa sequéncia de
tratamentos algébricos realizada pelos alunos deste grupo para resolver a atividade.

Para as atividades seguintes, nas quais 0 assunto seria a exploragao inicial em
relacdo a retas perpendiculares, invertemos a sequéncia de agdes; primeiramente,
acOes em casos particulares; depois, exploracdo de uma figura dindmica previamente
construida.

A Atividade 3 propunha para os estudantes a criacdo de duas retas
perpendiculares a umaretar dada, a saber, areta ‘y = X'. As retas a serem construidas
deveriam passar pelos pontos (0, 0) e (2, 2). Todos os grupos realizaram a atividade
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com precisdo, porém com graus de dificuldade distintos, os quais avaliaremos a
seguir. A Figura 76 mostra a constru¢ao do Grupo 3, similar a dos demais grupos.

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

A . M Y Y . a=2
o /,z‘."}v‘ ISP '”5”.- asc| 237
» Janela de Algebra 2 | = Janela de Visualizagdo X
~ Reta -
® S;y=x
Y Sh:y=7xf4 .
L@ ny=x
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Construir, a partir da equagdo, a reta gfjue € perpendicular a reta rno ponto:
a) (0.0
Sy=x Syly=-x+4 by (2.2)

< >

Entrada:

Figura 76 — Resolucao da Atividade 3 do Momento 4 pelo Grupo 3. Fonte: Producdo do Grupo 3.

A resolucdo do primeiro item ocorreu sem maiores dificuldades, pois os
estudantes conseguiram observar com a ajuda da malha quadriculada qual deveria
ser o coeficiente angular da reta perpendicular, e por ser uma reta passando pela
origem, sua equacao se torna imediata. Para a resolu¢cdo do segundo item, alguns
estudantes tiveram certas dificuldades, até concluir que deveriam repetir estratégias
anteriores para obter o ponto (0, b) a partir do ponto conhecido e do coeficiente
angular.

A Atividade 4 tinha enunciado similar ao da Atividade 3, mas com a reta dada
tendo equacédo ‘y = 2x’. Para ilustrar o desenvolvimento da atividade, similar para

todos o0s grupos, apresentamos a Figura 77, retirada a partir do arquivo do Grupo 4.
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® B:y=05x+5

® ry=2x

Texto

@ texto1="Construir, a partir

Construir, a partir da equagdo, a reta s que & perpendicular & reta rno ponto
a) (0,0).
b) (2,4).

< >

Entrada:

Figura 77 — Resolucéo da Atividade 4 do Momento 4 pelo Grupo 4. Fonte: Producg&o do Grupo 4.

A resolucéo desta atividade provocou dificuldades superiores aquelas surgidas
na atividade anterior. Aqui, constatamos que a identificacdo de que o coeficiente
angular das retas a serem construidas deveria ser igual a -1/2 nao foi ébvia para
alguns alunos. Na verdade, acompanhando a ac&o junto a alguns grupos, observamos
tentativas iniciais como -1 e -2.

Avaliamos que a realizacdo dessas tentativas tem aspectos positivos, pois 0s
alunos se pbe a trabalhar como matematicos, isto é, elaborando conjecturas,
validando — ou ndo — suas hipoéteses, enfim, tentando descobrir algum tipo de relacéo
importante. Assim, mesmo que alguns grupos tenham obtido a resposta correta tendo,
no seu percurso, utilizado ‘tentativa e erro’, consideramos que a atividade promoveu
aprendizagens.

A Atividade 5 pedia que os estudantes explorassem uma construcdo dinamica
elaborada previamente e contendo perguntas sequenciais e que buscam levar os
estudantes a obtencdo da relacdo entre os coeficientes angulares de retas
perpendiculares. Houve acertos e erros na resolu¢cdo dos grupos.

Iniciamos apresentando o desenvolvimento correto da atividade a partir da
Figura 78 conforme o arquivo salvo pelo Grupo 3, com suas respostas. Os Grupos 1,

4 e 6 apresentaram as mesmas respostas.
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Figura 78 — Resolucéo da Atividade 5 do Momento 4 pelo Grupo 3. Fonte: Produc¢&o do Grupo 3.

O primeiro item da atividade possuia o carater inicial de manipulacdo e
observacéo; portanto, nao se tratava de receber respostas dos grupos. Passando aos
itens (2) e (3), temos perguntas para casos particulares, visando verificar se havia
entendimento por parte dos alunos da relacdo numérica nestes casos — possibilitando,
guem sabe, a generalizacao final, objetivo do item (4).

Analisando as respostas dos itens (2), (3) e (4) presentes nos arquivos salvos
pelos seis grupos, observamos problemas nas respostas de 2 grupos. O Grupo 2, para
o item (3), respondeu como ‘-2’ o coeficiente angular da reta s, quando a reta r tem
coeficiente angular ‘-0,5’. Aqui, consideramos se tratar de um provavel erro por falta
de atencdo, pois o0 mesmo grupo respondeu corretamente ao item (4); ou seja,
determinou de forma precisa a relagéo entre os coeficientes angulares.

Por outro lado, trés erros foram notados no arquivo do Grupo 5. Para o item (2),
em que a reta r tem coeficiente angular 3, o grupo determinou como ‘-3’ o coeficiente
angular de s. Ja para o item (3), para a reta r com coeficiente angular ‘-0,5’, os alunos
responderam ‘0,5’. Finalmente, o item (4) ficou com resposta em branco.

Uma possibilidade a ser avaliada € de que a atividade anterior, por ter
apresentado retas perpendiculares com coeficientes angulares 1 e -1, possa ter
caracterizado um exemplo prototipico. Ou seja, um exemplo muito particular, que tem
atributos criticos do conceito, todavia apresenta atributos n&o-critico. Como
consequéncia desta imagem conceitual formada de modo incompleto, os alunos néo
souberam determinar corretamente a relacao entre os coeficientes angulares.

A oportunidade de solucdo deste problema seria a etapa de discussao coletiva,
com a sistematizacdo e a formalizacdo de conceitos. Neste Momento ndo havia

atividade especifica para a realizagdo desta discusséo coletiva; ela ocorreu apos a
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realizagéo da Atividade 5, com professor manipulando a mesma figura dindmica desta
atividade no teldo e dialogando com os estudantes.

A Atividade 6 pedia a construcdo de uma reta perpendicular a uma reta dada e
passando por um ponto dado. Todos o0s grupos, inclusive o Grupo 5, realizaram
corretamente a configuragéo exigida, cuja imagem apresentamos a seguir (Figura 79),

retirada do arquivo do Grupo 4.

F Janela & Algebra X | = Jangla de Vissalizacho
Ri#ta -
& Ay=Zu+1l
® Cy=05x+55
Tedo S
B teaol = =A rela r passa pel -

Arelar passa pelos pantos (-3 5he (12, 35)
Aréla s & paipendicular & na ra passa pala panta (1, 5)
Consinua, a panir das equagles, asrelasre s

a

Figura 79 — Resolucéo da Atividade 6 do Momento 4 pelo Grupo 4. Fonte: Producg&o do Grupo 4.

A resolucédo desta atividade exigiu algumas etapas e estratégias. Inicialmente,
0s estudantes tiveram que obter a equacgéo da reta r e representa-la no plano a partir
de dois pontos. Esta etapa foi resolvida sem maiores dificuldades, provavelmente por
envolver estratégias ja utilizadas anteriormente.

A principal etapa da resolucdo desta atividade consistia em obter o coeficiente
angular da reta s a partir do coeficiente angular da reta r, utilizando a propriedade
tratada pela atividade anterior. Em nossa observacao, constatamos dialogos nos
grupos contendo falas como: “o coeficiente angularder é 2, entdo o de s € -0.5”. Esta
constatacdo, realizada pelos grupos com diferentes graus de dificuldade e tempo
necessario, encaminhou a solucéo. O restante da resolucéo foi bem desenvolvido,
visto que exigia a realizagéo de estratégia utilizada anteriormente: obter a equacao de
uma reta conhecido o coeficiente angular e um ponto.

Encerramos a analise do Momento 4 avaliando que as dificuldades que
surgiram em algumas atividades deste Momento foram mais significativas do que em
Momentos anteriores. Julgamos que as dificuldades se justificam pela prépria
complexidade do assunto, especialmente o caso de retas perpendiculares. Além

disso, alguma acdo didatica poderia ter sido encaminhada na fase inicial de



101

exploracéo intuitiva do caso de perpendicularidade; por exemplo, alguma modificacao

na figura dindmica que sustenta a generalizacao de ideias sobre o conceito em estudo.

4. 5. Analise do Momento 5

O Momento 5 da nossa sequéncia didatica constituiu uma das principais
abordagens diferenciadas que propusemos, a saber, o estudo de vetores visando a
obtencao de equacdes de retas via vetor normal.

A Atividade 1 apresentava um arquivo construido previamente, contendo uma
figura dindmica que pedia aos estudantes que caracterizassem com suas palavras a
nocao de vetores no plano cartesiano.

Por se tratar de uma resposta qualitativa, na qual o grupo deveria expressar de
modo ainda informal sua concepcdo do que se trata um vetor, julgamos ser
interessante revelar as diferentes respostas dos grupos. Assim, podemos observar
essa etapa inicial da formacao das suas Imagens conceituais do objeto sob estudo.

A seguir transcrevemos as respostas dos grupos exatamente na forma como
estavam nos arquivos salvos. Chamamos atencdo, especialmente, a resposta do
Grupo 1, que fez questéo de registrar o didlogo dos componentes na sua elaboracéo
coletiva, e a auséncia de resposta do Grupo 5, cujos integrantes ndo estiveram

presentes na primeira hora-aula deste Momento.

Grupo 1: “Nao se trata de retas, uma vez que sua extensao é finita; no
maximo, podemos compreendé-los como segmentos de reta com uma
orientacdo, partindo de um ponto (mais tarde acrescido: com coordenadas
definidas (,) portanto).

(R: Segmentos de reta com uma orientacdo néo séo vetores? L: ndo sei; acho
gue talvez seja mais do que isso; acho que, a partir do momento em que 0s
vetores sao trazidos para um contexto de geometria analitica, ha certas
formas de representa-los e de descrevé-los que a gente nao ta sacando N:
para onde eles apontam tem a ver com o sinal dos nimeros L: concordamos
creio).

R: possuem mesmas propriedades de direcao e sentido.

L: vocé quer dizer orientacao.

L: parecem paralelos, s6 que se encontram; eles parecem crescer
“exponencialmente” conforme o ponto movel...

Conclusédo suprema: vetores apontam.
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Grupo 2: Um vetor é um segmento de reta, um conjunto de pontos finito, com

direcao e sentido definidos.

Grupo 3: Vetor seria o indicador da direcéo, da inclinacdo e do comprimento

de um segmento.
Grupo 4: O coeficiente angular € o mesmo em todos os vetores.

Grupo 6: Indica intensidade, direcdo e sentido.

O Grupo 1, embora tenha expressado algumas ideias utilizando termos
confusos — como a expressao “crescer exponencialmente” —, demonstraram
preocupagao com a escrita que seria utilizada para vetores. Em outras palavras, os
alunos deste grupo estavam interessados, desde ja, em como seriam registrados 0s
vetores de forma algébrica.

As respostas dos Grupos 2, 3 e 6 foram similares; acreditamos que 0s grupos
elaboraram suas frases ndo somente baseados na composi¢ao da figura dinamica,
mas também em conhecimentos prévios da aprendizagem de vetores na componente
curricular de Fisica. Apenas cabe a observacdo quanto a certo estranhamento que
causa a leitura da expressao “conjunto finito de pontos” utilizada pelo Grupo 2. Nossa
avaliacdo € de que o termo foi mal escolhido e que os alunos queriam afirmar que se
trata de um elemento geométrico limitado em comprimento.

Finalmente, a resposta do Grupo 4 utilizou o conceito de coeficiente angular
para se referir ao vetor. Matematicamente sua explicacdo do que € um vetor ndo esta
correta, mas tem certa utilidade, quando pensamos nas atividades seguintes para este
Momento.

A Atividade 2 caracterizou o momento de discusséo coletiva e elaboracao do
conceito de vetor formalmente, a partir da manipulacéo de figura dindmica construida
anteriormente, conforme a Figura 80, na qual a alteracéo do registro grafico atualiza
0 registro algébrico.
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Figura 80 — Atividade 2 do Momento 5 (2). Acervo pessoal.

Professor manipulando a figura no teldao e alunos nos seus respectivos
dispositivos, interagiram com a construcdo e estabeleceram a discussao coletiva que
sistematiza o assunto. Os estudantes descreveram a observacdo das sucessivas
alteragdes no registro dinamico na forma “o par coordenado determina o quanto o
vetor ‘anda’ na horizontal e na vertical, e o sinal indica o sentido”. A formalizagao do
conceito foi realizada aproveitando destes atributos relevantes constatados pelos
estudantes.

A Atividade 3 consistia em exploracao intuitiva de uma construcéo elaborada
previamente referente a vetores ortogonais. O enunciado da atividade pedia que os
estudantes dissessem o0 que se pode afirmar sobre os vetores conforme a
manipulacdo ocorria. A Figura 81 tem uma imagem obtida a partir do arquivo salvo

pelo Grupo 3, incluindo sua resposta, similar as dos demais grupos.

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Resposta: Eles sdo perpendiculares.

=
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Figura 81 — Resolucao da Atividade 3 do Momento 5 pelo Grupo 3. Fonte: Producédo do Grupo 3.
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Todos os grupos forneceram respostas similares ao questionamento, apenas
diferenciando o grau de extensdo da resposta; em maioria, a resposta foi como a do
Grupo 3: “eles sao perpendiculares”. O Grupo 2 esclareceu um aspecto importante e

0 exp06s na discussao coletiva; afirmaram:

Independentemente da posicéo relativa do ponto b, o &ngulo entre os vetores
permanece de 90 graus; sendo assim, sdo vetores de orientacédo
perpendicular, independentemente de sua extensdo e de sua orientagéo

absolutas: a inclinacdo de um em relacdo ao outro permanece constante.

Assim, esses estudantes contribuiram para o debate observando que nao
interessa 0 modulo dos vetores envolvidos, e sim o fato de formarem angulo de 90°.
Definimos, entdo, que vetores com esta caracteristica sdo denominadas ortogonais,
diferenciando do caso de perpendicularidade entre retas, pois vetores representarem
uma familia de segmentos orientados e, possivelmente, os escolhidos ndo se
interceptem. Inclusive, tratamos deste aspecto com estudantes, justificando o motivo
pelo qual a configuracédo estudada no arquivo tratou de vetores com origem no ponto
(0, 0) como uma escolha para simplificacao.

A Atividade 4 era dividida em varias etapas que os estudantes percorreriam até
encontrar a relacdo caracteristica para vetores ortogonais. Relembramos a proposta
desta atividade com a Figura 82, na qual temos a sequéncia de triangulos retangulos

destacados e necessarios para a resolucdo das etapas.

Figura 82 — Sequéncia de etapas da resolucdo da Atividade 4 do Momento 5. Acervo pessoal.

A cada visualizacdo de um triangulo especifico, os estudantes deveriam
relacionar as medidas dos lados dos tridangulos retangulos a partir do Teorema de
Pitagoras. Em virtude de a ferramenta texto ndo ser de facil utilizacdo para escritas
algébricas, os estudantes foram convidados a descrever 0s registros e necessarios
tratamentos algébricos em uma folha. O Grupo 2, optou por realizar a escrita utilizando

a ferramenta texto. As respostas dos grupos foram similares, diferindo na quantidade
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de passos omitidos na série de tratamentos algébricos necessarios. A Figura 83
apresenta a resolucao do Grupo 2.

Responda as pergunias m uma folha para entragar.
1) Clique para exibir o tidngulo de hipatenusa AB. Qual a medida da AB em fungdo de 'a' & b7
AB=+a+ "
2) Cligue para exibir o tidngulo de hipotenusa AC. Qual a madida de AC am fungdo de e e 'd'?
AC= 7+ FF
3) Chligue para exibir o trigngulo de hipotenusa BC. Qual a medida de BC em fungdo de 'a’, b’ 'ce ' ?
BC = +f(b=-d)F + (c- aF
4) Apligue o Teorema de Pitdgoras no riangule ABC, ulilizando como
lades medidas em fungdo de 'a', D, e 0. Que relagdo & obtida?
F+bF+ e+ F=b-difF+ (a- cF
ArpPrcfedi=g7 e b7+ T+ d®- 2hd - 230
ou s&ja, - 2bd- 2ac=0

-2 (ac+bd)=0

ac + bd= 0 (propriedade de velores perpendiculares) g a® += P+ ¢f e @f= g2 s 2 » ¥ gF

Figura 83 — Resolucao da Atividade 4 do Momento 5 pelo Grupo 2. Fonte: Producdo do Grupo 2.

As acdes dos grupos nos trés primeiros itens da atividade ocorreram sem
maiores dificuldades. Todos utilizaram o recurso de exibir o triangulo necessario e
obtiveram, a partir do registro gréafico, a equacéo que representava a relacéo entre o0s
lados dos tridangulos via Teorema de Pitdgoras.

Na resolucdo do ultimo item, alguns grupos necessitaram de auxilio do
professor; ndo foi natural, para esses estudantes, a utilizacdo dos resultados
anteriores escrevendo todos os lados em funcéo de a, b, ¢ e d. Julgamos que as
dificuldades observadas nessa ultima conversdo de registro grafico para registro
algébrico se devem, especialmente, pela complexidade do assunto.

A Atividade 5 era caracterizada por maior acdo do professor conduzindo a
discusséo coletiva. O objetivo da atividade era a obtencdo da equacéo de uma reta

via vetor normal. A Figura 84 apresenta a construcéo utilizada com os estudantes.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

N P BB SIS | AN E,

6
5 L=,

4

Entrada:

Figura 84 — Atividade 5 do Momento 5 (2). Acervo pessoal.

A acdo inicial foi nossa, descrevendo para os estudantes 0 passo a passo da
construcéo, fazendo referéncia aos conceitos vistos anteriormente (especialmente
vetores ortogonais). Apos esta acao, os estudantes foram incentivados a manipular a
figura para realizar suas observacdes, sendo proposto a eles que verificassem de que
modo os coeficientes dados pelos controles deslizantes modificavam a configuracao

da figura dinamica.

0

X—X
A maior estranheza dos estudantes foi quanto a escrita do vetor [ j pois

0
nos vetores trabalhados nas atividades anteriores estavamos tratando de vetores na
qual a origem era o ponto (0, 0). Esta duvida foi solucionada no momento em que
descrevemos 0s numeros que caracterizavam o par coordenado deste vetor: (X, y) é
0 ponto genérico da reta e (Xo, Yo) € 0 ponto conhecido da reta.

Superada esta dificuldade, a equagdo a(x—x,)+b(y—y,)=0 foi compreendida

com maior naturalidade, dada a relacéo obtida anteriormente para vetores ortogonais.
Atraves de tratamentos algébricos nesta equacéo, obtemos a equacéo da reta na sua
forma caracteristica: Ax + By + C = 0.

O Momento 5 foi finalizado com as Atividades 6 e 7, cujos enunciados pediam
a equacao e representacéo grafica de retas dado um ponto e o vetor normal a ela.
Estas foram atividades de verificacdo de aprendizagem, promovendo familiarizagéo
com o processo de obtengédo da equagédo de uma reta via vetor normal. Os arquivos

de todos os grupos apresentaram construcdes corretas. A Figura 85 apresenta a
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construcédo do Grupo 4 para a Atividade 6 e a Figura 86 apresenta a construcéo do

Grupo 1 para a Atividade 7.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . e . =2
Al B O R) L] N ee | 2=2] <0
» Janela de Algebra X| | * Janela de Visualizagdo X
Ponto -
@ A=(0,0)
@ B=(2,3) 7
E D=(0,1) 2
. Reta 1) Gonstrua o vetor o = '%' )
L@ Ci2x+3y=0 s :
::'2"1'35’:'9 2) Construa, a partir da sua equag8o, a reta de vetor normal u e que passa pela origem
y=
Texto 5 ! "
. ® textol="1)Construa 3) Construa, a partir da sua equagio, a reta de vetar normal u e que passa pelo ponto (3, 1)
@ texto2 = "u=(2
3 4
Vetar
{9
ou = L3) 3 B
c 2
1
2 1 1 2 3 4 5 [ T 8 o 10
-1
< >

Figura 85 — Resolucao da Atividade 6 do Momento 5 pelo Grupo 4. Fonte: Producdo do Grupo 4.

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

(] A L7 B @) £ N e 2] )

» Janela de Algebra X| | * Janela de Visualizagio = X
Ponto -
® A=(0,0)
® B={3,1) c F
- D=(0,1) a
Reta
@ C3x+y=0
@ E-3x+y=38 s
hiy=1
Texto . 4
® textof ="1) Construa 1) Construa ovetor u = (" )
@ texto2 = “u=("
3 2) Construa, a partir da sua equagdo, a reta de vator normal u e que passa pela origem
Vetor
L@ u= [:—3) 5 3) Construa, a partir da sua equagdo, a reta de vator normal u & que passa pelo ponto (2,-2)
1
B
.
A
3 2 1 o 1 2/ 3 4 B & 7 8 ) ) 1 12 13 14 15
1
2
< 3 /
Entrada

Figura 86 — Resolucao da Atividade 7 do Momento 5 pelo Grupo 1. Fonte: Producdo do Grupo 1.

N&o observamos dificuldades significativas na resolucdo destas duas
atividades durante seu desenvolvimento, bem como n&o houve construgoes
apresentando erro nos arquivos dos estudantes. Nossa avaliagdo quanto a este fato
€ de que esta tematica tem maior complexidade na obtencéo tedrica da equacéo, e

ndo na resolucdo de ordem prética.
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Durante a realizacdo da atividade, em virtude dos tratamentos nos registros
algébricos da equacao via vetor normal, podemos observar os estudantes realizando

suas acdes de modo paralelo as suas ac¢des no software, conforme a Figura 87.

Figura 87 — O uso de registros algébricos em paralelo ao uso do GeoGebra. Acervo pessoal.

O design grafico do software, em associacao aos raciocinios empregados pelos
estudantes no desenvolvimento das atividades — realizando as necessarias
conversdes e tratamentos — sugere que a formacéo de imagens conceituais ocorreu
com sucesso, quando comparado a outros momentos de nossa sequéncia didatica.
Curiosamente, num assunto sobre o qual tinhamos incerteza sobre o andamento das
atividades e, consequentemente, da sua aprendizagem.

Fica a reflexdo do porqué este assunto ndo esta comumente presente no
ensino-aprendizagem de Geometria Analitica. Possivelmente, sua auséncia pode ser
justificada, entre outros assuntos, pela dificuldade dos registros estaticos em abordar
este assunto. Os registros dinamicos, com riqueza de significado e que formam
imagens conceituais adequadas, nos sugerem ter grande potencial para contribuir

para o estudo deste assunto.

Encerramos o Capitulo 4 avaliando que de um modo geral os Momentos de
Aprendizagem tiveram bom andamento. Surgiram dificuldades de diferentes ordens
na realizacao de algumas atividades, que exigiram interferéncia do professor e alguma

reorganizagdo das acgfes didaticas seguintes. Julgamos ser normal a ocorréncia
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destas dificuldades na implementacédo de um experimento que proponha atividades
diferentes de abordagens convencionais, caso da nossa sequéncia didatica.

Nossa analise objetivou observar na producao dos estudantes a utilizacdo do
GeoGebra na aprendizagem dos conceitos sob estudo. Sobretudo, nosso olhar foi
relativo ao uso dos registros dinamicos e sua contribuicdo para a aprendizagem. Em
nossa avaliacdo, na maioria das acdes didaticas, mesmo reconhecendo eventuais
dificuldades, a contribuicéo foi significativa, auxiliando os estudantes na formacéo de

imagens conceituais adequadas.
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5. Consideracdes Finais

Neste trabalho desenvolvi uma pesquisa em Educacdo Matematica que fez uso
da Teoria de Registros de Representacdo, das nocdes de Imagem Conceitual e
Imagem Mental e do software de geometria dinamica GeoGebra. O objetivo principal
desta pesquisa foi responder a pergunta: “Como ocorre o processo de aprendizagem
da Geometria Analitica no Ensino Médio quando se faz uso de registros dinamicos de
representacio?”

Para responder a pergunta, dentro da particularidade da pesquisa, estabeleci
como objetivos: fazer conexdes entre a Teoria dos Registros de Representacéo
Semidtica e as nocdes de Imagem Conceitual/lmagem Mental; apresentar uma
sequéncia didatica direcionada ao ensino e aprendizagem de conceitos de geometria
analitica, fazendo uso do software GeoGebra; operacionalizar esta sequéncia didatica
numa escola da rede particular de ensino de Porto Alegre; analisar os dados obtidos
durante a realizacdo da sequéncia didatica de forma a trazer uma contribuicdo ao
entendimento do processo de aprendizagem quando os estudantes fazem uso de
registros dindmicos de representacgéao.

Minha avaliacéo, ao final do experimento realizado com turma de alunos do 3°
ano do Ensino Médio, € de que a utilizacdo do GeoGebra contribuiu para a formacao
de imagens conceituais adequadas, de um modo geral. Essa afirmacao se baseia nas
andlises feitas a partir das constru¢des dos estudantes e da observacdo de suas
producdes, as quais apresentavam significados precisos para os conceitos estudados.
Como exemplo, lembro das respostas corretas dos estudantes na maioria das
atividades do Momento 2, no qual estava sendo estudado de modo bastante incipiente
0 conceito de equacéo da reta. Nesse Momento, ja foi possivel observar o uso de
diversos registros algébricos que estavam de acordo com 0s registros dinamicos
obtidos via manipulacdo no GeoGebra.

Ao longo dos momentos de aprendizagem que constituiram a sequéncia
didatica, foram realizadas diversas atividades dependentes do dinamismo do
software, de forma a estabelecer muitas conexdes entre componentes conceituais e
figurais das no¢oes em estudo. Essa avaliagao se justifica na observada desenvoltura

dos alunos quando fizeram uso dos registros dinamicos, seja manipulando um arquivo
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construido previamente pelo professor, seja criando um novo arquivo partir das
ferramentas do software.

Durante o desenvolvimento da sequéncia, as acfes didaticas propostas foram
de trés tipos. A primeira contemplou uma fase de exploracéo intuitiva, geralmente a
partir da manipulagdo de arquivos construidos previamente, de modo a formar as
primeiras concepc¢des sobre o objeto estudado. A segunda agcéo contemplou o estudo
com carater mais generalizador, com maior autoria dos estudantes na producéo de
construcbes no GeoGebra. A terceira acdo foi de discussdo coletiva, na qual eu
utilizando o teldo disponivel na sala e os estudantes nos seus dispositivos,
manipuldvamos os arquivos GeoGebra e trocavamos ideias na dire¢éo de sistematizar
e formalizar os conceitos estudados.

Avalio que este tripé condutor dos momentos de aprendizagem foi fundamental
para a formagdo das imagens conceituais dos alunos. Sustento essa avaliagao
levando em conta que esse processo sequencial de exploracdo, generalizacéo e
sistematizacdo possibilita que o sujeito que esta a aprender tenha acesso aos
atributos criticos relativos aos conceitos estudados. Ainda, pelo fato do processo de
aprendizagem ter ocorrido com o0 uso da geometria dinamica, as componentes figural
e conceitual dos objetos geométricos sob estudo foram reiteradamente solicitadas,
contribuindo assim para a formacéo de imagens conceituais adequadas.

Com a analise as producdes dos estudantes sob a 6ética da Teoria de Duval,
constatei a realizacdo de conversdes entre registros graficos e algébricos de modo
muito versatil e esta atitude dos alunos se tornou bastante natural. Importante
destacar que as conversdes ora ocorriam do registro algébrico para o grafico, ora do
grafico para o algébrico; tal aspecto € fundamental na concepcdo de Duval para
caracterizar uma aprendizagem que dé conta das diferentes caracteristicas do objeto
estudado.

Também observei a realizacdo de diversos tratamentos nos registros
dindmicos, ou seja, transformacfes internas ao mesmo registro, que permitiram a
identificacdo dos atributos relevantes dos objetos estudados. A sucessao de imagens
com rigueza e clareza de significado contribuiu para as imagens conceituais
adequadas as nocdes sob estudo, pois ndo se limita a situacdes particulares,
permitindo a generalizagédo de ideias — acao didatica que esteve presente em diversas
atividades durante os momentos de aprendizagem. Vé-se aqui ganhos de
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aprendizagem em relacdo ao que observei enquanto professor ministrante de
geometria analitica, em outros momentos fazendo uso de registros estéticos.

Destaco dois dos momentos de aprendizagem que dificilmente seriam
executados sem o uso da geometria dindmica, e que proporcionaram aprendizagens
de conceitos de modo diferente. Um deles é o Momento 1, no qual os estudantes
construiram figuras dindmicas através do uso de controles deslizantes — sdo 0s
nameros controlando pontos. Esta atividade exigiu criatividade e a compreensao da
representacdo de pontos no plano via expressoes algébricas.

O outro € o Momento 5, no qual foi dado significado geométrico a equacao de
reta na forma “Ax + By + C = 07, fazendo-se uso da noc¢ao de vetor normal a direcao
da reta — este um significado que usualmente néo é trabalhado na escola. Julgo que
o uso do GeoGebra favoreceu a compreensdo dos conceitos de vetor, vetores
ortogonais e vetor normal. Isso porgue 0 seu dinamismo promove 0S Necessarios
tratamentos nos registros dindmicos, acompanhado de atualizagdes de equacgdes na
janela de algebra, permitindo conversdo entre registros graficos e algébricos.
Considero que tal tipo de sistematizacdo permitida no GeoGebra dificilmente poderia
ser reproduzido com registros estaticos.

Evidentemente, durante o desenvolvimento da sequéncia didatica os alunos
encontraram dificuldades. As razdes para estas dificuldades foram diversas: néo
entendimento imediato da proposta; imagens conceituais ainda ndo formadas
corretamente a respeito de conceitos prévios; algum tipo de inabilidade no uso dos
comandos do GeoGebra (embora boa parte dos estudantes tenha mostrado boa
desenvoltura neste aspecto). Mas séo dificuldades que julgo serem inerente a
qualquer tipo de acéo didatica. Quanto as minhas interven¢des durante os encontros,
busquei fazé-las de modo minimo, respondendo questionamentos com novos
guestionamentos, oferecendo sugestdes de encaminhamento ou propondo discussao
coletiva entre alunos do grupo ou do coletivo da turma.

Considero que o periodo de estudo relativo a fundamentacdo tedrica deste
trabalho foi uma oportunidade de significativa aprendizagem enquanto educador
matematico. Me dei conta de quao fundamental € para um educador buscar
aperfeicoamento, atualizar seus conhecimentos e entrar em contato com ideias
desenvolvidas nas pesquisas em Educacado Matematica. Nessa direcao, foi também
importante para meu aprimoramento profissional ter tido a oportunidade de cursar, ao

longo dos dois anos de Mestrado, disciplinas de matematica, de tecnologia digital, de
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histéria da educagdo matemética, de pesquisa em educacdo matematica, dentre
outras.

Em particular, tive a oportunidade de aprofundar conhecimentos relativos a
aspectos da psicologia da educacdo matematica, sobretudo aspectos relativos a
representacdo em geometria. O fazer e o aprender matematica envolvem
representacdes e, conforme Duval, registros de representacées. E no conhecimento
dos diferentes registros e na conversao entre eles que se desenvolvem 0s conceitos
matematicos. Neste sentido, julgo que o software GeoGebra é um facilitador nos
processos cognitivos envolvidos na aprendizagem matematica, pois é ferramenta que
propicia a realizacdo de conversdes e tratamentos de registros. Conforme ja
comentado no Capitulo 1 desta dissertacdo, a utilizacdo deste software ja fazia parte
do cotidiano de minha sala de aula. Agora, posso seguir fazendo isso, contando com
maior conhecimento tedrico sobre o que fazer, e como fazer, de modo a promover a
aprendizagem de meus estudantes.

A tematica das imagens conceituais esteve presente nos meus estudos durante
a época da graduacao. Neste trabalho, foi possivel me familiarizar ainda mais com
alguns conceitos ja conhecidos, além de compreender outros. A visualizacdo em
geometria é fundamental e, ao mesmo tempo um desafio, uma vez que é impossivel
tratar dos objetos de estudo apenas do ponto de vista conceitual. Mas as
representacdes visuais podem comprometer o significado dos conceitos e aqui, mais
uma vez, dou créditos ao GeoGebra, pois 0 dinamismo das representacdes promove
a formacéo de imagens conceituais adequadas aos conceitos sob estudo.

A realizacdo desta pesquisa também contribuiu para minha carreira como
professor, de um modo geral. Pude colocar efetivamente em prética na sala de aula
conhecimentos e tendéncias educacionais desenvolvidas no ambiente académico,
fazendo isso com estudantes de uma turma de educacao basica, em horario regular
de aula; e desenvolvendo assuntos que, entre outros aspectos, seriam objeto de
avaliacdo da componente curricular de matematica. Em outras palavras, a sequéncia
didatica desenvolvida ndo somente rendeu frutos para essa dissertacdo, como
também fez parte de um ambiente de sala de aula na sua realidade. E os resultados,
conforme apontei ao longo do trabalho, foram muito proveitosos.

Julgo que a acdo docente do professor vai além daquela de propiciar a
aprendizagem de conteudos, no meu caso de matematica; também sdo criados

vinculos com os estudantes. Particularmente, ao longo da realizacdo da sequéncia
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didatica estreitou-se a minha relacdo com essa turma — que era muito boa, e se tornou
ainda mais harmoniosa. Considero como evidencia deste relacionamento o fato de ter
sido escolhido professor paraninfo da turma. E a escolha ocorreu de modo muito
simbdlico: em certa aula, fui convidado a abrir um arquivo GeoGebra no computador
da sala. Ao fazé-lo, surge o belo convite, a partir da manipulagdo de controles
deslizantes no software, conforme mostramos na Figura 88, retirada de video gravado

pelos estudantes.

Figura 88 — Escolha do professor paraninfo, feita no GeoGebra. Fonte: Producéo dos estudantes.

Finalmente, fica a minha expectativa de que este trabalho possa contribuir para
a area da educacdo matematica. Fiz uma experiéncia que foi positiva e espero que,
com adaptacdes conforme os diferentes contextos escolares existentes, possa ser
replicada em outras salas de aula. Para além da sequéncia didatica em si — que da
origem ao produto didatico que € um apéndice dessa dissertacdo — espero que as
discussbes apresentadas na dissertagdo, possam contribuir para a pesquisa em
educacdo matematica, com foco em experiéncias de ensino que fagcam uso de recurso

digital como o GeoGebra.
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APENDICE A

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , R.G. :
responsavel pelo(a) aluno(a) , da
turma , declaro, por meio deste termo, que concordei em que o(a)
aluno(a) participe da pesquisa intitulada “O processo de génese instrumental da
geometria dinAmica” desenvolvida pelo pesquisador e professor do Colégio Monteiro
Lobato Arthur Barcellos Bernd. Fui informado(a), ainda, de que a pesquisa €&
coordenada/orientada por Maria Alice Gravina a quem poderei contatar a qualquer
momento que julgar necessario, através do e-mail gravina@mat.ufrgs.br.

Tenho ciéncia de que a participacao do(a) aluno(a) néo envolve nenhuma forma
de incentivo financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacéo a contribuicao para
0 sucesso da pesquisa. Fui informado(a) dos objetivos estritamente académicos do
estudo, que, em linhas gerais, sao:

- Estabelecer conexdes entre a Teoria dos Registros de Representacdo Semibdtica e
a Teoria da Abordagem Instrumental, no que diz respeito a utilizacdo de/conversao
entre diferentes registros no processo de génese instrumental da geometria dinémica;

- Operacionalizar uma sequéncia didatica através da utilizacdo do software GeoGebra
no Colégio Monteiro Lobato, na qual o pesquisador é docente, constituindo uma
pesquisa na metodologia de estudo de caso;

- Analisar os dados obtidos durante a realizacao da sequéncia didatica e avaliar sua
contribuicéo para o processo de génese instrumental da geometria dinamica para os
estudantes participantes da pesquisa.

Fui também esclarecido(a) de que os usos das informacdes oferecidas pelo(a)
aluno(a) serd apenas em situacdes académicas (artigos cientificos, palestras,
seminarios etc.), identificadas apenas pela inicial de seu nome e pela idade.

A colaboracédo do(a) aluno(a) se fara por meio de entrevista/questionario escrito
etc, bem como da participagdo nas aulas que compde a sequéncia didatica sobre o
tema da pesquisa, em que ele(ela) sera observado(a) e sua producéo analisada, sem
nenhuma atribuicdo de nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos,
obtidas durante a participacdo do(a) aluno(a), autorizo que sejam utilizadas em
atividades académicas, tais como artigos cientificos, palestras, seminarios etc, sem
identificacdo. A colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciara apenas a partir da entrega
desse documento por mim assinado.
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Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei
contatar o pesquisador responsavel no telefone (51) 9646-0102 / e-malil
arthur.bernd@colegiomonteirolobato.com.br.

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a
qualquer momento, sem sofrer quaisquer sancdes ou constrangimentos.

Porto Alegre, de de

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:
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APENDICE B

Produto Didéatico

O Produto Didatico desta dissertacdo é formado pelo conjunto de atividades
que compuseram nossa sequéncia didatica. Sao atividades propostas para o estudo
dos seguintes assuntos de Geometria Analitica: coordenadas de pontos, equacdes de
retas na forma “y = ax + b”, posicoes relativas entre retas, vetores no plano cartesiano
e equacdes de retas na forma “Ax + By + C = 0” via vetor normal.

As atividades estdo descritas a seguir, agrupadas em 5 Momentos, que
estruturam a sequéncia didatica implementada. Sob o titulo de “Ac¢do Didatica”,
esclarecemos os papeis de professor e alunos no desenvolvimento de cada um dos
Momentos. No caso de uso de arquivos GeoGebra, estes estdo disponiveis nos

enderecos eletronicos indicados.

Momento 1: Estudo de coordenadas de pontos.

- Atividade: Utilizando o comando controle deslizante, realize cada uma das

construcdes sugeridas a partir das imagens abaixo.

Para gerar o efeito desejado (linha continua), deve-se seguir a seguinte
sequéncia de passos:

1 — Selecionar o comando controle deslizante e criar um numero.

2 — Criar um ponto no plano, no qual suas coordenadas sédo dadas em funcao

deste numero do controle deslizante.

3 — Selecionar a opc¢éo habilitar rastro para o ponto criado.

- Acao Didatica: as a¢Oes dos estudantes sdo de exploracao intuitiva, pois se
trata de familiarizacdo com o objeto de estudo (coordenadas de pontos no plano), e,

aos poucos, de generalizacdo de ideias quanto a pontos dindmicos (que sera
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importante para a continuidade da sequéncia didatica). O papel do professor, aqui,
consiste em mediar o processo de construcdo e facilitar a comunicacdo entre
estudantes e software (especialmente em caso de pouca familiaridade), pois a autoria

das producdes cabe aos estudantes.

Momento 2: Estudo de casos particulares de retas

- Atividade 1: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/TgZnnZAXx.

Responda: Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo

ponto A?

- Atividade 2: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/Jy6KC9KH.

Responda: Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo

ponto A?

- Atividade 3: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/Vr3hQGUf.

Responda: Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo
ponto A?

- Atividade 4: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/Uj8r3tG8.

Responda: Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo
ponto A?

- Atividade 5: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/RYMcuH4a.

Responda: Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo

ponto A?

- Atividade 6: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/EVz8PPuj.

Responda: Como vocé poderia caracterizar o conjunto de pontos assumidos pelo

ponto A?

- Acéo Didatica: Este Momento é inteiramente dedicado a exploragéo intuitiva

a respeito de equacdes de retas (em casos particulares). Sendo assim, estudantes


https://ggbm.at/TqZnnZAx
https://ggbm.at/Jy6KC9KH
https://ggbm.at/Vr3hQGUf
https://ggbm.at/Uj8r3tG8
https://ggbm.at/RYMcuH4a
https://ggbm.at/EVz8PPuj
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tem acdes exploratérias e de formulacdo das primeiras ideias sobre o objeto de
estudo, enquanto ao professor cabe mediar 0 processo.

Momento 3: Estudo de equacoes de retas na forma “vy =ax + b”.

- Atividade 1: Determine as equacdes que geram a composicdo indicada na

figura abaixo. Feita a construcéo, construa pontos dinamicos sobre as retas.

- Atividade 2: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/\VzRvgHyB. A

partir da exploracéo, discutir qual o significado do coeficiente angular de uma reta na

forma “y = ax”.

- Atividade 3: Realize as seguintes constru¢cdes no GeoGebra.
a) Construa, a partir da sua equagéao, a reta que passa pelos pontos (0,0) e (8, 24).
b) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (0,0) e (36, 27).

c) Construa, a partir da sua equacao, a reta que passa pelos pontos (0,0) e (-30, 45).

- Atividade 4: Realize as seguintes constru¢cdes no GeoGebra.
a) Determinar as equacdes que geram a composic¢édo indicada na figura abaixo. Feita
a construcédo, construa pontos dindmicos sobre as retas.
b) Determinar uma equagao com o uso do recurso ‘controle deslizante’ gerando a

composicao indicada na figura.


https://ggbm.at/VzRvqHyB
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- Atividade 5: Realize as seguintes constru¢cdes no GeoGebra.
a) Construa, a partir da sua equacao, a reta que passa pelos pontos (0, 3) e (11, 36).
b) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (0, 2) e (30, -13).

c) Construa, a partir da sua equacéo, a reta que passa pelos pontos (-4, 1) e (29, 45).

- Atividade 6: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/UPS8MwWNN9. A

partir da exploracdo, discutir quais os significados do coeficiente angular e do

coeficiente linear de uma reta na forma “y = ax + b”.

- Acdo Didética: este Momento é caracterizado por grande diversidade de
acOes didaticas. A Atividade 1 objetiva que os estudantes retomem as equacdes de
retas abordadas de modo intuitivo no Momento 2, tendo, portanto, que assumir a acao
central na atividade. Nas Atividade 2 e 6, o professor deve conduzir uma discussao
coletiva que sistematize as ideias e formalize o conceito de coeficiente angular
(Atividade 2) e de equacao de reta na forma y = ax + b (Atividade 6). Nas Atividades
3 e 5, a proposta € a realizacéo de tarefas classicas de geometria analitica, nas quais
alunos produzem as construcdes solicitadas (que envolvem conversdes entre
registros graficos e algébricos) e professor media o processo. Na Atividade 4, os
estudantes desenvolvem acgdes tanto exploratorias quanto generalizadora de ideias

guanto a coeficiente linear, cabendo ao professor também mediar o processo.


https://ggbm.at/UP8MwNN9
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Momento 4: Posicoes relativas entre retas no plano cartesiano (retas paralelas e retas

perpendiculares).

- Atividade 1: Explore o arquivo disponivel em https://ggbm.at/SRAew72D. A

partir da exploracéo, responda as seguintes perguntas:

1) Qual a equacéo (na formay = ax + b) dareta r?

2) Mova o controle deslizante b e observe a reta s, paralela a reta r. Que caracteristica
analitica vocé observa?

3) Qual a equacéao (na formay = ax + b) da reta s?

- Atividade 2: Construir no GeoGebra, a partir da equacéao, a reta que € paralela
a reta r (dada na figura abaixo) e passa pelo ponto dado, em cada um dos casos a
seqguir.
a) (0, 0)
b) (1, 3)

- Atividade 3: Construir no GeoGebra, a partir da equacao, a reta que €
perpendicular a reta r (dada na figura abaixo) e passa pelo ponto dado, em cada um
dos casos a sequir:

a) (0, 0)
b) (2, 2)


https://ggbm.at/SRAew72D
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- Atividade 4: Construir no GeoGebra, a partir da equacao, a reta que é
perpendicular a reta r (dada na figura abaixo) e passa pelo ponto dado, em cada um
dos casos a sequir:

a) (0, 0)
b) (2, 4)

- Atividade 5: Explorar o arquivo disponivel em https://ggbm.at/AuMdyXqu,

seguindo a orientacdo do item 1 e respondendo os demais itens a seguir.
1) Mova o controle deslizante ar, coeficiente angular da reta r (azul), e observe a
configuragcédo das retasr e s.

2) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) quando a, = 3?
3) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) quando a, = - 0.5?

4) Qual o coeficiente angular da reta s (vermelha) em funcéo de a,?


https://ggbm.at/AuMdyXqu
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- Atividade 6: A reta r passa pelos pontos (-3 5) e (12, 35). A reta s €&
perpendicular a reta r e passa pelo ponto (1, 5). Construa no GeoGebra, a partir das

equacdes, as retas r e s.

- Acdo Didatica: neste Momento, a maior parte das acfes didaticas séo
assumidas pelos estudantes. Nas Atividades 1 e 5, temos etapas de exploragao
intuitiva, passando a generalizacao de ideias, quanto aos conceitos de retas paralelas
e retas perpendiculares, respectivamente. Apenas no item final de cada uma dessas
atividades o professor pode conduzir o processo de discusséo coletiva, a fim de
sistematizar e formalizar os conceitos. As Atividades 2, 3, 4 e 6, sdo classicas do
estudo da geometria analitica, nas quais o foco € na obtencdo das equacdes das retas
paralelas e perpendiculares (registros algébricos) e suas representacdes no plano

(registros gréficos).

Momento 5: vetores no plano cartesiano e equacées de retas na forma “Ax + By + C

= (0” via vetor normal

- Atividade 1: Explorar o arquivo disponivel em https://ggbm.at/ANWp9pvJ.

Apbs a exploracao, responda: que significado vocé atribui para um vetor no plano

cartesiano?

- Atividade 2: Explorar o arquivo disponivel em https:/ggbm.at/YpX2euAb.

Apos a exploracao, discutir a forma de escrever um vetor de forma algébrica.

- Atividade 3: Explorar o arquivo disponivel em https://ggbm.at/acRPushbt,

seguindo a seguinte orientagao:
Mova o ponto B e observe a configuracéo. O que se pode afirmar sobre os vetores u

ev?

- Atividade 4: Explorar o arquivo disponivel em https://ggbm.at/M7{9by7q. A

partir da exploracao, responda as perguntas em uma folha para entregar.
1) Clique para exibir o tridangulo de hipotenusa AB. Qual a medida de AB em fungao
de 'a'e 'b?


https://ggbm.at/ANWp9pvJ
https://ggbm.at/YpX2euAb
https://ggbm.at/acRPusbt
https://ggbm.at/M7j9by7q
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2) Clique para exibir o triangulo de hipotenusa AC. Qual a medida de AC em funcgao
de 'c'e'd'?

3) Clique para exibir o triangulo de hipotenusa BC. Qual a medida de BC em func¢éo
de'a’,'b’,'c'e'd ?

4) Apligue o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, utilizando como lados medidas
em funcao de 'a’, 'b', 'c' e 'd". Que relagéo é obtida?

- Atividade 5: Explorar o arquivo disponivel em https://ggbm.at/tuku6NwV. A

partir da exploragéo:
~ s : a X—X,
1) escrever a relacdo algébrica de ortogonalidade para os vetores (b} e (y y j
Yo
2) obter a equacdo naforma Ax+By+C=0,naqualA=aeB=h.

3) discutir o significado dos coeficientes A e B nesta equacéo.

- Atividade 6: No GeoGebra, construa:

1) o vetor u = ﬁ
3

2) a partir da sua equacéao, a reta de vetor normal u e que passa pela origem.
3) a partir da sua equacéao, a reta de vetor normal u e que passa pelo ponto (3, 1).

- Atividade 7: No GeoGebra, construa:

1) o vetor u :(‘SJ.
1

2) a partir da sua equacéao, a reta de vetor normal u e que passa pela origem.

3) a partir da sua equacéao, a reta de vetor normal u e que passa pelo ponto (2, -2).

- Acdo Didatica: as Atividades 1, 2 e 3 sdo caracterizadas por acdes de
exploracéo intuitiva dos estudantes, de modo a formar as primeiras ideias referentes
a vetores no plano cartesiano. Nessas atividades, o professor media as acoes,
contribuindo conforme necessario no processo de familiarizagdo com a notacao de
vetores (registro algébrico) e sua representacdo no plano (registro grafico). A
Atividade 4 é a etapa central deste Momento, na qual estudantes tem a¢gbes com
resolucdo itens sequenciais visando generalizacdo de ideias quanto a vetores

ortogonais. Por envolver alguns tratamentos importantes (tanto no registro dinamico


https://ggbm.at/tuku6NwV
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quanto no algébrico), o professor também media as interacfes dos estudantes com o
software e com o0 objeto de estudo. Na Atividade 5, o professor conduz o processo de
discusséo coletiva, de modo a formalizar o conceito de vetores ortogonais visando a
obtencéo da equacéo da reta via vetor normal, que da origem a equacéao da reta na
forma Ax + By + C = 0. Nas Atividades 6 e 7, temos propostas de constru¢cao no
software, envolvendo conversdo entre registros graficos e algébricos, nas quais 0s

estudantes sdo autores da construcéo e professor media a resolucéao.



