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REsuMO

A presente dissertacao estuda a dindmica uni e tridimensional de uma particula solitaria eletricamente
carregada sob a acao de uma onda eletrostética de alta frequéncia lentamente modulada. A onda dota a
particula de energia potencial elétrica e o seu movimento é conhecido através do emprego do formalismo
hamiltoniano, onde se faz a consideragao de efeitos relativisticos devido as altas velocidades envolvidas
no processo. Enquanto a velocidade méxima experimentada pela particula permanece suficientemente
abaixo da velocidade de fase caracteristica da onda que a acelera, sua dindmica pode ser bem descrita
por uma refinada aproximacao ponderomotriz. Com esta abordagem, prevé-se corretamente a velocidade
média, maxima e minima desenvolvida pela particula ao longo de seu movimento através das curvas que
permeiam e envelopam o perfil de velocidade. Os limites de validade da aproximagao sao bem estabe-
lecidos e, uma vez ultrapassados, a particula com velocidade ressonante é capturada pela onda. Sob
as adequadas condigoes calculadas neste trabalho, o mecanismo de captura instala, espontaneamente, a
particula em fase 6tima relativa a onda e a acelera a velocidades muito préximas da velocidade da luz
no vacuo. Em consonancia, o processo de aceleracao é otimizado com a focagem da particula em diregao
ao eixo de propagacao da onda durante um certo intervalo de tempo e de comprimento aproveitaveis.

Palavras-chave: onda eletrostética, aceleradores, dinamica nao linear, potencial ponderomotriz
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ABSTRACT

The present dissertation studies the one and three-dimensional dynamics of an electrically charged
solitary particle under the action of a slowly modulated high frequency electrostatic carrier wave. The
wave gives the particle electrical potential energy and its movement is known through the use of Ha-
miltonian formalism, where relativistic effects are considered due to the high velocities involved in the
process. Meanwhile the maximum speed experienced by the particle remains sufficiently below the cha-
racteristic phase velocity of the accelerating carrier wave, its dynamics can be well described by a refined
ponderomotive approach. With this approach, the average, maximum and minimum speed developed
by the particle along its movement through the curves that permeate and envelop the velocity profile.
The limits of validity of the approximation are well established and, once exceeded, the particle with
resonant velocity is captured by the wave. Under the appropriate conditions calculated in this work, the
capture mechanism spontaneously installs the optimum phase particle relative to the wave and accele-
rates towards the speed of light in the vacuum. At same time, the acceleration process is optimized by
focusing the particle towards the wave propagation axis for a certain usable time interval and length.

key-words: electrostatic wave, accelerators, nonlinear dynamics, ponderomotive potential
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1 Introducao

processo de aceleracao de particulas carregadas demanda, em geral, o controle minucioso da escolha

adequada da escala de comprimento que atenda a velocidade final desejada para as particulas. Esta
caracteristica é herdada desde os primeiros modelos de aceleradores eletrostaticos como, por exemplo,
os aceleradores Cockeroft-Walton[1] e Van de Graaff[2] cujo comprimento caracteristico mencionado é
a distancia entre os eletrodos. J4 para os aceleradores eletromagnéticos[3], o comprimento ideal pode
ser o tamanho caracteristico dos guias de ondas - para os que aproveitam de frequéncias na escala de
radio, por exemplo[4; 5] - ou mesmo a distancia percorrida pelas particulas capturadas em aceleradores
baseados na excitacao de campos em plasmas (wakefields accelerators)[6]. A dispersao do feixe carregado
nestes aceleradores eletromagnéticos é um fenémeno natural. Ao longo da viagem que visa aceleré-las, as
particulas sao arremessadas perpendicularmente a dire¢cao de propagacao da onda aceleradora tipicamente
por space-charge ou efeitos ponderomotivos transversais. Este comportamento é muito indesejado. As
particulas precisam ficar préximas ao eixo do dispositivo acelerador. E onde os campos sdo mais intensos
e a aceleragao é coerentemente guiada e controlada. E comum a utilizacdo de estruturas magnéticas
inteligentemente arranjadas nos dispositivos aceleradores para evitar tal comportamento e manter o
feixe alinhado ao eixo de transporte[7; 8; 9; 10].

Existem muitos processos na dinamica de plasmas que envolvem o conceito de forca ou potencial
ponderomotivo, que representa o efeito de campos eletromagnéticos de alta frequéncia no movimento
lento das particulas que compde o plasma[ll]. A for¢a ponderomotiva governa a dindmica do centro
de oscilagao das particulas e pode ser deduzida por andlise perturbativa de primeira ordem na forga de
Lorentz em torno do centro de oscilacao[12]. Considerando os efeitos de segunda ordem com relacao
ao campo elétrico, essa forga tem lugar quando a escala rdpida de tempo (referente as varidveis de
alta frequéncia) é mais curta do que a escala modulacional (ou lenta). Deve-se isto ao fato de a forca
ponderomotiva impor aos elétrons que sejam acelerados na mesma direcao do gradiente do mddulo
quadrado da amplitude do campo elétrico, mas no sentido contrario. Ou seja, os elétrons do plasma
tendem a afastar-se de regides onde o campo elétrico é mais intenso, dai a dispersao e reflexdo de um
feixe que tenta penetrar em uma regiao de intensidade de campo elétrico crescente[12; 13].

A aproximagao ponderomotiva, proposta para tratar da dinamica nao linear da particula em interagao
com o campo elétrico de alta frequéncia, sugere uma mudanga de perspectiva e prové a descrigao do
sistema em termos de um conjunto autoconsistente de varidveis de baixa frequéncia. Uma vez que a
forga ponderomotriz - responsavel por este estdgio da dindmica - é um campo vetorial gradiente[14], o
sistema gerado por ela é conservativo. Desta maneira, observa-se a simetria temporal nos entes destinados
a descrever o movimento da particula tnica e exclusivamente em fungao das variaveis de baixa frequéncia.
A aproximacédo tem limite de validade bem estabelecido e corresponde muito bem & dindmica completa
enquanto as particulas encontram-se em regime distante do ressonante com a onda aceleradora. A
correspondéncia entre as descrigoes suporta a compreensao da fenomenologia nao linear encarada neste
estudo como fruto da forga ponderomotiva. O procedimento de obtencao da aproximagao baseia-se na
remocgao dos termos de alta frequéncia do hamiltoniano. O sucesso do procedimento se da através de uma
transformagao canonica cuidadosamente construida para este fim. Os termos remanecentes que formulam
o hamiltoniano transformado, i.e, os que sobrevivem a remocao de toda e qualquer mencao a escalas
rapidas de tempo, configuram um sistema conservativo cuja simplicidade propicia, além da previsao
de alguns resultados imediatos sobre, até mesmo, dinamica completa, a conclusao da impossibilidade
de ganho liquido de energia cinética (quando comparados o estado inicial e final de movimento) pelas
particulas durante a regéncia do regime ponderomotivo. Entretanto, este periodo causa um ajuste
espontaneo da fase da particula em relacao a onda e, otimizando os parametros do problema, a aceleragao
da particula é observada quando a dindmica ponderomotiva ndo é mais vélida. A este evento chamamos
de quebra da dinamica ponderomotiva.

O presente trabalho discorre sobre a proposta[15] de um sistema alternativo de aceleragio de particulas.
Uma particula solitaria' é posta a interagir com uma onda eletrostatica de alta frequéncia com ampli-

1Embora a presente dissertacio trate da dindmica de uma particula, referir-se-4, possivelmente, a esta como um plasma.



tude lentamente modulada. Tanto para dinamica unidimensional tratada no Capitulo 2 quanto para a
tridimensional tratada no Capitulo 3, a interacao proporciona & particula trés regimes possiveis de mo-
vimento. Cada um destes regimes é visitado de acordo com o ajuste dos parametros e condigoes iniciais
impostas a particula. O regime mais fecundo a ser explorado ¢é aquele que resulta na captura da particula
pela onda apdés um periodo ponderomotivo inicial que, espontaneamente, coloca-a em condigao resso-
nante. Quando ajustada as condigoes 6timas, a quebra da dinamica ponderomotiva pode ejetar elétrons
com energia cinética que se aproxima da escala de GeV, mesmo para moderados valores de amplitude
méxima da onda[16]. Além disso, este ajuste pode, espontaneamente e simultaneamente & eficiente ace-
leragao, focar a particula na direcao do eixo de propagacao da onda aceleradora por um certo periodo
de tempo e comprimento aproveitdveis. E ainda, destacando-se dos beat wave accelerators[7; 17; 18], o
sistema proposto causa a aceleracao independentemente da fase inicial da particula com relacao a onda.

Dividiu-se a dissertacao na exploragao, em primeiro, na forma unidimensional - destinada a desen-
volver familiaridade com os possiveis regimes da dinamica, seu alcance e principais caracteristicas - e,
em segundo, na forma tridimensional que adiciona um perfil transversal a onda. O mecanismo de troca
de energia cinética entre as dimensoes do espago de configuracio é o foco principal desta dissertacao e
visa a ampliacao do estudo unidimensional atribuindo realidade as solugoes simuladas numericamente.



2 Modelo unidimensional

presente capitulo destina-se ao estudo da dindmica unidimensional de uma particula carregada
O sob regime relativistico interagindo com uma onda eletrostatica de alta frequéncia e lentamente
modulada. A simplicidade visa apresentar o problema e sintetizar familiaridade para com os aspectos do
movimento, possiveis regimes e principais resultados.

2.1 O modelo de potencial unidimensional

eja um sistema constituido de uma onda eletrostatica e uma particula de teste carregada e solitaria.

A onda eletrostatica viaja ao longo de um eixo de referéncia inercial nomeado pela coordenada x
onde se localiza a particula. A particula, com velocidade diferente de zero, penetra na regido onde ha
a influéncia do potencial providenciado pela onda com total chance de choque, uma vez que é injetada
considerando-se apenas uma dimensao. A onda serd representada pelo potencial

M

o(x,t) = poe” o cos(kx — wt), (2.1.1)

de onde o campo elétrico longitudinal escolhido, viajando no sentido de crescimento do eixo x, é obtido
via E(z,t) = —V(z,t). A fisica desse tipo de onda eletrostatica modulada é similar a de particulas
submetidas a acao combinada de campos eletromagnéticos colineares e de wiggler. Esse tipo de arranjo é
comumente visto em dispositivos de free-electron laser.[19; 20; 21]. O fator de amplitude ¢¢ é uma cons-
tante positiva e corresponde ao valor maximo de potencial que pode ser experimentado pela particulal.
Os parametros da onda sdo o nimero de onda k e a frequéncia angular w. A modulagdo é representada
pelo fator exponencial gaussiano, onde o parametro o é o comprimento caracteristico do envelope de
onda. A escolha dos parametros deve ser tal que o potencial comece a apresentar sinais de modulagao
para pontos muito distantes da origem espacial do sistema de referéncias em que estd assentado. Este
regime é conhecido como de lenta modulagao. Para garanti-lo, observemos o comportamento da fungao
de potencial em sua representacdo em série de poténcias. Basta que a expansio seja feita na coorde-
nada espacial para concluir o que se quer. Utilizando a identidade trigonométrica que se refere a fungao
cosseno calculada para uma soma, podemos identificar

cos(kx — wt) = sin(wt) sin(kx) + cos(wt) cos(kx).

Usando as expansdes conhecidas para as funcoes seno e cosseno em série de poténcia até 4* ordem - o
que é suficiente para a presente andlise - segue

cos(kx — wt) = cos(wt) + kx sin(wt) — %(kmf cos(wt) — %(km)?’ sin(wt) + 21—4(k'x)4 cos(wt) + ... .

z2
o2 cos(kx — wt) é

A expansdo em série de mesma natureza para a funcdo envolvida com o potencial e
facilmente obtida e o resultado é

22

e~ o2 cos(kx — wt) = cos(wt) + kx sin(wt) — %(k;zc)2 (1 + 2)2> cos(wt)+

12 12

- é(kx)s (1 + (kE)2> sin(wt) + i(kaﬂ)4 (1 + (o2 + W) cos(wt) + ... .

N

x

Le™ o2 cos(kx —wt)‘ <1 V(z,t) € R%
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Esté-se interessado em calcular alguma relagdo entre os parametros presentes na fungao de potencial
2

de modo que Para que a imagem da funcao modulada e~ =% cos(kx — wt) varie pouco significativamente
da imagem da fungdo ndo modulada cos(kz — wt) numa vizinhanca suficientemente préxima da origem
espacial (regime de modulagao lenta) parece conveniente que, para essa vizinhanga, os coeficientes das
poténcias de mesmo grau de ambas as fungoes variem pouco significativamente também. Assim, os
termos de baixa poténcia em (kz) (que, afinal, tem decisdo sobre a imagem da fungdo nas vizinhangas
da origem) de ambas as fungoes devem ter coeficientes cujo valor é préximo. Comparando termo a
termo das expansOes, o quanto antes as poténcias de (ko) crescerem em valor serd o quanto antes os
coeficientes se assemelham. Uma condicao que produz o regime de interesse é, portanto, ko — oo. Isso
parece garantir que os coeficientes da fungdo modulada convirjam rapidamente para os coeficientes da
funcao nao modulada em uma vizinhanga tao grande quanto se queira da origem. Supomos, portanto,
que o > 1/k de modo a valer a condi¢ao de modulagao lenta. Abaixo sdao mostrados dois graficos que
ilustram o potencial (2.1.1) para o instante de tempo fixo ¢ = 0. O grafico em azul exibido no quadro
(a) da FIG 2.1 foi gerado para (usando o SI) 0 =10 m, k=1m™ ', w=1s"1e pyg =1V e mostra que
na auséncia da condi¢ao de modulagao lenta a onda eletrostatica nao apresenta valores significativos de
potencial j& para o intervalo |z| > 20. J4 o gréafico em azul exibido no quadro (b) desta mesma figura,
onde c =100m, k=1m™ ', w=1s"1e gy =1V e portanto, faz-se valer a condicdo de modulacao
lenta, a onda nao se parece modulada suficientemente perto da origem. Se parece, na verdade, com a
prépria fungao cos(z). Os sintomas de modulagdo sao evidenciados somente alguns comprimentos de
onda a direita e & esquerda da origem. As curvas pontilhadas em preto em ambos os graficos sao os
envelopes da curva de potencial construidos apenas pelo grafico da gaussiana nao modulada pelo cosseno.
O aspecto observado entre a curva de potencial e os envelopes é assim porque, para x < ¢, os pontos de

méximo e minimo da funcao de potencial, isto é, o conjunto {.TO eR | g—f(xo, t) = 0}, acabam sendo a

intersecao entre a imagem do potencial e da prépria curva gaussiana.

1.0 y 1.0 [T e

0.5
= =
3:3: @: 0.0
£ EY
-0.5 |
O
1o 1o LT V. . .
—40 -30 —20 —10 0 10 20 30 40 —40 -30 —20 —10 0 10
x x

1

FIG. 2.1: Gréficos do potencial (2.1.1) no instante de tempo t = 0 s. Os graficos foram construidos para k =1 m™ ", w =1 s,
o =1V, (a) o0 =10.0 e (b) o = 100.0 . O eixo horizontal mostra a coordenada x medida em metros e o eixo vertical o potencial
medido em volts.

Conhecida a forma funcional do potencial, emprega-se o formalismo hamiltoniano a fim de obter
as equagoes na forma canoénica de Hamilton que ditam a evolucao das variaveis dinamicas que identifi-
cam univocamente uma dada configuragao do sistema (posicao e velocidade da particula). Para fazé-lo,
identifica-se a fungao lagrangiana que o representa.

Seja uma particula dotada de carga q e massa m localizada pelo vetor x em um referencial inercial.
Uma vez considerados efeitos relativisticos, tal particula sob influéncia de uma energia potencial do tipo
U(x,t) tem sua dindmica regida pelo Principio de Minima Agéao via um funcional lagrangiano do tipo[22]

2
L=-mc*\]1— };—2 —U(x,t).

A forma funcional do termo cinético (que contém a velocidade X = di/dt da particula) motiva-se por-
que: (i) no limite ndo-relativistico, onde se pode considerar a velocidade da particula muito inferior a
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1

velocidade da luz no vécuo ¢', a expansao de tal termo em série de poténcias em torno de x/c < 1 gera

%2

- 1——= —mc? —i— —i— Ox4)
c 2

que fornece exatamente o termo cinético usual ao lagrangiano na teoria nao-relativistica; e (i) as equagoes

de Euler-Lagrange sao capazes de reproduzir o resultado

i mx
dt 1 %<2

62

=—-VU(x,t)

que é a Segunda Lei de Newton com a devida corregao relativistica na massa da particula. A adigao de
uma constante real ao lagrangiano ndo modifica as equacdes de movimento. Portanto, a parcela —mc?
presente na expansao é ignoravel pois gera apenas um lagrangiano equivalente ao usual.

Dito isto, a particula carregada sob agao do potencial (2.1.1) tem sua dindmica regida pelo lagrangiano

x2 2

L(z,&,t) = 1— = — qpoe” 2 cos(kx — wt). (2.1.2)

E conveniente, antes de prosseguir, que as coordenadas eleitas para descrever a dinamica bem como seus
parametros caracteristicos passem por um processo de adimensionalizacao. Esta estratégia é corriqueira e
melhor exibe os resultados sem a preocupacgao com sistemas de unidades. As coordenadas e os parametros
adimensionais serao, por ora, indicados por uma barra subscrita. Definindo

T=kx, t=wt, e & =ko,

decorre a velocidade adimensional Z como

= T a T e

Le, a velocidade da particula é adimensionalizada pela velocidade de fase da onda eletrostatica. Segue
que: (i) se ¥ < 1, entdo um referencial ligado a particula percebe uma fase fixa da onda passando por
si; (i7) se ¥ = 1 o regime é ressonante, a particula acompanha a fase fixa da onda; e (i7i) se Z > 1 o
referencial ligado a particula encontra-se em posi¢ao adiantada a fase fixa e, portanto, percebe essa fase
se afastando de si no sentido de decrescimento do eixo z. A unidade de energia do lagrangiano vem do
fator mc?, que é a mesma unidade do fator de amplitude gpy. Prosseguindo com o processo, tomando
as adimensionalizagoes
L=mcL e qpo=mcpy

bem como um novo parametro («) convenientemente definido por

2
def U¢
= —, 2.1.3
2 (2.1.3)
o lagrangiano se reescreve para
P 1)5) . 72
L(z,3,t) = —\/1— — 7% — poe +* cos(z —t)
: z2
= 1 —ax? — pge” +% cos(x — t)
e sua versao adimensional, definindo o fator relativistico de Lorentz por
1
z) = —— 2.14
W= (2.1.4)
é, portanto,
L(z,&,t) = ———= — poe” o2 cos(x — t). (2.1.5)

(&)
A partir de agora a barra sobrescrita serd omitida para economizar a notagao, mas todas as varidveis

e quantidades tratadas devem ser entendidas - a menos que se enuncie o contrario - como adimensionais.
O préximo passo é obter o hamiltoniano fazendo uma transformacao de Legendre no lagrangiano (2.1.5).

LA notacdo c iréd significar a velocidade da luz no vacuo toda vez que for mencionada nesta dissertacio. No SI,
c=3x 10%m/s.
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O processo de adimensionalizacdo que levou ao lagrangiano (2.1.5) garante que toda sequéncia do
formalismo se dard na mesma natureza. O momento conjugado p a coordenada x, adimensional, portanto,

é obtido via
oL

T 0@
0
__Y 52
e 1—ax
V1 — ai? (1 — ai?) (2.1.6)
(1 — az?) ot
ax

V1 —ai?

e, entao, a relagao entre o momento conjugado e a velocidade da particula se dé pela expressao

p

p = ai (i) (2.1.7)

A inversdo da equagao (2.1.7) é capaz de expressar a velocidade da particula unica e exclusivamente como
funcao da coordenada de momento conjugado. Porém, é mais conveniente que, antes, reescreva-se o fator
relativistico unicamente como funcao do momento conjugado. Isto porque a dependéncia funcional do
lagrangiano na velocidade da particula é concentrada no fator relativistico. Supondo conhecido v = y(p),
i.e, o fator de Lorentz como fungdo unicamente do momentum, de (2.1.7) podemos reescrever & = p/y«
que, substituido em (2.1.4) d4 uma equagdo que pode ser resolvida dando sequéncia a

1 2 2
_p a
1 — (%) '7 «
donde o fator relativistico é dado pela expressao
P2
vp) =1+ (2.1.8)

Com (2.1.8), pode-se atualizar (2.1.7) e obter a velocidade da particula unicamente em fungao do mo-
mento conjugado:

p=ay(p)t = i(p) = (2.1.9)

ay(p)’

O hamiltoniano H(z,p,t) é obtido através de

H(w,p,t) = @(p).p — L(z,2(p),1).

Efetuando as operagoes, segue de (2.1.5) e de (2.1.9) que

Hapt) = L+ 5 cos(a — 1
z,p,t) = + + wpe o2 cos(x — ¢
ay(p)  ~(p)
1

e, finalmente,

2 22
H(z,p,t) = \ll—l—p——i—@oe*? cos(z —t) (2.1.10)
o

é o hamiltoniano para o sistema tratado. E simples notar que o hamiltoniano, embora nao conservado,
ainda é a energia total do sistema pois é a soma da energia cinética da particula (y) com a energia
potencial que experimenta ().
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2.1.1 Equacoes de evolugao do sistema unidimensional

Em maos do hamiltoniano (2.1.10) estamos aptos a obter as equagoes que ditam a evolucao dindmica
da posicao da particula bem como de seu momento conjugado. As equagoes de movimento na forma
canodnica de Hamilton sao

dvr  OH dp  OH

dt — 9p Cu T ox
A primeira equacao, que da a velocidade da particula, invoca apenas uma derivacao parcial com respeito
ao momento conjugado p da particula cuja dependéncia explicita na hamiltoniana concentra-se apenas
no fator relativistico (2.1.8). Assim sendo, segue imediatamente que

(2.1.11)

de M _dr i
dt  Op dt  Op’
Usando (2.1.8) podemos concluir que

0y _ 0oy o0t _ 0

2

D 2p Oy p

== = = 1 _— = — —_— = —
Top = oy op  ap 3p(+ ) -

« Q@ dp avy
e a primeira equacao de Hamilton é, portanto,

d
A (2.1.12)

dt /o + ap?

que é a prépria equacao (2.1.9) obtida anteriormente. ) seguro reparar que esta relacao é exatamente
a obtida entre a velocidade e o momento linear de uma particula na dindmica relativistica. A outra
equagao de Hamilton exige derivagao parcial com relagao a posicao, cuja dependéncia se concentra na
parcela referente a energia potencial. Assim, segue que

dp  OH dp 0
at - or dt T ox [“"06

2

~o? cos(x — t)}

({96_% _=2 acos(:ﬂ—t)}

cpg{cos(xt) o +e o o

22 | 22
= ppe o2 [2 cos(z — t) + sin(z — t)} .
1%

Desta maneira, o movimento da particula carregada estara completamente conhecido uma vez solu-
cionadas as equagoes

dx p

B — 2.1.13

it~ Jar tap —
e

d 22 |2

d;: = ppe” o2 [Uzs cos(x — t) + sin(z — t)} . (2.1.14)

O texto a seguir destina-se a estudar brevemente alguns aspectos analiticos interessantes do sistema
constituido pelas equagoes (2.1.13) e (2.1.14). Primeiramente, a velocidade da particula define-se para
qualquer valor real de momentum. Isto porque a? + ap? > 0. Como p? > 0, @ > 0 e o sinal de
desigualdade nao é alterado pela multiplicacio por um fator nio-negativo podemos usar que ap® > 0.
Somando o2 e salvando o adendo que tanto a? quanto ap? sdo parcelas positivas e, portanto, é impossivel
que a? 4+ ap? = 0, o sinal de desigualdade apenas se altera de > para > e a raiz quadrada pode ser
tomada livremente. Garantida a existéncia, nota-se ainda que a velocidade é uma fungao monétona do
momentum. Isto porque, de (2.1.13),

or 0 P a?

I I P fap® (o +ap?)?

garante o regime estritamente crescente da velocidade com o momentum conjugado. Na teoria rela-
tivistica é bem observado o limite de velocidade inferior a ¢. Portanto, sem surpresa, a velocidade é
uma funcao limitada do momentum. De fato, somando a parcela positiva ap? em ambos os membros da

>0 ,VpeR,
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desigualdade o? > 0, obtém-se a? + ap? > ap?. Aliada ao fato de no intervalo y € (0, +00) as funcdes
Vyel /y serem ambas mondtonas e, respectivamente, estritamente crescente e estritamente decrescente,

nota-se que \/a? + ap? > [p|/a = \/a21+ap2 < |p|1\/a. Multiplicando ambos os membros por |p| segue

p|

Varrart < ﬁ Como, por defini¢ao, 0 < /a2 + ap?, o lado esquerdo da ultima expressao nada mais é
a’+ap

do que o médulo da velocidade da particula. Logo:

. ]- . 1 1
|I’| < ﬁ =T € (*ﬁ, ﬁ) . (2115)
Este fato poderia ter sido previsto desde o processo de adimensionalizagao feito anteriormente. A veloci-
dade dimensional # da particula foi atada a adimensional Z pela velocidade de fase da onda de potencial
através da expressao
T = VgT.
Munindo a expressao de adimensionaliza¢do reexibida acima com a sélida previsdo || < ¢ da teoria
relativistica, seguramente
. c
7 < —
Vg
que se simplifica para (2.1.15) se lembrarmos da definigdo do pardmetro o em (2.1.3).

Observemos a equagao (2.1.14) para = < 0. A medida que a posi¢ao z da particula aumenta, o valor
do fator exponencial aproxima-se de 1, porque depende do quadrado de x que é decrescente para x < 0.
Enquanto isto, a parcela da fungéo cos(z — t) perde amplificagio cada vez que cos(xz —t) < 0 e a parcela
referente ao g sin(xz — ¢) ganha dominancia sobre a taxa de variagdo do momentum. Desta maneira, o
momentum deve oscilar com amplitude cada vez maior a medida que a particula se aproxima da origem.
Pela dependéncia explicita na equagao (2.1.13), a velocidade da particula, portanto, deve comportar-se
da mesma maneira. Na vizinhanca da origem, o termo que acompanha o cos(z — t) na equagao (2.1.14)
é desprezivel e o momentum (e a velocidade, portanto) passam a oscilar com a dominancia completa de
comportamento do termo g sin(z —t). Assim, a amplitude de oscilagio de velocidade serd sempre maior
quanto mais proximo da origem a particula chegar. Supondo que até esse trecho a particula nao tenha
entrado em ressonancia com a onda, dois comportamentos podem ocorrer: ou x continua aumentando
e a particula atravessa a origem assumindo x > 0, ou x volta a diminuir e permanece o regime x < 0.
A primeira situacao deve ocorrer quando a velocidade inicial da particula for tal que a dote de energia
cinética suficiente para ultrapassar qualquer barreira de potencial que possa experimentar na vizinhanca
da origem. Jé a segunda é quando tal barreira é intransponivel e a particula é refletida. Em qualquer
uma das opgoes, o fator exponencial vai sendo novamente atenuado de maneira que a amplitude da
velocidade tenderd a diminuir. Portanto, seja qual for o destino da particula, sua dinamica encerra
com a velocidade constante. Como serd discutido com mais detalhes na préxima secao, a particula é
injetada na regiao de interacao com o potencial em um ponto muito distante da origem, fazendo valer
xo < 0. Assim, devido a forte modulagao que o potencial é fadado nessa regiao, inicialmente sua energia
é puramente concentrada na forma cinética. Ainda, qualquer que seja o destino da particula (um dentre
trés possiveis, como serd mostrado), o regime final de sua dindmica se d4, também, muito distante da
origem e vale o mesmo argumento para a concentracao da energia puramente na forma cinética. Assim,
o ganho liquido de energia poderia ser calculado como

AH = lim H(t) —H(0) = Jim () — v(0) = A~. (2.1.16)

Portanto, a variagao global de energia (que é a variagao global da energia cinética da particula) pode ser
positiva, negativa ou mesmo nula. Outra ressalva importante se dd para o intervalo de tempo particular
em que a particula esta interagindo com a onda nas proximidades da origem. Nesta, a onda esta livre
de modulacoes. Para analisar corretamente as implicagoes disto, vamos criar o funcional definido por
S(H,p) = H — p e estudar sua taxa de variagdo temporal na vizinhanga da origem. Tomando a derivada
temporal e lembrando do resultado bem conhecido de que a taxa total com que o hamiltoniano varia no
tempo se confunde com a taxa parcial, segue

d dH . OH OH d 2z _ <2
R = — — = — R B = — _ o2 — . .
dtS % Pt < dtS Yo 5 € cos(z —t) (2.1.17)
Porém, contabilizando que
. 2 _ a2
lim — e -2 =0,
x—0 o
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entao, durante a viagem préxima a origem, vale

ds
= 0. 2.1.18
& ( )
Le, & dindmica na vizinhanga da origem, estd associada a quantidade (aproximadamente) conservada
S(H,p) = H — p. Esta caracteristica nos permitird futuramente fazer conclusdes importantes acerca do
fenémeno de captura da particula.

2.1.2 Simulagoes das solugoes numeéricas do modelo unidimensional

Esta secao destina-se a explorar simulacoes de solu¢Ges numéricas do sistema fisico em estudo. A solugao
das equagoes de movimento foram obtidas por uma rotina escrita em Fortran90 que implementa o famoso
método de solugao de sistemas de equagoes diferenciais ordinédrias conhecido como Runge Kutta de 4*
ordem e um programa escrito no software Mathematica.

Parametros

Comecemos discutindo as escolhas de valores dos parametros sobreviventes a adimensionalizacao.
Como anteriormente enfatizado, esta-se interessado no regime de modulacao lenta. O caracter oscilatdrio
da energia potencial deve ser atenuado lentamente a medida que a regiao de interagao entre a particula
e o potencial afasta-se do ponto de origem do sistema de referéncias. A simulagdo de tal situagao
é deixada a cargo do valor do parametro o que, por essa razao, deve ser cuidadosamente escolhido.
Como discutido anteriormente, a condi¢do ok >> 1 (aqui usa-se o o dimensional) reproduz a situacao
desejada. Fazendo a adimensionalizacao ¢ = ko, segue imediatamente que & >> 1. Por essa razao, o
valor do comprimento caracteristico de envelope foi tomado o = 100 (valendo aqui a omissdo da barra
sobrescrita) para todas as simulagoes subsequentes. Temos a liberdade desta escolha pois este é apenas
um fator de escala do problema. O parametro « relaciona-se com as caracteristicas da onda eletrostatica.
Como mencionado, na aceleragdo da particula é crucial o atingimento do regime de ressonéncia entre
a velocidade de fase da onda e a velocidade da particula. Portanto, devemos observar sempre vy < c
uma vez que do contrdrio a ressonéncia seria impossivel. Assim, conforme (2.1.3), o pardmetro a deve
respeitar a condicdo 0 < a < 1!. Por estar envolvido com a limitacdo de velocidade conforme exibido
em (2.1.15), devemos investigar o efeito da faixa de valores possiveis escolhida para a nesta limitagao.
Uma vez que ambas as fungdes 1/,/y e —y sdo mondtonas estritamente decrescentes em y € (0,1), é fato
que

1 1
I<a<ls —=>1= —< —1.
Va Va
Portanto, para cada valor dado de «, o respectivo valor maximo de velocidade imposto pela teoria
relativistica aqui normalizada (|#,,..()| = 1/4/a) obedece:

G (@) € (=00, —1) U (1,00) = |&mu(@)] > 1. (2.1.19)

Portanto, qualquer que seja o valor de a € (0,1) é seguro que nenhum valor de velocidade inicial (vg)
condicionada a |vg| < 1 supere o limite maximo de velocidade real.

Condicgoes iniciais

Estamos interessados na situagao em que a particula penetre na regiao de choque de maneira a
interagir lentamente com o potencial da onda. Para tanto, é conveniente que escolhamos a posigao
inicial das particulas que serao injetadas muito distante de onde a energia potencial comega a afeta-las
significativamente, i.e, muito distante da origem x = 0. Corroborado por (2.1.14) para o instante inicial
(t = 0), esta condigdo garante que estaremos a estudar os efeitos do potencial de forma nao tendenciosa
uma vez que a particula penetrard na regiao de choque como uma particula livre. Portanto, uma posicao
inicial - em médulo - da ordem de grandeza de alguns ¢’s garante maximo aproveitamento do estudo das
influéncias do potencial proposto. De acordo com (2.1.1), a onda desloca-se para o sentido de crescimento
do eixo de propagagao. A fim de fazer com que a particula tente penetrar a regido de maxima amplitude

LObservando o comportamento monoténico das fungdes y2 e y/c (¢ € RT) em y € [0,00), segue que vy <c=0<
(vg/e)? <1
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da onda, nas futuras simulagoes a posicao inicial da particula serd xqg = —3.5 0. Isso garante que todos
os resultados futuramente apresentados sdo independentes de qualquer fase relativa inicial entre a onda
e a particula. (As caracteristicas listadas da condigao inicial de posi¢do sdo, além de importantes no
presente estudo, necessarias porque existem inomogeneidades espaciais na funcao de potencial. Se assim
nao o fosse, uma alteracao na condicao inicial de posi¢ao nada mais seria do que uma translagao rigida no
sistema de coordenadas.) Assim posto, vé-se que a condigao de posicao inicial é decisiva para a solugéo do
sistema dinamico. Portanto, as caracteristicas listadas acima serao mantidas para todas as simulacoes de
movimento das particulas, uma vez que situagoes diferentes nao sao de interesse da presente dissertagao.

Tao importante quanto a condigao de posicao inicial é a condigao inicial de velocidade das particulas
analisadas. Como serd mostrado a diante, a condigao inicial de velocidade é um valor decisivo para os
trés regimes possiveis identificados para o movimento. Em consonancia com a condicao inicial de posigao
muito & esquerda da origem, a velocidade inicial das particulas serd tomada como positiva uma vez que
devem ir de encontro as regices de inatividade da modulacao do potencial da onda eletromagnética.
Portanto, e conforme exibido em (2.1.19), é seguro limitar os valores iniciais de velocidade sempre ao
intervalo vg € (0,1).

As simulagdes feitas exploram a evolugdo dindmica da particula sob influéncia do potencial (2.1.1)
a luz de trés aspectos: evolucao temporal da velocidade, evolucdo do espaco de fase e influéncia dos
diferentes valores atribuidos aos parametros sobreviventes a adimensionalizagdo. A menos que se anuncie
o contrario, estaremos usando os valores ¢ = 100.0 e £y = —3,5 ¢ em todas as simulacoes. O efeito
de mudé-los - dentro da exigéncia que lhes cabe - seria apenas uma alteragao na escala do problema.
Uma vez fixada a posigao inicial e o comprimento caracteristico de envelope da onda, a solucao das
equagoes (2.1.13) e (2.1.14) foi gerada para diversos valores de velocidade inicial e demais parametros.

Primeiramente, comegamos as simulacoes fixando o valor = 0.81. Lembrando de sua definigao
em (2.1.3), a escolha deste valor significa que estamos a considerar que a velocidade de fase da onda é,
exatamente, 90% da velocidade da luz no vécuo. Isto porque

vy = cv/a = ¢v0.81 = 0,9¢ = 90%c.

A escolha do valor do parametro o deve ser sempre assistida pela conexao com a velocidade de fase.
Observadas as condi¢oes que devem ser exigidas aos citados parametros, quer-se, entdo, solucionar nu-
mericamente as equagoes do sistema em presente estudo para diferentes valores de velocidade inicial a fim
de investigar o destino das particulas & medida que interagem com a onda. Aproveitando da limitagao
de velocidade adimensional (2.1.15) podemos notar que

#e (~Jma) > Vare (LD,

Ou seja, se expressarmos a velocidade adimensional em unidades de a~/2, ganharemos a normalizacio
da velocidade para o intervalo (—1,1) que é o equivalente & normalizagdo da velocidade dimensional
com a velocidade da luz no vécuo. E claro, pois a velocidade dimensional v, ¢ adimenionalizada
pela velocidade de fase. Normalizando-a com a velocidade da luz no vécuo, a velocidade adimensional
normaliza-se com o fator a1/

Vg v Vg v
> Vg = VgV = TPy o S 7
¢ c c c

Portanto, expressar as velocidades adimensionais em unidades de a~'/2 é o mesmo que normalizar
as dimensionais pela velocidade da luz no vacuo. Assim, exploraram-se nas simula¢bes numéricas as

velocidades em unidades de a—1/2.

10
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Mapa de Parametros

A fim de estudar os possiveis regimes do movimento de acordo com a escolha de condigbes inici-
ais e parametros, fez-se um mapa de parametros da velocidade de ejecao da particula para cada dada
velocidade inicial e amplitude méxima de potencial da onda. O mapa - obtido numericamente e cons-
truido com, aproximadamente, 1.200.000 pontos-solugao do sistema das equagoes (2.1.13) e (2.1.14) -
¢ exibido na FIG 2.1.1. Destacam-se trés regides: (i) Uma vez que a velocidade inicial da particula é
sempre positiva, a regiao de coloracao azulada representa um regime reflexivo, pois as velocidades de
ejecdo ali assinaladas sdo negativas; (1) Na auséncia de aceleragao significativa, i.e., para velocidades
de ejecao inferiores a 90%c , destaca-se na regiao acinzentada um regime passante. Nesta, a veloci-
dade de ejecao da particula é a mesma de injecao; (#i) O regime de aceleragio ¢ representado pela
regido amarelada/alaranjada/avermelhada que exibe as velocidades de ejecdo vy > 0.9¢. As regides de
maior eficiéncia, i.e., assinaladas por velocidades de ejecao superiores a 99%c, estao representadas pela
coloragao avermelhada mais intensa.

2.0 1.0
L.5
0.5 o
@0 1.0 Q.L
0.0 %
0.5
-0.5

FIG. 2.1.1: Mapa da velocidade de ejegao da particula para o = 100.0, @ = 0.81. A coloragao azulada (acinzentada) representa o
regime reflexivo (passante), amarelada/alaranjada velocidades entre 0.9¢ e 0.99c¢ e a coloragao avermelhada representa as velocidades
superiores a 0.99¢. Os pontos rotulados representam regimes do movimento explorados em mais detalhes.

O mapa permite uma visdo global do movimento da particula. O valor méximo de amplitude da
onda sé é decisivo no processo de determinacao da velocidade minima necessaria para a qual a particula
encontra-se no regime de aceleracao, aproximadamente, na regiao (¢o,vo) € (0.0,0.4) x (0.55,0.9). Nesta,
a velocidade minima referida decresce com o aumento de amplitude méxima, ou seja, quanto menor a
amplitude méxima maior é a velocidade minima necessdria para acelerar a particula. A partir deste,
a fronteira entre os regimes reflexivo/passante do de aceleragdo se apresenta para uma reta vertical
imagindria em vy ~ 0.55a~ /2 e independe da amplitude maxima. Como evidenciado pela coloracao
vermelha intensa, a zona de maior eficiéncia em cardter acelerativo' é a vizinhanca de uma reta vertical
imagindria centrada em vy &~ 0.6a~/2. A eficiéncia se mantém inalterada & medida que a amplitude
méxima de potencial cresce, denunciando que o ajuste deste pardmetro para o melhor aproveitamento
da regiao de aceleracdo é limitado. A regido do regime de aceleracao é poluida por uma matriz de
regides escuras de alta ineficiéncia acelerativa, que tem a forma de meias-luas. As meias-luas escuras sao
intercaladas por meias-luas claras, que acusam o regime acelerativo. A quantidade destas que encima
um dado ponto do mapa faz referéncia, como se vera mais adiante, ao niimero de oscilagoes caracteristico
do movimento da particula. Os vértices dessas meias-luas parecem seguir linhas imaginarias ao longo
do eixo de variagao da amplitude méaxima de potencial. Um vez nesta regiao, a particula é capturada
pela onda mas nao apresenta velocidade final configurada como acelerada. Estas regioes fazem parte da
regiao de regime passante. O regime passante na auséncia de captura se extingue para a regiao g > 1.0.
Tal regime s6 é visitado uma vez que a particula seja lancada com velocidade inicial tal que se encontre
em uma das regioes escuras em formato de meia-lua presentes na regiao de aceleracao, mas nestas sofre
a captura.

1De fato, a velocidade méxima obtida pela simulagéo é 0.9952¢ para a velocidade inicial 0.5622¢ e amplitude méxima
de 0.6420.

11
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Simulagoes
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FIG. 2.1.2: Nos quadros (a) e (b) é exibida a evolugdo temporal da velocidade da particula lancada com, respectivamente (a)
vo = 0.3a"1? ¢ (b) vo = 0.50~ /2. O eixo horizontal representa o instante de tempo e o vertical a velocidade em unidades de
a~ 2. Nos quadros (c) e (d) é exibido o espago de fase do movimento da particula langada com, respectivamente (c) vg = 0.3a~1/2
e (d) vo = 0.5a~'/2. O eixo horizontal representa a posicao da particula em unidades de o e o vertical a velocidade em unidades de

a~ /2. A linha verde em todos os quadros representa a velocidade de ressonancia. Os parametros utilizados em todos os quadros
sdo o = 100.0, @ = 0.81 e g = 0.5 com a condigao inicial xg = —3.50.

Os graficos exibidos na FIG. 2.1.2 exploram em detalhes a dinamica da particula referente aos pon-
tos 2a e 2b do mapa FIG. 2.1.1. O quadro (a) mostra a evolucdo temporal da velocidade da particula
desde a sua injecdo com velocidade inicial vg = 0.3a~1/2 até a ejeciio, denunciada pela estabilidade da
velocidade final. De fato, a velocidade final estabiliza para o mesmo valor em médulo da de injegao, mas
com sinal contrario. A particula é refletida pela onda, portanto. Pelo espago de fase do movimento para
a mesma velocidade de injegao exibido no quadro (c¢) desta figura, a particula comega movimentando-se
em direcdo a origem do sistema de referéncias. Aproximando-se o suficiente da origem - onde o potencial
perde modulagao - interage fortemente com os valores aprecidveis de minimos e maximos de potencial e
tem sua velocidade variando com alta frequéncia, como é a de variacdo do potencial uma vez negligen-
ciada a modulagao. Até que, em certo ponto, é refletida, passa a afastar-se da origem e segue viagem
encaminhando-se para sua velocidade terminal vy = —0.3a~ /2. Nesse regime, a particula é privada de
ganho liquido de energia. A energia cinética, que é puramente o fator v no sistema de unidades norma-
lizado em uso, depende apenas do médulo quadrado da velocidade. Assim, segundo (2.1.16), calculamos
AH = Ay = 0. A energia cinética que encerra sua dinamica é a mesma do inicio de seu movimento. A
mesma auséncia de ganho liquido de energia cinética acontece para o movimento inciado com a velocidade
de injegao vg = 0.5a~'/2. Os quadros (b) e (d) sdo referentes a esta velocidade inicial. O quadro (b)
exibe a evolugao temporal da velocidade da particula e mostra que a particula é ejetada com a mesma
velocidade com que foi injetada. Por esta razao, chamamos de passante o presente regime. Do quadro
(d), conclui-se que a velocidade inicial é suficiente para dotar a particula de tal energia cinética que nao
encontra nenhuma barreira de potencial intransponivel, mesmo na vizinhanga da origem onde o potencial
assume seus valores maximos. De um modo geral, nos presentes regimes, a particula globalmente avanga
em direcao a origem executando movimento vibratdrio de baixissima amplitude e altissima frequéncia
(a densidade dos grificos nestes quadros deixa clara a assinatura de alta frequéncia de oscilagdo) em
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2.1 O modelo de potencial unidimensional 13

torno de uma presente posigao (centro-guia) quando, entdo, ou é refletida por uma barreira de potencial
intransponivel e passa a globalmente afastar-se da origem pela esquerda com a mesma natureza de mo-
vimento vibratério ou tem energia cinética o suficiente para vencer qualquer barreira de potencial que
encontra pela frente e segue viagem afastando-se da origem pela direita. Em ambos os casos, nao atinge
a velocidade de ressonancia exibida pela linha verde sélida nos quadros da figura. E perceptivel que o
aumento de velocidade inicial acarreta o aumento da velocidade maxima experimentada pela particula,
haja visto que para os quadros (b,d) os maiores valores de velocidade sdo mais préximos da linha verde
de ressonancia do que para os quadros (a,c). Este fato é previsivel pela maior proximidade do ponto 2b
da regiao de aceleragao da particula.

Agora, vamos experimentar gerar simulagoes de solucao para o dobro do valor da amplitude maxima
de potencial usada nas simulactes anteriores. A fim de estudar o destino das particulas sob este ajuste,
tomou-se os mesmos valores de parametros utilizados até o momento, exceto modificando ¢y = 1.0, que
é referente aos pontos 3a e 3b do mapa FIG. 2.1.1. Os graficos exibidos na FIG. 2.1.3 exploram em de-
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FIG. 2.1.3: Nos quadros (a) e (b) é exibida a evolugao temporal da velocidade da particula langada com, respectivamente (a)
vy = 0.3a" 2 ¢ (b) vo = 0.5a" /2, O eixo horizontal representa o instante de tempo e o vertical a velocidade em unidades de
a~1/2. Nos quadros (c) e (d) ¢é exibida o espago de fase do movimento da particula langada com, respectivamente (c) vg = 0.3a~ /2
e (d) vo = 0.5~ /2. O eixo horizontal representa a posi¢do da particula em unidades de o e o vertical a velocidade em unidades

de a~ /2. A linha verde em ambos os quadros representa a velocidade de ressonancia. Os parametros utilizados sdo o = 100.0,
a = 0.81 e pg = 1.0 com a condicao inicial z9 = —3.50.

talhes a dindmica da particula referente aos pontos 3a e 3b do mapa FIG. 2.1.1. Como previsto, em
ambas as experiéncias, a particula encontra-se em regime de reflexao. Observa-se novamente a auséncia
de ganho liquido de energia (v = —vyg = AH = 0). A velocidade inicial vy = 0.5a~1/2 que anteriormente
(para o caso de pg = 0.5, FIG. 2.1.2(b)) era capaz de evitar a reflexdo da particula, agora (para o caso
de ¢o = 1.0), j4 ndo é capaz de fazé-lo. A energia cinética aproveitada pela particula injetada com
essa velocidade inicial ndo é mais suficiente para permiti-la cruzar as barreiras de potencial impostas a
sua frente, que agora sdo maiores devido ao aumento da amplitude méxima da onda. O aumento da
amplitude maxima acarreta, também, a reflexao prematura da particula. Para a presente situagao, como
se vé nos quadros (a) e (c¢), o tempo ¢t = 1500 é mais do que suficiente para que a particula seja ejetada
(estabilize sua velocidade final para vy = —wvp). E refletida ja pela vizinhanga de x = —1.00, enquanto

13



2.1 O modelo de potencial unidimensional 14

que, para a simulagio exibida em FIG. 2.1.2(a,c), é preciso esperar até pouco antes ¢ = 2000 para observar
a ejecao da particula somente na vizinhanga de x = —0.40 j& que, nesse caso, a barreira intransponivel
de potencial estd localizada mais préxima da origem devido ao valor reduzido de amplitude maxima.
Percebe-se, também, no quadro (d) da figura FIG. 2.1.3 que a proximidade da velocidade méxima da
particula a velocidade de ressonancia causa um aumento na amplitude de seu movimento nas vizinhangas
desse ponto. Isto é acusado pela perda de densidade do gréafico, que é bastante clara.
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FIG. 2.1.4: Nos quadros (a) e (b) é exibida a evolugdo temporal da velocidade da particula lancada com, respectivamente (a)
vo = 0.56a" /2% ¢ (b) vo = 0.57a~1/2. O eixo horizontal representa o instante de tempo e o vertical a velocidade em unidades de
a~ 2. Nos quadros (c) e (d) é exibido o espago de fase do movimento da particula langada com, respectivamente (c) vg = 0.56a /2
e (d) vo = 0.57a~*/2. O eixo horizontal representa a posigao da particula em unidades de o e o vertical a velocidade em unidades

de a~ /2. A linha verde em ambos os quadros representa a velocidade de ressonancia. Os parametros utilizados sdo o = 100.0,
a = 0.81 e pg = 1.0 com a condigao inicial zg = —3.50.

Os gréficos exibidos na FIG. 2.1.4 exploram em detalhes a dindmica da particula referente aos pontos 4a
e 4b do mapa FIG. 2.1.1. O aumento de velocidade inicial faz com que a particula se aproxime do regime
de aceleragao, pois, como exibido no quadro (a) desta figura, a velocidade méxima que experimenta quase
alcanga a velocidade de fase da onda. O ponto 4a estd exatamente na divisa entre os regimes reflexivo
e acelerador. A mudanca de comportamento da amplitude de movimento agrava-se em comparagao
ao mostrado pelo grifico FIG. 2.1.3(d). Como exibido no quadro (c), a amplitude sofre um grande
aumento proximo ao ponto de maximo da velocidade da particula. E neste limiar que a dinamica
ponderomotiva se quebra, pois, elevando ligeiramente a velocidade de injegao, a particula, em dado
ponto, atinge a velocidade de fase da onda, como mostrado no quadro (b). Este quadro exibe a evolugao
da velocidade da particula quando lancada com velocidade inicial vy = 0.57a /2, um centésimo a mais
do que a experiéncia dos quadros (a) e (c). Uma vez alcancada a velocidade de fase, a particula é
capturada pela onda. Sua velocidade passa a oscilar em conformidade com a oscilagao do potencial.
Enquanto atravessa a origem, onde o potencial estd livre de modulagoes, é que podemos observar as
altissimas oscilagdes de velocidade (vide quadro (d)). Quando comega a afastar-se o suficiente da origem,
o potencial experimentado pela particula volta a apresentar modulagao e nao é mais capaz de alterar
sua dinamica, ejetando-a com velocidade superior a 99% c. Nesta situagao, a velocidade final atingida é,
aproximadamente, 0.993¢ o que calcula um ganho de, aproximadamente, Av/vg = 74.2% de velocidade.
O ganho percentual de energia cinética fica em torno de Avy/v(0) = 597%.

14



2.1 O modelo de potencial unidimensional 15

Visto isso, é tempo de atentarmos o fato de que, conforme exibido pelo mapa FIG. 2.1.1, a presente
velocidade s6 é capaz de fazer com que a particula seja capturada pela onda a partir de um certo valor
de amplitude méaxima de potencial. E interessante que consigamos dar uma boa justificativa para este
fato. Assim, como anteriormente prometido, retornemos a observacao feita em (2.1.18). Concluimos
que, na vizinhanca da origem, a dinamica da particula é governada a luz da conservacao do funcional
que se definiu como S(H,p) = H — p. Como a captura acontece exatamente na regiao de validade
desta conservacao, seremos capazes de, empregando-a, obter uma relagdo entre os parametros ¢y e «
e a velocidade final de ejecdo. Podemos calcular a expressdo de S(H,p) quando a particula estd no
pico de potencial e atinge a ressonancia e iguald-la a expressao calculada quando a particula estd no
vale de potencial com alguma certa velocidade, que tomaremos como a de ejecao. Quando ressonante e
localizada no pico de potencial, a particula tem velocidade & = 1 (devido a normalizagdo) e percebe o
potencial ¢ = ¢y. Lembrando que p = azy, neste ponto, portanto,

+ o =vV1—a+ po.

S — + — oy = ;
Y ®o Y m
Ap6s a captura, no vale de potencial ¢ = —pq, temos

1—az

§— -
JI—aiz 7O

de modo que, valendo a conservagao,

l—-az
ﬁ_wo = \/1—Oé+@o. (2120)

Como a velocidade da particula apds a captura é préoxima a velocidade limite ¢, podemos expandir a
expressao (2.1.20) em torno de & = 1/y/a, que é o limite de velocidade normalizado. O resultado é

1—ai 11—+«
= ~ >
V1—ai?  \/2-2/ai

1—oa.

Assim, concluimos que

1 1-a

N — 2.1.21
w0 2v/2 /1 —v /c ( )
onde v é a velocidade dimensional da particula!. Isolando o fator que nos interessa
1— 2
Yoo % (2.1.22)
c 8¢§

e impondo que a particula experimente o regime de ressonancia muito eficientemente, i.e, v/c > 0.99,
podemos concluir que a relagao que deve ser observada entre a amplitude maxima de potencial e o fator
« para isso é

3
< % ~ 0.2828. (2.1.23)

_ 2 _ 2 _
(-vay | v (0-vaP_ 1 _[1-Va
8¢§ c 8¢5 100

®o

Substituindo o valor do parametro que se utilizou até agora o = 0.81, verifica-se ¢y > 0.3535 que €, mais
ou menos, o que observamos no mapa de parametros. Mais importante do que isso, essa expressao nos
informa que o fator «, assim como o, é um fator de escala do problema[l6]. A precisdo exigida pode ser
estendida até v/c > 0.99- -9, isto é, com n algarismos 9 apds a virgula (n € N). Escrevendo 0.99 - - -9
como uma soma, segue facilmente que, da soma da progressao geométrica {10‘j }?,

n
; v
>O.99---9=9E 107=1-10""=1—--<10"".
2 p e

ol

Portanto, de (2.1.22), segue que, para precisao de ordem n e observando que a presenca da notagao de
médulo pode ser omitida porque o € (0,1) e o > 0,
v (1-ya?  (1-ya)?

Z=1-

1—+a - 2v/2
c 8¢3 8¢ T 102

n
%o 102

=1-2<10"=0< (2.1.24)
C

lUsamos aqui que v/ai = v/c
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Conclui-se, portanto, que a escolha do fator a apenas localiza a regiao de aceleracdo no mapa de

parametros feito em FIG. 2.1.1.

Voltando a analisar o quadro
(d) dos gréficos de FIG. 2.1.4,
é importante perceber que a
ejegao eficiente (vy > 99% c)
sé acontece porque € ma-
nifestada em tempo que a
particula atinge uma regiao
de modulacgao significativa do
potencial (que ndo é capaz
de frend-la, portanto) e estd
experimentando um ponto de
maximo da oscilagao de velo-
cidade. Pode ser que a cap-
tura ocorra da mesma ma-
neira, mas que a particula
atinja a regiao de modulagao
significativa de potencial em
tempo que experimenta uma
velocidade em um dos pi-
cos baixissimos de oscilacao.
Nesse caso, a captura nao é
eficiente em termos acelerati-

Supondo ¢ fixo em (2.1.21), a diminui¢do de a desloca o ponto
de interseccao entre os trés regimes para menores velocidades iniciais.

1.0

N

v[a‘1/2]

0.0

-0.5

FIG. 2.1.5: Evolugao temporal da velocidade da particula lancada com vy = 0.6 «
Parametros utilizados: o = 100.0, o = 1.0 e o = 0.81

500
t

1000

—-1/2.

vos. A particula é ejetada com a mesma velocidade de injecao. E devido a este fato que existe a matriz de
regides escuras aderida a regido de aceleragao presente no mapa FIG. 2.1.1. Estas regides correspondem
aos regimes aqueles onde a particula é capturada, i.e, sua velocidade ressona com a de fase da onda,
mas a velocidade final, a de ejecao, estabiliza para a inicial. Essas regices sao de regime passante, mas
a particula é capturada pelo potencial antes de ser ejetada. Isto nao acontece na grande regiao cinza
do regime passante. Uma dessas regides ineficientes é explorada pelo ponto rotulado por 5 do mapa
FIG. 2.1.1 e é exibido na FIG 2.1.5. A particula é injetada com velocidade inicial vy = 0.6~ /2. Ao
atingir a velocidade de fase da onda, é capturada por ela e gentilmente ejetada com a mesma velocidade
de injecao. A velocidade de ejegao é a mesma de injecao porque nesse tipo de regime nao ha ganho
liquido de energia cinética no movimento.

16



2.2 Aproximagao ponderomotriz para o sistema unidimensional 17

2.2 Aproximacao ponderomotriz para o sistema unidimensional

Observando o comportamento das solugoes obtidas na segao anterior, fora do regime de aceleragao, é
natural inferir que as varidveis dinamicas apresentam a comunhao de dois comportamentos: um médio,
de baixa frequéncia, e outro, que o acompanha, de frequéncia mais elevada. A presente secao destina-se
a mudar o foco da discussao e a tentar descrever o comportamento do sistema em regime nao ressonante
frente aproximagao ponderomotriz. Nesta, é nosso objetivo explicitar as solugoes por intermédio de novas
variaveis cuja frequéncia de oscilagao seja baixa comparada as frequéncias de oscilagao das varidveis
originais do sistema. Por este motivo, o comportamento das novas varidveis deve assemelhar-se ao
comportamento médio das varidveis originais. Para tanto, é pertinente que tratemos o caso com a
introdugao de quantidades caracterizadas pela missao de eliminar os componentes da escala rapida de
tempo do sistema - onde o comportamento médio nao é evidente - bem como outras que facam o contrario,
explicitem ao componentes de escala lenta de tempo, de baixa frequéncia. A descrigao da dinamica do
sistema serd responsabilizada, portanto, a um novo par conjugado de coordenadas (X, P) que represente
a evolugao média, respectivamente, de posigdo (X) e momentum (P) de modo que se verifique

(2.2.1)

r =X+ hy,
p=P+h,

As varidveis mintusculas (z e p) sdo as varidveis originais. As maidsculas (X e P) s@o as novas varidveis
cuja frequéncia de oscilagdo é lenta e h, e h, sao fungdes dos componentes de escala rédpida de tempo,
respectivamente & posicao x e ao momento p, introduzidas agora que retiram de responsabilidade das
variaveis médias o trato das altas frequéncias. Pela responsabilidade que lhe cabe, o novo par conjugado
de coordenadas deve ser determinado de modo a manter inalterada a forma candnica das equacoes de
Hamilton. Para tanto, é necessario que facamos uso do formalismo das Transformagoes Canonicas.

Transformagao Candnica

Uma transformagao de varidveis no espago de fase é dita candnica se preservar a forma canonica
das equagoes de movimento de Hamilton. Esse tipo de formalismo tem larga aplicacao na solucao das
equagoes de movimento de um sistema, tendo seu apice de eficiéncia na Teoria de Hamilton-Jacobi. Tome
um sistema de n graus de liberdade onde se efetuard a transformacao

(qlaQ27 «sqn,P1, D2, apn) — (Q17Q27 "'7Q71)P1?P27 7P’ﬂ)

Esta transformagao é canonica desde que exista uma fungao
K= ]C(le Q27 ) Qn7 Pl, P23 ) an t)

tal que as equagoes de movimento do sistema para as novas variaveis sejam

0O oK P oK
i = 55 € = o

oP; 0Q;
Uma das maneiras seguras de fabricar uma transformagao candnica qualquer é por intermédio de uma
Funcao Geradora. Uma funcao geradora é qualquer fungao suficientemente derivavel das variaveis origi-
nais e transformadas a partir da qual fica automaticamente estabelecida uma transformacgao candnica.
Na presente dissertagao, estamos interessados em uma classe de transformacoes canonicas feitas por uma
fungao geradora do tipo F' = F(q, P,t)}, i.e, que utiliza as coordenadas originais e os novos momenta
conjugados como independentes. As equacgdes que fabricam a transformacio canoénica a partir de tal
funcao geradora sao[22]

oF oF oF
. = = — = —_ ) = 1 . .
i 90 Q; 9P, e K=H+ 5 (i sy L)

Uma famosa transformacao canonica desse tipo é a Transformacao Identidade ¢; = Q;, p; = P;, trivial-
mente candnica como é evidente. Pode-se geri-la com o uso de uma funcao geradora cuja forma funcional

’

e

n
F(q,P) =) aiPy.
k=0

LA notagido (q, P) quer economizar espaco, mas equivale a (q1, g2, ..., qn, P1, P2, ..., Pn, t).
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2.2 Aproximagao ponderomotriz para o sistema unidimensional 18

Dar-se-a proveito a transformacao (x, p) EA (X, P) utilizando uma fungao geradora F. O relacionamento
entre as varigveis originais e transformadas da forma (2.2.1) sugere uma semelhanca com a Transformagao
Identidade, porque tomando as funcoées de alta frequéncia h, e h, identicamente nulas a transformagao
deixa tudo como estd. Porém, evidentemente, é preciso incluir um ingrediente extra que acrescente as
referidas fungoes de alta frequéncia & transformacdo. Tomam-se as varidveis (z, P) como independentes
e propde-se uma fungdo geradora na forma

F(x, P,t) =xP + f(z, P,t) (2.2.2)

que, a menos da parcela f(x, P, t), seria a identidade. E desta parcela que se aguarda o sucesso de nossa
estratégia e é ela que resguardard os componentes de escala rédpida de tempo. A fungdo f(z, P,t) é, por
hipdtese, continua e suficientemente diferencidvel de maneira que podemos operéd-la com liberdade. As
equagoes que a fabricam a transformacao sao

oxa oOF oOF
X = 2L d K = i 2.2.3
0P P =g TR (2:2:3)
Da funcio geradora (2.2.2), segue
oOF 0 of
OF 9] af
e
OF of
K= — = = 2.2.6
H+ T H+ 5t ( )
Como a funcdo f(x, P,t) contém os componentes de alta frequéncia, é precipitado mas muito pertinente
que tomemos a aproximagao % = 7%. Futuramente esta tomada serd bem justificado. Por ora, sob o
cuidado da fungao geradora escolhida, a transformacao canonica gerada é dada pelas equagoes
0
X=o+ 55
(2.2.7)
P=p+ o1
BRSNS

Cruzando-as com a observagao feita em (2.2.1), percebe-se que as quantidades destinadas pela contencao
das escalas lentas de tempo - h, e h, - sao reconhecidas nesse formalismo como sendo as derivadas da

funcao f(z, P,t), respectivamente com relagio a P e a t (a rigor, se nao fosse a aproximagao % = —%,
esta ultima seria com relagao a z). Ou seja, identifica-se
of of
hy=—"- e h,=——. 2.2.8
* oP P ot (228)

As quantidades médias nao devem conter termos de altas frequéncias. Assim, como previamente pro-
posto, a funcdo f(z, P,t) tem a missao de resguardar em si todo e qualquer termo desta natureza. E sob
esta premissa que a construiremos.

Para fazé-lo, o primeiro passo ¢ investigar como se modifica o fator relativistico vy(p) frente a trans-
formagao exibida em (2.2.7). Partindo de (2.1.8) e aplicando a transformagao, segue que

1

~(P- h)?, (2.2.9)

Y=/t
onde se definiu h = 9 /0t e se optou por nao distinguir o fator transformado do original para economizar

a notagao, mas deseja-se que a diferenca seja evidente. A ideia agora é expandir o fator v em uma série
polinomial em torno da regiao que contém os pontos criticos da funcao f. Dessa maneira,

o0
Y(P) = m(P)h"
n=0
onde, naturalmente, cada coeficiente da série é uma funcao obtida pelo processo:
1 om

n(P) = %lg}) T v(P).
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2.2 Aproximagao ponderomotriz para o sistema unidimensional 19

Da transformacéo (2.2.6), o hamiltoniano ponderomotriz deve apresentar-se como

K=v+oX,t)+ =—=v%+ (1 +1) <> +> " () + (X, ). (2.2.10)
ot — 0T ot ; ot

A fim de sistematizar sua obtengdo sob a premissa que lhe cabe, a fungdo f(z, P,t) serd expandida em
série de poténcias em torno da amplitude méxima de potencial nula. Serd construida sob a hipétese de
convergéncia da série

F@, Pt) =Y fulz, Pit) 0 = frgo + f20f + o+ faiplh + - (2.2.11)

n=1

onde os coeficientes f,(z, P, t) sdo fungdes dos argumentos explicitados. O termo independente da ampli-
tude méxima de potencial poderia ser encorporado pelo termo fo(z, P,t) = 2P, que completa a fungdo
geradora. Por essa razao, daqui em diante, referir-nos-emos & funcdo f como a funcio geradora. E
perceptivel que, segundo esta técnica, o hamiltoniano transformado tem a estrutura

]C(Xv P) = ZKn(Xa P)(Pg = KO +K1Q00 +K2§03 + . +K7L90(T)L T+

n=0

porque o processo culmina na expansao da prépria funcao hamiltoniana em uma série de poténcias em
torno da amplitude maxima de energia potencial nula. Nao é grande surpresa visto que o fizemos para
definir a funcao geradora. Porém, a ideia é considerar a aproximagao até ordem de ¢ de tal maneira
que a ordem n seja suficiente para descrever bem o comportamento médio das varidveis do sistema. Para
isso, temos de nos preocupar em como determinar a n-ésima poténcia da fungao geradora. Uma férmula

conhecida é!:
%) n %)
E apz® = E Cmx™,
k=0 m=0

onde
m

1
co=ag ecy,=—— E (kn —m+k) a Cp—p-
m ag
k=1

Felizmente, a aproximagio mostrou-se muito satisfatéria considerando somente até ordem de ¢2. Vale
ressaltar que essa ordem é exatamente correspondente a segunda ordem na amplitude do campo elétrico
que casa perfeitamente com a proposta de potencial ponderomotriz. Assim, simplesmente, a contribuicao
de segunda ordem proveniente das poténcias da funcao geradora é

af\? (oA .
(5) =(%) #

e reescrevemos (2.2.10) para

IC(X’ P) = KO(Xv P) +K1(Xa P)SOO +K2(X7 P)QO%, (2212)
onde
Ko(X, P) =7(P),
Ky (X P) = (4 )2 o O o byt
WX Py =(m+ )32 +e o cos(X —hy 1) e (2.2.13)
JE af\*
Ky(X,P) = 1)—== - .
E importante destacar a dependéncia funcional K, = K,(X,P). Embora as fungbes fi(z,P,t) e

fa(x, P,t) estejam presentes no termo geral, a expansido do hamiltoniano transformado é isenta das
variaveis de alta frequéncia porque, por construcao, tais funcoes devem banir todos os termos desta
natureza. E exatamente a sua presenca que se encarrega de fazé-lo. Temos, entao, de determina-las de
modo a exibir cada uma das fungoes K e K5 Unica e exclusivamente como funcao das novas variaveis
lentas.

1ht:‘cps ://en.wikipedia.org/wiki/Formal_power_series#Power_series_raised_to_powers.
Ver também http://arxiv.org/abs/1011.0525v1.
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L _(X=hgy)? .
O comportamento da funcao e o2 cos(X — hy —t) em torno h, = 0 pode ser observado por meio
de sua respectiva expansao em Série de Taylor. Até primeira ordem em h, - que é quanto basta para
concluir o que se quer - a fungao se comporta como

_ (X+hg)?

e” o2 cos[(X+h,—t)]= 67{:7; cos[(X —t)]+

2

bohy e {sin (X —1)] - % cos [(X — 1] } +OR2).

Percebe-se que nao ha termo de baixa frequéncia para esta funcao em torno da regiao que extremiza
a funcao geradora. Assim, devemos investigar a possibilidade de banir o termo de alta frequéncia que
aparece com o cos(z — t) no hamiltoniano buscando uma fungéo f; de modo que

(m + 1)% + e_%g cos(x —t) = 0.

Imediatamente, segue (supondo 1+ 1 # 0),

dfi 67:% cos(z —t)

=~ 2.2.14
ot (1+7) ( )
de onde, integrando com relagao ao tempo, uma solugao possivel apresenta-se como
22
P €7 g 2.2.15)
r,Pt) = ——sin(z — 7). 2.

Um comentario anteriormente prometido acerca da proporcionalidade entre as derivadas de f. A su-
posicao acerca da proporcionalidade entre as derivadas parciais que se assumiu no inicio desta secao é,
de fato, razodvel. Tomando a derivada parcial com respeito a z em (2.2.14) segue que

o2 22 0

Oh [0 e
o a5 {sm(x t)axe o2 +e o 5 sin(z — t)

22

_ _% {_if sin(z — t) + cos(z — t)}

e, como ¢ >> 1, o termo proporcional ao proprio coeficiente f; é desprezivel frente a soma e recupera-se
a relacao de proporgao que se supos a priori.

Assim, devemos contabilizar que K; = 0, ou seja, que os termos de primeira ordem nao influenciam
no fendémeno ponderomotivo. Para obter o préximo coeficiente fo da expansao e atualizar o hamiltoniano
com a fungdo K, é preciso alimentar a sua expressido com a funcao fi(x, P,t) calculada em (2.2.14).
Segue

222
0fa e 0% cos?(z —t)
Ky =(1+m)—5-+7%
ot (1+m)?

que, uma vez utilizando da identidade trigonométrica cos?(z — t) = 1 [1 + cos[2(z — t)]], é, portanto,

222 222
dfs 5 € o2 Yo € o2 cos]2(x —t
KQ:(1+71)W+%72 £ [(2 )]
(I+v) (1+m)
Nesse ponto é preciso estudar novamente os efeitos em Ky da transformagdao x = X + h,. Os termos
22 22
dependentes de x envolvem as fungoes ST e e o cos[2(x — t)] que, frente a transformacao, sdo

_ 2(X+hg)? _ 2(X+hg)? . .
o2 e e o2 cos[2(X + h; — t)]. Expandindo em Série de Taylor em torno de h, = 0,
obtemos
_ 2(X+hg)? _2x? 4Xh,

2
e 2 =€ o —< 3 )ezaxz—i—O(hi)
o
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e
i cos[2(X + h, — t)] = e~ cos[2(X — t)]+
x2 2X
+ 2hg e o7 {sin [2(X —1)] = —5 cos [2(X — 1)] } +O(h2).
o

Para a exponencial pura, o primeiro termo que é o de ordem dominante é independente do componente
de alta frequéncia. Assim, podemos trocar x por X nessa fungao e considera-la de baixa frequéncia. J4a
para a outra fungao, o termo de primeira ordem em h, ainda traz uma parcela significativa de modo que
nao iremos utilizar de expansao para essa fungao. Sé se pode, entao, reescrever Ky como sendo

_2x2?

2
0 e o2 e~ 57 cos[2(x —t
Ko(X,P) = (14 7) 202 . 22 z 201

ot 2 (1+m)* 2 (1+m)?

E preciso novamente estudar para que caso a func¢do fo(z, P,t) se encarrega de banir os termos de alta
frequéncia da fungao K5 que, afinal, nos conecta a fungao hamiltoniana. E facil de perceber que impondo
P 222
e % cos2(x —1
(1+vl)ﬁ+E [(2 )
ot 2 (L+7)

=0 (2.2.16)

o objetivo é atingido, uma vez que, nesse caso, atualizamos Ky para

Y2 _2x2
K2 = — € o2

2(1+m)°

que fica explicita unica e exclusivamente por termos de baixa frequéncia. Resolvendo a equacao (2.2.16)
mediante integracao direta, segue que o coeficiente quadratico da expansao da fungao geradora é

Y2 202

fo(z, Pit) = PTERE e o2 sin[2(z —t)]. (2.2.17)

E tempo de terminarmos a determinacao do hamiltoniano ponderomotivo calculando os coeficientes vy,
71 € 2. Usando (2.1.8), o termo independente da série é, simplesmente,

.1 1 2 \/ p2

=1 =414+ (P=0)"=4/1+ —

Yo = oy \/ + o ( ) + -

de onde o definiremos I'(P) =
tivistico nas coordenadas originais. Os demais coeficientes requerem derivadas do fator  transformado,

cujo quadrado é uma fungao polinomial na varidvel com a qual se efetuara as derivadas. A fim de facilitar
a obtencgao, notemos que

0 _, 0 0y _ 197 9% 1 (aﬁ)z 1 9242

2 . , . z ’
\/1+ %, pois serd uma quantidade recorrente e é andloga ao fator rela-

oh "o Ton " 2yon C oz 1 \an ) Ty ane
Usando
L 092 2 L0292 2 o . p? 1
(i) 5 =—=(P=h) (i) 5y == (@) imy=T e (iv)1-—5 =5

o coeficiente linear é, entao,

v1 = lim = lim —

1oy 12
h—0 11 O0h  h—0 2y

enquanto o quadratico é

2 12 2
192y . 1[ 1 4P h)+12}:1(1P> 1

= 1. —_——_—— = — | - T 19 = 5 13-
T2 = 21 Oh2 P 2| 493 a? 27 « al? 2aI3

2al
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Em maos os resultados precedentes, estd-se apto a concluir que a fungao geradora da transformagao
canonica construida a partir do objetivo central é

22 222
Fe Zsin(z—t) o g e+ sin(2z — 2t)
F(x,P,t) =zP + « 2.2.18
= 58) 7T (ar - P) 8 (al — Py’ (2:2.18)
bem como o hamiltoniano obtido através da transformacao gerada por esta é
a<p2 6_#
K(X,P)=T(P)+ 2 —— . 2.2.19
(P =P+ S (2:2.19)
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Como esperado, visto que a forga ponderomotriz responsavel pelo movimento é um campo vetorial
gradiente, apés a remocdo dos componentes de alta frequéncia, o sistema restante é conservativo'. Das
simulagoes de solugoes feitas na secao anterior, sob as condi¢oes de nao aceleragao (onde deve ser vélido
tal formalismo, portanto), concluimos a igualdade entre a energia cinética de injegao e de ejegao. Nestes
extremos a energia experimentada pela particula é puramente cinética porque a parcela referente a
energia potencial é esmagadoramente atenuada pela grande distancia entre a particula e a origem. Na
presente versao média do hamiltoniano podemos concluir exatamente o mesmo. A energia cinética da
particula (T") é conservada para os instantes extremos, depois de passado o efeito transiente, porque
para |X| >> o o hamiltoniano é dado sé pela parcela cinética: K(X, P) = T'(P). Nestes extremos as
varidveis dinamicas originais assumem seus valores finais e confundem-se com as novas varidveis lentas
associadas. Portanto, da constancia do hamiltoniano transformado e da observacao de insignificancia da
energia potencial para os instantes extremos da dinamica da particula, segue

K(t=0)=K(t - o0) = I(t =0) = D(t — 0)

de onde, pela confusdo que se estabelece entre as varidveis nesses extremos, concluimos que
F(tzO):F(t—M)o)év(t:O):'y(t—>oo):>vgzvj2c,

isto é, o valor do quadrado da velocidade inicial é transmitido para o quadrado da velocidade final.
Assim, das duas uma: ou a particula é refletida, vy = —vp, ou ejetada gentilmente pela onda, vy = vp.
O primeiro caso, dos que identificamos, enquadra-se no regime de reflexao e o segundo no regime de
passagem. Voltando a (2.1.16), o ganho de energia é, em ambos os casos, nulo: AH = Ay = 0. Com
isso podemos prever o resultado de que o médulo da velocidade final observada é o mesmo que o da
inicial de injecao, podendo ser em sentido oposto. A concordancia da previsao feita pela aproximagao
ponderomotiva na interseccao de regimes em que é védlida ao mesmo tempo que a dinamica do sistema
completo acusa um sintoma de que a fenomenologia observada é proveniente do seu carater.

2.2.1 Equacgoes de evolugao da aproximacao ponderomotriz unidimensional

A continuidade do estudo se dé obtendo as equagoes de movimento para as varidveis médias por in-
termédio do hamiltoniano exibido em (2.2.19). Pela tecnologia das transformagoes candnicas, as equagoes
de Hamilton mantém a mesma exata forma. Para obter as equagoes que ditam a evolugao dinamica das
variaveis médias basta que se resolvam

dP oK dX oK
— =—-—— e — = —.
dt 0X dt oP
A primeira equagao acima, que calcula a variagdo temporal do momentum conjugado médio, invoca uma
derivacao parcial com respeito a X. Tal derivacao é simples de fazer, uma vez que a dependéncia em

X no hamiltoniano concentra-se unicamente no fator exponencial. Assim sendo, a evolucao temporal do
momentum conjugado se dé por

(2.2.20)

2
dP 0K P Yia 1 0 _x2  pia e T <4X>

2 = 2

—_———— = — B e el ] o = _—
dt 09X 4 (P —al)?0X 4 T(P-al)?

o2
que pode ser reescrito usando o hamiltoniano (que é uma constante de movimento) como

P= % (K-T).
o
O valor do hamiltoniano é determinado pelas condigbes iniciais. A segunda equacao (que calcula a
velocidade média da particula) invoca uma derivagao parcial com respeito a P que néo é tao simples de ser
feita visto que ha dependéncias explicitas e implicitas em P no hamiltoniano. O termo de contengao das
altas frequéncias respectivo a posicao da particula também envolve uma derivagao parcial com respeito a
P e, portanto, tal processo merece especial atencdo. A fim de sistematizar a derivagao com respeito a P,
é conveniente que se identifique uma regularidade na dependéncia funcional com respeito a esta variavel.
Sera criada uma familia auxiliar de fung¢oes definida como

My m)(P) = I™(P — o)™ (2.2.21)

1E parte do formalismo hamiltoniano o resultado %—t‘ = %. Isto é, uma vez que a fungdo hamiltoniana é invariante

frente translagdo temporal, entdo a prépria é uma constante de movimento.[22]
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2.2 Aproximagao ponderomotriz para o sistema unidimensional 24

onde n,m € Z. A conveniéncia desta criacdo se d4 visto o fato de que o hamiltoniano (2.2.19) e a fungao
geradora (2.2.18) podem ser reescritos em termos destas fungdes como

« 2 _2x2
K(X, P) = M0 (P) + =05 M_1,_s)(P)
¢ 2,2
a"¥o

F(x, P,t) = P 4 aposin(t — x)e” o> My _1)(P) + sin[2(t — x)]eiZ?M(O’,;;)(P).

A derivada parcial com respeito a P no hamiltoniano e na fungao geradora surtird efeito somente nas
fungoes M, ., (P) e, portanto, é nelas que nos atentaremos. O primeiro resultado necessirio mesmo para

. ~ . o i , . al s . . ~
a determinagao da derivada genérica 55 M, ;) ¢ obter a derivada 5. Usando a técnica de derivagao
de fungoes composta, podemos identificar, da defini¢ao de I' = T'(P),

or 1 or? 1 0 1 12P P
= = — 1+ -P? )= =" = —. 2.2.22
oP 2I' 9P  2I'OP < @ > 2" « all ( )
Feito isto, a obtencao da derivada com respeito a P das funcoes auxiliares comega com
aM(nvm) 0 n m
orm 0
=—(P—-al)"+1T"—=(P—al)™
5p (L —al)" + 1" o5 (P —al)
or or
que, substituindo o resultado calculado em (2.2.22),se torna
OMnmy nP P
_—wmm) 2 2P o)™ 4T P_ol)1(1_- 2
oP a (P = al)™ + 1" m( O‘)(r>
n—2 m—1 npP
Ou também, da definigao (2.2.21),
oM n,m nP
% = M(n—2,m—1) [Q(P —al) +mI(T — P)} )
Atentando para o ultimo fator, podemos simplificé-lo! para
P p?
%(P —al) +mI(T — P)} =n"— —nPl +ml? - mPT
= (n+m)[l'? — PT] — n.
Assim, finalmente, a derivada com respeito a P das fungoes auxiliares é
oM,
4%%ﬁl: [(n+m)(I = PT) = n] Mgy_g.m_1)- (2.2.23)

Precisamos obter as derivadas para os pares (—1,—2), (1,—1) e (0, —3) que est@o envolvidos no hamil-
toniano e na fungdo geradora. A derivada do par (1,0) j4 foi obtida em (2.2.22) j& que segue de sua
defini¢ao (2.2.21) que M )(P) = I'(P). Segue, de (2.2.23), entao

OM,_, _
— Ly [(_1 —2)(I'* - PT) + 1] M 12, _2_1)
or (2.2.24)
_ 1+4+3PT —317 -
T T3(P —al)3
oMy _
% = [(~14+1)(I2 = PT) —1] My_o_1_1)
2.2.25)
1 (
T(P—al)?

M =1+rP%/a= P?/a=T2%2-1
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OM g _
gH0,-3) _ [(0—3)(I%—PI')— 0] M_2_3-1)
P (2.2.26)
VR VE h
I'(P—al)*

Com estes resultados, se pode explicitar a equagao de movimento para a velocidade média:

dX oK . (Q)M(lyo) agpg _# (C)M(_L_Q)

@ —op " " ap T4 ¢ T TP
B P+<p3a _2x2 (14 30P — 307
Tar 4 ¢ T \UT3(P_are )

Reescrevendo essa tltima equacao aproveitando a constancia do hamiltoniano, portanto, a aproximagao
ponderomotriz considerando termos de até ordem 3, é regida pelas equacoes

. P 1+30P —1?
X=——=+(K-T) (M) (2.2.27)
P = % (K—-T). (2.2.28)

As derivadas respectivas aos pares (1,—1) e (0, —3) sao utilizadas para prever a corregao entre a
posigdo instantdnea e a do centro-guia da particula via x = X 4+ df/0P. Em primeira aproximagao,
quando a velocidade da particula se aproxima da velocidade de ressonancia, i.e, £ — 1, o fator P — al’
converge para 0. Isto porque, de (2.1.7), temos p(¢ = 1) = ay = p(1) — ary = 0. Dal, as quantidades
calculadas que dependem deste fator divergem e o formalismo perde sentido. Organizando o denominador
do hamiltoniano (2.2.19) para 1 — P/al" encontra-se, em primeira aproximagao, o denominador 1 — & que
revela o efeito Doppler presente no formalismo e nas equagdes que o regem. Portanto, a aproximagao
ponderomotriz promete descrever bem o sistema quando ele estd longe do regime de ressonédncia entre
a velocidade das particulas e a de fase da onda. Ainda, quando nos instantes extremos, as equagoes

(2.2.27) e (2.2.28) se simplificam para, respectivamente, X = % e P = 0 pois a energia da particula
K é puramente cinética e, portanto, K —I' = 0. Ou seja, o esperado é que a velocidade média final da
particula estabilize para um certo valor constante dado por O%.
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2.2.2 Simulagoes de solugao ponderomotriz e comparagao de resultados

O objetivo desta segao é expor as solugoes numéricas obtidas para a evolucao temporal das varidveis
médias definidas para o sistema na segao anterior e compara-las com as obtidas para as varidveis origi-
nais. Para tanto, utilizou-se um rotina escrita em Fortran90 implementando, mais uma vez, o famoso
método de solucao de sistemas de equagoes diferenciais ordindrias conhecido como Runge Kutta de 4*
ordem. Também, utilizaram-se solugoes obtidas pelo software Mathematica.

A aproximagao ponderomotriz promete descrever o comportamento médio das varidveis dindmicas do
sistema. Para os instantes iniciais, as varidveis originais nao sofrem a agao do carater de alta frequéncia
da onda pois a particula é injetada de muito longe da origem. Assim, as condi¢bes iniciais impostas
as varidveis médias (X (¢t = 0) e P(¢t = 0)) sdo idénticas as das varidveis originais: X (¢t = 0) = zg e
P(t = 0) = p(vy). Esta consideragio se explica também via a confusdo entre as varidveis originais e
transformadas para os instantes iniciais porque, como se mostrou nas simulagoes de solugao do sistema
completo, a velocidade demora um certo tempo para comecgar a apresentar sinais de variacao. Manteve-se
o valor o = 100.0 e a condigao inicial o = —3.5 o a fim de fazer uso dos gréaficos de solugdo obtidos
anteriormente. A andlise de correspondéncia entre a solugdo do sistema completo e a presente apro-
ximagao ponderomotriz sera feita através de duas comparagoes. Comparou-se a evolucao da velocidade
X ponderomotriz com a velocidade original & e com a média desta tltima calculada numericamente
por médias méveis. As relagdes (2.2.7) informam que é papel das derivadas parciais da fungao geradora
atualizar os valores das varidveis originais para as transformadas. Assim, maximizando e minimizando
essas derivadas, somos capazes de calcular os valores maximos e minimos das varidveis transformadas
em cada instante de tempo. Isso acaba por gerar duas curvas que envelopam a forma caracteristica dos
graficos de velocidade versus tempo. Da relagdo v = v(p) obtida em (2.1.13) e da lei de transformagéao
p= P — 2L s envelopes superior e inferior foram calculados segundo, respectivamente, as substituigoes

ot
de velocidade v,,, = V(Dsup) € Vine = V(Pinr), onde

ps"p:PeraX{i%} € panf:Perin{f%},

Os unicos termos que podem adicionar sinal & derivada %, tal qual exibida em (2.2.18), além das
fungoes trigonométricas, sio as poténcias fmpares do fator (al' — P)~!, que é nao nulo'. A premissa
de continuidade (que vale porque a fungao geratriz é diferencidvel em todo o dominio de interesse) em
comunhao com a nao nulidade permite concluir que tal fator nao pode mudar de sinal ao longo do
movimento da particula. Devido a confusdo entre as varidveis originais e transformadas nos instantes
iniciais, pode-se determinar o seu sinal por

(al' = P) 40 = (a0 — po) "
Usando que py = a7ygvg e a escolha antes justificada de vg € (0, 1), garantimos que

(a0 —po) " = (av0(1 —vp)) "' > 0.

Portanto, o fator (al’ — P)~! é positivo durante toda a viagem da particula. Sendo assim, é possivel
estimar os méximos e minimos de (2.2.18) referidos anteriormente investigando, em simultaneo, o com-
portamento minimal e maximal de cos(z —t) e de cos [2(z — t)]. Em ambas as ocasides, quando a fungéo
cos(z — t) é maxima (+1.0) ou é minima (-1.0), a funcdo cos [2(x — t)] assume o seu valor maximo 1.0.
Portanto, o maximo e o minimo acontecem quando se toma, respectivamente, os valores

cos(x —t) =cos[2(x —t)] =1

cos(z —t) = —cos[2(x — t)] = —1.

A FIG. 2.2.6 refere-se aos pontos 2a e 2b do mapa FIG. 2.1.1 e contrasta a evolugao da velocidade da
particula prevista pelas equagoes (2.1.13) e (2.1.14) do sistema completo com a previsdo da aproximagao
ponderomotriz (equagoes (2.2.27) e (2.2.28)). A curva em laranja exibida em todos os quadros ¢ a veloci-
dade média desenvolvida pela particula calculada com a média mével dos valores de velocidade previstos
pelas equagoes do sistema completo. Vé-se nos quadros (a) e (c) desta figura que a velocidade prevista

I Este fato pode ser justificado levando em conta que a solugdo de al' — P = 0 leva a conclusdo P = a/v/1 — a que,
em primeira aproximagao, indica que a particula estd com velocidade ressonante, o que é um absurdo.
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FIG. 2.2.6: Os quadros (a) (velocidade inicial vo = 0.3a~'/2) e (b) (velocidade inicial vo = 0.5a~!/?) mostram a comparagio

entre a evolugdo temporal da velocidade da particula prevista pela dindmica completa (grafico em azul para (a) e cinza para (b))
e a ponderomotiva (linha preta sélida para ambos os quadros (a) e (b)). Os quadros (c) (velocidade inicial vy = 0.3a~1/2) ¢ (d)
(velocidade inicial vg = 0.5(1’1/2) mostram a comparacao entre a evolugdo do espago de fase da particula previsto pela dindmica
completa (azul para (c) e cinza para (d)) e a ponderomotiva (linha preta sélida para ambos os quadros (c) e (d)). A linha sélida
em laranja é a média mével da velocidade prevista pela dinamica do sistema completo. As linhas pontilhadas nos quadros (a) e
(b) séo os envelopes da curva de velocidade previstos pela aproximacao ponderomotiva. A linha sélida verde indica a velocidade
de fase da onda. Parametros o = 100.0, « = 0.81, ¢9 = 0.5 e condigdo inicial zg = —3.50.

para a particula injetada com vy = 0.3~ 1/? e amplitude maxima de potencial ¢y = 0.5 pela aproximacao
ponderomotiva modela muito satisfatoriamente a velocidade média desenvolvida pela particula para estes
mesmos parametros. Nos instante iniciais e finais a velocidade uniforme da particula confirma a confusao
citada entre as varidveis nesses instantes. As curvas que envelopam o grafico de velocidade, que preveem
0s maximos e minimos de velocidade experimentados pela particula, sdo igualmente satisfatérias. Foram
calculados, convém lembrar, segundo explicado anteriormente. Entretanto, como se vé no quadro (b)
desta figura, para a velocidade de injecio vy = 0.5a /2, os envelopes comecam a apresentar sintomas de
ineficiéncia em sua previsao, embora, ainda se possa confiar na velocidade média prevista pela dindmica
ponderomotiva.

Fazendo a mesma experiéncia para o ajuste (g 1.0 perde-se a confianga nessa ultima, como é
mostrado nos gréaficos da FIG. 2.2.7. Esta figura refere-se aos pontos 3a e 3b do mapa FIG. 2.1.1 e
fornece o mesmo tipo de comparacao que foi feito na FIG. 2.2.6, porém, para o valor de amplitude
méxima de potencial ajustado para ¢y = 1.0. Como mostrado nos quadros (a) e (c) desta figura, a
velocidade prevista pelo formalismo ponderomotriz previsto ainda é muito satisfatéria com relagao a
média de velocidade desenvolvida pela particula quando é injetada com velocidade inicial vy = 0.3a~1/2.

Tgualmente se pode dizer dos envelopes superior e inferior de velocidade. As curvas modulam muito
satisfatoriamente a forma do grafico de velocidade, prevendo os minimos e maximos deste grafico. Porém,
conforme exibido nos quadros (b) e (d), nao se pode concluir de forma semelhante quando a particula é
injetada com velocidade inicial vy = 0.5a~1/2. Nesta situacio, a partir de um certo instante, o erro entre
a previsao de velocidades extremas e a dos envelopes é grande e a previsao da velocidade ponderomotriz
comparada a média é grosseiramente insatisfatéria. O erro passa a ser significante e perceptivel pouco
depois de a particula experimentar a velocidade maxima. Esbarramos, portanto, no limite de validade
da aproximagao ponderomotriz. A medida que a particula aproxima-se do regime de ressonancia entre

27
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sua velocidade e a velocidade de fase da onda que a acelera, a dinamica ponderomotiva perde qualidade.
Dizemos entao que, neste limite, ha a quebra da dindmica ponderomotiva.

1.0 1.0

vja~1/?)
v[a—l/Z]

(e} — - —
_1.0 (a) Il Il _1-0 (b) Il Il
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
t t
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FIG. 2.2.7: Os quadros (a) (velocidade inicial vy = 0.3a~/2) e (b) (velocidade inicial vy = 0.5a~'/?) mostram a comparagio
entre a evolugdo temporal da velocidade da particula prevista pela dindmica completa (grafico em azul para (a) e cinza para (b))
e a ponderomotiva (linha preta sélida para ambos os quadros (a) e (b)). Os quadros (c) (velocidade inicial vo = 0.3a~1/2) e (d)
(velocidade inicial vo = 0.5071/2) mostram a comparagao entre a evolugdo do espaco de fase da particula previsto pela dinamica
completa (azul para (c) e cinza para (d)) e a ponderomotiva (linha preta sélida para ambos os quadros (c) e (d)). A linha sélida
em laranja é a média mével da velocidade prevista pela dindmica do sistema completo. As linhas pontilhadas nos quadros (a) e
(b) séo os envelopes da curva de velocidade previstos pela aproximagao ponderomotiva. A linha sélida verde indica a velocidade
de fase da onda.Parametros o = 100.0, « = 0.81, ¢9 = 1.0 e condigao inicial g = —3.50.

Um fato interessante que se faz claro no quadro (b) da FIG. 2.2.7 e mais ainda na do quadro (d)
é a correta predicao por parte da aproximagao ponderomotiva do comportamento nao monotonico da
velocidade média da particula. Seguindo a evolugao do gréfico no quadro (d) (melhor exposta pelo zoom
agregado a figura), a particula experimenta um médximo de velocidade em algum ponto do intervalo
—1.25 < /o < —1.0 e, a partir deste, sua velocidade volta a decrescer passando novamente pelo valor
vo = 0.5 a~ /2. Este fenémeno é conhecido como ”uphill acceleration “[12]. E importante que qualquer
formalismo que se proponha a descrever o comportamento ponderomotivo instalado no movimento da
particula seja capaz de prever este fenomeno. Ele implica que o centro-guia da posi¢ao da particula
experimenta a mesma velocidade média para dois valores diferentes de intensidade de campo elétrico[14].
Esta conduta é fruto puramente da dinamica nao linear.
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3 Modelo tridimensional

presente secao destina-se a apresentar e estudar de uma extensao tridimensional do sistema fisico

tratado unidimensionalmente no Capitulo 3. A versdo unidimensional nos propiciou um feelling
sobre as propriedades de comportamento dinamico do sistema mediante variagoes nas condigoes iniciais
bem como nos parametros que o caracterizavam. A esperanca é que o tratamento tridimensional, mais
realistico, portanto, enriquega nosso conhecimento. Neste, a particula penetra na regiao de interesse
munida de uma secao de choque finita. Esta situagado é muito mais realistica, visto que se espera a
existéncia de regioes onde a penetragao da particula é mais eficaz em termos do destino esperado. Como
mencionado anteriormente, é nosso interesse final mostrar e estudar a existéncia de possiveis focos de
aceleracdo. Tais focos sao regides onde a particula é acelerada no sentido de propagacao da onda e,
concomitantemente, mantém uma distancia ao eixo de propagacao da onda relativamente pequena e
fixa por um periodo finito, porém, aproveitavel. Para o estudo de tais condigoes elegeu-se o sistema de
referéncia usando o sistema cilindrico de coordenadas.

Sistema Cilindrico de Coordenadas No sistema cilindrico circular de coordenadas um ponto
genérico do espago R? é caracterizado pela terna (r,0,z). A coordenada z é idéntica & do sistema
retangular (z,y, z) e mede a distdncia até a origem perpendicularmente ao plano z = 0. A coordenada
r refere-se a distancia perpendicular de um ponto ao eixo z. A coordenada angular 8 é o angulo em
radianos formado entre o eixo x do sistema retangular e ao segmento de reta que liga um ponto do plano
z =0 a origem. Os limites de r,0 e z sao

0<r<o0,0<0<21r e —0<2z<00
e as equagoes de transformagao do um sistema cilindrico para o retangular sao como segue:

r=rcosf, y=rsinf e z=z.

3.1 O modelo de potencial tridimensional

No modelo tridimensional a onda que dota a particula de energia potencial ainda se propagara sobre e
no sentido de crescimento de um tdnico eixo, que agora serd o eixo z (axial). Contemplard, também, um
perfil transversal a esta diregao através da adesao de um novo parametro o, que desempenhara o mesmo
papel de comprimento caracteristico que seu par o, no envelope que modula a onda. Dessa forma, a
onda eletrostatica tridimensional sera representada pela fungao

2 g2
o(r, z,t) = @ exp (—Crg - 07%) cos(kz — wt). (3.1.1)

Novamente interessados na modulacio lenta, tomaremos o regime 0.0, >> 1/k? pelo mesmo motivo jus-
tificado anteriormente na discussao sobre este regime feita no Capitulo 2. Seja v o médulo da velocidade
da particula localizada em (r, 0, z) o instante ¢t medido no referencial inercial. No sistema retangular o

médulo da velocidade da particula é calculado via v2 = &2 + §2 + 22 de onde podemos obté-la no sistema
. 17 . . ~ . . def . def def . e
circular cilindrico (i.e, em funcdo unicamente das velocidades 9 < 7,4 = § ¢ 42 2= 2) ytilizando as

leis de transformacdo de um sistema para o outro. A coordenada z é idéntica em ambos sistemas de
coordenadas e por isso néo é preciso se preocupar com ela. Segue das transformacgoes que

= = (rcosf) =icosf —rfsind e = % (rsinf) = 7sin 0 + ré cos
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3.1 O modelo de potencial tridimensional 30

de onde a soma dos quadrados é
2+ 9% + 22 = 72 cos? 0 — 2170 cos O sin O + r26? sin? 0+
+ 72 sin? 0 + 276 cos O sin 0 + r26% cos® 6 + 32
=% +r20% + 22
aproveitando da identidade cos?u + sin®u = 1, u € R. Dessa maneira, o quadrado do médulo da
velocidade da particula no sistema cilindrico é dado pela expressao
v? =72 4202 4+ 32 (3.1.2)

A versao tridimensional do lagrangiano que rege a dinamica tridimensional de uma particula de massa
m e carga ¢ sob influéncia da onda eletrostdtica (3.1.1) é, portanto,

2 202 4 32 2 2
L= _mcz\/l _ % — gppexp <—; - 7’2) cos(kz — wt). (3.1.3)

Uma vez identificado o funcional lagrangiano do sistema, seguiremos com o processo de adimensiona-
lizé-lo fazendo-o para todas as varidveis e parametros envolvidos. Comecemos por adimensionalizar a
coordenada z e a medida de tempo t. As varidveis adimensionais serao previamente indicadas pela barra
sobrescrita. Esta notacao serd omitida posteriormente. Usando o nimero de onda k e a frequéncia w,
tomamos

Z=kz e t=uwt

e, por conseguinte, a adimensionalizacao da componente de velocidade em z se da pela velocidade de

fase da onda eletrostatica:
. dz L w dz

Ta T kA
Usaremos k também para adimensionalizar a coordenada r e os parametros o, e g,. Como a coordenada
f nao se apresenta explicitamente em nossa formulacao e somente a sua velocidade associada, basta que
adimensionalizemos a ultima. Tomou-se a adimensionalizagao da velocidade com relagao a coordenada
0 utilizando a frequéncia w. Segue

z = ’U¢§.

7 =kr, o,=ko., J,=ko,, e ézé/w

que resulta em

. dr wdfé, .
P=— = —— =7 = VT
dt ~ kdt ¢
e
22 r? z2 72
- - 5 T T -5 =3
0'2 O‘% (o Or

Lembrando da definicao do parametro « que foi introduzido na formulagao unidimensional exibida
em (2.1.3) segue

. \ 2 ; _ .

(S| dr o T0% 1 (T s, 979 22 Vg -\ 2 9:9
S == |vsz) =ar, —F =5 (Zwl|=arb e 5s=(—2) =a"z".
c c dt c c? \ k c c

O fator relativistico escrito em termos das varidveis adimensionais é, portanto,

1
\/1—a(f2+r292+é2)

E interessante notar que o fator relativistico ndo é mais somente funcao das velocidades generalizadas,
pois depende explicitamente da coordenada generalizada r. O funcional lagrangiano adimensionalizado
serd da forma

'7(7“77;79.72}) = (314)

L(r, 2,70, %, 1) ! ( G TQ) (z—1) (3.1.5)
r,z,7,0,5,t) = ————+— —ppexp | —— — — | cos(z — 1.
Vrin6,2) oz o2

onde - assim como feito na formulagao unidimensional - adimensionalizamos o préprio funcional lagran-
giano pelo fator mc?, bem como a amplitude g pelo fator mc?/q e omitimos a notacao com a barra.
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3.1 O modelo de potencial tridimensional 31

A fim de obter as equagoes de movimento da particula devemos efetuar uma transformacao de Le-
gendre no lagrangiano (3.1.5) para obter o funcional hamiltoniano. Definindo p, como o momentum
conjugado & coordenada r, py o conjugado & coordenada 6 e p, & coordenada z (todos adimensionais)
como

oL oL oL
_oL ok _ 9z 1.
Pr=gi Po=5 € P2 = oo (3.1.6)
a transformacao apresenta-se mediante
H(r,pr, 00, 2,02, t) = F(D)pr + 0(p)po + 2(p)p= — L(r,2,7#(p), 0(p), 2(p), ). (3.1.7)

Estudando o lagrangiano (3.1.5), os momenta conjugados sao identificados pelas fungoes
pr =i, pg=var’f e p. =ai
de onde obtemos, supondo que se conhega v = y(p,, r, g, D= ), as inversoes:

. 1 : 1 . 1
r=—p,, 0= SPe € 2= —p.. (3.1.8)
~yar Yo

Obtenhamos primeiramente a versao tridimensional do fator relativistico em fungao dos momenta. Segue,
de (3.1.4), e usando (3.1.8) que

9 1
"Y =
l—a( + 7202 4 32

1—a[( ) + 72

1
1- [pr +5 +pz]

Z
(o) Gor ]

de onde
1
== {pﬂrpg +pz} =1

e, portanto, o fator relativistico escrito unica e exclusivamente em funcao dos momenta conjugados e da
coordenada r é

1 P2
(7, pr, Do, D2) = \/1+a <p%+rg+p§)- (3.1.9)

Ainda de uso das equagoes (3.1.8) e da recém obtida (3.1.9), o hamiltoniano atualiza-se para

H( £ = 1 n 1, n 1, n 1 n ( 22 T2) ( )
TyDPr,Po,2,Dz, - 7pr D —D - < exXp — —5 ) cos(z —
o yar2™? T ya y(r, 7,0, 2) o o2 2
1 1 2 22 2
:{1+<p3+pg+pg>]+gooexp(—2— 2)005(2—1?)
Yy (6] T (o oy
=4 p(r z1t).

ou, explicitando as dependéncias, o hamiltoniano do sistema é

1 22 r?
H(r, pr, Do, 2, Pzrt) = \/1 +o ( += +pz> + o exp (—02 - 2) cos(z — ). (3.1.10)

O hamiltoniano do sistema é a sua energia total, a soma da energia cinética (v) desenvolvida pela
particula com a energia potencial (¢(r, z,t)) aproveitada por ela. N&o ha dependéncia explicita nas
velocidades em parte da energia potencial e a energia cinética (compreendida tdo somente pelo fator de
Lorentz) é puramente quadrética nas velocidades generalizadas.
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3.1 O modelo de potencial tridimensional 32

3.1.1 Equacoes de evolugao do sistema tridimensional

Em maos o hamiltoniano, esta-se apto a obter as equagoes que ditam a evolugao dindmica das coordenadas
da particula bem como de seus momenta conjugados. Comecemos por obter as equagoes que explicitam
a derivada temporal total das coordenadas. Sao estas

7;_87-[ 9—8—H e é—aH
op,’ Ope op.

Porém, nao é preciso que nos demos o trabalho de deduzi-las. As equagoes (3.1.8) ja sdo as equagodes
de Hamilton para as velocidades generalizadas. Portanto, atentemos agora as equacoes de Hamilton que
explicitam as derivadas temporais totais dos momenta conjugados da particula. Sao elas

LMo oM
br = avPG— 90 Pz = 9z

A primeira delas, de (3.1.10), segue
, = O
Pr=""9

_9
or

1 P2 22 r?
— 2 0 2 _ _ _
\/1 + o (pr + r2 +pz> + Po €Xp < 0_3 0'7% COS('Z t)

2/ 3 9 2 2
= ps/or + i;(po exp (_z2 — T2) cos(z —t)
1 (2 PE L 2 I 9z r
1+E(pr+ﬁ+pz>
2 2 2
2r z r
- Do +2<p0exp<—0'2—2>cos(z—t)7
T

ayrd o 2 o2

enquanto a tltima é, também de (3.1.10),
= On

p: = 92

G
0z

1 P2 22 2
\/1+a(%+7£+p§ + o exp 2 cos(z — 1)

22 r? 2z )
=woexp | —— — = | |z cos(z —t) +sin(z — )| .
o2 o2)|o

z

A equagao de Hamilton que dé a variacdo temporal do momento conjugado & coordenada 6 é trivialmente
obtida por

pgz—wépezo

uma vez que é uma coordenada ausente no hamiltoniano e, portanto, é ciclica ou ignoravel[22]. A
auséncia de tal dependéncia constitui uma simetria em 6 e o momentum conjugado pg € uma constante
de movimento para o sistema.

O sistema completo das equagoes de Hamilton que ditam a evolugao temporal das coordenadas e
momenta da particula é, portanto,

2 2
R z r 2z . . P-
Do = ©oexp (0‘30’%) {Ugcos(zt)Jrsm(zt)} , 2:0;7
R 2 or 22 r2 .
Dr = p93 + —5 poexp <2 — 2> cos(z — t), ;o= pi’ (3.1.11)
ayr o? o2 o2 an
) 1 po
po =0, =52
r2 ary
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3.1 O modelo de potencial tridimensional 33

3.1.2 Simulagao numérica de solugoes das equagoes do modelo tridimensional

Esta subsecdo se destina ao estudo das solugdes numéricas das equagoes de Hamilton (3.1.11) que des-
crevem a dindmica das varidveis pertinentes ao sistema fisico em presente estudo através de simulagoes
computacionais. Estamos interessados, em tultimo, em explorar solugdes que apresentem focagem da
particula acelerada, fato que merece atencao devido sua novidade. O ponto ou regido do espago onde a
particula em observacgao converge sera entendido como um foco. Tal particula pode apresentar trés com-
portamentos & medida que se propaga. Em relacao ao eixo axial: (i) afastar-se desse eixo, que significa
sua coordenada r estar em regime crescente (7 > 0); () manter-se, aproximadamente, a uma mesma
distancia, que significa sua coordenada r estd em regime estaciondrio (7 = 0); ou (%ii) aproximar-se do
eixo axial de modo que sua coordenada r estd em regime decrescente (7 < 0). O ultimo caso é o de
especial interesse, pois representa a existéncia (na verdade é uma condi¢do necessaria, embora, como se
verd, nao suficiente) de focos convergentes na geometria do movimento.

Parametros e Condicoes iniciais

Comecemos a discussao com o momentum conjugado & coordenada 6. O momentum py que encerra
o trio de momenta é uma constante de movimento para a particula carregada e o consideraremos como
um parametro. E inteligente, portanto, escolher seu valor adequadamente. Quer-se organizar a emissao
da particula carregada na regiao de choque o mais imparcialmente possivel. E razoavel, portanto, querer
que, inicialmente, a particula nao experimente forca na direcao radial porque isto garante uma penetragao
nao tendenciosa. Outra condigao que contribui para a boa ordem da emissao é a componente nula de
velocidade inicial na diregao radial. Essa combinagao de condigdes (7(t = 0) = 0 e F,.(t = 0) = 0') parece
garantir que, assim que a particula penetra na regiao de choque, o faga livre da tendéncia de aproximar-se
ou afastar-se do eixo axial. Em outras palavras, experimentando equilibrio na diregdo radial. O valor
inicial da coordenada r representa a distancia inicial que a particula se encontra do eixo axial. A equagao
de Hamilton que fornece a derivada temporal completa do momentum conjugado & coordenada r é a
expressao da componente radial da forca experimentada pela particula. Como obtemos anteriormente e
exibido em (3.1.11), tal expressao é

2 2 2

P 2r z T

F. = 93+—2<p0exp —— — =5 | cos(z — t).
ayr o2 o2 o2

Calculando a forga no instante inicial (i.e, substituindo todas as varidveis envolvidas por seus valores

iniciais identificados pelo subscrito 0) e impondo ao resultado o valor nulo, obtém-se uma equacao para

py - valendo lembrar que hd dependéncia em py no fator relativistico calculado no instante inicial (7p):

2 2 2
pias + 277;() P exXp (—Z% - 7“(;) cos(zg) = 0.
oayorg 02 o2 o2

Mais significativo para andlise fisica do que o momentum conjugado a 6 é a velocidade inicial na sua
direcao. Vamos transportar a dependéncia explicita em pg para a velocidade inicial na direcao 6 usando a
equagao de Hamilton que expressa a conservagao do momentum angular da particula aplicada no instante
inicial: éorg'yoa = py. Isolando a velocidade angular e fazendo a substituicao citada, segue

Lembrando da dependéncia explicita da velocidade angular no fator relativistico tal qual exibido em (3.1.4),
é interessante elevar toda a expressao imediatamente acima ao quadrado da forma

: 1 4¢3 222 213
0y = — ;’004 ex <—20 - —20 cos?(zo)
’YO a“o,. oz oy
para constatar, definindo uma grandeza auxiliar
2 _4 2 2
a“o 2z 2r
p T exp (0 4+ 20, (3.1.12)
4§ cos?(zo) o? o2

LA notacgdo Fj. quer indicar o médulo da componente radial da forca experimentada pela particula no instante inicial,
aonde ¢ injetada.
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que
Q2 0321—04(7“3924—2'8) S Q2O+ art P ral-1=0
onde tomamos o cuidado de considerar 77y = 0 porque encerra o par de condicoes inciais relacionadas

a direcdo radial que estamos a considerar. Dada natureza polinomial quadratica em 62, suas possiveis
solugoes apresentam-se da forma

2
=070 L L fozd 42z - 1)
2Q5 205

2 2
_arg 4Q5 .9
=502 2 {—1i\/l—a2ré(azo—l) .

Interessa-nos apenas a escolha do sinal positivo (em +) ji que o lado esquerdo da solucdo (o préprio 98)
é um numero positivo e tal escolha garante este fato. Assim, filtramos a solug¢ao para

. ar? 4Q .
02 ZQ%{lJr\/l = 7%(04231)}

Substituindo (3.1.12) e extraindo as raizes obtemos, finalmente, duas possiveis solugdes (que diferem
apenas em sinal) para a velocidade angular na diregdo de 6 para que as particulas penetrem na regiao
de choque livres de forgas radiais. As solugbes sao

. V2 1 12 4 9,2 92
fy = +0V=2 —1+\/1+Wexp(%+%>. (3.1.13)

2|Qo| ripi cos?(z0) o? o?

De tltima e importante anélise, a condi¢do a3 < 1 garante que nido hd nenhuma operagio impossfvel
de ser feita em (3.1.13). Isto porque, seja u € R,

il <le —ua-1)>0e1—ulail-1)>1s

Sl<y/l-u(@—1) <0< —1+4/1—u(az? -1).

2 2
4 228 | 2rf
o,. exp o2 + 2

e encerra-se a explicagao identificando u = m (3.1.13). Portanto, a condicao

a8 cos2(z0)
ai2 <1, 70=0
0 9 0 —

garante a existéncia de um valor absoluto de velocidade tangencial inicial para a qual F,.(t = 0) =0 e
deve, por essa razao, ser sempre exigida. A escolha By > 0ouby <0 apenas garante a liberdade de
a particula penetrar com velocidade tangencial anti-hordria ou horaria, respectivamente. Definiremos,
portanto, a condi¢ao inicial para a velocidade angular como uma das opgoes

A 1oV 2a (1—azd)od 222 2r2
90 — TQ()IQQ\/ 1+\/1+ a2 CO:2 (z0) exp (Tgo"' Uf)
(3.1.14)
) _ V2a (1—azd)od 222 2
Oo- = T2O|Qoa\/ 1+\/1+T%CO§2 o) exp( EEE 0)
A particula deve interagir lentamente como o potencial. Assim, para todas as simulagbes que seguem,
fixou-se as dimensoes do sistema com o, = 100.0 e zg = —3.5 0,. A dimensdo transversal do perfil

tridimensional da onda foi escolhida mais curta o, = 50.0 e manteve-se a velocidade de fase com mesma
propor¢ao o = 0.81. A velocidade angular inicial foi escolhida sempre como a solugdo positiva 90+
exibida acima em (3.1.14). As condigoes iniciais de posigdo radial ¢ e velocidade longitudinal v, foram
manipuladas e estudaram-se os efeitos da escolha de seus valores assim como os da amplitude méxima
de potencial da onda.
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Simulagoes
O estudo das solugdes do sistema (3.1.11) comega com um mapa da velocidade final de ejecio da

particula que confronte a escolha de velocidade inicial longitudinal com diferentes valores de ry. Eis o
mapa.

'sz[a_l/2]
-0.5 0 0.5 1
100

75
To 50

25

UzO[a_1/2]

FIG. 3.1.1: Mapa da velocidade longitudinal de ejegao para o = 100.0, o,, = 50.0, « = 0.81 e o = 1.0. O eixo horizontal exibe
a velocidade inicial de injegdo da particula enquanto o eixo vertical a coordenada radial inicial. As velocidades sdo exibidas em
unidades de o~ 1/2.

O mapa mostrado na FIG. 3.1.1 foi feito utilizando, aproximadamente, 1.200.000 pontos-solugao do
sistema (3.1.11) e exibe a velocidade de ejecdo da particula para o intervalo de velocidades iniciais de
inje¢do v, € [0.4,0.9] e distancia radial inicial 9 € (0.0,100.0]. Percebe-se que a dinamica do sistema
contempla trés regides de comportamento. A azulada corresponde a velocidades de ejecao negativas
e caracteriza a regiao de reflexao, portanto. A em tons de cinza caracteriza o regime passante, onde
a velocidade longitudinal de ejecao da particula nao foge muito a longitudinal inicial. Ja as regioes
amarelada/alaranjada/avermelhada sdo as regides de aceleracao, onde a velocidade de ejecao é igual ou
superior a velocidade de fase da onda de 0.9¢. Em torno da regido centralizada em vy, = 0.6~ /2 e
ro = 12.5, mais a direita se formos mais atentos, os tons avermelhados, que indicam méaxima aceleragao,
prevalecem na regiao de aceleragao. Assim, essa regiao é a de maior eficiéncia em quesito de aceleragao
da particula. Mesclada a regiao de aceleragao hd uma matriz de regioes escuras que identificam bolhas
de ineficiéncia para aceleracao. Quando em uma destas regides, a particula responde a dinamica em
que ¢é capturada pelo potencial, porém, sendo ejetada sem apresentar aceleracao. Esta caracteristica foi
observada anteriormente no movimento unidimensional. A aceleracao é experimentada para qualquer
distancia radial inicial (salvo as excegbes da matriz de regides escuras), desde que a velocidade de injegéo
seja superior a vg, ~ 0.55 a~'/2. Faz-se presente uma linha obliqua esbranquicada localizada um pouco
acima dos pontos rotulados por 2 e 4. Esta linha indica velocidades longitudinais de ejecao proximas de
zero. Ou seja, quando em um ponto nesta linha, a particula responde & dinamica de frenagem, pois é
bruscamente frenada pelo potencial da onda. Sua existéncia prediz que a dimenséao longitudinal pode, por
algum mecanismo que é nosso interesse conhecer, perder quase toda parcela de energia cinética outrora
contida somente em si. Como veremos, a adesao do perfil transversal & dinamica longitudinal possibilita
esse tipo de fenomeno. Inclusive, este serd uma peca importante para o propdsito final de nosso estudo.
E justamente o mecanismo de troca de energia cinética entre as dimensoes do espago de configuracao do
sistema que acarreta na aceleracdo simultanea a focagem da particula.

A seguir exploramos em detalhes a dinamica de cada um dos pontos rotulados por 2, 3, 4, 5a, 5b, 5c¢
e 5d. Expos-se a evolucao temporal das velocidade longitudinal e radial bem como dos espagos de fase
respectivos a cada uma destas duas dimensoes. Estes pontos foram assim escolhidos porque ilustram os
aspectos principais do comportamento da particula em cada uma das regides que se localizam.

35



3.1 O modelo de potencial tridimensional

36

Comecemos explorando o ponto 1.0

rotulado por 2 exibido no mapa
FIG. 3.1.1. A dinamica referente a
este ponto é exibida na FIG. 3.1.2

““M” m

0.5 -
ao lado. O quadro (a) dessa figura
mostra a evolucao temporal das velo-
cidades longitudinal (vermelho) e ra- 2? 0.0
dial (azul) da particula lancada com .2
vo; = 0.4c. Os painéis (b) e (c¢) da
mesma figura mostram, respectiva- 05

mente, o espago de fase radial e lon-

gitudinal. As setas em cinza nes- Ve ——

tes quadros querem significar a or- (a) a—l% _
dem correta de evolucao do gréfico. 10 600 1200
Como previsto pelo mapa, na pre- +

sente velocidade de injecao com os 050 o L0 ©
parametros ajustados para ¢g = 1.0

e rop = 5.0, instala-se o regime de 05 ¢ il
reflexao. Na vizinhanga de z = & =

—80 a particula encontra uma bar- i 0251 5 00 ]
reira de potencial intransponivel ofe- s | b
recida pela onda e acaba por termi-

nar seu movimento afastando-se de 0.00 ‘ ‘ ‘ 1o ‘

z = 0, i.e, com velocidade longitudi- 0 150 300 450 600 —400 —200 0

nal negativa, mas menor em moédulo
do que sua inicial. A presenca da
dinamica radial resguarda parte da

FIG. 3.1.2:

(a) Evolugao temporal das velocidades radial (azul) e longitudinal
(vermelho). Espago de fase (b) radial e (c) longitudinal. Parametros utilizados:
vor = 0.4, o0, = 100.0 = 20,, o = 0.81,090 = 1.0 e 79 = 5.0.

energia cinética e causa esse efeito antes ausente na dindmica unidimensional. O crescimento da veloci-
dade radial comunga com o decrescimento da velocidade longitudinal, como se vé claramente no quadro
(a). A frequéncia associada ao movimento longitudinal é esmagadoramente superior a associada ao radial,
acusado pelo contraste da grande forma de variacao da velocidade longitudinal com a velocidade radial.

1.0
& -
T 05 i
S,
=
a
0.0 (2)
0 600 1200
t
0.50 0.8
025 F S 704 Ff 1
k- k=)
® ©
0.00 ‘ : 0.0 : . .
0 50 100 150 200 —500  —250 0 250 500

T z

FIG. 3.1.3: (a) Evolucao temporal das velocidades radial (azul) e longitu-
dinal (vermelho). Espago de fase (b) radial e (c) longitudinal. Pardmetros

utilizados: vo, = 0.4 a~ /2, o = 100.0, o, = 50.0, a = 0.81 e ¢ = 50.0.
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Os graficos da FIG. 3.1.3 exploram em
detalhes o ponto rotulado por 3 mostrado
no mapa FIG. 3.1.1. A simulagao consiste
em injetar a particula com a mesma veloci-
dade inicial de vy, = 0.4, porém, dez vezes
mais distante inicialmente do eixo de pro-
pagacao da onda aceleradora, com coorde-
nada radial inicial 7o = 50.0. Como pre-
visto pelo mapa, a particula encontra-se no
regime passante. A velocidade longitudinal
final é positiva o que indica que a particula
nao foi refletida. A faganha de cruzar o
ponto z = 0, onde hd a maxima barreira de
potencial possivel oferecido, assegura que a
particula nao encontrard outra barreira in-
transponivel em seu caminho. Isto porque
avanca e a amplitude de potencial decresce
com |z|. Sendo assim, quando chega longe o
suficiente da origem, com o potencial total-
mente atenuado, a particula é ejetada com
uma velocidade longitudinal positiva e me-
nor do que a de injecao inicial. Deve-se
isto, uma vez mais, a transferéncia da ener-
gia cinética da direcao longitudinal para a
radial observada por meio do crescimento
da velocidade radial em comunhao do de-
crescimento da velocidade longitudinal. A
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estabilidade da velocidade radial assegura que a coordenada radial da particula seguira crescendo in-
definidamente e nao hé para o conjunto de parametros utilizados nas situagoes exibidas na FIG.3.1.2 e
FIG.3.1.3 a ocorréncia da focagem da particula.

O ponto rotulado por 4 no
mapa de parametros da FIG.3.1.1 L0 anas
representa a vizinhanga da regiao
de maior eficiéncia aceleradora (co-
loragao avermelhada). A evolugao
dinamica referente a este ponto é exi- v
bida em detalhes na FIG. 3.1.4. Vé- 05T ﬂﬂm [Mi 1
se no quadro (a) dessa figura que a oo an om0 am 700
velocidade inicial vy, = 0.57 o~ /2
é suficiente para a velocidade lon-
gitudinal maxima desenvolvida pela 0.0 o -
particula cruze a linha verde, i.e, Y
atinja a velocidade de fase da onda. —
Do ponto de vista do referencial s
fixo ligado a particula, ela interage ®
com maximos de potencial sucessi- ®0 500 1200
vos. Atingindo a velocidade de res- ¢
sonancia, a particula é capturada
pelo potencial da onda. A captura 0.04 1 1
ocorre na vizinhancga de z = 0, onde 0.00 1 0.50 1 1
a particula experimenta a maior am- ’
plitude de potencial possivel. Em
vez de refletida, é acelerada e avanga
sua posi¢ao ultrapassando essa vizi-
nhanca. A medida que avanca, as 012 LO) ‘ 0.50 [(©) ‘ ‘
barreiras de potencial que encontra 0 5 10 —600 =300 0 300 600
S840 menores que a maxima experi- " z
mentada na Origem porque a ampli— FIG. 3.1.4: (a) Evolugao temporal das velocidades radial (azul) e longitudinal
tude do potencial decresce com o au- (vermelho). Espago de fase (b) radial e (c) longitudinal. Parametros utilizados:

. v = 0.57 a~ /2, ¢ =100.0, 0. = 50.0, v = 0.81 e rg = 5.0. ( 73, = 0.0096 )

mento de |z|. Portanto, o préximo

méaximo de potencial apds a captura nao é capaz de retardar o movimento da particula e empurra-la
de volta a regiao z < 0. Assinatura da quebra do regime ponderomotivo, a velocidade longitudinal
oscila com altissima frequéncia trés vezes em torno da velocidade de ressonancia até que, quando longe
o suficiente da influéncia do potencial da onda, a particula encerra sua dinamica com uma velocidade
longitudinal constante de v, ~ 0.9925 a~1/2. A oscilacio em torno da velocidade de ressonancia é deta-
lhada no zoom do quadro (a) da figura. Explorar-se-4 o niimero de oscila¢ées em torno da velocidade de
ressonancia como uma caracteristica previsivel do sistema tratado em breve. E interessante notar que
este mecanismo de captura automaticamente situa a particula em fase com a onda aceleradora sem que
seja necessaria a preocupagao com a fase inicial relativa entre elas. Um aspecto mais interessante do
presente conjunto de parametros, entretanto, é o movimento da particula na direcdo radial. Assim que
a particula é capturada, a velocidade radial tende a diminuir e, pouco depois do evento, a relagao 5 < 0
é satisfeita. Isto pode ser entendido como um efeito de focagem, ja que a coordenada radial comega a
decrescer. Acompanhando o espaco de fase radial, a coordenada radial é crescente desde seu valor inicial
(ro = 5.0) até as redondezas de r = 8.0 onde, entéo, passa a ser decrescente. Ao invés de afastar-se do
eixo de propagacgao da onda, a particula comeca a aproximar-se dele. Em seguida de um pico intenso
de decrescimento, a velocidade radial estabiliza para um valor negativo da ordem de v, ~ —0.01 desde
r = 4.0 até a vizinhanga de r = 0.0. Na iminéncia de chegar ao ponto de divergéncia, a velocidade
radial d4 um salto e estabiliza novamente, porém para um valor positivo de v, = 0.01. Dai em diante,
a particula torna a afastar-se indefinidamente do eixo axial. O regime de foco é aproveitavel, aproxima-
damente, desde t = 480 até t = 920. O deslocamento aproveitdavel de foco é da ordem de Az = 50,. Em
suma, a experiéncia exibida na FIG. 3.1.4 mostra que a particula é acelerada de menos de 60% para mais
de 99% de c e permanece a uma distancia radial menor do que 10% o, por um intervalo longitudinal da
ordem de 50, durante, aproximadamente, At = 440. Levando os nimeros para o SI, supondo o intervalo
de microondas para a onda, com o niimero de onda ajustado para a ordem de k ~ 102 m~! e, portanto,
a frequéncia para w ~ 10 rad/s calcula-se, aproximadamente, um deslocamento longitudinal da ordem

vja1/?]

vea=1/?

-0.04 J

-0.08 b

min
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de Az ~ 5 m durante pouco mais de 0.04 pus, dos quais a particula permanece a menos de rg = 5 cm
do eixo axial por 0.03 us. A distancia radial minima calculada pela simulacao foi de 130 um ao eixo de
propagacao da onda na iminéncia do salto de velocidade radial de negativa para positiva.
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FIG. 3.1.5: Os quadros (a), (b), (¢) e (d) mostram a evolugdo temporal da velocidade longitudinal (vermelho) e radial (azul)
da particula para os parametros a = 0.81, po = 1.0, 0, = 100, o, = 50, (a) r(t = 0) = 76.59 ¢ v,(t = 0)[a~'/?] = 0.791,
(b) 7(t = 0) = 68.86 ¢ v.(t = 0)[a~ /2] = 0.7824, (c) r(t = 0) = 57.98 e v.(t = 0)[a~*/?] = 0.7738 ¢ (d) r(t = 0) = 8.8 ¢
v, (t = 0)[071/2] = 0.7544. Esse conjunto de parametros é representado pelos pontos 5a, 5b, 5¢ e 5d no mapa FIG. 3.1.1.

A ejecao extremamente eficiente em termos acelerativos ocorre porque a particula atinge a regiao
de equilibrio (onde o potencial é atenuado e passa a nao mais afetar seu movimento) em tempo que
experimenta velocidade préxima a um dos picos de oscilagao em torno da linha de ressonancia. Porém,
pode ser que isto nao ocorra. Se a particula atingir a regiao de equilibrio com velocidade longe do méximo
da oscilagao em torno da velocidade de ressonéancia, nao estard experimentando o regime acelerado mas,
sim, o passante. A seguir, hd quatro situagdes em que este fenémeno é observado. Os quadros (a), (b),
(c) e (d) da FIG 3.1.5 correspondem, respectivamente, aos pontos rotulados de 5a, 5b, 5c e 5d presentes
no mapa FIG. 3.1.1. Os quatro pontos localizam-se sobre a matriz de regioes escuras que poluem o
regime de aceleragao. Como esperado, em todos os casos a velocidade longitudinal final da particula
nao é superior a velocidade de ressonancia e é proxima a velocidade longitudinal inicial de inje¢ao. Ou
seja, se 0 proposito € acelerar a particula, sao pontos que representam a dinamica ineficiente e devem ser
evitados. Como prometido, os presentes graficos permitem o estudo do niimero de oscilagoes em torno da
velocidade de ressonancia apds a captura. A ordem alfabética do rétulo dos pontos é acompanhada pela
ordem decrescente da velocidade longitudinal inicial e da coordenada radial inicial. Como anteriormente
mencionado, a matriz intercalada de meias-luas claras e escuras parece desenhar linhas obliquas para
a direita que passam pelos vértices dessas figuras. Os pontos tratados foram escolhidos de maneira a
seguir uma dessas linhas. O niimero de oscilagoes em torno da velocidade de ressonancia apés a captura é
revelado ao contar com atencao quantas meias-luas claras encimam cada um dos pontos. Uma oscilagao
para o ponto Ba que encima uma meia-lua clara, duas oscilagbes para o ponto 5b que encima duas
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meias-luas claras, quatro oscilaces para o ponto 5¢ que encima quatro meias-luas claras e, finalmente,
sete oscilagoes para o ponto 5d que encima sete meias-luas claras. Ou seja, seguindo uma das linhas
imagindrias, o numero de oscilagoes apds a captura é acrescido de uma unidade para cada uma meia-lua
clara que encima a meia-lua escura visitada.
Fagamos uma discussao sobre o mecanismo de transferéncia de
0.3 energia cinética da dimensao longitudinal para radial observada
para o movimento da particula com parametros ajustados tal qual
expostos nas figuras FIG. 3.1.3 e FIG. 3.1.2. A FIG. 3.1.6 mos-
tra a evolugao temporal do ganho percentual de energia cinética
com relacao a inicial para o movimento da particula exibido na
FIG. 3.1.3. No periodo transiente (entre injecdo e ejegdo), onde
as velocidades estao sofrendo variagoes, nada de mais interessante
acontece. Porém, observando os extremos do movimento (muito
antes e muito depois de a particula ser refletida), percebe-se que
nao ha mudanca de energia cinética. Os valores finais de velocidade
em cada dimensao se ajustam de maneira que a energia cinética da
particula muito depois de refletida retorna ao seu valor original.
0 B0 500701000 1250 Isto nos permite conectar os valores iniciais das componentes da

0.2

0.1

Ay/~(0)

0.0

velocidade diretamente com os respectivos valores finais (sem men-
FIG. 3.1.6: Evolugao temporal do ganho  cignar os valores transientes) através de Ay = 0, lembrando que o
percentual de energia cinética da particula ., L. .
para o = 100.0, 0. = 50.0, « = 0.81, Delta maitsculo quer significar a diferenca entre o valor do fator
vo: = 0.4a” /% e ro = 5.0. de Lorentz calculado para tempos muito distantes da reflexao da
particula (¢t — 00) e o valor calculado no instante inicial (¢t = 0), i.e, Ay = lims_, o y(¢) —7(0). Portanto,
lembrando da expressao (3.1.4), 7(0) = v(c0) = vj, = v, +v},. As componentes poloidais inicial e
final da velocidade da particula nao precisam ser, literalmente, levadas em conta pois seus valores sao
despreziveis frente aos atuais valores de velocidade nas outras dimensoes. De fato, da FIG 3.1.2, os
valores finais das componentes de velocidade longitudinal e radial sdo, respectivamente, v, ~ —0.19 e
vy ~ 0.35 que quando operados da maneira /(—0.19)2 + (0.35)2 ~ 0.4 reproduzem exatamente a velo-
cidade longitudinal inicial da particula. Para a situacao da FIG 3.1.3 observa-se o mesmo. Enquanto
a velocidade radial cresce para v, =~ 0.24 a longitudinal decresce até atingir v, ~ 0.32 de modo que se
calcula (0.4)% = (0.32)? + (0.24)? e se sustenta a conservacio supracitada entre a energia cinética inicial
e final da particula. Tal fato ndo é mera coincidéncia. A experiéncia exibida na FIG.3.1.7 nos permite
concluir que, desde que no regime reflexivo ou passante, a particula ndo apresenta ganho liquido de ener-
gia cinética. Isto se justificard pelo formalismo da futura versao 3D da aproximagao ponderomotriz, ja
que a velocidade longitudinal méxima experimentada pela particula é muito menor do que a velocidade
de ressonancia e, portanto, vigora o regime ponderomotivo.

Concordando com o mapa FIG.3.1.1, na

FIG. 3.1.7 (cujo gréfico foi gerado utilizando 3000 80 ‘ ‘ ‘ ‘

pontos) nota-se principalmente que: (i) até as pro- ol . 1
ximidades de vy, = 0.55 nao ha ganho liquido de - .

energia cinética e este corresponde exatamente ao 60 X - ]
intervalo de velocidades de injecao para as quais a ol ;ié § x ]
particula nao experimenta o regime de aceleragao; R L

(i) na vizinhanga de vp, = 0.6 o ganho percentual s 0f " :xﬁ:ﬁ §§: . ]
de energia cinética é mdximo (atingindo até 750%) s o1 g:* . . ]
e (#i) a medida que a velocidade de injegao cresce o * {;X%i ’ﬁé; .

ganho decresce, com excegao de alguns pontos isola- 20| ” Ty

dos que caem em A~ = 0. Estes correspondem exa- ¢
tamente aquelas regides escuras de ineficiéncia que tor

poluem a regiao de aceleragao vistas anteriormente. 00 gy

Tais regioes sao, na verdade, regioes de regime pas-

sante. Portanto, estd-se diante de um sintoma de Y 05 06

vosla 2]

conservagao que é uma caracteristica intrinseca da
natureza do sistema. Nos regimes reflexivos e pas- FIG. 3.1.7: Ganho percentual de energia cinética vs. veloci-
sante, a energia cinética nao é um valor conser- daieoigifial di Ii""‘o”fcula; g%réme“os: o = 100.0, or = 50.0,
vado ao longo de todo movimento, mas, sim, entre o G rem AT e m e

estagio inicial e final da dinamica.
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FIG. 3.1.8: Mapa de parametros do valor minimo do quociente r(t)/ropara o conjunto de parametros e = 0.81, ¢g = 1.0, o, = 100
e o, = 50. No eixo horizontal estd representado a velocidade longitudinal inicial da particula e no vertical a coordenada radial
inicial. A cor preta (azul) corresponde & dindmica de focagem (ndo focagem). A linha pontilhada branca é a linha de transigao
entre os regimes de reflexao/passagem e de aceleragao.

A menos do ponto 5a, cuja dindmica se expoe no quadro (a) da FIG. 3.1.5, os demais pontos apresen-
tam o regime 7 < 0 de focagem por um certo intervalo de tempo. Esta observacao levanta as questoes:
Para quais conjuntos de parametros é possivel observar a focagem da particula? E destes, quais se en-
quadram, também, no regime de aceleracao? Para responder, fez-se um mapa de pardmetros que exibe o
valor minimo do quociente r(t)/rg ao longo da dindmica para cada par de valores da coordenada radial
inicial e velocidade longitudinal inicial. O resultado é exibido na FIG. 3.1.8. A proximidade da cor
azulada indica que o valor minimo de distdncia ao eixo axial que a particula experimenta é o préprio
valor inicial da coordenada radial, i.e, a particula sé faz afastar-se dele e, portanto, esta fora do regime
de focagem. Ja a proximidade da cor preta indica que a coordenada radial minima experimentada pela
particula é proxima a r = 0.0, o limite imposto pelo sistema de coordenadas cilindrico, e indica que a
dindmica da particula respectiva a esta cor é a de focagem, portanto. Os pontos rotulados em branco
sao exatamente os mesmos presentes no mapa FIG 3.1.1, bem como a linha pontilhada branca é a linha
de transigdo entre os regimes de reflexdo/passagem e de aceleragdo vista nesse mapa. Observando o
mapa da FIG. 3.1.8, é claro que prevalecem as situagbes extremas azul ou preto. O mais notdvel é o
seguinte: o regime de focagem estd em absoluto contido na regiao de aceleragao e a domina quase que
unanimemente, a excecao de uma zona estreita proxima a beira da linha de transigao. E previsivel,
portanto, que a dindmica da particula referente ao ponto 5a do mapa FIG 3.1.1 nao apresente foca-
gem para intervalo de tempo algum, pois este ponto localiza-se exatamente sobre a regiao de aceleracao
nao contemplada pela coloracao azul que indica a focagem. Diferentemente, prevé-se para os demais
pontos 5b, 5¢ e 5d o regime de focagem, pois estdao numa regiao preenchida pelo preto. E claro que
estamos, imprudentemente, referindo-nos a regiao a direita da linha branca como regiao de aceleragao.
De fato é, mas deve ser resguardada aquela matriz de regioes que correspondem ao regime passante. E
0 caso para a dinamica representada pelos quatro pontos 5 explorados. De sorte, a pequena zona de
nao focagem inserida dentro da de aceleragao é mais volumosa em pontos distantes da regido de maior
eficiéncia aceleradora, que é a regido imaginaria centrada em (7o, v.0) = (12.5,0.6a1/2). Préximo a
essa regiao de maxima eficiéncia, a boa noticia é que a drea correspondente a focagem é maior do que
a sua inversa. Assim, entende-se que a situagdo mais geral é a aceleragdo em comunhéo da focagem.
A aceleracao desacompanhada de focagem é uma excecdo ao movimento acelerado. Na pequena regiao
onde este fendémeno faz-se presente, durante a captura da particula (na vizinhanca de z = 0) o valor
médio do termo cos(z — t) é negativo e o potencial tem cardter atrativo. Isto implica que o valor médio
de dp,/dt é também negativo. Mas, como tanto a velocidade radial quanto a coordenada radial antes da
captura sao consideradas grandes nessa regiao, o valor médio negativo nao é suficiente para diminuir o
valor da coordenada radial e focar a particula. Esta parece ser uma boa justificativa para a existéncia
dessa regido. Corroborando com esta andlise, se o valor da coordenada radial inicial decresce, entdo a
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particula é acelerada e focalizada simultaneamente. O mapa FIG. 3.1.8 permite concluir que, além de ser
acelerada espontaneamente independentemente de fases iniciais, a particula é, também, espontaneamente
focada em direcao ao eixo axial por um certo intervalo de tempo aproveitavel. A situacao excelente seria
aquela onde a focagem da particula se estendesse pelo maior intervalo de tempo possivel dentro de um
intervalo de distancia longitudinal fisicamente aceitavel.

Até aqui, a amplitude maxima de potencial foi considerada fixa em ¢y = 1.0. Porém, para uma
exploragao completa do sistema tratado neste capitulo é preciso que estudemos os efeitos da mudanca
deste parametro. Para tanto, fez-se um mapa que exibe a velocidade longitudinal de ejecao da particula
para diferentes valores de g € (0,2] e de velocidade longitudinal inicial no intervalo vg, € [0.4.0.9]. O
resultado é mostrado na FIG 3.1.9. O mapa foi construido utilizando o conjunto de parametros o = 0.81,
o, = 100.0, o, = 50.0 e 9 = 5.0. As mesmas trés regides de comportamento sao encontradas. Devido
a semelhanga entre o presente mapa e o feito anteriormente para a versdo unidimensional (FIG 2.1.1),
as regioes de mesma cor do mapa caracterizam o mesmo regime: azulada, o reflexivo; tons de cinza,
o passante e amarelada/alaranjada/avermelhada, o acelerador. A mesma matriz de meias-luas claras e
escuras respectivas ao regime passante é observada na regiao aceleradora.

Mais uma vez, como na versao unidimensional do sistema, o valor maximo de amplitude da onda s6 é
decisivo no processo de determinagao da velocidade minima necessaria para a qual a particula encontra-
se no regime de aceleragdo, aproximadamente, na regiao (¢g,vo.) € (0.0,0.4) x (0.55,0.9). E nesta, a
velocidade minima referida decresce com o aumento da amplitude méaxima de potencial. Fora desta, o
limite entre os regimes reflexivo, passante e acelerador independe da amplitude de potencial e é uma reta
vertical imagindria que passa por, aproximadamente, v,o = 0.55a /2. O regime passante se extingue
para ¢g > 1.0 e s6 se faz presente acima disso nas regides escuras em forma de meia-lua mescladas a regiao
de aceleragao. O olhar atento vera uma regiao branca delgada e obliqua presente no mapa caracterizada
pelo valor préximo ao zero de velocidade longitudinal final. Quando nesta regiao, a particula presencia
a transferéncia total de energia cinética na forma longitudinal para a radial (vy, =0 e v,y = v,0). Nesse
caso, a particula é altamente frenada na direcao longitudinal.

vogla™l/?]

0.4 0.65 0.9

’UZ()[Oé_l/2]

FIG. 3.1.9: Mapa da velocidade longitudinal de ejegao vs. o para o, = 100.0, o, = 50.0, « = 0.81 e rg = 5.0. O eixo horizontal

exibe a velocidade inicial de injegdo da particula enquanto o eixo vertical a amplitude maxima de potencial. As velocidades sao

exibidas em unidades de o~ /2.

Durante as simulagoes, fixou-se o = 0.81. Como mostrado na versao unidimensional do presente
sistema, se o valor da velocidade de fase da onda é acrescido, isto é, aumentando o valor de «, o menor
valor necessdrio para localizar a particula no regime acelerador diminui. Apesar de os limites entre
as regioes de diferentes comportamentos serem modificados, a fisica por tras de todo processo nao é
modificada. Por esta razao, o parametro «, assim como os parametros o, e o,, deve ser encarado e
entendido como um fator de escala.
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3.2 Aproximagao ponderomotriz do sistema tridimensional

As solugbes de posigdo e momentum da particula calculadas na se¢do anterior, dentro do regime nao
ressonante, apresentam um sintoma generalizado: assim como na precedente versao unidimensional,
existe uma sequéncia de pequenas vizinhancas de pontos no espaco de configuracao e de fase onde ha
grande variacao da referida variavel em estudo. Essa observacdo nos permite inferir novamente que hé
um comportamento médio, de baixa frequéncia, ligados a outro comportamento de frequéncia superior.
Reservou-se esta se¢ao ao interesse de investigar as solugoes por intermédio de um conjunto autossufici-
ente de novas varidveis cuja frequéncia de oscilagao é baixa comparada as frequéncias de oscilagao das
varidveis do sistema original. A descricdo da dindmica serd responsabilizada tinica e exclusivamente a
um novo conjunto de coordenadas que devem representar os valores médios das solugoes. Essas novas
coordenadas serao eleitas, mais uma vez, via tecnologia das Transformages Canonicas. Indicaremos os
novos momenta conjugados transformados as coordenadas r, € e z, respectivamente, como P, Py e P, e
as novas coordenadas como R, © e Z cada uma fazendo correspondéncia com a sua coordenada escrita
na forma mintscula. Porém, deve-se fazer algumas observagoes importantes para simplificar a discussao.
No formalismo do sistema original, o momentum conjugado & coordenada # mostrou-se uma constante de
movimento e ndo hé situacao mais simples do que esta. Portanto, é inteligente construir a transformagao
canonica de tal modo que o momento conjugado a coordenada € nao se modifique, para que nao percamos
essa informacao valiosa de simetria. Também, o movimento médio da particula ao longo das coordena-
das 0 e r mostrou-se fracamente oscilatério no entorno de uma, entdo, posicdo média. Ao menos, menos
significativamente do que para a outra coordenada do trio, que é o que interessa. Dessa maneira, nao é
nosso interesse que modifiquemos estas coordenadas também. Em suma, a transformacao candnica deve
introduzir uma nova coordenada e momentum somente com respeito a coordenada z e momentum p,.
Quer-se verificar, entao, que haja um termo responsavel por introduzir informacgoes do carater lento de
escala de tempo somente para a coordenada z e momentum p,. A transformagio candnica deve manter
inalteradas as coordenadas r e f bem como os momenta conjugados a estas. Ou seja, se quer a identidade
das varidveis originais e transformadas para

T:R, Pr:Pr, 0:@7 € P9:P97

e associar para a coordenada z e momentum p, varidveis de baixa frequéncia que, mediante adequada
corregdo que mencione as escalas lentas de tempo, reproduzam os valores das originais. O que se fara
a seguir é a dedugao da aproximacao ponderomotriz feita no Capitulo 2 em uma versao tridimensional.
Introduzir-se-4, mais uma vez, novas funcoes h e hy, que contém somente informacoes da escala rédpida
de tempo, respectivamente a posicao z e ao momentum p,, identificadas como

z=Z+h, e p,=P,+ hy,. (3.2.1)

tais que retiram de responsabilidade das varidveis médias o trato das altas frequéncias. Demos proveito
a transformagao
(T’, 97 Zaprap%pz) - (Ra 67 Z, Pra Pg, Pz)

utilizando uma fungao geradora escolhida como
F(r,0,z,P., Py, P.,t) =rP. + 0Py + zP, + f(r,z, P., Py, P.,t) (3.2.2)

que, mais uma vez, a menos da parcela f(r, z, P., Py, P,,t), é a Transformacdo Candnica Identidade. A
fungao f(r,z, P., Py, P,,t) é, por hipGtese, continua e suficientemente derivavel e, novamente, é sob ela
que se deposita a esperanga de obter uma fungao hamiltoniana transformada que seja isenta de termos
que mencionem a escala rapida de tempo. As equacoes que fabricardo a transformacao canénica dada a
fungao geradora sao
OF OF oF oF oF OF oF

Z—a—Pz,pz—E,R—a—ﬂ,p,.—ﬁ,@—a—%,pg—%, e/C—"H—i—E. (3.2.3)
Aqui, K é a funcdo hamiltoniana transformada. Como previsto, esta fungdo geradora dard origem a
uma transformacao canonica que mantera inalterado o momentum py. Isto é evidente, porque a par-
cela f(r,z, P, Py, P.,t) ndo depende explicitamente da coordenada 6. Mas nao é gratuitamente que
ganhamos o mesmo para o momento p, e nem para as coordenadas r e #. O problema se resolveria se
considerassemos que € possivel atingir nosso objetivo fazendo uso de uma fungao que tivesse unicamente
a dependéncia f = f(z, P,,t). Uma restricdo dessa magnitude, infelizmente, mostrou-se invidvel. Al-
ternativamente, a consideracao de que certas derivadas da fungdo F' tal qual exibida em (3.2.2) sdo de
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ordens de grandeza muito inferior & outras, resolveu o problema. Assim, ndo se reproduzird, a rigor,
uma transformagao identidade para as coordenadas desejadas, mas algo préximo e, o que é importante,
eficaz. A alteracao significativa se dard para a coordenada z e seu respectivo momentum. Evocando a
funcao geradora (3.2.2), segue a transformacao como

OF af OF of

Z = = =— =P, + = 2.4
op,  “Top T e T, (38.24)
e para as demais, a rigor, seguiria a transformagao
OF af OF of oF af oF
R = = = — = P’I" -, @ = — = 0 —, = — = P .
ap,  "Tap T T T o, op, | Tapy CPT 99—

. . . of of af ~ ..
Porém, considerando que as derivadas 20 ar © ap;» due tém o papel de corrigir os valores das respec-

tivas variaveis originais para o valor das transformadas, tem ordem de grandeza muito inferior tanto a,

respectivamente, r, P,. e 6, quanto a 88% e % , a transformacao se simplifica para a identidade na forma
z

T:R, pr:Pra 0:67 € P9:P9>

que é exatamente a de interesse, onde hé identidade entre as varidveis do sistema completo e do mediante
aproximagao ponderomotriz. O hamiltoniano se transformara da forma

OF af
K=H+—=H+ —=. 3.2.5
T Tt T o (3:2:5)
Como encorajado pela versdo unidimensional da presente aproximacao, tomemos % = —%. Cruzando

estas equagdes com a observagdo feita em (3.2.1), percebe-se que as quantidades responsaveis pela con-
tencao das escalas lentas de tempo - h, e hp, - sao identificadas como sendo as derivadas da fungao
flr,z, P., Py, P,,t), respectivamente com relagdo a P, e a t (a rigor, estd tltima seria com relagao a z)
exatamente como na versao 1D. Ou seja, identifica-se

of af

hz:fapz e h,, =

Pz = T (3.2.6)
As quantidades médias, como enfaticamente lembrado, ndao devem conter termos de alta frequéncias.
Assim, essa versao tridimensional da fun¢ao f tem também a missao de resguardar em si todo e qualquer
termo desta natureza. A sua construcgao procede identicamente & da sua antiga versdo. O andamento
da versao tridimensional da aproximacao ponderomotiva se dd de maneira idéntica a do unidimensional
feita no Capitulo 2. A versdo tridimensional do fator relativistico v(r,p,, pe,p.) se transforma como,
partindo de (3.1.9) e usando (3.2.1)

1 P2
3o, P2) = \/ e (s B (o), 3.27)

onde definiu-se h = 9f/0t. A ideia é, mais uma vez, expandir em Série de Taylor o fator v em torno da
regido que contém os extremos da fungao geradora. Dessa maneira, v = > -, ¥,h" onde, naturalmente,

cada coeficiente da série é uma funcao dos momenta e de r obtida por v, = lim %gTZ' Aliada a esta,
h—0

a expansao da fungao geradora em torno da amplitude maxima de potencial nula culmina na mesma
natureza de expansao para o préprio hamiltoniano. Considerando termos somente até segunda ordem
na amplitude maxima, os componentes de alta frequéncia podem ser removidos do hamiltoniano (3.2.5)
através da solucao de

(71 + 1)% + e(i o2 7¥) cos(z—t) =0 (3.2.8)
e (%)
Ofs 72 e B cos[2(z — t)]
1+ - t = =0. 3.2.9

Via integracio direta com relagiao ao tempo, obtém-se'

cos(z —t) (—%—%ﬁ;)
(m+1)

LA notaciio P na lista de argumentos das fungdes quer resumir o conjunto {pr, pg, P-}. Como néo se faz necessirio a
consideragao de solugdes gerais para as fungdes fp, opta-se por escolher as solugdes como exibido em (3.2.9).

fi(z,r, Pit) = (3.2.10)
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falzyr, Pty = 2 sin2(z —1)] 7?] e<7 % 775) (3.2.11)
4 (1+m)

donde se conclui a fungao geradora como

F(z,r,P,t) =rP. 4+ 0Py + 2P, + v

1 . 22 72
) sin(z — t) exp 2 +

1 + z UT
2 b g (3.2.12)
+ 1 110 sin(2z — 2t) exp <_0§ - 03>

A funcao geradora (3.2.12) fabrica a versao tridimensional do hamiltoniano ponderomotriz tal qual

2 2 2

w5 2 27 2r

=+ = -——-—. 2.1
K o+ 1 ” exp < (3.2.13)

que ¢ isento de qualquer uma das variaveis de alta frequéncia. Os coeficientes da expansao do fator
relativistico s@o funcoes apenas dos momenta e da coordenada r, todos de baixa frequéncia. Para
encerrar sua deducao, sé basta calcular a versao tridimensional dos coeficientes da expansao do fator de
Lorentz. Para economizar a notagao, usar-se-a a definigao

2
Dy 2
5+ P7. (3.2.14)

P2(raprap0;Pz) d:efp?n + 7

O termo independente da série é, simplesmente,

o1 1 P2 9 P2
Yo }ILILI%) o \/1 + 5 (pr toa T (P,—0) ) A1+ o (3.2.15)

donde se definird como

2
14 B arppy. (3.2.16)
(6%

pois serd, mais uma vez, uma quantidade recorrente e é andloga ao fator relativistico nas coordenadas
originais. O coeficiente linear é, entao,

. v (1/2) 2 P,
R e ST s 1 P2 9 a( == 1) al’ (8:2.17)
L L (2 2+ (P - 1))
enquanto o quadratico desenvolve-se como
9y (=1 [ o@F.—h) Iy
=lim—— =1 —(P,—h) —
7272 aR2 T h50 202 oh (P =h) 5,
1 P, — h)?
= lim ¥ — ( ) ]
h—0 20y oy
L _E
2al al?
e conclui-se que os coeficientes da expansao do fator de Lorentz transformado sao’
Yo = Pa
P,
n=-5 (3.2.18)
1 2, .22
V2= 557 (a+p;+p5/r?).

!De (3.2.16), segue al'2 — P, = o+ p2 + p3/r?
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Levando os coeficientes (3.2.18) para (3.2.13), a versao tridimensional do hamiltoniano ponderomotivo

2 2 2 /.2 22 2z2
K(T,Z,p)zm%wmﬂ%/gex( r )
4 T(P,—al)

[eN

Ty (3.2.19)

Apés a remocao dos componentes de alta frequéncia, o sistema é regido por um hamiltoniano expli-
citamente independente do tempo. O sistema descrito pelas varidveis de baixa frequéncia é (assim como
previsto, também, pela versao unidimensional do formalismo e esperado genericamente), portanto, con-
servativo. Conforme visto nas simulagoes de solugoes do sistema completo, a particula comeca e encerra
sua dinamica muito afastada da origem. Nestes extremos, Z > o, de modo que a parcela de energia
potencial é atenuada e a particula experimenta somente energia significativa na forma cinética. Por
isso, no desfecho de sua dinamica, sua velocidade deixa de oscilar e assume um valor final bem definido.
Pela confusao que hé entre as varidveis originais e transformadas nestes extremos, podemos empregar o
formalismo descrito aqui para estudéd-los. Da constancia do hamiltoniano transformado segue que, para
quaisquer dois instantes de tempo t1 > to,

AK = K(ta) —K(t2) =0
Utilizando os instantes de tempo extremos, conclui-se que

tlirgo K(t) — K(0) = tlg]élo I'(t) —T'(0) = AT =0.
Ou seja, quando vigora o regime ponderomotivo, o valor inicial de energia cinética é transmitido para o
valor final. Pela confusdo entre as varidveis, I'(0) = 7(0) e T'(c0) = v(o0) de modo que, de (3.1.9),

AF:0:>A7:O:>vgz:vJ2cz+v}2cr

e obtemos a expressao prevista nas simulagoes: o valor do médulo da velocidade da particula é transmitido
do valor inicial para o final. A velocidade na direcao 6 é desprezivel comparada aos valores de velocidade
nas outras diregbes, e, por isso, ndo a levamos em conta. Com essa interpretagido, de que o regime
nao ressonante é fruto do potencial ponderomotivo, conseguimos entender corretamente como é feita a
transferéncia da velocidade longitudinal inicial para a velocidade radial final da particula.
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3.2.1 Equacoes de evolugao da aproximacao ponderomotriz tridimensional

Calculada a versao tridimensional do hamiltoniano que rege a dinamica da aproximagao ponderomotiva,
atentemos a obtencao das equacoes de evolugao temporal das varidveis de baixa frequéncia do sistema.
Pela tecnologia das transformagoes canonicas, as equagoes de Hamilton mantém a mesma exata forma.
Desta maneira, para obter as equagoes que ditam a evolucao dinamica das varidveis médias Z e P, basta

que resolvamos
dr, oK d 0K

a oz ° at _ oP.
Sera nosso interesse, também, obter a velocidade radial prevista pelo formalismo ponderomotivo a fim
de compard-la com a mesma previsao feita pelo sistema original. Tal velocidade sera referida por V;. e a
equagao que a calcula é

(3.2.20)

V.= % (3.2.21)

opr
Comecemos pelo movimento longitudinal. A equacao que dé a variagdo temporal do momentum conju-
gado é mais simples de ser obtida. Envolve apenas uma derivacao com respeito a Z do hamiltoniano,
cuja dependéncia nesta coordenada se concentra unicamente no fator exponencial. Desta maneira, segue

diretamente

dP; oK s e 1 0 <27’2 B 222>

=——=Pb,=—-—
dt oz 4 TP —ar)20z P\ o2

2
0%

2r? 222
pia XP (—Tg - 7) (42)
4 T(P,—al)? o2 )’
que pode ser reescrito observando a constancia do hamiltoniano como

. 47

z

Para efetuar a derivagao parcial com respeito a P, no hamiltoniano e, eventualmente, na fungao geradora
nos apoiaremos novamente na definicao de funcgoes auxiliares. As funcoes auxiliares no presente caso
tridimensional serdo andlogas a suas precedentes (2.2.21). Definiremos, mutatis mutandis,

My T"(P, — al)™, (n,m € Z), (3.2.22)
onde o diacritico til quer distinguir a presente versao tridimensional dessas fungoes de suas correspon-

dentes unidimensionais. Em termos destas fun¢oes podemos reescrever o hamiltoniano (3.2.19) como

17 @3 2 2.2\ 1r 2?2277
IC(T, Z, P) = M(LO) + Z (CV +pr +p9/r ) M(_17_2) exp 7? — ? . (3223)
A obtenc¢ao da derivada com respeito a P, das fungoes auxiliares exige que saibamos derivar do fator T.
Facilmente, percebe-se que, da defini¢ao (3.2.16),

or P,
= —=. 2.24

oP, ol (3 )

A derivada genérica da fung@o auxiliar comega como
8PZ apz [ (PZ « ) ]
or or
=nI""HP, — al)™ "m(P, —al)™ (1 :
n (Zoz)aPZ—F m(P, — al') ( a@PZ)

Substituindo o resultado (3.2.24), tem-se
OMymy nP P
M 2P, —al)" 4T m(P, — o)™ (1 - 2
i = 5 T e, ol (P, o) (1 )

nP,

= IT"2 (P, —al)""! (P, — al') + mI(T — Pz)} .
o
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Ou também, da definigdo (3.2.22),

My —~
550 = Min-am-1) [5P? = (n+m)P.T +mr?]. (3.2.25)

A exploragao do movimento radial exige que saibamos as derivadas de M, ,,,) com respeito ao momentum
pr. Efetuando a derivagao, segue

My 0 . .
o o T el)
FTL
= —g (P, —a)™ +T" 88 (P, —al)™
Z’é”r pr (3.2.26)
= (8 ) [nI" 1 (P, — aDl)™ — aI"m(P, — o)™ ]
Pr
T
= (88 > "=YP, —al)™ ! [nP, — a(n +m)T].
Pr
A derivada g—; é andloga a (3.2.24) e, portanto, segue facilmente que
o p,
=, 3.2.27
Jp, ol ( )
Assim, atualizamos (3.2.26) para
OMy m P
O Mgty Pr | — (n 4 m)T| . (3.2.28)

Ipy

Para obter as velocidades médias longitudinal e radial basta que atentemos as derivadas da fungao auxiliar
cujo par de indices é (—1,—2). Segundo (3.2.25),

OM(_1_ 3 —LP243PT 212
TR T L (3.2.29)
e, segundo (3.2.28),
6M(,1’,2) _ Pr (_Pz + 30&F) (3 9 30)
Opr al3(P, —al')3" o
Com estas derivadas, podemos obter a equagao de evolugao dinamica da posicao média como
dZ 0K ) AT 5 9,9 2rt  27%\ 0 —~
— = = 7= — —— = | ap M-1.-
dt ~ oP, op, T 1 (ot 9+ 25 /r°) exp 02 o2 Jop, LY
_ P, P 2r2 272\ (—1P?+3P.I' — 212
P (oo + p; + pg/r?) exp i T3P —al)?
P, 1p?_3pP.I'+2I?
=2 +(T-K)|22Z
al' + ) < I'2(P, — al') )
A velocidade radial média é obtida pela derivacao
oK or | ¢ 2, 272 a]\Aj(*lﬁ?) V7 r? 227
V=g @ Ve= gt (a+p7 +p3/r?) o TEMea e (=T

que se simplifica para

Ve = (%) {1 +K-1) {FS(FP_ ch{?) " +pchp5/r2)] } ' (3250
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As equagoes que ditam a evolugao dinamica da posicao média bem como do momentum conjugado a
esta ao longo do eixo de propagagao da onda e da velocidade na direcao radial segundo a aproximagcao
pondeomotriz sao

. 47

. P 1p2_ 3P.I"' + or?

Z="24+T- o Z 2.
al’ + (=K ( I'?2(P, —al) ) (3:2:33)

"= (&> {1 +k-1) [s(FP: iDZO{?) " +p§a+rp§/r2)} } ' (3239

Analisando as equacgoes obtidas podemos entender alguns comportamentos gerais do movimento da
particula quando em vigor o regime ponderomotivo. Nos instantes extremos, injegdo (t = 0) e ejegdo
(t — 00), a energia da particula é puramente cinética. Portanto, segue que nestes instante X — ' = 0.
Isso implica que, de (3.2.32), P, = 0. Le., o movimento médio da particula na direcao longitudinal deve
se dar fracamente oscilatério nos instantes iniciais e de igual natureza nos finais, porque a velocidade
média nesses instantes deve ser constante. De fato, é o observado. Essa velocidade constante, por sua
vez, é calculada através de (3.2.33) que se simplifica apenas para Z=P, /al'. O movimento na dire¢ao
radial deve se confundir com o previsto pelas equagoes do sistema completo, porque, de (3.2.34), na
situacdo em que K —T' = 0, a velocidade radial da particula obedece a mesma equagéo (3.1.11) prevista
pelo sistema original. Ainda, como nao hé previsao de altas frequéncias associadas ao movimento radial,
a equacao da velocidade radial da presente aproximacgao e do sistema original devem diferir por um
valor muitissimo pequeno mesmo para os instantes de tempo intermediarios entres os extremos. Este
valor deverd referir-se, exatamente, ao pequeno desvio da média que a velocidade radial da particula
experimenta.
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3.2.2 Simulacgao de solugoes ponderomotriz e comparagao de resultados

Esta subsegao destina-se a

expor a solugao numérica das 1.0
equagbes  (3.2.32), (3.2.33)

e (3.2.34) e comparar com

a solugao das equacoes das
variaveis do sistema original. 0.5
Ao lado, a FIG 3.2.1 com- I
para as solugoes de veloci-
dade longitudinal e radial do
sistema original (curvas, res-
pectivamente, em vermelho e
em azul) com as respectivas
velocidades calculadas pela
solucao das equagoes obtidas -0.5

0.0

v[ja1/?]

pela aproximacao pondero- v
z
motriz para v, = 0.3 a1/ Uy
As curvas pontilhadas supe- ' a~1/2
. . . ~ B -1.0 . . . . | . . . . | ; n n n
rior e inferior sao os en 0 500 1000 1500

velopes da curva de velo-

cidade longitudinal previstos

pe]a’ respectivamente, maxi- FIG. ‘3.2.1: Comparagao entre aievolugéo t.emporal da velocidade longit_udinal (vermelho)
. ~ e . ~ e radial (azul) da particula prevista pelo sistema original e ponderomotivo (curvas pretas
mizagao € minimizagao das sélida e pontilhadas) . Parametros a = 0.81, 9o = 1.0, o, = 100, o, = 50 e velocidade

derivadas temporais parciais inicial vo. = 0.3 a~1/2.
da funcao geradora. Estas curvas sao calculadas exatamente da mesma maneira que na versao unidi-
mensional. A curva pontilhada sobre a curva azul (a velocidade radial do sistema original) é a curva de
velocidade radial prevista pela aproximagao ponderomotriz. Percebemos que as curvas concordam muito
satisfatoriamente. Esta concordancia assegura a tomada do setor de varidveis radiais como diretamente
de baixa frequéncia. Igualmente satisfatério é o casamento entre a curva em cinza com a curva em preto
solida. Estas curvas, sdo, respectivamente, a média moével da velocidade longitudinal calculada pelo
sistema original e a velocidade longitudinal prevista pelo hamiltoniano ponderomotivo.
A FIG 3.2.2 exibe o
1.0 — — — — — — mesmo tipo de comparacao
entre as dinamicas do sis-
tema original e ponderomo-
tivo para o ponto rotulado
1 por 2 do mapa FIG. 3.1.1.
Trata-se da mesma figura
mostrada no quadro (a) da
FIG. 3.1.2, mas em cons-
traste das curvas revistas
pelo hamiltoniano pondero-
motivo, mostrado pelas li-
nhas pontilhadas em preto.
A particula é langada com

t

v[a—1/2]

o velocidade longitudinal ini-

z . .

v ——— cial igual a vy, = 0.4 o~ 1/2.
a2 — Mais uma vez, os envelo-

'1‘00 — 500 — 1000 — 1500 Pes previstos pelo hamilto-

niano ponderomotivo corres-

pondem muito satisfatoria-

FIG. 3.2.2: Comparagdo entre a evolugdo temporal da velocidade longitudinal (vermelho) mente ao envéolucro da curva
e radial (azul) da particula prevista pelo sistema original e ponderomotivo (curvas pretas . . .
sélida e pontilhadas) . Parametros a = 0.81, 9o = 1.0, 0, = 100, o, = 50 e velocidade de velocidade longltUdlnal

—1/2, prevista pelo hamiltoniano
original. A previsao ponderomotiva de velocidade radial acompanha muito bem a previsao do hamilto-
niano original, bem como a curva da média mével de velocidade longitudinal (em cinza) prevista pelo
hamiltoniano original acompanha a curva de velocidade longitudinal ponderomotiva. A maior proximi-
dade da velocidade longitudinal méxima a velocidade de ressonéancia atingida pela particula lancada com

t

inicial vg, = 0.4 «
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Vo, = 0.4c do que com vy, = 0.3c acarreta em uma pequena perda de qualidade na descricao ponderomo-
tiva. Tal resultado é esperado visto que flagra a validade da aproximacao que se propoe. Mesmo assim, a
previsio ainda ¢ boa o suficiente. E possivel que a consideragao de maiores ordens na aproximacao seja
capaz de curar tal perda. Entretanto, nao se pode garantir a cura uma vez que a falha da aproximagao
ponderomotiva é devida ao afastamento da dinamica a este regime.

A comparacao entre as
dindmicas referente ao ponto 1.0
rotulado por 3 no mapa
de parametros FIG. 3.1.1
é exibido na FIG. 3.2.3.
Trata-se da mesma figura
mostrada no quadro (a) da
FIG. 3.1.6, mas em con- I Uz
traste das curvas revistas
pelo hamiltoniano pondero-
motriz. As curvas pontilha-
das superior e inferior sao
os envelopes de velocidade
e a que acompanha a curva
azul é a velocidade radial
prevista pelo hamiltoniano
ponderomotriz. A particula
¢é lancada com a mesma ve-
locidade vy, = 0.4 a~1/2,
porém, a distancia inicial do
eixo de propaga(;éo da onda FIG. 3.2.3: Comparagao entre a evolugdo temporal da velocidade longitudinal (vermelho)

, e radial (azul) da particula prevista pelo sistema original e ponderomotivo (curvas pretas
de To = 50.0. A PafthUIa sélida e pontilhadas) . Pardmetros a = 0.81, o = 1.0, o0, = 100, o, = 50 e velocidade

encontra-se em regime pas- inicial vo. = 0.4 o= /2.

sante e o grafico mostra que a aproximagao ponderomotriz descreve satisfatoriamente o movimento da
particula também neste regime. A curva cinza e em preto sélido, que representam, respectivamente, a
média mével da velocidade longitudinal e a mesma prevista pelo hamiltoniano ponderomotivo, concordam
muito satisfatoriamente. A distancia significativa entre a velocidade méxima longitudinal experimentada
pela particula da velocidade de fase da onda recupera uma certa qualidade entre a média mével e a pre-
visao de média do formalismo ponderomotivo.

Na situacao em que a particula é capturada pelo potencial e acelerada até préximo a velocidade
da luz no vacuo a aproximacao ponderomotiva deixa de ter validade, pois nesse regime a dinamica
ponderomotiva da lugar a dindmica de aceleracao. Os gréficos referentes a essa situacao, como FIG. 3.1.3
e FIG. 3.1.4 mostram claramente o limite de validade do regime ponderomotivo e denunciam que o
mecanismo de captura se dd devido a quebra deste regime.

Ur
o-1/2

0 500 1000 1500
t
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4 Consideracoes finais e perspectivas futuras

esta dissertacao se propos um modelo alternativo tridimensional de aceleracao de particulas carre-
N gadas, motivado pela feliz andlise do mesmo modelo em sua versdao unidimensional. O processo de
aceleracdo de uma particula de teste baseou-se na presenca de uma onda eletrostatica de alta frequéncia
e lentamente modulada. A modulacao de sua amplitude se dé ao longo da diregdo de propagacao da
onda. A onda possui, também, um perfil e amplitude transversal de variacdo lenta. Ambos perfis de
modulacao sao feitos por funcoes Gaussianas. Pega-chave da andalise do movimento da particula teste
sob a acao da onda aceleradora, os mapas de parametros preparados nesta dissertagao nos permitiram
identificar trés possiveis regimes: o regime reflexivo, onde a onda funciona como um espelho que re-
flete a particula; o regime passante, no qual a particula atravessa a onda eletrostatica sem apresentar
aceleracao significativa; e, por fim, o regime acelerativo, em que a particula é eficientemente acelerada
por um ajuste automatico da fase relativa de movimento entre ela e a onda.

Uma vez estabelecidos os parametros e condigoes iniciais que localizam a particula em regime reflexivo
ou passante, se propos uma descricao de movimento baseada em uma aproximagao ponderomotiva.
Nesta, os componentes de alta frequéncia responsaveis pelas variacées em escala rapida de tempo foram
suprimidos. Em seu lugar, os componentes de escala lenta de tempo passam a descrever o movimento da
particula através de um sistema fisico remanescente conservativo (como era de se esperar, visto a regéncia
ponderomotiva). Tal sistema prové satisfatérias previsoes do valor médio das velocidades longitudinal
e radial da particula. Com este, fomos capazes, também, de prever corretamente a relagdo entre a sua
velocidade de injecao e ejecdo. A validade da aproximagao ponderomotiva é limitada as regioes que a
localizam longe do regime ressonante. A aproximagao falha quando a velocidade longitudinal maxima da
particula aproxima-se da velocidade de fase da onda que a acelera. O mecanismo de aceleragao manifesta-
se através da quebra do regime ponderomotivo. Quando a velocidade longitudinal maxima da particula
alcanca a velocidade de fase da onda, a particula é capturada pelo campo elétrico da onda e acelerada
até muitissimo proximo a velocidade da luz no vicuo. Concomitante a aceleragdo eficiente, observou-se
um comportamento adicional caracteristico deste processo: a focagem da particula em diregao ao eixo
de propagacao da onda. Sob condigoes adequadas, enquanto a velocidade da particula atinge valores tao
préximos da velocidade da luz (em tese) quanto se queira, a particula instala-se muito préxima ao eixo
de propagacao da onda por um intervalo de tempo aproveitavel.

Alguns efeitos devem ser adicionados ao modelo proposto em virtude de doté-lo da capacidade de
prover descrigoes mais realisticas e prever resultados melhor condizentes com a experimentacao. Os
efeitos de “space-charge” sao importantes de levar em conta quando considerarmos um feixe denso de
particulas ao invés de uma particula-teste solitaria. A focagem presente no regime de aceleragao deverd
competir contra a repulsdo coulombiana entre as particulas do feixe. A densidade de carga poderia
modificar significativamente a intensidade do campo elétrico. Nesse caso, deve-se considerar a dinamica
auto consistente dos campos e densidades de carga. Além disso, o problema de radiagao deve ser levado
em conta em fungao dos gradientes de aceleracao das particulas. O comportamento batizado de “uphill
acceleration” por Bauer et al [12] é satisfatoriamente previsto pela abordagem hamiltoniana feita neste
trabalho. Por isso, é interessante que futuramente se explore esse aspecto exibindo-o em mais detalhes.

Apesar da simplicidade do modelo proposto, seu estudo providencia sélidas direcées de como explo-
rar os aspectos de aceleragdo concomitante a focagem de uma particula carregada e revela a fecunda
fenomenologia da quebra do regime ponderomotivo.
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